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選投ぐ曲面そを追わかげで

儀我美一陳纏剛

「界面ダイナミクスの数理」より



1. 曲面の運動を記述する方程式

1. 曲がり方を表す

1.1. 図形の表現方法

日次

1.2. 曲蕗の接平甜を用いたグラフによる表示

1.3. 主曲率・平均曲率の定義

1.4. 固有値と 2次形式

1.5. 曲線の曲率との関係

1.6. 主曲率と曲線の曲率との関係

1.7. 球面の主曲率

1.8. 円柱面の主曲率

1.9. 曲率計算における注意

1.10. 等高田表示による平均臨率計 法

1.11. グラフ表示の場合の平均曲率計算法

2. 曲面の運動方程式

2.1. グラフの場合の成長速度

2.2. 等高誼表示の場合の成長速度

2.3. 等速成長の方程式

2.4. 平均曲率流方程式

2.5. 典型的な運動

2.6. 曲芸容の爆発

2.7. 特異点の発生

II. 等高面の方法による曲面の運動の追跡

1. 等高面方程式

1.1. 手j舗の概略

1.2. 問題点

1.3. 2曲聞の運動の比較

1.4. 比較原理と一意性



1.5. 幾何学的微分方程式

1.6. 従属変数変換についての不変性

1.7. 運動の一意性

1.8. 退化放物型方程式

1.9. 古典解の延長不能性

2. 粘性解

2.1. 1階微分方程式の伊i

2.2. 粘性消滅法

2.3. 粘性解の定義へ

2.4. 粘性劣解

2.5. 例

2.6. 等 臣方程式の粘性解

2.7. 劣解の定

2.8. 比較定理

2.9. 一意性についての注意

2.10. Perronの方法による解の構成

2.11. 近倒による解の構成

2.12. 粘性解理論の発展

3. 広義解

3.1. 定義

3.2. 存在と一意性の定理

3.3. 古典解との関係

3.4. 消滅時刻

3.5. 広 解が太ること

3.6. 車産対称曲面

3.7. 奇妙な縮み方のパーベル

3.8. 数値計算例

III. 最近の進展

1. 佑の方法による運動の追跡



1.1. Allen-Cahn型の反応拡散方程式

1.2. Brakkeの方法

2. 等高躍の方法の発展



自然界・産業界を通じて、物理的状態が異なる物震が交じりあわずに共存している現象

が、最近いろいろな科学の分野で取り上げられるようになってきた。例えば、水の中にある

氷とか、空気中の雪とか、合金とか少し考えただけでも多数の例がある。この中には、水と

氷のように物質としては同じであるが、その状態が液体、国体と異なるものから、合金のよ

うに 2物質以上から成り立っているものもある。ここでは、どちらの場合も考える。物理的

状態が変わる場所は、通常薄く曲面とみなしでもよい。この曲面は、界面もしくは棺境界と

呼ばれる。例えば、空気中の雪の場合は、雷結品の表面が、罰相と気相を隔てる棺境界とな

る。合金の場合は、ひとつの成分からなる結晶の表窟が椙境界にあたる。

近年、相境界が時間とともにどのように動くかという点に、学際的な関心が向けられて

いる。従来は、どちらかというと動かない状態つまり平衡状態の理論に対して焦点が与えら

れてきた。しかし、雷結晶がどうしてあのような複雑な形に成長していくかという隈題には、

平衡状態のみを考えていたのでは、答えられない。(鴎 1) 

動く相境界を理論的に調べるには、その運動を記述するモデルが必要で、ある。ここでは

相境界の運動を微分方程式で表したモデルを考える。現象をどのようにそデル化していくか

は、重要である。本稿では、微分方程式によるそデルを鑓用するが、特定の現象を説明する

数理モデルは一通りではなく、何も微分方程式が絶対的なものではない。ただし、なるべく

物理の基本法則から自然に導けるモデルがよい。モデルを作ったら、それを解析し、もとの

現象が説明できるかどうか調べなければならない。そのためには、なるべく解析しやすい単

純なモデルがよい。しかし、この両方の要請を溝たすモデルを作るのは、なかなか難しい。

このように、どうやってよいモデルを見つけるかという開題は、数学的にも重要であるが、

本稿では、その点についてはふれない。ただ、本稿で扱う微分方程式は、上に述べた 2つの

要請を満たしている典型的モデルであることを注意するにとどめる o

本稿では、相;境界の動き方を表現する畠面の運動方程式に対して等高誼の方法と呼ばれ

る解析方法を紹介し、動く曲面を追跡していきたい。この等高直の方法の数学的理論は数年

前に札幌で生まれたもので、歌米の理論の受け売りではない。棺境界は、水滴の表面がちぎ

れたりするように、ちぎれることがある。これは、従来の方法では、大変扱いにくい現象で

ある。等高留の方法の特長の一つは、相境界がちぎれでも、曲面の動きが追跡、できることで

ある。現在まで理論的に整備されている場合だけをとっても、合金中の一物質の結晶表題の

成長という現象を理解するのに役立っている。今後の発展が期待される分野である。また、

この理論を混じて、微積分学がどのように現実の潤題に役立つかの理解の一助lこなれば幸い
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である。

1. 曲面の運動を記述する方程式

物質の 2相を縞てる界置が時刻 tによって変形していく状況を考える。その時の界面

を S(t)と書く。ここでは S(t)の外と内が産別できるように S(t)を関酪酪(密 2)としよ

う。 S(t)は、 tとともに変形していくが、その変化を記述するにはどのような輩を用いたら

よいか。

S(t)の各点の速度(ベクトル)を用いると、次の問題が生じる。 S(t)上の点は動いて

もS(t)が形を変えず、図形として動かないことがある。例えば S(t)が球面で中心が動かず

回転している状態を考えればよい。この場合、各点の速度ベクトルはゼロとならず

“動かない"なら、“速度ゼロ"

という常識に合わなくなってしまう。そこで各点の速度の S(t)の法線方向への成分(直交

射影)を考える。これは、法速度と呼ばれる量で、ここでは、 S(t)の外側方向が正になるよ

うに符号を定め、 Vで表す。以後 Vを成長速度という。この VはS(t)の各点ごとに定まる

である。酪面 S(t)が図形として動かないなら、確かに Vが恒等的にゼロになり常識に合う。

典型的な S(t)の運動方程式は成長速度 Vが瞳簡の単位法ベクトル(外向き)nと、曲麗の曲

がり方によって決まるという形をしている(図 2)。数式で形式的に書くと S(t)上の各点で

V = f(n， S(t)の曲がり方)

となる。ここで、 fは物質によって決まる関数を表す。本稿では、運動方程式の導出方法に

は、ふれないが、この種の方程式は界詣 S(t)の近くでの力のつりあいと熱力学の第 2法員IJ

といった物理学の基本法JlIJから合理的に導かれることが Gurtin1)の結果により知られてい

る。よりー殻には、関数 fは持刻 tゃ S(t)の点、さらに S(t)の内側や外側の物理状態にも

よる。例えば、水と氷の場合、 fは水と氷の部分の温度分布により決まり、一方温度分布は、

熱方程式を介在して S(t)の形によって決まる。いい変えれば、 S(t)の運動方程式とその他

の方程式との連立方程式によって S(t)の運動が決まるわけである。このような場合の研究

は、非常に重要ではあるが、とりあえず単独方程式が理解できなければ、連立方程式は、わ

からないので、運動方程式を fが与えられているものとして単独で考える。

単独方程式で記述できる物理現象は、界罰付近での熱拡散の効果が無視できる場合であ

る。氷や雪は残念、ながらあてはまらないが、金罵の結晶成長の場合にはこれだけでも実用に
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耐えうるモデルになる。材料科学の分野では、界面の成長速度が界面の幾何学的形状によっ

て完全に決ってしまうモデルは界露支配モデルと呼ばれている。

さて、この運動方桂式に対する最も基本的な問題は、与えられた初期形状に対してこの

運動方稜式に従って動く曲面の族 {S(t)}が、ただひとつ存在するだろうか、ということで

ある。もし存在しないのであれば、現象をこの方程式で記述するのは無理である。また、民

じ初期形状に対して動き方が一通りでないということになると、その諌因を調べなければな

らない。そこで方程式が与えられたら、まず解の存在と一意性を調べる必要がある。そのた

めには、まず1.1で先の運動方程式中の“S(t)の曲がり方"とした部分をきちんと定義した

よで、1.2で運動方程式を数学的問題として定式化していこう。曲面の曲がり方は、曲率と

してとらえられる。最近の幾何学の入門書では、古典的な曲面論にあまりふれられないよう

なので以下で説明する。

1.曲がり方を表す襲 まず図形を関数を用いて解析的に表現することを考える。デカル

トの解析幾何の精神である。

1.1.図形の表現方法

円周は

沼ジ平面内の曲線を関数を用いて表現しよう。例えば半径 1の単位

(i) {(a， y)j y =土Jて京， -1三a三1}

(誌) {(a，y)j a = coss， y口 sins， 0壬s< 2π} 

(出) {(a， y)jぉ2+〆-1= O} 
の少なくとも 3通りの表現ができる〈図 3) 0 (i)は g を変数とした関数のグラフで表現した

ものである。(以後、単にグラフによる表示という。)これに対して(めは媒介変数 sを用い

て表現したもので、媒介変数表示という。 (i)もgを媒介変数として“aコお"という式をつ

け加えれば媒介変数表示の特別な場合とみなせる。これに対して (i註)は円周を 2変数関数

g(a， y) =忽2十y2…1

のゼロ等高線又は零点集合として表現したものである。 3次元空間内の 2次元の曲面に対し

でも、グラフによる表示、媒介変数表示、零点集合による表示の 3つの表現方法がある。グ

ラフによる表示では曲題全体をひとつのグラフで表すのは、一般には無理で、どうしても曲

寵を部分的に記述するいくつかのグラフで表すことになる o しかし曲面の一部を表すには、
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座標窓え定めれば、表示の仕方の任意性がなく考えやすい。媒介変数表示の場合は、表現の

多様性があり、たとえば(詰)の sをお (0三s<叫に換えても同じ円周を表す。表現の多様

性ということでは、零点集合による表示も陪様で (iii)の場合 gの代わりに勝手な託値関数

と gとの積を用いても零点集合は間じである。

どの表現方法も一長一趨であるが、考えている図形に滑かでない点、があるような場合、

零点集合による表示が便利なことがある。たとえば

U =JFzm2/8? 一∞<沼<∞

で与えられる曲線 Cを考える(関 4)。この曲線は原点で滑かではなく、よの関数は a=Oで

微分できない。媒介変数表示(忽(s)，y( s))を用いても微積分で通常要請する各点 sでの微分

(a'(s)，y'(s))手(0，0)を満たせない。問じ曲線を表示するにも、なるべく微分できるもので

記述することが望まれる。この例では

g(a，y) = y3 _ a2 

とすると C は gのゼロ等高線として表され、しかも gは肌y!こ関して何度でも微分でき

る。このことは、関数が十分滑かでも、そのゼロ等高線(面)は必ずしも構かな顕形にはな

らないことの例を与えている。逆に考えると楕かでない図形でも滑かで扱いやすい関数のゼ

ロ等高線(面〉として表される可能性がある。この性質が、後述する等高面の方法の基本的

精神として反映されていくのである。

1.2.曲面の接平面を用いたグラフによる表示 曲面 S上の 1点 Pでの曲がり方を記述

するために、 SをPの付近で以下のように Pの接平閣を用いである関数のグラフで表現す

ると都合がよい。まず座標を平行移動し Pが原点になるようにする。さらに座標を回転し

て Pでの単位法ベクトル nが、 z軸の正の方向に向くようにする(図 5)。すると、 Sは

Pの近く(新しい座標では原点の近く〉では沼U平面上で定義されたある関数 w(忽，y)を用

いて

z=切(a，y)

と表現される。 Sは原点を通るので w(O，O)口 0，また ay平面は Sに接するので wの勾配

gradw口(初回?叫) (初出は mについての偏微分を表す)
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は g 口 U口 Oでゼロになる。ここで、各点 P に対して wが a，yの揖らかな関数になる場

合、 Sを滑らかな曲面という。以下のように曲芸容を定義するためには、少なくとも、 wが

お，yに関して原点の近鐸で 2回連続微分可能であることは仮定している。もちろん Sが滑

らかならば問題なく瀧た容れる仮定である。

1.3.主曲率、平均曲率の定義 wの2階偏導関数から作られる Hesse行列は

¥
1
E
B
E
E
f
'
 

引
wu

旬
g

a

宮

叩

w

m

w

a

m

 

田

宮

初

旬

/
t
i
t
-
¥
 

……
 W
 

Q
M
 

g
u
 e
 
H
 

で与えられる。この Hess切の (0，0)での値はもちろん 2仔 2列の実対称行列となる。その

圏有値を k1，んと(重複度もこめて)審くことにする。 hわ んを Sの点 Pにおける(n方

向の)主曲率、 H=k1+んを点 Pにおける (n方向の)平均臨率とそれぞれ呼ぶ。(ガウ

ス以来 (k1+ん)/2を平均曲率と呼んでいるが、ここでは k1十んを採用する。)

ここで wのとり方は、 z軸中心の回転の分だけ任意性があるが、実対称行列の国有傭

は、座標系を屈転しでも変わらないから、上の主曲率の定義は、 wのとり方によらずに決ま

り、まともな定義である。 wを変えたら{直が変わってしまうのでは定義としてはまずい。厳

密数学では well-de五nedの定義かどうかが問題で、しばしば気をつけなければいけない点で

ある。

さて切を原点のまわりでテイラー展開すると切(0，0)=仏 gradw(O， 0)口 Oより

w(a，y)口仰2十2bay十cy2十a，yの 3次以上の項

となる。ここで
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の固有値である主曲率は、関数切を、つまり曲面 Sの点 P付近を特徴づける量と考えら

れる。

1.4. 闇有{値直と 2次形式 Aを2行 2亨列I]の2審宰対称行列とすあ門 q口(恥C∞Oωss， s討i蕊 sり)立ヰ互ムL。ム

の悦と衣幻2次形式 K削(s)ド口 qA内4

iえAの畳/パ小|ト¥陪脊値lにこ芸鵠卒しくなつている。

Aが対角行列なら簡単に説明できる。一般の場合は、鹿標を回転させて対角行列の場

合に帰着して示す。対称行列の間有値と対応する 2次形式の最大最小との関係は大変重要で

ある。

1.5.曲線の曲率との関係 曲面の主曲率 k1，k2をもう少し感覚的にとらえてみよう o 平

田内の曲線 Sが1.1.3節の曲躍の場合と間様lこ臨擦の平行移動と自転により、点 Pの近くで

ある関数 ω(忽) (切(0)口切'(0)口0，P = (0，0)を満たす)を用いて U口初(沼)とグラフ表示

されているものとする。このとき wの 2階微分 w"(O)を曲線 Sの Pでの(n.方向)の酪

率といい hで表す(関 6)。特に a方向とうるさく強調したのは羽を皮対向きにとると曲

率の符号の正負が変わってしまうからである。くぼんでいるか出っばっているかが曲線のど

ちら側から見るかによって異なることに相当する。

実は蕗率 hの絶対値は U軸上に中心をもっ丹のうち 3次以上の誤差を除いて、震点付

近で Sを近似している円の半径の逆数に等しくなっている。また hの符号は、その円の中

心の U座擦の特号に等しくなっている。 k 0の場合はこの円の半怪は無限大と解釈する。

さて曲酉の主曲芸容を視覚的に説明しよう。原点をとおり、 Sの主臨率を定義するために

1.1.2節で用いた ay平面lこ垂霞な平詣で、交線の忽軸となす角が sのものを Qsと書くこ

とにする。曲誼 Sと Qsの交わりで作られる曲線を C8 で表し、 C8 の原点での曲率を k(s)

で表す。 k(s) は角 0~s<2π と共に変化していく。 k(s) の最大鑑、最小値が実は S の原

点での主曲率になっている。感覚的にいうと、曲面 Sの Pでの主曲率は、 Sを Pの接平

語に垂直な面で Pを通るように切った時、切口の曲がり方で最も大きいものと最も小さい

ものを表している。数学的にきちんと述べよう。

1.6.主曲率と曲線の畠率の関係 臨凪SQPにおけるギ曲率の大きい方を h、主主心五

えんよ~。このと夫曲線 C8 0) (s P における)曲芸区 k(s)の最大摘が k11こ最小値が

-6-



k2 ，<::.斗ム。ヰぶム、 0~s<2π 立ヰム。

これを説明しよう。 Qdと ay平面との交線を ad ( 7') = 7' COS S， yd ( 7') = 7' sin sで表す

(図 8)0 ( 7'は原点からの長さを表す媒介変数になるようにとってある。)Csの原点での曲

率は、合成関数 W(♂s( 7' )， yd ( 7' ))の 2階微分

/ ;[、 2

的)=(示)w(a
S
(7')ぷ(7'))1

となる。以下添字 sを略して計算する。合成関数の微分則により

かいい)，y( 7'))口切叫叫山州由A点州(い例g叫(川け引伸似州)片戸州忽d州'(勺(い仲T

=切担(a(い例Tけ)，y(い?け)リ)C∞OSS十叫(ぉ(7' )， y( 7' )) sin s 

となる。もう 1回 T について微分すると

(~)2 ;)ω(刷，y( 7' )) = Wrere ( a ( 7' )， y( 7' ) ){勺)}2+ wrey(a(仰い))州内)
十初出(a(7')， y( 7'))ぉ吋7')+叫re( a ( 7' )， y( 7' ) ) a' ( 7' )y' ( 7' ) 

十切宮古(a(7')， y( 7')){がい)}2十叫(忽(7')，y( 7' ))y" (ァ)

となり7'=0とすると、 W ，こ授定した (Wre，W百)(0，0)口(0，0)より、 W の1措微分の項が消

えて

k(s) =初回国(0，0)COS2 S 十2初出古(0，0)COS s sin s十切官官(0，0)sin2 s 

となる。いま A= Hessw(O， 0)と表すと k(s)は臨有鑑と 2次形式を論じた1.1.4節の K(s)

に一致している。主曲率は Aの掴有{直なので、証明が完成する。

1.7.球酉の主曲率 畠亙Sゑ羊主主Rの球部とする onを内町き単イす決ベクトルとする。

このと台球部 Sの(内而去〕ギ曲惑は Sの点によらず-1Fで、ム.iJ2.-ム k1= k2 = l/R 

ヱムム。

この場合は前第で導入した Cd がすべての 0三s< 2π で半径 Rの丹局になっており、

“半径 Rの円潤の曲率問ロ k1=んである。もちろん半径 Rの円の曲率は l/Rであるが、上

述の解説に従って曲線 Cd の原点付近のグラフ

ド切(a)=-VRピ百十R

一 7-



として w"(O)を計算しでも平面 Qsの原点での G8 の曲率 1/Rが求まる〈図 9)。他の点

でも鹿標を回転させれば全く陪じ状況に帰着できる。

1.8.円柱面主曲率 車告に垂誼な切口が半径 Rの円である(直)円柱酷を考える(図 10)。

円柱龍上の 1点 PIこ接平面をあて、1.1.6.節の要領で接平鹿に謹直な点 Pを通る平面と円柱

面との切口の作る曲線 Gsを考える。謹観的にもわかるように円柱の中心軸に垂直(底窟に平

行)に切った時にできる曲線 Gs ( 半径 Rの円)の P での(内向き)曲率が、 8 を 0~s<2π

と動かした持、最大になる。一方、中心軸に平行な面で切ると円柱酉との交線 Gsは直線と

なり、曲率はゼロで最も小さくなる。主曲率と曲線の曲率の関係より k1 コ1/R，k2 =コOと

なる。

I 倫

1.9・曲率計算における注意 たとえば U江口 EgZの原点 (0，0)での曲率は、確かに

y"(O)口 1である。しかし例えば (1，1)での蝉は y"(1)口 1ではなく 4である。これ
2'¥/2 

はが(1)= 0となっていないからである。実際曲率を計算する場合先の定義や解説の手11闘を

用いて岱率を求めたい点ごとにいちいち図形を接平語上の関数のグラフで記述し直すのは面

倒であり要領のよい方法とはいえない。そこで以下で、曲面歯形がある関数の等高面として

記述されているときの平均曲率の計算法を紹介する。実はこの方法では、いちいち接平面を

考えなくてよいのである。

1.10. 等高面表示による平均畠率計算法 晶面 Sが 1点 Pの付近である 3変数関数

包(忽，y，z)のゼロ等高箇(零点集合)として表されているとする。包は滑らかとし、 3変数関

数としての勾配

grad u = (uro，匂引包z)

が Pでゼロベクトルにならないとする。今、

N = ，gradと一
Igrad叫

と表すと、 N の S上の点 Pにおける値 N(P)は Sの点 Pでの単位法ベクトルを与える。

ただし、 Igrad ulは grad包の長さを表す。つまり

2
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主て、点 P付近の曲面 S上で定まる関数 h divN Iこ注冒しよう。このdivNはベクト

ノレ場 N= (Nl， N2， N3) Iこ対する発散と呼ばれ、

divN1NJ+N;十lvf

となる。案li..hQPにおける摘が、 SQPでの法ベクトル N(P)方自の平話!曲率に等しく

なっているのである。このことを以下に示そう。まず、関数 hは、座擦の回転や平行移動lこ

対して不変であることに留意する。これは、やさしい線形代数学の問題であり、ここでは立

ち入らない。そこで Pを原点 (0，0，0)として N(P)が z軸正の向きを向くように座標の回

転と平行移動を行った場合について示せばよい。つまり、 N1(P)口 N2(P)= 0， N3(P) = 1 

としてよい。特に uZ{P)> 0なので包は Z の上方で正、下方で負となり(図 11)、また陰

関数定理より

u(a， y，Z) = 0 

は Pの付近で zlこ関して解ける。つまり z= w(a，y)と Sが表される。特に

u(a，y，切(a，y))口 O

は、原点 (0，0)の近鋳で成立するから両辺をお，yそれぞれについて微分して

包田(a，y，ω(忽，y))十包z(a，y，w(a，y))叫 (a，y)= 0 

uy(a，払切(民y))十句z(a，y，w(a，y))叫 (a，y)=O

を得る。 N1(P)= N2(P)口 Oより包a(O，O，O)=匂(0，0，0)=0を得る。また包z(P)ポO

より

初出(0，0)=叫(0，0)口 O

を得る。次に u(a，払w(a，y)) = 0を a，yそれぞれについて 2匝微分すると

uaa十 2包za初由十包zz切:十包z初出担=0， 包仰十 2包Z百叫十 Uzイ十句z初抑 =0

となる。 1回微分の時と同様、 uの導関数(uaaなど)は (a，払w(沼，y))での値を表す。原

点での値をとると

包回国(P)= 一也z(P)初出田(0，0)， 包官官(P)= 一包z(P)切官官(0，0)

-9-



となる。次に hを計算すると少々面倒だが

h=品河(ω-詰Ni刊行)
となる o ここで%の添字 1が a微分、 2が U微分、 3が z微分を表す。また A はラプラ

シアンと呼び divgradを表す。 Pでの値は

I grad包(P)I口 Uz(P)

N1(P) = N2(P) = 0， N3(P)口 1

なので Pでの hの値は

ぃ」Llh担(P)十包叩(P)十包zz(P)-Uzz(P)) 
包z(P)¥ 抑 /

=初出血(0，0)十切仰(0，0)

となり、 N(P)方向の平均曲率と一致する。

1.11.グラフ表示の場合の平均曲率計算法 今度は曲面 S上の 1点 Pの近くで Sが

z=w(a，y)とグラフで表されている場合の Pでの平均曲率を求めることを考えよう。もし

Pが原点に一致し、 z軸が、 Pでの法ベクトルと関じ向きになるような座標系なら、平均曲

率の定義で述べた計算法を直接適期すればよい。ここでは Sの上向き法ベクトル方向の平

均曲率を計算することにする(図 12)。

まず包(払払z)= z -w(忽，y)とおくと graduは Sのよ向き法ベクトルと同じ向きであ

る。 Sが包のゼロ等高鴎として与えられるから、前鎮の結果より Pでの平均曲率 H(P)は

H(P)口h(P)口一divN

となる o あとは Nの定義中にド Z一切を代入してゾ1十切3十切3N口(一切町一切引1)と
なり、また、 N3が zによらぬことに注意すると

H(P) = h(P)
口会(ゾ1十二十ω;)十え(ゾ1十二十ω;)

nu 

守
B-h



となる。もちろん初田(0，0)=叫(0，0)口 Oなら

h(P)口初仰(0，0)+切抑(0，0)

となることは容易にわかる。こうして前節とあわせて、平均曲率の便利な計算公式が得られ

た、主曲率に対しでも、同様に曲面の等高麗表示を基に計算に便利な公式を得ることができ

るが複雑になるので、ここではふれない。

以上、曲率について手短かに記述した。より詳しくは、臨面論の書いである微分幾何学

の教科書、例えば小林昭七氏の著書2)を参照してほしい。しかし、微分幾何の多くの本では

曲面を媒介変数表示で与えているために、等高麗の平均曲率の計算公式は、ほとんど触れら

れていない。なお等高麗の主曲芸事、第 2慕本形式については、儀我・後藤3)に述べられて

いる。

2.曲面の運動方程式 動く曲面 S(t)の方穏式

V口 f(n，S(t)の曲がり方)

の中の曲がり方を表す量については、 1節で主曲率、平均曲率を説明した。 Vは成長速度で

あるが、座標幾何的lこ表現するとどう表せるのであろうか。

2.1.グラフの場合の成長速度 ここでは

z=ω(t，a，y) 

で表される曲面 S(t)を考える。(この表示が時実rjtoの近くの時刻と S(to)上の 1点 Pの近

くで有効であるとしよう。)S(t)の上向きの単位法ベクトルは

n= (一切町…叫，1)(1+ W; +ω;) -1/2 

で与えられる(1.1.11節参照)。一方切の z軸方向の S(t)の変形速度は W を tで偏微分

した Wtで与えられる。グラフ上の各点の速度 vは

V 口 (0，0，叫)

宅
Eム

守

1
4



とみなせる。この vの m方向の成分が成長速度である。それは v と混との内積により求

まる。つまり

V 
v.n=戸古川;

となる(密 13)。

2.2. 面表示の場合の成長速度 今度は S(t)が時刻 toの近くの時刻 tと、 S(to)上

の 1点 Pの近くで

包(t，a，y，z)=O

とある関数を用いて表されているとする。点 P の座標を(何，Yo，zo)と表すと、もし

包z(to，ao， Yo， zo) < 0ならば、韓関数定理より toの近くの t、及び ao，yoに近くの a，yで

定義された関数 w(t，a， y)があって U=Oが z=w(t，a，y)と解ける。つまり

包(t，a， y，切(t，a，y))=0

が to，ao， yoの近くで恒等的に成立するようにできる。両辺を t，a， yで微分して、それぞれ

Ut十UzWt= 0， U"， 十UzW"， = 0， U百十UzW宮 =0

となる。ただし叫F包別町は値を (t，a， y， w(t， a， y))でとったものとする。 Z軸方向の成長

速度は

で与えられる。また 1十切2十ω;=1+(包;+ u;)/包?となっている o よって上向き法ベクト
ル方向の成長速度は

v=……… .Wt 
J1+w~ 十切3

Ut 

I grad包|

と表せる。ここで Uz< 0を用いた。

2.3.等速成長の方程式 Vを〈外向き)成長速度とし、 S(t)に対して

V= 1 

q
L
 

噌，ょ



という方程式を運動方程式の例として考える。これは護観的iこは常に外側に速さ 1で成長す

る運動を記述していると考えられる。

これはー毘単純な運動のようだが種々の問題を含んでいる。平面内の曲線の運動と解釈

して時刻ゼロでの曲線 8(0)が図 14の実線で搭かれた形状とする。 8(0)自身は、とがった

りしていない滑らかな曲線である。しかし、成長速度 1で動かしていくと有賑時間内に、滑

らかでないところが出現する。陸 14の点線の陸形を見てほしい。黒丸が滑らかでない場所

で特異点という。このように、曲酉の運動方程式を満たす曲面(線) 8(t)は、有限時間同

で滑らかさを失いうるのである。つまり、曲面が滑らかであることを想定していたのでは、

運動の追跡は不可能である。

一方関誌のように 8(0)が正方形でカドがある場合を考えよう。 V=1で成長させた

ときカドはどう動かしたらよいのであろうか。直観的には 8(t)は

{(ぉ，y);(a，y)と8(0)の距離 =t} 

とすればよいように恩われる。しかし、 8(t)は運動方程式 V口 1をどのような意味で瀧た

しているのであろうか、疑問は尽きない。これらを説明するのか、 II輩以降に紹介する等高

面の方法である。

2.4.平均曲率流方程式 等速成長の方程式では、成長速度は曲面の曲がり方の影響をう

けなかった O 曲がり方によって定まる 8(t)の運動方程式の典型例として

V=-H 

がある。ここで H 口 H(t，P)は8(t)上の点 Pにおける(内向き〉平均曲率とし、 V口 V(t，P)

は前述と関識に〈時刻 tの)点 Pでの外向き成長速度とする。この V=-Hは平均曲率

流方程式と呼ばれる。これに対応する酪線に関する方程式は、曲線短縮方穏式と呼ばれる。

平均曲率流方程式が最初に登場したのは、何と材料科学の Mullinsの論文4)である。金

属を焼きなますことを考える。これは、ゆっくりあたためさましていくことである。金属と

いうのは、程成が関じであっても結晶の向きがちがっていたりして全体としては単一構造で

はない。単一構造の部分を粒 (grain)と呼び、その境界を粒界という(図 16)。焼きなましの

目的は、小さな粒を蒸発させ、大きな粒のみにしてより単一の構造に近い金属に変形するこ

丹
、

υ

句

E
4



とである。それにより、内部応力が小さくなり、金属がもろくなくなるのである。この焼き

なましの時の粒界の運動が、もっとも単純な状況では、平均曲率流方程式に従うとみなせる。

一方、数学的には、平均曲率方程式による曲面の動きは、表面積の減少速度がもっとも

大きくなるような変形である。直観的には理解しやすいが、解析的には扱いにくい方程式で

あったので、数学の文献で最初にそれを扱ったのは、 Brakke5)で、講述の Mullinsの論文よ

り約 20年後になる。この方程式は微分幾何学的にもおもしろい方程式で、曲線短縮方程式

は測地線を時間無限大の極限として構成するのに役立っている。

2.5.典型的な運動 平均曲率流方程式による運動を理解するため、いくつかの特腐な曲

面を考えよう。まず、時刻ゼロでの曲面 8(0)が半援 Roの球面としよう。平均曲率は各点

で一定だから、球面の形を維持しながら動くと考えられる。そこで 8(t)を半径 R(t)の球

として平均曲率方程式 V口一H を満たすような R(t)を求めてみよう。まず外向き成長速
dR(t) 

度 v=一一ーである。内向き平均曲率は H口k1十k2口2/Rとなる。 (π 次元球面の場合dt 
n/Rとなる。)こうして V口-Hは

R
一a

J
U

一
2
一附

となる。初期条件 R(O)口Roを諜し、変数分離法で解くと

R(t)口兵仁五

となる。よって半径 R(t)をこのようにとると 8(t)は v=-Hを満たしていることがわ

かる。

ただここで気をつけなければならないのは tが

t* 口 R~/4

より大きいと R(t)が実数として意味をもたなくなってしまう点である。幾何学的には時刻

九で 1点に縮み消えてしまうことになる。したがって九を消滅時刻と呼ぶことがある。結

局、球菌の平均曲率流方程式が記述する運動は 8(0)が半径 Roの球ならば、しだいに縮ん

で8(t)は半径 R(t)口伊下石の球部となり消滅時刻 t申で l点lこ縮むというものである。

次に円柱面の運動を考えよう。I.1.8節の丹柱面で無限に長くふちがないとする。それ

を 8(0)とする。(中心軸に垂直な断面の円周の半径を Roとする。)このとき平均曲率は各
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点で一定で門柱形は VヱコーH によって保たれると考えられる。時刻 tでの円柱面の僻留の

半径を R(t)とする。平均曲芸事 H 口 1/R(t)なので、 V=-Hより dR/dt= …l/R。球罰

の場合と同様に求積法により

R(t)口氏仁五

となる。この譲は球のときの R(t)よりは大きい。また九 =R5!2のとき中心軸に縮む〈図
17 )。この 2例とも憎滅時刻九まで曲面 S(t)は滑らかである。次にこれらの例において時

刻 tが九に近づくとき主曲率がどう変化するかを調べてみよう。

2.6.曲率の爆発 前節の球面の運動の場合 S(t)の主曲率はふたっとも 1/R(t)に等し

かった。 K(t)を時刻 tでの曲面の主曲率の最大絶対儲つまり max(lk11，Ik21)とする。この

は消滅時刻iこ近づくとどのように大きくなるであろうか。球窃の場合 K(t)ロ 1/R(t)な
dR 2 

ので前節の一一=ーーにより
dt R 

dK 
一一 =2Ku 
dt 

という常微分方程式を得る。初期値 K(O)を l/Roとした解は、もちろん 1/R(t)である。

この K の常微分方程式は、右辺が多事式で、たいへん簡単なものであるが、時聞に関して

は、局所的にしか解けず、時刻 t= t*で K(t)は無限大に発散してしまうのである(図 18)。

このような現象を爆発現象という。 K(t)をむを用いて書き宜すと

(t)=1 
2(九…t)1/2

となる。これより K(t)がどのように爆発するかがわかる。

簡単な K の常微分方程式をとってみてもわかるように、ある微分方程式の時間大域解

を作るというのは、局所解の構成と異なり、方程式の非線形構造が大きく影響してくるので

ある。

さて、 V=-Hに従って動く曲面 S(t)¥こ対する K(t)がある時刻 toで無限大になった

としよう。(少なくとも S(t)はt口 toで、は清らかな曲面とは思えないわけで、特異点が生じ

たと考える。〉このとき

K(t)< C I2" (C:時需によらぬ定数)
ロ (to… t)1/

に

u
喝
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という評価を瀧たすなら、現れる特異点はタイプ Iであると呼ぶことにする口球菌が t=九

で消えるときできる特異点はタイプ Iである。これは円柱面でも間様である。

2.7.特異点の発生

に表すことができた。

球菌と円柱面については V=-Hを瀧たして動く曲面 8(t)を厳密

一般の梧らかな初期曲面 8(0)に対しでも V口-Hに従って動く滑らかな曲面 8(t)

が短い時間存在すること(局所解の碍在)は、放物型微分方程式の一般論により知られてい

る。しかし球面のザ1Jをみてもわかるようにある時期から先は、臨面は存在しなくなってしま

う(11.3.4節参照)。等速成長方程式の場合は畠面(線)は滑らかでなくなる可能性があっ

たが、この運動では、 8(t)は消えるまでの間ずっと滑らかでいられるのであろうか。

まず 8(0)で囲まれている集合が凸の場合(8(0)が凸という)8(t)は凸で滑らかなま

ま1点に縮む。そのときの縮む点は、タイプ Iの特異点である。一言でいうと 8(0)が球酉

の場合と定性的には同じである(図 19)。これらは Huisken6)による結果である。彼の曲躍

に対する証明は意外にも曲線鎧縮方程式には使えない。

しかし曲線短縮方程式についても 8(0)が凸なら、詞様な事実が成立することが Gage-

Ham出on7)によって証明された。曲線の場合は驚くべきことに、初期の曲線 8(0)が滑らか

で、しかも平面内で自分自身と交わらなければ、どんな形状であっても、 8(t)は時間がたっ

てもずっと滑らかで、ある時刻で凸になってしまうのである。これは Grayson8)の有名な結

果である(図 20)。

3次元空間内の曲面が V口…H に従って動く場合、 1点に縮む以前に特異点が生じる

ことがある。これは 8(0)が球菌と位相同型な(特に穴がない)陸面であっても、起こりう

ることが知られている。例えば、ハンドルの部分が大変細いパ…ベルを考えよう(密 21)。

ハンドルの部分は、円柱面であると思ってよいが断面の円の半穫が大変小さいので、その内

向きの平均曲率は、ハンドル部分以外に比べて大変大きい。従って全体が 1点に縮む以前

に、ハンドルの部分が先に縮み、ちぎれて特異点を生じてしまう。この事実の厳密な証明は

Grayson9)によって与えられた。

等速成長の方程式の場合と同様に曲率があっても、初期の曲面 8(0)がどんなに滑らか

であっても、有限持間内で特異点を生じ、かっその持安IJで消滅しないということが実際に起

こるわけである。特異点が生じたあとも追跡したいとなると、国形をグラフや、螺介変数表

示していたのでは、特異点のある曲面の場合不都合である。そこで考えられたのが以下に述
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べる等高面の方法である。

11.等高畠の方法による曲面の運動の追跡

基本的な考え方は、時間lこよって動く曲部 S(t)を、ある補助関数包口包(t，a，y，z)のゼ

ロ等高面とみなし、運動方程式を包の言葉で書き換えることである。その包の方程式はもと

もとは S(t)の上だけで成立する方程式であるが、それを空間全体で考えて考察することが

この方法の肝心な点である。

1.等高富方程式 まず S(t)の運動方程式を包の雷葉で書こう。 S(t)の外では包は負iこ

なるようにとっておく。〈もちろん正負を逆にとってもよいが、本稿ではこのようにとる。)

こうすると等速成長の方程式 V-1は

4
g
A
 i
 

一
也

t

一AU

匂
一
一
日一。。

となり、平均曲率流方程式は

ーヱL一口 -divN.Igrad包-_._.， 
制

仙

一

引

帥

，AU
つ川崎
a
一
a

v・伽
叩

V
a品

目
b

…g
b

一一N
 

と表せる(1.1.10， 2.2.節参照)。これらの方程式を 3次元空間全体で考えたものを等高蘭方

程式と呼ぶ。その特徴は、解協の各等高頭が同じ与えられた運動方程式に従って(少なくと

も形式的には)時聞の経退とともに動いていくことである。このような方程式は運動方程式

を与えるごとにただひとつ決まる。一般の運動方程式から等高麗方程式を作る手続きは全く

代数的でやさしい3)。

さて、等速成長の方程式、平均曲率流方程式の等高面方程式を後で鑓いやすいように

き換えておこう。

包t- I grad ul = 0 

t-ZE(んjー4jti玄)叫j口。
とそれぞれなる。ここで、dijはクロネッカーのデルタで t口jのときのみ 1でその他ではゼロ

をとる。また添字 1は g微分、 2はU微分、 3はz微分という偏微分を表している o 2番目

の式は 1.1.10節のdivNの計算結果を使えば得られる。

り
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この平均曲率流方樫式の等高田方器式は導出せよといわれれば容易だが、これがはじめ

て現れたのは、太田-Jasnow-JII崎の論文10)であろう。そこでは初期曲面をランダムにとっ

たとき平均曲率流方程式に従って動く曲面の種々の物理襲(表面積など)の期待値の性質が、

等高面方程式を用いて研究されている。

後年 OsherとSethianll)が、平均曲率流方程式に従って動く曲面の数{度計算をするの

に、向じ方程式を使用した。

それでは次に等高酉方程式を用いて、動く曲面を数学的厳密に追跡していくための準備

をしよう。まず、この方法の手)I簡を紹介する。

1.1.手臓の概略 (i)まず与えられた初期罰曲臣 8(0)に対して、次のように 3変数関数

陶工=句。(忽，y，z)を1つ決める。 8(0)で屈まれた開集合 D(O)の上で均が正となり、 8(0)上

旬。はゼ口、 8(0)の外で均が負となるようにする。関数也oは、少なくとも連続とする。 80

が曲線の場合も陪様に関数也O口包o(a，y)を定めるものとする。その様子を密 22~こ表した。

(益)次に運動方程式から決まる等高面方程式を初期条件

包(0，ぉ，y，z)=旬。(a，y，z)

のもとで時間大域的 (t> 0)に解く。

(出)この解 u(t，a，払z)を用いて

8(t)口 {(a，y♂);匂(t，a， y， z)口 O}

を初期値 8(0)のときの運動方程式の解曲面と考える。もし 8(0)が平面上の曲線の場合は

8(t)は図 23のように表される。

以上が等高麗の方法の概略である。しかし、この手願を数学的に厳密に実現するために

は、次に指摘するような種々の問題点があった。これらを最初に解決したのが陳・儀我・後

藤12)とEvans-Spruck13)の研究である。前者が一般の運動方程式的に対しての結果であるの

に対し、後者は、平均曲率流方桂式のみを扱っているが、より詳しい結果を出している。

1.2.問題点 第一に等高面方程式は、いつも与えられた初期値町に対して時間大域的に

解けるかということである。等高面方程式は未知関数とその導関数について線形ではない。

非線形方程式では、例えば 1.2.6節の常微分方程式のように解が嬬発して、時聞に関して大
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域的に解けないことがある。また、解けるとしたら、次lこ初期値 Uoを決めれば、解はただ

ひとつ決まるかという解の一意性の問題もある。こちらも常微分方程式

212JZL a(O)口 O

の解として g が恒等的lこゼロなもののほかに g 口 t2があることを考えれば、注意しなけれ

ばいけない点であることがわかる。

第二の問題は、よりこの方法に特有なものである。与えられた曲窟 8(0)に対して旬。

を定めるのだが、そのとり方には任意性がある o ayz空聞をまとめて 1次元的な直線で描く

と国 24のように包oと同じ条件を満たす別の関数があることがすぐわかる。そこで、旬。を

初期値として等高罰方程式を解く。ちし第一の揖題が解決されていれば、 v(t，払払けという

解が唯一存在することがわかる。しかし均を初期値とした解とは異なっているはずである。

このとき

切のゼロ等高箇 U のゼロ等高密

が成立するだろうか。もし成立していないと、前節の手11援に従って求めた曲酷 8(t)は初期

値切oの定め方によって異なったものとなってしまい運動方程式の解曲簡を追跡できなくなっ

てしまう。逆に、もしこの等号がなりたてば、 8(t)は初期形状 8(0)から、完全に決ってし

まうので、好都合であり、また自然である。目標は 8(0)を与えて運動方程式を瀧たす 8(t)

を作ることであったからである。

ふたつの問題点を短い言葉でいいかえると第一の出題は、「等高面方程式の初期値鰐題

の大域一意可解性j、第二の鵠揺は、「運動の一意性J又は「等高聞による解の定義の正当性

( well-de長nedness)Jとなろう。

1.3. 2曲面の運動の比較 運動方程式を満たすふたつの曲面の運動を比べてみよう。

8(0)と81(0)という 2つの曲面があって、 8(0)が 81(0)を包みこんでいるとする(函 25)0 

8(t)， 81(t)をそれぞれ 8(0)，81(0)を初期値とした陪じ運動方程式を満たすものとする。例

えば平均曲芸事流方程式を瀧たすことにする。また、 8(t)，8t(t)とも短い持聞のみ存在して

いて清らかとする。このとき 81(t)はいつも 8(t)に屈まれているであろうか。大小関係は

得られているであろうか。直観的には少なくとも平均曲率流方程式の場合図 26のような追

越しは考えられそうにない。くっつく瞬間の持刻 t= toでの曲がり方を比べれば想像に難

しくない。数学的厳密には、弱最大錨原理とか畠面の比較定理とか呼ばれるものである。
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さて等高面方程式において初期値旬。と吋に対する解(が存在したとして〉それぞれ

を包(t，a，払z)，U1(t，忽?払z)と書くことにする。旬。三叫が空調上のすべての点で成立する

ものとする O 等高面方程式の解の各等高面は(少なくとも形式的には)、陪ーの運動方程式

を満たして動いている。旬。三吋なので 2つの関数の同じ高さの等高面を比べると吋から

の等高面が包oのそれを掴むことになっている。追越しがないことを考えると空調上旬:::;U1 

がすべての時刻で成り立つのではないかと考えられる。こうして次のような予想ができる。

1.4.比較原理と一意性 記盈隼包0，吋に対する等高部方梓式の艇をそれぞれ叫が

主主三一。ムよ..:，..Uo壬吋ネムヰ包:::;U1がすべての時実11で成立する。設!<:包oを初期値とする解

はただひとつである。

実際 Uと切と 2つあったとすると比較原理より包三町切さ包となるからである。こ

のことについては II.2節で解を数学的に厳密に定義したうえで比較定理として述べる。

比較原理は、等高面方程式の初期値問題の解の一意性を導くのに重要だが、これは第二

の関題点を解明するのにも重要な役割を果たす。

1.5.幾何学的微分方程式 等高麗方程式はその解の各等高田が問じ運動方程式に従って

動くという特徴があった。そのような性質をもっ方程式の形は、どういうものであろうか。

まず平均曲率流方程式の等高誼方程式

3 3 
~~ (r UiUi ¥ 

U+ - ， 、I O;~ 一一一一ー一一 IU;~ りると1自門 1grad包12J -'J 

をその構造を調べるために書き換えてみる。 F= F(p，X)を 3次元ベクトル pと3行 3列

実対称行列 X を変数とする関数とする。もし

F(p，X) ZE(んj一昨)ん
とすると上述の等高田方程式は 2措微分方韓式

包t十F(grad民Hess包)= 0 

と書くことができる。ただし XijはX の 1，)成分、 PiはPの i成分を表し、 Iplはpの長

さを表す。もっと Fをしゃれて書くと

F(恥X)= -trace[(I -p 0 p )X]， p = p/lpl 
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となる。ここで Iは単位行列で⑧はテンソル積を表す。 3行 3列の行列 1-p0pのM成

分はもちろん dii-PiPi /lpl2である口 traceは行列のトレースつまり対角成分の和を表す。

一方等速成長の等高面方程式は

F(p，X)口一切i

とすれば、この場合も

叫十F(grad民Hess包)口O

と審ける。この Fは実は包の 2措微分によらないので、方根式は 1階微分方程式である。

このふたつの例に共通な Fの性賓として次のスケール不変性がある。つまり

(i) F(s乱 sX)口 sF(p，X) (s > 0) 

(註)F(p，X十'I'p0p) = F(p，X) ('1':実数)

ここで pはゼロでない 3次元ベクトル、 X は3行 3列実対称行列を表す。性質 (i)，(註)を

満たす Fを幾何学的12)で、あるという。

等速成長方程式lこ対応する Fについて (i)，(註)を確かめるのは容易である。平均臨率流

方程式について調べてみよう。 (i)はや窓しいので(益)のみ示す。

F(p，X + 'I'p③p)=一位ace[(1一五⑧p)(X十'I'p⑧p)] 

ロ F(p，X) -trace[(1 -p⑧事)'I'p⑧p]

ここで

(p③p)(p⑧p)ロ Ipl2(p0 p) 

つまり

LPiPiPiPk = Ipl2pipk， 1 ~ i， k ~ 3 

に注目すれば、最省辺の trace内がゼロ行列になることがわかる。こうして(誌)が示せた。

幾何学的方程式の特性を調べよう。

1.6.従属変数変換についての不変性 Fを幾何学的としよう。包を

均十F(grad叫葺essu)= 0 
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を瀧たす関数とする oGをG'> 0となる一変数の関数とする。このとき合成関数 ψ=G(包)も

叫+F(grad町Hessψ)口 O

を満たす。

厳密には解の意味をきちんとしないといけないが、すべての関数が 2階まで微分可能で、

grad包が消えなければ、次のようにして説明できる。

直接切の方程式の左辺を計算していく。

gradψ = s gradu， s = G'(包)

Hessv口 Tgrad包⑧grad包十sHess包，T出 G"(包)

に注意すると幾何学性より

叫十F(gradψ，Hessり)= SUt十F(s grad u， s Hess u十Tgradu⑧grad包)

s(叫十F(grad帆 Hess包))出。

となり、 G による従罵変数変換についての不変性を示せた。

この事実は、幾何学的 Fに対しては、各等高面の運動は、等高誼の高さによらず決ま

るというごくあたりまえのことの数学的表現である。この性質は一般の微分方程式について

は必ずしも成り立つわけではない。よく見かける拡散方程式、例えば熱方程式

Ut = su 

は、このような性質がないのである。

1.7.運動の一意性 比較原理と従属変数変換についての不変性をつかうと、等高面の方

法で (1.1.1節(出))でゼロ等高誼として定義した 8(t)が切のとり方によらず、 8(0)のみに

よって決まることがわかる。つまり第二の問題点に答えることになる。

実際、包oと同じ条件 (H.1.1(i))を瀧たす旬。があったとする。もし、 G という関数で

G(O)口 0，G' > 0なるものがとれて

旬。三 G(旬。)

つ白つ臼



となれば、比較原理により初期値均， G(旬。)に対応する等高密方程式の解包と wは

包 '5:.w

を瀧たす(鴎 27)。従属変数の変換不変性と解の一意性より w= G(りであることがわか

る。ただし uは旬。を初期{直とする等高面方程式の解である。これより uのぜロ等高面は匂

のゼロ等高面lこ囲まれていることがわかる。 uと切との立場を逆にすると逆の関係もいえる

ので包と切のゼロ等高臣は一致することが示せた。

この議論では Gという関数がとれるかどうかが問題になる。一般には包0，旬。が求めた

い曲語 3(t)がすっぽり入るようなある大きな球の外で負の定数になるという条件(3(0)か

ら遠く離れているところは気にしないので課してかまわない〉を加えて問題設定を易しくし

ても、 G としてとれる関数は高々連続非減少で微分可能とは限らない。したがって、 II.1.6

節もこのような弱い設定のもとで示さねばならなくなる。

1.8.退化放物型方程式 第一の問題lこ話を戻そう。与えられた初期値均に対して等高

部方程式の解は時陪無限大まで存在するか、という問題であった。解の一意性のほうは既に

述べたように比較原理が成り立てば問題なく示せることかわかっている。

解の存在を示すためにまず方程式の構造を調べてみよう。

F(p，X)ローtraceX

とすると、向十F口Oは、熱方程式包t-.d.包口 Oとなる。熱方程式の場合は、拡散効果に

より初期舗があまり清らかでなくても、時陣大域的に滑らかな解がある。(ただし初期舗旬。

は簡単のため有界としておこう。)この Fと平均曲率方程式の等高麗方程式中の Fに対し

て共通する性質として“単調性"

F(p，X十Y)~ F(p，X) 

がすべての非負実対称行列 Y(短く YさOと書く)およびゼロでない 3次元ベクトルと 3

行 3列実対称行列 X に対して成立することが挙げられる。 Y~ 0は Y の間有舗がすべて

非負であることと同債である。

実際 F(p，X) = -trace X の持は

traceY = Yの毘有値の和

q
G
 

ワ
ω



であることと、 Y;:::0より traceY~ 0が出るので単調性は明らかである。平均曲率流方程

式の等高酉方程式中の Fについても、

F(p，X十Y)口 F(p，X) -trace[(I一事⑧p)Y]

で I-p0pき0かっ非負行子IJA，Bの積について traceAB~ 0なる事実より F(p，X十Y)三

F(p，X)を示せる。関数 F(p，X)がよ述の単調性をもっとき、 Fを(退化)構内型といい、

方桂式叫十F=Oを(退化)放物型方程式という。

この定義では 1措微分方程式叫 +F=Oはすべて退化放物型になる。したがって等速

成長方程式の等高麗方程式も退化放物型となる。

それでは、熱方程式と、平均曲率流方程式の等高面方程式とでは、“放物性"において

どの点が違うのであろうか。それは、熱方程式の Fは traceY > 0ならば

F(p，X十Y)< F(p，X) 

となるのに対して、。後者の Fに対しては、この狭義不等式が成り立たないことがある。実

際 Fが幾何学的なら

F(p，X + Y) = F(p，X) 

が Y= 1'P③p!こ対して成立する。ここでl'> 0とすると traceY > 0となるが、 Fは上

の狭義不等式を瀧たさない o Fが狭義な不等式を満たすとき、 Fを強楕円型と呼ぶことに

する。まとめると、熱方程式の Fは強楕円型であるのに対し、運動方程式の等高面方程式

中の Fは幾何学的で、強楕円型でないo

Fが強楕円型であると、向"ト F= 0はあらゆる方向に拡散の効果があるという点で、

熱方程式に近い性賓がある。それに対して幾何学的な Fについては P⑧p方向に“退化"

しているので、その方向には拡散がかからない。これは、直観的には当然で uの各等高面が

他の等高麗の影響を受けずに間じ運動方程式に従って動いていることによる。つまり grad包

方向(等高薗に垂直な方向〉には、拡散効果が働いていないのである。

1階方程式は、 2措の項がないのですべての方向で退化した方程式と見なせる。

1.9.古典解の延長不能性 退化放物型方程式の極端な場合として 1措方程式叫十F= 0 

がある。この方程式は、ここでは詳細は述べないが、いわゆる特性曲線の方法で常微分方程

A
笠つ臼



式を解くことにより、短い時間ならば滑らかな解を作ることができる。もちろん初期値旬。

が滑らかと仮定している。しかし、これを時限大域的に普通の意味での解(古典解)として

延長することは、一般の初期値に関しては、不弓能である。特性曲線上で関数値は一定だが、

特性曲線自身有按時寵で交わりうるからである(陸 28)。このとき、関数の微分が連続でな

い点が現れる。空間次元 1次元のとき、ハミルトン・ヤコビ方程式叫十H(包却)= 0を微

分して旬 =U却の方程式は非線形保存型と呼ばれる 1階方程式である。この解 uの不連続

点全体をショックと呼ぶ。

これまでの考察により、等高面方程式を時間無限大まで解くためには、解の概念を拡張

する必要があることがわかったo しかし一方で、あまり解の概念を拡張しすぎると、解が扱

いにくく、比較原理が成立しなくなってしまう可能性がある。このような開題を解決するの

が粘性解の導入目的である。

11.1節では、主に等速成長方程式と平均曲率流方程式について述べたが、もとの運動方

程式くから決まる等高面方程式)が退化放物裂である限り、すべて、同様な説明で等高富の

方法がうまくいく 3)，12)。

2.粘性解 微分できない関数を、微分方程式の解とみなすにはどうするか。いわゆる超

関数の意味での微分すなわち部分積分法に基づいた一般化された意味での微分がしばしば用

いられる。これは線形偏微分方程式論では大成功をおきめた方法である。線形でない方程式

についても特殊な構造があれば、うまく使えることも多い。例えば

叫-div A(grad包)口O

のような発散型でかかれた 2階微分方程式については都合がよい。空間次元 1次元で、しか

も時間によらない場合を例に説明しよう。方程式は

(A(包田))ro口。
となり、これに滑らかな 1変数関数である有限露関の外で恒等的にゼロの関数 hをかけて

部分積分すると

にんA(uro)da= 0 
を得る o 包が滑らかなら、この積分式がすべての hについて成立することと A(包由)田口 Oと

F
h
u
 
つUM



は同値ということがわかるので、包が 2措微分できない場合も、この積分式がすべての hに

対して成立するとき、包は弱い意味で方程式 A(包田)四 =0を満たしているという。

残念なことに平均曲率流方程式の等高面方程式は、発散型で書けないので、このような

部分積分法に基づいた解の概念の拡張を用いるのでは都合が悪い。そこで粘性解の概念を導

入する。いきなり平均曲率流方程式を考えるのは、初心者にとって難しすぎるので簡単な例

を考えよう。

2.1. 1轄微分方程式の伊i 次の方程式

1~:1-1 口。 (Ial < 1) 
を境界条件 v(ごと1)= 0の下で考えよう。この方程式の連続微分可能(つまり、 1階導関数も

連続)な解は、存在しない。なぜなら、もしあるとすると、切の微分録数は憶常的に 1か慣

常的に-1でなくてはならない。したがって境界条件を満たせない。

そこで連続関数で有鰻儲の点で微分不能になってもよいとして解を見つけてみよう。す

ると句作)= 1… lalは解である。原点以外では微分可能で方程式を満たす。一方、図 29で、

点線で表した関数も解である。このように考えると何回折れまがっても舘きが 1か -1にな

るようにしておけばよいので解は、無数に作ることができる。これは、解の概念を拡張する

と解の一意性がなくなってしまう典型的な例である。このたくさんの解の中からたったひと

つだけ選びたい。

2.2.粘性消滅法 そこで|学1-1= 0附して
iα忽|

1~:1-1 
という 2措微分方程式を担1<1で考える。もちろん境界条件匂(土1)口 Oを諜す。ここで α

は正の数とする。この方提式は旬の 1階微分に鵠して非線形ではあるが厳密にも解けるoVro 

の符号によって分けて考えれば 2階線形常微分方程式(定数係数)の解法が使える。答えは

r
E
Z
J

、EE
K

一一
、h
，Jg
 

/
E
1
 

品
引

U

1-a十α(e-1/品_e-ro/α)，。さ a::::;l

l+a十α(e-1/品…♂/品)， -1壬a<O

である。この関数は 2階導関数まで原点を含め連続である。そこで%が解ということは、

容易に検証できるが、解はそれだけかという罰題がある。しかしこの問題では、解を求める
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手続きをよくみて常微分方程式の局所解の一意性を使うと、一意性は自然にいえる。他の考

え方としては、 α>0なら比較原理があるから解は一意であるという論法がある。

さて%の解を αが小さいときに図示してみる(罰 30)。式からもわかるように αを

Oに近づけると%は句作)= 1-lalに近づく(厳密には一様収束の意味で)。 αの入った

2階微分方程式の解%の αを Oに近づけた極限として得られる関数句作)がもとの方程式

|ω 一卜1=0の粘性解と呼ばれるもの同っている o こうしてたくさんの解の中から、たつ
da 
たひとつの解が選び出せるのである。

粘性という言葉の由来は、 αが、ちょうど流体力学の方程式の粘性係数と似たような効

果をもつことによる。粘性をゼロに収束させ粘性のない方程式の解を求めることを一般に粘

d2旬
性情減法と呼んでいる。 αーーという項をつけ加えるのは、ほんのちょっとした摂動(つま

dぉ2

りずらし)のように退ぎないように思、われるかもしれないが、 αロ Oとα>0とでは、方程

式の型が 1階、 2轄と全く異っているのである。このように摂動により状況が全く変わって

しまう摂動を特異摂動と呼ぶ。

2.3.粘性解の定義へ 前節では近似方程式の解の極眼として粘性解を理解した。しかし、

粘性解をこのように定義した場合、近似の仕方を変えると遣う解に収束してしまい、解をた

だひとつ選び出せない心配が出てくる。より異体的にいうと例えぼ

i， d2旬7|-1=d(m)22EF 旬(土1)口 O

という方程式の解の αを Oに収束させた極限も確かに切なのであろうかという点である。

ここで bは正の滑らかな関数とする。つまりいちいち近似方程式を使つで定義していると、

このような一意性の開題が生じる。したがって、できたら

1 ~: 1-1 = 0 
という方程式だけを見て、粘性解を定義したい。

このことは、例えばデルタ関数をいろいろな近似関数列の極限として定義するのではな

く、度接定義することに類似している。

Id匂 i
粘性解を定義するためには、まず微分不等式 1-:-1 -1 :::; 0を形式的に瀧たす関数であ

Idal -= 

るす占性劣解を定義する必要がある。特別な状況のみを考えると定義の意味がわかりにくいの
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で、できるだけ一般に考える。包をユークリッド空間の〈局所コンパクトな〉部分集合 Zで

定義された実数値連続関数とする。 E= E(u，p，X)は各変数lこ関して連続とする。

2.4.粘性劣解と粘性解 包が

E(帆 grad叫Hess包)出。

の(粘性)劣解であるとは、 Zの各点 aoIこ対して Z 上で g~ 包かっ g(æo) =包(ao)を満た

すどんな滑らかな関数 g(試験関数という)をとっても

E(句作。)，gradg(♂0)， Hessg(ao)) ~ 0 

が成立するときをいう。(gは aoによって異なる)。

与えられた aoに対して gは、そのグラフが包のグラフの上にあって、かつい0，包(ao))

ではくっついている関数になっている。点 ao付近で況を上から近似した glこ対して(微分

不等式)E ~ 0が aoでいえるということがよの定義中の条件である(図 31)。

一方、関数也が(粘性)優解であるとは、一也が

-E(…u， grad叫 -Hessu)= 0 

の粘性劣解であることをいう。別の雷い方をすると、各点 aoIこ対して包(ao)= g(ao)かっ

Z 上旬 ~g を満たす滑らかな関数 g に対して

E(包(ao)，gradg(ao)， Hessg(ao))き0

が成立しているときといってもよい(2つの定義が同組なことは自明〉。劣解の場合と違っ

て gは包を下から近倒している。さらに、関数包が劣解かっ優解のとき粘性解と呼ぶ。

Idψl 
2.5.例 II.2.1節の|一1-1= 0について検討してみよう。まず旬。(a)= 1-lalが粘性

Idal 
解かどうか調べてみよう。旬。(a)が滑らかなところ、すなわち原点以外の点 aoでは劣解の

dg(a) 
定義中の gのグラフは包のグラフに (ao川(ao))で接している。よってすr口 1(ぉ>0) 
又はー1(包<0)なので

|竿|…1::;。
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次に a=Oのところで考えてみる。 gとして包壬 gかっ u(O)口g(O)なる gの傾きは -1

から 1の閣である〈図 32)。よってこの場合も

|学1-1三0
が言え、旬。が方穏式の劣解であることがわかる O さて旬。は包手 Oでは優解の条件を満た

す。忽口 Oでは特別で包主 gかつ包(0)= g(O)となる滑らかな gは存在しない。したがっ

て優解の条件が自動的に満たされるので、この点については持も言う必要がない(関 33)。

よって、町は優解となる。こうして、旬。が粘性解であることがわかった。

それでは、他の“解"は、粘性解であろうか。例えば、グラフが陸 34のようになる

|ω 一卜1=0の解について調べてみよう。この解は、劣解であることは前と同様叫でわか
da 
る。しかしこの関数は残念ながら優解にならな~¥ 0 なぜなら滑らかな gとして匿 34のよう

に m軸に (0，0)でグラフが接して、 g三0となる関数を考えると

!讐1-1=-1 

となり非負lこならず a=Oで優解の条件を瀧たしていないからである。

このように考えると

I~:I … 1 口 O

の解でそのグラフが下向きのカドをもっ場合は、優解lこならない。よって、粘性解として残

るのは旬。になることが予想され、それは実際正し ~\o というのは、この方程式に関して、

肌 ψ がそれぞれ劣解、優解で南端ぉ=土1で包三句なら、 lal:::; 1でも包三句が従う。つま

り比較原理が、粘性解においても有効なわけである。前lこも述べたように比較原理より粘性

解の一意性がわかる。

粘性解の理論では、両迫に気安く、マイナスをかけてはいけないことに注意しておく。

際 -I~:1 + 1 = 0の ψ(土ト 0を満たす粘性解は ψ(a)= læ卜 1 となり、 I~:1-1口O
の粘性解と異なる。これは近似する 2階方程式が異なるからである。

2.6.等高額方程式の粘性解 平均曲率流方程式の等高面方程式

向十F(gradu， Hess包)=0
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を見て気がつくことは F= F(p，X)が p=Oで定義されていないことである。この Fは

Pココ oiこ連続lこは、拡張できない。となると試験関数 gの gradg= 0になってしまったと

きの処理が問題である。方程式にこのように特異点があっても粘性解を定義する統一的な方

法がある 12)。しかし、そのためには、種々の用語が要るので、ここでは、幾何学的 Fに対

してのみ通用する定義を用いる。応用上は、これで十分である。

2.7.劣解の定義 3)，12) 主丘二W をユークリッド牢閣内の開集合とし j 口 u(t，P) 1ええ 0

でま戸議された研7 トの客数値関数で、 W のふち(埼界)までこめて名悲数に関して連続とす

ム。閣議え也記

町+F(grad叫 Hess包)口O

ヰ(粘性)劣解であるとは、ゑto> 0 l:.. W (J)ゑ.a.P1。ι込ムエg(to，九)=コ包(to，Po)車二L
g主包を令域的に溜たす潜らかな試験関数 glこ対して次がいつも成すすると去をいう。

(i) gradg(to， Po)チ0ネムヰ

gt(to， Po)十F(gradg(to，九)，Hess g( to， Po))壬0

(註)gradg(to， Po)コ=0ネム4

gt(to，九)+ F(p， Hessg(to，九)三 0

去とIpl= 1となるある plこ対して成すする。

優解も II.2.4節と伺様lこ定義できる。なお Evans-Spruc1c13)の平均曲率流方程式の

高田方程式に対する定義では(註)の Ipl= 1が Ipl三1で霞き換えられている。しかしどち

らの場合も次の比較定理は成立する。

2.8.比較定理 Wを有界とする。つまりある大きな球に含まれるとする。 T>O~ヰム。

F がi畏イk嬉阿世で雑伺坐的かっ F(p，X)去と X について 1次的な増大宮を弘っとする。企

u，匂が、それぞれ

向十 F(grad叫 Hess包)口O
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企五島豆、傍向車とする。ムム包語句 is.t= 0 ヰヰW~、 T 2: t 2: 0 ェ~Wの埼京で成すすれば、

包語句去三、 T2:t2:0工 W ト戒すする(図 35)。閣は 1次元的に書いた。

この定理は文献 3)，12)のものを書き醸したものである。ここで、 Fが X について 1次

的増大度をもっとは

|F(p，X)1 
I十IXI

が(変数の動きうるところで〉有界であることである。また IXIはXの匝有憶の絶対値の

最大なものとした。 Fのこの増大度条件は、平均曲率流方程式の等高面方程式に対して、明

かに満たされる。 W として、脊界のもののみ考えているが、閉曲富の運動を考えるだけな

ら、応用上は十分である。無限に誌がった曲面を考える場合は、現rとしてユークリッド空

間全体をとってくる必要がある 14)。

この定理を馬いると、 11.1.3節の臨面の比較定理が実は導けるのである。

2.9.一意性についての注意 まず従属変数変換についての不変性であるが、これは粘性

解(劣解かっ優解なる関数)についても成り立つ o II.1.6節の Gは、単に非減少な連続関数

としても成立することが知られている。

次に、等高誼方程式均十F=Oの初期値問題の粘性解の一意性について考える。上述

の比較定理では、 wを有界としたので、ただちには使えない。そこで初期値旬。としてある
隷の外で負のある定数…bに等しくなるようにとっておく(図 36)。球面の運動は、平均曲

率流方程式の場合大きくならないし、他の方程式lこ従う運動で大きくなるにしても有限の時

期では無限の大きさ5になったりしない。そこで T>Oを大きくとり W を大きくとれば解 u

があったとしたら少なくとも W の外で包 =-b (ただし 0<t < T)が予想される(鴎 37)。

したがって比較も有界な W のところでできていれば、等高麗方程式に対して W のタトで負

の定数となっている粘性解については、一意性が確かめられるのである。

次に曲匿の運動の一意性を考えよう。まず包0，旬。を 11.1.7節のようにとる口ここで、需

方とも十分大きな球の外では負定数とする。このときうまく非減少な連続関数 Gで G(O)= 0 

なるものがとれて、包oぎG(旬。)とできることが比較的容易にわかる。あとは 11.1.7節のよ

うにして、運動の一意性がいえる。こうして、粘性解を導入することにより、 11.1.2節の第

2の問題が解決された。

2.10. Perronの方法による解の構成 この方法は龍世紀に Perronがラプラス方程式
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のディリクレ問題を解くために沼いた方法である。具体的には W で -.d.u=0を満たし、

wの境界で uが与えられた関数 hに等しくなるような u を見つけよという開題である。

この問題に対して境界での値が hに等しい劣解 gと優解 fがあるとき gと fの間つまり

g 三包壬 fとなる解包を構成するのが Perronの方法である(鴎 38)。この手法は、粘性解

の場合に石井 15)により一般化され今日京く用いられている。等高面方程式の初期値問題で

は、 Fの幾何学的性質をうまく用いて与えられた初期値をもっ劣解および優解を作ることが

できて 12)、Perronの方法によって解くことができる。これによって、等高面方程式は与え

られた初期値に対して時期大域的に粘性解の意味で解ける。こうして、 II.1.2節の第 1の陪

題も解決された O

ここで技術的な事を注意すると、 Perronの方法で作られる“解"は、一般には、連続性

もわからないが、連続でない関数に対する比較定理 12)を用いると構成された“解"は連続

な結性解になる。

2.11.近似による解の構成 等高面方程式の解の構成法をもう一つ述べよう。これは上

述の Perronの方法ほど、普適性はないが、問題によっては、大変便利なものである。平均

曲率流方程式の等高面方程式についてのみ述べる。等高面方程式に対して近似方程式 13)

3 3 
~~fr ~tiUi

、

Ut- 予予 I0..; -"  _.  _ - _ _，. ，_ I u.. = U L L ¥. Oij - (1 !;!rad 7/.12 + h2)1/2戸 j= U 
i=l j:ヱ1

を考える o h> 0ならば、これは退化しない放物型方程式になる。したがってこの方程式の

初期値を均とした解匂h は、放物主主方程式論の名著 16)をうまく用いると構成できる。 h

をゼロに収束させたときの包h の収束先が実は求めたい粘性解になる。この場合、包h の収

束を示すところが重要である。この方法は、主な非等方的曲率流方程式 1)にも活用できる

17)が、 Perronの方法ほど一般的ではない。近似方程式でやさしいものを見つけるのが、難

しいことである。

上記の近似方程式は、次の幾何学的意味をもっ。 (a，払z，w)空間の中で ujhのグラフ

で与えられる 3次元超融面

8k(t) = {(民払z，w);初出包(t，a，y，z)jh}

を考える。包が近似方程式を満たしていることは、実は 8kがV=-Hで運動していること

を表しているのにほかならない。実際 8kは関数のグラフで与えられているから、 V=-H
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は ω(t，a，y，z)口包(t，a， y， z )jhを用いると

町 -EZ(6ij-(|grad21711)ゅ)叫j= 0 

を満たすo W = ujhで代入して き霞すと確かに近似方程式になる。一つ次元をぢげて図に

表すと留 39のようになる。

2.12.粘性解理論の発展 そもそも粘性解の理論が発展するひとつのきっかけは、ハミル

トン・ヤコど方程式

包t十H(包担) 。
の時期大域解を特徴づけることであった。 H が凸の場合は、古くから叡り扱えたが、 Hが

凸でないときは、先に述べたような粘性解の定義により、はじめて有効な比較定理が得られ

た。 これは、 CrandallとLionsの 1980年前半の研究による。 しかし、 2措微分方程式につ

いて瀧足な比較定理は、 Jensen、石井らによって得られるまで数年を要している。幾何学的

方程式への適用 12)は、 これらの理論を特異点をもっ方程式に拡張したものといえる。粘性

解に関する論文は Lionsによると既に 700編近くあるらしい。最近 Crandall、石井、 Lions

18)による、使用者への手引という、粘性解理論の近年の研究を要領よくまとめたものが出

版された。理論とその歴史、最近の発展については、 この手引を参燕されたい。

3. J1;.義解 以上の の準備の上で、等高罰の方法による運動方程式の広義解 8(t)が

定義できる。

3.1.定義 Dをユークリッド空間の有界な開集合とし 8(0)をその境界とする。包oを

Dで正、 8(0)でゼロ、 その外で負の連続関数で、十分大きな球の外では負のある定数に等

しいものとする。 8(t)(t ~ 0)が運動方程式の初期値 8(0)の京義解であるとは、包oを初期

値とする等高面方程式の(連続な)粘性解包(t，・)(時間大域的iこ定義されている)のゼロ等高

面lこ等しいときをいう。 つまり

8(t) {P; u(t， P) = O} 

のときをいう。
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いくつか注意しておこう。まず連続関数のゼロ 高部として、 8(t)は開集合である。ま

た、定義では一応 8(0)はDの境界としたが、必ずしもそうとは限らず、 8(0)を境界を含

む有界関集合としても広義解は定義でき以下の存在一意性の結果は成立する〈図 40)。 この

定式化によりようやく基本定理が厳密に表現できるようになった。 Soner19)は、 8(t)からの

距離関数を罷って少々別の定義をしているが、基本的には、等高酉の方法に近い。補助関数

協を裁に出さないやり方である。

3.2.蒋在と一意性の定理 運動方程式

V f(n，8(t)の曲がり方)

立と(退.it.)放物型であるとしよう。この言葉は、方稗式をグラフの曲市に対して審き下したと

台そうなると開解する。本阜、 8(t)の曲がり方iこ対する fの増大官に闘しでは 1(1;:以下と

ヰム。 ¥:.Oe卒、与えられた 8(0)に対して広義解 8(t)(tと0)が時一揖持する。(ヰヰムムー

f li.， その変数lこ対して連続とする。)

運動方程式が平均曲率流方程式の場合、上の方程式の fの条件を満たしている。 この

とき存在と 性は EvansとSpruck13)の研究でも得られている。また、等速成長方程式

もこの fの援定を満たしている。

最近の後藤 20)の研究やそれに続く石井と Souganidis21)の研究によると、 fの増大度

条件は、粘性解の意味を少し狭くすれば不要になることがわかったo なお、 ここで 8(t)の

主曲率としないで、 わざわざ臨がり方としたのは、異方性のある成長方程式 1)では、主語

率だけでは不十分で、 ここでは説明しなかった曲面の第 2基本形式による場合が普通である

からである。

なお幾何学の多様体という の好きな人へo 平均曲率流方程式の広義解の存在と一意

性は、ユークリッド空間上でなくても、一般の多様体でも、拡張 22)できる。

さて 8(t)はどんな大きな時間に対しでも定義できているが、 もちろんそれは空集合を

許してということである。平均曲率流方程式で 8(0)を半径 Roの球菌とすると1.2.5節で述

べたようにむ口 R5j4より大きな tについては 8(t)は空集合である。

それでは、蒋在と一意性定理で保証される広義解の性質については、 どれくらいのこと

がわかっているのであろうか。
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3.3.古典解との関係 13)，23) 運動方程式は、曲面 8(t)を 8(0)からの高さ関数 hで表

すことによって 8(0)上の方担式と見なせる(図 41)。もっとも、 8(t)が 8(0)からみて、

あまりにずれていて高さ関数で表せない場合(国 42)もあるので高さ関数で表せるために

は 8(t)が 8(0)とあまり違わないことが必要である。この方式で方程式の初期値開題を解

くと短い時間しか解が作れない。しかし、初期曲面が滑らかなら滑らかな解になっている。

それでは、この方法で作った滑らかな時間局所解と広義解は、前者が存在している時間

では一致しているか、という問題が生じる。そうでないと矛請が生じて理論的に臨る。幸い

に十分瀧足な状況のもとで、構らかな局所解(古典解ともいう)と広義解が一致することが

知られている。

3.4.消滅時亥IJ 以後、 3節では、話を平均曲率流方程式に絞る。 8(0)を初期舗とする広

義解 8(t)は 8(0)を囲む球面が縮んで鴻滅する持刻より以前lこ消滅する。これは比較顕理

からわかる(図 43)。逆に 8(0)が囲む球面が消滅するより速く消えてしまうことはない。

それでは、 8(0)を初期僚とする広義解が消滅する時刻九を 8(0)の幾何学的状態から見積

れないであろうか。球聞との比較では雑すぎる。

これに答えるものとして現在二つの研究結果が知られている。まず消滅時刻九の上か

らの評錨として

九三定数 x(8(0)の酪積)

が知られている 24)。ここの定数は次元のみによるがその債の計算はできていない。これに

よると、劉 44のように誼径は大きくても面積が少ない畠面はすぐ消滅することになる。一

方、下からの評価として

九三 2(8(0)の囲む体積/8(0)の酉積)2

が最近わかった 25)。この評価では高さが十分高い円柱(図 45)のとき等式に近くなってい

るo これ以上精密な評価は、まだ得られていない。

3.5.広義解が太ること 13) 広義解を考えることによって特異点が生じても曲面が追跡で

きるという利点がある。また一意的であることも、都合がよい。しかし、患わぬ難点があっ

た。それは、 8(0)が滑らかな曲面でも、 8(t)が厚みをもたないかどうかが、一般には、わ

からないことである。正しいと患っている人もいるし反例があると思っている人もいる。

F
h
d
 
qο 



もし平面内で謝繰 8(0)が怒 46のような 8学形であると広義解 8(t)は黒斜線部のよう

になり、厚みをもってしまう。そうなると、どんな意味でも 8(t)は臨iID(線)と見なせな ¥'¥0

なぜ 8(t)が淳みをもっかについて、次のように直観的な説明をしよう。もし 8(0)が函 47

のように、こつの閉曲線なら、 8(t)は、 8(0)の内側にあり産みをもたない。またもし 8(0)

が~ 48のように、一つの閉曲線なら、 8(t)は、まん中の部分では 8(0)の外で他のところ

では、 8(t)の内側にある。図 46の 8(0)は、この両方の状況が合わさったもので、 8(0)が

図47の2つの部分がくっついたものと考えるが、図 48のもののまん中がつぶれたものと考

えるかによって解釈が分かれる。その両方の解釈を受け入れられるように広義解は、太るの

である。

この例では、初期曲線 8(0)に特異点があった。それでは、 8(0)が滑らかだったら、 8(t)

は太るかということになるが、いくつか判定条件 25)，26)があるが、いままでよくわかるの

は、軸対称の臨面の運動についてのみである。

3.6.軸対称曲面 初期曲面 8(0)が g 軸に対して軸対称とする。特に、 1変数の関数の

グラフを沼軸のまわりに回転して得られるものとする(関 49)。これを平均曲率流方程式

で動かした場合の京義解はどうなるであろうか。軸対称、なので曲面は、 g軸と交わっている

ところを除いて、、滑らかな関数

T口切(t，a)， T口 d訂 Z2

で表される o W が 1変数なので研究がしやすいのである。

このような状況での志義解については、ほぼ満足な結果が得られでいる 26)。例えば、

くびれの部分が、ちぎれたあとでも、広義解は厚みをもたず、すぐに滑らかになる。また、

曲面が特異点をもっ時刻は、初期曲部のくびれの数より多くない。これらの事実は、初期曲

面 8(0)が全く対称性がなくても成立する。ひとつ面白いことは、図 50(2)のような状況も

起こりうるということである。(1)はくびれがちぎれてしまう場合、 (3)はくびれがなくなっ

てしまう場合である。 (2)はちぎれるのと (1)の小さい部分が消滅するのが詞時に起こって

いると考えられる o

球面と同じように、穴のない曲面の運動でさえこれだけ、不思議な現象がある o それで

は、ドーナツのように、穴のある曲面の運動は、どうなるであろうか。やはり、ぉ軸ι軸対

称なものを考えよう。すると、中心からの距離に比べて新面が小さければ、指輪のような丹
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に縮む 28)。しかし太いドーナツではその軸に近い部分が軸iこくっついてしまう。このとき

広義解は、やはり厚みをもたない 29)。ド…ナツの場合も、パーベノレの場合も法義解が厚み

をもたないことを解明する鍵として、ちぎれる〈またはくっつく)点近くの曲面の大雑杷の

形をつかむことが挙げられる。軸対称曲面なら、なんとかわかるが、一般の臨面では、現在

のところ、どうにもならない状態である。

3.7.奇妙な縮み方のパーベル 26) 初期曲面 8(0)が凸の場合、 1.2.7節でみたように凸の

まま 1点に縮み、締み方のタイプはタイプ Iである。つまり主曲率の増大度は、球の場合と

同じである o それでは、逆に 8(0)が滑らかなままある時亥fJt*で 1点lこ縮んだら、九の痘

前では 8(t)は凸になるであろうか。

これに対して R.Harniltonは、そうならない例があることを予想した。上の問題そのも

のは広義解とは関係ない大変古典的な幾何問題である。しかし、広義解を使うと、予想、が実

際に証明できる 26)。

8(0)として次の軸対称曲麗の族を考える。

8q(O)口{(a， y， Z); 1'2 = (1 -a2)(1… q十qa2)2，1'2 = y2十Z2}

とおく。ただし 0壬q21とする。 q=Oのときの 80(0)は半径 1の球であり、 q=1のと

きの 81(0)は、原点ですでに特異点をもっている(図 51) 0 qが 1に近いときは、くびれ

が、ちぎれてしまってから、時賠をおいて曲罰が熊滅すると考えられる o qがo!こ近いとこ
ろでは、曲面が消滅する前にくびれがなくなって凸になってしまうだろう(図 52)。このこ

つの状況の関に、曲面が凸にもならず、くびれもなくならずちぎれずに 1点に消滅するよう

な qがあると思われる。

その曲寵の運動について、さらにわかることは、この縮み方がタイプ Iでないことであ

る。主曲率の増大度は、球揺の増大度より速いことがわかる。この曲詣を奇妙なノてーベルと

呼ぶ。

さて、実際に説明しようとすると、どこが難しいのであろうか。 qが動きうる区間 [0，1]

を究極的には凸になってしまうパラメータの集合 J1と、ちぎれてしまうパラメータの集合

J2とする。これらの集合が空でない開集合であることを示すと、 [0，1]は連結だから、 J1，J2 

どちらにも入らない元 qが存在することがわかる。この qが求めたいものであった。この

考え方は、位相的方法と呼ばれる。ここで最も難しいのは、 J2が開集合であることを示す

η
i
 

q
ぺ
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ことである。言いかえると、 Sq(O)を初期値とする解が消滅する前に、ちぎれれば qに近い

パラメータに取り換えても同じことが生じることをいう必要がある。ここで広義解としてち

ぎれたあとの世界がわかると、このことを示すことができるのである。

奇妙なノぜーベルであるための qは、いくつぐらいであろうか。次に述べるように数値

実験では q=テ0.64と推定される(このような qはただ 1つであることも分かる)。

3.8.数値計算例 等高酉の方法を用いた曲面の運動の数値計算は OsherとSethian11) 

によって既になされている。しかし、その計算に寵われた差分ス牛ームは、きちんと害かれ

ていない。そこで、我々は安定な差分近似スキームを構成し数値実験を行った。ここでは、

特に軸対称曲面に対して等高誼の方法で解を追跡する差分ス牛ームを紹介しよう。等高面方

程式は、ラプラシアンを極鹿擦に誼すのと同様で、おと?を使って表すと、

Ut 

f !!rau__ 'lt ¥ U. 
1 grad田川Idiv卸 1 8-aT  )÷ー工，

ヂ¥1gradro1'包1/
包=包(t，包，7')

となる。ここで grad
W
1" div卸?はおT平語でのそれぞれ公配、発散である。

微分方程式があれば、時間空間を分点に分け、微分を悲分に量き換えて、差分方程式に

直し、あとは計算機にかければ、何か出ると患っている人も多いと予想されるので、ここで

は、そうした数値計算の理論的な難しさについて述べる。理想的には、方腹式を差分イちした

ものが、時関空間の分割幅を小さくしたとき、真の解、この場合、粘性解に収束していると

状況がよい。しかし、これを実現する(または、示す)のは容易なことではない。そこで少

なくとも数値解が、分割を細かくしていっても発散しないような計算法が望ましい。これを

スキームの安定性という。もとの方程式が、大変おとなしい方程式、例えば熱方程式のよう

なものであっても、空語の分割帽に比し、時間のそれがわずかでも大きいと、数値的な解は

発散して計算機が止まってしまうことさえある。

OsherとSethian11)は、彼らの差分スキームの安定性さえ示していない。そこで、陳

ら 30)は、方程式と構造が似ている差分スキームを、前出の方程式に対して考え、その数値

解の安定性の条件(空間と時間の分割幅の関係)を調べた。残念ながら収束問題lこはまだ答

えていないが、 Osherらが:意翻している計算法では、真の解に一様収束しないような初期値

があることが簡単にわかったのである。一方、陳らのスキームはそのような初期値に対しで

も満足できる計算結果が得られる。

ここでは、紙面の都合で計算法については述べないが、その代わり、前節のパーベル
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の計算慨を載せてみる。空間 2次元の計算であったので大型のスーパーコンピューターを

使用した。各ノTラメータ qに対しての計算時間は約 70秒かかった。'1'， :;c方向の分割幅を

0.015，時陣きぎみ幅を1.125x 10…5 として、また、等高面方程式の分母の 1gradro1"包|を

(1 gradro1"包1
2十α)1/2で置き換えた。ただし α=10-500これは、分母にゼロが出ても計算が

止まらないようにするためのものである。

関 53は、 q= 0.80のときで、パーベノレはちぎれ、その後 2つの部分になり、滑らかさ

もすぐ密集していることがわかる。

陸 54は、 q口 0.63のときで、凸になっていく様子がわかる。

鴎 55は、 q= 0.65のときで、時間がたつと、ちぎれている様子がわかる。

q = 0.64の場合も計算したが、デ…タを見る限り、ちぎれもせず凸にもなっていないで

消える様子が観察窓れた。

いずれの計算も、揚型スキームで行い、分割を(安定性条件を十分瀧たすようにしなが

ら)細かくしていっても状況は、変わらないので、この計算は極めて有意義なものと確信し

ている。

ITI.最近の進展

今まで主lこ、等高面の方法による法義解について述べてきた。しかし、特異点が発生し

た後の運動の解析的に埠跡する方法は他にもある o それらについて簡単に述べる。

1. {-也の方法による運動の追跡 主に平均曲率流方程式についてであるが、代表的な方法

を2つ述べよう o 1つは、反rr;拡散方程式の特異摂動極限として、もう 1つは幾何学的測度

論 31)によるものがある。前者は、平均曲率流方程式以外のものも扱えるが、後者に関して

は、まだ未知である。

1.1. Allen-Calm型の反応拡散方程式 次の放物型方程式

f(包)
均一ム包+τγ 口 O

を考える。ただし、 f(u)の原始関数 Fは図 56のように同じ高さの最小値をもっとする。例

えば F(包)= (包2-1)2を考える oh> 0は、小さい数とする。もしラプラシアンの項がなけ

れば、包の値は Fのグラフの底を与える -1か 1!こ収束する。もとの方程式を初期値を与
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えて解き、その解を包h とする。このとき hをゼロに近づけると最後の項の影響が強くなり

包hは 1文は -1に近づくが、それは計(t，a，y，z)のい7払z)による o現在わかっているこ

とは、大雑杷lこ言えば、初期値叫が h→ Oで S(O)の外で -1、内で +1に収東するとす

ると、包h は S(t)のタトで -1，内で +1に収束する 82)。ここで S(t)は S(O)を初期値とす

る平均曲率流方程式の忠義解である。概念的には図 57を見よ。反応拡散方程式の麗史は長

くhを Oに収束させる極根の問題に関しでも多数の文献がある。それらについては、本書

の西浦氏、太田氏の解説を参照されたい。

1.2. Brak孟eの方法 5) 次の恒等式が基本となる。もし S(t)が平均曲率流方程式を瀧

たす溝らかな曲部ならば、勝手な関数 g口 g(a，払z)に対して

: f gdS(t) = f (_gH2 + gradg. nH)dS(t) dt 1 .r--¥ -， I 

となる。ここで積分は S(t)上の蕗積分を表し、 H は内向き平均曲率、 m は内向き単位法ベ

クトルを表す。中点はベクトルの内積を表す。曲面をそこに質量が集中した測疫のようなも

のと考え、臨面の代わりに傑度を考えるのが基本となる o銀河系の墨鴎のようなものを考え

るとわかりやすいであろう。つまり患の分布状況で畠面を記述するわけである。こう考える

と揖らかでない曲面に対しでも等式が意味をもっ o 実際は等式でなく不等式"さ"がすべ

ての滑らかな gについて成立する制度分布を解ということにする。これが諮問kkeの考え方

である。

もともと、ものすごいー椴的な設定であったので、 10年以上も放寵されていたが、最近

llmanen 88)によって、等高面の方法、また特異摂動の方法との関係が解明されてきた。前

節の包hは、rt.義解 S(t)が厚みをもっところでは、どうなるかわかっていなかったが、勝手

な列 hj→ Oに対して部分列をとると、極鞭が -1と1になる部分の境自が君主akkeの解に

なる。 Brakkeの解は S(t)に含まれるのであるが、 S(t)に厚みがなければ、実は S(t)と一

致してしまうのである。もともと Brakkeの解は一意性がなかったのであるが、それは、広

義解の厚みがあるかないかという問題になる。

このほか、特異点在越えて解を追跡する方法に Taylorの方法がある。これについては、

等高面の方法も含めたよい総合報告 84)があるので、それを参照されたい。

2.等高面の方法の発展 今まで曲面の運動方程式について 11.3.2の結果を中心に述べて

きた。実際の問題では、これを適舟できない問題も多い。しかし、いくつかの拡張はある。
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まず、 fが変数に対して不連続性をある程度許す場合も、物理的lこ重要である。これについ

ては、大沼・佐藤田)と Gurtin，Soner， Souganidis 86)の研究がある。また、曲面が容器のふ

ちに 900で交わりながら動く場合も等高面の方法が可能である 87)。その{哉、曲面の運動方程

式が、他の運動方裡式と連立されている場合についても、ある程度の拡張はできる 88)，89)。

ただし、解の一意性にあたることは、残念ながら、何ひとつわかっていない。

このように、この解説の主眼である、等高面の方法は、今後ますます成長を続けると，思

われる。この解説により、数学というものがわけが、わからなくて単に難しいから面白いの

ではなく、具体的なものが背景にあることを、わかっていただければ幸いである。具体的な

ものを解明するという視点を失わなければ、どんな一般化・抽象化もよいが、そうでない一

般化・抽象化は、必ずしもよい研究方向とは思えない。
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