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A REMARK ON LINEAR ISOMETRIES OF 4n) INTO i!~m) 

NOLIO OKADA 

Department of Mathematics， Science University of Tokyo 

31. Introduction. 
We denote by 4n) (1 ::; p ::;∞?η 巴N)，Rn equipped with i!p-norm and by i!1n)(C) (1 ::; 

p::;∞，nεN)， Cn equipped with i!p-norm. 
We consider the following: 

For giveη1 ::; p， q三∞Jチq，η巴N，is there an m E N such that i!~n) (問spectivelyi!1n)(C)) 
is isometrically isomorphic to αsubspαce of i!~m) (respectively i!~m)(C)) ， or is thereαlineαT 
zsom町 T:tr) → i!~m) (γespe伽 elνT: 4n)(C) → i!~m)(C)) for some m E N ? 
The motivation to the above problem is stated as follows. In a book (Summing a吋 N吋 ear

Norms in Banach Space Theory by G.J.O. Jameson)， it is stated that H:= ((Xl，X2，X3，X4)ε 
必):2j=1Zj=0}isisoz附 ricallyisomorphic to i! ~3). 1 was not ab1e to construct a 1日1n悶ea町r 
iωS叩ome向 Tι: E4庁P;??3吟)→ H. S制oIa的S北酷ωkedげPわProf，ば弛O鳴f色加蜘e出悶ssorT. 1抗bもωO州 1 悶 s1:ぬhi1凶ns制S凶ti耐M凶te吋OぱfT，悦恥e白C伽h加 01附O略叩gyabout
it. He gave me an answer that the m叩 T: i!~3) ---l-H， defi.ned by 

(Xl，X2，X3)ー(Xl十円十 X3，Xl - X2 - X3， -Xl十円 - X3， -Xl - X2十円)
is a linear isometry， since we have 

5123作品1121十e2X2十e3X31

Moreover he州 edthat the map T :庁)→zg-1)(ηεN)，defined by 

(Xj)j=lー(Xl十OF)22十OY)Z3十十oi~
is a linear isometryヲsincewe have 

デ凶作用部 I
Xl十社2)Z2+oi3)Z3+ +oin)zni 

戸1 fJ;: I吋 1

Later he announced me that the number 2n-1 is the best possible， i.e.， 
わ hereis a linear isometry T : Rin)→必)ythmweAGUE kun-Ip 

and such isometries do not exist for complex scalars， i.e.， 
For any m E N， there does not exist a lineαr zsom向 T: i!~2\C) ---l-R~)(C). 

Therefore， it seems to be natural to reach the above prob1em. "The results except the above are 
surnmarized as follows. 
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Theorem A. Let 1 ::::; p， q三∞，(p，q)チ(1，∞)，(∞，1)，pチq，2. Then there do田 notexist a 
linear isometry T : 1!12)→ゲ (mεN)
Theorem B. Let q三1，q f:. 2N， then there does not侃 ista linear isometry T 1!~2) → 
i!，~m) (m E N) 

Theorem C. There does not出 sta linear isometry T :必)→/!im)(m E N) 
Theorem D. T: /!~n) 一→ 42n叫n) (n -1 E N)ヲde:B.nedby 

/ 1 ，，2，1 ，2，1 ，2，.1¥ 
(Xl， X2，...， Xn ) ー ~(3. 2日 )t(X1十e2X2十十 enXn)，(j) 4 Xl， (j) 4 X2，"'， (j) 4 Xn)いが

is a linear isometry. 

Theorem E. Let 1 ::::; p， q < ∞，p =1-q， 2. Then there does not exist a linear isometry T : 
4引C) → /!~m)(C) (m E N) 
32. Proofs of mrun resu1ts. 
First we show the following: 

Prop叫 tion1. If凶ereis a linear isometry T : /!in) ---+ /!~)， then問 havek 2: 2n-1 

Put E:ニ {X= (ej)j=l巴tjn):61口 1，()j=土1(2 ::::; j三n)}・Thenthe cardinality of 
E， deno七edby card E = 2n-¥  IIxll1口 η(xE E). The proposition is easily derived from the 
following: 

Lemma 1. Let x，y E E，xチy.Take t (1 ::::; t::::; k) such that IITxl1∞= I(Tx)tl = n. Then we 
have IITyl1∞ > I(TY)tl. 

Proof. Suppose the conclusion does not hold， then we have IITyll∞口 I(TY)tlロ ηSince
zチy，x 十y=(αj)j=lwith αj = 0ヲ土2(1壬j三代)， αjo= 0 for some jo (1三jo::::; n)， so we 
have 

IIT(x +ν) 11∞口 Ilx十ylll::::; 2(n -1). 
Since the五rstcoordinate of x -y is zeroヲ I!T(x-y)1I∞口 IIX-ylll壬2(n -1). Hence we have 

2n = I(Tx)tl + I(TY)tl口噌xI(Tx)は (TY)t1 

=吋xI(T(x土Y))t1 ::::;吟xllT(x幻)11∞::::; 2(n 1)， 

which is a con七radidion.

Secondly we consider the following: 

Proposition 2. For any m ε N， t凶he悦r問ed仇O閃附e出snot exist a 1叫ali五li1問11

P丹Pro吋Oザf.S句u叩pp戸os引eth同e町悦r閃eis a linear isometry T げ)(C) → l:::)(c) for some m ε N. Put 
T(l，O) -:-(αj)九l'T(O，l)口 (sj)兵1・Thenwe have 1αjl，Isjl三1(1 ::::; j < m). Take Izol口 l
such that arg Zo =1-argαj -arg s j (1::::; j三m).Then 11(1， zo)lh =え butwe have 

IT(l，zo)jl = 1αj + svol < 1αjl+Isjzol三2(1 ::::; j ::::; m)， 

IIT(l， Zo )11∞<  2， which is a contradiction. 
N ow we consider linear is∞mtries T:tr) → i!，~m) (1 < p，q <∞J チq)・Inorder to 

prove our results， we prepare the following lemma which is checked by using Taylor's theorem. 
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Lemma 2. For α> 0， b =f: 0，α>  0 and for each in古egerJ どOヲ

J弘元才(附 bト~(~)川-kbk } 口 (j:1)αα一川
∞，pチqヲ2.Then there does not exist a linear isometry T <
 
G
A
 
P
 

<

1

Lノ

1

N

 

d
ε
 

L

m

 

噌

i

lノm
p
 …↓
 h幻T〆M

r

Proof. Suppose the conclusion does not holdヲthenthere are (αj)?LIヲ(bjYF=lC R s吋1.that for 
all X1， X2巴R，

(IX1IP十 IX2IP)九(全iα円十 bjX2lg)山

So I:j~l a] = I:T1 Ibjlg = 1 = 0 (mo < j ::; m). We may supposeαj > 0 ( 1 ::; j ::; m'o)， 
Then for large X > 0， we have 

L Ibjlq (日+1)q/p =乞(αjX十bj)g十

q
一
P

o. By Lemma 2， we have 

弘元{伊十1)山 -xq}出

7
0
 弘2
 
e
 
m
 
u
 
a
 
y
 
a
 
m
 
e
 
w
 

ト:-Ibjt告[2W十b川町X)g}+乏Ibjlg]
J=mo十1

25号。合元{(山)札作 0
Moreover by Lemma 2， we have 

九五台{芝(山山q}口比二台芝{(α川 )g-(αjX )g一山一1bj} 

之(;)αj-2b?>O

7ロ Azh{(ZPH)~q}
Then we get 

: 則 E古ム今P X元出土長剖すぺ(怯2号(μ何附α句J
j=mo+1 

{1 <p <えp< q} or {1 < p < 2， p> q， m = mo}， 
{1 < p < 2， p > q， m > mo} or {p > 2}， 

which is a contradiction. Therefore the theorem is proved. 

For the case p = 2， we need two lemmas which are shown by induction and Lemma 2. 
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Lemma 3. Let q > 1，q tj:..N， mo，m E N (mo:::; m)，αj > 0 (1 :::; j :::; mo)， bjξR (1:::; j三m)
SUcll that ~j:1 aJ = ~;二 1 Ibj Iq = 1. Assume tl凶 forlarge X > 0，附 have

(X2十1)q/2= :2二(α1叶ザ十乞 Ibjlq
1口 1 J=mo十1

(l之1，odd)

Then the following equations hold: 

EJ4-lb;口。

(lさ0ヲeven)(1) 204-14 
、、‘白目，，，，

寸

1
4

/
'
t
¥
 

乞 Ibjlq= 0 
j=mo+1 

(2) 

Lemma 4. Let q = 2s十 1(s E N). Assume that for some mo， m E N (mo :::; m)，αj > 0 (1三
j壬mo)，bj E R (1三j:::; m) such that ~j:1 αj==Z;L1ibjY219we have 

L Ibjl9 (X2 + 1)q/2 =乞(αjX十bj)q十

for large X > O. Then the following equations hold: 

乞αJ-lb;= 0 (1 :::; 1 :::; 2s -1， odd) 

(0 :::; 1 :::; 2s十2，even)(!) 去のα;-14・口
(3) 

玄 Ibjlq= 0 
j口 mo+1

εbj十(4) 

一一一+1， q tf:.. 2N， then there does not exist a linear isometry T .e~2) Theorem 2. Let q > 
.e~m) (m E N) 

Proof. Suppose the conclusion does not hold， then七hereare (αj)j=ゎ(bj)j=l c R such that for 
all Xl， X2 E R， 

(IXlI2十IX212)1九(芝iα内十bjX2lq)l/q 
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80 ~j:1 aJ = ~Þ1 Jbj Jq = 1 口 o(mo < j ::; m). We may supposeαj > 0 (1 ::; j ::; mo)， 
Then for large x > 0， we have 

ヱJbjJq(x2 + 1)qj2口玄(αjX十 bj)q十

28 and < q < We may assume ~j:1 JbjJチO.For 8 E N， we consider two cases 28 -1 
28 < q ::; 28十1.In Lemmas 3， 4うweput 1 := 28十2，then we get 

¥
I
I
I
-
/
 

吋，ム

q
一2
十S
 

/
I
I
I
-
¥
 

一一
q
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十s
 

q
A
M
q
J
 

v
h
v
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A
 

Qυ 

η
A
M
 

nua.

。Jα
 

町工同
¥
1
1
1
1ノつω
q
十GU
 
つ山

/
I
I
I
-
¥
 

Inもhecase of 28 -1 < q < 28， we have 

(28: 2) = (28: 2)! q(q -1). .. (q -28 +的-28)( q -28 -1) > 0ぅ
28十2) (28 + 2)! 

2)=-F)(-H1ト )< 0 (i ln  
8 + 1) (8十 1)!2 

¥ 2 -/ ¥ 2 

In the case of 28 < q ::; 28十 lヲwehave 

(28: 2) 
= 
(28 ~ 2)! qぱ(q一1リ). . . (ωq一b刈州)(治(ωq一28一リ28 + 2) (σ28十2幻)!

2 トーや)...(~ -8)>0 (i 1n  
S 十1) (8十1)!2 ¥ 2 

Hence， in七heeach case we get a contradiction. Therefore the theorem is proved. 
Now we consider the complex case. For α> 0， b (チ0)E C，αE R， we consider the real 

variable function J ( x) :口 |α 十 bxJ Cl'. Then direct calculations show that 

J'(x) =αiα十bxJα-2(JbJ2x十αReb)

=αiα+ bxJαRe( ，
b 
1 
) 

¥α+ bx ) 
|bJ2x十αReb

口 αJ(x)wつつr.

同士(Jα 十bhJα一作 f'(O)= aaCl'-lReb 
The fol1owing proposition which we state without a proof is shown by using Taylor's 

theorem and Leibniz rule. 

Proposition 3. Let α> O，b (=1= 0) E C，α> 0， then we have for each integers j三0，

α-j-1 Cjート1，出合(Jα+肋|α一土〈hk)

C2=f{(α一明eb)2十(Imb)2}ヲ

where 

(kど1).

C1 =αReb， 

(k + 1)Ck+1口 (α -2k)Reb Ck十(α -k + 1)JbJ2Ck-1 
By Proposition 3， we easily get the following: 

nu 

吐
Z
み

Co = 1， 



Lemma 5. For α> 0， b (チ0)E Cヲα>0 and for each integer jど0，we have 

J1弘元寸{I川α一土(axt~k
where 

Co = 1， ClαReb， C2 =三{(α一明eb?十(Imb)2}ラ
(k十l)Ck十1= (α -2k)Rebck十(α-k十1)lbI2ck_l (k三1). 

By七healmost same methods as in the real case with Lemma 5， we get the following: 

Theorem 3. Let 1 <払q<ι∞J チι2.Then there does not exist a linear isometry T 
。)(C) → f~m)(C) (mεN). 

33. Some concrete linear isometries. 

(1)42)is not isometric t0 42)?but T :42) → f~3) ， defi.ned by 

(Xl，X2)ー(主-Xl十
、ス 4

l 1 1 
?一:-i"""X 1一一-2* - (18) 

is a linear isometry. 

(2) T : f~2) →れ defì.ned by 

(Xl' X2)ー(1. :，τ(Xl十川」て(Xl- X2)ぅ(;)丸(2)九2)¥(10)t ' _. -/' (10)t 

is a linear isometry. 

(3) T : f~2) → f~6) ， defi.ned by 

(川2)ー(α山十α山川lXl- α2X2川 1十αlX2，a2xl - α1川 3Xl，a山)，
wl~悶eα1 ニ 3!/( 420)ま?α2= 1/(420)き?α3口 2/(420)を， is a linear isometry. 
(4)T:tf)-zj??おfi.nedby 

(Xl，X2)ー(αlXl十α山川1-a2X2， a2xl河川山一αlX2，α仇?叩仏
whereα1 = 1/(1512)古?α2口 3!/(1512)古?α3口 2/(1512)完， is a linear isomeむy.

(5) T : f~3) → 419)?ddned by 

(仇Z町九1，川み♂勾川2

山 ?α4仏三j，k9，同 ，8j口土1ヲ

where α1 = 1/(140)ま?α2= {(18)を+2t}き/(560)会?α3エ {(18)士一 2t}!/(560)を?α4= (6/35)ま?
is a linear isometry. 

(6) T:伊(C)---7 f~4)(C) ， defined by 

(Zl，Z2)ー(αlZl十α2Z2，αlZl一α2Z2，α2Z1十iαlZ2，a2z1-zαlZ2)，
where α1 = (3!十 1)を/2，α2= (3! -1)を/2ぅisa linear isometry. 

噌
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可換 Banach環キャリア空間上の関数族について

北大・理

山汗受大-工

井上五輪

高橋員映

1 序

以下はR.Dossによる次の定理によって mspl却されたものである D

Theorem D([l， Theorem 2]). Let G be a LCA group and G its dual group. Then 
a continuous function σon G is the Fourier-Stieltjes transform of an absolutely 
continuous measure if and only if ， whenever E > 0， there is a compact set K 
and {) > 0 such that， for any trigonometric polynomial p 口 Zcη'i，the relation 
IIplいさ 1，JJ( I p(x) 1 dx < o imply I Z CiCT(γ'i) 1<ε. 

Aをキャリア空間 φAを持つ可換 Banach環、 span(φA)をAの共役空間 A*の
中での争Aの線形包とする。 span(争A)の部分集合族 Q= Q(A)が次の条件を満た
すとき、擬位相(quasi-topology)と名付けよう:

(1) 0 E U(VU E Q). 
(2) VU， V E Q，ヨWEQ:WcUnv. 
互いに細分になっている擬位相は同一視する。従って細分によって擬位栢の族に

自然、に瀬淳が入る。

今、 φA上の複素数値連続関数 σが条件

VE> 0，ヨUEQ :12二Ciσ(机)1< E (均=乞仰i巴U)
包=1 i=1 

をみたすとき、 Q-連続と呼び、そのようなものの全体を C(争A;Q)で表すことにす
る。このとき、 C(争A;Q)は自然な意味で線形空障を作る。勿論

Q壬Q'吟 C(争A;Q)c C(争A;Q')

が成り立つ

今 Aの共役空間 A本の弱位桔の span(φA)への制限による原点、の近傍族を
Qo = Qo(A)とする。勿論 Qoは集合族

U(x}，…， xn;ε)口 {pE span(争A):1 p(Xi) 1<ε(i = 1，…，η)}， 

(Xl， …， Xn 巴A，η 口 1，2， ・・，E>0) 
と同値であり span(争A)上の擬位相である。

つω
句

1
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2 擬位相についてのいくつかの結果

dて、各 ZεAiこ対して、去でその Gelfand変換を表すことにし、
A={企:X E A}とおけば、次の結果を得る。

Theorem 1. (i) If Q is a quasi-topology on span (争A)such that A c C(φA; Q)， 
then Qô-::; Q. 
(ii) A = C(争A;Qo). 
Proof. (i) Let Q be a quasiぺolologyon span(争A)such that A c C(争A;Q).
Suppose that Q。三 Q.Then there exists U(Xl，…， Xnパ0)E Qo such that 

V 4 U(Xl， ...，九州) (1) 

for every V E Q. Since each 5:i is Q-continuous by hypothesis， we can五nda quasi-
neighbourhood vi E Q(i = 1，…， n) such that 

1 p(Xi) 1< EO (2) 

for all p E Vi. Then take a quasi-neighourhood vo E Q such that 1もcV1 n…nvn. 
By (1)， we can find an element po E 1も¥ U(Xl， .・・，Xn;ε。).Then 1 PO(Xi) 1どEO for 
some Xi because po 手U(Xlγ ・・，Xn;EO). But since po E 1もc Vi， we have 1 PO(Xi) 1< EO， 
a contradiction. 
(ii) For each X E A， set x(p) = p(x) (Vp E span (φA)). Then A口 {x: XεA} 
is a linear subspace of (span (も))" the linear space consisting of linear functionals 
on span (φA). AIso A separates the linear functionals in spa叫争A).Therefore we 
see that A coincides with the set of those linear functionals on span(争A)which are 
continuous for the A-topolgy (cf.[2，p.62，3.1O]). Letぴ bea complex-valued function 
on争A・Forany element p = I:i=l Ciψi of span (φA) ， set丘(p)口 I:i=lCiぴ(机).Then 
そisa linear functional on spa叫φA).IfσE  C(争A;Qo)， then d is continuous for the 
A同topologyand hence we c乱nfind an element X of A such that d = x， so σ X. 
Conversely， we c悶 easi1ysee that everyま(XE A) is Qo-continuous on span(争A).
Q.E.D. 

上の定理は Qoが A= C(φぺjQ)を満たす擬位相の中で最小のものであること
を主張している。従つでもし、 A口 C(φA;Q)を満たす Qoより真に強い擬位相が
見つかれば、それは Theorem1-(誼)をより精密にするといえる。このような観点か
ら眺めると、 TheoremD は無限次元群環は常に精密化できることを主張している。

実際、争Ll(G)= G と考え、 Gのコンパクト部分集合 f{及び正数 ε>0に対して、

Uf{ん'バε戸ペ口ベ{p同山巴ωS叩P戸州&

と定義し、 Qc= Qc(Ll(G))をそのような Uf{εのすべての族とすれば、明らかに Qc
は span(G)上の擬位相となり、 TheoremDは

(L1( G)) = C(骨A;Qc) 

qο 
1
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が成り立つことを主張している。また一般に QO(L1(G))三Qc(L1(G))であるが、次
の補題から、

#(G)口∞仲 QO(L1(G)) < Qc(L1( G)) 

が成り立つことがわかる。

今 Q1=コQ1(A)をA*のノルム位相から導かれた擬位相とする。勿論

Qo ~ Q1 and Q1 = {U，ふ>0 (札口 {pE span(争A): IlpllA・<ε})

である o

Lemma 2. The following three conditions are equivalent: 

(i) #φA<∞. 
(詰)3U E Qo : IIpllA・~ 1 (Vp E U). 
(iii) Qo = Q1・
Proof. (i)=? (ii). Suppose that #争A n < ∞&同争A口 {rpl， ・・.，rpn}. Since 
the hu11-kernel topology on φA is a Trtopology， for any i(l < i < n)， we have 
nj=l，j:;i:iKer判手 Ker机 andso there is an element Xi E A such th抗的(Xi)口 Oi，j・.
Then 

p口 P(X1)仇+…十P(Xn)仇

for every p E span(争A)' Put M = max凶 <n11似IIA権問dconsider.a quasi-neighbourhood 
U(Xl， ...， Xn; l/(nM)) in Qo・Thena simple computation implies IlpIIA・さ 1for any 
pε U(X1，…，Xn; l/(nM)). 
(ii)仲 (iii). Sraightforward. 
(誼)吟(i).Assume that there is a quasi-neighbourhood U(Xl， ...， Xn; Eo) in Qo such 
tha IIpIlA*三1for every p E U(Xl，…，Xn;ε。).Then we have to show that #争A<∞.
Suppose not. Then we can take mutually distinct pointsψゎ…，伊π+1in φA. Then 
there is a non-trivial vector (α1，.・・9αn+1) E cn+1 that 

αlrp1(Xi) +…αn+l伊批判(Xi)口 O

for all i口 1，…，n.We can without loss of generality that α1チO.As obseved in the 
proof of (i)斗 (ii)，we can choose an element eε A such that 
Ilell = 1，引い)手 0， αぱ ψ2(e) =…=仇+l(e)= O. 
Let Ci 法制oreach i口 1，...， n + 1 and 倒 Po= C1rpl + 十九十仇+1
Then PO(Xi) = 0 for all i口 1，…，nand so pεU(Xl， …， Xn; EO)， hence IIpoIIA* ~ 1 
by hypothesis. However we have IlpollA*討p(e)1=1 clrp1(e) 1= 2 ， a contradiction. 
Q.E.D. 

王立換 C*環についても R.Dossの定理と類似のことがいえる。。を局所コンパク

トHausdorff空間、 Co(O)を無限遠点でゼロとなる Q上の連続関数環とする口また、
φco(n)口 0，(Co(O))*口 M(0)， the measure space on 0 

と考える。今、 Oのコンパクト部分集合 K 及び正数 Eに対して、

玲 e= {p巴span(O): IIpll ~ 1， h( d 1 p 1<ε} 
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と定義し、 Qc= Qc( 00(0))をそのような円(，ε のすべての族とする。ただし 1p 1 
は測度 pの全変動を表す。このとき明らかに Qcはspan(0)上の擬位相となり次
の定理が成り立つ。

Theorem 3. 00(0) = O(φA;Qc) . 
Proof. Let 0チfE 00(0) and E > O. Set J{ = {ωεo :1 f(ω) 1:::; E/2}. 
Then J{ is compact. Also set 8 =ポ広 andlet p be any element of九，8・Then
pココ 2:7=1 Ci8ωυ for some C1， ...， Cn E 0，ω1，…，Wn E O. Note that 1 p 1= 2:7=1 1 Ci 1 8，ωi' 
Therefore 

1 Lcd(ωi) I壬IL cd(ωi) 1十|玄 cd(ωi)1 

L 1 Ci 11 f(ωi) :::; L 1 Ci 11 f(同)1十

三11ル

三Ilfll∞レlpHillpil壬計ト ε
Consequently， f E 0(0; Qc). 
Conversely， let f E 0(0; Qc) and E > O. Then there exists a compact subset 
J{ ~nd 8 > 0 such that 1 2:7=1 cd (同)1< E/2 for all p ロ 2:7=1 CiO，ωi ε 下う(，8・Set 
J{e = {ωξo :1 f(ω) 1三ε}.Then J{e c J{. Actually， if not， then there is an 
element ωEJ{ε¥J{. Since ω巴 J{e，we have 1 f(ω) 12:: E・Butsince ω寺J{and 
11ん11口1， it follows that JJ( d 1 8ω |口 O(< 8) and hence ι Elうて山 so1 f(ω) 1< ε/2， 
a contradiction. Therefore J{e must be compact and so fε00(0). Q.E.D. 

と擬位相L -subspace 測度環の3 

頭、に挙げたR.Dossの定現にあるが、

この証明にはR.Doss[l]，Theorem 2 
我々が、擬位相の概念を考えた由来は、

この定理はただちに次のように一般化される o

の証明をほとんど変更なく科用できる。

Lemma 4. Let G be a LOA group and G its dual group. We denote by M(G) 
the measure algebra of G， and suppose μis a non-zero positive measure in M(G). 
Then a continuous function σon G is the Fourie-Stieltjes. transform of a measure 

which is absolutely continuous wふt.μifand only if ， whenever E > 0 ， there is a 
compact set J{ and 8 > 0 such that， for any trigonometric polynomial p = 2: Ciγi 
the relation Ilpll∞<  1， JJ( 1 p( x) 1 dμ( x) < 8 imply 1 L Ciσ(γ，) 1< E・

制度環の L-subspaceと擬位相の関係を述べるため、必要な定義を述べておく。

定義1.M(G)の closedsubspace M で、 μEM，lI E M(G) かっ、 ν~Iμ! な
ら、 IIE M であるものを M(G)のL-subspaceとよぶ。

p
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定義 2.Qを spanGの擬位相とする。
Q が L-type仲 (i)U c {p E spanG : Ilpll∞壬 1}. (VU E Q) 
(益)VU E Q， 35 > 0 : {p E spanG : IIpll∞ざ 5}c U. (i.e. Q三Ql) 

Q が translationinvariant 仲 Q~ = {γV:V εQ}is a ql凶 iωtopologyequvalent 
to Q for each γE G， whereγVロ {LCi(γi十γ): L Ciγ'i E V}. 

次の Theorem5.は Lemma4.より直ちに証明できる。

Theorem 5. Let M be ~ non-zero L-subspace of M(G). Put QM be the set of 
all U(K，μ，ε)口 {pεspanG:Ilpll∞::; 1， JJ( 1 p 1 dμ<ε} with K a compact set of 
G，μ巴β([+， E > 0 . Then， we have 
(i) Qt1 is a ~uasi叩topology which is of L -type and translation invariant. 

(註)M=  C(G;QM) 

Theorem 6. Let G be a LCA group and G be its dual group. Suppose that Q is 
a quasi-topology in span G such that Q is of L勾 peand translation invariant. Then 

there e:xists an L-subspace M of M (G) such that 11! = C( G; Q) . 
Proof. First， we show that each element of C(G; Q)is a Fourier-Stieltjes trans“ 
form of some ν~ M(G). 
Let σ巴 C(G; Q) . Then there exi.sts U E Q such that p = L Ci乍巴 Uimplies 
1 LCiσ(市)1三1. Si註ceQ is of L-type， there e:xists 5 > 0 sucht that Uコ{p巴
spanG: IIpll∞三 5}.Then for each non-zero pロ LCiγ'iE spanG we have 5pllpll∞巴
U， a;吋 hence5 1 L Cio-(引 IlIpll∞三 1，that is I L Cio-(市)1ざIIpll∞/5， w hich implies 
ぴ EM( G) by Bochner-Schoenberg叩Eberleintheorem. 
Next， we put M:= {ν: II E C(G; Q)}， and show that M is a closed subspace of 
M(G). To show that M is a subspace is easy. Let 1/ be in the norm closure of M 
and let ε> O. Then there exi.sts με M such that 11μ -lノ11三ε/2.Choose U E Q 
such that p = I: Ciγ'i E U implies I Li CiT(γi) 1三ε/2.Then p = L Ciγ~ E U implies 

i玄CiIl(')'i) 1三1I)II-t，)似)1 + 12二CiT，(γi)1三ε/2+ε/2口 ε
Thus we get 1/ E M. 

Finally， we show that百με M+and if 1/ E M(G) is absolutely continuous wふ t.
μ， we have 1/εM. Since Q is translation invariant， we have γμελ([ for each γEG， 
and hence pμε M for each trigonometric polynomial p. 

Let Coo(G) be the space of continuous functions with compact support on G， a凱叩n
let 9 巴CαO∞0バ(G的)a叩n吋dε >Oa泣E出出bit壮E日a紅叫E巧y.Then we can choose a trigonometric polynomial 
Pe such that J 1 9 -Pε1 d，μ<ε(some時四回tis necessary to reduce this fact， 
but h悦 weomit them.) This implies by the above argum凶 sthat gf-l E M. Since 

Coo (G) is dense in LペG，μ)，we have fμε M for each f E Ll(G，μ). If we take the 
Radon-N ykodym derivativeデasf ， we obtain f巴M 回 desired.QED. 

ap， 
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4 問題

可換 Banach環 A上の乗作用素TのGelfand変換 Tの全体を M(A)とするとき、
M(A) = C(争A;Ql)となるような AをBSE-環と呼ぶ。群環、円寄環、ハーディ環、
可換 Cへ環等は皆 BSE-環である (cf.[3])0 特に単位的 BSE-環は A=C(母A;Qけと
なる口従って Oがコンパクトのときは、 c(n)= C(争A;Q1)となるが、他方 Qc=Q1 
が成り立つので、 Theorem3と一致する。然しながら局所コンパクト可換群 Gが

離散的であれば、 (L1(0)) = C(G; Ql)であるにもかかわらず、 Qc< Q1である
ことが容易に示される。それ故に次の様な問題が自然に提起される。

問題 1. Theorem Dをもっと精密化できるか?

更に単位的 BSE-環他lこも A=C(争A;Ql)を満たす可換 Banach環は沢山ある口
実際、可換 H*環、コンパクト可換群上の LP-環 (1< p < ∞)、任意の集合上の[1-
環、半群 Nk= {k， k + 1， k十2，…}よの半群環などがそうである(cf.[4])。従って、

問題 2.上記の可換 Banach環 Aに対して成り立つ等式A=C(争A;Ql)をもっ
と精密化できるか?

最後に、

問題 3.任意の可換 Banach環 Aに対して、 A= C(争A;Q)を満たす最大の擬
位相が存在するか?もし、存在すればそれは何か?
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)1買序保帯力学系における安定性理論と曲留の発展方程式

東京大学大学院数理科学研究科 荻原俊子

1.はじめに

自然界には，雪の結晶・プランクトンなど対称性のある美しい構造をもつものが多く存在

している.どのような原理によって対称性をもっ現象はおこるのであろうか.この解明のた

めに，群の作用に関して問変なモヂル方程式において安定解は方程式と同じ対称性をもつか

調べることは興味深いことである.これまでに，コンパクト連結群の作用している強順序保

存力学系においては安定解は対称性をもつことが証明されている.この研究は，非線形偏微

分方程式について示した Matano[6]の論文にはじまる.その後， MierczynskiとPolaCik[7] 

が連続力学系に対し，そして， Tak必 [8]が離散力学系に対して一般論にまとめた.本講演で

は，これらの理論をさらに一般化するとともに，これまで個別に議論されていた曲面の発展

方程式の安定平衡解および二種競争系の安定な進行波解の対称性に対する応用を与える.

本研究は，東京大学の俣野博教授との共同研究である.

2.主結果

X は}I国序完備距離空間，すなわち， (閉)半順序構造(ざ)をもっ完備距離空間とする.Xの

任意の元包，vに対し，これらの最大下界 U八Uが存在して，写像(包，v)HU八v:XxX→X

は連続であると仮定する.Xの距離を dで表し，U~りかつ u ヲ!:. vを包<vと表す.

Tは仮定(Tl)一(T3)をみたす D(T)C Xから Xへの写像とする.

(Tl) 順序保存性(旬 <v 中 T旬~ Tv). 

(T2) 上半連続性(収束列 h → u∞に対し， ω~ T(u∞)， ¥;/ωε nkEN{Tun I n乏k}が成
立).

(T3)有界で単調減少な軌道 (Tn+l匂~ Tnuをみたす有界列 {Tnu})は相対コンパクト.

G はXの元に作用する距離付け可能な位相群とする.写像γ:GxX→XがX上の群

Gの作用であるとは， γが連続でgHγ(g，・)がGから Hom(X)への準同型写像であるこ

とである.ここで，Hom(X)はXから Xへの同相写像全体の集合を意味する.記号を簡略

化するために， γ(g，匂)口g叫また， γ(g，・)=gと書く.群Gに次の仮定をおく.

(Gl)順序保存性(匂ざり吟gu~ gv， ¥;/g E G). 

(G2)写像Tとの可換性 (gT旬口 T(gu)，¥;/g E G， ¥;/包εD(T)).
(G3)群 Gは連結である.

-18-



Tの不動点包が性質(E)をもっとは，

(E) Tの不動点 v<uに対し，ある 8>0が存在して gv<叫 Vgε Bo(e)

が成り立つことである.ただし，Bo(e)はGの単位元 eのふ近傍を表すものとする.また，

Xの元 uが

gu = u， VgεG 

をみたすときに，uは対称性をもっという.

主蓋ニ(i)Tの不動点 uが下方安定であるとは，任意の f>Oに対しある 8>0が存在して，

d(匂ヲ旬)< 8， v <包をみたす任意の vEXに対し d(包，Tnv)< f， VnεNが成り立つことで

ある.

(ii) Tの不動点匂が安定であるとは，任意の f > 0に対しある 8> 0が存在して，

d(包;v)< 8をみたす任意の vEXに対し d(旬，Tnv)<ε， VnεNが成り立つことである.

注意ニ一般の距離空間から距離空間への写像の不動点に対しでも (ii)の安定性の定義はでき

る.これはリヤプノフ安定性とよばれる概念である.

次の結果を得た.

一
時
一
例 gu戸u，Vg E G 

をみたすTの性質(E)をもっ下方安定な不動点在は，対称性をもっ.

(説明).まず，ある 8>0が存在して，

(2.2) gu=蕊，VgEBo(e) 

が成立する場合を考える.群Gの部分集合M を

M = {g E G I gu=石}

と定める.集合Mは閉集合で，単位元 eを含むから非空集合である.一方， (2.2)より，
g'EMに対し，

gg'百=否 Vgε Bo(e)，

すなわち，Bo(e)MC M.これは M が開集合でもあることを示している.群Gは連結であ

るから，M=G.したがって，uは対称性をもっ.

Q
d
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次に，どんな 6>0に対しても，(2.2)が成り立たない場合を考える.このとき，Gの単位

元 eに収束する列 {gn}で，gn U 1= U， Vn E Nをみたすものがとれる.すると，各 nENに
対して，

gnu八百<gnu， 9四百八王IくをZ

が成立.さらに，仮定(T1)より，

T(gn百八官)壬 T(gn官)八T7i=gn官八百<官，

Tm+1(gn在八百)三 Tm(gn百八百):::;・・・く官

となる.ここで，Uは下方安定であるから，{Tm(gn官八百)}mENが有界で，かっ，その期包が

D(T)に含まれるように{gn}をとり直しておく.(T3)から，{Tm(gn百八百)}mENは収束列で

ある.この極限を可と表すと，Un :::; Tm(gn宮八官)と(Tl)より，

T百百三 Tm+1(gn官八否).

上式で m→∞として，T可壬可を得る.一方， (T2)より，

可口"!J20Tm+1(gJ八百)5T(J!曳。Tm(gnu八否))= TUn 

が成り立つ.ゆえに，T可=可.つまり，UnはTの不動点である.各 nに対し，Gの部分

集合 Mnを

Mnコ {gE G I 9可三百}

と定める.集合Mnは窃集合で非空である.また，Mnは開集合でもある.実際，ある gεMn 
に対して g可 =Uとすると，可<Uが成立しているから，

U=g百;;< gu 

となり (2.1)に矛盾する.すなわち，

Mn = {g E G I 9む<官}

となるが，Uが性質(E)をみたすことと gUnもTの不動点であることから，Mnは開集合で

あることがわかる.したがって，Gの連結性から MnコG.つまり，任意の 9E GとnεN  

に対して，

(2.3) gUnくをi.

をZは下方安定であるから，n→∞とすると百ζ→官.よって， (2.3)において η→∞として，

gu:::; u， Vg E G. 

nu 
q
b
 



gをg-lにおきかえて，

g-lU::; U， ¥Ig E G. 

つまり，

u::; gu， ¥IgεG. 

このようにして，

u= gu， ¥IgεG  

が得られる.以上より，定理が証明できた. 口

3.応用

上の定理を適用することにより次の命題を得る.

3.1.応用併1.]Rn上の曲面の発展方程式

(3.1) V = f(n， ¥1n) 

を考える.ここで，nは曲弱の外向き単位法娘ベクトル，Vは曲面の外向き法線方向の速度

を表す.方程式(3.1)は強放物型であることを仮定する.

距離空時 X と写像T:D(T)→Xを

x = ((r，D) I r(c ]Rn)は有界開集合 ，D(C]Rn ¥r)はorを含むコンパクト集合}，

T(r，D) = (r1，Dd 

と定める.ここで，(rt，Dt)は初期条件ro= r， Do = Dをみたす(3.1)の弱解(ref.[1]， [3]) 
を表す.また，距離dは，ハウスドルフ距離hに対し，

d((r，D)，(r'，D')) = h(D，D')十h(Du r，D' u r') 

により定義する.

金麗ユニ(cf. Ei and Yanagida [2]， Giga and Yama-ucru [4])滑らかな有界平衡解は不安定で

ある.

(証明の方針).背理法により証明する.滑らかな有界平衡解で安定なものが存在したとする.

それを Sと表す.つまり，弱解 (S，Sの内部)は写像Tの安定な不動点とする.

空間Xの元(r，D)， (r'， D')に対し，

(r，D)三(γ，D')中中DCD'かっ Durc D'Ur' 
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なる順序関係を考え，さらに群Gを

G = {ga Iαε ~n} 

と定める.ただし，gaは

ga(r，D)=(r十α，D+α)= {(x十α，y十α)I x εr，y E D} 

を意味する.すると，条件(T1)一(T3)，(G1)-(G3)がみたされ，さらに， (8，8の内部)は性質

(E)をもつことがすでに知られている方程式(3.2)の解の性質などから示せる.また， (8，8 

の内部)は(2.1)をみたすから，定理を適用して，対称性をもつことがわかる.すなわち，平

行移動に関して不変となり矛盾. 口

3.2.応用例 2.ニ種競争系

(3.2) 
( い 包いい山xx川J川s汁川川+吋叫f汽(
叫ご dvxx + g(旬叫，パU吋) 

- 00 < x < 00， 

一∞ <x<∞，

の進行波解を考える (dは正の定数).方程式(3.2)が二種競争系であるとは，

凡さ 0，gtl ~ 0 

をみたすことである.また，

(u(t，x)，v(t，x))コ(ゆ(x-ct)，ψ(x -ct)) (cは定数)

の形で表せる解を速度 Cの進行波解とよぷ.

方程式(3.2)の速度 Cの進行波解(石，万)に対し，距離空間 X と写像Tを

x={(百十ω1，百十初2)Iω1ヲ初2ε LP(~)} ，

T(包(x)パ(x))= CT1(旬(x+c)，v(x十c))

と定める.ただし，LPω ノルムにより Xの距離は定義されるものとし， {弘}は方組式(3.2)

の定める半流を表すとする.定義より， (百，v)はTの不動点である.

進行波解(笈，ち)が単調であるとは，石が非増加(resp.非減少)関数で亨が非減少(resp.

非増加)関数であることである.

金麗2μf.K組 -on[5])安定な進行波解は単調である.

(証明の方針).安定な進行波解(百，宮)が単調ではないとする.このとき，空間 X に

(U1，V1)三(U2パ2)牛斗包1(X)豆町(x)，り(♂)芝町(x)a.e. x 
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なるJI民序構造をいれて，群Gを

G = {ga IαεlR} 
と定める.ここで，gaは

ga(U(X)，v(X)) = (包(X-a)，v(xーα))

を表す.すると，方程式(3.2)の解の性質などを用いて，条件(T1)一(T3)，(G1)一(G3)が成り

立ち，また， (官，めは性質(E)と(2.1)をみたすことが示せる.よって，定理を適用して， (蕊，v)
はGの作用に関して不変となる.すなわち，Uと否はそれぞれ定数関数となり矛j雷.した

がって，単調である. 口
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非可換 v-~問の isometry について

新潟大学理学部・渡辺恵一

O. Introduction. 

1くp<∞Jチ2とする.Banachは3古典的著書 [B]の中で，[P及び V(O，l)上の線型等

距離全射の構造を述べている.

T:lPー→[P， onto linear isometry 

吟吋αグ);

α:N→ C，Iα(π)1 = 1 
σ:N-→N， b討ectivemap 

(Ta)(η)= α(n)包(σ(吋)， a E fP. 

Lampertiは可測関数の v-空間上の線型等距離作用素の構造を， σ-algebraの向型の言葉
で述べた.とれらは，可換な vonNeu羽田m環に付随した L人空間の場合であると思うとと

ができる.半有限な vonNeumann環 K付随した非可換L人空間の問の線型等距離作用素に

ついては， Broise， Russo， Arazy，瓦atavolos，Tam等が研究を進め，Yeadon [Y1] によってそ

の構造が完全に決定された.

Theo:rem (Yeadon.， 1981). 

(Mi，Ti)' i = 1，2， semifinite von Neumann a1gebras and traces， 

T: V(M1，Tl)→叫んらげ2)，lin伺 risometry 

持出(w，B，J)j
w巴ん1.2，partia1おometry，
B ηん1.2n J(Mt}'， positive selfadjoint， 
J:ん11一→λ1[2， J ordan *-isomorphism I 

T(a) = wBJ(a)， a巴LP(MllTl) n M1! 
ポ ψ =J(l) = s(B)， 
T1(a)口 T2(BP J ( a ))， aどO.

一方?モジュラー理論の発援により，半有眼とは限らない vonNeumann環に付随した非可

換 LP-空間の構成がなされた.Haagerup [H] ([TeJも見よ)，荒木柵増田， H辺sum，幸崎?Tezp等
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によるいくつかの方法があるが?とれらによって得る空間は， (固定された vonNeumann環

とpK対しでは)立いに自然に線型等距離向型となる ζ とが知られている.

半有課とは限らない vonNeum鍋 B 環に付随した非可換 v制空間を扱う擦の困難の幾っ

かは，半有限の場合ならば centralになるような非可換性の障害物，例えば Radon-Nikodym

derivativeが現れるため?土台の vonNeumann環と非可換 v-空間のあいだに共通の領域

が得られにくい?というととから来る様に思われる.

我々は!Haagerupの非可換v-空間を照いる.その元は有界でもなく?土台の vonNeu-
mann環に付随しでもいないのだが7 とにかく作用素であって F極分解の部分等距離作用素

が，土台の vonNeuman蕊環の情報を持っている.

1. 

Haagerupの，任意の vonNeumann環 MK付随した非可換 L人空間に関する基本的定義

から始める.少拘0をんM上の faithfulnormal s間em凶i泊f五l凶I

ジユラ一自記舟型群とする.接合積をM口 M)<10"'1'0 lRと表すと ，TO()，= e-sT，s E lRを満
たす一意的な faithfulnormal semifinite trace Tが M 上に存在する.ととて¥()" s E lRは

双対作用である.

Haagerupのv帽空間は ζの traceT I'C関する可誤u作用素からなる部分空間として実現さ
れる.Nに付随した，稿密な定義域をもっ間作用禁 αがア欄可測であるとはF任意の d>0 IC 

対し?射影 eεMが 11αell<∞かつ T(l-e)三6を満たすように取れる ζとをいう .T幽可

測作用素全体Fは完備 Hausdodf位栂恥環になる.
双対作用 8"s巴設は S上の連続和自己向型に自然に拡張される.0<p <∞に対し?

HaagerupのL人空間は 3

LP(M; <po) = {αε .Af;()，(α)=eイ Fα，s巴lR}，

と定義される(weight拘を明示する5必要がないときは LP(んのと表す)

M 上の normalweight伊に対し，N上の少の dualweightを手で表しい，<pの T に関す
る非可換 Radon.トト副醐羽

Nω'
一γ

，a
て
d

川

γ

'
h
M
 

F
h
u
 

つ山



と表す.少をM場，十字=}んがれ可視uが成ち立ち， ip→んは λ4惨から Ll(M)の上への願

序線型開型に拡張され，Ll(M)上の positivelinear functional t1'を

t1'( htp)口少(1)，少EMゅ

と定義する.かは γ とは異なるものである.0<p <∞に対して，V(λ1)の(準)ノルム民

Ilallpロ t1'(1αIP)l/p，αε V(M)と定義される.1壬p<∞のとき，V(M)は BaI附 h空間

となり，

<α，b >= t1'(ab)口 t1'(お)， αELP(M)， b E Lq(M)， l/p十l/qコ 1

によって V(M)場=Lq(M)である.極分解 α口包|αIE V(M)に対して匂 EMかっ

lal E LP(M)十となるとと，Jordan分解α口 a+-a_E LP(M)叫に対して α十7α_E LP(M)十

となるととに注意しよう.

以下， Mi，i =ロ1，2はσー有限とする.

[W]では次が示されている.

Theorem 1. 

T: LP(川;少。)→LP(M2;'lto)， onto， *-preserving， linear isometry 

ロ中ヨJ:M1→ M21onto Jordan 恥isomorphism，J( s(α)) = s(T(α))，αE LP(M1; ipO)da' 

ととで，s(α)はsupportprojectionを表す.

ζの定理は， Clarksonの不等式の等号成立条件と， Dyeの proJ配 tionorthoisomorphismの

定理を使って証明される.

Theorem (Kos凪 1984).

α，b E LP(M)に対レてF

11α十bll/十11α-bll/ = 2(11α11/ + Ilbll/) 
ゃな今αb*=α可口O.

26-



Theorem (Dye， 1955). 
J: (Mt)pl'oj.一(Mル刈・， onto， 1 to 1， ef = 何 J(e)J(I)= 0， 
んれはゐ"直和成分を持たない

当 JはontoJordan *-is佃 lOrphism(の制限).

Theorem 1により?んら上にはF世。と少。oJ-1の2つの faithfulnormal stateがある.世。

(resp.少00J-1) i'C.関する接合積を λ/ψ。=M2 )<10'>，60 lR. (resp.λ(2ロ M2)<10''1'00.1-1 lR.)と表

し，N""o (r勾.必)を canonicaltraceに関するが(lR.刈)上の可測作用素全体とする.
L2(lR.;冗)上のユニタ P作用素匂を

(吋)(t)= (D (拘 oJ-1) j D'lto} -t ~(t) ， e E L2(lR.，行)， t ElR. 
と定め?民(α)=ωu"'，aEんとおく .κ は， 'ltoから少00J-1への stateの変更に関連した7

品。から λらの上への自然な付加盟orphismであり ，N""。からぬの上への吋omorphism
A， i'C.拡張され，えの制限は LP(M2;れ)から V(M2;<po 0 J-1)の上への positivelinear 

lsorr附 ryである (cf.[Wj Lemma 2ムLemma2.2]). 

一方，モジュラ}自己間翠群の一意性から，

σ'PooJ-
1 = J 0 σV日oJ-

だから，(M1，lR.，(7"'Po)と(M21lR.，σ'Po
oJ-
1 

) とは?共変的に Jord秘トisomorphicであり ，J

の拡設であるような λんから A の上への Jordan *-isomorphism jが一意に存在する.と
とで2λ(1口 M1)<10''1'0 lR..さらに，jは広からぬの上への Jordan*四lsomo宜伸i四 lに拡張

され，Jの V(M1i拘)への制限は LP(M1;少。)から V(M2;cpo 0 J-1)の上への positive

linear isometryである (cf.[W; Section 4]). 

とのようにV(M1;内)から V(M2;仇)の上への標準的な positivelinear isometry ~-1oj 
が得られる.Tが positiveであるとき?我々の問題は T= ~-1 0 jを示すとととなる.

2. 

Mpl'oj.をM のprojection全体とするとき， μ:Mp1'oj.一→[0，1]が有限加法的確率測度で

あるとは，

(1)μ(e十1)=μ(e)十μ(1)， e， f E Mp1'oj. with ef = 0 
(2)μ(1)口 1

を満たすととであった.

ヴ

t
q
L
 



Theorem (Christensen [C]， Yeadon [Y2]， Maeda， fV 1985). 

μ:ルtp1'oi.一→ [0，1]，有線加法的確率淵度F

ん{は Iγ直和成分を持たない

出今 31SOE M+ μ(p)コ ψ(p)，P E Mp1'oi.' 

次の結果は上の定理から生ずる Fある種の双対販であると考えられる.

Theorem 2. 

p:M..+→ [0，∞)， 

(1) p(αso)口 αρ(少)，αど0
(2)仇上少怖いチm)，3'E仇吟p(玄仇)口'Ep(仇)

(3)ρ(少)三 11少11

(4) 11仇一ψ11→O吟 p(仇)→ρ(so)

ロ今ヨ1aεM+ ρ(so)= so(a)，少巴 λII..+・

以下，Tは positiveとする.

s: (λl'h)*.+→ (M2)けを hβ(伊)1fP=叫ん1fp)によって定義する.

Tの嬬造定理の証明のポイントは，sの加法性を示すととである.任意の YE (M2)+， Ilyll ~ 1 
に対し?向付)口β(少)(y)，少巴(M1k十とおくと， Theorem 2より， a=おpyE M1が一
意に存在して内(so)=ψ(a)，少E(λ11)*.+・任意の払世巴 (λ1I1)ゅ.+に対して，次を得る;
s(少十世)(y)= p百(少十世)ロ(少十世)(忽)ヱヂ(a)十世(忽)ロ内(so)+ρ宮(世)口s(so)(y)+s(ゆ)(y)= 
(s(少)十月(ゆ))(ν).従って Fは加法的であT，(M1)吻から (λ1I2)ホの上への positiveli即位
isometryに拡張され， transposed map t sはんらからん11の上への positivelinear isometry 

である.[K jTheorem 7]とpositivityより tsそのものが Jordan *-isomorphismとわかり?

次を得る;

J(s(少))= s(β(ω)口s(ψotβ) = eβ)-1(S(ψ))， 少巴(Md叶

とのとき， s(少)，少巴(M1)引は M1p?oi.全体をわたるから，J = (ts)-1を得る.あとは，
Radon-Nikodym derivativeの(ごちゃどちゃしてはいるが)標準的な計算により ，T口fi，-loj

を得る.

まとめると次のようになる.
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Theorem 3. 

T :U(M1;少。)--7 LP(M2;れ)， onto， positive， linear isometry， 

J:ん11ー→λイ2，Thm. 1のJordan*-isomor.， 
え:V(M2;拘)一→LP(M2;少00J-1)， state取りかえの恥isomor.(の髄限)

当 T= ;，，-10 jのV(M1iSOO)への制課.

ただL-， iはJの自然な拡張.
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1次元力学系の共変表現について

山形大学理学部河村新歳

1 .カオス力学系:カオス力学系において重要な概念である初期値鋭敏性について考え

る.ここでは， Logistic写像 LR(X)= Rx(l -X)やすent写像 TA(x)= A(l-12x -11)に
よって象徴される 1次元力学系について考えてみよう.

定義:単位区間 [0，1]から [0，1]自身への写像 ψが次の条件を満たしているとき vを単
峰型という.

(1) [0，1]の内点 Cが寄在して?ψ は [O，c]では単調増加う [c，l]では単調減少な連続関数で
ある.

(2)ψ(0) =ψ(1) = O. 

例.Logistic写像や Tent写像は単峰型であり， c = 1/2である.

〈注)R= 4の時の Logistic写像[3]とA=1の時の Tent写像は位相共役であり，L4と

れを結ぶ間相写像 hはh(x)口 sin2(口 /2)であるくi.e.L4 = h 0 T1 0 h-1) . 

この時7初期値鋭敏性(sensitivedependense on initial conditions)について次の事が言え

る.

(*) 2つの写像 L4，T1 において?測度Oの集合を除く [0，1]内の任意の初期値に対しそ
の軌道は区間 [0，1]で調密であるがその分布の一様性は異なる.

(1)れにおいてはその分布 Dは Lebesgue測度に対して一様である (D(x)= 1). 

(2)んにおいてはその分布Dli Lebesg叫聞こ対して一様で1まない(D(:r)= 1/介両亡訂)

ここで初期値鋭敏性についてカオス力学系における 1つの定義を述べる.

定義: 写像 ψが初期値鋭敏性を持つとは次の条件を満たしている事である.

(料) 正の数 6 が存在して任意の:7.:と Zの任意の近傍 Uに対し

1 <pn(x) _ <pn(ν) 1> 8 

となる yεUとη>0が蒋在する.

上の初期値鋭敏性に対しカオス力学系を異なった立場から見て見ょう.

定理A (強混合性〉 ψ= L4および<.p=むの時?次の事が成り立つ.任意の fE 

L=[O， 1]と正醐数cE内 1!?ft(z)d-i について

J見10
1

f(内川
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となる.ここで，17Lは ψに関する不変測度である.

(注)(1) .f(x) = xの時，左辺は初期値 zの分布 t に対してザ(x)の [0，1]での分布の
平均値の極銀を示す.

(2) fが [0，α!の特性関数 X[O，a]の時左辺は初期値分布と に対してザ(x)が [0，α)に
属する確率の極限を示している.

(3) [0，1]の Lebesgue測度 d:rは ψ= T1 の不変測度である。 [0，1]の同相写像 hが

h(O) = 0， h(l) = 1の時， ψ= h 0 T1 0 h-1はむと位相共役となり

l叫 1MZ)光(x)dm= 10
1 

f(h(x))dm 

である.ψ こんの時，

iimil問(州z)d-11f(sin24))d-fj(z)ぷっ:dzJo .， ， 
~ " Jo π，lx(l x) 

となる

(4)強混合性はエルゴード性を導くが，エノレゴード性は一般に強混合性を意味しない.

ゅの ψ=x十fJ， (x E [0，1)， fJは無理数) とする時 ψ は [0，1)上でエルゴード的
であるが?明らかに強混合的ではない.

下の図は fどのような初期値zに対しでも Z の軌道 {tpn(x):n=1，2γ ・'，N}の分布は
十分大きな整数 N に対して一定となるJ事を示し?初期値によって未来を確定できない事
を主強している.

( . ) (b) 

テント写i象による数VIJの胞の区rll)[0. 1)内の分布. (a) 10'毘

の繰り返し. 区/11/1ま1000に分自IJしてゐるので，ぱらつき I:t.

1/思 =0ほとなる・ (b)107 /自の繰り返いいき I:t.
0.01位となる.

ロジスティック写i裂の数91Jの!ほの分布. (a) 10'図の繰リ

返し.区間I:t.1000に分割してある.(b) 107聞の繰1)返し.

図はカオス入門〈長島弘幸，馬場良和共著) 9貰

4B--A 
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定理Aの主張は「観測する初期値がどのような分布であっても?ψ による n間反復後の

ある量の観測値はいつも一定の値に近づく Jという事を述べている.この性質はある意味

で初期値鋭敏性とは逆の事を示している.この強組合性について「力学系のヒルベルト空

間への表現Jという形で考えて見たい.

2.共役表現:力学系の共役表現を次のような順序で定義する.

(1)区拐 [0，1]から [0，1]への連続関数vにたいし

(T"C) (x)ごと(ψ(吋)， c E L2[0，1} 

とする.

(2)χ{リ]は区間[a.，b]の特性鵠数とする.

(3)区関 [0，1]上の連続関数環C[0，1]に対し

α伊(.f)(x)コ .f(<.p(x))

とする. この時，a"は C[O，lJのト自己準同型写像である.

(4) [0，1]上の有界可測関数fについて l¥IIfcヱ f乙 c E L2[0ヲ1]とする.

(5)ψ が単11母型写像の時?ヒルベルト空間 L2[0，1]上に部分等距離作用素が次のように定

義できる.

下42Adrで7j1ι T~
i ゾ，，'1χO，c]~" 10 = j1if r;-;; j1if". _ ， T 

f. ..~ ，/1 伊 I.'~X

ここでヲザは Lebesgue測度に対する Ra.don-Nikodymderiva.tiveである.

(6) C[O，l]から B(L2[0，1])への同型表現を

(π(.f)りい)= .f(x)と(x)， cEL2[0，1] 

とする.

上の準備の基に次の事が成り立つ.

定理1.([2]) (l)Vi ~*十 V2 1夕立 1， 1ヤvi= 1ヤvi= j1ifχ[O，<p(c)]' 
(2)π(α伊(f))コ viπ(f)1ヤ十九州f)1タ.

iα b ¥ 
(3)W1コ α同十 b凡 W2= c同+d1仏 l : ~)巴 U(2: C)とすると

π(α，，(f)) = Wl7r(f)wt十Wげ (f)W;.

定理1の(2)は次の事と問値である.任意のcE L2[0， 1]に対し

<π(α，，(f))c 1 c >ヱ<π(f)1"'-t* c 11ヤと>十 <7r(f)V2*c 1 ，タご>.
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すなわち

f f(内))川)12 d戸 11.f(:c)1 (i;;'*C)(:r) 12 d什 f的)1 (明治)12伽
従って初期儲分布と に対して n囲反復後の状態、は 1〆;;・・1ノ;;ηう Ukε{1ヲ2})を調
べることに帰着する.

定理2.([2]) tp =九の場合

1 _ _ 1 
¥;l!1ヱー___il，十一___i!2 1 J2'1 I v2 ぷ 九

1

一d
l

一d
H
 

とするとヲ次の性質を満たす L2[0，1]の碁jま{eJ;」が存在する.

W1enエ ε2n-1， W2en こ ε2n， (71， 三1). 

特に W1e1ニe1でありう lが W1の点スペクトルである.これは Walsh Type の基j誌

と呼ぶ事が出来る.

定理2より定理A (強組合性〉が成り立つ事が次のようにして証明される.

(i)任意の fεL∞[0，1]と関数と εL2[0，1]， について

れ内))I c (:1:) 12 d:r = 11.f ( x) I (町川町)(川め
かけとニ乞込1ιekとすれば十分大きな K に対して

11 c -L: Uek 11三ε
k=l 

(iii) 卜分大きなnに対してう WC---wi;wi:ekニ九(1S; k三K)。v)1 11.f(tpn(X))はい)12 d;c -11.f( x)山 2(11.f II，x十 11.f 1¥1)(ε+ c2) 

〈注)(1) rある初期値分布に対しうその η 回反復後の分布はどのようになるか」という問
題に対しはう共役表現に現れる部分等距離作用素 lι%あるいは W1，M今のヒルベルト
関上の作用素としての構造に帰着される.

(2)上記(1)に現れる部分等距離作用素i!1，i告は単峰盟主主像 ψが ψ(c)= 1の時?等距離
作用素となりう B(L2[0，1])の部分C*司環(Cuntz AIgebra[l] )は全て向型である.従って問
題は CuntzAlgebraのヒルベルト空間への表現を調べる事とほぼ同じである.

参考文献

[1] J.Cuntz， Simple C*-a.lgebra.s by isometries， Comm. lVIath. Phys. 57(1977)， 173-185. 
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[4]P.Wa1tersヲAnintTod'Uetion to eTyodic theoiY: SprigeトVer1ag，GTM 79(1982) 
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Gaussian Estimateの拡張について

東京理科大学理学部数学科

宮島静雄

標題に言う Gaussianestirnateとは， R況の開集合上の L2空間で定義さ

れた00-半群に対するもので、あって，それがいわゆる GaussianSernigroupに

よって上から押さえられるという場合を指すものである.正確に定義を述べ

るために一応 Gaussiansernigroup (又は Heatsernigroup)の復習から始め

る.t> 0， xεRnに対してGauss核を

( Ix1
2
¥ 

K(り):口一一一叫卜-i(47rt)n/2 ---.1' ¥ 4t J 

と表し， Rn上の関数f(x)に対して

I I G(x -y， t)f(y) dy (t> 0)， 
G(t)f(x) :口 <JRη 

l f(x) (t口 0)

と寵くと，{G(t)hおは任意の 1三p<∞に対して LP(Rn)上の00-半群

を定める.これが Gaussiansernigroupであるが，以後，単に {G(t)}位。と

書いたときは L2(Rn)上の半群を意味することとし，LP(Rn)上で考えたも

のは {Gp(t)h~o と書くことにする. {Gp(t)}色。の生成作用素はLP(Rn)上の

Laplacianムpである.

さて， 0c R況を隣集合とするとき，L2(口)上の 00-半群{T(t)h三oが
Gaussian estirnateをみたすとは，ある定数 b，c>0で

IT(t)fl三cG(bt)lfl (0三t::;1， f E L2(O)) 

をみたすものが存在することを雷う.ここで，上式右辺ではL2(O)c L2(Rn) 
とみて IflにG(bt)が作用している事に注意.{T(t)h~o が Gaussianestirnate 

をみたしていればそれは任意の 1壬p<∞に対して LP(向上の 00-半群

{ヰ(t)h討を定め，各 p~こ対する半群は互いに consistent，つまり定義域の
共通部分に属する関数に対する作用は等しい.

この Gaussianestirnateをみたす半群について最近2つの注目すべき結果

が得られた.一つは O凶abaz[5]によるもので，半群の解析性に関するもの

である:

Theorem A. (Ouhabaz [5]) {T(t)h言。が Gaussian偲tirnateをみたしてい

れば l::;p< ∞に対して{乃(t)h~o は angleπ/2の解析的半群をなす.
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もう一つは Arendt[1]によるもので， {ヰ(t)}t却の生成作用素 Apのスベ
クトノレのpに関する不変性についての結果である.p∞(Ap)はApのスベクト

ノレの∞R を含む連結成分を表すものとすると，その結果は次のように述べら

れる:

Theorem B. (Arendt [1]) {T(t)}tど0がGaussianestirnateをみたしていれ
ばl:S;p<∞に対して ρ∞(Ap)はpによらない集合になる.

Arendtの結果は Gaussiansernigroup自身について生成作用素のスベクト

ノレの p 不変性を示した Hernpel-Voigt [2]の一般化である.

一方，大学院学生の石j11学は， Voigt [6]の， positive sernigroupのポテ

ンシヤノレによる摂動理論の枠組みで，摂動された半群の解析性を調べた(石

川1[3]) .宮島はこの理論の具体的な適用例として1次元の Poissonsernigroup 

{Wp(t)}t却をpositivepotentialで摂動して得られる半群も解析的である事を

確かめた.ここで，{Wp(t) }t~o は次式で与えられる V(R) 上の Co-半群で

ある:

Wp(t)f(x) := ~ r f _~? -，?f(y) dy， (t> 0，1 E LP(R)) 
P πJR (x y)2 + t2 

しかも，Poisson sernigroupはGaussianestirnateをみたさないことが分かる

ので， Ouhabazの理論の範鴎に入らない場合で解析的な半群を得られる場合

がある事にも注意した.Poisson sernigroupのpositivepotentialによる摂動

で得られた半群{T(t)}t三oはIT(t)fl:S; W(t)lfl (L2で考えていて，W2(t)の
代わりに単に W(t)と書いた)を満たすので，必ずしも Gaussianestirnateで

なくても，よい性質をもっ半群 {Wp(t) }t~o で上から抑えられる半群ならばや

はり解析的になる，という形で TheorernAが少し一般化されたわけである.

これより， Theorern Bに対しても，必ずしも Gaussianestirnateを満たし

ていなくても， rよい性質をもっ半群jで上から抑えられる半群ならば間じ結
論が成り立つことを期待しでもよいのではないかと思われる.

L2(R)での Poissonsemigroupの生成作用素がー(ーム)1/2であるという事

を考慮、した結果，空間次元が1のとき，次の形でTheoremBの一般化が成り

立つことが分かつた.

Theorem. (Miyajirna [4])α を1/2<α三1なる数として， L2(R)上の Co-
半群{T(t)}色。はある定数 b，c> 0 ~こ対して次の条件を満たすとする:

IT(t)fl :S; cexp( -b(ーム)αt)lfl，(O:S; t三1，f E L2(R)). 

このとき {T(t)}tさoは各 l:S;p<∞に対して V(R)上のCo時半群を誘導し，
その生成作用素Apについて ρ∞(Ap)はpによらない集合となる.

po 
qο 



証明は Arendt[1]の方法を modifyすればよいのであるが，詳組は [4]を

見て環きたい.
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複素力学系からみたニュートン法

Conlputational Conlplexity for Polynonlial Zero-finding 
AlgorithlllS 

西沢靖子? 城西大学・理学部・数学教室
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1 Polynomial Zero開抗日dingAlgorithms 

方程式の解の近似値を求める計算アルゴリズムのなかで，ニュートン法は今日最も効

率のよいものとして知られている.すなわち関数/(z)に対して関数

/(z) 
iVf(z)=z一一-

.f'(z) 

を， /のニュートン写像と呼び，Nf(z)口 zとなる点を求めるというアルゴリズムである.

3次以上の多項式に対してのニュートン法で，始点の選び方に失敗したとき，すなわ

ち解以外の周期点に収束した場合など、すこしずらして始点を取り直すことによって，解

に収束させることが可能であろうか?このことが成立しない例を常に作ることが出来る.

従って、このアルゴリズムが多項式に対してどの程度の"E缶C1ency竹を持つか?と

いう問題が考えられる。

1 985年に S.SMALEは論文([7])で

"多項式の解を求める"generally convergent purely iterative algol'・ithms"は存在するかl'

という問題(Pl'oblem 10 )を提出した。

ニュートン法は、 3次以上の多項式の場合にはこのアルゴリズムではない。

2年後 C.McMullen([3])が、 3次多項式の場合には新しいアルゴリズムを、また4次

以上の多項式にはそのようなアルゴリズムが存在しないことをしめした。さらに1989 
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には C.McMullen& P.Doyle([L1])は5次多項式に対して刊 towerof algorithnγ?を作っ

た。このアルゴリズムは4次または6次以上の多項式にたいして確実に解を求めるもので

はないことも示した。

一方ニュートン法が失敗するような多項式を特徴づけるという問題もある。

これに関してやはり S.SMALEは論文([7J)で

， Find more systematica.lly the set of polynomia.l whose Newton's map has periodic sinks， 

no.t五xedand thus fails to generaly converge " 

という問題(PI・oblem6 )を提出した。このような多項式を廿 badpolynomial "と呼ぶ。

この問題の解決のために?"1・elaxedNewton's Method " 

f(z) 
九f(Z)ニ z-lz--

f'(z) 

と、微分方程式
: _ f(z) 
M … f'(z) 

の解出線 "Newton Flow，入ffJ7との関係を調べるという"Pro blems in discrete versus 

continuous Newto山 a.lgorithms"([8])の研究が行われている。

また S.SMALEは論文([7])で

" What is the pl'叫)abilitythat New七on's method will converge fOI・arandom choice of 

initial point? For a given polynomia口"

という問題(Problem 7 )を提出した。

1 992年に S.Sutherlandによって次の2つの予想が提出された。

Conjecture 1 Let h be a bad polynomia.l of degree d. Then there is a one-parameter 

fa.mily of polynomials {fdo<九く1which are bad for the relaxed Newto山 methodNh，Jh' 

Further more as h → 0， the corresponding丑ow刈h tends to a :flow Nfo which has a 

saddle connection. 

Conjecture 2 Let f be a polynomial of degree d with a.ll its 1・ootsin the unit disk， let 

αbe a root of multiplicity m for f， and let A旬 (α)be the immediaもeatれ~active basin of 

n同
dnd
 



αfOI・themap Nh，J. Then the inte1'section of七heset 

A口 η A*h (α) 
Oくhくm

with any ci1'cle of radius 3 :::; R contains arcs whose tota.llength is at least 27f' Rj cd， whe1'e 

c is a constant not depending on αヲf01' d. 

この予想(直接鉢の輔の問題)に対しての部分的解決として

1. h=l (ニュートン法〉の場合に、 S.Sutherland( [10] )， Nishiza.v日&Fujimura([5]， 

[6])， 

2. 0 < h :::; 1 (1'elaxed Newton's method)の場合に、 H.Kriete([l])がある。

2 鉢の轄について

フラクタルな境界をもっ直接鉢の11轄をどのように評価するかについての結果を示す(

Nishizawa. & Fujimura([5]， [6]) )。

ここでは、 d次多項式主して次のような多項式を考える。

p(z) = zd十αd-2zd-2十・・・ +α。 (1αd :::; 1) 

このような多項式の族を centeredな九(1)とし 1う。このとき多項式の根は全て、原点中

心の半径2の円に含まれる。さらに Luca.sの定理によって p'(z)= 0の根も、多項式の根

の凸閉包に含まれるO

pとqが多項式で、 q(z)コ p(ω 十b)のときニュートンヰ像Np とNqは Zl---tαz十bに

よって共役になるので、 Newton法を研究するときには上のような Prl(l)に属する cente1'ecl

な多項式のみを考えれば十分である。

2.1 直接鉢の性麓

Manning [2]とSutherland[10]の結果を中心に、多項式の Newton写像の直接鉢の111高

の下からの評価を考える。ここでの産接鉢の11麗とは、原点を中心、半径 Rの円上に中心

を持ち根 αの直接鉢にすっぽりはし、るような円の半径のことをさすことにする。
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Newton写像に対して、根αの藍接鉢B(α)は単連結であることが知られている ([9])。

よって、 Riema.nnの写後定理より単位円板 Dから B(α)へOをαに移すような解析的

微分間相写像がある。 これを用いて、 NIB(LI)とブラシュケ穣 11]を共役にすることがで

きる。

B(α) 

D 

間β{αl

一一一一一+ B(α) 

D 

111 (z)エJI己と
111 ( z)はOを吸引的不動点として持ち、単位月上のご1，. .・，Csを反発的不動点として持つ。

特に αが単根で B(α)が freec1'itical poi叫を含まないとき、 111(z)コ Z2になる。

次のような Ma.nningによる可換留を考える。

Cヲ∞

C ∞ 

一一 L，.， h 

C，O ←二二一 D，c 一一→ B(α)，∞ 
LN 

-一一一一→
R 
←一一一一一

川 )zl M(ご)1 1N凶作)
←で- cぅO ←十一 D，c ーヶ→ B(α)ぅ∞ ー→
Ji. iJM /l. iJN 

C.∞ 

C.∞ 

ただし、 LiλN¥vはNI凶同B町(凸)の∞における Sh1'、るる仁le臼l'関数方程式のj解鰐拝桶1、LλM はJll引(z)のごにお

ける S仙lu此

ここで Sを合成写像 LNohoL-;，}oR-
1とおき、 Hf= ，5'-1(¥/)とすれば、 lVはセク

ターで∞での角度は、

になる。

2.2 直接錦の帽をはかを5

この節では根αの直接鉢 B(α)の無限遠点での基本領域での最峡部分の11揺を下から評

価をすることによって、鉢の11麗を求めることにする。

まず、写像LNの形より B(α)の∞の近くでの点の勤きは-1-7午zで、原点に近
替ってくるので、各軌道がI屈だけ通過するような基本領域をとることができる。 この領

域 Avはトーラス内のアニュラスと需棺になり、その modulu日は W の角度から計算でき
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て、時品市7となる。 ([10]の Lemma.3.2)これを セクタ-i/の"opening modulus"と

呼ぶ。

次の定理は上でのアニュラス Avの最峡部分の轄をを求めるもので宍倉光広氏のアド

ノ〈イスによるものである。

定盟 1 Tを Cj(ZE8 Zァ)と向型なトーラス、 Aを上の意味でTに含まれる modulus

が n/， のアニュラスとする。

このとき Aの境界の聞の箆離は少なくとも

2J;:exp(斤12m)

1十回p(介1m)

である。ただし、んご min{l，な(T)}。

上の定理により次の定理を得る。

定理 2 cを111(z)の不動点とするとき、 B(α)は.すくなくとも、中心が tcE B(α) ， 
(itcl = R>  2(d十l)/(d-1))，で半徒

(R -2) 

:3d(1十ρ可万)
の円を含む。
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DOUBLE LAYER POTENTIALS OF V-FUNCTIONS 

FOR A BOUNDED DOMAIN WITH FRACTAL BOUNDARY 

耳ISAKOWATANABE 

。chanomizuUniversity 

1. In主roduction

Let D be a bounded smooth domain in R d (dと3).The double layer potential 
争gof g E LP(θD) is defined by 

争g(x)口一 I(¥7νN(x -y)，ην)g(y)dσ(y)， 
JθD 

、、l
J

喧
E
A-

宅
自
・
合
，，I

、

where N(x -y) is the Newton kernel， ny is the unit outer normal toθD and σis 
the surface measure on θD. The function争fis harmonic in R d¥δD and has a 
nontangential limit atσ-almost every boundary point. 
If D is a domain with fractal boundary， then ηyand σcan not be considered and 
(1.1) is not defined. But in [W] we introduced the double layer potentials on such 
a domain. In the paper it was assumed that D c B(O， R/2) and θD satisfies the 
condition (u)， i.e.， 
(u) There are a positive Radon measure μon θD and positive real numbers β， 
i， ro， b1， b2 such that d -1 ::; i <β< d and 

(1.2) b1rβ三μ(B(z，r) nθD) < b2rγ 

for all z εθD and al1 r壬ro，where B(z， r) stands for the open bal1 with center z 
and radius r in R d. 

U sing the fact that an α-Holder continuous function f is extended to a function 
e(l) on Rd such that e(l) is a C∞-function in Rd¥θD， we defined， for an α四Holder
continuous function f on a D， the double layer potential by 

(1.3) φf(x)立ん(V'νe(l)(川

for x εD and 

(1.4) 町(x)口 -L (V'ye(川川N(x-y胸
Typeset by AMS-τ部
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for x E Rd¥D， where 

lωd( d-2) Ix-yld-2 
N(x -.:. y) = <… 1- ..1 

l -~~ log寺子i

q
d

内，
h

>
一
…
一

d

d

 

p

?

A

P

T

A

 

and Wd stands for the surface area of the unit ball in R d • 

Then we saw that争fis harmonic in R d¥θDand争fis extended to two continuous 
functions on万andRd¥D， respectively. 
On the other hand A. Jonsson and H. Wallin assumed in [JW] that a closed set 
F is a β-se七， i.e.， the condition (u) is satisfied for γ口 sand 3D口 F，and proved 
that there exists， for p三1，a continuous extension operator f片 E(f)from a Besov 
space A~(F) to a Besov space A~(Rd) ， where α1入ー (d-s)fp， 

双山口 ffεLP(μ): ({1f(x) -f(y)1pdtL川 du(v)<oo}
¥ - 1 lJ ¥r  1 人J Ix-ylβ+Pα ハ l-r\~1 、 J

with norm 

IIfllpαべJI仰 r¥(川氏以ih)ゆ(U))1/P
and 

A~(Rド {fd(Rd):ffilU221P例<∞}
with 

( r γ/P I ( rγ|f(x) -f(y)1pγ/P 
Ilfll = ( Ilf(y)IPdy 1 + ( 11 IJI~~/ _.I~~:~I dxdy 1 ¥J IJ \~ 11 -~ )¥よJ Ix -yld+p入/

In this paper we will define the double layer potential for a LP-function on the 
boundary of a bounde domain D in R d (d三2)in case the boundary of D is a s-set 
(d -1:::;β < d). 
We note that， if D is a bounded Lipschitz domain， then 3D is a (d -l)-set， and 
if 3D consists of a finite number of self凶similarsets， which satisfies the open set 
condition， and whose similarity dimensions areβ， thenθD is a かset(cf. [H]). 
Let α> s -(d -1) and f E A~ (θD). Using an extension operator E討ffil凶 to
that in [JW]， we define the double layer potential it f of f by (1.3) and (1.4). 
Furtherniore let z EθD and r be a positive real number. We define 
r-nontange凶ialaptroach regions in D and in R d¥万asfollows: 

(1.5) れ(z)ロ {x巴D:Ix -zl < (1十r)d(x，δD)}

and 

(1.6) r:(z)口 {xεRd¥万:Ix -zl < (1 +γ)d(x，θD)}. 

F
h
u
 
AA 



Under these notations we give the following theorem. 

Theorem. A ssume thαt D isαbounded domα加的 Rd(dど2)such thαtθD is 
αβ-set. Furthermoreαssume thαt九(z)n B(z， r) =1=功αndr:(z) n B(z， r) =1=日for
every z EθDαnd for every r S EO・Ifp>1， 0 <β一(d-1)<α< 1， then for every 
f E A~(θD) the double layeγpotentiαl<1トfdefined by (1.勾αnd(1.4) is hαrmon'tc 'tn 
Rd¥θD and 

lim φ 六仰z←Kf六(z斗)十→中iシfバ(
) z→z，♂g巴rγベ(z吟

αnd 

limφ六←Kル)-jf(z)
z→z，xEr;(z) 

αtμ-almost every boundαry point z，ωhere K isαbounded operator from A~(aD) 
to LP(μ) defined by 

(1. 7) Kf(z) 口~r (¥1E(f)(y)， ¥1川 (z-州 U
"" JRd¥万

一~r (¥1E(f)(y)， ¥1yN(zー州U
~JD 

2. ExtensIons of boundary functions 

Hereafter we assume that D is a bounded domain in R d such that the boundary 
IS a β-set satisfying d -1 <β < d. 
Fix a positive Radon measureμon θD such that 

(2.1) b1rs壬μ(B(z，r) nθD) S b2rβ 

for all z EθD and all r S ro・
To extend f E LP (μ) to be a function on Rd， we use the Whitney decomposition. 
More precisely， let G be an open set in Rd. A cube Q is called a k-cube if it is of 
the form 

[h2-k， (l1十 1)2-k]X・・・ X[ld2-k， (ld十 1)2-k]，

where k， h，・・.，ld are integers. We denote by Wk( G) the family of al1 k叩 besin 
G and set W(G) = U忠一∞Wk(G).The following theorem is well-known (cf. [8， 
Theorem 1 in Chapter 6]). 

Theorem A. Let G be αn open set in Rd. Then there existsαfα同 lyν(G)口
{Qk} of cubes in W(G) hαving the followi句 properties:

(i) UkQk = G， 
。り intQjn int Qk = o (j =1= k)， 
(iii) diam Qk < d(Qk，Rd¥G) < 4diam Qk， 
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ωhere int A， diαmA  αnd d(A， B) stαnd for the inte吋orof A， the diameter of Aαnd 
the distαnce between A αnd B， respectively. 

Fix a positive real number ηsatisfying η< 1/4 and choose a C∞-fm川lOnゆon
Rd such that 

(2.2) ゆ口 1on Qo， suppゆC(1十η)Qo，0 ~ゆ~ 1， 
where Qo is the closed cube of unit length centered at the origin and (1十η)Qo
stands for the set {( 1 +η)x: x εQo}. 
We simply denote byν ロ {Q d the familyν(Rd¥θD). Further let q(k)， lk be 
the center of Q k and the common length of its sides， respectively. For each k pick 
a point α(k) EδD satisfyi時 d(Qk'θD)口 d(Qk'α(k))and fix it. Set 

and 

F 一 中 _ n(k) 

t(x)口>:ゅ(=-寸Lー)
四 bk
k 

ゆ((x-q(k))/lk) 
侃(x)口

t(x) 

Let p之1and f E LP(μ). We define 

Eo(f)(x)ロ>. I~/(~\ ，¥¥ ( r f(z)dμ(z) I (特(x)ケμ(B(α(k)，仇))人JB(a(川 k)J¥-'-'¥-'j

if x E Rd¥θD and Eo(f)(x) = f(x) if x EθD. Choose the greatest integer m 
satisfying万C2-(7T叶l)Qoand define 

E(f)(x) = Eo(f)(x)ゆ(2-mx).

Then we see that E (f) is a C∞イunctionin R d¥θD組 d印 ppE(f) c 2-m+lQo， 
where supp E(f) stands for. the support of E(f). 
Hereafter we assume that万 C2一(m十l)QoC B(O， R/2). Then we see by the 
assumption (2.1) that 

(2.3) b3rβ三μ(B(z，r) nθD)壬b4rβ

for all z E 3D and all r < 4R. 

Lemma 2.1. Let {B(α( i)ぅry/2k)nθD}i be the collection ofαII suヴαcebαlls 
corresponding to the k-cubes Qi E V. Then eαch boundαry point z is contαined in 
at most N of {B(α(i)， 77/2k) n 3D}i， ωhere N isαnαtural number independent of k. 

U sing this lemma， we can show the following lemma. 

Lemma 2.2. Letα> 0， p > 1， d E R αnd f E A~(θD). Ifp(α-1)+dーβ十pd>
0， then 

(J IVE(f)(y)1日仰向)山主cllfllpα
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3. Nontangentiallimits 

In [W] we gave the followi時 lemrna.

Lemmaお.Let d， k be positive numbers sαtisfying d -s > d and d …d -k > O. 
Then 

I d(y，θD)-8Iy -zl-kdy壬crd-8-k
J B(z，r) 

for every z巴θDαndr > O. 

On account of Lemmas B and 2.2， we can show the boundness of the operator 
K. 

Lemma 3.1. Let 1 >α >s-(d-1)αnd p > 1. Then the operator K de，βned 
by (1.りisbounded from A~ (θD) to LP(μ) . 

We can estimate the nontangential maximal function as follows. 

Lemma 3.2. Suppose α>β一(d-1)αndf E A~(âD) ， and define， for z巴θD，

(争f)*(z):= sup{l<I>f(z)1 : X E rr(z) n B(z， EO)} 

αnd 

(やf)料 (z): sup{¥<I> f(z)¥ : X E r:(z) n B(z， EO)}， 

Then 

I!(φf)つIp::; cl!fllp，ααnd I!(φf)叶Ip壬cl!fllp，a

Lemma 3.3. Let f E A~(θD). Then tlぽ eexistsαsequence {ん}of Lipschitz 
functions on a D such that 

Ilfn -fl!p，8→0αsn→∞ 

for eαch positive real number d <α. 

4. Proof of Theorem 

Finally we prove our theorem. 
Let f E A~(θD) and choose d satisfying β一(d-1) < d <α. On account of 
Lemrna 3.3 we can choose a sequence {ん}of Lipschitz functions onθD such that 
11ムー fllp，8→O.Forん wehave， by [W， Theore叫，

(4.1) lim_~φfn(x) = K幻m叫ん以n(附Z
x-+z.Xを←一u
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Since IIfn -f¥¥p，o→o and IIKfn -Kfllp→o by Lernma 3.1， we can choose a 
subsequence {9k} of {ム}such that 

(4.2) )im 9k(Z) = f(z) and )im K9k(Z) = Kf(z) 
k→00 k→∞ 

μー α.e.z巴δD.Set 

F1 = {z E 3D : ¥f(z)I =十∞ orIKf(z)1 =十∞}

and denote by F2 the set of all points z E 3D at which (4.2) do not hold. Put 
F = F1 UF2 and 

f(z) 
Eb口 {xE θD: limsup I~ f(x)一(Kf(z)十 -T)|>b}

z→，:.cErr(z) 

for b > O. Note that for z E 3D¥F 

f(Z)¥，......，..T..f1" ¥f__¥I ， I..T.._ f__¥ T/_ f_¥ 9k(Z) lφf(x)一(Kf(z)十一一)1~ I~ (J -9k)(x)1 +向山)-K9k(Z)一一一l2 /1-

If z E Eb¥F， then， by (4.1)， 

gk(Z) -f(z) 
十 IK(9k-J)(z)十 2

b 壬 1日im叫 l怜阿φ引町(げf一g此ωk)州)
Z→z，伊忽εrr(Z)

whence， together with Lemmas 3.1 and 3.2， 

μ(Eb¥F) 

云~:( / (φ(J一弘))吋μ十 IIK(J -9k)IPdμ+ ~ r If -9klPdj-L i 
υA¥J Eb J Eb ~ J Eb ノ

三 :lI f 一弘1I~，ó
Ask →0， we see that μ(Eb¥F)口 O.Since μ(F) = 0， we concludeもhatμ(Eb)口 O
for every b > O. Thus we have the conclusion. D 
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Lipschitz双対空間の/1国序と

Lipschitz双対写像の スヘークトル性

樺島情子(お茶大 理〉

Eを実 Banach空間、 E" を自の Lipschitz双対空関と

する。すなわち、伊は E 上の Lipschitz連続な Oで値 O をとる

関数の全体で、ノルム 11 IIL を Lipschi七z係数によって定めた Banach

空間である。 E上の写像 T が Lipschi七z連続で TO 0 とすれば

T の Lipschi七z双対写像 T" が引で定義され、 E" ょの有界線形

作用素となる。従って、有界線形作用素に対する様々な理論を T"

に適用することが出来る o また、 E の双対空間の性質に対rr;して、

Lipschi七z双対空間割、及び、その双対空間 E"・の性質も、既に

得られている [1][2] [3]0 

今回は、 Lipschi七z双対空間に関数としての/1闇序を定め、

この/1国序構造の特性、及び、それが T"，T目・の臨有値などのスへ・クトルの

性震におよぽす影響について報告する。

1. EH 及び EH本の I1演序の特性

引 に上で述べた/1国序三を定める。すなわち、引の元 x"，y" 

について x" S yll とは、すべての X e E に対して x目(x) S y" (x) 

が成り立つこととする。この/1慎序による正錐を

担割+ 口 {x"; 0 s x両 信 E" } 

とする o E" +が間凸錐で、かっ、 EII+ n -E" +口 {Q} となることは

明かである。従って、引はこの/1額序によって/1嶺序 Banach空間と

なる。引の通常の双対空間を E"- と表し、セミ Lipschi七z第 2双

対空間と呼ぷ o E" 0 が通常の双対/1闘序主 によって /1碩序 Banach

空間となることはよく知られている口 ( x口・，y"・・e 億百わについて

x"・三 yllo とは、すべての x" e E詰+に対して x目・ (x目) S yll・(xll) 

が成り立つことである) 0 E" .の正錐を E"・+で表す。

すべての X e E に対して e" (x)口 11xll とおく。明らかに

引は E"+ の元である。

nu 
r「
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命題 1.次が成り立つ。

(a) Ile" IIL ロ 1

(b) e" は日目+の内点である o

(c) 引は引の単位球の最大元である。

証明 (a) le" (x) -e" (y) I 三 Ilx-yll であり、とくに y 口 2x

であれば、等号が成り立つ。よって 11 e" 11 L = 1 である口

(b) 0 < E く 1 とする。 IIx目-e" 11 L < E ならば

I e" (x) -x" (x) I重 ξe"(x) 

従って

o ;$ (1 - E)e" (X) ;$ x" (X) 話 (1 +ε)e目 (x)
となる。 e" の E-近傍が E"+ に含まれることが示された。

( c ) 11 x" 11 L ;$ 1 とする。 Ix"(X) I話 11x 11 e" (X) ('rfx e E) 

により、 x口三 e" は明かである。

命題 2. E" はベクトル束であり、その東演算 U，n， I Iについて
次が成り立つ;日告が，y目について

x" U y" IIL 三 Ilx目 11L + 11 y" IIL 

11 x" n y" IIL :$ 11 x" IIL + 11 y" IIL 

11 I x" I IIL = 11 x" IIL 

しかし、 Banach東にはならない。

証明 x" ，y目 e E" に対し

(x目 U y") (x) 口 max{x" (x) ，y" (x)} ('rfX e E) 

(x" n y") (x) 口 min{x目(x)，y目(x)} ('rfx E議日)

Ix" I (x) 詰 Ix目(x)I ('rfX e E) 

って束演算を定義する。によ

I (x" U y" ) (x) 一 (x" U y" ) (y) I 

;$ I x" (x) -x目(y) I + I y" (x) -y目 (y)I 

話(11 x" IIL + 11 y目1IL)llx-yll 

であるから、 x" U y" は E自に属し、 Ilx" U y" 11ι 話 11x" IIL + 11 y" 11 L 

となる。伺様に Ilx" n y" 11 L 三 IIx"11 L + lIy目11ι 、 11I x" I IIL ;$ 11 x" 11 L 
も示されて、へ'クトル東となることも、用意に確かめられる。

11 I x" IIIL と 11x" IIL を示そう o E の任意の元を x，y とする。

x" (x) とが(y) が同符号であるとき、

I x" (x) -x" (y) I I I x目(x) I -I x" (y) I I三 11I x" IIIL 11 x -y 11 

となる。

1
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が (x) とが (y) とが異符号であるとき、 x と y とを結ぶ線分

上の Z でが (z) 口 O となる Z が蒋在する o Z が線分上にあるから

IIx - y 11 = IIx - zll + Ilz - yll 

である。よって、

I x" (x) -x" (y) 1/11 x - y 11 = (1 x" (x) 1+ I x" (y) I ) / ( 11 x - z 11 + 11 y - z 11 ) 

三 max{ I x" (x) 1/11 x - z 11 ， I x" (y) 1/11 y - z 11 } 

議11I x" IIiL 
となり、 IIx目liL ~ 11 I x" I 11 L が示された。従って、 IIx目liL = 11 I x" I liL 

が得られた。しかし、 r 0 三 x" ~ y" ならば o ~ Ilx" IIL 三 11yll liL Jは

E が 1次元であるときでも簡単な反例を作ることが出来る。従って

E"は Banach東とはならない。

注意、 日目+は正規的でない。/1境序 Banacch空間 F が正規的で

あるとは、ある正数 M が蒔在して、 O 三 x ~ y ならば IIxll 三 Mllyll

が成り立つことである。一般に F が f正規的である J ことと rF' 
が生成的である J こと〈すなわち、 F' F* + - F* + )とは同値で

あることが知られている。従って、 E"・+は生成的でない。

命題 3.次が成り立つ。

(a) E" * +詰 X剖こ対して 11x"* 11 = x"・(e") 

(b)φ= { x" * ; 11 x"・11 = 1， x" * e E"・+ }は σ(E"'，E" )一

コンパクト凸集合である。

証明 ( a) E" * + ;:::) x" *とする.

11 x目傘" = sup{ Ix目牟 (x目)I ; 11 x" liL 三 1} 

であるから、命題 1 (a) より x" * (e" )三 11x" * 11 は明か。一方、

土 x" 話 Ix自|であるから x"字と O により

Ix"ホ (x") I 三 x" * ( I x目1) ~ 11 x首・ 11 11 I x" IIiL 

となる。さらに、 11 I x" I 11 L = 11 x" liL ，こより
Ix"・(x") I ~ 11 x" * 11 11 x目liL

が得られる。よって、 (a) が示された。

(b) E" * の単位球は σ(伊 ¥E")ーコンパクトであり、 φ が σ(E"・，E") 

一関凸集合となることも、 (a)を用いれば明かでかである。よって

(b) が示された。

E の E"* への埋め込み写像は、 E の元 x に対して

Qx(x目)口 x"(x) (Vx" e E" ) 

つ山
戸
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によって定義されている。明らかに、 QEc: E" +である。 Q が

等距離写像であることも示されている。 [3]

2. Lipschi tz双対写像のlE11直性とスへ・クトル

L(E) を E から E への Lipscchitz連続で、 O 寄 O

に移す写像の全体とし、 T e L(E) に対して

~T~L = sup {~Tx - Ty~/~x - y~ x ~ y } 

とし、 T の Lipschi七z双対等像引を、 x" e E" こ対し

T" x" (x) x" (Tx) (Vx e E) 

と定義する。 T" は E#上の有界線形作用素であるから、

~ T" 11 sup {~T" x" ~ L; ~ x目liL :s 1， x" e E口}

と定める。 引の通常の意味での双対等像を T"* で表す。 T闘の

スへa クトル半径を r (T" )と記すと r (T" )詔 limn ~(T#)n ~l/n である o

~ T ~ L 早 IIT口 IIT"* ~ 

r(T) lim n ~Tn ~ロ r(T目)出 r(T" ・)

も成り立っている。 [3]

命題 4. T" は E" 上のIi境序を保存する有界線形作用素である。

すなわち、 T口日目+ c: E" +である。また、

~T口~ロ sup {~T" x" ~ L; ~ x" ~ L :s 1， x" e E" + } 

IT"X口 T"Ix目 (Vx" e E" ) 

が成り立つ。

証明 T" E" + c: E" +、及び ITIIX"I T" Ix目iは引のIi慎序と
東演算の定義から明かである。次に

αsup  {~T"X目~L; ~ x" liL :S 1， x" e E" + } } 

とおく。~T" ~三 α は明かである。 ~T目:S α は

~ T" x" liL = ~ I T" x" I ~ L = ~ T" I x" IIiL 

となることから示される。

T" は日正作用素となったが、引のIi麗序が正規性を持た

ないため、今までに知られた Perron-Frobenius タイプの正作用素

に関する結果はこの T" に適用できない。予稿集に rr (T" )が引
のスへ・クトルとなる J こと、及び、 r r (T" )が T"* の国有植となる j
ことを述べたが、その証明に誤りがあり、いまだに訂正できていな

い。ここでは、 T にある条件(次の補題の (a)，(b)，(c) のいずれか)

を仮定して T"*の正の固有舗の存在を示す。
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φ=  { x目。;11 x口. 11 口 1，x"' e E"・+ }とおく。

補題 1. L (E) ぉ TIこ関する次の性質は同値である

(a) ある正数 ε が存在して、すべての X e 日について

11 Txll と ε11xll 

(b) T目引は E人の内点である，

(c) 0 o T"傘 φ

証明 (a) を仮定する o T" e" の ε近傍 U が日目+に含まれ

ることを示す。 x" e U とするロすべての X e E に対して

IT" e" (x) -x" (x) I ;$ IIT" e" - x" III Ilxll 三 εIIxll， 

よって

T自e"(x) 一 εIIxll 話 x"(x) . 

(a) より

O 語 IITxl1 - e Ilxll T" e" (x) 一 εIlx11 ;$ x目 (x)

となり、 x" e E人。すなわち、むc::E"+ となり、 (b) が示された。

(b) を仮定する。 T"e" は E"+ の非接点である。すなわち、

Oヲ止 X首・ eE"*+ に対して 11 T" • x" • 11 x" * (T目e") > O. よって、 T"・φ は
O を含まない。 (c) が示された o

(c) を仮定する。 T"事は σ(E目*，E" )由連続であるから T".φ も

σ(E" * ，E" )ーコンハ。クトであり、従って、 {T"• x" * (e" ) ; x" * e φ} の最小値が

存在する。 (c)によって、この篠は立である o これを ε とおく o E の

任意の元 x に対し、 Qxe E目¥、かっ、 IIQxll=llxll であったから、

O く ε 話 T"・(Qx/11 x 11 ) (e") = T". Qx (e" ) / 11 x 11 

= T" e" (x) / 1¥ x 11 = 11 Tx 11 / 11 x 11 

となり、 (a)が示された。

定理 1. Banach空間 E 上の非線形作用素 T が Lipschi七z連続、

TO 0 、かっ、次の条件をみたすとする;ある正数 ε が存在して、

11 Txll と ε11x 11 (Vx e E) 

となる。このとき、 TU* の正の盟有値 λ，λ 三 r(T)，とその間有べfクトル

v， IIvll = 1， v e E目ホ+ が存在する。

証明 補題 1 により、 φ から φ への次の写像 A が定義できる

Ax"・出( T目象 x"• ) / 11 T" * x" • 11 ( Vx"・eφ)
命題 3 により、 A は σ(E"・，E目)一連続であり、 φ は σ(E"¥日)叩

コンバクト凸集合である。 A に Tikhonovの不動点定理を 用いれば

Av = v をみたす φ の元 v が存在する o この v は T".v = IITわ vllv
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を満たしているロ すなわち、正数 IIT".vll はが・の固有値であり、

v はその翻有へ'クトルとなる。 11(Tわ)n V 11 = 11 T" • v 11 n であるから

o < 11 T" • v 11 ~ 1 im n 11 (T" • ) n 111 ... n r ( T ) 

が示され、定理 1 が証明された。

注意 αが Tわの屈有舗で，その国有へ'クトル vが QEに属すれば、

α は T の国有値となる o
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並べかえ理論再考

信大・工酒井雄二

a口 (α1，α2ぃ・・，an)E Rnの減少並べかえをa*= (α; ， α; ，… ， a~) E Rnと定める.

ここに α;，α;い叶叫は α1，a2，…，anを大きさの)1震に配列したものである.a，b E 

Rn のとき a~b を

L:ai :::; L:bi， k = 1，2，…，11， 

と定めれば刊~"は Hαrdy -LUtlewood -Pol仰の前)1畏序である.

a~b 中中金ての増加凸関数 φ に対して φ(a) ~ il>(b) 

が成立することから，この前順序にまつわる多くの研究がなされてきた([1]，[3]).

著者は Gene1'aiorという概念を並べかえ理論に導入し，さらに Generaiorに関

する並べかえを定義し"並べかえ"に自由性を持たせることに成功した([4]，[5]).

ここではRnの要素の並べかえに焦点を絞り，並べかえを再考する.

先ず 11， =4の場合に Gene1'ato1'を説明しよう， G1 = {1}， G2 = {1，3}， G3 = 

{1，3，4}， G4コ {1，3，4，2}= {1，2，3，4} ，そして G= {G1，G2，G3，G4} とおけば，
この Gが X= {1，2，3，4}に対する Generaiorの例である.ここで我々は， a， b 
をX上の関数であると考えている.

一般的には任意の集合族 Gロ {GJ，Gゎ…，Gn}が条件

Cald(Gi)=i， i :l，2，…，11， 

を満たすとき GはGene1'(li01'であると定義する.

つぎに Generatorに関する並べかえの定義に移ろう.

Gene1'ai01' Gに関する aの並べかえ&を

引、 当陸 ，、 当医 《 宣 ，、
α1 =α1，α2=α3，α3=α4，α4α2 
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同じことであるが，

《 別区《 車内 放《 金

α1 =α1，α2=α4'α3ロ α2'α4= a3 

と定義する.このとき

ゑは集合{α1，a2ぃ・・，α4}の要素をaf-+ a*とは別の基準によって再配列したものである

ゑを一般式 き改めれば次のようになる.

aロ (αi-a;)lGl + (α;一α3)lG2+ ・・・・・・・・・十 (α;-2 ー α:-1)lGn-1 十 α~lGn

このとき

a*ニ a*

なので

a<t::b宇中ゑ<t::b中斗 L.::i=l (ai -u)+ ~ L.::i=1 (bi -u)+ (uは任意の実数)

宇中 L.::i=l (αi-u)+~ L.::i=l(bi-U)+ (uは任意の実数)

がいえる.

この Geneαt01'という概念の導入と，それに関する並べかえとは"どんな立

場に立って関数値の並べかえについてもの申すか"という一つの視座を定める

ことに等しい.

著者は並べかえ問題を拡IZARシステムで記述しようと考えた.この MIZAR

はポーランドの数学者Alldr・zejTrybulec博士により創始されたプルーフ・チェッ

カーである.これは実数に関する僅かばかりの性質と

Alfred Ta.rski : 

Uber ullerreichba.re Ka.rdina.lzl叫 en，Fundml山 Ma.thema.tica.e，vo1.30 (1938)， pp.68-

69 

On Well心rderedSubsets of a.町 Set，Fundmnta. Ma.thema.tica.e， vo1.32 (1939)， 

pp.176-183 

を拠り所として選択公理を巧みに含ませた証明記述雷語でドある.

著者は共著者のコトヴィツチ氏と，上述の結果をめぐって，約 6，000行の

ファイルを書き下ろした([5]，[6]).
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その際番最初につまずいたのが以下の問盟であった.

我々は数学用語Rπをどんな意味で用いてきたのか.

並べかえの理論を論ずるとき.a = (α11α2， ...， an)は本来の関数解析的な意味

での刊関数竹 "filli七eωsequence" と考えれば十分である.これが一つの答え

である.そして単にぜを考えるだけなら aは Rnというユークリッド空間の

点、である必要はどこにもなかったことに気がつく.さらに，関数の定義域.x=

{1，2，3，…，n}に Gene1'at07'を考えるということは X に一つの順序を定めるこ

とに等しい.

この特別な例が a=(α1，α2ぃ.，an)の記述では

X=JI蹟序対{1，2，3，4，…，n}= {{1}，{1，2}，{1，2，3}，{1，2，3，…，n}} 

であった.そして X の別の Gene1'αt07'として，

G = {n，{n，n -l}，{nパ1-1，n-2}，…イ3，2，1}，{2，1}，1}

と定めれば，この場合には&はいわゆる増加並べかえ九に等しい.

MIZARを用いて刊数学的論文"を記述してみると，我々がし、かに駿昧な論理

を証明に舟いているかがよく解る.そして次々と不確かな概念の再認識に迫ら

れる.MIZARは一般位相空間論のような意識的な約束事からなる抽象数学に

は最適である.一方幾何学的な直感的概念を含む論文がし、かに駿昧に証明され

ているかを発見するのも非常に得意である.Jordanの曲線定理の証明に関する

中村氏による数十本の班IZARファイルが書かれているが，それでもまだこの

定理の証明は完成しない.

"直感的に明らか"これほど楽しく恐ろしい言葉はない.ときには"直感的に

は明らかではない"ことを追求するのもまた面自いものである.
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不等式のヴィジュアルな証明

富山大学理学部 久保文夫

1 Introduction 

一つの不等式を理解する道は沢山あります.この講接では?良く知られている不等

式を例に取ってうそれを自明にするような電気闇路を設計します.不等式の電気工学的

証明とでも言えば良いでしょうか.

不等式の中で比べられるものは何かヲを明らかにしておきます.比較の対象になる

のは?数ヲ行列?線型作用素です.比較の基準は?数の通常のJI慎序?行列の非負定値性に

よる順序ヲ及びその次元freeな一般化としての作用素の順序です.講演で述べられる例

は，これらに共通して成り立ちます.

これらを比べる不等式を自明にするような電気田路の部品(索子， eleme11t)はそれ

ぞ、れ?電気抵抗?多端子対回路，及びそれらの'](jeenたる理想的な由路です.提示され

る図は電気抵抗を部品とする設計図ですがう端子の対の数を増やしても開様に出来る

ことは明らかです.

1.1 例:算術平均>調和平均

収 O訪中三2(α-1 + b-1)-1 t 

図 1:;算術平均と調和平均

。 。

この不等式は次の回路を挑めると自明です.何故ならばぅ switchを閉じた(011)回路

では switchを開いた (0宜)回路よりも電流の流れ方に自由度が増しています.自然界

↑上でαコO或いはb=Oの場合には逆数がないので定義されていないように見えますが，連続
性を用いて定義したものをこの式で表していると解釈します.以下同様です.

円。
円

h
v



は?発生するエネルギーが成る可く小さくなるような状態、を選択する事(Maxwellの原

理pこ拠って， swiもchを閉じた(011)時の合成抵抗より switchを闘しサこ(off)時の合成抵
抗が小さくなります.また7この合成抵抗を計算してヲ上の二つの平均が得られる事が

分かります.即ち?この設計留の回路は不等式を自明にしています.

1.2 幾何平均

α十b~ ~ Iす /¥
αJN=中立ーとさ αb三2(α-1十円

平均の不等式に関して，算術平均を調和平均と比べるより幾何平均と比べるほうがポ

ピュラーです.然し?上のような直列と並列の二通りの接続を単純に組み合わせるだけ

では幾何平均を表すことが出来ない事が知られています.そこで?この不等式を自明に

するような電気回路の設計を例としてこの講演を進めます.

先ず， switchというものはう開閉することで夫々，∞と 0との二つの偶を取る事が

出来るような可変抵抗器と見なします.switchをもっと色々な価を取る事の出来る可

変抵抗器に置き換えることで電気田路(bridge)を設計する事にします.bridgeの中の

可変抵抗器を操作して合成抵抗の値が.;ar;となるように出来るだろうか?というのが問

題となります.

関2:幾何平均

。 。

2 Analysis 

2.1 三端子回路

switchを抵抗 Coで、置き換えた電気閉路の合成抵抗を計算するにも色々な方法があ

ります.講演では次のような三端子回路の変換によって合成抵抗を計算します.
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図 3:変換 1

砂町剛一ー一 。

図 4:変換 2

。

。
図 5:変換 3

。

。

-68-



国 6:変換 4

。 。

2.2 等価性の問題

a， b， c 2:: 0を与えて図 4，図 5が三端子田路として等価になるように出来るでしょ
うか.

定理. αムCど0を与えて図 4，図 5が三端子回路として等価になるように出来，
解を番き下せる.

電気抵抗に関してはこの事実は良く知られており?

αb 

Mα十b十C

及びそれを cyclicにshiftさせた計3本の解を得ます.

3 Synthesis 

3.1 合成抵抗の計算

前節で述べた語路変換によってヲ bridgeの合成抵抗が計算出来ます.電気抵抗の場

合に付いて表してみるとう合成抵抗f(α，b，co)は

Z十y 2αb十(α 十b)co
f(α，b， co) = 2z十一一=

α十b+2co 

3.2 幾何平均を与えるには

従って合成抵抗f(α，bぅco)が幾何平均を表すには3

f(αヲbヲco)二 Va:b，郎ち，co= Va:b. 

即ち探し求めていたものは自分自身だったのです.

n
H
d
 

c
u
 



3.3 算術平均三幾何平均ど錦和平均の回路

bridgeの合成抵抗が幾何平均を与える様な要の elementCoが帯在したので?次の一

つの回路はj艇に大きなエネルギーを消費し?求める不等式を自明にする回路が設計出

来た事になります.

図7:調和平均

。 。

図 8:幾何平均

。 o 

図 9:算術平均

o 。

3.4 幾何平均を近似する宮路

上記のbridgeの要に必要な elemenもが自分自身であったことは?幾何平均を近似す

る次の様な回路が設計されたことになります.明らかに?幾何平均自身を設計するには
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無限の操作が必要です.

αo 口 2(α勺 b-1)一¥
α口十1 f(αヲb，αn)ヲ (n = 0，1，2，...). 

次の図はヲ α。から始まって α1，a2，α3迄の lmageを描いたものです.

図 10:幾何平均の近似α3

。 。

Fumio Kubo 
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行列の c-numericalrangeの境界について

高口 真 (弘前大理〉

ヒルベルト空間 H上の有界線形作用素?の numericalrange W(T)は

野(T)冨 {(Tx，x):xξ札 IIxll=l}

で定義され、複素平面上の凸集合となることはよく知られている。 Halmosは 1967年の

著書の中で、複素平面上の集合:

ι 

れ(1)コ{之こl(TXj，xj):{Xj}は Hの中の orthonormalk-tuple} 

が品集合となるか?という問題を提起している。この k-numericalrangeれ(1)の研究は、

特に Tが行列の場合に、 Goldbergand Strass等により活発に行われた。

行列解析では、この k-numericalrangeの研究がきっかけとなって、各種の一般化され

た numericalrangeが定義され、研究の対象になっている。

ここでは、 o-numerioal rangeの boundaryの一つの結果について述べる。

定義 Ab 聞n(t): n x n行列の全体 0=(C1，... ，On)己炉に対し、

官。(A)器{乏 Cj(AXJ，Xj): (Xi，XJ) = O iJl 

ロ {tr([c]U9AU): U unitary} c-numerical range 

ただし、 [0]は対角要素が O=(Ot，...，Cn)である対角行列を表す。

また、 C，A E.恥(わに対し、

官c(A)器 {tr(CU9AU): U unitary} C-nullIericalrange 

官c(A)の surveyは C. K. Li [1]を見て下さい。なおこの論文には多〈の open

problemが載っている。

次の結果はよく知られている。

Theorem A (官estwiok，1975) C=(Cl ，...， Cn) IE ¥Rnのときれ(A)は convex.

Theorem B A E.時2(わのとき、

智(ct，c2l(A)= (Ot 山 02)習(A)+ 02・trA (楕円形〉

ただし，再(A)は classicalnumerical range. 
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Theorem C (L i， Sung and T8 i ng， 1989) 

O=(OI，...，On)εR目でかつ 01主主....22cn

Aの hermitianpart A + A' / 2 の固有値を λ1~.... ~λn 

n n 
α =手 Ojλ←j+ 1， β ヱミこ Ojλj

r今

~普o(A)ロ官。(A+A・/2) = [α，sJ 

Theorem Aと TheoremCよりが(01，...，On) E IRnの場合に，官。(A)をパソコンで作図
できる。大学院生の西川氏はパソコンの作図lとより， 0 = ( 0 1 ， 02 ， 03 )とと IR3，B e二時2(む)， 

a E: ~のとき，

官【01・02，03)(a ①B )ロ oonv {(W(01，02)(B) + a 03)U(官102，03)(B) 

+ a 01) U (官(03・01)(8) + a 02)} 

なることを発見し、さらに次の予想、を立てた。 s ε関nω1(C)のとき，

書(ol，...，on)(a ① B ) = oonv U {有{。 σ(1 )ぃ.. ，0 σ(n-l)) (8) + a 0 σ{目):σE. Sn} 

ただしれは (OI，...，On)の対称群である。この予想は、すぐに中盤氏により証明され、

さらに次の定理の成り立つことが証明された。

Theorem 1 O=(OI，...，On) E世n A E Mn(む〉

A = Al⑦ A2， Al E三日k(C)， A2 <=岡田(lt)， k+m=n 

一一一ふ、
」一一一/

Wo (A) = o.onv U {官(0σ(1). . . . .0 σ(k))(Al) 

+ WI。σ{ド 1) ， . . . ，0σ (k+皿)) (A2):σιSn} 

証明は Theore麹 gょ9

max {J¥，.z z E官。(Al① A2)} 

手 max{f4. %'(0 σ( 1 ) ， . . . . 0 σ(k)) (Al)+仇官{。 σ(k+ 1) ， . . . ， 0 σ(k +臨)) (A2): ぴe.Sn} 

が示され、これと theoremAとから Theorem1が証明される。

Theorem 1の応用としてすぐ目につくのは、同じ 1986年にそれぞれ独立に発表された

次の Bebianoと C.K. Liの定理である。

円
べ
U

司
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Theorem D (Bebiano， 1986 and Li， 1986) 

C = (Cl，...， Cn) f. IR丹

Cl = = Cml 

Cm， + 1 ヱ = C間ム

Cm ~ . + 1 = = Cm， +開+---+陪，殴l+m2+...+moコnト¥. " -lui . la~ . •• • . m[' .......， 

z =与ICj〈Aej，ej)ztr〈[c]A〉は 3官。(A) の non叩 differentiable
po in-t (zは署c(A)の corner)である

に二〉

A = Al⑦.... CDAp， Ak~三国間悦 (IV) でかつ

z = 二三 Cm. + ••• +田 u ・trAk 
ι=1 

Corollary C = (Cl，...，Cn)は、すべては等しくない実数の n-tuple

A e日n(~)は non-reducible matrix 

ピ竺う

3払(A)は一点より成るかまたは至るところ揖らかな出閉曲線

Re腕 rk a) もし Aの sizesが註 2で、かつ Ci 手 Cj である i，jが脊在すると
き官。(A)は内点をもっ。
b) もし Aの sizesが=1であるかまたは Cl=. • .• =Cn のときれ(A) は一

点のみから成る。

Theorem 2 (Nakazato， Nishikawa and Takaguchi) 

C=(Cl， . . . ，Cn) E:-. IRn， Af.日n(a) 

z E:: .おも(A)は 3払(A)の non叩 differentiablepoint 
-ー一四一為、-
L一一一-/

れ(A)は zの近傍で zが爵の喪になる形状である

証明 A= U(Al o ... CDAp)日・
( Al，...，んはすべて non山 reducible) 

となるような unitaryむが存在する。 Theorem1より

r 
恥 (A)= conv U {之容(0σ{臨什)， . . . f C ぴ{田)l (Ak):σιSn} 

ド守1<-' ι 

d
吐

門
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Lemma 

Corollaryより

各々の 8W(cぴ[罰日+1 )・・・・パ σ{冊...)) (Ak)は一点より成るかまたは至るところ滑

らかな凸罰曲線であるから、結局次の Lemmaを証明すればよいことになる。

Bl， B2， ... ，B田は次の二条件を瀧足する gの中のコンパクト凸集合である。

i) 各 Bj は内点をもっ

ii)各 8Bj は至るところ滑らかな曲隷

いま K= conv {Bl U.... UBm U {Pl，.... ，Pn}} とする。

このとき、もし ZE 3Kが 8Kの non-differentiぬlepointであるならば、次が

成り立つ。

i) Z E::. {Pl，.... ，Pn}でかつ Z 宇conv{Bl U . .• . u 弘}
ii) したがって、 Z の近傍で、容。(A)は Z が扇の要になる形状である。

証明: もし加と '3Kならば、次の三つのうちのいずれかである。

1) Zo = t ZI + (1 -t) 22 (0くtく1)

ZI. 22 E: [(8Bl)U...UCaB悶)U{Pl....'Pn}]n i3K 

ll) Zoι[( ~BdU... U(dBm)] n dK 

回) Z自 6{Pl ， . . . ， Pn} n dK 

このうち 1 )ではありえないから、結局、 ll)が成り立たないことが示されればよい。こ
れは少し厄介であるが示すことは難しくはない。

Theorem 2の結果から次の問題を解決する一つのきっかけを仲るかもしれない。

関題: 複素平面 Eの中の compactconvex setはどんなとき、行列 Aの c-numerical

rangeれ(A)になるか?
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線形ヰ像の空間の種々の orderとnorm

北大・電子研安藤毅

この講演は私が北大を停年退職するにあたっての f最終講義jとなったもので、，ま
だ完全な回答までには到達していないある開題へ向けての研究の現在までの状況の
概観である.

def 
1.行列およびの写像の空間 Mn ~"'J {nxn (援素〉行列の全体}とする.Matrix 
mポ Eijを使って各行列XEMnを以下のように表示する:

X = [Cij]口 LCijEij 

考察の対象をMn←→ Mm の線形写像守及び線形写像の全体のなす空間乙(Mn，Mm)
lこ限る"線形性"より曹に関する情報は守(Eij)(i，jロ 1，2，.・・，n)ですべてわか
るので:

[世i七![宙(Eij)]E Mnm 
を考える.対応曽←→[雷!で乙(Mn，Mm)とMnmは詞一視されるが，自然な対応
でMnmはテンソル積Mn0Mmと同一視される.また Mnmは<enmの線形容像の

空間であるが，<enmは自然な対応により Mn.mセ!{n X m 行列の全体}と同一視
される.

写像守巴.c(Mn，Mm)がHermitianであることを守(X*)=世(X)*for all X E Mn 
で定義するのは当然であるが，曹の positivityとして3種類のものを考える.

曽が positiveぷヰ曹(X)どowhenever X三O.

clef 
曽が completelypositiveゃ=今九 EMm，n (k = 1，2，... ，N)があり

N 

守(X)=L九Xyt for all X E Mn 

clef 
曹が stronglypositive中工学 0:::;Dk巴Mn，O:::;Fk E Mm (k = 1，2，・・・ヲN)があり

N 

曽(X)口玄tr(XDk)凡 forall X E Mn・

Theorem 1. 

(1)曹 positi悦や吟[(守(Eij)U，u)] 2: 0 in Mn forαllu巴<em

に今tr([守1・(X0Xつ)三oforαII raηk-one X巴Mn，m'

(2)守 completelypositive件今[町三oin Mnm 
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ホコ今 t1'([曹].(X 0Xホ))どofo1'αllX εMn，m. 

(3) 守 stro旬lypositiveや今[哲]ココI:f=lDk 0 Fk 
fo1' some 0 S; Dk E Mn，O:::; Fk巴Mm.

これらの各場合に応じて行列同j弘 (1)weakly positive definite， (2) positive 
definite及び (3)strongly positive definiteと呼ぶ.

乙(Mn，Mm)の上で3つの凸錘

def 
p _ ~~J {positive写像の全体}， Po ~~J {completely positive写像の全体}，

?十セ!{completely positive写像の全体}

を考える.

Theorem 2. 

(1) Pーの双対錘 (dω1cone) P+， 

(2) P。の双対錘=自分自身内y

(3) P十の双対錘 =P…

2. Majorar抗 争 ε?。が与えられた(豆ermitian)曽の completelypositive 
majorantとは争十曹及び争ー曹が共に completelypositiveであることである.
このとき

争1?ff争十曽‘-

2 

守
一一一

2

争
一何一一A

Z
 

とおくと，争}，争2は共に completelypositiveで

笹口争1+ q，2， 曽=q，1 - q，2 (Jordan型分解〉

となる.向様に stronglypositive majorant及び positivemajorantも定義さ
れる.

α，sが 1，∞のどちらかのとき，線形写像守の norm11剖1(α，β)を

ii申(X)IIβ
11曽11(αβ) 口~CX ， P) x'-IIXIIα 

で定義する.

Problem 3・ a，sがL∞のどちらかとする.

( 11争11(Cl'，s) ;J;. I .T， ~ "n  1 
sup i~f{ *=一一…ー;争土守εPo}
曽争 lllwll(αJ) J 
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を求めよ.同様なことを?十，Pーにも考えよ.

3. :1手像の modulus 雷は写像であるが[曽]は nmxnmの行列であるので，行列

([町*・拘])1/2が定義でき，それが引き趨こす写像を曹の modulusと呼び陣!と
審く，すなわち

[ 1雷1]官 1[町.

守が Hermitianのとき，間|は曹の completelypositive majorantである.

Theorem 4.どの守 Eι(Mn，Mm)に対しでも

11 1引 II(∞，∞)三nll雪II(∞，∞)・

この常数 nは bestpossible. 

Theorem 5.どの'l!E .c(Mn， Mm )に対しでも

11 1 曽III( ∞ ，1川1り)三2nll凶問守引叫II(∞ ，1)吋)

これは群馬大の伊藤氏により改虫された形である.この常数 2nは更に nまで改
善できると予想されるがまだ判らない.

modulus 1引は次の意味で optimalなものである.

Theorem 6.守が Hermitiαnで争がその completelypositive mα.Jorαntなら

11 同111 (∞t∞) ::; 11昏11(∞，∞)， 11 四¥11 (∞，1)ざ11叫(∞，1)・

positiveなものは取扱いやすい.

Theorem 7. positive 

i回11(∞，1) ::; n¥同II(∞ユ)

のものがある.

4. Strongly positive majorant Strongly positive majorantについては四od-
ulusのような自然な候補者がないので， strongly positiveなものを作り出す何等か
の新しい方法が必要であるが，本質的には以下のような街単なものしか見当らない.

Lemma 8. (n = 2のとき〉

[:* ~] positive definite =キ stronglypositive definite. B* A I 1:' 

これを使うと容易に次がでる:

。。
ヴ
4



Theorem 9. positiveな世に対しては stronglypositive mα:jorant争で

11叫(∞，∞)三 (2n 1)11到1(∞3∞)， 1浄II(∞，1)ざ(2n-1)11宙II(∞，1)

のものがある.この常数 2n-1はくmどnのとき)best possibleである.

この定理は一般の Hermitian世に対しでも成り立つものと予想、されるが，まだそ
こまでは判っていない.現悲の処は以下の状況である:

Theorem 10. H ermitian曹に対しては stroηglypositive majorant骨で

11到I(∞，∞):;. V五(2n…1)11曾11∞，∞)， 11争11(∞，1) :;. vn(2n -1)11叫∞，1)

のものがある.

5. 11 . 11(1，1)の場合 11 . 11 (1，1)は取扱い易い.

Theorem 11.どの Hermitiαn宙に対しでも completelypositive majorant争(1)で

11争(1)11(1，1) :;. nll申11(1 ，1) 

のもの，また stronglypositive majorant争(2)で

11争伊)11(1，1)三(2n-1)1問Ib，l)

のものがある.

これから双対性を使って 11. 11 (∞，∞)に関しての'埼報が得られる.

6.11 .Ib，∞)の場合 特別な stronglypositive写像。。を考える:

。o(X)恒例X)Im (X E Mm) 
すなわち向。lが単位行列 (identitymatrix) 1となるものである.

~J...J. 1 ~.l. ;;:. def 
Theorem 12. どの守 L対しでも φ '~J nll曹11(1，∞)80はmodulus1曹|の completely

positive mα:jorant で

11叫 (1，∞)口 nll守11(1，∞)・

これから護ちに次がでる:

Theorem 13.どの Hermitiαn守に対しでも modulω|引はその completelyma-
jorantで

111世11¥u，∞):;. nll申11(1，∞)・

Strongly positive majorantに関しては次がいえる:
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_ J，...J. 1 -r-.l. %. def 
Theorern 14. どの Hermitian 曽 L対しでも争 '~J (2n -1)11叫/(1，∞)θ。はその

strongly positive mα')0叩ばで

11φ11(1，∞)口 (2n-1)11曹11(1，∞)・

7. 行~IJの order の問題への翻訳 Mnmでの weaklypositive de:finitenessに基づく
1フー

orderを>と書こう.Theorem 9の後半の双対形は次の形となる:

Theorern 15. H ermitiαnな AEMnmが

?一 P-
IどA 三O 口二~ nlさA三一(n-1)1 

これと向値なものとして:

Theorern 16. 
p_ p_ ".， _ 1 

じれす二I 司 Apositive definite 

Strongly positive de:finitenessについては次が成り立つ.

Theorern 17. 

I三A三竺ニ1勾1=守斗 A st幼枕tかかr附、
n 

8.行列の normの問題への翻訳 Mnmには行列の空間として spectralnorm及び
trace normがある.Theorem 13の意味は

Itr(A' (X 0 Y))I :::; IIXI12 . IIYI12 

がすべての rank-oneX， Y E Mn，m に成り立っていれば，

IIAII∞<n 

ということであるので，これの双対形として次がでる:

Theorern 18.どの行列 AεEιmに対してXk巴Mn，Yk巴Mm(k = 1ヲ2，...，N) 
で

A=乞 Xk0九及び乞IIXklll.IIYklh :::; nllAlh 
k口 1 k口 1

を満たすものがある.

11.lhに関して対応する結果は Theorem5から出る次のものである.

Theorern 19.どの行列 AEMnmに対してXkεMn，九 EMm (k 1，2，・ー，N)
で

N N 

A 口乞Xk0九及び玄IIXkl1∞ 11九11∞:::;2n11AII∞
k口 1 k口 1

を満たすものがある.
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Weighted norm inequalities for some 
singular integral operators 

北海道大学 理学部 中路貴彦

北海学園大学 教養部 山本陸範

1章序文

単位向周 T= {z; Izl = 1}上の正規化されたLebesgue測度dm(eit) = dt/加について可
積分な関数fの特異積分S1を

r f(z) 
Sf(() = ~ I .:'-.'.っ

πZ JT Z …も
(α.e. (E T) 

と定め， analytic projection P十と co凶叩alyticprojection Pーを

P十=(1十S)/2，Pーロ (J-S)/2 

(Jは憶等作用素)と定める.LP = LP(m)はLebesgue空間，HP = HP(m)は Hardy空
間を表す.T上の非負値関数 W 巴L1について，

Ilfllw口 {Ilfl2WdmV/2 
"'T 

が有限であるような Lebesgue可調.u関数 fの全体からなる百ilbert空間を L2(W)で表し，

この積分値を fのweightednormといい，Wをweight関数という.三角多項式の全体を
pで表すと， p C L2(W)が成り立ち， pはL2(W)の中でこのノルムについて denseであ

る.以下， α.e.は省略し，T上の Lebesgue可測関数のみを考える.
歴史的には， Hardy， Riesz， Gaposkin達の研究の後， 1960年の論文 [4]でHelson-Szegる

は恒等的には雫でない weight関数 W について weightednorm不等式:

IISfllw ::; Cllfllw (fεp) 

を溺たすfに依容しない有限な定数 Cが寄在するための必要十分条件は WεHSである
という有名な定理を部した.ただし，HSとは uEL∞かっ

W=  eUベ Ivl三π/2-ε 
を満たす実数値可測関数 u，vと定数ε>0が脊在するような W の全体からなる集合を表

す.HSは Helson-Szegらによって導入された.この定理は Helson-Szegらの定理と呼ばれ

予測理論への応用がある.ただし，vは

Sv(() -I vdm =必(() ((εT) 
"'T 

によって定義され，vの共役調和関数になっている.1973年の論文[5]でHunt-Muckenhoupt-

Wheedenはweight関数 W で W-lE L1かっ

τ
i
 

oo 



Ŵ(α)(W-1)̂(α)三γ(Iα1<1) 

を満たす αに依帯しない有限な γが存在する W の全体からなる集合をんで表すとき，

A2=HS 

が成り立つことを示した.ただし，Ŵ は単位関内板D= {zilzlくりへの W の Poisson
変換による harmonicextensionを表す.1980年の論文 [6]でKoosisはweight関数 W に

対して weightednorm不等式:

IIP+fllu:::; IIfllw (J E t) 

を溺たすfに依存しない weight関数民ut= 0が寄在するための必要十分条件は

科r-1E L1 

であることを AdamyanωArov-Kreinのアイデアを用いて示した.この定理は Koosisの定

理と呼ばれ予測理論の Kolmogorovの定程と関連している.α，s巴L∞とするとき，

α十F α… F 
S臼，s=αP+ + sP-= (α s)P十十PI1-E-I+-7-S

は特異積分作用素と呼ばれ， Gohberg-Krupnik [3]をはじめ広く研究されている.

この講演で我々はこの作用素について，次の4つの weightednorm不等式を Hilbert空

間の議論と Cotl紅白Sadoskyのlifting定理 [1]を用いて研究する.

(1) I[S，日，sfllw:::; Cllfllw 

(11) IIS，日，βfllw之811fllw

(111) IIS，臼，βflluざIIfllw

(1V) IIS，臼，βfll"wどIIfllu

ここで，fEt，Cと6はfに無関係な正の定数，UとW は weight関数である.

(1)は α=1，s = 0または α口 1，sローlのときに，有限な Cが帯在する weightW は
Helson-Szego刊によって決定された.一般の α弘，sについては Na1ねL
Ya叩I口m鴎悶a創叩motωo[13司lはC=1となるときの weightW を描いたが'複雑である.そうすること
で， Gohberg-Krupnukや FeldmanωKrupnik占tlarcusが得たら，βの L2(W)における作用

素ノルムの評価の結果の一部分を含んでいた.それに対して今回は一般の α，sについてs
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有限な Cが存在するための weightW を決定するという照題を研究する.この講演では，

この問題を完全に解くが，その解は C口 lの場合より非常に simpleである.

(11)は W コ lのとき， 8>0が寄在する α，sはWidom[11]とDevinatz[2]によって，
W E H S.. .Helson-Szegる測度の全体…のときは Rochberg[10]によって決定された.一般

の W の場合は?九，β とS日，一βの両方が (11)の不等式を満足するときに， Yamamoto [12] 
とNakazi[7]によってそれぞれ描かれた.Yamamotoの結果は p=2のときの Rochberg

の結果を含むが Nakaziのそれは一般の p，1< p <∞で Rochbergのそれを含む.この講
演では p口 2のときに SOI，βの不等式を考える.

(111)は αロ 1，s= 0または α=1，s = -1のときに，考書でない Uが帯在する W は
Koosis [6]によって決定された.この講演では一般的な α，sについて W を決定する.

(1V)はこれまで研究されたことはない.αW=sWのとき，u = 1α12Wとして成り立つ
が，この講演ではそうでないときの a，sについても W を決定する.

(1)と(11)の場合，HSの代わりに HSr…weightedHelson-Szego class…を使う.ここ

で r=1α-sI / 11α-sII∞である. α= 1，s口 0または α=1，s = -1のとき r= 1で
HS = HSrとなる.我々は A2.r… weighもedA2 class …を導入し，Hふとん，rの関係
を研究する.r = 1のとき HSr= A2.rはHunt-M uckenhoupt-Wheeden [5]によって証明
されたがE 残念ながら我々は HSr= A2•r を一般的には証明できなかった . HS =んを
Muckenhoupt達は weightednorm不等式を経由して証明したが2 直接証明できないかと

いうのは多くの人々によって試みられている.もしこれが可能ならば，我々は HSr と A2•r
の関係をもっと詳しく調べることができると信じている.

2寧 Weighted Helson圃Szegると WeightedA2 
rEL∞かつ 0::;r::;1とする.weighted Helson-Szego class H Srとは uE L1かっ

W 口 eU十召，Iv 1 ::; 11'/2， 

r2eu三γcosv，e-u::;γcosv 

を講たす実数値lIT測関数 U，vと有限な定数γが寄在するような W の全体からなる集合を

表す.従って，もし WEHSrならば

r2W ::;γeVcosv かっ W-1 <γe-Vcosv 

が成り立つ.更に， Ivl::; 11'/2より，布辺の関数は可積分である.weighted A2 class A2，rと

はr2W，W-1 E L1かっ

(r2W)̂(α)(W-1)̂(α)三γ(1α1< 1). 

を満たす αに依寄しない有限な γが帯夜するような W の全体からなる集合を表す.
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型空白川L∞ 0::;".::;1， 0計三 lとする.
(1) A2，rコHSrコHS
(2) W E HSγならば T2W，w-1GLI
(3) "./".' E L∞ならばHSrlc HSr 
(4) ". /".'，〆/".εL∞ならばHSr，=HSr 
(5) ".-1 E L∞ならば A2，r= A2 = H S = H S1' 
(6) A2，o = HSo 

HSrを研究するために，もっと理解しやすい Brを定義する.W E B1'とは logWE L1 
かつ Wコ科もW1と書けることである.ここで

".2WO， WO
1 E L∞ かっ W1 = e

V， Ilvll∞<π/2. 

このとき，HSrコB1'コHS.だから， ".-1巴L∞のとき HSr= Br・コHSである.

唾望日 (a) HS = HSr・ならば ".-1E L∞か?
(b) どんな Tについてん，1'=HSrか?これは重要な問題である.
(c) どんな Tについて HSr= Brか?

定理1(1)と次の章の系2.1で".= (U/W)1/2の場合を考えると，与えられた2つの
weight関数 W と杭U:f:Oについて次の条件 (1)より (2)が導かれる.

、、1
ノ

1
i
 

f
a
t

、
IIP+fllu三Cllfllw (f E r) 

となる fに依存しない有限な Cが事在する.

(2) Û(α)(W-1)̂(α)::;γ(1α1<1) 

(ただし，W-1EL1) となる αに依子学しない有限な寸が子学在する.

哩雪 上の条件 (2)にどんな条件を付け加えるとい)縛かれるか?

この問題は羽田kenhoupt違によってはじめて考えられ，問題1(b)と同値である.

3章 BOlll.ndedsingular integral operators 

不等式(1)と (111)を研究する.定理2は α=1，s = 0または α=1，s = -1とし
て Helson四Szegδの定理 [4]を示す.定理3はα=1，s口 Oまたは α口 1，sコー1として
Koosisの定理 [6]を示す.

理雪 山 L∞，Wはweight関数とする.このとき，

(1) I/Sa，sfl/w三Cllfllw (fεr) 

となる fに依存しない有線な Cが存在するための必要十分条件は W E HSrまたは

い-s)W = 0となることである.ここで Tコiα-sI/IIα-sII∞・
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この定理の証明には， Co七lar-Sadoskyの定理の他に，8，白，βの有界性とん-β，0の有界性が

同値であることや，「T上で非負値の H1/2関数は定数であるJという Neuwirth・-Newman

の定理を使う.

i系2.1 1'EL∞，0三T壬1，W は weighも爵数，1'W 説。とする.このときz

Ilr・P+fllw:S Gllfllw (f E p) 

となる fに依寄しない有限な Cが存在するための必要十分条件は Wε HSrである.

壇雪 山山一問問 weight関数とする.このとき，

(111) IIS，臼，sfllu三IIfllw (f E p) 

となる fに依存しない weight関数 Uで (α-s)U t 0となるものが存在するための必要
十分条件は W-1εL1である.

この定理の証明は，Koosisの定理を使つでもできるが，定程2を使ってもできる.

4章 Boundedbelow singular integral operators 

不等式(11)と (1V)を研究する.定理4は必要十分条件を与えていないが，必要条件と
十分条件の議は HSrとBrの差である.HSrコBrであるが，HSr = Brとなるかどうか
はわからない(問題1(c)). ess inflα-sI > 0ならば HSr= Brだから定理4は必要十
分条件を与える.WE  HSのときら，βがboundedbelowならばら，ーβもboundedbelow 

となるので， Yamamoto [12]によって，もっと良い必要十分条件が得られるが，定理4は

それを示していない.Yamamoto [12]の結果は Widom-Devinatz-Rochbergの結果を示し
ている.定理5はこれまでに研究されたことはなかったが， simpleな必要十分条件を与え

ている.その条件は定理4の条件と比較されるべきである.

型空白 α，sE L∞，W はweight関数， (α-s)W引とする.もし

(11) IISa，sfllw三811fllw (f E p) 

となる fに依存しない 8>0が存在するならば，任意の 0<ε<8に対して次の関係式を
満足する mner関数 Qと実数値関数 tE Llが寄在する.

J 一日/守 ー

ム一二ι=Qegt かつ We-t E HSr 
iε2一αsI

ここで1'=1αωsI/lIa -sII∞であり， ε2ー αムαとFはL∞で invertibleである.上の
関係式で，HSrの代わりにBrとすると逆が正しい.

この定理の証明には Cotlar司Sadoskyの定理の他に，H1関数のinner-outer分解定理を使う.
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恒
川

α，s E Loo， W はweighも関数， (α s)W:! 0とする.このとき，

IIS，臼，βfllw三IIfllu (f E r) 

となる fに依存しない weight関数 Uで (α-s)WU:! 0となるものが存在するための必
要十分条件は次の関係式を溝起する実数 Cと実数値関数tE L1が存在することである.

2立_"，i(叫)
|αsI -V 

かつ
et 宅

問IWEL~ 

この定理の証明には Cotlar-Sadoskyの定理の他に， Koosisのアイデアを使う.

定理4でessinf/α s/ > 0のときはや2αs)//e2ー αs/の代わりに，定理5のように
αs/Iα剤を使って同じ結果が成立する.

この講演の結果は文献[9]をまとめたものである.
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Eigenvalues of matrices with given block upper triangular part 

Katsutoshi Takahashi (Hokkaido University) 

We consider the possible eigenvalues (characteristic polynomials) of 2 x 2 block matrices 

Mx = [~ ~]， 
where A E Cπxn， B E cmxm and C εcnxm are given and X E cmxn can be any matrix. 
(Cpxq denotes the space of all p x q complex matrices.) In the case when n = 1 or m = 1， 
the possible invariant polynomials of Mx was determined by Gohberg and Gu [2]. Clearly， 
if n十m(not necessarily di:fferent) complex numbers入1ぅ…?入n+mare the eigenvalues of 
Mx for some X， then I:i~r んこな A+ tr B. Theorem 1 below gives the case when this 
necessary condition is also su茄cient.
A pair (S， R) of matrices S巴cnxnand R εcnxm is called full range (or controllable) 
if I:i:::-l Im( Si R) = Cn. Let Zn denote the set of all n-tuples {入11...， An} of complex 
numbers (with repetitions allowed). 

Theorem 1. Let A E Cn)ぺBE cmxmαndC εcnxm be such that the pαirs (A， C) 
αηd (BT， CT)α陀 fullra吋 εαndαssumethαt AC +CB is not αscαlαr multipl巴ザC.(For 
αmαtrix N! NT denotes the tnαnsposed mαtrix of N.) Then! for {入11"'，入叶m}ε Zn+m!
there exists X E cmxn such that入1ラ…ぅ入同mα陀 theeigenvαlues of Mx ザαndonlyザ
I:i~r ん= trA十trB. 

Note tl凶 ifthe pairs (A， C) and (BT， CT) are full range and AC + CB is a scalar 
multiple of C， i.e.， AC十CB = dC for some complex number d， then C is invertible. 80 
Theorem 1 can be applied to a triplet (AぅBぅC)such that (A， C) and (BペCT)are full 
range and C is not invertible， in particular n =1-m. 
For the case when the matrix AC十CB is a multiple of C， we have the following. 

Proposition 2. Let A! B αnd C be n xη matrices sαtisfying AC十CB= dC for 
some complex number d αnd suppose that C is invertible. Then! for {入1ヲ…，A2n} E Z2n! 
thereωists X E cnxn such th叫ん，…ヲ入2nαT陀ethe ei旬gεTηb叩vαluεs0ザIfMxザα仰ηdo仰nl旬Uザt抗her何E 
e口xz白stおSα pe昨T門Tηy問 t印αtμωiωonT on {1，…ヲ2n}such thαt入r(i)十入r(九十i)= d， i口 1，2，・・?η.

For the proof of Theorem 1 we need the following results: 

(i) (Fillmore [1]) 8uppose that S E cnxn is not scalar. Then， for {入1ヲ…，入n}εZn，
there exists an invertible matrix P such that p-lSP = (sρhas diagonal entries Sii 
入i(i = 1，2，…， n) if and only if I:i=l入iニ trS.

(ii) (Wonham [3]) A pair (SヲR)of matrices S εcnxn and R E cnxm is full range if 
and only if for each {入b…ヲ入札}εZ町七hereexists F such that the eigenvalues of S十RF
consists of入1ヲ…?入n'

Proof of Theorem 1. Let us prove that the condition I:i~lm 入g ロ trA十trB Is su缶cient.
For F E cmxn. let X =PCF十FA-BF. Then we have 

[T ~] -1 [ ~引 [Þ ~]寸 A丸ω
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Thus it su間cesto show thai there exists F εcmxn such that 

σ(A + CF) = {入II…，入n}and σ(B -FC)口{入n十h…?入叫m}.

First suppose that C is invertible and so n m. By assumption C-1 AC十Bis 
not scalar and tr( C-1 AC十B)= L7~1 ん. Hence it follows from the above result (i) of 
Fillmore that there exists a matrix G such that 

σ(C-1 AC十B-G)ヱ {Al?…，入n}and σ(G) = {入n+ll…ぅ入2n}'

Then the matrix F = (B -G)C-1 is the required one. 
Next suppose that C is not invertible. Let rコ ra出 C(三 1)and take ir附 rtible
matrices P and Q such that 

O
L
 

n
u
n
u
 

一一ハMVC
 
P
 

where Ir is the r x r identity matrix. We write 

1 • y; r A" Alつ1P-1 AP =コ l iilz  i 
I A21 A22 I and 

1 ro/"¥ r B" B，ぬ 1Q-iBQ=|B;:BZi 
where the matrices All a凶 Bnare of sizes (n -r) x (n -r) and (m -r) x (m -r)， 
respectively. Since the pair (P-1 AP， P-1C) together with (AヲC)is full range， it follows 
that (All' A12) is full ra碍 etoo. Similarly， (BiしB'ft)is full range. Hence， by the above 
result (ii) of Wonham there exist G ε crx(n-r) and H E C(甘いr)xrsuch that 

σ(An十A12G)= {入T十h…ぅ入n}and σ(Bll -HB21) = {入札+r+l?…ぅ入π十m}.

Moreover， in case rど2，we can choose G and H in such a way that Sロ (A22-GA12)十
(B22十B21H)is not scalar. Thus we can 叩 plythe resu1t of Fillmore to obtain a matrix 
D E c
rxr such that 

σ(A22 -GA12 - D) = {入II…ヲ九}a凶 σ(B22十B21H十D)= {入札十h…，入口十r}.

(In case r 口 1， we take D A22 -GA12 -A1.) Take matrices J{ 巴cr川×叫(nト一イr)a叩n
L ε c(仰7汁mηbトw愉町叩一叶、匂切切叶.嶋m叶.駒寸.ヴrう)μXrfor which the matrix 

F = Q [~ _LD] p-1 

satis五es

[b ~ ]-1 P-1(A+CF)P [b ~]と [A寸A12G A2n2一3お2え1γD]
and 

ii7lV叩 -FC)Q[;712[B11hfB21B22J1H+Dl 
Then F is the required matrix and the proof completes. 

For a general (AヲB，C)， there are in四 rtiblematrices P E cnxn and Q E cmxm such 
that 

P-
1
AP = [え 11]う Qサ Q=[之i2] 

O
O
 

Q
U
 



and 
lr<r> I 0 0 I 
P-1CQ = I e

1 。ト
where (A1ラC1)and(B[， C[) are full ra珂epairs. Thus， for each XεCγwz，the matrix 
Mx is similar to 

[A2O ool A12 A1 C1 0 I 
Yi2 yi B1 0 l' 
九九1 B21 B2 I 

w袖hω-lXp= [ 旨えlトヲパ刈刈刈sω則叫O叫叫t廿}山he児e引 C伽低削叫吋吋t同附凶e町出n坑ω 問 m出凶山&ιlofM陥X 伽ωb加e刊叩川w附阿n帥i江t
as 

(¥  T r A1 C1 1¥ 
det(入1-Mx) = det(入1-A2) d州入1-B2) detいI-ldB:|) 

Moreover， using the Smith form of the matrix polynomial [入1-AうC]，we see that the 
characteristic polynomial of A2 is the product of the invariant polynomials of [入1-A， C]， 
in other words， it is a greatest common divisor of all minors of order n of [入1 A， C]. 
Similarly， the characteristic polynomial of B2 is a greatest common divisor of all minors 
of order m of [入1-BT， CT]. Thus we have the following. 

Theorem 3. Let A E cnxn， B E cmxm， C E cnxmαnd {入h…，入n+m}εZ叶m.Let 
α(入)(resp. s(入))be the (monic ) greαtest common divisor ofαII minors of order n of 
l入1-A， C] ( resp. of order m of [>，1 -BT， CT])αnd let 

α(入)s(入)= In入一向).
(a) When AC + CB is not α sc α lar multiple of C， t抗he附T陀'ee口印Z幻i抑 X ε cr廿…7
入1γ.一.汁'入口叫十mαT陀εthe ei切ge1η~ 'l匂1沼αlん?包Lε白s 0ザIfMx ザαnd 0仰ηl旬Uザt抗hεT陀E 印 iおstおSα pεr、'm削附ut臼αt“201.ηbア Oη 
{れ1う2丸?γ.….日勺.吋?η 十m}s ω h t抗hαω t 

入T(i)口内 (i= 1ム…，s) αηd 
n+m 

L:: AT(i) = tr A十trB -L::μt・
2=8十1 i=l 

(b) When AC十CB = dC for some comples 間 mberd (in this cαseωehαve n+m-s = 
2ra出 C)，there exists X E cmxn such th叫ん，…ぅ入叶mα陀 thee吋i旬geη仰Uαlん包Mε邸s0ザIfMば1xザα仰n
01ηd旬Uザt抗hen陀εe印ZれtぬstおSα pe肘T門rm'lηwωt加αti仇iω01ηZア on{1，2，…，n十m}such that 

入ァ(i)μi(i=1，2，...，s) αnd 入γ(州)十入γ(叶 T十i)コ d(iニ 1，2，…，r)， 

ωhere r = rank C. 
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コンパクト群上のF.and M. Rieszの定理について

城西大学理学部 山口博

Brummelhuis ( [1 J )はme.trizablecompact group上のF.and M. Riesz型の定理

を与えたが、著者は[8 JでBrummelhuisのある結果をcompactgroupに拡張した。ここ

では、その結果をもう少し良くした結果を報告したい。 K をcompactεroupとし、 ~Kを

Kのdualobjectとする o M (K)をK上のboundedregular measuresの空間とし、

mKをK‘上のHaarmeasureとする。 Z (K)をKのcenterとし、 GcZ(K)をKの

closed subgroupとする。 σεEKに対して、 U(0)をσに属し、 Hσを表現空間として持

つ、 Kのcontinuousirreducible unitary representationとする o すると、 Shur's 

lemmaにより、写像 y E K→ G -で次の(1 )を満たすものが存在する o

( 1 ) u ヨ)-(x，γ(σ) ) 1. (xEG，σ巴 EK) 

但し、 iはHσ上のidentityoperator。μEM(k)に対して、 μ内をμのFourier

変換とする。i.e. ，σεE K' !; 、ηεHσにたいして、

<μ ぬ (σ) !;， η> = J托<U (;) !;， η>d μ(x) . 

但し、 U{rtD σU Z)D σ。又、 D。はconjugationon H 00 そして、 sp e c (μ) 

{σE E K :μ 内 (σ ) =1= O}とおく。

定義 ( i ) E c E K: Riesz集合特 MF. (K) CLl (K)。

但し、 Mr.(K)μEM(K)  spec (μ) C E} 0 

(ii) O<p<∞. 

EcEK: ̂  (p)一集合件。<ヨq< p， ヨc>O s.t. 
IIfllp話 c11 f 11 q for fε1" (K) . 

但し、.1r， (K) = {fE}(K) spec (f)cE}で、立(K)は

K上のtrigonometricpolynomialsの空開。

?主意1. E C EK :有線集合コシ E: Riesz集合。

Kがcompactabelian groupの場合も、 Riesz集合、^(p)ー集合は向様に定義され

る。次の結果は([6 Jの方法を使って)Brummelhuisによって得られた。

定理A ( [1， Theorem 3.2J ) . 

Kをmetrizablecompact groupとし、 Z (K)はcirclegroup Tをc10sedsubgroup 

として含むとする o そして、LlC2:Kは次の (i)， (ii)を満たすとする。

(i) ¥imEZ (主 T-)， {σELl:r (σ) =m}は有線集合。

(ii) {y (σ) : aELl}はZにおいて下に有界。
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このとき、 μEM(K)， s p e c (μ) C 11 功 μ~mK ・

注志t2. [ 1， 3.4 Remark]で、定理Aの条件(i )は、もっと弱い次の条件

( i ) ，でおきかえられることが指摘されている o

(i)' VIn E Z ， {σEI1:rCσ) =m}は^(1)一集合。

[ 8 Jで、著者は定理Aを次のように拡張した。

定理B ( [8、Theorem3. 1 J ) . 

Kをcompactgroupとし、 Z (K)はcompactabel ian group Gをclosedsubgroup 

として含むとする o I1C:EKは次の (i)， (ii)を満たすとする。

( i) 'rIωEG内， {σε ム r (σ) =ω}は有限集合。

(ii) {r (σ)σ 巴ム}はG内におけるRie招集合。

このとき、 μ巴M (K)， s p e c (μ )C I1 功 μ~mK・

定理おは変換群上のある結果を使って示された。 (G，X)を位相変換群とする o

ただし、 Gはcornpactabelian group。又、 Xはlocallycompact Hausdorff space。

σxをX上のquasi-invariantRadon measureとする o M (X)をX上の有界正則測度の

空間とし、 N (σx) =μ 巴M (X) : A *μ《 σxfor A E L I ( G) }とおく。
そして、 μ巴M (X)にたいして、 μのspectrumをsp (μ) = n {h --1 (0) 

h E J (μ) }により定義する。ただし、 J (μ) = {hεL'(G) : h*μ= O} 0 

定理Bは次の定理(1 )を使って示された。

定理(1) ([ 8、Cor. 1. 1]). 

μ巴M (X) 0 E c G -: R i esz集合o S P (μ)，C E，だ(I μ1) ~π(σx) 。

コー μ《 σx、

ただし、 π:X→ X/Gはcanonicalmap。

ところで、Finetand Tardivel-Nachef は最近次の結果を得た。

定理(I1) ([ 3， Theorem 4. 10] ) . 

μεN (σX) 0 E (二 G-: Riesz集合。 sp (μ) C E 0 

エー μ<KσXo 

この定理(11)を使うと、定理Bは次のように拡張できる o

定理C. K， Gは定理Bのとおりとする o そして、I1C:EKは次の (i)， (ii) 

守
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を満たすとする。

( i) Vω巴G内， {σE.d.:y(σ) ロ ω}はLKにおけるRiesz集合。

(ii) {y (σ)σ 巴.d.}はG崎におけるRiesz集合。

このとき、 μ巴M(K)，spec (μ) c .ð.今 μ~mK ・

注意3.

(cf. [1、

れる。

(i)' ¥jωE(γ1 {σ 巴.d.: y (σ) = ω}はA(1)一集合。

Kをcompactgroupとする。すると、 LKのA(1)ー集合はRiesz集合

3.4 RemarkJ )であるから、定理Cの条件(i )は次の条件でおきかえら

注意4. 定理(1 )と定理(II)は開値である。

系 Gをcompactabelian group、Hをcompact'groupとし、 K口 GEDHとする o

EをG内のRiesz集合、 FをLIIのRiesz集合とすると、 ExFはL1( (さ G-XLII)の

Riesz集合である。
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Type constants and C1arkson's inequa1ities for Lr(X) 

高橋泰樹

岡111奇悦明

加藤幹雄

関山黒立大学'情報工学部

九州工業大学情報工学部

九州工業大学工学部

Definitions and notations 

Let X be a comp1ex Banach space with dim X孟1， 1;;五p話2and 1 三五 s話 p' 

(l/p + l/p' = 1). 

C1arkson's inequa1ities 

X and y in X 

X is said to be of (p，s)-C1arkson ・-typei f for all 

)
 
)
 
s
 

nv 

T
i
 

p-U 
(
 

( 11 x+y 11 s + 11 x-y 11 S) l/s 2 l/s ( 11 X 11 p + 11 y 11 p) 1 /p . 

Remarks. (1) Every Banach space X is of (1， s) -C1arkson-type for all s. 

(2) If X is of (p，s)-C1arkson-type， then p三五2and s 三五pf • 

(3) If X is of (p， s)一C1arkson-type，then it is of (p，r)一C1arksonγe伊-勺rpefor r<s. 

(4) Clar、ksonproved that Lp and Lp' are of (p，p')一Clarkson-γ-叱.

(5) X is of (p，p')一Clarkson.γ"伊-勺rpeiff X' is so. 

Type inequalities X is said to be of (Rademacher)七ypep， 1;;玉p<2， if there 

exists a constant 出> 0 such that for all Xl，XZ，・・・・，Xn in X 

E 11 I: j r jXj 11 孟 M( I: j 11 Xj 11 p ) l/p ， 

where E denotes the expectation， and rj = rj (t) are the Rademacher functions 

( r j (t)= sgn (sin 2jπt) ， 。三五七 三五1). 
By the inequa1ity of Khinchin-Kahane， it follows that X is of type p iff for 

every s (some s) there exists a constant M such that for all Xl，X2.... ，Xn in X 

)
 
S
 

P
 

T
l命
中
14(
 

( E 11 I:j rjXj 11 s.) l/S 話訓(I: j 11 Xj 11 p ) l/p . 

百1esmallestconstant M satisfying the above inequa1ity is said to be type p 

constant， and denoted by Tp (s) (X). It is easy to see that Tp (s) (X)詰1for all 

円
ベ

u
n同
d



X， and if T p (s) (X) = 1， then X is of (p，s) -Clarkson-type and s 三五 P7. 

Main results. 

Theorem 1 (cf. [4)) . Let 1 くp < 2 and p 三五 S 三三 p'. ThenXisof (p，s)山

Clarkson-type iff it is of type p and T p (s) (X) = 1. 1n particular， X is of 

(p， p') -Clarkson type iff i t is of type p and T p (p ') (X) = 1. 

Remark. 1t can beshown that ifX is of (p，s)一Clarkson-typefor some sミ1，

then X is of type p (and even p-uniformly smooth) . 

Let (Q， 2:， μbe  an arbitrary measure space and let Lr(X) be the usual 

Banach space of X-valued r-th Bochner integrable functions; we shall write Lr 

instead of Lr(X) if X = R or C. 

Lemma 1. If X is of .(p，.p') -Clarkson-type， then i t is of (t， t') -Clarkson・-type

for tくp.

Lemma 2. If X is of (p，p')-Clarkson-type， then Lr(X) is also of (p，p')-Clarkson 

type for p三三r

。‘

By Lemmas 1 and 2， we have 

百leorem2. Let 1 三五p三五2and 1;;;;玉r<∞If  X is of (p，p'トClarkson-・.type，then 

Lr(X) is of (t，t')申 Clarksontype， where t = min{p， r， r'}. 

Since R and C are of (2，2')日 Clarkson-type，we have 

Corollary 1 (Clarkson[l]). Lr is of (p，p'):;.Clarkson-type， where p = min{r， r'}. 

Corollary 2. Lp (Lq) is of (t， t')ーClarkson-type，where t=min{p，p' ，q，q'}. 

Remark. Since Sobolev， Besov and Triebel-Sobolev spaces are isometric to sub-

spaces of Lp(Lq)， Corol1ary 2 generalizes the results of Cobos [2)， Cobos and 

Edmonds [3]. More generally， we can prove that Lp (Lq (・・・・ (Lr))is of (t，t')-

Clarkson-type， where t={p，p'，q，q'，... .，r，r'}. 

-94-



百leorem3. Let 1 くp 三五2and dim Lp ミ 2. 

(1) Let 1 ;;玉 r く ∞. If Lr (X) is of (p，1)一C1arkson-type，then p 三五r'<p' and 

X is of (p，r) -Clarkson-type; and so Lr (X) is also of (p，r) -Cl訂 kson-type.

(2) If Lp (X) is of (p， 1) -Clarkson-type， then i t is of (p， p)一Clarkson-type，and 

so Lp (X) is of type p and T p (p) (Lp (X) )コ1.

(3) If Lp' (X) is of (p，1)ーClarkson-type，then it is of (p，p')-Cl訂 kson-type，

and so Lp' (X) is of type p and Tp (p・)(Lp' (X)) = 1. 
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On some Bana 

S.Koshi ; Hokkaido Institute of Technology 

1 Introduction 

Let K be a locally compact space and Mb(K) be a Banach space of all bounded complex 

measures on K . If K is a locally compact group， then Mb(K) becomes a Banach algebra 
considerIng convolution asproduct of algebra. Harmonic Analysis on thIs algebra was 

investigated for many years and it is successful to extend m叩 yresu1ts about real numbers 

to arbitrary locally commpact Abelian cases. But， if K is not group， convolution is not 
defined in many cases. Hence it is a problem how we construct Harmonic analysis in this 

case. 

Almost 20 years there are many contributions about various kinds of convoluもlOnson 

measure algebras and uni五edtheory on measure algebra Is going to glow upむosu伍cient

style. It looks like now this theory will be applicable for many branches of analysis. Above 

all measure algebra induced by orthogonal polynomials is considered by many mathemati-

cians and there are many remarkable resu1ts around these topics. In this note we shall 

explain the fundamental part of the theory. 

2 Hypergroup 

Let K be a not necessary group and locally compact space. We shall consider 

Mb(K) 

i.e. a set of bounded complex measure on K. If there is a convolution on 

Mb(K) 

組 dfurthermore there is an involution 

x-→x 

in K and it becomes a Banach algebra by total variation norm， then we call K to be a 
hypergroup if the following conditions are satisfied : 

po 
nwυ 



(1) (μ?ν)→μ却 isa bilinear， non-negative，wealのco凶 nuousmap as 

Mb(I<) xMb(I<)→Mb(I<) 

(2) 

ex * ey 
is a probability measure with compact support for every x and y E I<， where ex is a point 

mass叫 x.

(3) there exists an element e of I< such that ee * exロ ex* eε ex for every x εI< and 
εES叩'po叫ex*匂)if and only if 

x=y 

(4) The map I< x I< → <1>( I<) defined by ( x， y)→exキ匂 iscontinuous by Hausdorff-

Michael topology， where争(I<)is a set of all compact subsets in I<. 

It is clear that I< is a hypergroup if I< is a locally compact group and convolution is 

defined by the usual way. 

If I< is a hyper group， then we can define the fundamental operator called translation 
operator in the following way: 

T
x f(y) =んf(z)(いル)

where f is a continuous function on I< with compact support. 

If ex * ey口 ey* ex for all x and y εI<， then I< is called commutative. In the following 
we assume that I< is commutative. 

It is known that there is a Haar measure ωJ( in I< in the sense : 

ωJ((TX f)ロ ωJ((f)

for all x E I<. 

ωJ( 

is unique except positive consもant.
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We shal1 define convolution ofμand 1/ in Mb(K) as follows : 

μ* 1/ = j jTXh(y)μ(dx)ν(dy) 

for hECC(K). 

In orderもoconsider the dual of K ， we shall consider a continuous function X of K.χ 
is called a sernicharacter of K if 

TXx(y)口 χ(x)χ(y)

for x， y EεK. 
A sernicharacter X is called character if it is not identically zero and bounded with 

herrnitian property in the sense that 

x(x-) = X(x) 

We denote Kホ tobe a set of all character of K. Then K* becomes a hypergroup as it is 

known in出ecase of group. It is known also that K* is compact if K is discrete and K* is 

discrete if K is compact. In this case it is known also that K and K* are in dual position 

to each others i.e. Pontrjagin duality principle is valid. 

The topology of K* is defined as same as group cases. 

3 Polynornial hypergroup 

Let us consider polynornials of d-dimensional complex plane C(Zl? Z2，…， Zd) 
Let K be a countable set corressponding to a farnily of polynomials Pk in one-to・g・-oneway 

with discrete topology. Let { Pk， kεK } satisfy the following condition (P，O) : 
Let Kn be a vector space generated by polynornials Pk of the family {凡}with degrees 
below七hanor equal to n 

(P，O) all Pk with degree belowもhanor equal to n constitute a basis in Kn. 

Under this condition， we can write uniquely as follows : 

fミfうf口玄Ci，j，kPk'

Hence we can de五neconvolution of point mass as follows: 

(P，l) ei * ej = L:k Ci，μek 
By the rule of (P， 0) ， and if there is an involution mapping in K and K can be considered 
部 ahypergroup， then we call K to be a polynomial hypergroup. Hence， iもisnot sure that 
K is a polyno出 alhypergroup even if K satisfy (P，O). In many cases， the condition that 
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]( is a polynomial hypergro叩 isquite resもricted.It is clear that Mb(]{) is an algebra by 

the rule of (Pぅ1).In any way it is di伍cultto define involution in ]{. 

We shall consider the following in吐lecase that K is a polynomial hypergroup. 

1. What is a semicharacter of ]{. 

2. What kind of spaces is homeomorphicもothe dual of ]{. 

3. What is involution of ]{. 

Theorem 1 A semicharacter X of a polynomial hypergroup ]( is determin ed by an 

element z such that 

Theorem 2 

Xz(k)ぉ Pk(Z).

Let ]{ be a polynomial hypergro叩 bythe family {凡}satisfying (P， 0). 
Then the dual hypergroup of ]{ is homeomorphic a subset of d-dimensional complex plane 

such that 

K*={xz:ZECd，i fkz)151?77k-(z)=PK(z)forkek} 

Hence 
K本

is homeomorphic to a compact set in Cd• 

Theorem 3 Let { Xl， X2，…，Xd } be one dimensional polynomials which are corre-
sponding to elements of]{. For the involution of hypergroup ]{ ，there is 叩 correspendence
ゆ:{1ム…，d}→{1ム…，d}such that xj =勾(j)・
By this rule， we can determined whole rule of the involution of the hypergroup. 
Next，let a family of polynomials則 isfying(P，O)and these polynomials are assumed to 
be an orthogonal sysもemwith respect to an measure 7r of Cd • The family of polynomial is 

denoted by {Pk; k E ]{} . Then we have the following theorem: 

Theorem 4 ]( is a hypergroup if and only if the following conditions are satils五ed:

(P，2) there exists some Zo E Cd S油 thatPk(zo)口 1for all k E ]{. 
(P，3) For every k E ]{， there exists an element k_ε]{ with Pk口 Pk-・

(P，4) 

J PkPjPzd7r三。 fo7' αII k，j，l E ]( 

In吐lefollowing ， 1 will show an example of a polynomial hypergroup. 
A family ofぬefollowing polynomials depending to αand s. 

P~，ß (z) (( -1/2)k /(α十1))(1-z)一日(1十z)一βdk/dzk((l _ z)k+日(1+ z)k十β)

The system of such polynomials is called Jacobi polynomial and the hypergroup induced 

by Jacobi polynomials is called Jacobi polynomial hyergroup. 

Q
d
 

n
H
U
 



The condition that it becomes a hypergroup is the following: 

(α， s)εR2 

and 

α三s>-1ぅ(α+s十1)(α十s+ 4)2(α+s十6)三(α-s)2(α2十2αs+ s2 -5α-5s -30) 
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Correction In Hokkaido University Technical Report Series 35 In Mathematics 

We should read "LP“convergence of an extended stochastic integral， 1 F' by 
Toshitada Shintani in p56 rv p61 as the following ; 

p56→p60→p59→p58→p57→p61. 

北海道大学数学講究録 Series 35の正誤表

p56 .-v p61の新谷俊忠氏の fLP崎convergenceof an extended stochastic integral， 
IIJは次の順序で読んで下さい。

p56→p60→p59→p58→p57→p61. 


