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Statistique $A_{n}^{2}$ dans le cas de la methode du
maximum de vraisemblance

Par Toshio HASHIMOTO

Ce m\’emoire a pour objet d’\’etudier la loi limite de probabilit\’e d’une
statistique $A_{n}^{2}$ qui est introduit par Hashimoto [3] dans le cas de la m\’ethode

du maximum de vraisemblance. Il r\’esulte que la loi de probabilite d’une
statistique $A_{n}^{2}$ par estimateur de maximum de vraisemblance est \’egal

asymptotiquement \‘a celle de $A_{n}^{2}$ sous quelques conditions.

1. D\’efinitions et remarques pr\’eliminaires

A partir des r\’esultats connus, nous nous proposons ici de poser le
probl\‘eme suivant;

Soit $X$ une variable al\’eatoire de fonction de r\’epartition $F(x;\theta)$ suppos\’ee
continue avec un param\‘etre inconnu $\theta,$ $(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})$ un n-\’echantillon de $X$,
et $F_{n}(x)$ la fonction de r\’epartition empirique associ\’e. $U’ apr\grave{e}s$ la suggestion
de Darling [2] pour comparer $F(x)$ et $F_{n}(x)$ , nous considerons ici la fonction
de test

(1. 1) $A_{n}^{2}=n\int_{-\infty}^{\infty}\{F_{n}(x)-F(X^{\backslash \backslash };\hat{\theta}_{n})-\int_{-\infty}^{\infty}[F_{n}(y)-F(y;\hat{\theta}_{n})]dF(y;\hat{\theta}_{n})\}^{2}dF(x;\hat{\theta}_{n})$

ou $\hat{\theta}_{n}$ est un estimateur convenable pour un param\‘etre inconnu $\theta$ en $F(x;\theta)$ .
Cette statistique (1. 1) correspond \‘a la forme modifi\’ee de celle de Watson
[4], [5]. De m\^eme que la variable al\’eatoire $U_{n}^{2}$ conduit au test non-param\’et-

rique, la variable al\’eatoire $A_{n}^{2}$ peut servir \‘a tester l’accord entre la fonction
de r\’epartition empirique $F_{n}(x)$ et la fonction de r\’epartition th\’eorique. En
ce qui concerne la loi limite de cette statistique, on a un r\’esultat dans le
cas d’un estimateur efficace. On le note de la fa\caon suivante;

TH\’EOR\‘EME Dans le cas d’un estimateur efficace $\hat{\theta}_{n}$ de $\theta$, la loi de $A_{n}^{2}$

tend vers celle de $A^{2}=\int_{0}^{1}Y^{2}(u)du$ , ou $Y(u)$ est un processus laplacien de

moyenne $0$ et de la fonction de covariance $\rho(s, t)$ donn\’e par (4. 5) dans [3].

2. Position du probl\‘eme et th\’eor\‘eme

Quand un estimateur efficace pour $\theta$ n’existe pas, il se trouve qu’un
estimateur par le maximum de vraisemblance pour $\theta$ existe et il est asymp-
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totiquement efficace au sens de Cram\’er.

Nous supposons que les conditions de Cram\’er ([1] pp. 500-501) soient
satisfaites. Si ces conditions de Cram\’er, qui contiennent toutes les conditions
$1)-6)$ des lemmes 3. 1 et 3. 2 de [3], sont satisfaites, ces dernier\‘es sont
aussi satisfaites sauf 4) et alors nous supposons que cette condition 4) est,
elle aussi, satisfaites en l’appellant condition ‘biais-faible’ sur $\hat{\theta}_{n}$ .

Dans certain cas, $\grave{\theta}_{n}$ est actuellement un estimateur sans biais ainsi
qu un estimateur efficace, donc la condition 4) sera satisfaite naturellement.
L’analyse suivante est parall\‘element analogue \‘a celle developp\’ee dans un
article precedent [3].

D\’efinissons $\sigma^{2}$ , soit

$\sigma^{2}=\frac{1}{E\{[\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(x;\theta)I\}}=[\int_{-\infty}^{\infty}\{\frac{\partial}{\partial\theta}$

log $f(x;\theta)\}^{2}f(x;\theta)dx]^{-1}$

et la fonction de la vraisemblance, soit $L=\prod_{f\Rightarrow 1}^{n}f(x_{f} ; \theta)$ . On peut \’ecrire

$\frac{\partial}{\partial\theta}$ log $L=\sum_{f=1}^{n}\frac{\partial}{\partial\theta}$ log $f(x_{j} ; \theta)=\frac{n}{\sigma^{2}}(\hat{\theta}_{n}-\theta)(1+\epsilon_{n})$

o\‘u $\epsilon_{n}$ tend vers $0$ au sens de convergence en moyenne. Donc on a

$\frac{n}{\sigma^{2}}(\hat{\theta}_{n}-\theta)=\sum_{f=1}^{n}\frac{\partial}{\partial\theta}$ log $f(x_{j} ; \theta)(1+\epsilon_{n}^{\prime}),$ $\epsilon_{\acute{n}}\rightarrow 0$ en moyenne.

En consequence, quant \‘a $h_{n}(u)$ qui est d\’efini\’e dans le lemme 3 de [3],

$h_{n}^{\prime}(u)\rightarrow h^{\prime}(u)=\sigma^{2}\frac{\partial}{\partial\theta}$ log $f(x;\theta)$ et $\sigma_{n}^{2}=Var\{\sqrt{n}(\hat{\theta}_{n}-\theta)\}\rightarrow\sigma^{2}$

si $ n\rightarrow\infty$ , et il r\’esulte que $\rho_{n}(u, v)=E\{X_{n}(u)X_{n}(v)\}$ tend vers $\rho(u, v)$ . On
peut g\’an\’eraliser le th\’eor\‘eme de la manni\‘eres suivante;

TH\’EOR\‘EME Si $\hat{\theta}_{n}$ est un estimateur ‘biais-faible’ par le maximum de

vraisemblance satisfaisant aux conditions de Cram\’er et si $\rho(u)=\sigma\frac{\partial}{\partial\theta}F(x;\theta)$

satisfait la r\’elation

$\int_{0}^{1}|\varphi^{\prime\prime}(u)|u(1-u)$ log $\log\frac{1}{u(1-u)}du<\infty$ ,

alors on a

$\lim_{n\rightarrow\infty}P_{r}\{A_{n}^{2}<x\}=P_{r}\{\int_{0}^{1}X^{2}(u)du<x\}$

o\‘u $X(u)$ est un processus laplacien de moyenne $0$ et de covariance
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$\rho(s, t)=\min(s, t)-st+\frac{1}{2}(s^{2}+t^{2}-s-t)+\frac{1}{12}$

$-\varphi(s)\varphi(t)+[\varphi(s)+\varphi(t)]\int_{0}^{1}\varphi(x)dx-[\int_{0}^{1}\varphi(x)dx]^{2}$

Ce th\’eor\‘eme signifie bien s\^ure que la statistique $A_{n}^{2}$ converge en loi vers la
variable alreatoire $A^{2}=\int_{0}^{1}X^{2}(u)du$ .
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