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リーマン面に関連する位相幾何学

1 9 9 5年6月12 日~ 16日

於:北海道大学理学部数学教室

予稿集



はじめに

この予稿集は、科学研究費・総合 (A)r位相幾何学の総合的研究J(代表:西田吾郎先生(京大理))の補
助により 1995年6月12日から 16日まで北海道大学理学部数学教室で行われる研究集会「リーマン

面に関連する位相幾何学jに際し、予め各諦演者からあつめた原稿をそのまま印刷したものである。

その目的は、参加者が詰演への理解を探め、より活発な研究討論を行う一助とするとともに、記録として残

すことによって後々の研究に役立てることにある。

この研究集会の開催は、西田先生はじめ多くの方々のご理解ご協力、さらに北海道大学理学部数学教室各位

のご支按の上に成り立っていることを付記させていただく。

1 9 9 5年5月

河澄響矢(北大理)
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Johnson準向型とガロア理論

朝国衛、中村博昭、高尾尚武

この講演では、タイヒミユラー群の重みによるフィルターづけと、

付随する次数リ一環の大きさの評価の問題について、主に数論

サイドからの進展について紹介を行います。

問題の次数碍加群は Johnson準向型によりある Sp (2 g ) 

加群に代数約に理め込まれますが、その像の大きさは完全には

まだ同定されていません。森田茂之氏や織田孝幸氏を中心とする

グループの人々の仕事により、

( 1 )次数の低い部分の様子

( 2 )像の下からの評価

( 3 )像の上からの評価

などについて部分的な結果が知られています e

ここでは Ga 1 (蕊/ぬ)の適当なフィルターづげによる次数商が

Johnson準向型の像を制限する様子について説明します。

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 メモ
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An Estimate of the N umber of N on-constant 

Holomorphic Maps between Riemann Surfaces 

大阪市立大学理学部 今吉洋一

(1995/6/14) 

閉リーマン面iR，Sに対し、 Rから Sへの定数でない正則関数達の個数を評価する問題を
考察する。

次の状況で考える。

閉リーマン面 R，Sの種数を g(R)，g(8)とするとき、 g(R)三g(8)ミ2とする。 Rから
Sへの定数でない正則関数全体の集合を Hol(R，8)と書く。 Rの普遍被覆変換群を Fとし、 F

は単位円板ムに作用するフックス群とみなす。したがって、 R二ム/rである。一方、リーマン
面 Sは、位、素平面内の有界領域 D にproperlydiscontinuousに作用するクライン群 Gによ
って 8=D/Gと表せるものとする。だだし、 GはD 内に同定点はないとする。任志の正則写
像 rp:ム/r→ D/Gに対し、モノドロミ一定理から、 ψの持ち上げφ:ム→ D が存在する。
このとき、群の準同型ふ:r→ Gが

φO γ=ふ(γ)0 φfor any γεr. 

によって定義される。この φsをφの定めるモノドロミーと呼ぶ。
次の剛直性定理が以下の議論の基本になる([2]を参照)。

Rigidity Theorem.定数でない正則写像 ψ7ψ:ム/r→ D/Gが同じモノドロミーふ=
机:r→ Gを定めれば ψ=ψ となる。

この定理は、定数でない正則写像伊は位相的な情報 ψ宇で決定されることを意味し、 Hol(R，8)
の個数を評価するには、どの程度の量的なデータから ψ が決まるかがわかればよいことになる。

次の結果が得られた。

Theorem. リーマン面 R，8の種数のみに依存する定数によって Hol(R，8)の個数は上から評
価される。

この定理の証明は、リーマン面のモテ、ユライ空間(タイヒミュラー空間)、双曲幾何、クラ

イン群を用いて、|捌直性定理に帰着することによってなされるo そして、 Hol(R，8)の個数を評
価する定数は双山幾何を用いて具体的に計算できる量である o

Hol(Rヲ8)の個数評イiIIiに対する結果には Howard-Sommese[1]と田辺 [5]がある。 ここ

での方法は、 Severiの定型I![3]，関数体における Mordell予想とShafarevich予想 [4]におけ
る個数評価にも適用できる。さらに、リーマン面は解析的に有限型のものでもよい。

-2 
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リーマン面上の射影接続の

モジュライのシンプレクティック構造

河井真吾(京大数理研)

今回の研究の目標は，複素構造をかえながら動くリーマン而上の微分方程式(正

確には，正則または有理形の射影接続)のモジュライの上に定義される自然な(退化し

た)シンプレクティック構造の性質を明きらかにすることである O このような問題意識

の背景にあるのは，複素領域における線形常微分方程式のモノドロミ一保存変形の理論

であるO 今世紀初めに， R. FuchsぅR.Garnierの両氏は，リーマン球面pl上の 21暗

の線)I~常微分方程式のモノドロミー保存変形を考察して 変形方程式としてパンルヴェ

方程式 I-VIを導出した。岡本和夫氏は， 1 9 7 0年代に入り，リーマン面がトーラス

(種数=1)の場合にこれと同様の考察を行って，パンルヴェ方程式の一つの一般化を

得る一方で ([8J-[10])， pl 上での 2 階の方程式のモノドロミ一保存変形が，変)I~のパ

ラメーターに関する可積分ハミルトン系として記述されるという重要な事実を見出した

([11]) 0 (後にこれはトーラス上での場合にも同氏によって確かめられた。 [12]， [13J 

を参照。)この事実を，一般の種数のリーマン同に対して示したのは岩IIJ奇克則氏である O

彼は閉リーマン面上のフックス型の有理形射影接続のモジ、ユライを実際に構成し，適当

な座標をとることによって，モノドロミ一保存変形をラグランジアン葉層として記述す

るような閉2形式を具体的にかき下すこ左に成功した ([4])0 我々にとって最も重要な

方法論的出発点となったのは，同じく岩崎氏によって示された，次の事実である ([5])0 

定理(岩崎):上述の閉 2形式は， (特異点に対応する)点を抜いたリーマン面の

基本群の表現類の空間(ただし抜いた点のまわりの局所的な表現は固定されているとす

る)の上に定義される自然なシンプレクティック形式の，モノドロミー写像による引き

戻しにちょうど一致する O

実際，シンプレクティック形式は非退化であるから， (も Lモノドロミー写像が

微分のレベルで全射であれば) 引き戻しによって得られた閉 2形式は完全にモノドロ

ミー保存変形を記述することになる O これにより我々は，

〈微分方程式のパラメーターの空間の上にモノドロミー写像を通じて

定義される(退化した)シンプレクティック構造を調べることにより

モノドロミ一保存変形を考察する〉
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という基本的原理を得ることになったのである O

これらの研究の成果をふまえて，我々は扱う状況をさらに一般にして，リーマン

面の複素構造をも動かしながら微分方程式のモノドロミー保存変形を考察することを次

の目標とした。まず リーマン面がトーラスの場合に得られた結果について簡単にふれ

ておく o X を種数 1の閉リーマン而，H を上半平而としょっ o TεHをとり ，X 二

C/Z・1aZ'Tと表せば，X上の方程式はC上の方程式であって係数が二重周期間数

となるものとして表現されるO

(1) 会=俳)ν7

Q(z)二k十芝{Hi ((z -ti ， T)十j(07-1)ρ(z い)} ，玄民二 O

なる形の方程式は，z -ti (mod Z ・1E9Z・T)に確定特異点(特性指数の差は02) をも

っフックス型方程式であり，

れ C;民εC(乞民二 o); tiεC; TEH 

によってパラメトライズされるO ここで， OiεCは定数とみなすこととし，特異点

z三 tiは対数的でないとする O また，((zヲT)，ρ(zヲT)は基本周期 1，Tのワイエルシュ

トラスの〈ー関数， p-関数であり，

((z + 1， T) -((z， T) =η1 (T) 

((z十円T)-((ムァ)=η2(ァ)

とする O このとき，方程式(1)のモノドロミ一保存変形を記述する閉2形式の具体的な

形として次を得た ([6])0 

定理1:求める閉2形式は次のように表される O

ι1η1  (T)ι 
(2) 2 ) : dHi八dti+ r-干 dk八dT一一月ヅ(ttdR八dT+ Hi dti ^ dT ) . 
白川-1 7ry'-1 ~ 

2形式(引閉形式となることは，則前 出立1d(Hi ti)八dTとかき
直すことによりすぐわかる O また，この2形式が方程式(1)のパラメーターの自然な変

換で不変となることも確かめられた。さらに (2)の形から，もし方程式(1)のモノドロ

ミ一保存変形を固定されたトーラスの上で考えれば得られる閉271~式は

2玄dHi八dti

q
J
 

1
1よ



となることもわかる O 実際，これは岡本氏と岩崎氏によって既に得られていたものと一

致している O

以上の結果を一般の種数のリーマン面上での場合に拡張することが次の目標であ

るo (ただし特異点は考えないことにする o ) トーラス上で考える場合には，微分方程

式を具体的に表示することができたので，求める閉 2形式も明示的にかき下すことがで

きた。しかし今回は より間接的な方法で〈微分方程式のモジ、ユライ〉を考察すること

になる o X を種数g~ 2の閉リーマン而，H を先と同様に上半平面としよう o ~/(j~化

定理によりフックス群Fをとって x二 Hjrと表すこ左ができる O すると，リーマン
面X上の(正則)射影接続の全体は H上のEに関する正則二次微分全体のなすベク

トル空間 A2(H，r)と同一視されることになる o q E A2(Hぅr)に対して，H上での方
程式

(3) S(J) = q ( S(J)はfのシュワルツ微分を表す)

の任意の解fは Hからリーマン球面pJへの局所双正則写像となり，

f(γz) =ρ(γ)f(z) (γεr，z εH) 

によって準同型ρ:r→PSL(2ぅC)を定める o(3)の解の一般形は Aof(AモPSL(2ヲC))

と表され，対応する準同型はγf--+Aρ(γ)A-lの形であるから，各qε A2(H，r)に対し

て表現r-→ PSL(2ぅC)の共役類が一つ定まることになる O これが二次微分qの(また

はqに対応する X上の射影構造の)モノドロミーにはかならない。

次に，リーマン面Xの複素構造を動かして考えるために， (標識付き)フックス

群rのタイヒミュラー空間T(r)と普遍タイヒミュラー曲線π:V(r)→T(r)を導入し
よう。各ァ ξ T(r)に対して，擬半平面HTと擬フックス群Fγ が対応し，射影πの7
tのファイパーはァの表す標識付きリーマン面HTjrTとなる。各 7に対して，HT_t 

のrTに関する正則二次微分全体をA2(HT，r T)とすれば，これらの全体は正則ベクト
ル束Q テT(r)を形成し， したがって全空間 Qは複素構造をかえながら動くリーマシ
面上の射影接続のモジ、ユライとみなされることになる O さらに，各 qE A2(HnrT)が

表現rT→PSL(2うC)の共役類を一つ定めることから，結局モノドロミー写像

F:Q → Horn(rヲPSL(2ぅC))jPSL(2ぅC)二 R

が，自然な同型rT 竺 Fを通じて定義されることになる O 写像Fについての基本的事実

として， ( 1) IrnFの各点はRの正則点であり， (2) Fは局所双正則写像となるこ

とが知られている ([1]-[3]) 0 

先に述べたように，我々の目的は空間 R上の自然なシンプレクティック構造 ωRを

Fによって引き戻して得られる Q上のシンプレクティック構造を調べることである O

4
 

1
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ところが一方で，空間Qはタイヒミュラー空間 T(r)の正則余接束T*T(r)とみなされ，

したがってその上には自然、なシンプレクティック構造ωQが定まることになる o Q上に

定まるこれら二つのシンプレクティック構造が(定数倍を除いて)一致することを主張

するのが今回の主定理である ([7])0 

定理2:写像F:Q→ Rはシンプレクティック構造を(定数 πを除いて)保つ，

すなわち

πF*ωR二 ωQ

が成立するO

これによって我々は， (特異点を考えないという制限っきで)，射影接続のモジュ

ライの上に引き戻しを通じて定義されるシンプレクティック構造の内在的な特徴づけを

与えたことになる O

これからの課題としては 一般の種数のリーマン面上で射影接続が確定特異点を

もっ状況を考察することがまずあげられる O 特異点がない場合には， 上述のように射影

接続のモジュライをリーマン面のタイヒミュラー空間の正則余接束と同一視することが

できた。このことからの自然な類推として，特異点がある場合には，タイヒミュラー空

間 T(g，m) (gは種数 mは特異点の個数に対応する)の正則余接束が射影接続のモ

ジュライとみなされることになるのではないかと期待されるが，残念ながら両者を「同

一視するjというわけにはいかない。一般に， T(gラm)上の点 7を(一章、化された)閉

リーマン面Xであって(相異なる)m点が指定されたものとみなすとき Tにおける

T(g， m)に対する余接空間は，問リーマン面X上の有理71:;二次微分で、あって指定され

たm 点に高々一位の極をもつもの全体と同一視される O 一方 X上の射影接続(=二

次微分)が指定された m点を確定特異点とするための条件は，それら m点がそれぞれ

高々二位の極となることであり ここに上述の余接空間の場合との遣いが生じることに

なる O しかし今の場合，特異点のまわりの局所的なモノドロミーは固定して考えている

ので，各特異点における射影接続のローラン展開の-2次の係数はあらかじめ指定され

ていることになり， したがって T(g，m)の正則余接束T本T(g，m)の次元と射影接続の

モジ、ユライの次元とは一致することが期待される O このため現在のところ， TホT(g，m)

と射影接続のモジュライとの間になんらかの一対一対応が存在して，この対応を通じて

T*T(g， m)上の自然なシンプレクティック構造を射影接続のモジ、ユライの上に引き戻し

たものが求めるシンプレクティック構造と一致するのではないかと予想している O

さらに興味深いのは， t特異点の合流J， tリーマン面の迫化jと射影接続のモ
ジュライのシンプレクティック構造との関係を調べることである O 具体的には，これは

次のようなステップで実行することになるであろう O

(1)タイヒミュラー空間 T(g，m)(先と同様に gは種数 m は特異点の個数に対応

15-



する)のコンパクト化 T(gヲm)を導入し，その境界上の点の表すノードをもっ

リーマン面の上の(一般には非フックス型の)有理形射影接続という概念をし

かるべく定義する。(確定特異点の合流を考えるためには必然的に不確定特異

点を扱わなければならないことに注意する o ) 

(2)各T E T(ιm)の上のファイバーが(適当な条件をみたす)有理形射影接続の
全体となっているようなモジュライを実際に構成する O

(3)そのモジ、ユライのT(gヲm)への制限の tに定まる自然なシンプレクティック構

造の境界挙動を，適当な座標をとるか，または内在的な方法で記述する O

そして，これらの課題が達成されれば，おそらく数理物理学における弦理論や Holono-

mic Quantum Fields理論との関係(の有無)なども視野に入ってくるものと思われ

る。
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A GENERALIZATION OF THE MORITA-MUMFORD CLASSES 

TO EXTENDED MAPPING CLASS GROUPS FOR SURFACES 

NART'{A KAvVAZUMI 

Department of Mathematics守 Facultyof Sciencesヲ

Hokkaido Universityヲ Sapporo，060 J apan 

ABSTRACT. Let Eg，l bc an orientable compact surface of genus g with 1 boundary 
component， and r g， 1 the mapping class group of Eg，l・ ¥Vedefinc a bigraded series 
of cohomology classcs 1Hi，jεH2i+J-2(I'g，1 ;八Jfh(Eg，1;Z))，2i+j-2三1，i， j三O.
Whenjニ 0，the class 1Hi十1，0is thc i-th l'vIorita-Mumford cl出 s[Mo][MuJ. It is proved 
that HT(I'g，l;八8Ih(Eg， 1; QJ)) is generated by 1Hi，j'S for the case r + s二 2and the 
case g 三5 and (1'， s) ニ (1，3)ー Espccially the J ohnson homomorphism extぞ凶edto 
the whole mapping class group by J¥'iorita [Mo3J has an自国国主 representatlonby 
the classes 1H0，3 and 1HO，21Hl，1 over QJ. 

INTRODUCTION 

Let 9 ~ 2， r， n三obe integers. Let :B;，T denote a 2-dimensiona1 compact oriented 
c∞ manifo1d (i.e.， compact orie叫 edsurface) of genus 9 withγboundary compo 
m 凶 sand (ordered)ηpunctures. The group of path-componcnts πo(Diff吋217・))
is denoted by r;，T (or /¥/1.;，T) and ca11ed the mapping class gro印u中p0ぱfg酢伊e白Il山i
r boundary components and (ordered) n puncturcs. Hcrc Diffト(E;

バ
)denotes the 

topo1ogica1 gro印u叩p(c 凶 owcd with C ∞ topo1ogy) consisting of aιa11 0ぽne叶a剖凶tionprescrv 

m時1

D閃01削 11此 When1η1二 0，we d1'op the indices: :B g ， T ニ:B~，T1r g ， T ニ r~ ， T' and simi1a1'1y 
:Bg :B~，o ， rg ニ r~ ， o ・ Th江山ITO以OUghOl
担並匹雪吐1s討ln叩 11<11'homo1ogy of the spaα :B;，T' on which the g1'oup r;，... act in an 
obvious way providcd that .5三 γandm > n. 
By the exiended mapping cla.s.s gro1/，p we mean the scmi-di1'ect product 

r;， 7.:ニ Hl(~g ， l) )<l r;，r .. 

The purpose of the present papc1' is to dc五nea big1'adcd s町 leSl可jof cohomo1oKYア

classes of the extended group r g，1， which is a generali:.-;ation of the Morita-Ivlumford 
cohomo1ogy classes of the group r g， and to invcstigatc the oncs of 10wer degrce. 
In 31 we prepare a theory of cohomo1ogy of pairs of groups， which is esscntia1 to 
the construction of the classes in the succecding two sections. The E2-te1'm of the 

1991 Mathematical Subject Classification. Primary 57R20. SecondarγHH15， 20.105， 
57R32， 20F3G. 
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NARIYA KAWAZUMI 

Lyndon-Hochschild-Serre spechal sequence of thegroup r g，l ，yith respect to the 
normal subgroup Ih (~g ， l) is given by 

E? ，q=fIP(rg ， I; 八qHl(~ω))

So the classes i冗，jinduce cohomology classes mi，j of the group r g，l with values 
ln 八本Hl(~g ，d. VVhen j = 0ぅ theclass mi+1，O is the i-th IVlorita-Mumford class 
[Mo][Mu]. In 34ヲ inorder to see the nor吋 riviality守 weevah:凶 ethe classes T.川，:ZT

m1，l and mO，3 and prove that Hr(r9，1;八.9Hl C2~g ， 1; <Q)) is generated by Tlii，j'S for 
the case r十S 二 2(Proposition 4.1、Theorem4.3， Corollary 4.5) and the case 9三5
and (1'， s) = (1，3) (Theorem 4.4). EspecIally the Johnson homomorphism extended 
to the whole mapping class group by 1-1orita [M03] has an im凶citrepresentation 

by the classes mO，3 and mO，2ml，1 over <Q. 
The author would like to express his gratitude to Prof. S. 1.10rita and Prof. A. 
Kohno for helpful discussions. 

Conteηts. 

31. COhoIllology of Pairs of Groups. 

32. Mapping Class Groups. 

33. Construction of COhoIllOlogy Classes. 

34. Evaluations. 

1. Cohomology of Pairs of Groups. 

In this section we defIne cohomology groups H水(G，H 11;1) of a pair of groups 
(GヲH)in the most naive sense. Denote by C* (G; 111) the Qormalized cochain com-
plex of a group G with values in a G-Illodule 1¥IJ. 

Let G be a group， H a subgroup of Gヲ and1¥IJ a G-Illodule. We denote by 
H*( G， H; 11;1) the cοhomology group of the kernel of the resむictionmap 

res : C*( G; 1¥1)→ C本(H;11，11) 

and call it the cohomolo仰 g1'o叩 01thc 1'aiT 01 g7'01/.1'S (G， H)仇 th'ua.l1lcs in the 
G -mod1llc M. Since the restriction map res is surjective in the cochain level， we 
have a cohomology exact sequence 

(1.1 ) ・・・→ Hq-l(H;1¥11)→Hq(G， H; 1¥11)→I-r(G; Al)→Hq(H; 1¥，1)→・・・ ヲ

In a natural way the cup product 

U: H*(G;I¥lJ')@H*(G，H;.l¥1り→ Hホ(G，H;1¥IJ'白M勺

is de五ned.

Let J{ <l G be a normal subgroup satisfying the conditioIl 

(1.2) HKニ G.

Then we 1 
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GEi¥'ERALIZATION OF :-'10RITA-MC:¥IFORD CLASSES 

Proposition 1.3. There i5 a 5pectral 5equellcc conFcrging to H本(G，H;AI)wllOsc 
E2 term i5 given by 

It should be remarked how the quotie叫 groupG j E acts on the cohomology 
group H*(K， K n H; 1¥11). Since J{ is a normal subgroup of G， the group H acts on 
the normalized complex C本(1¥二Kn H; 1¥(1) by 

(h. C)(X1γ ・・ ，Xn):= h(c(h-
1X1h，...， h-1 :l~nh)) ， 

where h εH，c εcn(K，I(日H;1¥11) and X1ヲ・・・ ，XnεE.For any element h ζ KnH 
consider a homotopy map 

<T = <Th : Cn(K，I{ n H; 1¥11)→ Cn-1(K， J{ n H; M) 

given by 

(<Th仰 1ヲ ，Xnー1):=乞(-1)jC(X1"'"Xj， h， h-1Xj十lh，...，h-1Xn_1h)ヲ

This map is well-de五nedand satis五esa homotopy equation 

(dφh十 <Thd)C= h . c -c (Vc εC本(E，J( n H; 1¥11)). 

Hence the subgroup KnH acts on the cohomology group H*(K， KnH; 1¥11)国豆ally.
From the condition (1.2) and the Second Isomorphism Theorem we have a natural 
isomorphism 

GjK = HjK n H. 

Thus the quotient group Gj K acts on the cohomology group H*(K， E n H; 111). 
Let M， M1 and M2 be GjK-mod吐es.Suppose 

(1.4) z
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if q = 17" 

if q > 17，. 

Then the spectral sequence (1.3) induces a homomorphism 

(1.5) π! : HP(G， H; 1¥11)→HP-n(Gj J<ピ;M)，

which is called the Gysiη mαp or the fiber integra.l. As usual we have 

(1.6) 吋uU 7f*v) = (π!u) U V E HP十q-n(G j K; A{l 0 1¥11z)ぅ

for u E HP(G，H;lvl1) and V E Hq(GjK;1¥II2). 
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2. Mappil1g Class Groups. 

Fro、ひomnowon"¥羽1アec∞ons悶iほde町rmaむi叫ythema叩PP1叩ngドC心 ssgro叩 sr 9ιυ，1 a叩ndr;iい，1'Fi訂rs叶tw玩wア

remark that the surface ~~， 1 is obtained by glueing the surfaces :Bg，1 and :BO，2 along 

the boundaries. So the diffeomorphism of :Bg，1 is naturally extended to that of :B~， 1 ・
The infinite cydic group Z acts on the surface ~Ö.2 by rotating the puncture and 

五晶fixin

i担nana叫山刷tれ如ura汀raι1way. Thus we obtain a natural homomorphism r g，1 x Z → r~ ，]， ¥vhich 
lS吋ective(see [1] 35). 1n the sequal we regard the gro叩 rg，1 X Z as a subgroup 

of r~ ， l thr01 ゆ the injection. Especially we ma.句.yc∞O 山凶iほde白rt山hecωo辻也的h加1旧omolog白ygroup 
H*(σF ;Lわ，1う，r九gιυ，1X Z託;JIlI) for凹ra阻na町r巾bit廿ra出r、3γ3yf r ;ふ，1-mod出u叫此le.lvl. B町yforgetting the p卯)汎川u叩1江nct
、weobtain an extensiorロ1 

(2.1) 1 → π1(~g ，d → FL12rg， I → 1 

Next we prepare a cyde induced by the円五ber円7f1 (~g ， l)' Choose a usual sym-

plectic generator system of the fundamental group 7f1 (~g ， d: 

a1，α2，・・・ 3αg，b1，b2，...，bg・

The loop on the boundary induces an eleme叫 of7f1 (~g ， 1) 

tu:=H111仇]， [叫ん]=仇αzlbz1

We identify the group Z with the subgroup generated by w inπ1 (:Bg，1)ヲandconsider 
the cohomology group of the pair H本(π1(~g ，d ， Z). 
Following Meyer [Me]， we construct a norrr凶 izedbar 2-chain [戸:Bgιω，λ1，θ司]a出sf.お0110九ws刊f氾S
For 1三j三4glet lω[Uyj=α :1:土1JJJif士1be the j-th gene白ra叫a計to町r白nthe element lωUう and
巧:ニ ω1W2・・Wj二 α1b1・・ ωj. Let 両=1. We define 

(2.2) 凡1，8]:=乞[iV0IWj]-'2二(何|αi-1]十 [biIbiー1])E C2(π1 (九d)
J=l i=l 

Lemrna 2.3. For any trivial 7f1 (~g ， 1 )-module lvl，附 lJave
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、
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if牢=1， 

if本ニ 2，

otherwise， 

where H ニ H1(:Bg，l; Z)竺 Z以 Theevaluation 

<・，[:Bg，1'θ] >: H2(π] (~9 ， 1)' iZ;./I，1)→./1，1 

is a wcll-de五nedisomorpllism. 

The五rst1叫 fofthe lemma fo11ows form the exact sequcncc (1.1)， and the second 
from straightforward calculations. 
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G ENERALIZATION OF :.IORll、A-MUi¥IFORDCLASSES 

Nmv let Al be a r g，rmodule. The condition (1.2) is satis五edfo1' ou1' case G 二
r~ ， l ・ H = r g，l x Z and ]{ = 7f1 (:Bg，l)' It follws f1'om Proposition 1.3 tl悶 :ccxists a 
spect1'al sequcnce conve1'ging to 

H*(r~ ， l' r g，l x Z; lid)， 

whose E2 te1'm is given by 

( HP(r g，l; H 0lvI)， 

HP(r g，l; Hq (πl(:Bg，l)ヲZ;M))=〈HP(Fg，1;M)，

l 0， 

Hence it induces a Gysin exact sequence 

一→ Hq-l(r g，l; 111)→Hq十1(r g，l; H 0 J11) 

ifキニ 1，

if牢 =2，

othenvise. 

→Hq十2(riIJFL1;M)ZHq(Fg，1;λ1)→・

Here the homomOTphism π! is thc fibcr intcgml introduced in (1.5). 
The Gysin sequence splits as follows. The identity map 1:z : Z → Z generates the 

cohomology g1'oup H1(Z) ~ Z. Regard 1:1.; as an eleme叫 ofH1(rg，1 x Z) through 
the natu1'al projection r g，l x Z → Z and denote by e the image of 1:1.; under the 
connecting homomOTphism 8*: 

。:ニ 8*(12)ε H2(r~ ， 1 ， θr~ ， l; Z). 

Since < e， [I:;g，l'θ] >= -1， we have 

(2.4) π!e =ー1E HO(r g，l; Z). 

Thus， from the prope1'ty (1.6) of the五be1'integ1'alπ!， the sequence splits. Conse 
quently we have 

Proposition 2.5. For any rg，l-module 111， we have an exact sequence 

。→ Hq+1(rg，I;H8M)→ Hq十2(FJ，1ぅδriuM)1Hq(rg，1;M) 子Oぅ

which splits as fo11ows: 

Hq十2(r~ ， l'θrJ ，1;M)=Hq+1(rg ，I;H 8M)⑦eUHQ(rg，l;_M) 

On the othe1' I山

rgιω，1一moduleH1 (:Bg，l; Z)， we have an extension of groups 

(2.6) 1→π1 (:Bμ)→ri12ri，I→1 

In a similar way to the五berinteg1'al π! we obtain thc fibcr intcgml 

あ:Hq(可~， rg ，~ x Z;Z) -， HlJ-2(r，;;;Z) 

-22-
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3. Construction of Cohomology Classes. 

For the rest we often abbreviate 

H:= Hl(~g ， l; Z) = H1(~g ， 1; Z). 

The isomorphism on the right-hand side is the Poineare duality， which is r .11，1-

equivariant. We remark this H plays a different role in the sequal from the subgroup 

H in the preceeding sections. 

Denote by . the i凶 ersectionform on H竺 Hl(I'.g; 'A.). 
Choose a simple curve 1 on I'，~， l connecting the puncture to a point on the 

boundary. De五nea 2-cochain 仏モ C2(r~ ， 1; Z) by 

(3.1) 仏(Ulγ1ヲU2γ2):二11(γ2l-l).U1， U1，U2 E H，γ1，/2ξr;，1 ， 

and a 1-cochainω[ E C1(r~ ， 1; H) by 

(3.2) ωわ)=γl-lE H， γιr~ ， 1 ， 

w here we remar kγ2[ -[ can be regarded as a closed curve on I'， .11，1. A straight 

forward computation shows the cochains w[ andω[ are cocycles. On the other handう
ifγεr .11，1 X Z， the curve γ[ -l is homotopic to a curve in the boundaryθ~g ， 1. 

Henceγ[-l = 0ξ H. Thus we have 

(3.3) w[ 巴 z2(r~ ， 1'r g，1 x Z; 'A.) and ωi 巴 z2(r~ ， 1'r g，1 x Z; H). 

To study the dependence of the cohomology classes [め]and [ωtl on the choice of 
the curve [， ehoose another simple curve [1 on I'，~， 1 connecting the puncture to the 

boundary. The cycle v : ニ zr -[ on I'，~， l may be regarded as ar且1elen白叩I口即I

we have 

(3.4) ω['ー ω[=dvεc1 (r~ ， 1; H). 

When we define a 1-cochain Cv E C1(r~ ， 1) by 

Cv(Uγ) :ニ (γυ).U， U亡H，γEr~ ， l' 

we have 

(3.5) ρ子-w[ニ dcv・

Let e モ H2(r~;Z) be the Euler class of the central extension 

1→ Z → rg，1→ F;→ 1 

The class e may be regarded as a cohomology class in H2(r~ ，ぃ rg ， l x Z; Z) in an 
obvious way. From (3.4) and (3.5)， if i十j三2，the products 

♂[Wtlj E H2i-I-2j (む rg，lx Z; Z) and 
el [ω[F E H2i十j(r~ ， l' r .11，1 x Z;八JH)

-23-
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are independent of the choice of the curve l. vVe denote them byε'L;)J andεZωJ 

respecti vely. 

Recall HP(r~ ， l; 八qH) is the E~ ， q -term of the LHS spectral sequence of r g，l with 
respect to the normal subgroup H. Since we have 

Wt( 1111112γ2)ニ ωt(γ2). 111 

for V1l1， 112 E H and γ2ξr~ ， l う the class [ωt] E H1(r~山口，1 X Z; H) is equal to that 

induced by Wt ξ H2(r~ ， 1' r g，l x Z; Z)・Now we can define the cohomology classes 
氏~ and mi，j. Cωons副 erh村同羽woγOωeぽX此t白en悶S司10町n町sof groups 

(2.1) 

(2.6) 

1 → πl(~g ， l) → FL15r;，1 〉 1

1→ π1 (~g ， l) → ri1lFL1 →1. 

We de五ne

(3.6) 
ヘJ • π!(んJ) εH町-2(九1; 八JH) 

市:二苛!(e'wJ)εH2i+2j-2(ι; Z) 
for i， j E N. Here 7f! and 苛!are the五berintegrals introduced in the previous section. 
Clearly mi十1，0 and 両立，0 are equal to (the image of) the i-th Morita-I¥.1umford 
(tautological) class ei(二川)ι H2i(rg; Z) [Mo][Mu] 

(3.7) mi+1，0 玩i+1，0= ei E H2i(rg，];z). 

Remark 3.8. Let:Fgー1be the dressed moduli of pairs of compact Rierna.nn surfaces 
of genus 9 and holomorphic line bundles of dcgree 9 -1 on the surfaces. The 

space :F9-1 is aspherical and its π1 is equal to r g，l. As is lmown， the Lie a.lgebra 
of holomorphic differential operators "near 51" has an in五nitesimaland transitivc 

action on the dressed moduli九 1[ADKP]. The THi，j's have their origins in the 
eqUlvana凶 cohomologyof :Fg -1 under this action [Ka.1]. 
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4. Evaluations. 

The purpose of this section is to cvaluate the classes 1712，0， 1711，1 and rnU，3 and to 

prove that HT(f g，l;八8H1(.Bg，1;Q))is gcncrated by TrLi，y'sfor the case r十 δ 二 2
and the case 9三5and (r， s) = (1，3). 
Denote by D the symplectic fo1'm on H induced by the cup product: 

D:=乞αi0 bi - bi 0 ai E八H，

wl悶 e{αi， bi; 1 :::; i三g}is (the homology classes induced by) a symplectic generatOI 
system of the fundamental g1'oupπ1 (2:;9，1) as in 32. 

Proposition 4.1. 

mυ=π!(ω2) = 2Dε HO(f川

Proof. It su自cesto show that 

<ω2，[2:;g，1'θ]>二:2D

He1'e [2:;g，1ヲθ]is a 2-chain introduced in (2.2). Sinceω(五五)= 0， we have 

<ω2， [丸山8]>二Lw2(丙ユlUj)-乞(w2(αz，αi-1)十ω2(b;，b;-1))

二 La; ̂  bi一 (αi十bi)八αi-(町内向)八 b;十川 αz十bi八bi

ニ乞αz八bi- bi八αz二 2D

as was to be shown. 口

N ext we study the classes 1711，1 and 1川，3・In[Mo1] a吋 [Mo2]I¥tIorita p1'oved 

( 4.2) H1(fg，1; H) = Z， and H1(fg，1;八3If)=Z2?

whe1'e we denote H = H1 (.Bg，l; Z) as before. Our 1'eS1出sarc 

Theorern 4.3. 

Theorenl. 4.4. 

八3H0Q)

T11e class mI，lgenerJ山 5the gro叩 H1(f g，1; H). 

Ifg三5，thc classes TrLO，21li1，1 alld 1il0，:1 gCllcrate tlle g1・oup1:[1 (fg，1; 

The rest of this section is devoted to the proof uf the theorems. As was shown 

by Ha1'er [H]， if 9三3，we have H2(f g，1; Q)ニ Qand the class 1川，0= ('.1 generates 
it. Hence in the case r十S二:2the groups 1~]T(f g，l;八，qH 0 Q) are generated by the 
classes mi，j 's. Consequent1y 
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Corollary 4.5. If 9三3，the group H2 (f g，1; Q) is iSOIYlOTphic to Q3 a工ldthe classcs 
而正2，両，1and而2，0form its五'eebasis. 

The五1'sthalf ofthe corolla1'Y has been al1'eady shown by A1'ba1'cllo et. a1.([ADKP] 

35). 
To p1'ove the theOTems we endow the surface ~g with a Riemannian Inetric. Fix 

a su缶cIentlysmal1 positive 1'eal E. Let古:ST'Bg→ 'Bg be the unit tangent bundle 
of the surface 'Bg. Denote by D2 the unit disk in C: D2 := {zεC; 1.::1三1}.vVe 
de五nea disk bundlc D 9 ove1' ST2'，g by 

Dg := ((V1，X2)εST2'，g x ~g; dist(τv(町)，X2)三E}，

The五rstp1'ojection induces its p1'ojection P1 D 9 → ST2'，g・ Thedisk bundle is 
trivial through the projection 

ST'E，g X D2→ Dg， (υ，Z)日(町ExpQ(v)(EZり))・

Here we use the (almost) complcx st1'ucture induced by the given Riemannian 

metric. 

Conside1' a 'E，g，rbundle 

P1 :九(:=ST~g x ~g-i凶 Dg) → ST~g

induced by the品，'stprojedion. The fun也me凶algroup 7[1 (ST'E，g) is embedded 
into the g1'oup f g，1 through the classifying map L of the bundle P1 九→ ST~g ，

and is identi五edwith the ke1'nel of the fo1'getting map f g，1→ fg: 

1→ π1 (ST~g) 斗 fg，1 -} f 9 →1. 

Since the spaces 'Eg， ST'Eg， Dg and Yg a1'e all asphe1'ical， we d1'op t吐h叩enota叫tion
7πr1バ(.)in the cohomology g1'oups. 
The identity map 1 H E Hom( HヲH)induces a cohomology class 

1Hξ H1('E，g; H)さ Hom(H，H). 

By abuse of notation wc denote also by 1 H the pull-back w本(1H) through the 

projectionτv : ST'Eg シ'Eg:

1H =旬*(111)モ H
1(ST'E，g; H)竺 Hom(H守H).

In [Mo1] Mo1'ita proved the following theorem (see also [Mo2] p.81 1.4 ff). 

Theorerll. 4.6 (Morita). 

HJ(fg，l;H) = Z. 

Furthermore a crossed llOmomOlpl1isIYl k f g， 1→ Hl可)resentsa gencrator of the 
group Hl(ST~g; H) if e1nd only if the問 strjctionof k toπ] (ST'Bg) i5 e(jual to 

士(2-2g)lH:

{，*(ん)=土(2-2g)lHεH1(ST2'，g; H). 

As fo1'八3H二八3H1(Eg，1;H)hGproved tlle followi時 ([Mo31Thcorem. 5.1， see 
also the p1'oof of Corolla1'Y 5.7). L叫 んbea generato1' of the group H

1 (fg，l; H) 
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Theorem 4.7 (Morita). If 9三3，

H1(rg，1;八3H)=Z缶 Z

The class n八ko出lda class he named 2k form its企eebasis. Furtheremore t11cir 
restriction to 7rl (ST~g) are given by 

i*(n八ん)二士(2-2g)n 八 1H ε Hl(ST~g; 八3H)?

円必)= 2n八1HE Hl(ST~g; 八3H)

The1'efore ou1' theorems a1'e reduced to 

Assertion 4.8. 

(1) 

(2) 

Lホ(ml，d= -(2 -2g)lH E Hl(ST~g; H) 

i*(mo，3) = -6 n 八 1 H ι Hl(ST~g; 八3E)

In fact， (1) implies Theorem 4.3 by Theorem 4.6. So we have m2，Oml，1 =士2n八
ko. From Theo1'em 4.7 the class mり hasa 1'ep1'esentation mO，3ニ αQ八7，;0十 b(2k)

for some i凶egersαandb. Since Hl(ST~g; 八3H) = H@八3His Z-freeぅwehave 

--:--6 =士α(2-2g)十2b，

and so b三 3mod (g -1)， while 9 -1三4.Thus we have b i-O. 
This completes the p1'oof of Theorems 4.3 and 4.4 modulo Assertion 4.8. 

Let 1¥11 be a 7叫ST~g)-module. By excision we may consider the map 

f:-F(133313;M)2Hホ(ST~g x ~g ， Dg; lvI) → H*(ST~g x ~g; 111). 
exc. 

The五berintegral Pl! : H*(】Tg，3Yg; lv1)→H*-2( ST'E，g; 11.1) decomposes itself into 

Hホ(1午θ九;l¥1I)ιH本(ST'E，gx 'E，g，Dg;1i.1) Pl; H本-2(ST'E，g;111). 

Here the latter五be1'integral lh I is the usual one induced by the first projecion 

Pl : ST~g x 2:，g→ST2:，g. Thus we have 

山nl，l= Pl !j*(ω) and l*mO，3 = Pl!戸(ω勺

Now we have 

j*(ε)=pJcFξH2(STEg×2.q;Z) 

j*(ω) = P2勺H-Pl勺H モH1(ST~g x 'E，g; H)， 

where P2 : ST2:，g x 2:， g → ~g is the second projcction and 

ef=ε(T~g) ε H2 ( 'E， g; Z). 
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Since e'lH ε H3(~g; H) = 0， we havc 

L*mI，I=P1!f(ω) = Pl!(p2*e')(p2勺 H-Pl勺 H)

ニ (Pl!P2*e')lH= -(2 -2g)lH・

On the other hand， since (1 H)3 ε H3(~g; 八3H) = 0 and Pl!P2勺HEH一1(ST~g; 
H) = 0ヲwehave 

j*(ω3) = (p2本1f{- Pl *lH)3 = -3(P2 *(lH? )Pl勺 J[十 3(p2*1J[)Pl*(1J[)2

and 

Pl!]本(ω3)= -3(Pl!P2*(1J[)2)lH十 3(pr!P2勺11)(lH)2 = -3 < (1 IJ)2 ヲ [~g] > 1IJ句

where we denote by [~g] ξ H2(~g; Z) the fundame凶aldass. From a similar caku-

lation to Proposition 4.1 follows < (1IJ)2， [~g] >= 2rl. Therefore 

i*mO，3二日d*(ω本)= -6rl八1IJ.

This completes the proof of Assertion 4.8 and so those of Theorems 4.3 and 4.4. 

Rema1'k 4.9. The crossed homomorphism k ~2k rg，l→ 5八3H in (4.7) is 
the Johnson homomorphism extended to the whole mapping class group by Morita 

[M03]. Hence Theorem 4.4 implies the .Johnson homomorphism k is represe叶ed
by mO，3 and mO，2ml，1 over Q. The author， however， doesn't know the explicit 

representation of k by mO，3 and mO，2ml，1・
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Two-generator discrete subgroups of 1 som(H2) 

containing orientation-reversing elements 

ELENA KLIMENKO AND MAKOTO SAKUMA， 

Abstract. Let J and g be elements ofもheisometry group Isom(1I-I2) of the hyperbolic 
plane 11-12， and assumeもhatone of them is orientation-reversing. We determine when the 

group < J， g > they generate is discrete; in parもicular，we obtain the classification of such 
groups. This enables us to determine th日ranksof the extended triangle groups. As an 

applicaもionto knoもtheory，we determine the tunnel number one Montesinos knots. 

The main purpose of this talk is to give an answer to the following problem. 

Problem A. Let J and 9 be elements of the isometry group 1 som(H2) of 

the hyperbolic plane H2， and assume that one of them is orientation-reversing. Let 

G =< J， 9 > be the group they generate. Then when is G discrete? 

The corresponding problem for two-generator subgroups of 1 som+(f)--jJ2) ~ 

PSL(2， IR) has a long history， and there are numerous papers on this subject (s田

[G， GM， Kn， Mt， P，則 andreferences therein). As is noted by Rosenberger [則

and Gilman [G]， many of these papers seem to have errors and omlSSlOns， and a 

satisfactory solution was given only recent1y by Gilman [G] following the geometric 

arguments of Matelski [Mt]. 

As for PSL(2， C) ~ Isom+(日3)，the problem is far from being completely 

solved. The remarkable Jゆrgense山 inequality[J] gives a necessary condition， and 

some special cases are studied in many papers (悶 [Kl1-4，Ms2， MS] and references 

therein). In particular， the resu1t of the五rstauthor in [Kl1] contains the solution for 

a special case of Pro blem Aヲsince1 som(1日2)is a subgroup of 1 som+(1HI3). 

On the other hand， as a consequence of the second author's joint work [MSY] 

with K. Morimoto and Y. Yokota on the tunnel number problem in knot theoryヲit

Typeset by AんiS-1EX
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was observed that some extended triangle groups are generated by two elements even 

though七heirgeometric ranks are three [MSY， Proposition 4.1]. This generalized 

an observation of Kaufmann and Zieschang [KZ] on the gap between the geometric 

ranks and the (group theoretical) ranks of extended triangle groups. Further， a partial 

answer to Problem A is announced in [MSY]. 

In this talk， we report an answer to Problem A using the geometric arguments 

of Matelski [M t]. As a consequence， we 0 btain the classi五cationof two-generator 

discrete subgroups of 1 som(1J-s2) containing orientation-reversing elements (Theorem 

A). In particular， we determine the ranks of the extended七na時 legroups (Theorem 

B). As an application to knot' theory， we completely determine the tunnel number 

one Montesinos knots by combining the above result and a result of [MSY] (Theorem 

C). 

1. N otation and statement of results 

Definition 1.1. (1) The extended triangle group < p， q， r > is the group 

with the presentation 

< p， q， r >=< x， y， zlx2 = y2 = z2 = (xy)P = (yz)g = (zxyニ 1>.

This group is isomorphic to a discrete subgroup of Isom(1J-s2)， Isom(lE2)， or Isom(S2) 

generated by three reflections x， y， and z according as (1/ p)十(1/q)十(l/r)is smaller 

than， equal to， or greater than 1. where (l/p)十(1/q) + (1/γ) < 1. 

(2) The triangle gro叩 [p，q， r] is the normal subgroup of the reflection group 

<払q，r > consisting of the orientation-preserving elements. It has the presentation 

[p， q， r] =<α，b， clαP = bg二 cT =αbc = 1 > . 

ハU
q
J
 



Definition 1.2. Let G be a group gener叫edbyもwoelements. Let {j， g} 

and {f'，g'} be generator systems of G. 

(1) {j，g} and {f'，g'} are said to be Nielsen εquzvαlent if. there is an iso-

morphism from吐lefree group generated by the symbols {j， g} to that generated by 

吐lesymbols {f'， g'} which induces the identity map on G. This is equivalent to the 

condition that {j'，g'} is obtained from {j，g} by a Nielsen transformation (see [LS]). 

(2) {j， g} and {f'， g'} are said to be extended Nielsen equivαlent if {f'， g'} is 

obtained from {j， g} by a自nitenumber of Nielsenもransformationsand the following 

operations: If j has a finite order η， then transform {j， g} to {jk， g} with 1三kく η

and (k， n) = 1 (see [則).

We explain the plan of oUT solution of Problem A. Let j and 9 be elements of 

Isor叫IH2)，G二 <j， 9 >， and assume that one of them is orientation-reversing. Then 

we mayassume j is orientation-reversing and 9 is orientation-preserving. (If both 

generators are orientation-reversing， then we can replace one of the generaもorsby 

their product j 9 without changing the Nielsen equivalence class.) Thus七heproblem 

is divided into the following eight cases according to the geometric types of j and g. 

lS]Omもaxes
mtersecting axes 

In each case， we can五ndan order 2 element， say R， of 1 som(IH2) such that Rj R = 

j-1 and RgR = g-1. By geometric arguments based on Poincare's theorem using 

this element， we can determine the discreteness of G. In particular， we obtain the 

-
B
4
 

qべ
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following cla泊五cationof七he2-generator discrete subgroups of Isom(1HI2) containing 

orientation-reversing elements. 

Theorem 1.3. The following is the complete list of 2-generator discrete 

subgroups of 1 som(1HI2) containing orientation-reversing elements. Each group in the 

list has only五nitelymany two-generator systems up古oextended Nielsen equivalence. 

<2，q，r> (q弄o(mod 2))フ

< 3，3， r > (r子三o(mod 3))， 

[2; 2， r >二<α，x，ylα2二x2二y2= (xy)2 = (αzαyyニ 1>什t=0 (mod 2))， 

[P; q >二く α，xlαP= x2二(αzα一lX)Q= 1 >， 

[21;>=<α，α，xlαT二 x2= (αα-1? =αxa-1x = 1 > (r言。 (mod2))フ

M < r >=< s， x， ylx2 = y2 = sxs-ly = (sys-1xyこ 1>， 

P(p， q) =< s， i'1(sγ)P = (sγ l)Q = 1 >フ

K(p) =<α， sI(αs-lαs)P = 1 >， 

7/. ED 7/.2， D(p). 

r2;2.r> fp;q> ロ，r;> Mo(p). P(P.q) Kl(p) 

Convention 1.4. In the above， p， q， and r are possibly ∞ or 00. Here， 

∞and 00， respectively， correspond to a cusp and an open boundary of the quotient 

orbifold. We regard 00 >∞ > n， n/∞二 n/oo 0，∞三品三 o(mod n)， 

∞/n =∞， and oo/n = 00 for any positive integerη. 

We can easily determine the ranks of the non-hyperbo1ic extended triangle 

groups， we obtain the following: 
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Theorem 1.5. The extended triangle group < p，仏r> is generated by two 

elements if and only if one of the following conditions are satis五edup to permutation 

of the indices: 

(1)p二 2and q弄o(mod 2). 

(2) p = q = 3 and r -::f. 0 (mod 3). 

Rernark 1.6. (1) A weaker version of this theorem was also obtained by R. 

Weidemann [W] by using the small cancellation theory. 

(2) The ranks of F吋 lsiangroups had been determined by [PRZ]. In factヲ

they showed that the rank of a Fuchsian group G is equal to the geomet行cnαnk of G 

provided that G is not equal to [2，2，2， r] with r odd. Here the geometric rank of G 

is the minimal number of generators which arise from convex fundamental domains 

of G. 

In the following section， we explain the solution of the simplest Case 1 of 

Problem A. For the treatment of the remaining cases， please see [KS]. 

2. f is a reflection and 9 is elliptic 

Put A = Fix(f) and b = Fix(g). G is discrete only if the rotation angle of 

9 is a rational angle. So we may assume that 9 is a rotation about b by 2πjq， where 

q is the order of g. It should be noted that this does not affect the extended Nielsen 

equivalence class of the generator system {f， g}. 

Case o. Suppose b lies on A. Then < f，g > is a dihedral group D(q) of 

order 2q. 

So， in the following， we assume b does not lie on A. Let R be the perpendicular 

to A through b， and let Rb be the line intersecting R at b with angle 7r j q. Then we 

have f = A and 9 = RbR， here we denote a reflection and its axis by the same symbol. 

Put G =< f， g， R >. Since R2 = 1， Rf R = f， and RgR = g-1， G is a subgroup 
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of G of index at most 2. Hence G is dIscrete if and only if G is discrete. Note that 

G二 <A，R，Rb > and (j，g) = (A，RbR). 

Case 1. Suppose A and Rb do not intersect. Then， by applying Poincare's 

theorem to the region bounded AヲR，and Rb， we see that G "-' < 2， q， r >ヲ where

r ∞ or Oゐaccordingto whether A and Rb share a common end point or not (d. 

Convention 1.4). In this case， we see (A， R， Rb) = (x， y， z)， By using the fact that G 

is a subgroup of index at mos七2and is generated by f = A = x and g = RbR = zy， 

we can see that Gさ [q;γ>with r =∞ or 00. 

Case 11. Suppose A and Rb intersecも.Let σbe the triangle bounded by A， 

R， and Rb. Then， by an argument of Matelski [Mt]， we can see that G is discrete if 

and only if one of the following two conditions holds. (Note that R is perpendicular 

to A.) 

(H.l) The angle between A and Ra is a primitive 日 dleヲsayπ/r，and hence， 

G ~< 2，q守r>， where (A， R， Rb) = (x， y， z). By calculation， we have 
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Hence， we see 
( [q;γ/2 > 

G~ 1.. 

l < 2， q， r > 

if r三 o(mod 2)， 

if r i= 0 (mod 2). 

(H.2)σis as illustrated in the following fi叩ueand G ~ < 2， 3， r > with r i= 0 

(mod 2)ヲwhere(A， RヲRb)= (x， y， zxz). From this， we have G =< 2，3， r >. 
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Conclusion 3.1. The following is the complete list of discrete subgroups of 

1 som(H2) generated by a reflection and an elliptic element. 

<2，q，r> (q言。 (mod2)， r <∞)， 

恒;q > (p <∞)， D(p) (p <∞). 

4. Application to the七unnelnumber problem in Knot theory 

Let K be a knot in 53. The tunnel number t( K) of K is七heminimal number 

of m叫 uallydisjoint arcs {Td "properly embedded" in the pair (53ヲK)suchもhat

the complement of an open regular neighbourhood of K U (UTj) is a handlebody. In 

other words， t(K)= (the Heegaard genus of E(K))ー1，where E(K) is the exterior 

53 -N(K) of K. In the above， if the arc system consists of only one arc， it is called 

an unknotting tunnel for K. 

Example 4.1. Any 2-bridge knot has tunnel number 1. In fact，凶eupper 

tunnel T in Figure 4.1 (a) is an unknotti昭 tunnel.From the fact that a core C of 

53 -K U T consistes oftwo meridian circles and an arc joining them， we see that the 

tunnels p and p' in Figure 4.1 (b) are also unk∞tti昭 tunnelsfor K， which are duαl 

to T. 
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Proposition 4.2. The rank of the knot group G(K) = π1 (S3 -K) is at 

most t(K) + 1. 

It is an impo山叫 problemwhe~r the耐匂 Tk(G(K))=削)十1holds or 
not. 

A Montesinos link K = M (b; (α1， sl)γ ・・ヲ(αT，sT )) with T branches is a link 

in S3 as illustrated in Figure 4.2 (a). Here T， b，αi and si are integers such that T三Oヲ

山 山c.d.(叫)= 1. A box目白川ra rational tang山川/α
(see Fig. 4.2 (b)). If we forget the chart on the boundary， a rational tangle is merely 

a 2-strand trivial tangle as illustrated in Figure 4.2 (c); we call the image of the arc 

T in Figure 4.2 (c) in a rational tangle the COTe of the rational tangle. 

b 

( a ) oc 

ト1(b i (α 日 )，(Cf..."S..，) ・・・ (α ，自 )) b=3 1 ''"'1'' \~2' f-' 2" 

(b) トー /、 ;;::;( (c) 

，町、，

つ』h『A
「

d
Jh 
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The following propositionヲ whichrefiects the fact that the pair (53， K) has 

the structure of a 5eifert fibered orbifold， relates the Montesinos knots to the refiection 

groups (see [Z]， [BuZ， Chapter 12]): 

Proposition 4.3. T百'heυlin白n此1
natual epimorphism to the reflection group <α1，α2，. . . ，αr> 

By using山isfact， the following classi五cationtheorem of the Montesinos 

knots is obtained: 

Proposition 4.4. (1) Suppose i ニ 2.Then K is a 2-bridge 1i此 5(p，q) of 

type (p， q)， where p = Ibα1α2一 α1s2一 α2s11and q is an integer relatively prime to 

p. In particular， K is a trivial knot， if and only if bα1α2-α1s2一 α2s1=土1.

(2) Suppose i三3.Then K is not a 2-bridge link， and it is classi五edby the 

Euler number 

eCK) = b-2二sdαz，

and the vector 

v(K) = (s1/α1，... ，sr/αr)ε(Q/71.y 

up to cyclic permutation and reversal of the order. 

In [MSY]， the following result was proved: 

Theorem 4.5. Let K = M(b; (α1ヲs1)γ ・.，(αr， sr)) be a Montesinos knot 

(not a link) with i branches. Suppose K has tunnel number one， then one of the 

following conditions holds up to cyclic permutaion of the indices: 

(1) i = 2. 

(2) iニ 3，α1= 2， andα2三 α3三 1(mod 2). 

(3) i = 3， s2/α2三角/α3E Q/71.， and e( /<ぜ)=士1/(α1α2).
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Conversely， if the condition (1)， (2)， or the fol1owing (3') holds， then K has 

tunnel number one: 

(3') i 二 3，s2/α2三s3/α3三士1/3εQ/7L， and e( K) =士1/(3α1). 

The second part of this theorem follows from Example 4.1 and Figure 4.3. 
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In [MSY]， we proved that the condition given in the second part of the above 

theorem is not a su:fficient condition by using Yamada's quantum invariants of spatial 

graphs. However， we can now obtain the complete determination of the tunnel number 

one Montesinos knots by combining Theorem 1.5 and Theorem 4.5. Namely， we have: 

oo 
qa 



Theorem 4.6. A Montesinos knot K = M(b; (α1， sl)γ ・.，(αr，sr)) has tun-

nel number oneフifand only if one of the following condiもionsholds up to cyclic 

permutaion of the indices:・

(1) rニ 2

(勾 r= 3，α1 = 2， and α2三 α3三 1(mod 2). 

(3) r = 3， s2/α2三 s3/α3εQ/7!..， and e(K)ニ士1/(α1α2)'

The tunnel number one non-hyperbolic knots were completely classi五ed[MoS];， 

and recently， Bleiler [B] announced that a non-hypebolic knot K has tunnel number 

one if rk(G(K)) = 2. Thus the following problem remains: 

Problem 4.7. Let K be a hyperbolic knot with rk(G(K)) = 2. Then， is 

t(K) = 1? More generally， let r be a two-generator， discrete， torsion企ee，cocompact 

or of cofinete volume subgroup of Isom(1HI3)， and let M ibe the quotient space. Then 

is the Heegaard genus of M equalω2? 
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RIE乱1ANN面の正則族について

I-IIROSHIGE SHIGA 

東京工業大学 理学部

1. INTRODUCTION 

本講演では有限型 Riemann面上の有限型 Riemann面の局所非自明な正則族を考える O す

なわち，有限型の basesurface Bが与えられており，その各点 pEBに日berとして有限型
(位相的タイプは B と異なっていてもよい)の Riemann面 Spが対応し，Spがpに関して

非定数正則に dependしているという状況を考える.Base surface及び五berの surfaceが共
に双由型なら、その個数は有限個しかないことが知られている O 本講演ではその個数評価について

考察する。

一般に上のような正則族は(定義から)base surfaceから fiberの moduli空間への正則写伎

と見倣せるが，普遍被覆をとることによって， base surfaceの普遍被覆面から fiberのタイヒミ

ユラー空間への正則写像と、 monodromyと呼ばれる basesurfaceの基本群からタイヒミュラー

モジュラ一群への準同型の組として表現することが出来る。すなわち、 B二日2jrが (gうれ)型の
Riemann面(種数 gの compactRiemann面から η 個の点を除いてもの)で basesurf紅:e、

与えられた正則族の五berの Riemann面が (gヘn')型で、あったとすると、上半平面目2からタ
イヒミュラー空間 T(g'，ηnへの非定数正則写像 φとBを表すフックス群 Eからタイヒミュラ
ーモジ、ユラ一群 Mod(g'，が)への準同型 χ(monodromy)が存在して、任意の γ亡Fに対して

φ(γ(z)) =χ(γ)(争(z)) z εIHI2 

が成立する。 (このとき、 φの取り方は Mod(g'うが)の作用を除いて一意的である。)
冒頭で述べたように、本講演では、

問題 B上の (gヘn')型の Riemann面の正則族で局所非自明なものの個数を評価せよ O

という問題を考えるが、これを上の条件を満たす正則写像の個数評価という観点から考察するO

このような議論において重要な役割を果たすのがタイヒミュラー空間の解析的性質とその境界

の様相である.タイヒミュラー空間は自然な複素構造を持っており， Bers sliceと呼ばれる埋込

みによって，基準となる Riemann面を表すフックス群から PSL(2，C)への表現空間で，忠実
かっその像が不連続群からなる部分空間の中に入る.そして，その境界もやはり忠実で像が不連続

群(b-group)になっている.このとき次のことが知られている.

Proposition 1 (Royden[2]). タイヒミュラー空間では Kob仰 αshi距離と Teichmuller距
離は等しい.

Proposition 2 (Shiga [3]). fを単位円板ム ={zξ Cllzl < 1}からタイヒミュラー空間
への正則写像とすると，fは境界 θム上ほとんど至るところ non-tαηgentiallimitをもち，し
かもその境界値は αccidentalpαrabolicを持たない不連続群である.特に，その境界値がタイヒ

ミュラー空間の境界にあるとき，全退化群(totallυdegenerategroup)が得られる.
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2. MONODROMY 

上に述べたように、 Riemann面の正則族に対しては monodromyが決まるが、実はこの“

逆"も言えることが知られている(より正確には， monodromyの同値類が正則族の同値類を決

める) 0 すなわち、

Proposition 3 (Irnayoshi-Shiga[2]). Riemαηη 面 B上の(ダヲが)型の Riemαm面
の正則族で局所非自明なものが二つ与えられているとする。ここで φ1，φ2 阻2→T(g'，げ)を
それらに対応する正則写像、準同型写像 χ1，X2 : r → M od(g'， n')をその monodromyとす
る O もし、 χ1=χ2 なら ~i'φ1 二 φ2 である O

したがって， Riemann面の正則族において、その monodromyの役割は決定的であること

がわかる.そこで、最初に monodromyχ の像として現れる Mod(g'， n')の部分群はどのよう

な性質を持っているかを考える O

Theorern 1.χ(r)は Mod(g'，が)の無限位数 irreduciblesubgro叩である。

ここでモジュラ一群の部分群が irreducibleであるとは，その部分群の任意の元に対して共通

の不変な(ホモトピックに独立な)曲線族が surface上に取れないこととする.すると Ivanov

の結果から、直ちに次のことが分かるO

Corollary 1.χ(r)は必ず hyperbolicmodulαr transformatioη，を含む。

他方， χ(r)の代数構造に関してはあまりよく分かつていないが， [1]， [5]の議論，クライン
群に関する結果と定理1から次の結果を得る.

Corollary 2.χ(r)は non-Abeliαη である.

定理の証明には Introductionで挙げたタイヒミュラー空間の性質とモジュラ一変換の orbit

の極限として得られる b-groupの考察から得られる.

Rernark. Theorem 1および Corollary1， 2において basesurfaceは必ずしも有限型でな

くてもよく， Green関数を持たない Riemann面(フックス群 rの単位円での作用がエルゴー

ド的なもの)であればよい.

3. HOLOMORPHIC FAMILIES OF RIEMANN SURFACES 

(ιn)型の Riemann面の moduli空間を M(g，n)とする。 BεM(g，η， )に対して、 B上
の (g'，n')型の Riemann面の正則族で局所非自明なものの個数を η(B，(gヘn'))と書くことに
する。また、 M(g，n)の部分集合 K に対して

N(Kぅ(ιη，'))= sup{η(B， (g'， n')); B E K} 

とおく O

今，Kがmoduli空間 M(g，η)内の compact集合とする.すると，Kに含まれる Riemann
面 Bの“サイズ"は有界である.このような事実とタイヒミュラー距離が小林距離であるという
ことから，B上のRiemann面の正則族があれば，その monodromyは制限を受ける.実際，
I moduli空間への正則写像の像は moduli空間の境界に近づかない」ことが分かる.このよう
な考察から次のことが分かる.

-43-



Proposition 4. K が M(gぅn)の compact集合ならば、 N(K，(ιn')) <∞. 

Base surface Bの種数g'二 Oのときにはもっと良い結果が得られる.g' = 0の場合は本質
的に Riemann面の動きは puncturesの勤きによって決定される.punctureはbasesurface 

上の(一般には多価)解析関数を与えるから，問題は (basesurfaceの適当な covenngでの)

解析関数の個数評価に帰着される.また， base surfaceの puncturesにおけるこのような解析

関数の挙動は Picardの大定理から真性特異点でないことが分かる.結局， compact Riemann 

面の有理型関数の個数評価の問題になる.そこで，これを解析することによって次を得る.

Theorern 2. 

N(M(gヲn)ぅ(0，n')) <∞. 

また、実際に (g，叫が)を使って N(M(g，η)ぅ(0，n'))を上から許価することができる O さらに
次のように，いくつかの特別な場合には個数評価が出来る.

Corollary 2. HN(M(ιn)， (g'ぅ0))で βberが桂数 g'の hyperellipticRiemαm面から
なる局所非自明な Riemαηη 面の正則族の個数をあらわすものとすると、

特に

H N (M (g， n)， (g' ， 0)) <∞. 

N(M(g，n)ヲ(2，0))<∞  

N(M(g，η)ヲ(1，1))<∞  

N(M(g， n)， (1ぅ2))<∞. 

しかも、いずれの個数も具体的に評価することが出来るO
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Sorne approaches to Galois irnage in braid groups 

(組み紐群への Galois表現の像の大きさの上界への肉薄)

角皆宏(早大理工)

1995年 6月 14日

本講演では、組み紐群への Galois表現である外 Galois表現の像の特徴付けや大きさの評
価について、 p1に付随する場合に関する従来の結果を紹介し、楕円曲線に付随する場合に

関する演者の最近の試みの報告を行う。

1. p1¥{OヲL∞}から生ずる GALOIS表現と GIWTHENDIECK -TEICHMULLER群 GT

X = p1¥{Oヲ1ぅ∞}とする。 X(C)の位相的基本群町(X(C)ヲ牢)は階数 2の自由群 F2
と同型であり、 F2の表示 F2二 (xぅ払zlxyz二 1)を固定する時、 x，仏 Zが夫々 0，1ヲ∞を
一回りする道を表わすように同一視出来る。 Q上の代数的基本群町(XQヲキ)は F2の副有
限完備化 F2 と同型である。 Q上で考えれば次の homotopy短完全列

、、.. 『，
1
E
i
 

r
，
a.'、、

1→ πl(XQぅヰ)→ πl(XQ，キ)----+ GQ→ 1 

(GQ = Gal(Q/Q)はQ の絶対 Galois群)を生じ、とれから自然に Galois表現

(2) rpx : GQ -→OutF2 

を得る (Outは外部自己同型群)。とれは単射であるととが判っている o GQの作用は x，y，z
の生成する巡回群の共役類を夫々保つので、像 rpx(GQ)は「組み紐的外部自己同型群」

(3) Outbλ ニ {σε Autλ|σ(x)rv Xヘσ(y)rv〆，cr(z)rv計(ヨ入 εど)}/lnt九

(rvはI古内での共役)に含まれる。 o叫bF2の各元に対し、 σ(x)こがヲσ(ν)目〆(回は F2
の交換子群 F~ = [F2ぅF21による共役)となるような AutF2への持上げが一意に取れる(基

一一令 、

本群の基点、として "tangentialbase point" 01を選ぶととに対応)ので、

r _， ， ~Iσ(x) 二♂ヘ σ(y) = fy入f-1ヲσ(z)二gz入g-11
Go '--→ Aut* F2二 {σε Autι| 〉
可 l- U I (入 εZぅfE F.ふgξ九) J 

を得る O とれにより GQ の元は(入ヲf)εzx×F;により座標付けられる O 入は円分指標と
一致する。次が最も基本的な問題であるO

(4) 

Galois像を(入，f)εZ〉〈×宅の言葉で特徴付けよ

との聞いに対し現在知られている結果は次であるO

主里.Galois像 rpx(GQ)は、次なる群 GT(Grothendieck-Teichmuller群)に含まれる。

( j A|σ(x) =がうσ(ν)こがr-1 (入ξZV二 f(川 )εpn1 
(5) GT = < σιAUF2|}  ，--------~I s.t. (i)，(ii)，(iii) 

(i) f (♂ぅν)f(仏 x)= 1 
(ii) f(z， x )Zm f(仏 z)ymf(x，y)xmニ 1(ととに入 =2m十 1)

(iii)九内でf(x山 X23)f(x34， x4s)f( xS1ぅX12)f(xぬ X:H)!(X4S，XS1)= 1 
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PS及び Xi.iの定義も含めて、以下に概略を述べるO
71>3とし p1上の異なる n点の順序付き配置の同型類を Mo，n と書く。

(6) Mo，n二 {(P1'... ，Pn)ε(P1)" Ipiヂp.i(iヂj)}jPGL(2) 
(ととに PGL(2)は1次分数変換として p1K.作用し A叫p1竺 PGL(2)0)特に最初の 3点
を夫々 0，し∞に移すととにより、

(7) }¥I[o，口竺 {(P4'. . . ，Pn)ε(p1¥{0，1，∞})η-3|pzヂp.iCiヂj)}

となるO 特に MO，4二 pJ¥{Oぅ1ぅ∞}二 X である o C 上で考えると複素 71-3次元多
様体であり、位相的基本群九二 πl(Mo，n(C)ヲキ)は 71本紐の球面純組み紐群をその中心
で割った群と同型であり、 2本の組の単純一絡み Xi.i (1三Z，J三η)で生成されるO 例え
ば、 P4 竺 F2'P5 F2 t< 凡など(ととに Fnは階数 η の自由群)0Q上の代数的基本群
πl(Mo，n(Q)，牢)は Pnの副有限完備化 lもと同型である o X の時と同様に homotopy短完
全列

(8) 1ーπl(Mo，n(Q)，*)→ π1 (MO，n( Q)，本)→ GQ→ 1
から自然に次の Galois表現を得るO

(9) 仇:GQ → OutPn 

GQの作用は各 zt，Jの生成する巡回群の共役類を保つ。そのような外部自己同型からなる部
分群を OutDPn ~書けば、像 l{Jn(GQ)はOutDFnに含まれるO
1点を忘れるととから自然な射 MO，n+l→ Mo.nが定まるO とれから引起とる射 Pn十1 →

λは組み紐の紐を 1本忘れるととに相当するO 更に OutTj当日+1一→ OutDjうn が引起とり、
l{Jn+1ととれとの合成は仇と一致するO
九九による Galois像を上から評価するために、 Mo.n の持つ対称性に着目する。点の入れ

替えにより n次対称群 6叫が Mo.nK.作用し、とれから定まる 6n'--→Out凡によって、内

部共役で 6nが OutPn及び OutbP礼に作用している o Moπへの作用は Q上定義されるの
で GQの作用と可換であるO 以上から次の系列を得る。

(10) G
Qー
一(Out

TF6)66→ (OutDλ)65→ (Outb九)61 仁 Outリ2竺 A叫寸2
従って、 Autホ九内の Galois像は、全ての η 三4について (OutDTn)6n の像に含まれ
る。 η 二4での 64-対称性(実は X ニ MO，4への 64 の作用は Kleinの四元群による商で
ある 63を通過するので、実質は 63一対称性)から定理の (i)，(ii)が、 η 二5での 65対称

性から (iii)が得られる。然し、 η三5では (OutbFn+1)6n+1ー→ (Out
DPn)6nが全射である

ととが知られているので、 nと6の所からは新たな関係式は得られない。
η ニ 5から来る条件 (iii)が実際に新たな条件となっているととは、五ltrationによる次数
商の大きさを見るととで知られるO
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2. FILTRATION による次数商の大きさ(階数)の評価

との節以下では主に副 lの場合を考えるので、 Fn，凡などは副 l完備化されたものとす
るO

{ι(m)}，n>lを凡の降中心列とするO

(11 ) ι(1) =凡7 ι(m + 1) = [九ぅ凡(m)](m三1)
隣接商 grmF2二F2(m)j九(m十 1)は有限生成自由 Zz加群、 GrF2=⑦m>l grm F2には
自然に Lie環の構造が入り、云二 xmod凡(2)フfj= y mod F2(2)が生成する自由 Lie環と
なる。とれに付随して、 φニ OutDF2 の部分群列 {φ(m)}m~O を次で定める。(;;は F2(m)

の元による共役)

(12)φ(0)ニ φ

φ(m) = {σεAut九|σ(z)Z11(ν)Z Yぅσ(z)zz}/Intι 

すると {φ(m)}m>Oも降中心的となり、 φ(O)jφ(1)"" Zド m 三 1に対して grmφ-
φ(m)jφ(m + 1)は有限生成自由 Zz-加群、 Grφ=⑦m>lgrmφ には自然に Lie環の構
造が入る o grm F2ヲgr

mφ の階数については公式が知られている。
<px : GQ →φによって、との filtrationを引戻す。

(13) GQ(m) = Gal(QjQ(m)) = <pi1(φ(m)) 

とうして Q(l)= Q(μl∞)上の中心拡大の塔{Q(m)}，n>lが定まる。とれは lの外不分岐で
ある。 gr・mc二GQ(m)jGQ(m十 1)= Gal(Q(m + l)jQ(m))ヲGニ EBm>lgrmcとbくと、
次数 Lie環の包含射

(14) c c...→ Grφ 

を得る。前節の問いは次のように言い直せる O

各 m に対し Galois像の大きさ7"m二rankz!grmCを決定せよ

下からの評価は非自明な Galois像を構成するととによって、上からの評価は G沖の群

論を詳しく調べるととによって、夫々得られるO 各 m 奇数:::::3に対し高次 l円単数か
ら生ずる Soule元と呼ばれる非自明な元σmE grmcが存在し、更に mkー 1# mk の時
[σml' [.・.，[σmkー1，O"mk]...]]#-0となるととから多くの非自明元が構成される。とれにより
下からの評価を得る。

至墾.Galois Lie環 Gはσm(m:奇数とめが生成する自由 Lie環であろう。

上からの評価は grmφ について GTの 3条件に相当する条件を満たす部分加群の階数
を調べるととによって得られるO 小さい mK対しては両者の評価が一致し、7"m が決定さ
れている。とれは上の予想に合致する。特に、 GTの 3条件のうち (i)，( ii)のみを満たし
(iii)を満たさないものが存在するととから、との 65 対称性が本質的に新たな条件であり、
Galois像の評価に影響を与えているととは特筆すべきととである。
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3.楕円曲線に付随する GALOIS表現についての試み

Q 上定義された楕円曲線 E を固定し、 Q-有理点 O を原点として取って C 二 E¥
{O} とする o Q 上の副 l基本群町(CQ，本)は階数 2の自由副 l群 I古で、表示F2 二
(x，yぅzl[xヲy]z=l)に於いて、民Yが homology群の基底に、 zが Oを一回りする道に、
夫々対応するように同一視できる o Cに付随する Galois表現

(15) 'Pc : GQ → Oui川 (CCJlキ)

の像は、 Z が生成する巡回群の共役類を保つものからなる部分群OutDπl(CQヲヰ)に含まれ
るO との Galois像の大きさを上から評価するのに plの場合に倣って以下のような構想を
立てよう。

η>2とし E上の異なる η点の順序付き配置の平行移動てでの同値類を(仮に)Enと書と
うO

、、.E，，J
ρhU 

1
a
i
 

〆'ea

目‘、、 En二 {(Pl'. . . ，Pn)εEnlpiヂpj(if.j)}/E
特に最初の点を原点 Oに移すととにより、

(17) En竺 {(P2'・・・ Jη)ε cn-1lpiヂpj(iヂj)}

となるO 特I'CE2 = CであるO 各 η に対し Galois表現
、、・l
'
J

口
凡
U

1
』

i

〆
'
l
t

、
'Pn : GQ → OutD1fl(En(Q)，キ)

が定義される。

(-1 )倍自己同型と点の入れ替えとにより{士1}x 6nが Enに作用し、従って plの時と
同様に OutD1fl(En(Q)ヲキ)に共役で作用する o Enへの作用が Q上定義されるととから、
Ga.lois像 'Pn(GQ)と{土1}x 6nの像とは可換であり、 1点を忘れる射と併せて次の系列
を得る。

(19) GQ →・・・→ (OutD1fl(E3( Q)フサ){土日3→ (Ouh(E2(Q)?州士1}Xb2

問 n>lに対し

(OutD 1l"1 (En+1 (Q)，キ)){土
l}Xb叫 1→(Out

D
1l"l (En( Q)ヲキ)){土

l}Xbn

は全射であるか?

もし全射でなければ、 En(n > 3)を考えるととで Galois像に新たな条件を見つけたとと
になるO との問いに対して前節のような Lie環の方法による接近を試みる。

1995年 5月 16日筆
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3次元球面の HEEGAARD分解と写像類群

底瀬進

佐賀大学理工学部数学科

Hg， H;を種数 gのハンドル体 (3-ballにg-個の l-handleを接合して構成される向

き付け可能な 3次元多様体)としますoHg U H;を3次元球面の Heegaard分解としま

す。ここで、

( I 3次元球面上の向きを保つ自己同相写像争でI
Eg = {ゆモ πo(Diff十(θIIg))I _， .， " _， _ ，_，-，-"-，. ， _ ~ l' -， ~~ ， J"Iφ|δHg ゆとなるものが存在する ) 

なる群の構造についていくつか分かつたことを報告します。まずは、この群は有限生成

となっています。すなわち、次の定理が示されました:

定理A.らは4つの元 p，ω1，P12，B12によって生成される。

但し、これらの元は、次の図の様にして定義されるものです。

(1) p: cyclic translation of H 9 

/ 

-RJ 

Typeset by AMS--T日E

ワ山Fh
u
 



(2)凶 twisti時 aknob of Hg 

七bι')

(4) ()ij: sliding of H 9 

破線に沿って hiのあしをすべらせる。

~.ì .hi 

一今

E'j 

切 i

--'" 

ーヲ

らの πl(Hg，牢)への作用が誘導する自然な全射準同型α:Eg→ Out(πl(Hgバ))があり

ます口また、同様にして、自然な全射準同型♂:Eg→ Out(π}(H;，牢))更には、 s:Eg→ 

Aut(H} (Hg; Z))を定めることが出来ます。ここで、 κ9= kerα(resp.κ;=ker♂)な

る群について、次のことが分かります:

定理B.κ9(resp. K;JはHg(resp. H;J上の ball-twistingによって生成される。更に、

この群は有限生成ではないO
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また、 Ig= ker sなる群については、次のことが分かります:

定理c.IgはHg上の ball-twistingとH;上の ball-twistingによって生成される。更
に、 Ig= &g n (θHg上の Torelli群)が成り立つ。

但し、 Hg(resp. H;)上の ball-twisti時とは次の様にして定義されるものです :β を

3次元球面に埋め込まれた 3-ba11で、 Hgや H;との交わりが下の図の様になっている

ものとしますo s上に極座標 (r，f)ヲrp)が、図 1においては、 θsn Hg (resp.θs nH;) 

が、 {(l，f}，rp)1π/2三0三7f，0:s: rp三2π}で表され、図2においては、 θsn Hg (resp. 
θsnH;)が、 {(1ヲf)，rp) 10 :S: f} :S:π/4or 37f /4三0三7f，0三ψ三2π}で表される様に入っ

ているものとした時、 Hg(resp. H;)上の ball-twistingとは、極座標で次のように表示

されるものです。(ただし、(3'は十分小さい正の実数)

( (r， ()， rp十2π(1-r)/ (3')ヲ
(r，()，rp)日{

l (r，()，rp)， 
1-(3' < r < 1 

0< r < 1-(3' 

円二円 kこ二〉ノ
。
。
。

¥くこン

図1 図 1

DEPARTMENT OF MATHEMATICS FACULTY OF SCIENCE AND ENGINEERING SAGA UNIVERSITY 

SAGA， 840 J APAN 
E-mail address:hirose@ms.saga-u.ac.jp 
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GALOIS ACTIONS ON  BRAID TYPE GROUPS 

京大数Jm解析研究所助手・松本民

ABSTRACT.数体の絶対ガロアil'f.(整数論的対象)が、代数的桂木群(位相幾何的対象)

へ作用するととから色々な数学が派生します。特K基本群として~丑群やその仲間を選
んだI~の作用について説明します。

1. INTRODUCTION 

1.1.釈迦に説法:位相幾何のモノドロミー.f:F→ Bを(例えば複素多様体の)ス
ムースな族とします。 (Bは連結で、各点のfiberは連結で非特異。) B上に一点boを
取れそれ上のfiberをXO:= f-l(bo)とします。 X口上Kも基点xoを取ります。と

とで、 πl(XO，XO)→ π1(F， xo)の単射性を仮定しますと、次のようにしてモノドロミー
表現

PF/B:宵l(B，bo)→ Outπl(XO， xo) :二 Autπl(XO，X口)/Inll7fl(Xo，xo) 

が定義されます:πl(B，bo)の元γが与えられたとし、とれのcoεπl(X，XO)への作
用を次で定義します。まず、 γはBの道ですので、とれに沿って五berが連続K変形し

ていきます。さて、 fのスムースさから、 Fの中の道予であって、その像がγK一致
し、終点(都合により始点でない)を Xoとするものがあります。すると、 coi"土 XO上
のXoを始終点とする閉曲線でしたが、とれも fiberの変形に沿って、各自ber内で、?
とその五berとの交わりを始終点、とする閉曲線として滑らかに変形できます。(無理に

難しくいえば、被覆ホモトピー性質を使ってo ) l'の始点を XlεXoとおくならば、
ζの変形によってとoi"土、 Xlを始終点とする XO上のある閉曲線6K変形されます。と
うして、

πl(XO，XO)→ πl(XO，Xl); COH-Cl 

が定義されました。

あとは、 Xoからお1への XO内での道POlをーっとり、

πl(XO，Xl)→ πl(XO， XO); 6 H-POIClPOl1 

を定義して、合成により

PF/B(γ)εAu付l(XO，XO); cOト→P016pOl1

が定められますo Pの取り方には町(XO，XO)の元を左から掛ける自由度がありますの
で、 ρF/B(γ)は実際にはInnπ1(XO， XO)の積の自由度が残りますが、 Outπl(XO，XO)の
元としては一意κ定まれモノ rロミー表現を与えるととがわかります。
幾何的な定義をしましたが、群論的には単に次のように定義されます。

XO→ F→ B 

1 
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2 松本 In

からホモトピー完全系列

)
 

1
1
 

• 1
E
i
 

/
l

、
1→ πl(XO， xO)→ πl(F，xo)→ πl(B， bo)→ 1 

が得られます。(左の単射性は仮定しました。 )γιπ1(B， bo)を全射性によりゾ亡
πl(F， xO) K持ち上げて(上でいうとず二POl干)、

PF/B(γ)εA凶作l(XO，xO)); CO f-+γtoゲ-1

と定義します。 (πl(XO，xO)が l、←タ Jレスペースの基本群の正規部分群であるととを使
う。との定義で上と一致するとと位、刊。1'-1とと1がFでホモトピー同{直になってい
るととを注意するだけ。)

持ち上げずの自由度は左から π1(XO， xO)の元を掛ける分だけありますから、外部自
己向型K落としてρF/B(γ)ε0川町(XO，xO)とすれぼwclldefinedで、群埠同型にな
るととも容易に確かめられます。

上の定義は純群論的ですから、任意の群の短完全列

1→ H→ r → G→ 1 

に対してρ:G→ OutIIが定義されます。

1.2.受け売り:代数的基本群の場合.Grothendieckの代数的基本群位、上のような話

を純代数(Y:IK取り扱う理論です。枠組みは「スキーム」のカテゴリーで、正確な定義を
与えるとともととではできまぜんが、たとえばスキームには次のような性質があります。

(i)可換環AK対して、それを「関数」としてもつスキーム SpecAがあるo

(ii)任意のスキームは上のようなものを張り合わせてつくられる o
(iii)スキームの間には射が定義されて、スキームの困がある。
(iv)スキームや射には、いろいろな性質、迎結だとかスムースだとか有限だEか不
分|技だとかいう概念が定義されるo

(v)スキームの射にはファイパー舶が定義されるo
(vi)例えば複素代数多様体はみなスキームとみなされ、そとに限ると上記の性質は
通常の複素幾何での性質と一致する。

例えば、 Aが体1Kのとき、 SpecKはスキームの一例で、台集合は一点、であり、そ

の点の上に関数Kがのっています。 f-t数的閉体Kから得られる SpecKを幾何的点と
いい、スキームXの幾何的点、とは、幾何的JLLから Xへの射のととをいいます。

f-t数的基本群の定義もやはり与えられませんが、次のようた性質を持ちます。

(i) (基本群がある)Xを連結なスキーム、 Z をその幾何的点のーっとしたとき、
代数的基本群πflg(Xyz)が定義される。

(ii) (幾何的な基本群) Xが複素数体上、あるいは複素数体の部分体で代数聞な
もの(例えばQで定義された連結f-t数多様体ならば、その代数的基本群は通常
の複素位相での πl(X，x)をprofinite完備化2して得られる。従って、との場合
Kは本質的には複素位相の量制昨を考えれば良い。)

1以下、簡単のため休Eいったら偲数0とします。つまり、 Qを含むとします。

2与えられた若干GIC対し、そのpro白utc完日iI化δ=Gへは射影極限lirnNG/N、ととKN仕 Gの正規
訴分群で商が有限なものを全て走る。 G/NK離散位相をいれて、位相空!日jの閤で極限をとると、 Gはコ yパ
クト位相訴になる。
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組紐群っぽい訴へのガロア群の作用 3 

(iii) (数論的な基本昨)Kを体、 QをK を含む代数閉体とする1('--→SlKょっ
て、幾何的点x: SpecSl→ SpecKが定まる o (どちらも一点だけど、乗って
る関数がSpecSlの方が大きい。 K '--→ Qは、関数の「ヲ|き戻しj と考えられ
るo )とのとき、次の標準的な同型がある。

7f~lg(SpecK ， x)竺 Gal(RjK)， 

ととに KはQでのKの代数閉包、 Gal(RjK)はガロア群30 (SpecKは一点

なのに、基本群が自明にならないのは変ですが、なんか点に数論的構造が入っ

ているので、基本群が残る、とでも考えるしかありません。一方、幾何的点は、

基本群が定義から自明になります。幾何的Jえは、幾何的な意味での十分小さい

「一点」とみなせます。)

(iv)イ/g(X，x)は、基点付き位相空間たちが満たすような関手性を満たす。
(v)ホモトピー完全系列の類似も(かなり)成り立つ。

1.3.外ガロア表現.Vを体K上の(幾何的)連結非特異代数多様体とします。すると、
スキームでいうと

V → SpecK 

なるスムースな射があります。(関数でいうと、 KをV上の定数関数休と考えるとと
に対応する o )とれが、最初に述べたトータルスペースとベース 1"→ Bの類似ですo
B 二 SpecK上の幾何的点をとるととは、 Kの代数閉包K を一つ決めるとと、すなわ

ちbo: Spec1( → SpecKを決めるととKほかなりません。ファイパ-Xoは、ファイ
パ←干貞

Xo → V 

.l- .l-

SpecK → SpecK 

により与えられますが、スキームの固でのファイパー積の定義ーから、 Xo二 V:二 V0
R、すなわち、 Vの定数休をRにとりかえて得られる多様体すになります(いわゆる
係数拡大)0 Xo: SpecK→ Vを幾何的点とすると、ホモトピー完全系列

(1.2) 1→可/gcv，Xo) → πflg(V3 町)→7f~/g(SpecK， bo)→ 1 

が得られます o すると、 331.1で述べた群論的定義によって、モノドロミー

ρV/K: π~/g(SpecK ， bo)→ Outπflg(kzo) 

が得られます。との表現を、外ガロア表現と呼んだりします o 左の群がGal(Kj K)と
いうなじみのある(7)ガロア群であるとと、右の~n'がljiKV を複素多様体と見て得
られる勧附πア(V， Xo) というなじみのある群の profinite 完備化庁P( V， xo)~ である
ととを注意しておきます。

もし、 F → BK対してsections B → 1"がとれると、 (特にその場合Xoが
section上に乗っているととにして)短完全系列(1.1)は分裂して、 Outではなく Aut
への表現

ρF/B，s πl(B，bo)→ πl(F，xo)→ Autπl(XO， xo) 

が定まります(右側の射は、真ん中の群のmner作用を正規部分群πl(Xo，xo)K制限し
たもの)。

3 Gal(RjK)は単に、 F:の休Eしての自己l司型のうちK上で仕自明に作即するもののなす群。J{IC離散
位相を入れて自己同型群Kコンパクトロ目立相を入れる eGal(K!K)はコシパ夕刊立相群(尖仕profinite群)
になるととが示ぜます。
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同様K、外ガロア表現でも、 sectionがあればOutでなく Autへの作用がえられま

す。との場合、 sectionはV上の K有理点上KXoをとるととで得られます。との時の
表現は、純粋に関数体と解析接続の言葉で書けますが、去年ととで話させていただきま

したので割愛します。

2.組紐群っぽい群へのガロア群の作用

2.1.射影直線引く 3点.最も簡単な非アーペル自由群町 (2元生成自由群)を基本群

K持つ多様体として、 V:二JlDl一{O，l，∞}JQがあります。とのとき、ガロア表現

PVjrTJ: Gal(QJQ)→ OutF2 

(F2はF2のpro五nite完備化)は、驚くべきととに実は単射になります o (Belyi[l]。

一般に、 Vが非可換基本群をもっ、コンパクトでない数休上の代数曲線なら単射[9]0) 
との像を、例えば組み合わせ群論的に特徴づけられたらすごいととです。 Belyiにより、
Autへの持ち上げ

PVjrTJ : Gal(QJQ)→ A叫ん

で、 σεGal(QJQ)に対して

σ: x f--t XX(σ¥ Y f--tん(x，y)-lyX(σ)f.σ(x， y)-l 

ど古けるものがあるととがわかっています。ととに、 x，yはF2のある生成元、 χ(σ)ε
~x は円分指標(ーのべき根に σ が何釆で作用するか)、 fσ (x ，y)は右の(位相群と
しての)交換子群のある元です o BelyIの結果から、 σf--t(χ(σ)，fσ(x，y))が単射であ
るととがわかります。

(χ(σ)，fσ(x， y))は i(II)，(111)， (¥1)サイクル関係」という美しい組み合わぜ群論的
関係式を満たすととがわかります。 (ζζでは式を省略させて頂きます。 Drinfeld[5]、

Deligne[4)、伊原[7)参照。)とれらの関係式を満たす (χ，1)ε:a;X [F2' F2] によって上
の様K書ける乃の自己同型群全体を Grothendieck-Teichmuller群と呼びGTであらわ

します。定義から Gal(CQlJCQl) L→GTですが、 GTには Drinfeld[5)の導入方法によっ
てquasi-Hopfquasi-triangular category Kよる(宅?ア群とは独立な)意味付けがあ

り、自然に組み紐群Bn(n三3)のprofinite完備化BnK作用します (ζの形では[8]、
Appendix参照)。当然、合成で得られる

Gal(QJQ)ι→GT → AutBn 

は「組み紐群を基本群とする Q上の多様体Vの外ガロア表現」から得られるととが期
待されます。実際、 Vとしてアフアイシ平面上のn点、の配置空間をとると、その位相
的基本群は組み紐群となり、 V上の適当な sectionをとる(厳密にはもangentialpoint) 

L 対応する ρVjrTJが上記の射を与えるととが証明できます(伊原松本[8))。
他にとんな風に組み紐群みたいな群で、 (χ，J)で一部でも外ガロア作用がかけちゃ
う基本群がないかなーと考えていたと ζろ、アファイン代数rllJ線X上の n点の配置空
間Fo.nXがありました。 Fo.nXは、 X上の相異なるヨlo順序η 点をそジュヲイする空
間で次のように定義されます。 X上の順序付き η点のモジュヲイは明らかにXn (X 
のn個のコピーの直積)ですが、 「相異なる」とするためにhyperdiagonal ム:二

{(ι・1γ ・・ ，Xn)IXiご Xj for some i f. j }をぬき、 JI国序を無視するために対称群ら (座
棋の入れ替え)で割って得られます:Fo，nX = (Xn -d.)Jらですo 1fiOP(Fo，nX， xo) 
は、 Xがアファイシ直線(つまり複素平田)であればふつうの n本糸組み紐群、 Xの
genusが正だと組み紐群と Xの基本群が入り交じった前:になります。ととで、組み組
群部分へのガロア群の作用が、さきに述べた組み紐群への作用に一致するとと、 Xの

。。
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樹丑群っぽい群への:11ロア群の作用 r u 

基本幹部分への作用はρX/Kで3けるととが示され、応用Eして Belyiの単射性定理の
一般化が得られました[9Jo
今回発表する(つもり)の内容のうちの新しい部分は、組み紐群の仲間として、 Artin

群をとったときの結果です。半単純リて代数の Dynkin図形ごとに、 Artin群と呼ばれ

る抱紐群っぽい群があります。とれを基本群としてもつQ上の多段体 (Brieskorn[3J参
照)を Vとすると、やはり対応する外ガロア作用が(χ，j)できれいに書けるととを示
すととです。(リ -{t数がAn型の時には組み紐群となります。)詳しい定義、応用に
ついては話の中でふれたいと思います。(というのも、まだ、研究会までにどとまでで

きるかわからないので。)との多様体の定義だけ簡単にすると、 Gを複素半単純リ一

群、 Hを対応する一つのカノレタン部分代数、 W をHK作用するワイル群(有限鏡i決
訴となる)とし、 Hの点集合で、 ( 1以外の)Wの元で固定されるようなもの全体を

D とするとき、 (H-D)jWとして与えられます。(要するK、ワイノレ部屋引く壁をワ
イル群で割ったもの。)

興味深いのは、 HjWが自然なモジュヲイ的意味を持った空間であるととです。と
の多段体は Dynkin図形に対応する特異点(有理二重点あるいは単純特異点と呼ばれる

01]而上の孤立特異点)の半普遍的変形を与え、 (H-D)jWは丁度特異点のない五ber
k対応します。(何の偶然か、必然か、とれも Grothendieckが随分昔'65年どろに予想

したととで、 B駈r巾les辻k∞O目rr叫2Jが解決しました。)
との結果は、自然なモジュライ的意味を持つ空間jの基本群へのガロア作用は、それ

ぞれみな強く結びついているだろうという Grothendieck的思想から見て興味深いもの

ι思われます。(との思想は、例えば織田孝三iE氏の予想[l1JK具現しています。本研究
会の朝団・中村・高尾氏の講演にゆずりますが、との予想は朝問、伊原、金子昌信、中

村、織問、高尾、上理問一、他、の方々の研究の積み重ねによりほぼ解決しています。)
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3次元多棋体の有限被覆に対する'f/-不変量と Atiyahの2・・frmningについて

束工大理 森藤孝之

o.準備

3次元の向きづけられた閉リーマン多様体Mに対するη-不変量は、 Atiyah，
Patodi， Singer [司において自己共役な楕円型作用素のスベクトルを用いて定義さ
れた。[司で示されているように、 Mのηー不変量は Mを境界として持つ4次元多
様体WにHirzebruchの指数定理を適用した際の誤差として解釈できるo

定理.(Atiyah-Patodi-Singer [3]) Wをコンパクトで向きづけられた4次元リーマ
ン多様体でMを境界として持ち、かつ Mの近くでは M x [0，1]に等長的とする O
この時、 η(M)は次式で与えられる:

'f/(M) = ~ f Pl -S刷 V.
リ JW

ただし、 Plはリーマン計呈の第一Pontrjagin形式で、 SignWはWの符号数であるO

以下では上式をη(M)の定義式と考えることにする。

例 1• 3次元球面 53の標準計量に関するη一不変量は、 η(53)= O. 

例2.(Atiyah-Patodi“Si略目刊)53の商空間としての 3次元レンズ空間 L(p，q) 
のη一不変量は

1 ~二..... .k. .ka 
η(L(p，q))二一一): cot(一π)cot( '"'1.π)二一4s(q，p)，

p~ p 

で与えられる O ただし、 s(q，p)はDedekindsumである O

一方、 Atiyah[2]において“2-framing"という概念が導入された。これは閉じ
た3次元多様体Mの接バンドルの2倍である 2TMのSpin(6)バンドルとしての
自明化のホモトピ一類のことである O それらの中で特に次式を満たす 2-framing

tMをMのcanonical2-framingと呼ぶ.

i m ( m ， t M ) 二 S白拘i氾申g♂I
ここで、 Pl(2TW，tM)はWの境界である Mの自明化を 2-framingtMで与・えるこ
とにより決まる相対Pontrjagin数である O

また 2-framingαの“differencedegree"を次のように定義する。
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これは 2-framingαのcanonical2-framing tMからのずれを整数値ではかるもの

である。

1.有限被覆に対するηー不変量

次の状況を考える o π: 1白→ Mをn重リーマン被覆とする。

7l" 

一一一一一一一一令

べi
j
/

r

1

M

 

T

|
↓

M
 

つ】

一一一ー一一一一一テ
7l" 

ただし、分は πのリフトである。この時、次の主張を得る o

命題1.3次元多雄体の有限被覆に対するη不変量の重複度からのずれは、 M，M
各々の canonical2-framingのずれとして解釈できる:

η(厄)二川(M)+jd(川;切) 同 M :tMのリフト)

特に、 l白が向き反転自己等長写像を持つ場合には、定義からη(M)= 0とな
り、 η(M)とdを計nーすることが同値になる O
例 3. 標準計量に関する p重被覆 S3→ L(p，q)に命題1を適用すると、 S3の
canonical 2-framing tS3が位数pの有限巡回群の作用で不変である必要十分条件
が計三一1(mod p)であることがわかる。

2.写像トーラスの di在erencedegree 

3次元多様体として、特に写像トーラス Mtpに対しては、 differencedegreeを
直接計算できる。程数gの向きづけられた閉曲面らの写像類群んちの中心拡大

0ー→ Zー→ルIgー→ル19ー→ 1

を考える。ここで、 Mg= {(rp，α) : rpεMg，α: Mcpの2-framing}である。こ
の時、 sections Mg → Mg， s(rp) = (rp， tcp) (rpε Mg， tcp : Mcpのcanonical
2-framing)を用いて、この中心拡大の canonical2-cocycleを

c(rp，ψ) = s(rp)s(ψ){ s(同n-1 (rp，ψε Mg) 
と定義する([司，[5])。これは写像類計二Mgの元 rp，ψに対し、これらによって定ま
る2つの 2-framings(ψ)s(ゆ)と s(夕刊の 3次元多様体Mcpψ上での整数の差を対

1
1ょ
に
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応させるものである。この時、写像トーラス M伊の有限被覆 M"，n → M伊に対し
て次の主張を得る。

命題2.r.pεMgに対し、 fn: M"，n → M"， をn重被覆とすると differencedegree 
は次式で与えられる。

d(fn *t"，; t<pn)こどc(r.p， r.pk) 
k=l 

命題1，2より、写像トーラスに対するη不変量の公式が得られる。

主定理.r.pεんもを有限位数m の元とする。この時、写像トーラス M<pn (1三n壬
m)のηー不変量η(M，伊批)は次式で与えられる O

η(仲 )=i(EC(ψJ)-tEC(VJ))
ただし、 M<pnの計量はvを実現する向き保存微分同相写像の1:gへの作用が等長的
となるような1:gの計畳と、 Slの標準計置との積計量から誘導されるものとする o

例4.Hyperelliptic involuもlOllr.p:日→1:9・
M<p2二 .Eg X Sl→ M<p に対して、主定理から直ちに 1](M<p)= 0が従う。

例5.トーラスパンドル(g二 1)の場合.
canonical 2-cocycle c(ψ，ψ)とMeyerのsignatureCOC)品 r(ψ，ψ)の関係から、

n-1 

d(fn*tA;ω)  = -32二r(A，Ak) (A E SL(2，Z)) 
k=l 

これを用いて SL(2，Z)の有限位数の元(つまり、 ItrAI< 2)に対して、それに
対応したトーラスバンドルのη不変量を求めることができる。

{O -1 ¥ 
(1) trA二 1(位数6).A = l i 1 L ) 

4 2 
η(MA) =-η(MA5)二一， η(MA2)= η(MA1)二一， η(MA3)=η(MA6) = O. 3' 3 

(2) trA二 o(位数4)A=(!?) 
η(MA) = η(MA3)ニ 1，η(MA2)=η(MA1)ニ O.

伽 Aニー1(位数3)A=(71) 
η附=一仙2)ニー;， η仙)= 0 
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これらの値は、 Atiyah[1]でも計算されている O
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