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Paths on Coxeter diagral11s 

一一 Ocneanu理論の紹介一一

後藤聡史

東京大学数理科学

310cneanuの新理論と 5つの問題

今回の講演は，今年の4月に Fields研究所で・行われた， A.Oぐneanuによる連
続講演の内容を紹介するものである.

Ocnea.nuは，この連続講演で，彼が198i年に導入した paragroup理論 (d・.[5]) 
を 3次元多様体の topologica.linva.ria.ntなどを構成する時に登場するI¥.a.uffma.n-Lins 
のTemperley-Liebrecouplingもheory ([4])と巧みに結び付けることによって，次の
ような5つの問題にたいして，彼の新たな方法が本質的に 1つの明確な解答を与える
ことを示した.

Problem 1. .Jお.Jone悶 s仔凶儒οO似k泊叩制叫a出叩削1110伽tωosωu叶山11巾bfa.ctor(in出n吋ldex= :3科十d の 日叩ubf泣facωrけ)川の dωua悶a
p戸)rmClp戸〉沌a.lgr悶aμ1とその f臼us心lOn口1T叫uleを与えよ.(さらに一般に Dynkinclia.gram A.型と
A，D，Eの作る commutingsqua.reから生成される subfa.ctorの場合にはどうなるか1)
Problel11 2. Dynkin dia.gram E6から E6への埋めこみに対する既約な biu制

III七aryconnectionはどのくらいあるのか?有限価か?また，可能ならばすべて列挙
せよ.(さらに一般に， Dynkin clia.gra.m A. D， Eの自分自身への埋め込みの場合には
どうなるか1) 
Problel11 3. N C 11{ C 1111 C 1112 C ... C lih C '"を principalgraphカ〈
Dynkin clia.gra.m An型の subfa.ctol'・の.Jones towerとする， これを lJ巴S'n lIιな
るprojectionで towerをcutしたとき pNpC A C B C pJl"pとなる Intenl1刊lia.t.e
subfa.ctor A C Bには，どの様なものが取れるか?それは有限佃か?分郊できるのか?
Problel11 4. Tura.e¥んVil'・otYl川(triangulat.ionによるもの)の 3次元topologica.l
qua.ntum fielcl theoryで An型のsubfa.ct.orに対応するものと，全く同じ倒を対応さ
せるような A型と対をなすようなbimoclul仔のs¥'st.elllは，他にどんなものがあるか?
Problel11 5. Ca.ppel1i帽Itz)'rkson-Zuberによる lllodula.r・itl¥"etria.nt([1])はは Dynkin
clia.gl'・a.mA，D，Eで分類されるが，それに対して， subfact.or理論の視点から新たな

解釈を与えよ.

上の 5つの問題のうち， 3つが subfa.ct.orに関するものであり，桟る 2つのうち，
lつはTQ F T (topologica.l qua.ntulll fielcl t.heol'y ) ，もう iつはiミCドT (rationa.l 
conforma.l fielcl theory )に関するものである.
ここでは，時間の都合もあるので，上の5つの問題のうち，おもに Problem1. 

から Problel11 3. について詳しく解説を行いたい.
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32問題に対する解答

Problem 1 .に対する解答.

E6型の subfa.ctorNC JIlIに対して，その higher1‘elatiye comml.ltants .¥"' n Jh c 
JV' n 111k十1 の中には，自然に .]onesprojectionだけから生成されるトsubalgebra， 
{1，九九...，ed c {1ぅ向ヲ九...，ek+l}が含まれており， これらがなす ωlllIlluting
squa.re 

C {1，el，e2・・..，eJ.，+l} 一一→ P 
n n n 
JV' n 1111， C λ:' n Jh十1 町一一→ Q 

のtowerから生成される subfactor(上の図の pc q)が.]ones-O kamoto subfactoI・
と呼ばれるものである ([:3]，[7]).その principalgraphは， Okam叫()によって計算
されているが，それは以下のようなものである.

G 

Figure 1: 

principal graphは，わりあい簡単に求めることができるが， dual prillcipal graphの

ほうは， (この場合簡単だが〉一般には簡単には求められない.一般に prillcipalgraph 
とそのfusionruleがわかっていても， clual principal graphを決定することは出来な

いことが多い. しかし， subfa.ctorが有限群から来る場合は， principa.l graphとその
おsionruleが群の構造を決定してしまう.そこでこの場合は， principal graphのeyen
vertexの表す l∞(G)に， fusion ruleから決まる!，x，(G)とは別の積椛造(ここでは群
の積〉関する a.lgebra(convolution a.lgebra. )つまり， Cの1洋環 C(G)に移行する事
によって dua.lprincipa.l gra.phが得られる.このような操作の行える加の例として，

asymptotic inclusionと呼ばれる sl.lbfactorがあげられる.
Ocneallu ，点 、ssentialpath刊という新-たな概念を導入し，従従.来の iρ〉川"agr川O川肌l.叩.
論と T古e引mう況叫rn叩p悶)e1'臼町ωヲ孔汀叶rh子ワyん闘-Li凶{匂叶山子A心b川1'<悦う叱coupμ凶〉汁刈i日III唱gt山;1沿hcωう沢引矧o山〉汎r円'Yとを結びび:{付付せす.け， それを拡ijL~することによって，

これと同様な操作が， .]olles-Okallloto sl.lbfactorの場合(さらに一般の場・合〉にも適

用できることを示した.

Problem 2. に対する解答.

ここで言う biunita.rvconnect.ioI1の既約性とは，その COIIIH:'CIO(11 から作られる
suhfactorの成約性を意味するものとする.ここで， f~(; →/:;(;の l~llめjAみに対する
biullitary cOllllectionから生ずる subfactorNC Jlに対して， biulω11.Ik¥¥¥1.¥1 = J-Jを
genel'叫OI・として ， H とHとを交互に tensor してそれを1~約分解する11Fにより， billlod働
uleのsystem(pal'・agl'・oup)が生じるが，これらの既約 billlodl.lkに対応する biullitary
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connectonがここで言う既約なbiunita.ryconnectionである.こう考えると，様々な埋

め込みを考え，そこから上述のように既約分解を行うことによって，埋め込みEf;→ Eo
に対する既約biunita.打 connec七IOIlが生じることになり，それがどのくらいあるのか

は明かではない.
E6→ Esの埋め込みに対する biunitarvconnectIonとして，現在わかっている
ものとしては，まず trivia.lな埋め込みに対する conllectioll(この場合 illclex口 lの
subfa.ctol'・NC Afが生じる〉の偽に， 2つの互いに coplf子Xωlljuga1仔だが，同値でな
い:fla.tbi unita.ry connection (これらをそれぞれ I仁 lr'とかくことにする〉が荏在す

る. H!または Hf'の片方だけから生成される既約 biunitaI、vconnectionは，それぞれ
principa.l gra.ph Es裂の2つの互いに a.nti-isomrphicなsubfa.ctorのparagroupに対応
するので，これらの既約 biunita.IγconnectionはprincipaJgraphんの各頂点でラベ

ル付けされることがわかる. しかし，これで全てだろうか?

Ocnea.nuの解答は，次のようなものである. Hブと lV'の2つの ωlluectiollの両方

をgenera.torとして connectionの合成(himocluleのtensor積に対応する〉を次々に

行って，それらを既約分解して得られるもので EG→んの埋め込みに対する既約
biunitary connectionは尽くされる.しかも，それらは有限偲であり，それらは完全

にリストアップできる.そして，この方法は一般の A..D.Eのそれ自身への埋め込み

に対しでも適用できる.
更に，その corolla.ryとして， E{jとEsに対して，それぞれの 2つの bUlllitaryC011-
nectionが丑a.tであることや Eiのbiunit.a.ryconnectionの古川 pa.rtがDlOで‘あるこ
と (cf.[2])も得られる，と Ocnea.nuは言っている.

Problem 3. に対する解答.

この問題も，以下のような Dynkincliagram A， D. E同士の樫め込みによる cOIn‘
muting squa.reを考えることによって，問題となっている全てのlnteruledia1仔subfador
A.cBを列挙することができる.basic collstructionのprojectiollによる C1.11の仕方
が無数にあるので，この場合，A.CBの取り方は存限個とはならないが，それは本質
的に下の cOIlllnutingsquareの上下の graph9と冗のんD.Eによるラベル付けによ
る場合分けにより，分類されるといってよい.

c
〔
〕
'H 

12ig111・e:2: 

ここで注意すべきことは gr‘三司刈el叫叩lけψpμ3汁h9と?行《の l仇3九、)<:>¥町叩‘刈T川rro∞n-Iド.'1'川、r
ければならないことでで.ある.中でもおもしろいものは， 1."1じ('(Jxl'1l'r ¥lu¥lll.Jerを持
つ A.29，DIG， Esの3つで，この場合 A.D.Eの全てが品11みJ合わせとしてとれる.そし
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て，特に pr泊 cipa.lgra.ph Esのsubfa.ctorが A29型の .Jonestowerから intermedia.te
subfa.ctor・AcBとしてとれることもわかる.E6型の subfactorも，同様に， .4.11型の
.J ones towerから intermecliatesubfactorとして実現される.

興味のある方のために，以下に Problem4， 5に対する簡単な解答を書いておく.

Problem 4. に対する解答.

Problem 4にあるような Turaev-Viro tJ・peの 3次元1;opologic:alquantuIll fielcl 
theory ([8])は，同じ CoxeternumberのDynkincliagram A. D. Eから来るものしか
ない，というのが答である.特に， A29型の subfacto1'の場合， Problem 2.の解答
にあったような， 2つの互いにcOIIlplexconjugateなEs型の biunitaryconnectionの
両方をgeneratorとして生じる bimoduleのsyst.emが，A2~)型と悶じ値を与・える TQ
FTとなっていることがわかる.

Problem 5. に対する解答.

moclula.r inva1'ian七は Dynkincliagram A~ D. Eで分類されるが，これに対して，
subfactor理論の視点から新たな解釈を与えよ.ということだが， OClleanuがPl'叶)lem
2に与えた解答の所で、出てきたような，A:D，Eの1つの{-iatbiunitary cOllnectioIlと

その complexcOlljuga.teとの2つをgeller叫 orとして生じる既約 biunitaryconnection 
(既約 bimoclule)の systemを作り，その fusionruleから描かれる grap.hを使うと，
modula.r inva.ria.ntの新たな解釈ができるらしい.
以上のことについて，より詳しくは今後FieldsInstit.uteから出版予定の Oぐneanu
の講義録 ([6])を参照して下さい.
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コンパクト群のコホモロジ一変形

山上滋

量子群というのは作用素環的立場からは Hopf*-代数の一種と見ることができま

す。章子群以前の作用素環的 Hopf代数の研究は主として群の双対性の一般化に力点

が設かれ抽象的な話題が中心でした。 Woronowiczが量子群を発見するに致った動機

も双対性の追求にあったと開きます。

群を Hopf代数の一種と捉えるときすぐ問題になるのは、群(およびその双対)と

異なる Hopf代数の存在です己群がHopf代数のほんの一部に過ぎないことは直観的

には明らかですが、いざそのような例を作るとなるとなかなかに面倒です。最初の組

織的な構成法は、筑波大の竹内氏により始められ、後に Majidにより双接合積の理

論として再発見されました。この理論は、群 Gとその部分群 H，KCGに対して、‘

2つの接合積 L∞(H¥G)河H，L∞(K¥G)><1 Kの間に Hopf代数としての palrmgが

作れるための条件を探求したもので、得られた結論は G=HK，HnK口 {e}なら

ば Okというものでした。

これを双加群的に解釈すれば次のようになります。簡単のために Gは有限群と

し、 He2(G)J( という H-K加群を考えます。これが depth2になるための条件、す

なわち

He2(G) 0J( e2(G) 0H e2(G)J{は He2(G)J(の直和に向型

という条件を審き直してみると、双接合積の条件G口 HK，HnK口 {e}と完全に

一致することが分かります。 He2(G)J{は群としての双加群でしたが、接合積を経由
することにより作用素環としての双加群に昇格させることができます。すなわち、 G

のAFDII1-factor Rへの外部自己向型作用 α:G→Aut(R)を用意して双加群

R対HL2(R)0 e2(G)R>l[( 

を考えればよろしい。これは Jones指数理論本来の意味で depth2になっています。

ここでの要点は、 He2(G)J{， R>lHL2(R) 0e2(G)R河[{ともに間型な tensorcateggory 

を生成するところにあります。

以上の群ー接合積の対応は一般の局所コンパクト群 Gとその閉部分群H，Kにお

きかえて考えることも可能ですが、双加群を接合積に昇格させることによって見えて

Typeset by AMs-τ回〈
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山上滋

くるもう一つの拡援の仕方をここでは考えることにします。それは、自己向型作用の

コサイクjレによる摂動です。

具体的に考えるために、 Hの1r-valued2コサイクル(multiplierともいう)c(h，h')

をとってきます。さらに、 Rのユニタリーの集団 {U(h)}hEHで条件

u(h)αh( u(h'))ロ c(h， h')u( hh') 

をみたすものを用意します。 (Rの一意性を使えば、このような集団の存在がわかり
ます。)このとき

{βh = Adu(h) 0 αh} 

が再び Rの自己陪Z製作用になるのでFを αのコサイクノレによるある穂の摂動であ

るとみなすと、このような摂動の後も L2(R)0 .e2( G)は R)<IH-R )<1 K加群の構造

を持ち続け depth2の条件も満たされます。(注:接合積と間定点環との関にはある

種の双対関係が成り立ち、それを介して上記双加群を部分因子環の形に書き直せば

RK C R )<1βHとなります。)

さて以上の背景をふまえて、 H(または K)を離散部分群という条件にゆるめま

す。このようにしても双接合積の構成方法はそのまま適用可能ですが、対応する接合

積双加群は Jones指数が無限大に発散してしまいます。このような状況でもある種

の正射性 (discretenessor compactness)のもとでKac代数を作り出すことができる

(Ocneanuの特徴付の一般化)ことが知られています。今の場合、

R河HL2(R)0.e2(G)R河K

はこの正則性をみたすので、離散 Kac代数が出現します。離散 Kac代数は、離散

HopfC久代数といってもほとんど閑じことなので、双対をとってコンパクト HopfC*-

代数、すなわちコンパクト議子群が構成されました。

以上の拡張を具体的な場合、例えば G= (Z EB Z) )<1 Z2， H = Z EB Z， K ロ Z2につ
いて実行してみると、

a

a
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r
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C*(H) EB C本({u，Vjωzeiouu}) 

となって、コンパクト群 ']['2)<1 Z2の構造が ZEBZのコサイクノレ eiOの存在によって

真に変形されていることがわかります。

講演では、こうして得られるコンパクト群のコホモロジ一変形についてその淡中

双対の構造を中心に解説する予定です。
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Noncommutative Euler Characteristic and its Applications 

H. TAKAI (T.M.む.)

In topology， one of the most famous and important invariants is the 

so-called Euler ( or EuleトPoincaI・e) charaderistic， which is defined as 

the alternative sum of the蕗ettinumbers of finite CW“complex. Even in 

noncommutative topology， a generalized notion of Euler characterIstic 

ofC九algebrasis weU understood in terms of their K-theory. Namely， 
it Is defined as the integer of subtracting torsim:トfreerank of 藍l-theory

from that of Kσtheory・Italso has many nice properties since 蕊-theory

does. There exist many examples of simple C九aigebraswhose Euler 

characteristics are arbitrary given integers， so that one may ask how to 

classify simple C九aIgebraswith Euler characterIstic of a given integer. 

In this talk， we shall answer partially the above problem in the case 
of separable simple nuclear C九algebraswith semi綱finitetraces. Our 

first theorem is the following: 

Theorem 1:. Let A be a separable simple nuclear C丸algebrawith 

semI-finite trace and letχ(A) be the Euler charaderistic of A. . Then 

χ(A) = 0 if and only if there exists a C九dynamicalsystem (B， 7L，α) 

such that (i) B is strongly amenable with χ(B) E 7L and (ii) A is 

stably isomorphic to B xα7L. 

R.emarkl:. Even if A is purely infinite， the above theorem would 
be true although χ(B)ε 7L is false in general，もytaking A = ([]ln (n ~ 2) 
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the Cuntz algebra with n-isometries， B = Mn∞@K  and αis the shift 

automorphism of B. 

R.emark2In the case ofnon nuclear C九algebras，nothing is 

known， about the statement as Theorem 1 except several examples with 

zero Euler characteristic. 

Remark 3. In the case of simple nuclear C丸aIgebraswith non 

zero Euler characteristics， several examples are constructed having the 

numbers. 

The theorem can be proved by combining the following several key 

lemmas: 

Lemma 1. Let ( B， 7L，α) bea C九dynamicalsystem where αIS 
aperiodic. Suppose χ(B) E 7L.， thenχ(Bxα万=0.

Lemma n (with K.l¥僅atsumoto1 Let A be a separable simple 
nuclear C九algebrawith semi-finite trace. Suppose Ahas Property T， 

then A is a matrix algebra. 

LemmaIV Let A be a separable strongly amenable C九algebra

without PropertyT， then there exists a partial isometry uεM(A) and 

a strongly amenable C*-subalgebra B of A such that (i) uBu* = B， and 

(ii) C*(B，u) is a hereditary C*-subalgebra of A. 

In what follows， we study simple C九algebraswith negative Euler 

characteristics. One of the prototype of such C九algebrasis the reduced 

C九algebrasof the free groups with n-generators. Then their Euler cha欄

racteristics are 1-n. We generalize this fact for n=2 ， in other words we 
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seek sufficient conditions for C九algebrasunder which their Euler cha-

racteristics are -1. 

Let A be a unital separable simple C九algebrawith unique tracial 

state1:. Suppose there exists a C九dynamicalsystem (A，T2，αJ such that 

(i) A 11ハ(Aα)'口 C and (ii) there exist two unitaries u E Aα(1，0) and 

VE  Aα(0，1). The:re are several examples satisfying the above situations. 

We then have the foHowing theorem: 

Theorem2. Under the above situations，χ(A) =-1. 

C01叫larv3.χ(  Cr*(F
2
)) 口 χ(A(F

2
)XαF
2
)ロ -1 where 

Cr*(F 2) is the reduced C丸algebraof the 2-free group F 2 and αis the 

quasi制freeaction of F 2 on the CAR欄algebraA(F2) based on F2・

R.emark: It is no longer true in gene:ral thatχ(A) "":'1-n for a 

C*・・dynamicalsystem (A，Tへa;)with (i) and (ii ') U副知riesU
j 
E Aα(0.，1，0) 

(l~j~n) where (0，1，0) is the n-t~ple with 1 at j-site and 0 at トsite(i吋). 

For instance， take the gauge aciion of T2g on the 問 ducedC*algebra 
Cr*(r g) based on the fundamen組1group r g of closed Riemann surface 

with genus g ( 2 2)・Thenχ(c:r*(r g) )口 2-2g.

Let HA. *(A 00) be the cyclic cohomology of the smooth part A∞ of 

AandH*(A∞) = lim (盟A.*(A∞)， S)口 HA.*(A∞)科肘(C)<C. 

The basic key lemmas are as follows: 

LemmaI~ Under the same situation as Theo:rem 2， H*(A∞) is 

the following: 

nu 
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Hev(A∞) = <C[τ] and Hodd( A∞) = <C[τ1] ED <C[τ'2] 
whereち(a，b)=τ伊ち(b))for a，b E A∞ and tl吋 e削・atorsちofthe

action αofT2 

LemmaII! Under the same situation as Theorem 2， we have 

that 

χ(A)出 dimCHeV(A∞)一四 dimCHOdd(A∞)・
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C*-環の BUNDLEとその接続について

大内本夫 (大阪女子大学)

1. Introduction.有限次元vectorbundle π:E →M のcontinuouscross sections 
全体C(E)はC(M)上の白山elygenera七edproj配七ivemoduleになっている。 C*四
環における K幽七heoryや fini七elygenera七edproj配七ivemoduleの理論はこのよう
な C(M)-moduleC(E)の非可換化であると考えることができる。一方、 C九環の
con七inuousfieldは Dixmier-Douadyの理論以来様々な形で研究されてきた。 (see
[4ふ6丸8，9，10，13，17])con七inuousfieldの多くの例においては、多様体上のおldを考
えている。従ってそれらの例にたいして、微分幾何学的な研究をおこなうことは不自

然なことではない。本講演においては、多様体上の C*-環の continuousfieldをCヘ
環を曲目とする vectorbund1eと考え、それにたいして、接続などの微分幾何学的
概念を適用することを試みる。
locally trivialなC九環の bundleを[14]で、横路奇的な作用を持つ可換な可微分力
学系に付随したC九環の bundleを [15]で研究した。しかし、もっと幅広い例を考察
するためにはより一般的なC九環の bundleを考察する必要がある。ここでは、 1つ
の試みとして、そのための枠組みとなる Hilbe吋空間の bundleとC*ー環の bundle
を定義したい。以下M はC∞級実多様体とする。

2. Bundles of Hilbert spaces. U E M にたいして、 H包をHilbert空間、<・，・ >u
を内積とする。百ilber七空間の bundleH はdisjointunion 

H=コUuEMHu

で定義される。 '0をH の crosssectionの作るある C∞(M)-moduleで、 c，(E '0 
にたいして関数

くと，(>: U E MHくとh ら>u

がC∞級になるものとする。線形写像

マ:1う→r(TキM)φtう
が次の条件を満たしているとき懐続と呼ぶ。

¥1(fc)口 df@c+f¥1c 

¥1xcιD 

for c E '0， f E COO(M)， X E r(TM) 

vが次の性質を満たしているとき、 fibermetric <・，・>を preserveすると言う。

Xくと，(>=く¥1xc，(> +くと，¥1x(>

for c， ( E '0， X E r(TM) 

-12… 
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3. Bundles of C*-
bundle ~はま dis吋:join七union 

B=UuEMBu 

で定義されるo DをBのcrosssectionの作るある*-algebraかっ C∞(NI)-module
であるとする。線形写像

¥l:D →r(T*M)0D 

が次の条件を満たしているとき接続と呼ぶ。

¥l(fx)ロ df&Jx + f¥lx 
¥l(勾)-(¥lx)y十x(¥ly)

¥l(x*) = (¥lx)* 

¥lxx E D 

for x E D， f E C∞(M)， X E r(TM) 

vとvの関には次の関係がある。
Proposition. Buは β(Hu)の C九部分環であり、 xcE D for x E D， c E Dであ
ると仮定する。

¥l:D →r(T*M)②D 

は ¥lxxEDforxED，XEr(TM)を満たす線形写像、

て7:D →r(T*M)0。
はfibermetricを保存する接続であるとする。このとき

¥l(xc') = (¥lx)ご+x(¥lc) (x E D， c E D) 

ならば Vは接続である。

4. Examples. (1) M = 81， H包 =C2，Buzild2，O=C∞(8¥((:2)， D = 
C∞(8¥ M2). 

年 ω(去十Ac)， A 口 (~b ~) 
α，b， cE C∞(81)，α(u)， c(u)εiR. 

¥lx =ω(:十μ，xJ)
(2) M = 1I'2， Hu = L2(R). Rは?に角度。のKroneckerfiowとして作用している。
Bu=ρ'u ( C; (1I'2 ， R))， 15 -C~ (R X 1I'2)， Dはcs(f):匂Hρ包(f)(f E C~(R X 1I'2)) 
によって生成される C∞(1I'2)-module.μEQlとする。

矢口ω(戸52+去)十ぬ2&J (凸ふえ)
)=(JEdU1十占仇2)&Jベ土佐)

nJO 
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Products of two self-adjoint operators 

帝国興 新潟大学大学院自然科学研究科

1 Introduction 

Let H be a separable complex Hilbert space， and denote by B(H) the set 
of all bounded linear operators -on H. Let T， X εB(H). Then T rv X 
will mean that T is siロularto X， that is， there exists an invertible operaもor
S such that T S-lXS. We define the similarity orbit S(T) of T by 

S(T)口 {XE B(H) : X rv T}. If A and B are self也 djointoperators in 

B(H)， then it is known七hatAB is similarもothe adjoint BA if H is五nite
dimensional. However出isis not necessari1y true if the dimension of H is 
infini同 [1必.In [1]， Radjavi and Williams conjectured the following: 
Conjecture 1.1( Radjavi and Williams). An invとrtibleoperator T on 

H is a product of two self-adjoi叫 operatorsif and only if T is similar to T*. 

As a partial resulも， they proved the following theorems. 

Theorem 1.2 ( Radjavi and Williams). If H is a五nitedimensional 
Hilbert space， then an operator T is a product of two self司adjointoperators 
if and only if T is similarもoits adjoint T*. 

Theorem 1.3 ( Radjavi and Williams ). T is 1出 tarilyequivalent to its 

adjoint T本 ifand only if T is the product of a symmetry and a self-adjoint 

operator. 

J. Gray also in [2] co吋ecturedthat a product ofもwoself-adjoint Fredholm 

operators is similarもoits adjoint and proved the following theorem. 

Theorem 1.4 ( Gray). If A and B are self-adjoint， Fredhol叫 and
A三0，then AB rv BA. 
However， the conjecture is still open. 

F
円
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2 Approximation by products of two posi-

tive operators 

Recently， M. Khalkhali， C. Laurie， B. Mathes and H. Radjavi in [5] and D. 
Hadwin in [6] studied approximation problem by products ofもwopositive 

operators. Let P2 denote the set of operators on H that can be written as 
the product of two positive oper品ors.In [5]， Radjavi etc studied the norm 
closure of P 2・ Membershipin P 2 was characterized for certain classes of 

operators. 

Theorem 2.1 ( Radjavi. etc ). If T is one of the following operators: 

( 1 ). qua山 ilpotentoperators， 
( 2 ). polyno出 alcompact operators such thatσ(T) c lRヘ
( 3 ). norrr凶 operatorssuch th抗 everycomponent ofσ(T) inter悶 tslRへ

もhenT EP2・
Hadwin in [6] completely characterized P2・
Theorem 2.2 ( Hadwin ). The following are equivalent for an operator 

T. 

( 1 ). T εP2・
(2 ). T E {A:σ(A) C lR+}ぺ
( 3 ). T is biquasitriang吐ar，and each component of σe(T) U σo(T) inter-
sects lR十.

3 Approximation by products of two self-

adjoint operators 

In this section， we shall consider a class of operators which are approximated 
by products of two self.嗣adjointoperators. Let S2= {AB : A， B E B(H)， A = 
AヘB=Bづand守口 {TE B(H) T '" T*} respectively. Then we 
know出atboth S2 and ¥T are invariant under similarity transformation T → 
S-lTS fol'・everyinvertible operator S in B(H). Observeもhatif T is invertible 

and ifT E S2，もhenT E守.However whether the converse is valid is an open 
problem. Now we consider an asymptotic form. That is， we shall prove that 
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the norm closures of S 2 and宙coincidein B(H). 

We next recall some symbols which can be found in [3]. The symbols 

σ(T)，の(T)and σ。(T)denote the spectrum， essential spectrum and nor幽
mal eigenvalues of T respectively. If入 εσ。(T)，we denote by H(入，T)the 
corresponding Riesz specもralsubspace. Recall that T is a semi叩Fredholm
opera七orif T has closed range and叫 leastone of the numbers dim(kerT)， 
dim(kerTつisfinite. If T is semi-Fredholm， then we define the index of T， 
denoted ind T by ind T = dim(ker T) -dim(ker T*). The se出-Fredholm
domain of T， denoted Ps-F(T) is the set {入 EC:入-T is semi-Fredholm }. 
Let p~_F(T) 口{入 E Ps_F(T) : ind(入-T) = n}(一∞ざ n三十∞).
The following proposition is important. 

Proposition 3.1. Suppose tl凶 Tsatis五esthe following conditions (i)凶

(iv): 

(i). Every component ofσ(T) i凶ersectsσ(T*)j

(ii). every component ofσe(T) intersects円 (T*)j

(iii) .ρS_F(T) n PS-F(T*) =日(nヂm)j 
(iv). dimH(入，T)= dimH(λT*) for every入巴 σ。(T)nσ。(T*).
Then T E S2・

In fact， Proposi七ion3.1 exactly gives a spectral characterization of S2・Let
e be the set of all operato1's satisfying the conditions (i)イiv)of Proposition 
3.1. 

Theorem 3.2. S2=守口 e.
Theorem 3.2 shows that an ope1'ator T in B(H) is approximated by p1'od-

ucts of two self-adjoinもopera七o1'sif and only if T is app1'oximaもedby operators 

which are simil町七otheir own adjoints ， which is an asymptotic form about 
Conjecもure1.1.

We next give some examples showi 珂 that the conditions (ωiリ)幽イ(μi討川v吋)0ぱfPr叩op卯O司
s討itio∞n3.1 a1'閃emt山1
H. 

Example 3.3. Define K eo口化。 (i2口…1)and K{eo}ム=O. It is clea1' 

tl凶 σ(K)= {O， i}，σ(I{*) = {O，…i} and σe(I<) =ι(I{ホ)口 {O}.
Clearly， {i} is a component of σ(K) and {i} nσ(I{つ=o， thus K does 
not satisfy the condition (i) and satisfies othe1' conditions of P1'oposition 3.1. 
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Similarly， define N by N eoコ ieo，N en = -ien (η=  1，2 ) and Nen口 O
for nど3.Then N does not satisfy the condition (iv) and s叫lS恥sother 

conditions of Proposition 3.1. 

Example 3.4. Let U be the unilateral shift defined by U en =九十1(n = 
0， 1， 2，... ). Then we know thaゐσ(U)=σ(Uつ口{入:I入1:::;1} and σe(U)口
九(U*)= {入:I入|口 1}. However ， ρS~F(U) コ P1-F(Uつコ{入: I入I< 1}. 
Thus U does not satisfy the condition (iii) and satis五esother conditions of 

Proposition 3.1. 

Let U1 = i十 (UED U* ED Q)， where Q is a non-compact quasinilpote凶
operator. Then U1 does not satisfy the condition (ii) a吋 satisfiesother 

conditions of Proposition 3.1. 

By Theorem 3.2， ]{， N， U and U1 are not in S2・
From [1， 2]， we know that a product of two self.合djoiポ operatorsdoes 
not have to be similar to its adjoint， but we have the asymptoも1CSl出ilarity.
Theorem 3.5. If T in B(H) is a product of two self-adjoint operators 

then T and T* are asymptotically similar， that is， T* = lim S;lT Sn for a 
suitぬleinvertible operator sequence {Sn}~~ of B(H). 

4 Products of n self.回adjointoperators 

As in the case of S2 ( P2 )， let Sn ( Pπ) denote the set of operators on H 
that can be wri抗enas the product of n self.ωadjoint ( positive ) ope凶 ors.It 

is clear that九 cSn. Pei Yuan Wu in [7] gave a characte巾 ationof Sn and 

Pn. 

Theorem 4.1 ( Wu ). The following are equivalent for an operator T. 

( 1 ). T E P n for some n. 
( 2 ). T E Sn for some n. 

( 3 ). dimkerT = dimke1'T* or Rα叫T)is not closed. 
Moreover， in this case， th number of self-adjoi叫 factorsmay be limiもed
もo6， that of positive factors to 18. 
Radjavi etc in [5] studied the norm closure of Pn. They proved P2手
P3手P4and 予5ロ予言nfor n三5.Does 予4=予5?D. Hadwin in [6] answered 
this problem. 
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Theorem 4.2 ( Hadwin ). P4= PS・
On the norm closure of Sn， we have simi1ar re1ationships. 
Proposition 4.3. 

( 1 ). Pn手志向， n口 2，3 
( 2 ).予4口 S4=Pn口 Sn，nさ4.
( 3 ).丸三丸三ま4・
Acknow1edgement. 1 wou1d like to thank Professor Kichi-8uke 8aito for 

his helpful guidance and encouragement. 
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Subnormal operatorの dualについて

斉藤功 東京理科大学理学部

HをcomplexHilbert space， B(H)をH上の boun白dlinear operatorの全体とする。 AE B(H) 
が pureであるとは Aの reducingsubspace M で AIMが normalどなるものが {o}のみである
ことをいい、 SE B(H)が subnormalであるとは H を合む Hi1bertspace K どnormaloperator 
N E B(K)が存在して NHCH，S口 NIHどなるこどである。また、 QE B(H)が quasinormal

どは、 QIQI= IQIQピなるこどをいう。
I S X ¥ __. 

いま、 SE B(H)を pureな subnormaloperator， N = l ~ T* } on K = H E9 Hムを Sの
minimalな normalextensionとする。このとき N は Sにより unitary同型の意味で一意に定ま
る。よって Tも Sにより unitary向型の意味で一意に定まる。
J. B. Conway [2]はこの T を Sの dualど定めた。そして S竺 T のどき、 Sを self-dual
subnormal operatorどした。また C.C. Hua時 [3]は、次を示した。

2Iuangの定理

S εB(H)を self-dualsubnormal operatorで S*S-SS*が五ni.terank operatorどなり、
S*I坤*つ'解'Iclran(伊S'喝*艇¥す官S一SS*つ)が no町rm立m叫どなるものどする。そのどき、 normal operator No E B(H)ど
quasinormal operator Q巴B(H)が専をして NoQ口 QNo，S = No十Q どなる。

S εB(H)を pureな subnormaloperator，そして

A := (S*S… SS*)1/2Iclran(S*S -SS*)， 

B S*lclran(S*S-SS*). 

とすると、 AどBは Sの unitaryinvariantsの completesystemを形成することが知られている。

この Aど Bにより Sど Sの dualTを表現できるが、そのためには、次の安藤の定理が必要どな
る。 H上の self合 djointoperator Tに対し ran T E9 ker T から Hへの denselyde五nedoperator 
T-1をT-1T= P， T-1(I -P)口 Oで定義する。ただし、 Pは H から clranTへの orthogonal
projectionどし、 clrall Tは、 Tの rangeの closureどする。この T-1を Tの partialinverseど

呼ぶ。また dellslydefined operator Sが boundedなどき、その boundedextensionも同じ記号 S
で表す。

安藤の定理

S E B(H)を subnormaloperatorどする。次の式より、 An，SnεB(H)を帰納的に定義する。

Ao 口 0， So口 S，

An (A~_l 十 S~_lSn-l -Sn_lS~_1)1/2 ， 
Sn 口 AnSn-lA~人
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ただし、 Afは、 Anの partialinverseとする。このとき、各 η三1に対し、

A:-1 十 S~_1Sn-1 -Sn-1S~_1 三 0 ，

SnAn = AnSn-1 

が、成立し AnSn_1A;;:-1は、有界となる。そして HaHaHaHa・・・上の operator

S A1 
S1 A2 

S2 A3 N:= 

は、 boundednormal operatorとなり、ノルムは IISIIと等しい。つまり、 N は、 Sの normal
extensionどなる。

安藤の定理を使って、 pure subnormal operatorの minimalnormal extensionが得られ、よっ

て dualが得られる。ただし、以下、 A，Bは前述のものとする.

定理

S E B(H)をpureな subnormaloperator，そして次の詩より、 Cn，DnεB(H)を帰納的に定義
する。

C1 A， D1 = AB事A-1，

Cn (C~_1 十 D;…1Dn-1 … DR-1D:-1)1/2 ，
Dn CnDn-l c;;l， 

ただし、 CJ1は、 Cnの partialinverseどする。このとき、各 n2':lに対し、

c;-1 十 D~_1Dn-l -Dn-lD~_1 三 0 ，

DnCn = CnDπ-1 

が、成立し CnDn_1C;:1は、有界どなる。このとき、各 n三1に対し、

cl ran Dn c cl rall Cn， 
clrall Cn十1 c clran Cn 

が成立する。よって、各 n三1に対し、 clranCn+1から clrall Cnへの operatoI・Cn引を Cn+1
の制限として定義でき、 clranCn から clranCnへの operatorDnをDnの制限どして定義でき
る。 このとき、 clrall C1 a cl ran C2 a cl ran C3 a・・・上の operator
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D
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D
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は、 Sの dualである。
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Sは、 Sの dualの dualであるので次が得られる。

定理

S εB(H)を pureな subnormaloperator，そして次の式より、 En，FnE B(H)を帰納的に定義
する。

E1 A， F1ロ B，

En (E~_l 十 F~_l凡-1-Fn-1FJ-1)1/2 ，
Fn EnFn_1E;;1， 

ただし、 EJ1は、 Enの p乱rtialinverseどする。このとき、各 n三1に対し、

E~_l + F~_l凡-1 - Fn-1F~_1 さ 0 ，

凡En= EnFn-1 
が、成立し EnFn_1E;;1は、有界どなる。このとき、各 n2::1に対し、

clran Fn c clran En， 
clran En十1 c clran En 

が成立する。よって、各 π三1に対し、 clranEn引から clranEnへの operatorEn刊を En刊の
制限どして定義でき、 clranEnから clranEnへの operatorFnをFnの制限どして定義できる。

このとき、 Sは、 clran El ED cl ran E2 ED cl ran E3 ED・・・上の operator

rd 

*
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u
*
q
J
 

内
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*
l
*
2
 

t
i
a
E
 

どユニタ 1)同型どなる。

これらを使って、次が得られる。

命題

S εB(H)をpure~ subnormal operatorとするとき、 Sが self-dualsubnormal operatorとな
る必要十分条件は、 clr剖1(5*5-55つ上の unitaryoperator Uが存在して

U*AU = A， 
U*BU = AB*A一人

どる:ることである。ただし、 A-1は Aの partialinverseどする。

定理

5 E B(H)を self-dualSl山 10口naloperatOIで Sつclra叫5*5-55つが subnormalどなるもの
どする。そのとき、 normal operator No εB(H)どquasinormaloperator Q εB(H)が存在して
NoQ = QNo， 5 = No十Q，No 怨 No*どなる。
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可換な normaloperatorど quasinormaloperatorの和で表される pureな operatorについて考

える。

定理

S εB(H)をpureoperatorとし、 S=NけQi，Ni: normal， Qi: quasinormal， NiQi口 QiNi，
(i口 1，2)とする。このとき、 N1= N2， Ql = Q2が成立する。

定理

S E B(H)を puresubnormal operatorとする。このとき Sが S=N十Q，N: normal， Q 
: quasinormal， N Q = Q N という形で審けるための必要十分議件は、 Bが normalで AB=ェBA
どなることである。

定理

S εB(H)を pureoperatorでSコ N十Q，N: normal， Q: quasinormal， NQ = QN 
となるものとする。このとき、 Sが self-dualsubnormal operatorとなるための必要十分条件は、
unitary operator VεB(H)が在在して、

V'りVVロ N*，V*QV = Q 

どなることである。
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p回 hyponormal作用素のスペクトル理論

都立三田高校伊藤益生上越教育大学長宗雄

sl.準備
Hを complexHilbert spaceとし，.B(H)をH上の有界線形作用素の
全体とする.T E B(H)に対して

T : p -hyponormal仲 (T*T)p三(TTγ

l 
P口 l仲 T:hyponor・mαl，P124今 T: semi -hyponormαl. 

P一切ponorrnal

ノ
hyponor行Zα1

、、
¥M 

pαTαnorηzα1 

ノ
quαsi -hyponorrnα1 

semi-hyponormal作用素についての研究は

D. Xia ; Spectral Theory of Hyponormal Operators， Birkhauser Ve子
lag(1983) 

にまとめられている.

p幽H:set of all p-hyponormal operators 

p日U: p-hyponormal作用素 Tで polar分解での Uが unitaryでと

れるもの全体.

HN : set of all hyponormal operators. 

必
せっω



SH : set of all semi“hyponormaloperators. 

SHU : semi-hyponormal作用素Tで polar分解での Uが unitaryで

とれるもの全体.

zロ refJEσjp(T) (joint point spectrum) 

件ヨzヂosuch that (U -eifJ)x = 0 and ITlx = r・x.

z = reifJεσjα(T) (joint approximate point spectrum) 

件 3{xn}: unit vectors such that 

(U -eifJ)xn→ o and (ITI-r)九→ 0

σp(T)グ α(T)はそれぞれ Tの pointspectrum， approximate point 
spectrumを記す.

S 2.基本性質

T E p-狂とする.このとき次のような性質をもっ.

1.σ(T) = {z : z Eσα(Tつ}

2. Tx = zx当 T*x= zx，従って ker(T-z) C ker(T* -z) 

3.α，s Eσ(T)(α=1-s)， xとyは α，sIこ対する eigenvectors
口中 Z よ y.

4.σp(T)ロ σjp(T)σα(T)=σjα(T). 

5. r(T)ロIITII.

6. 0 tJ.σ(T)吟 T-1E p-註.
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7. z : isolated point of σ(T)弓 Z巴σp(T).

T = UITI : polar分解とする.

8. The eigenspaces of U red山 eITI. 

9. Uj unitary andσ(U) # T =今 Theeigenspaces of ITI reduce U. 

10.σ(ITI) c P(σ(T))，ここで P(reiB)= r. 
このことから rEσ(T*T)=?  3z Eσ(T) : Izl2 = r が成り立つ.

pを上げる方法として次の Aluthge変換がある.

T : p-h)判 lormalキ T=ITIれTITlt: (p + t)七ypo∞rmal.

最近?古田先生は次のようにさらに一般化した罰じ仮定の下で，

ITlqulTlq は j(l+?)"hyponorロ叫.

これらの一般化には古田不等式が極めて本質的な役割を果たしている.

基本的性質で次の2つが問題としてある.

1. p-hyponormal作用素は convexoidか?

2. resolver誌の評価式は?

2については Xiaの本の中で次の定理がある.

定理4.3 (p.154). Tコ UITIE SHU，σ(U) c {♂|α。十 α話e-::;;.21r + 
α。ー α}.ここで 0<α<1r， Z= reぺα。+α 十 e-::;;'η孟 2π 十α。-α-e， 

ε>0 今 11 (T-z)-ll1 ~二 C
-d(z，σ(T)) ， 

ここで Cは α と εにのみ依存する定数.

円。
n
L
 



33.スペクトノレヰ像定理

Cayley変換と inverseCayley変換

五:hermitianに対して L(H)= (H十i)(H-i)-l : Cayley変換

U : unitaryとする.1 ~ σ(U)のとき L-1(U)口 i(U+ I)(U -1)-1 : 
inverse Cayley変換

定理1. T己 H十iKE HN and K 孟 Oとする.このとき

σ(ァ(T))ロア(σ(T))

ここでァ(T)口 (H十i1)(H_i1)-l K and T(X十iy)= (x十i)(x-i)-ly.

定理2. T = UITI E p-HU and 1経σ(U)とする.

T = L-1(U)十ilTI2p とおくと

σ(Tp(T))=アp(σ(T))

ここで γp(5)= L(H)K会ただし 5= H + iKで K 孟 0をみたす
もの.

定理2では

'I""I' -T'I'取 =2i[L-1(U)，ITI2P] 

ロ 4(U-1)一1(ITI2P- UITI2pUつ(U市-1)-1話。

であり 3また

ア(1')= UITI2p巴SHUand Tp('I')ロ UITIεp-HU

となっている.
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次に九 ={ψ:R+上の単調増加関数でψ(0)口 O}とする.ψE7oに

対して高を次のように定義する.

長(reiB)= eωψ(1・)および事(T)= Uψ(ITI). 

ただし，T=UITIでの Uはunitaryとする.

定理3. T = UITI E p -HUとする.ψE7o &ψ(T) E p一五U

吟 σ(ψ(T))=ψ(σ(T)). 

系 1. T = UITI E p -HU & r巴σ(Tマ)吟ヨz巴σ(T)jIzl = vr. 

定理3で特に ψ(t)= tPとすれば ψ(T)口 UITIP巴HN.

ゆ(t)= t2pとすればψ(T)= UITI2p E SH. 

次に， i'ゾi口 Rまたは M 口 Tとして Ec M : closed bdd. set，に対し

て

(1) M = Rの場合

M(E) : set of all real Baire functions on E， S(E)口 {ψEM(E): J(伊注 o} 

ここで，

V巴M(E)に対して L2(向上の作用素 J{<pを

1 r <p(x) -<p(y) 
(んJ)(x)= s …」辞oE子j-f B 了、f(y)dy

と定義する.

l¥IIo(E) = { <p E M(E) : <p(x)孟0，<p(0) = 0 }， So(E) = lvIo(E) n S(E)， 

冗(E): set of all strictly monotone increasing co凶 nuousfunctions on E， 

oo 
q
L
 



として 冗。(日)= 1¥tfo(E) n冗(E).

(2) M = Tの場合
j¥.1o(E) : set of all cornplex Baire functions on E， whose values are in T， 

So(E) = {ご巴 JI!fo(E): Kc孟 O}，

ここで¥

f， E JIlfo(E)に対して L2(E)上の作用素 Kcを

1 { 1ーと(♂)在日?
(kd)(eiOHS-iim-j f(♂)dη 

ε→ O十o21iJ1-eBe一句(1-e) 

と定義する.

冗o(E): set of all horneornorphisrns preserving the direction onE， whose 
values are in E. 

と定義する.このとき次の定理が成り立つ.

定理4. T = UITI巴p-HUand.f， E冗。(σ(U))n So(σ(U)). 

(1)σ(U)円訪れ冗。(σ(ITI2p))n So(σ(ITI2p)) 

(2)σ(U) = T訪れ冗0([O，IITI12P])n So([O， IITII吋)

とする.

tp(reiB) = (，(eiB)('l/;(r・2p))会 andψ(T) = (，(U)(ψ(ITI2p))会

とdef.する.このとき

tp(T) E P -HU and tp(σ(T))口 σ(ψ(T))

が成り立つ.
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S 4. Putnamの不等式

Putnamの不等式は XIa教授の本の中で semI-hyponormal作用素ま

で拡張されていて次のように述べられる.

定理5. T.E p-H， (p 孟~)

==} II(Tマ)p-(TT"')PII -;;;，E.. rr r2p-1 drd8 
7r J Jσ(T) 

関じ様に O<p<~~こ対してもスペクトル写像定理を用いると証明で

きる.

定理6. T E P一札 (0< pくおとする. このとき

11 (T*T)pー (TT)P|14AT)什 1dr 

が成り立つ.証明はまずT=UITI Ep ・-HUのときに示す.このときは

5 = UITI2pとすると Sは semI-hyponormal作用素であるので

11(5'" 5)t -(55*)t 11話去ん)酔
が成り立つのでスペクトノレ写像定理を使って変数変換して示すこと

ができる.一般の場合は作用素 Uは IsometryであるのでHaH上の
unitary作用素に拡張して求める.
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S 5. Angular Cu抗ing

T = UITI E p -HU， T = {z : Iz 1 = l} とする.

Uコん入dE(入)とスペクトル分解し

γCTに対し E(γ)チ0とする.

Hγ ロ E(γ)H，Uγ= U IH， ， T"( = U"([E(γ)ITI2P E(γ)]l/2P 

とすると

(T;T，)Pー (T"(T;)P= E(γ)((T*T)P一(TTγ)E(γ)

より T"(は H"(上の p-hyp onormal作用素となる.このれを Tの

section と~¥う.

D"( = {入:入ヂ 0，入/1入1E Dγ} 

とおく.

定理7. T E P -HU & I C Tに対してσ(T"()C頁.

定理8. T E Pー瓦U&γopen

中 σ(T"()n D"(ロ σ(T)n D"(・

定理9. T: completely p-hyponormal吟民 completely
p-hyp onormal. 

噌

t・崎
町
《
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S 6. General Polar Symbols 

Aを contractionとする.

とし

A[n]口 I~~:_ nど0，
l (A*)n ，η くO.

s - lim A[-n]T A[n] 
π→土∞

が存在するとき，これらの作用素を S，:t(T)と記し Tの Aによる
polar symbolむという.

T=UITI巴p…HUのとき Sd(T)は容在する.

そこで， 0:::;k:::; 1に対して

有k]:= U {(l -k)Su(ITI'2P) + k. St(ITI'2P)}lj'2p 

と記して，T[k]を Tの generalpolar symbolむという.

基本性質

(1) T口 H十iJ(のとき σα(S完(T))cσα(T) andσ(S~(T)) cぴ(T).

T = UITI ESHUのとき

(2)σα(Sd(T)) Cσα(T) and σ(Sd(T)) Cσ(T). 
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(3) Su(ITI)孟 ITI;亘st(ITI)and SO(ITI)はnorm討作用素

定理 1o. T = UITI E p -HUとすると

σ(T) = U σ(T[k]). 
。くkく1

最後iこはじめの基本性質により次のことがわかる.

(1) z Eぴα(T)宇中旬:ぴ(T)ーC: 牢- homomorphism such that 
<t(T) = z. 

(2) 'vVeyγs Theorem holds for p-hyponormal operators. 
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情報理論における最近の話題

山口大・工柳研二郎 (KenjiroYanagi) 

1 はじめに

通信における数学的理論は1948年シャノンによって創設され，以来半世紀

にわたって情報理論という学問としての1分野を形成しかっ局辺分野と深い関係を

もちながら発展してきた.今日ではさらに広領域の分野を含む学問領域に位置する

新しい分野を形成している.また情報革命とまでいわれるインターネット等，コン

ピユ}タの高性能， ;J型化によって新しい社会基盤が世界的に構築されようとして
いる.このような背景の中で従来の数学分野に新しい情報分野を取り込んだ形で大

学等の教育研究機関の組織が改革されつつある.ところが組織を変えても!日態然と

した「純粋数学こそ数学であるj という空気がある限りは，かえって世の中の流れ

に逆行する危険すらはらんでいる.そこで数学，特に函数解析学に情報理論がどの

ように取り込めるかという 1つの方向づけ，あるいはヒントを与えるものとしてこ

の報告をする.情報理論の中で中心的な概念の1つに通信路がある.通信路の数学

的構成は一般の確率測度空間を用いてある程度完成しているといえるが(国津・梅

垣[11]，梅垣[1司)細かい議論に関しては未解決問題が多数残っている.この報告で
は入力空間および出力空間が無限次元空間の場合を想定し特にガウス型の通信路の

構成を行う.なぜ無限次元空間かといえば，入力信号として連続時間確率過穫を考

えれば当然そのパス空間は無限次元空間となる.その上の確率測度が入力信号の分

布の役観を演ずる.

まず第2章では無限次元空間の中でも最もポピュラーなパナッハ空間上の確率調度

についてのよく知られた結果を述べる.これを用いてフィ…ドパックを持たないガ

ウス型通信路を定義し相互情報量や容量について言及する.

第3章で、はフィードパックをもっガウス型通信路を扱うがフィードパックをもっ場合

には測度による表現が不可能で、時間パラメータが甚接表に表れる確率過程による表

現が必要になってくる.ここではまず離散時間の場合を扱い容量についての2，3 

の結果を与える.

-35-



最後に第4輩で連続時間の場合を扱う.

2 バナッハ空間上の確率測度

X を実可分パナッハ (Banach) 空間 ， X貌をその共役空間とする • B(X)をXの

Borel小集合体とする.X本の有限次元部分空間Fに対して Fに基づいた柱状集合

( cy linder set) Cは次のように定義される.

C={xεX;(< x，!l >，< x，!2 >，・・・，<叫ん>)ε D}

ただし n之1，{!l，12，・・・ Fム}cF， D E B(IR)である.Fに基づいた柱状集合全体
をCF とし，

C(X， X*) = U{CF; FはXホの有限次元部分空間}

とすると C(X，Xつは集合体となる e(x，XつをC(X，Xつによって生成される
σ一集合体とするとe(x，X*) -B(X)が成り立つ μをLII仰 μ(x)く∞を満
たす (X，B(X))上の確率制度とすると?次のような vectorm E X とoperator

R:X*→Xが存告することがわかる.つまり任意のfEX*?γεY緒に対して

く m，x*>立Lく x，x*>印刷?
く配，y*>= Jxくx-m，x*>< x-m，y* >仰い)

である. この m をμの平均ベクトノレ (meanvector)という.Rは有界線型作用

素であり， μの共分散作用素 (covarianceoperator)という.さらにこの Rは対称

(symmetric)であり，つまり

任意のfpfεX線に対してく Rx*，y*>=く Ry*，x* > 

また正定値 (positive)でもある.つまり

任意の x*EXホに対してく Rx*，x*>三0

任意のfεX第に対してμf=μOJ-1がIR上のガウス測度となるとき μを(X，B(X))
上のガウス測度という.ガウス損IJ度μの特性函数戸(f)は次のように表される.任

意の JEX絡に対して

戸(f)口叫〈mf>-j〈Rf，f>} 、、.. ，， 
宅
B
ム
，，i

、
ただしmεXはμの平均ベクトノレ，R:X*ー→ X はμの共分散作用素である逆

に (X，B(X))上の確率測度 μの特性関数が(1)の形をしていればμはガウス測度
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となり mεXはその平均ベクトノレ，R:X第→ X はその共分散作用素となってい
る.したがって μ=[m，R]と書いてμは平均ベクトノレm共分散作用素Rをもっ
(X，B(X))上のガウス測度を表すことにする.
任意に symmetricposi七iveoperator R : X様→ X が与えられるとX のヒノレベルト

(Hilber七)部分空間 H とHから Xへの連続な埋め込みjが存在して R=jj*とな

る.この辺の詳しい議論についてはVakhania-Tarieladza-Chobanyan [16]を見よこ

のHをRの再生核ヒルベノレト空間 (reproducingkernel Hi1bert space)とし1う.なぜ

このような名前がつけられることが可能かというと次の理由のためである.ヒノレベ

ノレト空間冗と X*から冗への有界線型作用素Aが存在してA喉A=RかつA(Xつ
は冗で調密である.ここで、7i.R - A場(冗)とする.また kR(x*，y*)口く Rx*，y*> と
定義すると kRはX*xX*上の正定値函数となる.このkRによってつくられる再
生核ヒノレベルト空間を冗(kR)とすると冗(kR)空冗冗である.

次に相互情報量を定義するために2つの実可分ノ〈ナッハ空間X，Yを用意する μx，μy
をそれぞれ (X，B(X))， (Y， B(Y))上の確率測度1μXYをμゎ μyをそれぞれ周辺分
布にもつような(Xx Y， B(X) x B(Y))上の結合確率測度とする.つまり

任意のAε B(X)に対してμx(A)コ μxy(Ax Y) 

任意の BE B(Y) ~こ対して μy(B) ニ μxy(X x B) 

が満たされる.さらに

L IIxWdpx(x) <∞， [llyI12dPY(Y) <∞ 
を仮定すると mロ (ml，m・2)ε XxYが存在して次を満たす.
任意の (x*，y*)εX* xY球に対して

く (ml，m仏(x*，y*) >= '-- < (x， y)， (xヘy*)> dμXy(x， y) 
JXxY 

ただし m1，m2はそれぞれμx，μyの平均ベクトノレである.また

冗=(1511 1512 i : X権 xYホ→ XxY
¥ R21 R22 ) 

が存在して次を満たす.

任意の (x*，γ)，(z*， w*)εX* xY裁に対して

く (R11R引ペ(~:) 
R21 R22 ¥ y* ) ¥ゲ/

LxYく(川)…m，(x川
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ただし Rl1:X場→Xはμxの共分散作用素，R22:Y場→Yはμyの共分散作用素
である • R12 =}ち1:Y捧→X は次によって定義される.
任意の (xヘy*)εY*xX*に対して

く R12f，f>zl<Z-muf>く Y-m2，Y* > dμXy(x， y) 
JXxY 

この R12はμXYの交差共分散作用素 (crosscovariance operator)という.

I ，_ _， (R" R，? ¥i 
y = I (0，0) ( J.;'ll J.;'l'<1 1 Iとすると μx= [0， Rx]，μy = [0， Ry]となる.また
i k R21R22/| 

Rxの再生核ヒノレベルト空間 HxCXとRyの再生核ヒノレベルト空間 HyCY，さ
らに Hxから Xへの連続な埋め込みJxとHyから Yへの連続な埋め込みJyが

存在しRx=jxj去，Ry = jyj予となる.
ここでさらに再生核ヒルベルト壁間 HxがXで稿省、，HyがYで調密と仮定する
と有界練型作用素 Vxy:Hy→ Hxが存在して

Rxyココ jxVxyjy，IIVxylI:::; 1 

を満たすようにできる.したがって次のような定理にまとめられる.

Theorem 1μXy rvμx0μyであるための必要十分条件は Lうげがヒノレベルト・

シュミット型但ilbert-Schmidttype)でIIt公yll< 1である.

情報理論で特に重要な役割を演ずる μXyの相互情報量I(μXY)は次のように定

義される.

F = {({Aj}， {Bj}); {Aj}はμx(Aj)> 0となる Xの有限可測分割，{Bj}は
μy(Bj) > 0となる Yの有限可測分割}

とすると
ゃ μXy(AiX時)I(μXy) = sup乞μXy(AiX Bj) log ;....-_ _'-:-_-;---'" 
f;j J μx(ん)μy(Bj)

である.ただし上限はすべての ({Ai}，{Bj})εFについてとる.
この相互情報量は次のように表される.

μXy <<μx0μyのとき

r L__ dμXy 
(μXy) = I log _l~r:I. (x，y)dμXy(x，y) 

Jxxy--Odμx0μy 

その他のとき I(μXy)= ∞とする.

以上より次の定理が成り立つ

oo 
qo 



Theorem 2μXy rvμxQ9μyのとき I(μXY)<∞で

1 00 

伽 y)口一辺log(l一'n)
と表される.ただしかね}はV去yl公y の固有値である.

いよいよフィードパックをもたないガウス型通信路を定義することができる.

X を入力空間を表す実可分ノ〈ナッハ空間， Yを出力空間を表す実可分ノ〈ナッハ空間

とする.入:X x B(Y)→[0，1]は次の(1)， (2)を満たすとする.

(1)任意の xEXに対して入(x，.)口んは(Y，B(Y))上のガウス測度である

(2)任意のBεB(Y)に対して入(・，B)は(X，B(X))上のボレノレ可測函数で、ある.

このとき 3つ組 [X，λY]をガウス型通信路という.
入力情報源μxを与えるとそれに対応して出力情報源μy及び複合清報源μXyがそ

れぞれ次のように定義される.

任意の BE B(Y)に対して

付 (B)=レ(x，B)dJ.Lx(x)， 
任意の CE B(X) x B(Y)に対して

μXy(C)ニん入(叫)dμx(x)

ただし G ニ {yE Y; (x，y)εC}である.
通信路の容量とはある制約条件を満たす入力情報源μxに対して相互情報量I(μXy)

の上限である.容量の重要性はシャノンの第2符号化定理から保託されているので

ただ単なる数学の遊びではないことに注意しておく.

簡単のため X=Yで入(x，B) = μz(B -x)，μz = [O，Rz]とする.つまり入力空間

と出力空間は同じで雑音にあたるガウス測度μzが加法的に加わる通信路である.制

限としてん Ilxll~印刷 5: P を与えると，その容量時であることが示されるま

た μw を別のガウス測度としたとき制課として '--llxll~dμx(x) 5: Pを与えたとき，
JX  

この通信路は不適合ガウス型通信路といいその容量は Baker[1]により精密に得ら

れている.

3 フィ…ドバックをもっ離散時間ガウス型通信路

次のようなフィードパックをもっ離散時間ガウス型通信路を考える。

九二二Sn十Zn，n = 1，2，... 
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ただし Z= {Zn;n =ご 1，2，...}は雑音を表す退化していない平均Oのガウス過程、
S = {Sn;n口 1，丸..}と y={丸川口 1，2，...}はそれぞれ入力信号と出力信号を
表す確率過程である。通信路は雑音のかからないフィードパックをもっとするo し

たがって仇は送信するメッセージと出力信号巧，."，Yn-1の菌数であるとして表

される。 レート R，長さ η の符号語xn(W，Yト 1)，W E {1 ，・ • .，2nR}と復号函数

gn: IRn→ {1， 2， • • .， 2nR}に対して、誤り確率は

及川=Pr{gn(yn) i-W; yn =♂(w，yn…1)十 Z勺，

で定義される。ただしWは{1，2，・・・，2nR}上の一様分布で雑音zn= (Zl， Z2，・・・，Zn) 
とは独立である。入力信号には平均篭力制限が課せられる。つまり

法制]~ P 

である。またフィードパックはcausalである。つまりぬ(i口 1，2，・・・?η)はZl，・・・，Zi-1 
に従属している。関様にフィードパックがない場合はSi(i = 1，2，・..，n)はzn= 
(Zl， Z2，・・・，Zn)と独立である。
有限ブロック長容量は次のように定義される。

1 ，- _1R~) 十 Rkn)1 
cn，m(P)=maxzlog 子-(...¥・

ただしトiは行列式を表し、最大値は

Tr[(I十β)Rc;)(I 十 Bt ) 十 BR~)Bt] 三 nP

を満たす狭義下三角行安IJBと非負対称行列RTについてとる。関様にフィード
パックがないときには容量Cn(P)はB=Oとしたときの最大値である。これらの
条件の下でCoverand Pombraは次の結果を得た。

Theorem 3 (Cover聞Pombra[2])任意の E> 0に対して各 n 1，2，...でブ
ロツク長 nでで、2γ2n吋t(仇Cn刊υ1

きるo 逆に任意の ε>0とブロック長 η で2n(Cn.FB(町村)11固の符号語からなる任意

の符号のヂIJに対しでも Pe(n)→o(n→∞)が成り立たない。これはフィ…ドパッ
クをもたない場合も成り立つ。

ここで、はブロック長πを臨定したとき Cn.FB(P)とCn(P)との間の関係に興味

がある。 Cn(P)は正確に求められている。

nu 
A
性



Proposition 1 (Gallager [6]) 

1よ nP十rl十・・十九cn(P)1r 〉:logiI. /C 
，-..ιT・

ただし0<町三円三.. . :::; rnはRTの富有値、 k(:::;n)はねP十円十・・十九 >krk 
を満たす最大整数である。

ところでCn，FB(P)は正確には得られないので、今まで多くの人々によって様々
な形の上界が得られている。

Theorem 4 (Ebert [5]， Pinsker [13]， Cover and Pombra [2]) 

Cn(P)三Cn，FB(P):::; 2Cn(P) 

Rlj(k)をL・・・ ，k-1行 1，・・ ，k…1 37ljからなるRTの部分行列、 R1?(めを
し ，k-1行、 k，...，η37IJからなる R2)の部分行列、 R安(k)= R~2(k)t とする.こ
のとき次を得る.これは pが大きいとき有効である.

Theorem 5 (Yanagi [19]) 

Cn(P) :::; Cn，FB(P)三Cn(P1)，

RV(k) ¥¥ 
R安 (k)R~l(k)-lR~2(k) )' 

( R~l(k) 
玄入max(( 41 
k=2 \ R~l(k) 
F
十い
十P
 

P
U
A
 

ただし

Tr[Rh
n)] -IR}1(2)1-巴担L -22L} 

IRジ(2)1 IR~l(n)1 
十

こオもはPが小さし1とこのとき次を得る.入k-lをRl1(k)の最小盟有値とする.
き有効である.

Theorem 6 (Yanagi [21]) 

Cn(P) :::; Cn，FB(P) :::; Cn(九)， 
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ただしね =2のとき

九口 p2十p，
2入1

η>3のとき
~ n2 

九ロミニニー十P
n̂-l 

である.

最近 Cover[3]により次のような conjectureが出されている.

Theorem 7 (open problem) 

Cn(P) ::; Cn，FB(P) ::; Cn(2P) 

その他フィードパックをつけることにより容量が増加するための必要十分条件

(Yanagi [18])、遅れのあるフィードノミックをもっ離散時開ガウス型通信路の窓量に

ついての結果 (Yanagi[20])、さらにニュ…ラノレネットワークの操幹をなす多入力1

出力通信路の容量領域の外界についての結果(Yanagi[22])等興味ある話題もあるが

紙面の都合上省略する.

4 フィードバックをもっ連続時間ガウス型通信路

('o，:F， P)を確率空間とする.雑音Z= {Z(t); 0::; t:::; T(<∞)}は ('o，:F，P)上
で定義された平均Oの可分なガウス過程で

loT E[Z(t)2]dt <∞ 

を満たすとする.このときフィ…ドパックをもっ不適合型連続時間ガウス型通信路

は次のように与えられる.

Y(t) = S(t) + Z(t)， 0:::; t :::; T， 

ただし S口 {S(t);0壬t:::;T}とY= {Y (t); 0 :::; t :::; T}はそれぞれ ('o，:F，P)上で
定義された入力信号過程と対応する出力信号過程である.フィードパックをもつこ

とにより S(t)はメッセージ X と出力信号Y(u)，O::;u:::; tのある菌数として表さ
れる群しくは省略する.11'llwをZとは異なる W の再生核ヒノレベルト空間 Hw
のノノレムで、あるとすると、 Sに対する拘束条件

EIISII~:::;P 

q'臼
A
告



の下での通信路の容量を考える • Co(P)をフィードパックをもたない場合の容量、

Cf(P) をブイ}ドパックをもっ場合の容量とする• Co(P)の値はBaker[1]により正

確に得られているが、 Cf(P)に践しては離散時間のときと同様に全く得られていな

い.したがって Cf(P)の上界を求めたい.次のような仮定をする必要がある.

(G1)μwとμzが剖ronglyequivalentである.即ち

Rz = R;j/(I十K)RY23Kε(γc)・

ここで(rc)はトレース・クラスの作用索全体を表す.

(G2) XのほとんどのパスがHwに属する.即ち

μx[Hw] = 1. 

(G3) S = X -TY，ただしrange(T)C Hw，でかつ

T ε(γc)，σ(T) = {O}. 

ここでσ(T)はTのスベクトルを表す.

次の定理を得る.

Theorem 8 

Co(P) ~ Cf(P) ~ 2Co(P). 

Theorem 9次の (ω1り)， (ρ2)が成切立つ.

οω) C1α似印州'o(ρ削(伊例P門)三♂刊叫Cf似fバμ(伊陀P

(σω2勾)K=  0 又は~:ì K 之 0 のとき釘~Co仇O作C匂fパ(P) 口;

Theorem 1叩0次の (ω1り)， (ω2吟)， (3例3幻)が成り立つ.

(1) Co(P) ~ Cf(P) ~ Co(PつP
ただし

P*=P十2VP0σ[K(I十K)-1/2]
である.

(2)すべての α(>~)に対して

Cf(P) 
(3)iim」一一 =1
P→∞ Co(P) 

lim C.'f(P)了α(P[=0
P→∞ ~U 
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Hilbert C*ゐimoduleについて

梶原毅

岡山大学環境理工学部

本研究は、綿谷安男氏(九州大学数理学研究科)との共同研究であるo

昨年の本シンポジウムにおいて、有限型 HilbertC* -bimoduleの定義、 Frobeniusreci-

procity， minimalityおよび、 dimensionがある条件のもとで KK上の characterを与え、
KK類だけ決まることなどについて報告した。本講演では、 HilbertC*ゐimoduleについて

その後わかったことを報告したい。

C九category

中心がスカラーであるような C*環上の註ilbertC*-bimodule全体は、何らかの category

をなしていると考えられる。複雑な問題をさけるため、中心がスカラーであるような C*環

の簡の normalizedminimal Hilbert Cもimoduelof五nitetypeをobjectとし、 AXB とA}イE
の関の molphismとしては、 Xから Yへの有界線型写像Tで、

T(αx)口 αT(x)，T(xb)口 T(x)b， A (Tx， Ty)口 A(X，y)， (Tx， TY)B口 (X，Y)B

を満すものを採用する。そのとき、 IITIIロ IIT*TW/2によって C*ノルムを導入すると、 object
とmorphismの組は、 C九categoryになる。

さらに、 {Vj}jをX の左 Abaseとする。 εx(qQ9菅)口 A(p， q)，ηx(b) =玄b(ちjQ9 Vj)と

おくと、 (ex，'f}X)は上の categoryのrigidityと呼ばれるものになる。

Pimsner-Popa型不等式

111盟国子環の包含関係 Nc lVIでM がら Nへの conditionalexpectation Eがあると
する。 Eが指数有限で [M:N] = Cであるとき、

E(x*x)三C-1x*x

となることが、 Pimsner-Popaによって知られており、これはフォン・ノイマン環の指数理

論において、非常に重要な不等式であるo日ilbertC* -bimoduleにおいても伺様の不等式が

なりたつことが期待されるo

A，Bを単位元を持つような C*-環とし、 AXBをHilbertC九bimoduleof五nitetypeと
する o {Ui}iをX の右 B-basis、{Vj}jをX の左 A-basisとする。そのとき、次の不等式
が成立するo
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定理任意の xEXに対して、

IIA(X， x)1I三 11乞A(Ui， Ui) 1111 (x， x) BII 

lI(x，x)BII :::; 11乞(Vj，Vj)BIIIIA (x， x)1I 

不等式の右辺に現れる定数は、左右の indexの作用素としてのノルムである o ただし、

Pimsner-Popaの不等式の場合と違って、間不等式に現われる定数は、包含関係でないとき

は、 'bestpossible'ではない。

例 X=cへA口 C，B = C， Aイ直、 BI-値内積としては、通常の内積を採用する。そのと
き、 A(X，X)= (x，x)β が常になりたつが、不等式においては、 ηが現われるo
上の例は、左右の内積によって与えられるノルムが等しいことだけでは、 imprimitivity

bimoduleにならないことも示している oimprimitivity bomoduleになるためには、左右の

indexがともに一致していることが必要十分で、あるG

Bundle Construction 

Hilbert C*bimoduleの、包合関係以外の系統的な例の構成法として、 Yamagami-Kosaki

のBundleConstruc七ionをC*の場合にも適用することが可能である。

Gをcoun七ablediscrete group， H， K を有限部分群とするo有限次元とJレベルト空間 V
がG上の H-Kbundleであるとは、 V= EDgEGVgと分解され、左からの H作用と右から
のK作用があってそれぞれ Vの内積を保存し、 H，KのGへの左右の作用と両立してい
るものとする osup(V)口 {gE G:九チ {O}}とおく oAは単位充をもっ C*ー環とし、 αを
GのAへの properlyouterな作用とする oH-K bundle Vに対して、

V =A0H1う(= 0gEG(A 0 Vg) 

とおくoA0Vgは、テンソJレ積により、左右の A内積をもっ。
p=ロAxαH，QxαKとおく。すに対して、次のように P，Q作用と内積を定義するo

(1) p(川 )(h)玄A(X(g)，(αh0 h)(y(h-1g))) 
gEG 

(2) (x， Y)Q(k)口玄α9( (x (g -1 )， Y (g -1 k) . k -1 ) ) A 
gEG 

(3) (h. x)(g)(αh0h)(x(h-1g)) (α. x)(g) = αx(g) 

(4) (x. k)(g)x(gk-1) • k (x.α)(g) = x(g)αg(α) 

η はsup(V)への H-作用の軌道の個数とし、 mでsup(V)への1¥.-作用の!Jl)l.遁の個数と
するo

命題VHilbert C* -bimodule of finite typeであるo もし、 sup(V)ただ一つの H悶Kdouble 

cosetからなるとき lind[V]= IIVlln、rind[V]= IIVllmであり、 Ind[V]= IIVI12mnとなる。
ここで、 IIVIIは、 sup(V)よの共通のちの次元である。
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また、 Gの作用が properlyouterであることより、 HVK が既約 bundleであるならば、

すも既約 bimoduleであるo

Hilbert bimoduleの接合積

ずいぶん以前(1984)、Cur七o-Muhly“WilliamsとCombが独立に、 Imprimitivitybimodule 

の'equivariantsystem' (X， A， B，γ，α，s，G)を定義し、 C七接合積 AxαGとBxβGが
strongly Morita equivalentであり、 "C*接合積"X〉〈7Gがequivalenceを与える之とを示

したo

Hilbrt C*-bimoduleはimprimitivitybimoduleの一般化であるので、日ilber七C*七imodule

の接合積を定義し、やはり HilbertC九bimoduleになることを示す。ただし、現状では単

位元を持たない環のあっかいの問題があるので、離散群に限定しなければならない。

A，Bを単位元を持つ C九algebraとし、 X を日lbertA-B bimodule of finite typeとす
るo そのとき、 Gを離散群とし、 GのA，Bへの作用、 α，s，Gから Banachspace X上
の有界線型作用禁への準同形γが次の各条件をみたしているとするD

(1) 7gh = 7g7h γe口 id

(2)αg(A (x， y))口 A(γg(X)，7g(Y))
(3) sg((X，Y)B) = (7g(X)，γ'g(Y))B 
(4)γ(αX)口 αg(α)γ'g(X)，γ'g(xb) =γ'g(X)sg(X) 

接合積について、

A XQ G = {乞α内 :αg巴A}
BxβG={乞bgVg: bg E B} 

のような記号を用いる。一方、 X の接合積を次のように定義する。

定義

Xザ (PP919EX)
以下のように HilbertA xαG-B xβG作用、内積を定義する。

(1) (αgUg)(Xh切h)口 (αg百(Xh))ωgh

(2) (Xh切h)(bgvg)口 (Xhsh(bg))切hg

(3) AXQG(Xg切'g，Xhωh)= A(Xg，γ'gh-1 (Xh))Ugh-1 
(4) (xgWg， Xh切h)BXβG= sg-l((Xg，Xh)B)Vg-lh 

さらに、 Xの右ωBbasisを{uihとするとき、{Ui切ehは、 XX-yGBxβGのおBxβG-basis
になることがわかるo左baseについても同様である。

命題 Gが有線群のとき、 X 〉〈7Gのは、 HilbertC* -bimodule of finite typeである。さら

に、 rind[XxγG] = rind[X]ve， lind[X xγG] = lind[X]ueになる。

定理 Gが無限群でも、適当な完備化を行うことにより、 Xx-y Gは HilbertCにbimodule

of finite typeである。 C牢接合積を簡約接合積に変えても同じことが成りたつ。
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GのXへの'作用'γ について、次の条件を考える o

条件

(1)任意の gεG，gチeにたいして、次がなりたつ。すなわち、任意の TcEndc(X)に対
して、

T(αx) =αT(x)， T(xb) = T(x)sg(b) x 巴X， αEA， b εB 

ならばT=Oとなるo

(2)任意の TE A EndB(AXB)に対して次がなりたつoすなわち、任意の 9E G， 9 =1= eに
対して、 γ'gT口 T"(gならば、 T口 CIが従う o

定理上のニつの条件がみたされれば、 Xx"{Gは既約になるo

例 Pを単純 C*-環、 G= Z2、X=PaPとする o GのP上の properlyouter action 8 
が与えられているとする。 GのPへの作用 γをγ(x，y) = (8(y)，8(x))によって定義するロ

また、 A=コP，B=Pとするo左右の作用を定義するo

α・(x，y)口 (αx，αy) (x，y)' b口 (xb，yb) 

また、左右の内積も定義する o

A ((X1' y1)， (X2， Y2))口 XIX;+ Y必 ((Xl' yd， (X2' Y2)) B口 z;Z2十式的

このとき、このシステムは、上の条件 (1)，(2)をみたし、接合積 Xx"{Gは既約であるD
次に接合積の functorialな性質を調べる o。次のことが雷える o

命題

(1) (X1， A， B，γ1，α1， sl' G)， (X2， A， B，γ2，α2， s2， G)があるとき、直和 X= X1 aX2上に

Gの作用 γがあり、 XQ9-y G ~ X1 X-Yl G a X2 X，，{2 Gとなる。
(2) Xヌ7官官支xG
(3) (X，A，B，α1， s1， "(1)， (Y， B， C，α2， s2'γ2)にたいして、 (XQ9B Y)よの作用、 γがあって
(X Q9B Y) X-y G ~ (X X-Yl G) Q9X川 G(Y X"{2 G)となる。

これから、接合積は既約性も含めて、カテゴリカルな性質を保存していることがわかる O

Bundle constructionとbimoduleの接合積とはどちらも functorの性質を持ち、類似点

が多い。再者を一般化した構成を行なうことも可能である o V = H¥う"(， X 口 AXBであり、
(X，A，B，γ，a，s，G)がequivariantsystemであるとするo

九
M8
 
X
 ε一戸……

 V
 
8
 
X
 

一一
《

V

とおき、接合積の場合と荷様に P=AxαH，Q = A xβKとして、 VをHilbertP-Q 
bimoduleとすることができ、さらに、具体的に両側 finitebaseを構成することにより finite

typeであることもわかるo

この場合は、 bundleとbimoduleの双方について、 bivar恰ntなfunctorと見ることがで

き、テンソル積、分解などのついて記述することが可能で、ある。
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その他の話題

Abadie， Eilers， Exel等は Zによる接合積の一般化として、 HilbertA-A bimodule X に
よる Aの接合積 AxxZを定義し、種々の性質を調べているo ただし、彼らが定義した

Hilbert C*鵬bimoduleは、 imprimitivitybimoduleのようなものであり、しかも左右が同じ

C九環になっているo

X=AXBがimprimitivitybimoduleで、左右の環が違うときにも標準的に C*環を定義

することを考えるo 具体的な例に対して生成される環を調べている。

単位元を持たない C*-環をあっかう場合はさまざまな困難がある。たとえば、有限でな

いコンパクト群で bundleconstructionを考えようとすると、有限 baseが取れないことが

問題となるo また、 basesがある場合も、取り扱いは国難であるo
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離散群の単調完備 C久代数への coactionについて

演名正道(富山大学教育学部)

1 9 9 5年 11月29日

1 序論

Cに代数は，その自己共役部分において任意の有界単調増大ネットが上限をもっとき，単

調完備(monotonecomplete)と呼ばれる。 vonNenmann代数は単調完備であり 2単調完備

Cに代数はKaplanskyの意味でのAWに代数である。

本講演では，離散群 rを与えたとき， rのcoadion6をもっ単調完備Cに代数Bの九

代数としての構造を， 8の固定部分代数(単調完備Cヘ代数となる)AとFに関する情報

で宛全に記述する事を自標とする。より正確には3このようなBが， rのAへの吋wisted

aciIon" (0，包)に関する，Aのrによる"twistedcrossed prodn.ct" A xか rとして表示でき，

この(0，包)が"cobon.nda巧"を除き一意的に定まる事を示す。ここで，0はr上でで‘定義され九， 
Aの "偏九向型密"ぺ'(ωp抑&叫主抗もla叫lいい*¥¥に欄欄-a剛剛胴

れ，Aのp抑&主rti凶ali詰som配let工恥i住esを値とする， θに関する"勺2幽 C∞ocycle叫(mn叫l胤t叫lp凶五er)丹で.ある。従って，
Bとrを初めに与えたときの，rのBへのcoadionの研究は，B空 Axe世rとなる可能性

のある Aと(0，包rを求める事に帰着する。しかし3ここでは一般論のみを考え，具体的なr
とAを与えたときにどのような rのAへのtwistedadionsが存をし得るか，等の問題に

は立ち入らない。

表題には，"coaction"という言葉を用いたが，以下では3むしろ上記のようなBをA上の

r-graded九代数と見る立場を取る。そのとき，次のニ去が我々の議論の基礎になる:

(I) Bのgradingにおける各Ryは，Aのある慌に向型07を用いて言邸主できる。

(立)Bのに代数としての構造はF対応B7←→ (B7)ヘ(B71，B72)ト→B71B72(C:B717~) 
及び同一視 (B7)場口Br1，包合本像B'Y1B'Y2日 B7172によって定まるが，これらは上の 07
とAの partialisometriesを用いて記述できる。

rが特に可換のときにiは立，離散群 rの C∞oadiもtio叩恐を考える事は， rの双対群(恥compadも可
換群になる)の ad吋10叩R を考える事と向等であり， vonNe臼u町mann

(あるいiは立，他の群)の acti匂onは多くの人々によつて研究されてきた。ここでは，次の二つ
についてのみ言及する。 compact可換群 Gのergodicadionをもっ vonNenmann代数

は， Gの双対群r上の(1次元tornsTに値を取る)通常の年cocycleを用いて記述でき

t
Eム
R
U
 



るが([1]，[5])，これは，上記の状況でA=Cの場合，従って 9の値が自明 (C上の恒等写像
または0)で，この2-cocycleが包となる場合，に相当する。また，竹崎[6]は， homogeneons 

periodic st叫e少をもっvonNenma.nn代数M(従って，周期的modnla.r自己同型群♂は
Tの作用と見なせる〉が，闇定部分代数Mrpの，ある Mrpの備に問裂による"接合額"とし

て表せる事を示した。これは，上の状況で， r=zであり， fJがイ闘の備に同型で生成され，

包が自明になる場合に相当する。

2 離散群の(単調完備)c九代数への coactionと可逆(自
己共役)cヒ加群

この節でiはま3離散群TのC九代数及び単調完備C
これらの C∞oa.附cti，加O叩Eの研究が，回定部分代数上のr巳欄g伊工ra.dωed
す。

定義 2.1.6が rの(単調完備)0九代数Bへの coactionぷ込 6:B → B @ o:(r) 
[6: B吋 B品R(r)]は(6@idロ伊))06= (idB @ 6r) 0 6 [(8@idR(r)) 0 6口 (idB@ゐ)0司を

満たす七単準同型(nniia.l正規九単準向型).ここで o:cr)[Rσ)]はrの右正則表現 p
の像で生成される Cに(vonNenma.nn)代数，OrはR(r)上の余積怖い(γ))= p(γ)φp(γ)]， 

B Q9 O;(r) [B否R(r)]は極小Cにテンソル積(Fo.bini積[司). 
このとき B'j':= {x E B : 6(x) = x Q9 p(γ)} (γE r)は次の条件を満たすBのノルム閉
(単調関)部分空間である:

(1) (B'j')場=B7-1 ， B'j'l B'12 C 8.'111'2 (γ，1'1，γ1 E r). 

またBeの上への(正規)条件付期待値 e:B →Beが，x←→6(x) =乞l'x'j'Q9 p(γ)ト→ Xe
によって定義され，

(2)ε(B7) = 0 (γ#ε). 

今後， A~は立盟定した(単調完備)0
を考える:

(3) (刊定部分代数B644;

(五)Bは，(単調完備)0吋ぞ裁として乞7B7によって生成される。

定義2.2.(i) (代数的r-gra.dedに代数)九代数Aに対して〉代数BがA上r-graded

とは，Bが条件(1)及びBe= Aを満たす官一和分解B= ED7ぽ B7をもっときをいう。
(五)[(単調完備グー鯛(単調完備)0吋激Aに対して(単調完備)0吋激BがA上

r-gradedとは，(1)， (2)， (3)を満たすノルム閉(単調関)部分空間B7及び(正規)条件付
期待値 ε:B→Be=Aが存在するときをいう。
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定義 2.3.(i) Aが C吋激のとき，(O，X)が可逆A-加群ぷヰX は右E品 erlA-1J1l群
(内積く・2・〉は右側の変数について線型とする)，0: A → E忍ndA(X)(X上の ad心JO吋i叫をも
つ有界加群準向恕の作る C

(4吋) K(X) C 0κ附((伴KerOめ).L川ム勺)，
ここで，K(X)は階数1の作用素(i.e・，x・くあ・>:z ~ x・くy，z>)全体の間続型包 (EndA(X)
の両側イデアルになる)， (Ker 8)ム:={xεA : x(KerO) = O}. 
(五)Aが単調完備 Cにf激のとき，可逆A四加群 (O，X)が自己共投品X は自己共役
(従って EndA(X)は単調完備)，8は正規(従って 8はonto).

可逆A-加群(8，X)に対して，X をα.x' b = O(α)x . bによって両側A欄加群と見なし3誤

解の虞れのないとき 6を省略する。

定理2.4.(i) {jが， (3)を満たす〈単調完備)0九代数Bへの coactionのときs定義2.1

における B"{，けこ関して BはA上 r-gradedである。逆にI (単調完備)0九代数 Aに対

して， (単諦完備)0に代数Bが，B"{， eに関して A上r-gradedならば，これら B"{Ieを定

義2.1におけるように回観する rのBへの coactionが存在する。

(五)BがB7'けこ関して A上r-graded(単調完備)び網代数ならば，B7を，Aの元の右
側からの掛け算と A領内積 <x， y >= x*yによって右(自己共役)Hilberl A欄加群と見な
し，Aの元の左側からの掛け算によって AのEndA(B7)への(正規)に準向型を定義する

と，B7は可逆(自己共役)A“加群となる。逆に，任意の可逆(自己共投)A-加群Xは3こ
のようなB7として実現できる。即ち2ある A上 Z-gradedな(単調完備)(アー代数 Bが
存在し，B1口 X となる。

3 (単調完備)cヒ代数の Picard半群

前節の議論から， (単調完備)0九代数A上のr-graded(単調完備)0九代数Bのに代数

としての構造は3可逆(自己共役)A-加群B7に関する対応B7ー(B7)¥(B71，B72)~ 
B"{lB-Y2 及び同一視 (Ry)'" ロ B-y-l ， 包含写像 B71B7~ 日 B7172 を記述する事によって定ま
る。この節では3この観点から，これら二つの対応を演算とする，可逆(自己共役)A四加群
のなす逆半群(inversesernigroup)-AのPicard半群と呼ぶーを導入する。 Picardとい

う名称は，ぴー代数Aに対する Pica:rd半群が [2]の意味での Picard群を部分群として含
む事に因る。ここで3逆半群とは，任意の元Z に対して xx-1x= x， x-1 xx-1 = x-1を満た
す光x-1 (xの逆元と呼ぶ)が一意的に存在するような半群である。

Aを固定した0*-代数とし，可逆A-1J1l群全体を MoιAと書く。 XE Mod-Aに対して，
Aのこつのノルム間両側イデアルを次式で定義する(百五は関線型包を表す): 

K.l(X) = 0-1 (K(X)) C (Ker8)J..， Kr(X) =百五<X，X>.

(8 I (KerO)ょが単射だから18-1:口 (8I (Ker 0)ム)一1は意味をもっ。)Mod-Aの2先の間の，
内積を保存する両側 A-加群準向型を単準同捜3上への単準向型を悶裂と呼ぶ。
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(8，X)εMod-Aに対して，その逆元 (8，X)一1E MoιAを次のように定義する。 X希:口

{が :XεX}上で2スカラー積p加群演算，内積を

λX* = (.AX)¥ a .x*.b = (8(b>l)x .a*)¥ <x¥'0*>= 8-1(x・<払・>)ε(Ker8)よ CA

で定義しJ叩準向型 8_1 : Aー→EndA(Xつを 8_1(α)ピココa'x"で定義すると

X-1 = (8，X)一1 口 (8:....1'X*) E Moch4.， Ker t9_1 = Kr(X)ム.

更に， Kr(X-1) = K，l(X)がいえ，

(X-1t1 = X 

が示せる。

Mod-Aにおける積 @Aを次のように定義する。(t9j，Xj) E Mod四 A (j口 1，2)に対
して，代数的テンソル積X10C X:I上での加群演算 (X1@ X:l)・a X1 @X:I・a，内讃

くX1@ Xl， '01 @ '0:1 >ロくX:l1t9:l (<X1) '01> )'0:1>から誘導されるHilbertA-加群を X1 @92X:I 
と書く。t91: A → EndA(X1 @92 X:I)を長(α)(X1@X:I)口(t91(α)xdφ引によって定義す
ると

X1 @A X2 := (8bX1 @92 X:I) E Mod-A 

が分かる。

Aが更に単調完備のとき，可逆自己共役 A-加群全体を S.D.MoιAと書き，上と間様に2

逆元3積否Aを定義する。即ち，X-1は上記と同じとし，X1苔"AX:lは X1@AX:lの自己共

役完備住([4])とする。
XEMo色4の同型類を [X]，[Mo←::.4] = {[X] : X E Moふ4}， etc.と書く。

定理3.1.AがC九代数のとき， [Mo<h4]は次の演算に関して逆半群で、ある:

[Xd' [X:)] := [X1 @AX:I]， [xt1 := [X-1]. 

Aが吏に単調完備のとき， [S.D.MoιA]についても同様。
この間od聞 A]([S.D.MoιA])を〈単調完備)cに代数Aの Picard半群と呼ぶ。

4 偏九同型

この節では，単調完備 Cに代数 Aの Picard半群 [S.D.Mod-A]を，Aの備仁同型と関

連付け，その演算をF写像の逆写犠，写像の合成を用いて記述する。この演算は OutA= 

Au.tA/lnnAの群演算を拡残したものであり， [S.D.Mod-A]はOutAを部分群として含む

事が分かる。 Aの射影全体， parlial isometries全体，中心を，それぞれProjA， P.I. A， 

Z(A)と書く。

Aの偏に同盟 (partial.. -a u tomorphism)とは，Aの被約部分代数の間の仁同型， l.e・2
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九同型。 eAe→ fAf，e， f E ProjAをいい，このとき e口 1(6)，f = 7(6)と書く。

ある包 EP.I.Aに対して， Ad u: u*包Au*包→ ω1ωヘ(Ad包)(X)ロ仰が3 と表せる備
本瞬間型を内部的という。 Aの備七向型全体を P.AutAと書く。 61，6'JεP.AutAが

G(1(6d)G(i(6'J)) = 0 = G(r(6d)G(r(92)) (G(・)は射影の中心包を表す)を満たすとき，直
和91ED 92 E P.Aut Aを，

1(91 ED 9'J) := i(9d十1(92)，r(91φ9:J) :ロ r(91)十r(92)
(従って1(61ED 9'J)Al(91 ED (2) = 1(9dAi(9d十l(62)A1(9ふr(・)についても同様)j
(91 ED (2)(Xt十町):= 9t(Xd十92(X2)， Xj E 1(め)A1(め)

で定義する。 9E P..AutA， h， k E Proj Z(A)に対して，k.9.h E P.Aut Aを，

1(k・6.h):= h6-t(kr(6))， r(k・6.h):= 9(hl(6))k， k・6.h:= 6 I i(kφh)AI(k・6.h)

で定義し， 9・h=l・0・h，k・9=k・O・1と書くとF

9=9・hED9・(l-h)口 k・9ED(1-k)・9.

菜議 4.1.9εP.AutAが正{負，中心的)ぷ斗 l(θ)ε Z(A)[r(O)εZ(A); 1(0)， r(θ)ε 

Z(A)]. 

。εP.AutAが正時g(re gula.r) 4:斗 0=61φO2(01は正，6'Jは負)と表せる。
正の(中心的，正期)備に向型全体を (P.AutA)吋(P.AutA)O， R.P .Aut A]と書く。

9 E R.P.AntAに対して， <θ>ES.D.MoιAを次のように定義する。初めにoE 
(P.AntA)+のとき，r(6)Aを，X・4 ロ xa，<x，y>ロ X"'yで定義される自己共役百品ert

A-加群と見なし，0を上への正規七準向型A→EndA(r(θ)A)= r(O)Ar(的，a /，-T O( 1( 9)α)， 
と同一視して得られる S.D.MoιAの冗をくわと書く。次に 9= 01 ED 0') ( 91は正，0')は

負)のときく0>:ヱ<01>φ<(02)-1>-1と定める。即ち， <6>= r(OdA ED AI(6:l)であり，

a '(X1 EDX:l) .b= 01(α)X1b ED aX:l(0:l)-1(b)， 
<Xl ED X2， Y1 ED Y:l>= x~仇 +92(x;め).

定理4.2.任意のXE S.D.MoιAに対して，X思くわとなるoE R.P.AutAが存在す
る。郎ち， <9>の向型類を [9]と書くと 3

戸.D.Mod-A]= ([6): 0 E R.P.AntA}. 

向型写像 <9>空くψ>(0，ψER.P.A批判はF次の結果により，記述できる。

命題4.3.9，世 ε(P.AutA)十とする。

(i) <9>空くψ>や吟1(9)口 l(ψ)，ヨ包 εP.I.A:ピ匂口 r(θ)，ψ=(Ad包)0 O.このときの向
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型写像はX1---+ 'UX， X E 1(8)Aで与えられる。

(五)く 8>さくψ>-1や吟 1(8)ざ i(ψ)，1(ψ) :$; 1(8)，ヨ包 εP.I.A :制皐 =i(8)，ゅi
1(8)Ar(8) = (Ad 'U*) 0 8-1 • このときの同型写像は Z 日付(x)，x εr(8)A C i(ψ)Aで
与えられる。

定義4.4(同値関係.....). 8，ψ，… EP.AutAに対して，

8<辞書らi(8)三i(ψ)三0(i(8))，判 l(8)Al(8)= 8; 
9さ81.$ら3'U，旬EP.I.A:悩場 =i(8)，仇=1(8)， 81口 (Ad旬)080 (Ad包);
8--<ψぷ斗ヨ81: 8:= 81 <ψ; 
8.....世ぷ込ヨω:ω ペ8，ω〈ψ.

~はP.AutA上の同値関係になる。。の同値類を {8}と表し，これら全体を {P.AutA}

と書く。

命揺定義4.5(正期化).任意の 8EP.AutAに対して，8--<ψ となる ゆER.P.AutA 

が，.....を除き一意的に定まる。このψをeの正期化と呼ぶ。
一殻の8E P.AutAに対するく8>巴S.D.Mod-Aをくψ> (世は 6の正則化)として定

義する。

定義4.6(P.AutAの2元の合成)• 8，ψεP.AutAに対して，

1(8)主ピ包，'U'Uキ <i(ゆ)， G(也、)= G(r(8))G(l(ψ)) 

となる包 EP.I. Aを選びFれ 8:口 ψo(Ad包)08E P.A凶 A (定義域は0-1(ピ包)A8-1(ピ包)) 

を8，世の合成と時ぷ(これは包に関係するが，.....を除き一意的に定まる)。

定理4.7.8，世 εP.AutAに対して，

く8>ささくψ>や#θ~ψ<θ>苔Aくわ空くψ.8>;<8>一切<8-1>. 

従って {P.AutA}は，演算{ψ}・{8}= {ψ。θ}， {θ} -1口 {8-1}によって逆半群になり，対
応[S.D.Mod-A]→ {P.A叫 A}，[8] 1---+ {8}，は逆半群としての反向型写像である。

注意.(1)特に 8，ψ巴(P.AutA)+のときはpψo8 E (P.Aut A)+であり，向型写像

くわ苔A<ψ>ささくψ08>がXQ9yl---+ψ(X)yによって与えられる。

(2)一般に，8，ψER.P.AutAで、あっても ψ.0巨R.P.AutA(例えば3。が負，ψが正
のとき).これが，R.P.AutAの元だけでなく，一妓の P.AutAの元も考え，定義4ム4.5
によって P.AutAと R.P.AutAを関連付ける必喋がある理由である。

(3) 0，妙巴 A叫 Aのとき 0-ψや吟ヨnnitary包巴 A:ψロ (Ad包)0 e.従って
OntA C {P.AntA}. 

(4) Aが特に AWに因子のとき，{P.AntA}¥{O}は OntAを正規部分群として含む群
である。吏に，Aがσ-nI山e，properly innniteな.らば，{P.AntA}¥{O} = OutAであり，A

が 111型 Wに因子ならば，[{P.AntA}¥{O}]jOntAはMnrray嗣.YonNeumannの意味での

Aの基本群と向型である。
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5 Twisted crossed products 

以下てちA，rはそれぞれC上のnnitalホイ激F離散群を表す。 P.AntA，(P.AntA)+， P.I.A: 
等の定義はF単調完備Cに代数の場合と同様である。

定義 5.1. (i)組 (B，t)が Aの rによる代数的 twistedcrossed prodnct ~ 
B = ED7ErB7はA上のr-gra.ded +-代数 t:r →P.I.B，γI--!o t7，は以下の条件を溝たす:(い1B= 1A =:…A + A(t7-1)+; 

B+;口 ED7Er(B1')+[(B7)+ :立 ちA]はBの部分代数;
B+十 (B+)唯 =B.

特に， B1 = t1A = At1 (従って B+=B)のとき， (B， t)を中Ju、的と呼ぶ。
(ii)二つのも，wistedcrossed prodncts (Bi， ti) (j = 1，2)が共役ぷ斗ヨ仁B1→ B'4に同

型 s.t. 宵 ((B~)+) = (B~)+ ， VγEr. 

定義5.2.(i)組 (0，包)が rの Aへのtwistedaction a 0 : r → (P.AntA)+，γH  
01，包:rxr→ P.I.A， (γ11γ:l) I--!o u(γ1， 'Y:l)，は以下の条件を満たす(1(07)=: 1(γ)， 1(01)口:

r(γ)， 1(弘 0011)=: .l(γ1 ， 'Y2)， etc.と略記する):VγjEr: 

(5.1) Oe = idA; 

(5.2) l(γ1，γ'4)壬l(γ'1'Y1); 
(5.3) (Ad包(γ1，'Y:l)) 0972 0911 = 97112・1(γ1，γ2);

(5.4) u(γ1，γ2)包(γbγ:1)+= 97'11'l(1(γ1，γ2))，包(γ1，γ1)+U(γbγ1)= r(γ1，γ:1); 
(5.5)包(γ，e)=u(e，γ)口 r(γ);

(5.6)包(γ巾 ，'Y3)073(包(γ1，γ:1))=包(γ1，γ2γ3)U(γ1，γ'3);
(5.7) l(γ1)(1 -l(γi1))011 (7((γ1γ'3)-1)) = 0; 
(5.8) l(γ11 )(1 -l(η))07'1 (l(γ1γ3))ロ 0;
(5.9) (1-1(η))97'1 (l(γ'1 'Y3)r(γ11)) = 0; 
(5.10) (l(γ1)…l(γ1，γfη))( l(有 )-l(γゎγflγd)=0; 
(5.11) 011(1-1(γ1γF13γ2))A012(1 -.l(γ2γf¥γd) = 0; 
(5.12) (l(γ1) -l(γhγi1 ))9721'3 (r(γ;-1 )(l(η) -l(γゎγ3)))= O. 

(五)rの Aへの twisteda.ction (0，包)に対して， (α，けが (19，包)-coboundaryA斗
αE AntA; V:r → P.I.A，γI--!o V7，吟V1=α(r(鳥))， Vγεr. 

定理5.3(twisted crossed prodnctのA，rのみを用いた表示). 

(i) {知対立，Aのrによる代数的twistedcrossed prodncts (B， t)とrのAへのtwisted
a.ctions (0，包)の間の双射を定義する:

97 = (Ad t;) I A，包(γlJγ2)ロ (t1'172)キt.. u t12・
即ち，(B， t)を与えると，上式によって (O，u)が定義でき，逆に (9，包)を与えると上式を満
たす (B，t)が定まる。特に，(B， t)が中心的のときは， 91'ε(P.AntA)白であり，条件 (5.7)-

伊.12)は他の条件 (5.1)-(5.6)より従う。

可
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(五)rのAへの twistedaction (9，吋と (9，包)-coboundary (α川)に対して，次式によっ

て新しいもwitedaction (9'， $')が定義できる:

(川町)0αoWI，
$'(γb1':I) = (内巾)川(包(γ1，γ:1))(αo9"'l 0 α-1 )(旬，.，J旬"'2・

このとき (9，吟， (9'， $')に対応する twisもedcrossed products (B， t)， (B'， t')は互いに共役
である。逆に，(B，t)， (Bいつが共役なtwistedcrossed products， (8，包)， (9'， $')が対応す

るtwistedactionsのとき，ある (8，包)-coboundary(α，ψ)が存在し，上式が成立する。

(i)における (8，吋から (B，t)の構成:rの Aへの twistedaction (9，吋に対して，形
式的変数ちと以下の関係式で定義される，有限和 2::，.，(t7a，.， +叫(t7-1)つ(向 ， a~ E A)全体
をB とし，B，.，= t7A+A(ち-1)+とする:

r r(γ)α(1 -.e(γ-1)) = 0， (1-.e(γ))a'r(γ-1) = 0， 
t7a+α， (t，.，-l)場 =0やキ{i悦(γ，γ-1)97-1(a) +.e(γ)α'r (γ-1 )ロo.

Bにおける involutionと積を次式で定義する:

(t-ya十a'(ち-1)γ:=t-y-la何十ピ(t，.，)"';

(t71 a)( t72b) :口t7172包(γ111':1)972 (α)b; 

t71a(t'Y2)>i := t717;-1(九)-1(包(γ1γ51，γ:J)"ar(γ':1))
十 (1-i(γ1γよ1))(871)-1(r(γd側 (γ2γ「¥γt))(t1バ1)勺

( t，Yl)吋12戸 t1;:172包(γ1，γr1γ2)噌+(1-l(γf1γ:1))包(γゎγF1γd(t-y;-171)キ.

以下で Aは単調完備Cに代数を表すとする。

定義 5.4.rの Aへの twistedaction (8，包)に対して AのTによる代数的 twisted

crossed prod uct (B， t)を自然に単調完備{として得られる f-graded単調節約*イ閣を Aの
rによる twistedcrossed productと呼ぴ，A xe，ufと書く。(このとき B7E S.D.MoιA 

であり 3これらがAX8JTのgradingを与える。)(B， t)が中心的のとき，A xe，u rも中心
的という。

定義 5ふ (i) X εS.D.Mod糊A の直和悶子 Y E S.D.Mod-Aが X の正部分品込

ヨ9E (P.Aut A)+ : Y ささく9>，かっこの性質に関して Yは最大。
(五)rの Aへの twistedaction (8，包)が極大正手当?VγEr: B~:口 t.yA が B-y 口
t，.，A十A(t，.，-l)"の正部分。

定理5.6.(i) A上の伍意のr-graded単調完備C九代数Bは，cobonndaryを除き一意的

に定まる，極大正twis色町iadion (8，包)に関するも，wIstedcrossed produd A X伽 rとして表

せる。

(ii) Aが特に肝nnite，properly innniteのとき，上のBは中Jl;的twistedαossed prodnct 

として表せる。
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証明の方針:上記の B に対して定まる R，E S.D.MoιAの正部分を (B..，)+とし，
(B..，)十空く07>となる 07E (P.Ant A)+を選ぷ。くO'f>口 r(07)Aの元 r(O..，)に移る (B7)+
の元をちとし， 8:口 L7Bγ，t: γ ~t7' とすると (8，t)が代数的もwIstedcrossed product 
となる事が分かる。従って，定理 5.3により (0，也)が定義できる。また，一意性は，二つの
極大正 twisteda.ctionsに対するもwistedcrossed productsが， r-gra.ded九代数として共役

(i.e.， gra.dingsを保存するに同裂が存在する):ならばF必然的に定義 5.1(五)の意味で共役に

なる事から従う。
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