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A Note on a Problem of an Extermal 
Problem in H1 

J.lnoue 

January 26， 1996 

Abstract : It is shown that， for each p(O < p < 1)， there exist an exposed poinも
of the uint ball ofもheclassical Hardy sp配 eH1(D)， which has the property that 
j-1 dose not belong to HP. 

In the study of the classical註ardyspace H1 = H1(D) of the unit 
disc D， it is an interesing and also an important problem to characterize七he
exposed points (of the uint ball of H1). 
Characterization of the exposed points are studied by several authors. 
such部 [1]， [3]， [4]， [5]， [6]， [7]， [8]. and etc. 
On the 0七herhand， some means to constract various concrete examples 
of the exposed points are known: 

(a). If f εH1， IIfll1 = 1， and Rf三OonT=δD， 
then f is an exposed point伊].
(b). If f E HヘIIflh立 1，and f-1 belongs to Hヘ七henf is an exposed 
point [8] 

(c). If f E HヘIIfl11= 1， and if there exists some non zero k E H∞such 
that抗[kf]ど0，then f is an exposed point [5]. 

With use of (a)， (b) and (c)， we can construct various concrete examples 
of exposded points easily. 

For example， if q is an inner function， then (1十q)/II(l十q)lhis an exposed 
point by (a). 
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Also， by use of (b)， we can know easily that if f is an analytic polynornial 
with Ilfll = 1， then f is an exposed pointぜandonly if f has no zero on D， 
and has at most simple zeros on T. 
On the other hand， we can easily see that if f satisfy (a)， (b) or (c) ， then 
f-1 must belongs to HP for each 0 < p < 1. 
In this short note， we show that， for each 0 < p < 1， we can construct 

an exposed point sucht that f-1 dose not belong to HP. 
In the following， we need next de帥 ionand theorem [2]. 

De五ntion1. If f is a function in H1 with norm 1， we put 
Sf = {g E H1 : IIgll1 = 1， g(eit)j f(eit)三O.α.e.t}

S f is the solution set of出ewell knouwn extermal probelm in H 1• f is 
an exposed point (of the unit ball of H1) if and only if Sf = {f}. 

Theorem 1[1]. Suppose f is a function in H1 with Ilflh = 1. If 
f-1 is locally belongs to H1 on the unit circle except a耐riteset A of T， and 
f-1 E HP for some p > 0， then the linear span of Sf h部員凶tedimension. 

We now prove the following theorem. 

Theorem 2. For each p(O < p < 1)， there exists an exposed point 
of the unit ball of H1 sucn七hatf-1 dose not belong to HP. 
Proof. Let u be a positive measurable function on (0，21T) such七hat
(i) u is locally i凶egrable(0，2作)， 
(ii) If we put 9 = eiu(t)， we have g-l( eit)手V(T)，bu七g-l(eit)E V/2(T)， 
(i註)g(e勺j(1 eit)2 1:. L1 (T). 
Let f(z) be an outer function defined by 

r2官 eit十 Z ・#

f(z) =入exp1っγ-=:log g( e~t)dtj加 (z ι D)
JO e.. z 

where入isa posi七iveconstant to ensure IIfll1 =1. 
Then by the definition of f， f-1 locally belongs to H1 except point in 
A = {1}， f-1(e“) 1:. HP， bu七f-1E HP/2. Therefore by theorem 1， we have 
七hatthe五nearspan of S f is of缶詰tedimensional. Since f is outer，吐lese
imply that if f is not exposed， f must be devided in H1 by a function of the 
form (z-α)2 for some αE  T [5]. But it is impossible by the condi~ion (i) 
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and (iii)， and we can conclude tha七fis an exposed point of the unit ball of 
H1. Q.E.D. 
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Scaling Functions associated with 

Unimodular Wavelets for L2 * 

Atsushi Nobuta t 

Abstract 

We construct Scaling Functions associated with Unimodular Wavelets for L 2
• We also find a 

necessary and sufficient condition for a class of Unimodular Wavelet for L2 con日tructedin reference 
[1] to be associated with Ml出ire日olutionAnalysis. 

1 Introduction 

ここでは、Y.-H.Ha， H. Kang， J. L田，& J. K. Seo [1]で論じられた UnimodularWaveletsに対応する

Scaling Functionの構成及びその特定をその自的とする。 UnimodularWaveletsとは、 Meyer'sEqua七ions

を基に Unimodular条件(i.e.11t(と)1= 1 for all ( E sUPP1t)を課して構成された Or七honormalWavelets 
のことである。 ψEL2(R)が L2(R)に対する OrthonormalWaveletであるとは、 ψEL2(R)， j， k εZ 

に対して、記号ψ'j，kを
ψ'j，k(X) コ 2~ψ(2jx-k)

としたとき、族 {ψ'j，dが L2(R)に対して Orh七onormalbasisとなることである。この Or七honormal
Waveletsを構成するには、基本的に2つの方法がある。 lつは、 Meyer'sEquationsに基づく方法で、も

うlつは、 Multir田olu七ionAnalysis ( MRA )に基づく方法である。 [1]において構成された Unimodular

Waveletsは前者に基づいている。この Meyer'sEqua七ionsはOr七honormalWaveletsに対する必要十分条

件で Y.Meyerによって与えられ、 [4]において論じられている。証明は、 [1]を参照されたい。

Theorem 1. 1 (Meyer's Equations : [1] ) 

ψE L2(R)が、 L2(R)に対して OrthonormalWaveletとなるための必要十分条件は、次の等式(W.1)rv 

(W.4)を満たすことである。

(Wl) I:~-∞ 11þ(い 2加)12= 1 

(W2) I:~-∞手(正十 2kπ)手(2j (と +2kπ))= 0， for j主1

(W3) I:~-∞ 11þ(2-j c) 12 = 1 
で---向吋ωー

(W4)玄立。ψ(21(ご+2poπ))ψ(21C)= 0， for Po E 2Z十1

これらの等式は、ほとんど至るところの意味で、成り立つことを意味する。

.The au七horwishes七othank Professor J.Inoue for helpful and good guidance regarding the subject of this paper 
t Department of Mathematiω， Faculty of Science， Hokkaido Universi七y
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このMeyer'sEqua七ionsにUnimodular条件を課すことにより、 Theorem1.1の(W1)吟 (W4)， (W3)吟 (W2)

が示せ、むnimodularWaveletsの必要十分条件は、 (W.1)(W.3)を溝たすこととなる ([1])。さらに、 K=

supp1tとすると UnimodularWaveletsの必要十分条件(W.1)(W.3)は、この K に対する必要十分条件と

して、次のように特徴付けられる。

Theorem 1. 2 (Unimodular Wavelets for L2(R) : [1] ) 

ψE L2(R)を UnimodularPunctionとし、

K = supp1t， K+ = K n ( 0，∞)， KーなKn(…∞，0)

とすると、 ψがL2(R)に対して OrthonormalWωeletとなるための必要十分条件は、次の2つの条件を
満たすことである。

(1)適当なαERに対して、九は、 null-se七を除いて、 K上 onEトtcトoneで、かっ

m( [α，a十2π)…Tα(K))口 O

(2)適出なα>O，b < 0に対して、 Oa，Obは、 n吋l-se七を除いて、各々 K+，K-上 oneャ七仁川neで、かっ

m( [α，2α)-Oα(K+) ) = 0 ， m( (2b， b ]-ob(K-) ) = 0 

ここで、 m はR上の Lebesguem印刷問であり、関数九， ιは
九 :R→ [α，α+2π) ，α三九(x):= x 十2ヨ1k(x)π云α+2π ，forαER 

6α: [0，∞)→ [α，2a) ，α壬5α(x):ニ 2
31j
(X)X:::; 2α ， forα>0 

でまた、 α<0ならば、 x<Oに対して、 6α(x)= -o_α(-x)とする。

これを用いて次に、 [1]で構成された UnimodularWaveletsの3つクラスそあげるo

Theorem 1. 3 ([1]) 

1t(と)= ei!χK(と)
Kコ[2α-4κα-27f] U [α， 2α]，0<α<2π 

(1.1) 

とすると、 ψはL2(R)に対して O1'thonormalWαveletとなる。逆に、 K+，Kーが各々 lつの区聞からな
る Unimo血larWαveletsはこの形式のみである。

Theorem 1. 4 ([1]) 

K十=r M -L:
j 

.宵叶 UI 2j宵約十-2-wi，K-=-U，j>O 
1 2j十1… 1'" "1 -1 -'" -" 

， 
2j十1-1"1 

とすると、式(1.1)のψは、 L2(R)に対して OrthonormalWaveletとなる。逆に、 K+が互いに素な2
つの区聞からなり、 Kーが原点に関して K+と対称、な区間からなる UnimodulαrWαveleおはこの形式の

みである。

Theorem 1. 5 ([1]) 

j ~ 2， 1:::; p :::; 2j -2に対して

r n (. 2p+ 1¥(. 2p+ 1¥1 
ニ I-211 一一一一一~ 17f. - 11一一一一一一 I7f I ， -¥ - 21+1 - 1 J ." ¥ - 21+1 -1 J " ， 

K+ = r 2(p+ 1) 7f. 2(2~+ 1)7fl U r伊 1(均十1).2j
十2(p+1L

7f 1 ー|一一一7f.一一一一πIUI 7f. _'7f1 ， 2j十1…1'" 2j十1-1"'-' 2j十1-1 ..， 21+1 - 1 ..， 
とすると、式(1.1)のψはが(R)に対して OrthonormalWαveletとなる。逆に、 Kーがlつの底鴇で、
K+が瓦いに素な2つの註閤からなる Unimodulαl'Waveletsはこの形式のみである。
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次の節では、この論文の自的である UnimodularWaveleもsに対応する ScalingFunctionsの必要十分条

件を与え、上の3つの例が MRAに対応、するか否かを考察する。

2 Statement of results 

この節では、 [1]においては Meyer'sEquationsを基に UnimodularWaveletsを構成したのに対し、 MRA

に基づいた UnimodularWaveletsの構成を試みた結果として、著者が得られた結果を述べる。そのため

に、まず MRAの定義を与えておく。

Definition 2.1 (Multiresolution Analysis : [2]，[3] ) 

{Vj}jEZ sequence of closed subspace of L2(R) 

としたとき、 {Vj}jEZが次の条件(R1)rv(R4)を満たすとき、 L2(R)のb佃 A という。

(R1) Vj cV什 1

(R2) Ut-∞VjコL2(R)， nt一∞Vj= {O} 
(R3) f(x) E Vj 宇中 f(2x)E Vj+l 

(R4)ヨゆ EVosふ{ゆ(x+ k)}kEZ ; 0吋honormalbasis for Vo 

このゆを {Vj} を生成する ScαlingFunctioねという。

ここで、 {Vj}jEZをMRA、ゆを ScalingFunctionとし、また WjをVjの車交補空間 (Vj@VVjコ

Vj+1)とする。このとき、 {ψ(・
-
k) : k E Z}がWoのOr七honormalbasisになるような関数 ψをみつ

ければ、このψが Or七honormalWaveletとなる。一般に、 OrthonormalWavele七ψが ScalingFunction 
ゅに対応していると

手(2()コ eiC，五0((工可手(() (2.1) 

を満たす。ここで、 moは

ゆ(2()= mo(()針。
を満たす 2π 周期で、 L2([0， 2π])に属す関数である。
これらを用いて L2(R)に対しての UnimodularWaveletsに対応、する ScalingFunctionsもまた Uni“

modular Functionとなるので、対応する ScalingFunctionsの必要十分条件は次のように特徴付けられるo

Theorem 2.1 (Scaling Functions associated with Unimodul町 Waveletsfor L2(R) : [5] ) 

ゆ=コχM，MCR me邸 urable

とすると、ゆが L2(R)に対して ScalingFunctionとなるための必要十分条件は、次の3つの条件を満たす

ことである。

(1)忠男。m(トπ，πi¥2
nM)= 0 

(2) MC2M 

(3)適当なαERに対して、アαは、 null-seもを除いて、恥f上 one-七かoneで、かっ

m( [ α，α十伽)一九(M)) = 0 

ここで、 mはR上の Lebesg山 measureである。
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ここで moをmo(()= :L1ez 4>(2(( + 2l1l"))とおくと、上の ScalingFunctionゅに対して

ゆ(2()= mo(()針。

を満たす 2π 周期で、 L2([0， 2π])に属す関数となる。従って、 (2.1)より

¥
1
1
1
1
j
 

f
h
一
円

L

〆
'''saga
‘、、

〈
，
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一、11
1
1
/

一
π

一

十
一f
と

2

7
1
I
1
¥
 

m

n

u

 

一
m
C
4
2
 
ρu 

計 五段付加糾

ψ(() 

(2.2) 

よって、 Theorem2.1のScalingFunctionゅは、

~(Ç) = e" (宏一
を得る。

によって Un泊lodularWaveletψ に対応している。

これを用いて、 Theorem1.3 rv Theorem 1.5のUnimodularWavele七日が、どのような ScalingFunctions 

に対応しているかについて考察する。但し、 Th.1.3とTh.1.4については、 [1]の結果によりわかっている。

実捺、 Th.1.3に対しては ScalingFunctionsとして

ゆ(と)= X[ a-21T，αJ (と)， 0 <α< 211" 

が対花、しており、 Th.1.4では、 j= 1のときのみ MRAに対応、し、 UnimodularWavele七ψ とSむaling

Functionゅは、

;j(と)= e!χK(ご)
r 8 _1 r 21  r2 1 r_ 8 I 

K=  I一一11".-211" I u Iーπ 一一11"I u I =11". 11" I u I 211". ;11" I 
3'" …I ~ I " ， 3" I ~ I 3'" " I ~ I -"， 3" I 

ゆ(c)ロ XM(と)

r4  1 r2  21  r 41  
M=I一一π ー1I"1ul-一7τ ー11"I u I 11". ':;'11" I I 3'" "1 ~ I 3'" 3" I ~ I '" 3" I 

である。従って、後は Th.1.5について考察するわけだが、問により pが奇数のときは MRAに対応、し

ないことが得られているので、 pとして偶数のみを扱う。すると、 MRAに対応するための必要十分条件が

次のように得られる。

Theorem 2. 2 (Scaling Functions associa七edwi出 Unimod叫arWavelets of Theorem 1.5: [5] ) 

ψをTh.1.5において構成された UnimodularWaveletで、 pを偶数とする。このとき ψが、 MRAに

対応、するための必要十分条件は、

(2iーが)p十2i… 2k-l
X:コX(j，p，k):コ μ

2i+l -1 

が整数となる k(1 ::; k ::; j -1)が事在することである。

また、そのとき対応する ScalingPunction oは

2;YfJ)πJ) 
。(と)=χM(と)

掛 1u (自[軒町

一7-

M=[-(l-嘉吉)π，
である。



この Theorem2.2は、 Theorem2.1の条件(3)における区間 [α，α+2π)を複素平面の単位円 T に置き
換えることにより得られた。また、 MRAに対応する必要十分条件が、 Xが整数となる kが存在するとき

のみであることが大変興味深いものであると思われる。以下に、 Xが整数となる k(1 :5: k :5: j)が存在す
るときの j，pをj=2rv20まで列記しておく。
j=2，p=2 
j=3，p=6 

j=4，p=4，10，14 
j=5，p=30 

j=6 ，p=8，20，42，54，62 
j=7，p=36，90，126 

j=8，p=16，84，170，238，254 
j=9 ，p=72，438，510 
jコ10，p=32，136，292，340， 682， 730，886，990，1022 

j=11，p=660，1386，2046 
j=12，p=64，272，584， 1188， 1364，2730，2906，3510，3822，4030，40 94 
j= 13，p=528，2340， 5850，7662，8190 
j= 14，p= 128，2184， 5460， 10922，14198，16254，16382 

j=15，p=1056，4680，10836，21930，28086，31710，32766 
j=16，p=256，2080，4368，9288， 18724，21140，21844，43690，44394，46810 

56246，61166，63454，65278，65534 
j=17，p=17544，38052，93018，113526，131070 

j=18，p=512，4160， 16912，34952，37448，75044，84628，87380， 17 4762，177514 
187098，224694，227190，245230，257982，261630，262142 

j=19，p=8256， 149796， 174420，349866，374490，516030，524286 
j=20，p=1024，33824，69904，304292，349524，699050，744282，978670 

1014750，1047550，1048574 
最後に、 Theorem2.1とTheorem2.2の証明に関しでは参考文献の [5]を参照されたい。
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J:l1ar七ingale七ransformsin a Banach space 

Toshi七adaSH工NTAN工

工. No七a七ions.Le七(S2.，氏， P ) be a probabili七yspace and氏l'0..2，... 

a nondecreasing sequence of sub司 q百四fieldsof a. Le七X be a Banach 
/ 

space wi七hnorm ¥.¥ and七heRadon-Nikodym proper七y.Le七 f=(f1，f2，...)

be an X四 va工uedmar七ingalewi七hnorm IIfl11 = s設p:E¥ fn¥<∞ rela七ive七0
氏l'氏2'... • Here E deno七esexpec七a七土on: in七egra七ionover s6 wi七h

respec七七oP. Le七 V芯 (v1，v2，...) be a rea工-va工uedpredic七ablesequ-

ence，七ha七 is，vk:.Q→R is ak-measurable， k~l. Then g=(g工，g2'• • • ) ， 
yl 

defined by gn=吾JK(fM一九)wi七h lv\~l in ab叫 U七ev山 e，is七he

七ransform of七hemar七ingalef by v. 

2. Real四 valuedcase. Le七日bea sub-・守'-fieldof U. エfZ is a 

random variable wi七hfini七emean， by七heRadon-Nikodym七heore問e臼m

for Z 七here土sa 7お3-measurab工efu工nc七土onヲwhich 土ssa七土sfying

s Z(ω) dP= S~(ω) dP for every A f. 73 
A A 

and which decides 七hecorrespondence Z →ヲ ， i. e.， F:Z(ω)ト刊(ω).
This func七ion~ is unique up七oa se七 ofP叩 measurezero， and any 

such func七土on，deno七edby E( Z/J3) (，ω)， is called 七hecondi七ional

expec七a七ionof Z(心)re工a七ive七os. Theref ore ，七heabove correspo明

ndence F is wri七七enby 

E( Z/お )(ι心)=ヲ〈心)=F( Z(ω)/7三)for almos七 a工工 ωε.2. 

工ff=(f工事f2，・・・) is a mar七inga工e七hen，for almos七 a11 心，

F( fn十工〈
ω)/an )= fn(ω) (n=1，2，.・・ ) 

and F is 1inear: for a工工ス，ドR

F(ス，Y(，ω)十f'Z(，心)/B)=F((スY十ド.Z)(ω)/7ミ)

= E(A'Y十ドZ/s)(ω)=九百(Y(，ω)/芹)十ド'F(Z(ω)/rs). 

Le七 X=R，七ha七 is. 1e七 f=(f~.f^....) be an L1-bounded and ， 一¥ 工，....2'・・・ J

real由 va1uedmar七inga工e.Then 1.¥ deno七es七heabsolu七eva工ue.
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Theorem 1. エf 11 f 111く∞ mztlf刊一引く∞ a.e.， 
七ha七 is，f is of bounded varia七ion.
Proof. 8uppose七ha七七hereexis七sa subse七 Nof s such七ha七

00 

pO'1)キ oand 
Eil 
fn+1ω
) -fn(心〉ト∞ fora11ωω 

型hen，for any G= G(ω)>0 七hereis a number N= N(G，ω) > 0 
れ

S帥七ha
七五!fkt1(W)一九州 >G∞ H (Yn~N) .. 

80七hereare a number k= k(心)~ n and a posi七iverea1 number G/出G/(ω) 

such七ha七 /fk+1 
(ω〉一九(ω〉卜のofor each ωE  1'1.. Here， se七

Gイr出 Gゲ/←ゲ約
1

ワ)=/fk(ωω )+ 工φV例/つ)一f九k(心いuωぷ4心2
Gゲ/土臼swe工江工悶dωef土ine吋d0∞nS?丸E己a 出14G'〉Owhen ω午ω ， i.. e..， G'>O on M .. 
Now， when ω=心 Ifk+1 (ω〉一九(ω)¥ is defined on M .. 
By七hedefini七ionof七heabso工u七eva1ue 

I fk+1 (ω) -fk(ω) I def..r i 
_ 
¥ 
fk十工(ω)-fk

(φ) on A =コ=tω;fk+1
(，ω)みfk(ω)j (CH ) 

l-( fk十工(ω)-fk(α))) on i1¥ん
8ince k(凶)=kく∞， t k(，ω) ;ωε吋C~1 ， 2 ，…，n ，…").. Thus， 
E Ifk(い4μωλρぷ3
I ~ _ 

.，..1 
80 I f， .， -f， I E L....... For a1mos七 a11ωEA...， 
I ....k+1 ....k I -

~ .. ~...，.... v. 

E( I fk十1-fk l/i氏k )(ゆ)= F( I fk礼 - fk I (ω)/ttk ) 
出 F( I fk十工(凶)-fk(ω) ¥ /(J，k ) 
= F( fk+1

(ω) -f
k
(ω) /a:k 

) 

= fk
(ω) -f
k
(ω) = O. For a1mos七 a11ωEN¥A

E( I九十1-fk I /低k )い)= F( I fk+1 (1ω〉一九(ω)¥/1庇k ) 
= F( fk(ω) -fk十工(ω)/ak ) 

盟主
k(，
ω)-f
k(ω) = O. 

Therefore E( /fk+工一九I/ak ) (ω)= 0 for a1mos七 a1工心 EH. 

On七he0七herhand， if E( G' fiιk(ω) ) (to/) = 0 ( k= k (ω)) 

for a工mos七 a11ωミ..Q.七hen E( G/0ω1))= E( E(Gノ/C{k(叫) )~ωつ)= 0・
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Thus， Gノロ o a. e. for each 心 EI'1. This con七radic七S 七oG/> 0 on i-1. 
S 0 E ( G / / a

k 
) (1ω1)キ ofor some ω=ωεM・

Since P(rJI)キ 0，J.'vlキ戸.Then 

o = F( I fk+1(1ゆ)一九〈ω)//ak ) 
= F( G I (1心)/a

k 
) 

= E( G' /a.
k 
) (ω〉

キ o for some ωE-1'1. 

This is a con七radic七土on.Thus 七hereis no七 such M. 
00 

Therefore 芝二If~.1 (心)-f"，(ω)1く∞ for almos七 allωεQ.
判ミil"'"n十1¥--/ .....n¥--/l 

3. Vec七or吋 Ta工uedcase.工Je七 Z(ω)be a Bochner四 in七egrab工efunc七ion

on a probabili七yspace (おーα，P )七akingvalues in X. 
Le七73 be a sub問。副司fieldcon七ainedin .ct. Then 七hecondi七ional

expec七a七土onE( z/s)(ω) of Z(.ω) rela七ive七o~ is defined as a 

Bochner四 in七egrablefunc七ionon (51， a， P ) such七ha七 E(Z/日)is 
73四 measurable and 七ha七~ z(ω)dP詰 SE(Z/p->)(心)dP，V A ~お，

A A 
¥'lhere七hein七egralsare Bochner由 in七egrals.

Therefore， by above correspondence F: z~心」→ E( Z/β)(ω) ， 

similarly in七hereal叩 va工uedcase 

E( Z/B) (凶)is ¥'lri七七enby F( Z(Iω)/s) 

for almost allωESG. Le七fbe 問 X-v山 ed叩 dL52-bounded 

mar七inga工e..Then

F( f~. 1 G心)/1応)= f~(心) ( n=1，2，....) and F is line日.
+ム n n' 

Theorem 2・ 工f IIfl11ぐ∞七hen t 1九十工一九lく∞ a.e.・
"''= 1. • 

Proof. Suppose七ha七七hereexis七sa subse七 r.'[ of ~ such七ha七
60 

P(N)キoand.~ (fn十工〈ω)..:..fn(心)I =∞ for all ωE  M. y¥-=il ......... 

Then， for any G= G(ω) > 0七hereis a number N = N( G，ω)> 0 

such七ha七三ilqd心)-fk(l{わ Gon J.'vl (¥J以)・
80七hereare a number k= k(心〉ミnand a posi七ivereal number 

G'= G/(ω)ωh七ha七 !fk+1(ω)-fk(ω)1= G'>O for each ω E-M・

tE--

句
E--晶



、 def.
Then， g ~ω1) 出= fkGω〉十工(ω〆)-fk(ω)(w

t
) for each <.UE:N (ω'e.s1， H C S1) 

¥ ~ r ， '¥ ¥ ，." r." '¥ '-r. _ _，. _ __ . I →→、→such七ha七iすい)¥誼 G'(ぬ))0when ω誼ゆ， i. eo， g= g (ω)キ13onfdh 

Since f is a mar七ingale，for almos七 a工工 ω'ESL 

E( fkω)十1-fk(.ω) 11αk(ω) )い，)認す@

虫Th叫叫州=i針B叶 /a九k(W))(
= "(すア ( He加ereE dωer∞1ぬO七加es七h回eB恥。∞c凶hner土臼n七加eg伊raι工 〉
de巴ι I--'-I 
炉=9E!gトo (E is七heLebesgue in七egral) 

七今Ii¥ = 0 a. e. 
日言恥')出す foralmos七 allω旬開dfor each u..l f 1-1. 

80言〈ω)Z3onM (CQa)@ 

This is a con七radic七ionon M.. Thus，七hereis no七 suchM。
c>o I 

Therefore Zlf....，，(心)-f"，  (ω)1ωfor almos七 allωεQ.. 
Y¥=土'....n十1'~.1 ....n '--/1 

4. Mar七ingale七ransforms.. 

Theorem 弘工f IIfHl
く∞七hen七hemぽ七ingale七ransformg by v 

converges a.. e.. in X wi七hou七七heassump七ion七ha七vis predic七able.. 

工nfac七宮

I g~ (w)¥っ とら (ω)\~ ~，Ivn(ω)flfn+l (1ω) -fn(叫 )\ζ~\fnì-l(尚一九ωi く∞
'il宮工 同:'1.

for almos七 allωESl."

Theorem L九 Le七 Xbe Banach space. Then we have七hefo工lowings:

11 X has RN四 proper七y" 出ld

11 all X-valued mar七ingalef 特
" X has RN-proper七y"and 

11 all X四 valuedmar七ingalef 

is LP四 boundedll ( 1くp<∞)is Ll-bounded 11 

∞ せレ
511fn-ι I¥p<∞( 工くが∞)

511f叫一九itccpspllfallp 
-1t ( 工くpく∞)

I X is supeト reflexive (~ 

年今
OO 

ふIfn-foo ¥く∞ a..e .. 
込L

芸Ifn十1 引く∞ aoe .. 

reflexive )" 

じれ曹"X has 羽田proper七yand ¥1 f¥¥lく∞今 Xis reflexive 11 

( Thus， X E UMD ) 

ワ
ω
τsム



Re.ferences 

〔工JT. Shin七阻む工人convergenceo.f an ex七e凶 eds七ochasticin七egra1，工工
( in Japanese )， Hokkaido Univ. Tech. Repor七 seriesin Ma七h.，

No. 35(工995)，56-61. 
[2J ， Mar七ingale七rans.formsin a Banach space (エ995)

( preprin七)0 

Tomakomai Na七ionalCollege o.f Technology 

円
ぺ

υ

句

2
4



Interpolating Sequences and Embedding Theorems in 
Weighted Bergman Spaces 

広高大・理 山田雅博

(出asahiroYamada) 

31.序

Dを複素平面における開単位円板、 HをD上の解析関数全体とする。ま
た、 0<p，q <∞、 ν，μをD上の有限な BorellE測度とする。ここでは次の
問題を考える。ある定数O<C<∞が存在して、全ての fEHに対して

(ん 1f Iqザ
となるとき、 νとμは(q，p)に関する (v，μ)-Carleson不等式を満たすと呼ぶ
ことにする。ここで、 LHν)，L~(μ) を各々が(ν)nH， LP(μ)nHとするとき、
上の条件は L~(μ) が LHν) に連続に埋め込まれる事と同値である。

盟題ニνとμが (q，p)に関する (ν，μ)-Carleson不等式を満たすための必
要十分条件を見つけよ。

α，z巴Dに対して、九を原点。を αに写す D上の一次変換、

s(α，z) = 1/21og(1十i仇(z)1)/(1-1仇(z)1) 

とする。このとき、 O<r<∞なる rに対して、

Dr(α) = {z E D 1 s(αバ)< r} 

とする。さらに、

ん(α)
m品仏J

と定義する。ここで、 m は正規化された 2次元Lebesgue測度を表す。

霊堂l:. O<p~q とする。さらに、 dμ=ωdm的 ω は (Asト条件を満足
し、ある O<R<∞が存在して ER(μ?α)< 1とする。このとき、 (q，p)に

-14-



関してい?μ)-Carleson不等式が満たされる事と、ある 0<γ<∞が存在し
て(1-1α12)2(1一的)九(α)jん(α)q/p:=:; C (αε D)なることは同値である。

定患ιo< q < pかっ、 p:=:; 1とする。さらに、 dμ=ωdm的 ω は
(As) -条件を満足し、 eR(μ，α)→ O(R→∞)とする。このとき、 (q，p)に関
してい，μ)ωCarleson不等式が満たされる事と、ある O<r<∞が存在して
九/ん εV(μ)なることは向儲である。ここで、 l/t+ l/(p/q)口 1とする。

定聖三二o< q < pかっ、 1< pとする。さらに、 dμ 口叩dm的 ω は
(Ap(α))δ"条件を満足し、 (1-p)(l十 α)< B < 0なる Oが蒋在して、
ら(μ，a，B)→ O(R→∞)とする。このとき、 (q，p)に関してい，μ)司Carleson
不等式が満たされる事と、ある O<r<∞が存在して九/ん巴 Lt(μ)なるこ
とは同備である。ここで、 1/t + 1 j (p j q) = 1とする。

以下では定理の説明の概略を述べる。また、 Cは定数を表すものとする。

32. p:=:; qの場合について

任意の αEDに対して、 Kα(z)=(l azt2，kα(z) = Ka(z)jKα(α)1/2と
おく。 α>-1に対して、

ん(α)= J 1 kα12+a dμ 
と書き、これを Berezin変換と呼ぶ。 ω三0を D上の可積分関数とする。

l<p<∞に対して、切が (Ap)-条件を満足するとは、ある 0<r，C <∞ 
が事在して、すべての αEDについて

Wr (α)(切-l/(P-l))~(αy-l:=:; C 

なるときを言う。また、 0<R<∞に対して、

eR(μ，α) 2B(ムムωIkα|件白州
と定義する。さらに、 α>-1に対して、 dm臼口 (1-1 Z 12)admと番く事に
する。以上を準備して、定理1の証明の概略を述べる。
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定理1の証明.ある 0<γ<∞が存在して(1-1α12)2(ト qlp)九(α)/ん(α)qlp:::; 
c (α 巴D)であると仮定する。任意の fεHとαEDに対して、 1f 1の
劣調和性と Holderの不等式より、

1 f(α) Iq壬c( [ . . 1 f IP djt ylp (1-1α 12t2qlpん(α)ーの
¥JDr(α) . . J 

が成立する。ここで、両辺を νで積分し、右辺のDを分割することを考える。
補題4.3.6[6iP62]より、ある自然数N と{入π}CDが存在して D 口 UDr(入n)
かっ、全ての zE Dは高々 N個の D2r(入n)，こしか属さないように D を分
割できる。よって、

ん1f(α) 1 q d1/ 
< C玄んべん)(ム(α)1 f 1神(川α12)相 αt1)九 (α)
< Cε(ム川fIP dμ(1ー|川)-2t，r(ん)-1y~

となり、 Dの分割の仕方と q/p2:1であることから、 Carleson不等式が得られ
る。逆にCarleson不等式が成立していたと仮定する。このとき、 fzkpa)/p 
を不等式lこ代入すると、 ER(μ，α)< 1なる仮定から直ちに定理の条件が導か
れる。

33. p> qの場合について

まず、 (Ap(α))δ ー条件について述べる。可積分関数 ωが (Ap(α))δ ー条件
を満足するとは、ある 0<C <∞が存在して、すべての α巴Dについて

面白(α)(ω-1/{P-1)):-(α)p-1 :::; C 

なるときを言う。また、 0<R<∞と実数Oに対して、

dR(μ，α，0) = sup ( L. _ ， . 1 f{α11十日12(1-1 z 12ldμ) ((1 1α12)乍日(α)) 
αED¥JD¥Dr{α) ノ¥/

と定義する。
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定理1では、(1/，μ)“Carleson不等式がみたされるための必要条件を得るた
めに fとして特殊な関数を不等式に代入した。定理2と定理3の証明におい
ても、それは同様であるが、定理1で用いられたような具体的な関数ではな

い。この場合に用いられる関数 fはある補間点列開題の解であり、その存在
に関する議論が必要となる。まず、それについて述べる。

A ロ {αj}を Dの点列とする。また、

RA 口 1/2~耳切(α竹内)
ヂ3

とおく。さらに、

山川)= s ( a) = inf {J 1 f IP dμ;f(←山H}
と定義し、これを Riesz's関数と呼ぶ。このとき、日(μ)から [Pへの線型写
像 TAを

TAf = {s(αj)I/Pf(αj)} 
によって定義する。点列 Aが巧(μ)における補問点列であるとは、 TAが全
射であるとき、すなわち任意の {Cj}ε[Pに対してCj= s(αj)I/Pf(αj)なる f
が蒋夜するときをいう。この問題について、次の結果が得られる。

湾盟主ニdμ=ωdm白とする。
1) O<p::;lとする。切は (Asト条件を満足し、 eR(μ，α)→O(R→∞)

とする。このとき、ある 0<Ro <∞が事在して、 Ro::; RA ならば Aは補
間点列となる。

(2) l<pとする。 ωは(Ap(α))δω条件を満足し、 (1 p)(l+α)<0<0 
なる 0が帯在して、ら(μ，a，O)→ O(R→∞)とする。このとき、ある 0<
Ro <∞が存在して、 Ro::; RA ならば Aは補問点列となる。

定理4についての証明は省略する。しかし、これを用いて定理2、定理3

の事実が得られる事を注意しておく。定理2、定理3においてい?μ)-Carleson 

不等式が成立するための十分条件を得る証明は、定理1の証明と比較する

味でも興味深い。その概略をこれから述べる。

定理2、定理3における十分性の証明.定理1の設明と同様にして、任意

の fEH とαεDに対して、 1f 1の劣調和性と Holderの不等式より、

げ(α)Iq::; c(ム(α)1 f Iqゅ)(1-1めないt1

可
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が得られる。ここで、両辺を νで積分し、 Fubiniの定理を用いて、

んげ(α)Iq dv(α) 
::; c L I f(z) Iq /_ .. (1 Iα12t2ん(αt1dv(α)dμ(z)JD . . ， . • JDr(z) 

::; c 1n I f(z) Iq (仰)/的))仰い)
となる。ここで、もう一度Holderの不等式を用いることによって、 Carleson
不等式が得られる。

上記の証明は、定理 1のそれよりも詑較的簡単であることが解る。これ
は、 ν=μ の場合について考えると、 q<p のとき、 L~(μ) が LHμ) に常に
含まれている事からも予想されるであろうと思われる。また、これらの結果

は特殊な測度 μについてしか得られていないが、 μに条件をつけない場合に

は、たとえ ν=mのときであっても問題は非常に難しいように思われる。し
かし、その場合について問題を解決することが重要であろうと患っている。
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STRUCTURE 

INEQUALITY 

GEO!vIETRICAL 

FURUTA THE 

A 

IN 

EIZABURO KAMEI 

1. Ir山・oduction The F町ポainequality [8] is one of recent developmeI巾

in operator theory， which is a beautiful extension of the Lowner-日einzinequality 
[14，18] : If A之Bと0，then 

(Ar AP Ar)l/守主 (ArBP Ar)l/q 

holds for r之0，p三oand qど1with (1 +2r)q ~ p+ 2r， in which the case q =椴
is essential， i. e.， 

、‘.. ，， 
4
E
A
 

，，t

、

(Ar AP Ar)詩主主 (ArBP Ar)詩お(2) 

for p 主1and rミO. ¥Ve note that the case r = 0 in (1) is theLowner-HeiI四
inequality. An elementary proof of it is given in [9] and some nice applications are 

discussed in [11，12]. 
Now， as in previous papers [2ム4，5，6，10，15，16]，the theory of opera七ormeans 
established by Kubo and Ando [17] is quite useful for the II附 stigaもionof七heF山

inequality. Actually it induces the power mean UQ (0 ::;α 三1)corresponding to 
the operator monotone function t →tC< (tと0)，i.e.， 

A UQ B = Al/2(A-l/2BA-l/2)c< Al/2 

for positive inverもibleoperators A and B. Then it is easily checked that the Furuta 
inequality (2) is equivalent to the foUowing inequaliもyin terms of operaもormeans 

AP ~ A-2r U辻~r BP 
F十 .r山

南
A
 

(3) 

for p主1and r > O. Moreover， as an alternative formula of the Furuta inequality， 
we obt.ained in [16 ; Theorem] and also [3 ; Cor. 2]that if A之Bとoand they are 
invertible， t.hen 

世
aB
 
++ 

1
z
r
 

今
必

A
 
>一B
 
>… A
 
>… 
B
d
 A
 

B-2， U辻三工
F十三 T

( 4) 

for p三1and r三O. Very recently， we [6] attempt a mean theoretic approach 
to tl日 grandFun山1I問叫ity[13] which is a parametric formula i叩n叫t臼er叩pola抗ti担n
もheF民h‘1、ur口1巾 inequality and the And由O嗣-H狂出王五i悶a司iinequality [ド山1]and iおsp戸ro仰ve吋db匂'yusm時gthe 
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original Furuta inequaliもy(1) : If AどBどoand A is invertible， then for each 
t ε[0，1]， 

Fp;t (A， B， r， 5) = A -1'/2 {A1'/2(A -t/2 BP A一山rA1'/2}(;弔たAザ /2
is a decreasing function of both r and 5 for all r之t，P と1and 5之1.In particular， 
the inequality 

A1-t口 Fp，t(A，A， r， 5)とFp，t(A， B， r， 5) 

holds for rどt，P ~と 1 and 5三1.
Recalling our attempts onもheFuruta inequaliもy，we recogmzeもhaももhefollowing 
special case of the Fur叫ainequality (2) plays an important role : If A三B 芝0，
then 

(5) Aど(ATBPAT)d5

for p之1and r三0，see [6; Lemma 2]， [3; Lemma] a吋 [16;Cor. 2]. 
In this note， we pay our attension to the Fun 
we use 1比t.i叩nFunポ1此t.a.ぜ'srepea抗t.i印ngmethod established i白nhis inequality and obtain the 
following inequality: If A三B三oand A is invertible， then for each αE [0，1]， 

(6) A-S U(p+..-n)叶!.'.BP :::; B(p+s-n)α-s+n 
p+" 

holds for p 三1and n十 1> 5 2: n for some nonnegative integer n. We here noもe
that if we takeα=出汁inthe above (6)， then we have (4) by四 placing5出 2r; in 
other words， (4) is just the case α口悼す in(6). Furthermore the in叩 ality(6) 
is discussed in a general setting， so that we will have some geometrical view for the 
Furuta inequalitYj we wiU recognize the長gurelike a gingko leaf in it. 

2. The Furuta inequality. At the beginning， we start with a sImple appli-
cation of (5)， which is the heart of this paper. 

Lemlna 1. If A之B之oand A is invertible， then for each αE [0，1]， 

(7) A-s Ha BP主A-s-l "ι斗ヰ=-BP 
-- • p十S十 i

holds for p 2: 1 and 5 三O.

Next we prepare an elementary fact as a base for repeating the use of Lemma 1. 

Len1ffia 2. Let pさ1and n + 1 > s どπforsome nonnegatIve Integer n. For a 
glvenαε[0，1]， a sequence {αk} Is defIned byαu-α and 

(8) 
i-αk 、

αk十1ロ αk+ (k = 0，1，2，'・.，n -1) 
p+s-π+k+l 、 f

Then each αk Is expressed as 

(9) 
α(p + s -n) + k 

αふ
内 p+s-n+k

for k = 1，2， . . . ，n and in particular 

α(p+s-n)+π 
、、E
E
J
nυ 
'
E
A
 

，，
 •• 

‘、
αn ごご

p+s 

If α1土ゑニ.!l.thenα -1土ぇ
F十5-n' u..~~. ~n - P十s・
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Theorern 3. H A三B三oand A is invertible， then for each αE [0，1]， 

(6) A-S H< p+~-n) α+π BP < B(p+s-n)a-s十九
p+~ 

holds for p三1and n + 1 > sとnfor some nonnegative integer n. 

Renl加 'k心.百w附etake α=持ftin (6)for givew三1and n + 1 > sさn，then 
Lemma 2 and Theorem 3 imply (4) by replacing sロ 2r.It also means tl凶 (5)is 
fundamental among the Furuもainequalities. 

3. Gingko leaf in the Furuta inequality. First of a11， we consider the 
continuous allalogue of the precedillg discussion， w hich is seen on both variables s 
and p. To do this， Lemma 1 musもbereformed剖 follows:

Lenlrna 4. H AとBとoand泊isinvertible， then for each αε[0，1] and ε巴(0，1]，

A-s Ha BPさA-s-Eia十岩#fBP 

holds for p 2:: 1 and s 2:: O. 

Next we have the following inequality 611 p: 

Lernrna 5. H A三B三oand A is invertible， then for each αε[0，1] and d E (0，1]， 

A-s Ha BP之A-sH詳若手 BP十S

holds for p 2:: 1 and s 三O.

Combining wiもhLemmas 4 and 5， the fo11owing theorem is obtained: 

Theorern 6. H A之B之oand A is invertible， th叩 foreach αパ，8ε[0，1]，

(12) A-s Ha BP :と A-S-e H担担注土王 Bp+d
p+~+.+5 

and 

(13) B-S Ha AP ~ B-S- e H.lE担注土旦 AP十5
F十s十<+5

hold for p 2:: 1 and s どO.

We here llote that Theorem 3 is continuously interpolated by Theorem 6. Finally 
we propose a geometrical sもructurein the Furuta inequality. For simplicity， we 
consider the scalar case， i.e.， positive operaもorsA and B are positive numbers a 
and b respect.ively. Also we assume that 0 < b < 1 <α. 
Now it follows from Theorem 6 that 

(14) B < A =コB-2ilA fSB-2 1t A25B-2 it A355B-2it A45・・・ ， 

(15) 1 23B-2 1f A25B-2 it A223B-2 it A35B-2 i t A45・・・

1
5
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and 

(16) B-1 .s; B-2 h AくB-211A2<B-2 it A35B-2 1t A425・・・ . 
四“ 平 ー"

In addition， since C = C Uo A for A， C ~と 0 ， we have 

B-2口 B-2Uo A = B-2 UO A2口 B-2Uo A3 = B-2 UO A4口・¥

We now draw the graphs of fuctions y = αX and y口 bX，and五xthe point Q = 
(-2， b-2). Then廿lesegment spanned by Q and Pn口 (n，αn)intersects the axis 
x = 1 at the point .Pvln = (1，ド 1古川 exactlyand鉄十=市 M…er伽
segment Q.Pvln consists山 epath {B-2 UαAn;05α主治}j the sequence (14) 
of inequalities appears on the axis x = 1. Similarly， (15) and (16) do on the axis 
z口 oand x = -1 respecti vely: Incidentally， the following sequence of inequalities 
appears on the axis x = s (-2 < s .s; 1) j 

Bβ.s; B-2 Uヰ1.A.s; B-2 U1!土1.A2 .s; B-2 U守主 A3.s; B-2 Ußt~ A4.s;... . 

Combinigもheabove discussion withTheotem 6， for each s 芝O七heseも

{B-S Ua AP j Pさ1，0.s;α.s;1} 

looks like a gingko leaf as the following五gure.

日 2 3 
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Symmetric Riemmanian space of type AI and generalized N umerical Ranges 

Hiroshi N akazato 

Department of Mathematics， Faculty of Science Hirosaki University 

Hirosaki， 036 J AP AN 

Abstract. In this臼lkI古reatwith cer臼，ingeneralized numerical numerical ranglθs of 

3 by 3 complex matrices. 

1. Reduction of the parameters 

Question. Suppose that A， B are 3x3 complex diagonal matrices: A口 diαg{α1，α2，α3}， 

Bロ diαg{b1，b2， b3}' Set 

W(A，B) = {tr(A U B U*) : U is a 3 by 3 unitary matrix}. 

Describe the boundary of the compact subset W(A， B) of the complex plane C via the 

eigenvalues al，α2，α3， b1， b2， b3・

By a theorem of Cheung and Tsing (cf.[2])，もherange W(A， B) is star-shaped wiもh

respect to the point (1/3)(α1十α2十α3)(b1十b2十b3).Therefore the range W(A， B) 

is determined by its boundary. In the paper [1]， Atバeungand Poon characte士izethe 

compact set 

Q口 {U0 U : U is a 3 by 3 unitary matrix}， 

where U is the complex conjugate of the matrix U and 0 denotes the Hadamard (Shur， 

entry-wise) product of matrices. By usingもheircharacterizaもionof n and the equation 

2(x2 y2十x2z2十y2z2)一(34+U4十Z4)= (x十y-z)(x + z -y)(y十z-x)(x + y 十z)

for real numbers x， y， z， and the Euler angles of rotation in R 3， we can characterize the 

boundary of n in the ιdimensional affine space of all real matrices whose column sums 
and row sums are 1. 

d
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Lemma 1. 

δn = {g 0 9 : 9 E SO(3)}. 

This lemma leads us the following theorem. 

Theorem1. Suppose that A and B are 3 by 3 complex diagonal matrices. Then the 

equation 

W(A，B)ロ {tr(A9 B gt) : 9 E SO(3)} 

holds， where gt denotes the trallspose of the matrix g. 

2. Critical Points 

Now we reduce the problem to a special case. If the eigenvalues αI，α1，α3 of A lie 

on a straight line on the complex plane， then the range W(A， B) is convex and coincides 

with the convex hull of the6 points 

{α1bσ(1)十α2bq(2)十α3bσ(3): 0・ESJ}.

Therefore we may assume that αiチαjfor 1 :::; i < j :::; 3 and the three points α1，α2，α3 

lie on a circle with radius r E (0，∞) on the complex plane. Since W(A， B) = W(B， A)， 

we may assume that the eigenvalues b1， b2， b3 of B also lie on a circle. By using ro七ations

and trar叫ations，we may assume that A = diαg{αI，α2，α3} and B = diαg{bI， b2， b3}町 e

elements of七hegroup SU(3) satisfying αi=l=αj， bi =1= bj for 1 :::; i < j :::; 3. We take a 

square root C = diαg{C1' C2， C3} E SU(3) of the matrix Aμ.，c?口 αi(1 :::; i :::; 3) and 

C}C2C3 口 1.Then we have the relations (Ci 十 Cj)(Ci - Cj) =f. 0 for 1 :::; i < j三3.We 
obtain a fundamental equation 

tr(A 9 B l)口 tr(C9 B gt C) 

for every 9 E SO(3). We consider the real analytic mapゆofthe与dimensinalLie group 

SO(3) i凶othe plane C ~ R2: 

9 I-t tr( C 9 B l C). 

We remark that for every 9 E SO(3) the element C 9 B gt C belongs to七heふdimensinal

p
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compact symmetric Riemannian space 

M 口 {X: X is a 3 by 3 unitary matrix， det(X)口 1，Xt口 X}.

We research the rank of仕1eJacobian matrix of the map ψat every 9 E SO(3). For 

almost eyery 9 E SO(3)， the rank is equal to 2. We say that 9 is a c叫 icalpoint if the 
rank at 9 is less than 2. We remark that ifψ(g) is a boundary point of W(A， B)， then 

the point 9 is necessarily critical. We obtainもhefollowing theorem. 

Theorem2. Suppose that C 口 diαg{Cl， C2， C3} and B = diαg{b}， b2， b3} are elements 
of SU(3) satisfying tbe relations (Ci十Cj)(Ci-Cj)チ0，bi =1= bj :ゐ'r1 :::; i < j :::; 3. Set 

X = X(g) = C 9 B gt C， X 口 {Xij口町j(g): 1三i，j:::; 3} for every 9 E 80(3). 
Tben an element 9巴SO(3)is a critical point of tbe mapψ， if and only if tbe幼児e

complex numbers X12， X13， X23 lie on a straight line passing tbrougb tbe OTlgm 0 on 

tbe complex plane C. Moreover for the points X12， X13， X23 to enjoy this condition ， it 

is necessary and su館cientthat one of the following conditions holds: 1) The matrix 

9 = {gpq : 1 :::; p， q :::; 3}has an enもrygij for which gij = 1 or gij -1 2) Some 
eigenvalue of the unitary maむixX has multiplicity三2.

3. Boundary of W(A， B) 

We define a simple closed curve r on the plane C by the equation 

r = {2 exp( it)十exp(-2 i t) : 0 :::; t :::; 2π} 

口 {z口 z十iy:(x，y)巴R2，(x2十y2?+ 24xy2 _ 8x3十18(x2十Y2)-27zoi.

The curve r is called a deltoid. We denote by D the closed domain surrounded by r: 

D = {2 r exp(it)十rexp( -2 i t) : 0 :::; t :::; 271"，0 :::; r :::; l}. 

Then we have七heequation 

D = {exp(is)十exp(it)十exp(iu): (s， t， u)εR3，s十t十U 吉 omod.2π}. 

For the point z出 exp(is) + exp( it)十exp(iu)with (s， t， u)εR3，S+も+u= 0 mod.2π 
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to belong the boundary r， it is necessary and su缶cientthat the condiもlon

(exp(it) -exp(is))(exp(it) -exp(iu))(exp(is) -exp(iu)) = 0 

holds. By usingもhiscondition and Theorem 2， we can obtain the following theorem. 

Theorem3. Suppose that A = diαg{α1，α2， a3}，B = diαg {b1， b2， b3} are elements of the 
group SU(3) withαi=f.αj， biチbjfor 1 ~ i < j三3.Set 

九口 {α1bl+α2b2十α3b3，αlb2十α2b3十α3bl，αlb3十α2bl十α3b2}，

札口 {αlb1十α2b3十α3b2，αlb3十α2b2十α3bl，αlb2十α2bl十α3b3}.

Then the boundaryθW(A， B) oftherange W(A， B) in the plane C sαtisfies the inclusion 

δW(A，B) C r u {tzl十(1-t)Z2 : 0壬t~ 1， Zl E V+， Z2 E ~乙}.

Remark. We assume the assumtions of Theorem 3 hold. Then， for every Zl巴1仏 Z2E 

V_ the straigh古lineL( Zl ， Z2) passing拍ro曙hZlバ2，i.e・3

L(Zl，Z2) = {t月十(1-t)z2:tεR} 

lS aねngentline of the del古oidr at some non-singular point of r or at one of 3 cusps of 

r. 
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Abstract. The 蕗0・藍almanrealization of a minimal system is practiced for several 
numerical examples using Mathematica 2.2.0. 

1. Systems Realization 
A Iinear system in time do翻 ainis described by 

x'=Ax+蔀u system equation 
y=Cx output e翌日ation

where 

A n by n matrix 
B n by r， C: m by n 

and 

x n dimensional vector valued function， 
called state variable， 

政 rdimensional ， input 
y: m dimensional ， output 

is transformed into an algebraic equation in frequency domain 
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Y(s)= C(sI欄 A)-lBむ(s)+C(sI開 A)・lX(O)

The main portion G(s)=C(sI・A)-lBof this equation is called the 
transfer funciion， which is a matrix whose elements are rational 
functions. In particular， the degree of the numerators less than that of 
the denominator for each entries. The matrix function ofぬistype is 
caHed proper. 

For the analysis， the transfer function is given from the matrices 
(A，B，C)， while in engineering synthesis， the input隅outputrelation is 
given first as a proper matrix function. And there occurs an inverse 
problem. Given proper matrix function， construct the triplet (A，B，C) 
whose transfer function is the given matrix function. This is caHed a 
realization. 

gu 

s
.剖
目
別

e
p
h
 

n且
#

且

a
n
 

n
v
u
 

A

S

 

(A，B，C) ===> G(s) 
G(s) ===>(A，B，C) 

The properness of the function is a condition for the existence of the 
realizations. The triplet is determined not uniquely. And it is natural to 
ask for the smallest reaUzation. It is known that the minimality or 
irreducibility condition for the system is stated in several ways. 

斑O鋼区alman'stheorem goes as follows 

Ffhe針。開宣 111 Let 
1(s) :=LCM of the denominators of the entries of G(s)， 

v:=degγ(s)， 
and 

G(S):=Ln s-nJn. 

If 阻， Iまbe Hankel block幽matriceswith first row (Jo， Jl， ・・・， Jv ・U and 
(Jl， J2， ...， Jv ) respectively， and S， T be matrices with SHT be Row胤
reduced form of H. Then A=SKT， B=S割， Cロ到す (with suitable 
restriction ) gives a minimal system . 

2. Compl此ationusing Mathematica 2.2.0 
The source file of the Mathematica Noteboo匙 willbe given. 
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hoka1man.kiroku 

(Defautt KerneりIn[6勾:z
(* Give a PROP翠R rational matrix functニionand its 
matrix form. *) 
MatrixForm[G[s_]={{ヱ/(s*(s+l))，l/(s+l)}，
{2/(s+1)，1/(s+2)}}] 

(*The rectangular size of七hetransfeど matrix，
where m is vertical， r is horizontal. *) 
m=Dimensions[G[s]] [[1]]; 
ど=Dimensions【G[s]][[2]]; 

(* To obtain the LCM polynomial of the denominators， 
the list of denominators 
is put on a temporaly file named temp1. While， by 
the following simple Table command gives a matrix 
of denomina七ors，one need to flatten them. *) 
Flatten[Table[Denomina七or[G[s][[i，j]]]，{i，l，m}， 
{j，1，r}]]>>temp1; 

(* Thus the LCM is given by cut-and-pasting from 
temp1. *) 
gam[s_]=PolynomialLCM[s*(l + s)， 1 + s， 
1 + s， 2 + s]; 

(* The degree of the LCM polynomial will be 
called nu. *) 
nu国防申onent[gam[s]，s]; 

(* To obtニainthe Laurent el申 ansion，
七hecommand "Series" is available， *) 
MatrixForm[g[z_]=Normal[Series[G[s]/.s山 >l/z，
{z，O，2*nu}]]]; 

(* Thus七hematricial coefficients of g[z] gives 
an m by r matrices called J[p]. 
They are given as the (p+1)th derivative at zero 
divided by (p+1)!. *) 
J[p_]田助申and[Derivative[p+1][g] [O]/(p+1)!]; 

H=partition [Flatten [Table [Table [Flatten[ 
Table [J[j+i-2] [[k]]， {j， 1，nu}]]， 
{k，l，r}]，{i，l，nu}]]，nu*m]; 
MatrixForm[H]; 

(* We need also shif七edHankel matrix. *) 
SH=Paどtition[Flatten [Table [Table [Fla七七en[
Table[J[j+i問 1][ [k] ] ， {j ， 1， nu} ] ] ， 
{k，l，r}]，{i，l，nu}]]，nu*m]; 
MatrixForm[SH]; 

(骨 Nowwe get the McMillan degree. 世}
McMillan盟nU*I峰山Dimensions[NullSpace[H]][[1]]; 

(* To show that McMillan is really the McMillan 
degree. *) 
MatrixForm[Minors[H，McMillan+1]]; 
MatrixForm[Minors[H，McMillan]]; 

ハU
円ぺ
υ



hokalrnan.kiroku 

{骨 Now，the nex七 stepis to obtain the (m*nu) 
square invertib1e matrix ss and七he:r・*nusquare 
invertib1e matrix ttsuch that sS.H.tt is a 
row-reduced form.*) 
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(*A@Thus we get the fina1 reduced form， name1y 
a (non-square) 忽eroone matrices whose entries 
are 1 if i=j and 1<=i<=McMi11an 
and 0 otherwise. 
And the product of a11 1ef七 mu1tip1iersgives the 
invertib1e matrix ss， and the product of right 
mu1tip1iers gives 乞七. 骨}
ss田17.16.15.14.13.12.11;
tt器r1.r2.r3.r4.r5;
MatrixForm[ss]; 
MatrixForm[tt]; 

(* Severa1 zero one matrices whose entries are 1 
if i悶 jand 1<盟 i<田McMi11an，r， m and 0 otherwise 
are defined. 骨}
Ma七rixForm[工工工=Tab1e[If[i==j，1，O]，{i，1，McMi11an}，
{j，l，m*nu}]]; 
MatrixForm[JJJ=Tab1e[If[i詔 =j，1，O]，{i，1，McMi11an}，
{j，l，r*nu}]]; 
MatrixForm[KKK=Tab1e[If[i=詔 j，l，O]，{i，l，r}，
{j，l，r*nu}]]; 
MatrixForm[LLL=Tab1e[工f[i詔書j，l，O]，{i，l，m}，
{j， 1，m*nu}] ] ; 

{骨 Now七heHo司 Ka1manrea1ization (AA，BB，CC) 
is given. *) 
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MatrixForm[AA罰主主工.ss.S認.t乞.Conjugate[
Transpose[JJJ]]] 
MatrixForm[BB臨 III.Ss.H.Conjuga乞e[
Transpose[KKK]]] 
MatrixForm[CC=LLL.H.tt.Conjugate[ 
Transpose[JJJ]]] 

(*工s it really a realiza七ion? *) 
MatrixForm [Togetユher[Cancel[CC.Inverse[
s*工dentityMatrix[McMillan]醐 AA].BB]]]; 

(* Is乞hisa irreducible{=minimal) ? *) 
MatrixForm[PP=Table[Flatten[Table[ 
(MatrixPower[AA，k].BB) [[j]] 
， {k，O，McMillan-1}]]， {ゴ，1，McMillan}]];

MatrixForm[QQ詔Table[Flatten[Table[
(MatrixPower[Conjuga乞e[Transpose[AA]]，k].
Conjuga七e[Transpose[CC]])[[j]]， 
{k， 0， McMillan'醐 l}]]，{j，l，Mc磁illan}]];

(* Check the rank of PP， which is 由貿pec乞ed
to be equat to McMillan*) 
NullSpace[PP]; 
Dimensions[NullSpace[PP]] [[1]]; 

い Checkthe rank of QQ， which is el申ected
to be equat to McMillan*) 
NullSpace[QQ]; 
Dimensions[NullSpace[QQ]] [[1]]; 

(Default Kernel) Out[661//MatrixForm= 
エ 1

工十 S

1 

2 + s 

(Default Kernel) Out[1151//MatrixForm= 。 -1 -3 …1 

O -2 -2 O 。 O -1 O 。 工 2 -1 

(Default Kernel) Out[116]グMatrixForm出
o 1 
2 1 
-1 0 

o 0 

(Default Kernel) Out[1171//MatrixForm= 
工 000

O 1 。。
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COMMUTATIVE BANACH ALGEBRAS 
AND BSE欄NORl¥在

Sin-Ei Takahasi 
Department of Basic Technology， Applied Mathematics and Physics 

Yamagata University， Y onezawa 992， J apan 

Yasuji Takahashi 
Department of System Engineering， Okayama Prefectural University 

S吋a，Okayama 719-11， Japan 

and 

Osamu Hatori 
Department of Mathematical Science， Graduate School of Science and Technology 

Niigata University， Ikarashi， Niigata 951， Japan 

Abstract. We consider a class of commutative Banach algebras A which 
satisfy the condition: 11 x̂ 11 BSE = 11 x 11 for every x E A. It is clear that all 
function algebras on a locally compact Hausdorff space with supremum 

norrn belong to such a class. Here we show that group algebras， comrnutative 

H九algebras，LP(G) (1 < P <∞ for compact G)， '¥S) and some semigroup 
algberas also belong to this class. 

1. Let A be a commutative Banach algebra with Gelfand spaceφ'A. Denote by 

span(匂)the linear span of (t A in the dual space A * of A. An arbitrary linear 
functional p in span(φ'A> has the unique expansion 

p = ~ p^(ψ~ cp ， 
cpE <<TA 

where pハ isa complex輔valuedfunction on φA with finite support. We denote by 

CBSE(φ'A) the set of all continuous complex-valued functions σon φA which satisfy the 

following: there exists a positive real number βsuch that 

|え仰仰)1ss 11 pllA* 
cp t:: '1' A 

for every p E span(φA> and denote by 11σ11 BSE the infimum of suchβIn this case， 
CBSE(φ'A) becomes a semisimple commutative Banach algebra with norrn 11σIIBSE (see [6， 
Lemma 1]). We call CBSE(φ'A) the induced algbera of A. For an element x in A， let x̂ 
be the Gelfand transform of x and set A ̂ = {x̂ : x巴A}.百lenit is easy to see th剖

11 x̂ IIBsE = sup {I p (x)1 : p E span(φ/1)， 11 P IIA* s 1} s 11 x 11 
for every x EA and so A ̂  C C BSE(φA). Here we are interested in a class of comrnutative 

Banach algebras A which satisfy the condition: 11 x̂ 11 BSEロ IIxllforevery xEA. Of 

course， all function algebras on a locally compact Hausdorff 叩acewith supremum norrn 
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belong to such a class. We fur出ershow that group algebras， commutative H九algebras，
LP(G) (1 < p <∞for compact G)， '¥S) and somesemigroup algberas also belong to this 
class. 

2. We need the following lemma to prove the facts stated in the preceding section. It 

seems that the lemma is a known result， but we give a proof for the sake of completeness. 

Lemma. Let X be a Banach space and S a subspace of the dual space X* of X .百len

出efollowing are equivalent: 

(i) 11 xllロ S叩{Il(x)l: 1巴S，11 1 11 s 1} for every x E X. 

(ii) { 1 E S: 11 111 s 1} is weak*-dense in the unit ball { 1 E X* : 11 111 s 1} of X*. 

Proof. (i)功(ii).Suppose (i). Let K be the weak*-closure of { 1 E S : 11 1 11 s 1}. 
Then K is a weak* -closed， convex， balanced set of x* and hence K equals the bipolar 

K
OO 
of K with respect to the dual pair {(Xヘσ(X*，X))， (X， 11 IIx)}・HoweverKOO 

contains the unit ball { 1 E x* : 11 1 11 s 1}. In fact， let 1 E x* with 11 1 11 s 1. Consider 

an arbitrary element x in the polar KO of K.百四 Ik(功Is 1 for every kE K. Also we 

have from (i) that 11 x 11 = sup{ I 1 (功1: 1 E K} and hence I 1 (功Is 11 1 1111 x 11 s 1. In other 

words， IE KOo • Cosequently， we have 

KC{ 1 εx* : 11 111 s 1} CKoO口 K.
and obtain (ii). 。i)功(i).Suppose (ii). Let x E X and e > O. Take a functional 1巴X*such 
t加t11 1 11 s 1 and 11 x 11 s 1 I(x) I + e / 2. By (ii)， we can find a linear functional g E 

{ 1巴S: 11 1 11 s 1} such that 1 1 (均一g(x)1< e /2. Then 

11 x 11 s Ig(x) 1 + e s sup{1 1 (x)l: 1 ES， 11 111 s 1} + e 

andso IIxll ssup{1 l(x)l: IEs，1I IlIs 1} since e isarbitr町.The converse inequality 
is trivial， hence we obtain (i). Q. E. D. 

3. Let Ll(G) be the group algebra on a locally compact Abelian group G. G. 1. Gaudry 

[1] precisely showed伽 tthe norm of a bounded regular百orelmeasureμon G is given 

by the following equation: 

11μ円plんp内 μ付，
where p is a町 trigonometricpolynomial for which 11 p 11∞s 1. In particular， ifμbelongs 
to L1(G)， then the above equation can be rewritten as follows: 

1I/Ih出 111ハIIBSE(/EL¥的).

Therefore L 1 (G) belongs to our class. Here we will give a short proof of this result as 
follows: Let g E L∞(G) with IIglI∞s 1. For any compact subset K of G and e > 0， 
take a continuous function gK， E on G with compact support such that 
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IIgK，e 11∞話1and g口船 0山 (Ket for someい凶ムdx< 8. Moreover， 
take a trigonometric polynomial p 1(" c such that 11 P 1(" c 11 ~_ s 1 and 11 P 1(" c - gK， e II.~ S 8. In K，e 11" K， ell ∞ II"~ K， e u....， c; 11 
this case， it is easy to see that 

WEF PK，Ezg. 
In other words， the set of t均onomet巾 poly悶 nialsP on G with 11 P 11∞S 1. is weak九
dense in the unit ball of Loo(G). τnerefore 11 f 111出 11f̂ IIBsE for every f E L1(G)むy

Lemma2. 

4. Let A be a commutative H九algebra.Let {eα.} be the complete orthogonal family 

of irreducible self幽adjointidempotents in A.τben there exists a one-to-one correpondence 

between points ofφA and the family {ea}. For each eα， let rpαbe the corresponding 

element ofφA and eLzeα/ 11 ea 11. Note that for eachα， we have 
ψα(功=<.x， e~> /11 eall(x EA). An arbitrary element P of span(勾 hasa unique 
expansion P = L p̂(α)九・Thenspan(φ.~ is norm-dense in A * and hence the set of 

α 

pεS叩pan叫(φ'~ with IIp 11仏A刻‘車』ド‘云1is wea誌k*九剛-仇.
f台romLぷemma2t出ha拭tA belongs to our c1ass . 

5. Let G be a compact Abelian group and 1 < p <∞. Then L代G)is a commutative 

Banach algebra under convolution and the linear functionals in span(φ'~ correspond 

precisely to the trigonometric polynomials on G. However since the set of trigonometric 

polynomials on G is Lq norm“dense in Lq(G) ， it fo11ows that span(向)is norm-dense in 
(L P(G)) * ， where q is the conjugate number of p. Therefore we see from Lemma 2 that 

L究G)belongs to our c1ass. 

6. Let S. be any set and 1 ¥S) the set of a11 complex幽valuedfunctions x on S such that 

ii X II I m Z | 刷 1<∞ T恥h批en什，1切仰 is aωC∞om町nrr汀凹附r町I
O叩pe虹ra副tio∞nsand norm 11 111' For each s E S ， d白e臼n即ecp.科似sバ(付功=.1均〈令紛S吟)(かxε，1杓1可(仰S勾)). T百'he偲忍 φ匂1，1~仰勾
認 {ψ科's:s旺S斗}. Let S E ，00 (S) with 11 s 1100 S 1 and let A be the family of finite subsets of 
S. ForeachλεA， define /;.. = L s(s)rps・Then/;..εφtfl(S) and 11 .h 11 S 1 (λEA). 

sE λ 

In this case， we can easily see that { /;..} converges九weaklyto the linear functional on 

11 ¥S) corresponding to S. Therefore we see企omLemma 2 that 11 ¥S) belongs to our 
c1ass. 

7. Let k be a non欄negativeinteger and J4 = {k， k + 1， k + 2，…}. Then J4 is an 

Abelian semigroup under addition. Let L¥J4) be the semigroup algebra on J4 . In this 

F
h
υ
 
q
u
 



case， we see that L 1 (Nic) belongs to our class. Suppose k注1. For each 

Z E.10 = {z E C : 0 < IzI s 1} ， we define 
。。

私(α)出zadn
for each a口(αn)nÊら巴L¥ Nic). Then CTL 1(川口 {ψ'z:Zε.10}・Letb = (bn)n E 1混巴L∞(Nic)

with 11 b 11 00 s 1. For any m訟k，set 

Z1口 1，Z2=e21ZU(yyt+1)，…，Zm+1出 e'onm/<tn+ 1) • 

Moreover， set bo出 1，b1 = 1， …， bk-1出 1and then there are the unique complex numbers 
C1， Cz，…， Cm+ 1 which satisfy the following 

C1 + C2十…十 Cm+1 =bo 

C1Z1 +C2Z2 +…+ Cm+1Zm+ 1出 b1

C1Z1
m
十C2Z2
m
十…十Cm+1Zm+1m出 bm・

In this case， it is obvious that 

lC1Z1n+C2Z2n十… +C川 1為n+1
n
ls1

forevery n注k.We now define 
m+1 

Pm 出~ Cらnψ仇'Z• (m出 k，k+1，“…….“..)
n詰 1

官lenPm巴φJ}(NiJwith IIPm 11 s 1 for each m吋.Al叫 wecan easily see that 

{Pm}m吋 converges九weaklyto the linear functional on L ¥ Nic) corresponding to b. 

Similarly， the above argument holds for the case of k = O. Therefore we see from Lemma 
2 that L 

1 (N，..) belongs to our class. 

8. If A is one of a unital commutative C*-algebra， the disk algebra， the classical Hardy 
algebra， a group algera on a discrete Abelian group， a commutative H*-algebra， L究め

(1 <P<∞for compact (乃，1¥S) or L¥時)，出enÂ = CBSE(φ'A (see [6， Theorems 3 
and 7] and [7，百eorems，3， 4， 5 and 6]). Therefore these Banach algebras間 isometrically

isomorphic to the induced algebras. 

9. For any commutative Banach algebra A， we define 

JA = sup {I ~_ p̂(tp)l: P E span(φA)， 11 P IIA* s 1} . 
Iq;E φ'A 

Then we have 1 sJA s∞. If JA <∞， then A posesses a weak approximate identity In 

the sense of Jones-Lahr (cf. [3]) bounded by JA from Helly's theorem.τberefore 

11 T̂ 11 BSE s J A 11 T 11 

for every T E M(A) such that T̂  E CBSE(φA. Here M(A) denotes the multiplier algebra 

of A an T̂  denotes the Helgason-Wang transform of T (cf. [2，4，9]). In this case， we can 
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observe that if J A = 1 and.1I x̂ 11 BSE = 11 x 11 for every x Eム then
11 T ̂  IIBsE = 11 T 11 

for every T巴M(A)such that T ̂  E C BSECφ.td. In particular since h¥G) = 1， Guadry's 
eaquation follows from the fact that L1(G) belongs to our class. 

It is not true that J A口 1for any commutative Banach algebra A. In fact， we see that 
(n， if #S = n<∞ 

J ，1伺認〈
i∞， if S is an infinite set . 

Acknowledgment. The authors wish to thank Mr. A. Uchiyama， Dr. K. Tanahashi and Dr. 
S. Yamagami for helpful suggestions about the fact that L¥ Nk) belongs our class. 
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可換Banach環の最大正員Ij部分環とApostol環について

(The greatest re伊larsubalgebras and the Apostol algebrωof commutative Banach 

algebr拙)

新潟大学大学続自然科学研究科 羽鳥理

(OsaπlU Hatori) 

Abstract. We study the spectra of Fourier multipliers on Rn. We show that the Apostol 

algebra and the greatest regular closed subalgebra of the algebra of LP-multipliers on Rn 

whose Fourier transforms are continuous and vanish at infinity coincide with each other 

and they are not ideals of the algebra if 1 < p < 2. 

可換Banach環AにおいてαεAに対してA上の宥界線形作用素九をTab= abにより定

める。 DecAにより九がA上のdecomposable作用素であるようなαεA全体を表し、 RegA

により Aの閉部分環で、それ自身が正則なBanach環の中でで最大のものを表す。 Neumann[8] 

はAが半単純の時は、 Gelfnad変換がGelfand空間上hull-kernel位相に関して連続なもの全

体とDecAとが一致することを示し、 RegAc DecAも示した。 Neumann[8] やLaursen開
Neumann [7]， [9]はこのことを自然なスベクトノレを持つ測度を決定する開題に適用して、興

味深い結果を得た。同様の方法でコンパクトabel群上のvωmultiplierの場合を扱うことが
できる。一方Rnをはじめとする非コンパクト局所コンパクトabel群で、はUが環にならな

いので、Laursen♂~eumann の方法は適用できないが、その上のL九multiplier についてはどの

ようであるか興味あるところでありこの小論のテーマでもある。

定義1 XをBanach空間とし、 TをX上の脊界線形作用素とする。 Tは次の条件を満
たすときdecomposableであると言われる:複素平語Cの関被覆U，Vに対してY十Z=x
なる不変部分空間Y，Zが存在してTIY(r田p.TIZ)のスベクトノレσ(TIY)(resp.σ(TIZ)) 
がU (resp. V)に含まれる。

定義2 Aを可換Banach環としαεAとする。 A上の積作用憲九を九b=コαb，b εA 
と定めると九はA上の有界作用素になる。

DecA口 {αεA:Taはdecomposable}

と定める。

ApostolはAが単位元を持っときDecAはAの関部分環をなす事を示した。このことか

らDecAはApostol環と呼ばれることがある。 Neumann[8] はAが半単純であれば単位的

であることを仮定しなくともDecAは関部分環であることを示した。

定理N Aを半単純可換Banach環とする。この時αε DecAであることとαのGelfnad
変換がGelfnad空間上h叫l-kernel位棺に関して連続であることは開催である。特に、 DecA
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はAの閉部分環である。またRegAc DecAである。

単位的半単純可換Banach環は最大の関正員Ij部分環を持つことを証明したのはAlbrecht[1] 

である。その後、 Inoue-Tak油部i[2]とNeumann[9]により任意の可換Banaβh環に対する

存在定理が独立に恭された。

問題半単純可換Banach環Aに対してRegA= DecAとなるか。

特に、局所コンパクトabel群Gよの測度環M(G)のとき最大正期間部分環とApostol環

が一致するかどうか興味あるところである。これに関してLaursenωNeumann[7]， [9]は可

換Banach環とその乗作用素環を調べることにより、 Fourier-Stieltjes変換が無ド民室点で0に

なるような瀦度全体 CM(G)の間部分環)Mo(G)に対して以下で述べるような結果を得たo

Moo(G)はGelfnad変換がGの相対群。の外側で0になるような測度全体からなるMo(G)の

閉イデアノレとする。また、

NS(Mo(G))エ {μεMo(G): fi，(争MO(G))口訳窃}

と定める。ここで、争Mo(G)はMo(G)の極大イデアノレ空間、 με Mo(G)に対してAはμの
Mo(G)におけるGelfand変換、 AはFouri町制Stielりes変換を表す。よって、 NS(Mo(G))はス
ベクトノレがFourier同Stieltjes変換により与えられる測度全体である。 Gが非離散のときは

Mo(G)ヂNS((Mo(G))であることがVaropoulos[11]， [12]により知られている。

定理LN

RegMo(G)ニ DecMo(G)= Moo(G) cNS(Mo(G)) 

である。特に、 Gがコンパクトの時にはcはニコで、置き換えられ、さらに、スベクトノレが可算
集合であるような CMo(G)に属する)測度全体とも一致する。

この定理はZafran[13]の定理とShimizu-Izuchi[5] (cf.伊]，出)の定理を含んでいる。

定義31:S;p<∞とする。 V(G)上の有界線形作用素Tで平行移動不変なものを
L丸mu1tiplierといい、その全体をMp(G)で表す。 TのFourier変換をTで、表す。

Mp(G)は作用素ノノレムで、可換Banach環になる。 M1(G)とM(G)は等距離同型であるこ

とがよく知られている。 TεM1(G)を誤u度と同一視したときTはFourier.欄Sstieltjes変換に
{也ならない。 1<p<2のときM1(G)c Mp(G) c M2(G)であり、 Planchrelの等式から
M-;JG) = L∞(δ)なのでTE Mp(G)のFourier変換はδ上の本質的有界関数で、あるが、連続
関数とは限らない。 Mp(G)とMpl(G)とは同一視できるので、以下では1<p<2と仮定

する。

定義4

CoMp(G) = {T E Mp(G) :'I' E Co(δ)}， 

NS(CoMp(G))ニ {TεαMp(G):t(争GOMp(G))= 'I'(δ)}， 
CooMp(G)口 {TE CoMp(G) : tはOの外側でO}

Q
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とする。ここで、Co(δ)はδ上の複素数値連続関数で、無限遠点で、0になるもの全体である。

COMl(G) = Mo(G)， NS(CoM1(G)) = NS(Mo(G))であるから非離散なGに対して
はCOMl(G)ヂNS(CoM1(G))である。 Za仕組 [14]，[15]によりG Rn，zn，Tnの場合に
CoMp(G)ヂNS(CoMp(G))であることが知られている。 Gがコンパクトの場合はOが離散
空間で、 Mp(G)が可換Banach環V(G)の(可換Banach環としての)乗作用素全体になる

ので、Lausen“Ne山田m の方法によって次が分かる。

定理1 Gはコンパクトabel群とする。この時、

RegCoMp(G) = DecCoMp(G) = CooMp(G) 
= NS(CoMp(G)) = {TεCoMp(G): Tのスベクトルは可算集合}

である。

Gがコンパクトでない場合はLP(G)が可換Banach環で、はないので、Lausen-N eumannの

方法は適用できない。一方Laursen-Neumannと同様な結果が期待できそうにも見える。し

かし、 G=znの場合δがコンパクトだから1E CoMp(G)となり、 DecCoMp(G)はCoMp(G)
のイデ、アノレとはならない。よってDecCoMp(G)=1-CooMp(G)である。一方Gelfnad空間を

Li(e)のレベノL集合に分解する方法を用いて次が示された。

定理2 Gは任意の局所コンパクトabel群とする。このとき

RegCoMp(G) = DecCoMp(G) c NS(CoMp(G)) 

が成立する。さらに、上式の左辺は、 NS(CoMp(G))に含まれ和について閉じた集合のうち

で櫨大である。

上で述べたようにRegCoMp(zn)= DecCoMp(zn)はCoMp(zn)のイデアノレではない。

G立 Rnの場合が興味もたれる。次のような結果が得られた。

定理3 RegCoMp(Rn) = DecCoMp(Rn)はCoMp(Rn)のイデアノレで、はない。また、
CooMト(Rn)= {のである。

証明は以下の補題4を用いてn=lの場合を証明し、 Saeki[10]の定理を用いて任意の

nの場合に拡張する。

補題4

CoMp(R) n Cc(R)¥DecαMp(R)ヂ。
ここでCc(R)はR上の複素数値連続関数でコンパクト台を持つもの全体を表す。

補題4の証明で、はJodeit[6]のmultiplierのextensiontheoremを用いる。

-40-



参考文献

[1] E. Albrecht， Decomposαble systems of operators in harmonicαnalysis， In Toeplitz 
Centennial (1. Gohberg， ed.)， Birkhauser， Basel 1982， pp. 19-35 

[2] J. Inoue and S.-E. Takahasi， A note on抗elargest regular S1伽 1gebraofαB仰 αch
α1gebra， Proc. Amer. Math. Soc. 116(1992)， 961-962 

[3] K. Izuchi， On m印刷陀S叫 osespectraα陀 countαblesets， Sci. Rep. Res. Inst. Engr・g.
Kanagawa Univ. No.2(1979)， 73-80 

[4] K. Izuchi， An L-subspαce generated by α Cαer吋ta白t印ηme印αS拘包陀 ω切it仇:hcω01包4叫7
Colloq. Math. 44(1981)， 327-332 

[5] K.Iz吋1Iand C. Shimizu， On meαsu陀swith countαble spect1i偽Approximationtheory 
in functional analysis (Proc. Sympos.， Re. Inst. Math. Sci.， Kyoto UIlIv.， Kyoto，1975) 
Surikaisekikenkyusho Ko匂TUrokuNo.265(1976)， 1-9 (Japane吋 M臨時 4653

[6] M. A. Jodeit，Jr Restriction αnd extensions of Fourier multipliers， Studia Math. 
34(1970)， 215-226 

[7] K. B. Laursen and M. M. Neumann， Decomposαble multipliers andα:pplications to 
hαrmonicαηαlysis， Studia Math. 101(1992)， 193-214 

[8] M. M. Neumann， Bαnachα1gebras) decomposαble convolution operators)仰 dαspectrlαl
mα:pp~吋 property，In Function Spaces (K. Jarosz， ed.)， Marcel Dekker， New York 1992， 
pp. 307-323 

[9] M. M. Neurnann，ωmm仰 tiveB仰 αchα1gebrasand decomposαble operators， Mh. 
Math. 113(1992)，227-243 

[10] S. Saeki， Trl肌 slαtioninvαnαnt operators on groups， Tohoku Math. J 22(1970)， 409-419 

[11] N. Varopoulos， S昨 lesmeαsures de Radon d )un groψe locαlement compact abelian， C. 
R. Acad. Sci. Paris 258(1964)， 3805-3808 

[12] N. Varopoulos， Sur les measu陀 sde Radon d)叩 groψelocαlement compact， C. R. 
Acad.3ci. Paris 258(1964)， 4896-4899 

[13]羽.Zafra叫 Onthe spectra of multipliers， Paci:fic J. Math. 47(1973)， 609-626 

[14] M. Zafran， The spe伽 ofmultiplier transformations on the Lp spαces， Ann. Math. 
103(1976)， 355-374 

[15] M. Zafran， Th児efu包L肌nct封抑tωon0叩peγmα t“t叩η吋，g0仰ηm九L叫t
2犯89十一3出14

-41-



Current Address: Depαrtment 01 Mathematical Science， Graduate school 01 Scienceαnd 
Technology， Niigαtα University， Niigαtα 950-21 JIαpαn 

円

L4
 



Nicely placed setsの積集合についての注意

城西大学理学部 山口博

Abstract. G.Godefroy introduced the concept of a nicely placed set on a discrete 

abe 1 ian group. Let G and H be a compact abel ian group and i ts closed subgroup 

respectively， and let τG  -→ G -iHよ bethe natural homomorphism. Let E - be a 

nicely placed set in G -/Hム.官esho胃 that τ句 I(E -) is a nicely placed setin G-

Godefroy ( [3 J )により、 discreteabelian groupにたいして、 nicelyplaced setと

Shapiro setという概念が導入されている。そして、可算 discreteabelian groupsにおいて、

2つの nicelyplaced sets (Shapiro sets)の積集合が nicelyplaced set (Shapiro set) 

になることが示されている o ここでは、この結果についての注意を述べる o

G を compactabelian groupとし、 G肉を G の dualgroupとする o ffic;を.Gの Haar

IIIcasurcとするn また、 M (G)、L' (G) は通常の測度環、 1~環とする。立{二 G 向にたいし

て、 M"(G)μ 巴M (G)μ-= 0 on E C}、L'r. (G) = M r. (G) ri L' (G)とおく。

定義1. O<p<l とする.

( i ) E<二G 内 nicely placed set 

∞ L 'r. (G) の unit ballは LP (G) で closed.

( u) E <二 GA Shapiro set 

牛~ E' <二 E: E' nicely placed set. 

(溢) E<二G- (* )を満たす

牛争 μE Mr. (G) ご〉 μu，μs巴Mr.(G) . 

但し、 μzμU十 μs は μ の ffic;に関する Lebesgue分解.

(iv) E<二G- Riesz set∞ Mr.(G)CL'(G). 

注意 1. (i) E C G - nicely placed set φ L 'r. (G) の unit ballは測度収束の

位相で closed.

( u) Riesz set， Shapiro setの部分集合はそれぞれRieszset， Shapiro setである.

しかし、 (* )を満たす集合の部分集合が(*)を満たす集合とは限らない. 又、 nicely

placed setの部分集合が nicelyplaced setとはかぎらない.

(量i) G = 1J' (i. e， G 内さ'A)のとき、 [3， 3.8 Example， p.322Jで 71の Rieszsetで

nicely placed setでないものが構成されている.

(iv) (cf. [3， Lemma 1. 1] ) . 
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ECG- Riesz set 仲¥iE，C E pu 
(* )を満たす集合.

これらの集合の間には、次の関係がある。

nicely placed set } ( * )を満たす集合}
u U 

Shapiro set } C Riesz set 

Godefroyは次の定理を得た。

定理 1( [3、Theorem2. 7 ] ) . 

G 1， G z: metrizable compact abel ian groups. 

( i ) E i (二G1
向

nicelyplaced set (i = 1， 2) 

坊主 IX Ez: nicely placed set in G 1 -EDGz¥ 

(註 ) E iCG i向 Shapiroset (iロ1. 2) 

二今 日IX E 2: Shapiro set in G I角a7Gイ.

次に、 (G， X) を compactabel ian group G が locallycompact Hausdorff space X 

に作用する位相変換群とする。 σ巴Mf (X) を quasi-invariantmeasureとし、 μ巴M (X) 

に対して、 sp (μ) を μ の spectrumとする。

定義 2. O<p<1. 

EcG内: σ-nicely placed宇土

り LI F.. (σ) の unitballが LP (σ) で closed.

但し、 L1" (σ) {fEL1 (σ) sp(f)CE}. 

Finet and Tardivel-Nachef は次の定理を得た。

定理 2 ([ 2、Theorem2.1J ) . 

G が metrizablecompact abelian groupとする o

EcG内 uicelyplaced set 中耳 :σ-nicelyplaced set. 

ところで、次の補題が成り立つ。

補題1. G compact abel ian group. E C G備に対して、次は関f直.
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( i ) E nicely placed set in G内.

(註) E fi r nicely placed set in r for any countable subgroup r of G 肉

定理2と補題1により、次の結果が得られる。

定理 3. G compact abelian group. H closed subgroup of G. 

E -c G -/ H..l.: nicely placed set.τG -→ G -/ H..l.: natural map. 

中 E ココ τ‘ I (E -) nicely placed set in G 内

注意 2. 定理3は Shapirosetに対しては成り立たない。

注意 3. G compact abe 1 ian group. 詑， E' nicely placed sets in G -. 

キ E(i E' nicely placed set in G ¥ 

定理3と注意3より、次の系が得られるの

系1. G 1， G 2: compact abe 1 ian groups. 

E i C G i - nicely placed set (i = 1， 2). 

二今 E 1 X E 2: n i ce 1 y p laced set i n G 1 -EB G 2 - • 

補題 2. G compact abe 1 ian group. E c G ¥ すると、次は同値.

(i) E Shapiro sct in G 内.

(u) E (] r Shapiro set in r for any countable subgroup r of G 内

定理1(討)と補題2により、次の系が得られる o

系 2. G 1， G 2: co殴pactabel ian groups. 

E i C G I - Shapiro set (i = 1， 2). 

功 E1 X E 2: Shapiro set in G 1 -(D G 2 -
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An application of orthoisomorphisms to non-commutaもiveLP-isometries 

新潟大学理学部・渡辺恵一

O. Introduction 

考えている問題は，前田の第3回関数空間セミナーで報告したものと同じである.今回の報

告の主旨は， Bunce-Wrightの直交保存関型に関する定理を用いると，我々の定理もやや良く

なるという事である.

1<p<∞，pチ2とする.Yeadon [Yl]は3半有様 vonNeumann環に付随した非可換
LP-空間の間の線型等距離作用素について詳細な構造定理を得た(1981).とれは1古典的著書

[B]の中で Banachがp及び .v(O，l)上の線型等距離全射の構造を述べたζ とに起源を持
っと考えられる.

半有限とは限らない vonNeumann環K付随した非可換 LP-空間へ上の定濯を拡張するとい

うのが，我々の問題である。その際の国難は3半有限の場合Kはcentralになるような非可換

性の障害物， ~Jえぼ Radon-Nikodym der・ivativeが現れるため3土台の vonNeumann環と

非可換 LP関空間のあいだに共連の領域が得られにくい，というととから来る様K忠われる.

我々 は， Haagel'upの非可換 LP-空間を用いる.その元は有界でも在く 3土台の vonNeu-

mann環に付随してもいないのだが3 とにかく作用素であって 3その非負部分は土台の von

Neumann環の前双対空間の情報を持っている.

1. 

前回の話とかなり重複するので， Haagerupの3半有践とは限らない vonNeumann環に付随

した非可換 LP-空間の基本的事項及び記号については第3由関数空間セミナー報告集を参照

して頭くととにする.

LP -isometryから JOl'dan恥同型を誘導する擦に重要なのは Cla比sonの不等式の等号成立条

件である.

Theorem (Kosaki， 1984). 
α，bELP(M)に対してp

11α 十bll/十11α-bll/口 2(lIall/十IIbll/)
や功 αb*= a*b口 O.

[Wl]では次が示されている.
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Theorem 1. 

λlIi' i口 1，2，u-fi岳民vonNeumann algebras 

ψo (resp.世0)，fai凶fulnormal state on M1 (resp. M2) 

T : LP(M1; <Po)→ LP(M2;仇)，∞to，ト pres町山1.lineal' isometry 

ロ今ヨJ:M1→ルt2，ωtoJordan *恥吋叩四」占iおso叩m脚10仰r判P凶his釘sn叫Z
ととで，s(α)はsupportprojedionを表す.

Clarksonの不等式の等号成立条件により ，s(α) f-7 s(T(α))が写像になるととを示し， Dyeの

pro jection orthoisomorphismの定理により 3それが Jor・d拙トisomorphismであるととを見

るのが証明の方針である.とのため， von Neumann環の小有限性3及び Tの*ー保存性3全

射を仮定しなげればならなかった.

Theorem (Dye， 1955). 
J: (MdpTOj.一(んら)PTOj.，onto， 1 to 1， ef = 0 {:.} J(e)J(f) = 0， 
んれは 12-寵和成分を持たない

ロキ JはontoJordanトisomorphism(の制限)， 

Theorem 1改.

Mi' iロ 1，2，von Neumann algebr，邸

少。 (resp.世0)，faithful normal semifinite weight on M1 (resp，ル(2)
T: LP(M1;ψ0)→ LP (M 2; 'if;o)， lin ear isometry 

出今ヨJ:ん11一一+ん12，Jordan)トisomorphism，

IT(h~P)1 = h丸一1，<P巴(M1)け

前回は自己共役作用素の supportを見て projectionの対誌を引き起としたが 3今回は前双対

空間の非負部分の対応を考える;

s: (M1)けー(叫ん， by h~~~) = IT(吟!P)I， <p E (M1)け

Fは， Clarksonの不等式の等号成立条件から直交保存と分かり 3次の定理により， (ルtd本上
に線型に拡張される.(次の定理は， Christensen， Yeadonらの， von N eumann環の射影東上

の有限加法的確率測度に関する定理から導かれる，)
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Theorem 2. 

ρ:Mけ→[0，∞)，

(1)ρ(α)0) =αp()O)，αど0

(2)仇上)Om(n手間)，32:仇キp(2:'Pn)口玄ρ(ψn)
(3)ρ(ψ)三11ψ11

(4) Il)On一ψ11→O吟 P()On)→p()O)

口今 31aE M十 ;ρ(ψ)口 ψ(a)， ψ巴M*，+・

そとで， Bunce闇Wrightの定理が使え 3少し計算すれば Theorem1改を得る.以下は Bunce-

Wrightの定理を injectiveの場合に述べたものである.

Theorem (Bunce“Wright， 1993). 
s: (Md*→ (M仏， 1 to 1， positive， continuous lineal'， 
ψよ世中s(ψ)よs(ゆ)

ヱキヨJ:M1→ (M山，onto w倒 k*-co伽 ω山 JOl'd細川somo中hism，
s* (J(a)) = s*(l)x， a: εM1・
とζで，(M2)sは{s(s(ψ));ψE(Md*，+}が生成する (f-weakclosed 恥部分環である.

2. 

Theorem 1改により 3非可換 LP-空間の聞に線型等距離写像があれば3土台の vonNeumann 

環の聞に Jordan和問裂がある，という部分は 3なんら特別な仮定無しに証明された事になる.

残る部分は，誘導された Jordan*ー問型を使って3 もとの LPω等距離写像の構造を書き表す事

である.

以下 Tは全射と仮定する.んら上には，'ltoと)OooJ-1の2つの faithfulnormal semifinite 

weightがある.

おを 3ゆoから ψ00J-1への weightの変更に関連した3ルt2)<10''''0 m?からルt2)<IO''I'00J-1 m? 

の上への自然なトisomorphismとする.応は可調n作用素環の間のト同型正 K拡張され3正

の制限は LP(M2;妙。)から LP(M2;ψ00J-1)の上への positivelinear・isometryである (cf.

[W1; Lemma 2.1， Lemma 2.2]). 

一方3モジュラー自己向型群の一意性から 3

σ'PooJ-
1 
= J 0 σ'Po 0 J-1. 
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(注.Jがや反向型ならばσf目。J-1= J 0 σrjO J-1となるので3上の表式は不正確なのだが，
Jord問*ー向型が恥問型と恥反向型の直和であるととを用いると3接合積の段階では結果的

に問じ ζ とになる.)

Jの拡張であるようなん七)q0'1"0 lR.からル12)qσ1"00J-1 lR.の上への Jord組恥isomorphism

Iが一意に存在する.さらにJは可測作用素環の関の Jordan *-isomorphism K拡張され3
Jの LP(M1iψ0)への制限は LP(M1iψ0)から LP(M2iψo0 J-1)の上への positivelinear 

isometryである (cf.[W1i Section 4]). 

ζのように，LP(M1i <Po)から LP(M2i妙。)の上への標準的な positivelinear isometry fi，-1 0 J 
が得られる.[W2]では， vonNeum組 n環が小有限で Tがpositiveであるとき3T=Y1of 

を示した;

Theorem 3. 

Mi， i = 1，2， u-finite von Neumann algebras 

T: LP(M1i拘)→LP(M2i仇)， onto，旦創出linearisometrれ

J:ん11ー→ルi2，Thm. 1の Jordan*-isomor.， 

fi，: LP(M2i仇)→ LP(M2i少00J-1)， state取担かえれーisomor.(の制眼)

口今T=ι-10Jの LP(ルt1;<Po)への制限.
ただし，JはJの自然な拡強.

今回は vonNeumann環の F有限性を仮定する ζ と無く3恥保存性を持つ Tの構造定理を

得た;

Theorem 3改.

T: LP(M1iψ0)→ LP(M2;仇)， onto，トpreserving，linear isometry， 

J:ん七一→んイ2，Thm. 1改の Jordan *-isomor.， 

正:LP(M2;仇)→LP(M2;<po 0 J-1)， weight取りかえのトlsomOl'.

=キヨlZEんら centralsymmetry， 

T=z ・記-10J. 
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Topological property of an invariant set 

with respect to a family of functions 
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 Abstract 

The invariant set with respect to a f;削除 {h，...'!m} offunctions has much relation 
with a quotient space of a sequence space. By considering the relation between the number 
of end points and the equivalence class， we shall give the characterization of the topological 
property of the quotient space. 

31.序

Rd上の関数族{fb'"，fm}(m三2)に対し、んが縮小写像であるとき、との関数族に対す
るRdのコンパクトな不変部分集合 I<が存在し、

K 口 fI(I<)U . . . U fm(I<) 

が成担立つ [2]。との不変集合の位栢的性質について、熔 [1]は研究し、端点の数等に関する
結果を与えている。 E= {1，2，...，m}の冗を成分に持つ無眼列の集合 E(ω)を考えると、 Z 口

XIX2・・・ εE(ω)に対し， limぃ∞ん1ん...ん(I<)はKの点となり、以下のよう左上への写像ゆ
が存在する [2]0

ゆ:E(ω)ー→ K

E(ω) IC Un(X)ヱコ {y巴 E(ω)I XIX2・・・ Xn= YIY2・・・ Yn}を基本近傍系とする位棺を入れると、
E(ω)は全不連結な完全集合となる。ゆが一対ーだと、 I<は全不連絡な宛全集合となるが、一対

ーでないときは、いろんな位相の集合となる。ゅによる像が同じものに対し、同値類~を入れる

ζ とにより、 E(ω)の商空間 E(ω)んが考えられる。亀山 [3]は、との商空間の位相的構造を研究

し、連結性等に寵する結果を得ているD 本研究では、商空間の商位相に基づく基本近傍系を具

体的に求め、それを用いて端点を定義し、端点の数を用いて位相的構造の特徴付けを行い、畑

[1]の結果の別証も合むいくつかの結果を得た。

32.定義
E = {1，2，...，m}に対し，

• E(ω): Eの元を成分に持つ無隈列の集合

• E(n): E の元を成分に持つ長さ nの列の集合

• E(市):E の元を成分に持つ有限列の集合， i.e. E(*) = UE(n) 

• J εEとX= XIX2・・・巴 E(ω)に対し，

JX = JXIX2・・・ とする，
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• nεNU {O}に対し，写像九:E(ω)→E(本)U {ゆ}は最初の n成分への射影，郎ち

Pn(XIX2・・・)= XIX2・・・ Xn

@写像 σ:E(ω)→E(ω)はshift作用素，即ち

σ(XIX2・・・)口 X2X3

@詞{直関係~は次の(1)，(2)を満たすとき不変であるという

(l)xrvyならば jxrv jy (Vj E E) 

(2) jx rv jyならば X rv y (Vj E E) 

• x εE(ω)に対して Qxを Zの同値類?即ち，

Qx = {yεE(ω)Ixrvy} とする.

• A:= {x巴E(ω)1ヨyε Qxs.t. P1xヂP1y}

• Aj := {xεA 1 P1xロj}， Ej戸 {x巴E(ω)1 P1x = j} 

@凡は Ajの要素の数が η 個である jの集合ヲ 即ち

凡口 {jε EI~(Aj)=n}

(1 Un(x)口 {yεE(ω)1 Pny = Pnx} 

@九(x)口 {yE E(ω) 1 PnQy C PnQx} 

• q: E(ω)ー→ E(ω)/ rvを naturalquotient map 

• Un(q(x)) = {q(y)εE(ω) /rv 1 PnQy C PnQx} 

33.結果
以下 rv は不変な同値関係であり ， A の要素の数が有限，即ち ~A <∞であるとする.

補題 1~A< ∞のとき xEA は非周期的である.

補題 2次が成ち立つ.

1. U{Un(x') 1 x' E Qx}¥Vn(x) C {y 1 l(y)三n-1}) 

ゑ Un(q(x))= q(Vn(x)) 

3.凡(x)は開集合.

命題 1E(ω)んにおいて{仏(q(x))1 n E N， q(x)εE(ω) / rv}は商位椙の基患をなす.

qo 
F
h
u
 



補題 3Un(q(x))の境界 δ仏(q(x))は集合

{q(y) I Pny = Pnどなる x'E Qxが存在しy かっ PnQyct PnQx} 

c {q(y) Il (y) ~ n -1} 

である.

Remark. E(ω)んが連結なら，P1A = Eである.

以下，E(ω)んが連結の場合を考える.

定義 q(x)E E(ω)んに対し，ある NENが存在して nどN ならばθUn(q(x))が一点のみか
らなるとき， q(x)はE(ω)んの端点であるという.

定理 1 1.次の fα:)(b)は同値である.

fα:) q( x)εE(ω)んが，E(叫んの端点である

向) i. Qx={x}かっ

22.ある NENが存在し，n"2NK対して

九九十1t/:.九A，

が成り立つ.

2. q(x)が端点なら，q(σx)も端点である.

xn E F1 

3. q(x)が端点在ら，任意の S巴EK対し sxE Aまたは q(sx)も端点である.

定理 2次は同値である.

1.端点が存在する.

2. Fl =1-ゆかっ

ijij+1 t/:. P2A(j = 1，2，. . . ，n… 1)， ini1 rf-九A

を満たす{i1，払...，in} c Fl (nどりが存在する.

命題 2U(F1)三3ならば、 E(ω)んの端点が無限に多く存在する。

命題 3U(凡)= 2在らば、 E(ω)んの端点が数は 2または無限個であるo

補題 4P1x， P1y巴Fl(P1xヂP1y)なる x，yE ACに対して

σx，σy，σz E {x， y} ('i z E A) 

とする. とのとき

1.α， b E {P1 X， P1 Y }に対し，次の fαjと(b)は向値である.

fαjαbE九A
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(b)αb tf. {P2X， P2y} 

ゑ次の fαjと(b)は向憶である.

fα:) ZnZn+l tf. P2A (Vn)かつ勺巴 {Xl'yd(Vj) 
(b) zE{x，y} 

Remark.σx，σy巴{x，y}のとき sエロP1x，t = P1yとすると x，yのとりうる palfは

(;:;(;二 (;:;f(;:;
の4通りだけである。

定理 3次は同値である.

1. E(ω)んは区間 [0，1]と同相である

2. (α:) U(F1)口 2ヲ U(F2)口 m-2

(b)任意の αEAK対L，U(Qα)=2である。

(c) Uj=l{jX，jy}ロ AU{x，y}を満たす x，yE ACが存在する

命題 4U(F1)口 lならば、 Eの要素の数は3以上である。

命題 5次は同値である。

1.端点の数は 1

2. (，α) U(F1) = 1， i.e. F1口 {s}，かつ ss tf.九A，
(b)任意の rE E¥{s}に対し rsE Aである。

命題 6次は同僚である。

1.端点の数nは3以上の有限個

2. (，α) U(F1) = 1， i.e. F1口 {s}，かつ ss tf. P2A， 

(b)次の t.tt.itもを満たす rE E¥{s}とn(どめがある。

i. rs tf. Aであり、 t巴E¥{rヲs}に対しては tsE Aである。
22. どんな tE E¥{s}とl(O~ l ~ n 2)に対しでも ts...srs E Aである。

、四v-"

222.とメrsE Aかつ tεE¥{rバ}に対しts巴Aである.
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Simultaneous Contractibility 

T. Ando(北農学題大学安藤毅)

Abstract A matrix with spectral raidus < 1 is called S-stable. S-stability of a 
matrix A is characterized by existence of positive defi.nite H such that H > A * H A; 
H is called a contractizer of A. The problem is when two S-stable matrices A， B 
admit a common contractizer. We treat also characaterization of the set of matices 

that have one and the same contractizer. 

1. Norm 

Mnで nxnの行列のなす線形空間とする。 MZで positivedefinite行列の作る
coneとする。各 AEMnをcn←→cnの線形写.像と考える。

11・11をcnの通常の内積による normとし， IIAIIを行列 Aの operatornornlと
する。 cnの一般の norm111.111での operatornormを 111.111による matrIxnorm 
とし、う。

[1] Cnの上の norm111.111に対して，
内積から作られる normである卒中 Jordan“Neumannの平行四辺の慌等式が成
り立つ中吟ある正則行列 Sで

Illxlll ~ I¥Sxl¥ (xεCn). 

内積による normに関する matrixnormを Hilbertianmatrix norm と~"\う。

[2] 111. 111が Hilbertian宇中ある正則行列 Sで

IIIAIII = I¥SAS-
1
11 (A巴Mn).

複素平額上の単位円板上で analyticで値がまた単位円板に入る複素関数J(z)の
全体を Schurclassといい 5で表す。

Theorem (von Neumann). Hilbertiαn norm 111.111 に関して

IIIAIII < 1，J E S 坊 IIIJ(A)III< 1. 

Theorem (Foias). 111.111が mat巾 ηormで，

IIIAIII < 1，J E S当 IIIJ(A)III< 1 

の性質を持てば， 111.111は Hilbertianである。

行列 Aが 11.1¥の closedunit ballの端点であることと unitary行列であることは
同じであるから次が云える。

[3]日ilbertianmatrix normの closedunit ballの端点の集合は乗法群をなす。
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2.品stablematrix 

r(A)詰 spectralradius max:{ 1ん(A)I;i=1，2，...，n}. 

同 どの matrixnorm 111.111に関しでも次が成り立つ。
(1) r(A)三IIIAIII，
(2) (Gelfand formula) r(A)口五mk→∞IIIAkIW/k.

r(A) < 1のとき，Aを S-stable(= Schur stable)という。これは(離散型〉発
展方稜式

Xk十1= AXk (k口 0，1，.・・)

の解Xk(kコ1，2，.・・)がどんな初期値Xoに関しでも室ますなわちれ→ O(k→∞)
となることと同舗である。実際，解は

川口Akxo (k=O，l，.・・).

3. Contractible matrix 

S-stable行列 Aがある matrixnorm 111.111に関して (strict)contractionとなると
きAは W 幽contractibleであるという。この matrixnormとして宜ilbertiannorm 
がとれるときトcontractibleという。

[5] Aがかcontractibleか吟ある HEMtがあり AホHA<H.

このような H を Aの contractizerという。

Aに関する Steinmap争A:Mnト吋 Mnを

争A(X)= X -A*XA (X E Mn) 
で定義する。

Theorem (Rota construction). Aが S-stable宇中争A が invertible.

このとき逆写像争21は

付 (X)ロ玄A本kXAk

で与えられ (com〆etely)positive lineαr mapとなる。

Corollary. H が Aの contrαctizer牛こ今 H ξ 争A1(M+).

Corollary. A S-stαble キニ今 A 匂J-contrαctibleキニ今 A s-contrαctible. 
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4. Simultaneous contractibility 

S-stable行列の集合 λイが simultaneouslyw-contactibleとはある matrix

norm 111・111で
IIIAIII < 1 (A E M). 

この normとして Hilbertiannormがとれるとき simultaneouslys酬contractible
と~，う。

[6] Mが simultaneouslyw-contractible口今 M は脊界。

[7] ん4が simultaneouslys-contractible 中中ある H > 0があり A*HA< 
H (A E M). 

[8] M が simultaneouslys-contractible 牛功 nAEM 争Al(M~)=f o. 

[叫 ん4が simultaneouslyw四contractible 今 M を含む最小の convex，皿叫ti-
plicative semi-groupは有界で，その元はすべて S-stableである。

[10] M が Slm"叫taneouslys噂contractible口中 M を含む最小の convex，Schur-
class functional calculusで関じた mu1tiplicativesemi-groupの有界で，その元はす
べて S-stableである。

Lemma. A，Bが可換口中争A，争B は可換。

Corollary.可換な S-stable行列の有限集合ん1= {AI，'・・，Am}は simultαneo'usly
シcontractible.実際

(町10町:O 争ヰ )(M~) c n 争Al(M~)
AEん4

Theorem. M が有界な可換族で

sup{r(A); AεM} < 1 
ならば simultαneouslys畑contractibleである。

M に対して
M
k = {AIA2・・・Ak; Ai E M} (k = 1; 2，・ー)

の表示を使おう。

Lemma (Daubechies幽 Lagarias).M を有界な乗法半群とする。
(generalized Gelfand formula) 

，lim sup IIIZllll/k口，lim sup r( Z)l/ k. 
κ→∞ ZEMk /:→∞zεMk 

Theorem (BraytoIトTong).有界な乗法半群 M が

月四 sup IIZlll/k < 1 
ι→∞ ZEMk 

ならば M は simultαneouslyw-contractibleである。
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5. 2個の場合

A，Bを S-stable行列とする。

Proposition.次は互いに関値である:
(1) A， Bは simultαneouslyシcontractible，
(2) 3X > 0 争BO争::i1(X)> 0， (3)ヨY>0 争AO争記(Y)> O. 
次は互いに同備である:

(i) A， Bは notsimultaneoωly s-co仙沼ctible， 
(ii)ヨS>O φ21O争B(S)< 0， (iii)ヨT>O 争画10争A(T)< O. 

Proposi土lon.

月m sup IIZIIl/k < 1jv2当 A，Bは simultane側 slys-contractible. 
K→∞ZE{A，B}k 

Proposition. A， Bが共に nilpoterばならば sim'ultaneoωlys-contractible. 

Lemma. A，Bが rankoneで A=αob*，B = c0 d*のとき

戸間 sup IIZII1/k口 max{r(A)，r(B)， r(AB)} 
ι→∞ZE{A，B}k 

Counter example. 

lim sup IIZII1/k < 1 
R→∞ZE{A，B}k 

であるが simultαneouslyシcontractibleではない rankone A， Bがある。

6. Contraction domain 

H > 0に対して，これを contractizerとする S-stable行列の全体を H のcon-
trac土iondomainと呼びCHで表す:

CH 三 {A;H > A本HA}= {A; H 巴争ず(M~)}.

CHは脊界 (absolutely)convex， multiplicative開集合である。

Lemma (Lyubic). M が有界 fαbsolutely)convex， multiplicαtive開集合が mαtrix
normになる必要十分条件はこの性質をもったものの中で maximalなことである。

Theorem.有界向bsolutely)con'uex， multiplicαtive開集合 M について次は同備で
ある。

(1) 
(2) 
(3) 

λイココCHfor some H > 0， 
ん4は maximalでかつ Schur-clαssのfunctionalcalculusで閉じているy
M の closureの端点の集合は乗法群をなす。
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1 Introduction. 

System of iterated maps of the interval， viewed as dynamical systems， is considered as 
姐 impor七antmode1 for the chaotic behavior in certain physica1， chemica1 and bio10gica1 
systems. Since there are many notions of chaos， in this paper we consider topological 
chaos， meaning positivity of the土opologicale11tropy. 
For a parametrized family of functions， we have a vague gener叫 question;"how does 
the complexity of a dynamical system vary with parameters ?" One measure of com-
ple:x:ity wou1d be七henumbers of periodic poi凶 ofvarious periods. And the topo10gica1 
entropy of a map is also one of the particular useflu indicator of the comp1e:x:ity of the 
system. In [開9司iうMilnoωrand Thurs抗toncωon郎sidere“dthe topological entropy h(f) a加，ndg伊rowt出h 
number目rsω(げf)片口e位x却E中pμh(げf)of cωO側n凶ti山a凱劉加附uω1ω削i旧O
De最111抗tion. For a piecewise monotone map .f considered as a map from the compact 
interval ト∞?∞] to itself， the tωop仰olog尉ic伐alen凶七r叩opy巧布'yh削uの)0ぱf.f iおsd白e五h旦e吋da凶SD白O註O加wちS

11，(附(fη)口月m;hlh附O
，釘辺-一，。口必κ: 

where l(fok) is the number of laps of k-th iter・瓜eof .f. 
Except in very specia1 cases， the entropy cannot be computed using these definitions. 
Thus the prob1em of finding an algorithm to compute topologica1 entropy to anyaccuracy 
is cliscussed in many papers ([1]，[2]). 
The quadratic(logistic) fa凶 1yof maps is important as a population growth mode1 in 
theoretica1 popu1ation dynamics組 dan examp1e of a fami1y of simp1e maps with extreme1y 
complicated dyna凶 cs.lvIilnor and Thurston([9])， based on the Douady-Hubbard-Sulliv，加
argument(unpublished)， proved that this family has on1y orbit叩creationva1ues組 dno 
orbit-annihi1ation values and that the topological entropy h(.f.λ) is mono七oneincreasing 
as a flIDction ofλ 

1
4
ム

p
h
U
 



The buJk of the present paper is devoted to the study of the transition to chaos for 
the cubic polynomials. Some conjectures concerning the entropy in case of cubic maps 
were enunciated by Milnor in [7J. In section 3ラweshall discuss these problems. Our main 
result is a cla部ificationof the routes to topological chaos along an algebraic curve defined 
in the moduli space of the I・ealcubic polynomials. 

2 AIgebraic curves defined in Moduli space of the 

cubic polynomialso 

We consider the family of cubic maps x 1-+ g( x) = C3X3 + C2X2 + Cl X + Co (C3 =1= 0， Ci巴C).
For such a cubic map g ， we have two norma1 forms ; X3 -3Ax土ゾ万，A， B E C. Therefore， 
the complex a盟問conjugacy class of g can be represented by (A， B). The moduli spaceヲ
denoted by M， consisting of心1a組問 conjugacy classes of cubic maps， can be identified 
with the coordinate space C2 = {(A， B)} ([可).

Moduli space of the real cubic polYllomials. Bya suitable real a伍netransfor-

mat肌町rea1叫kmap仰)is tra納町dto a lmique map J (・x)口 ux3-3Ax+州
where σ:口 sgn(g'つ，A，B E R. The real a却neconjugacy class of g or J can be repre-
sented by (A， B)εR2 if BチO.Bu七ifB = 0，σshould be added asωessentia1 class 
泊V町iant，as x 1-+ x3 - 3Ax and x 1-+ーが - 3Ax belong to different classes. Thus ，due 
to J.Milnor([7])， the real Mod叫ispace， or real cut of the moduli space M， of rea1 a館m
conjugacy c1asses of real cubic阻 apscan be described as the disjoint union of the upper 
half-plane H+ = {(A， B)IB三O}加 dthe lower half“plane H一={(A，B)伊豆 O}We 
denote this space by 人1. R •

A complex cubic map J， or the corresponding point (AヲB)εM，belongs to the con-
nectedlless locus if the orbits ofboth critica1 points Pi such that !'(Pi) = 0， i = 1，2 ， are 
bounded. And J is hyperbolic if both of these critica1 orbits converge towards attracting 
periodic orbits. The set of a11 hyperbolic points in the modlui spaceん1.forms an open 
set. Each connected component of this open set is called a hyperbolic componellt. By 
M.Rees([15])， each hyperbolic component contains a unique post-cri七icallyfinite complex 
cubic map. This map is called a center map or Thurstoll map and the coordinates 
(A， B) of J called a center in the moduli space. The centers紅 eroughly c1assified加.to
four di:ffeent types， as follows. In the following t， p， q denote integers. A center is of出e
type Ap if two critical points Pl， P2. of the center map coinside and has the period P : 
JP(Pl) = Pl・Infact， only possible va1ues for P in this case are 1，2. A center is of the type 
Bp+q if !P(Pl)口 P2組 dr(P2)口 Pl;of the type C(山正P(Pl)= P2 and JQ(P2) = P2; of 
the type Dp，qぜJP(Pl)= Pl a凶 Jq(P2)= P2・Theseexhaust all types of centers. 
Cellter curves Ill the moduli space. 
The center curves CDp， BCpぅwhichare a1gebraic curves， can be defined according to 
the above four renormalization-・type.We show how the equations of these curves are 
obtained by induction on P ([10J， [13J and [14]). 

Theorem 2.1 : Defi.nillg equation of a center curve Forαgiven p， there exist 
αnα1gebraic curve CDp contαining all centers oJ the t 
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For exαmple，ωe obtαin precisely the folloωzng curvesi 

CDl : B = 4A(A十ザ，
BCl B = 4A(A _ ~)2 ， 
CD2 B2 -8A3B十4A2B -5AB + 2B + 16A6 -16A5 

-12A4十16A.3-4A + 1口 0，
BC2 B3 -12A3 B2 -6AB2十2B2+ 48A6 B + 24A3 B十21A2B

-6AB十B-64A9十96A?-20A5 -12A3 -A = 0， 

We can embed C2 cano凶callyin P2(C) : (A， B)→ (1 : A : B). Then an a伍.ne
algebI叫cClITVe 1も={(A，B)εC2 h(A， B) = O} uniquely determines a projective 
algebr泊cClITve F口 {(C: A : B) E p2(C) : H(C : A : B) = O} in P2(C) such that 
h(A，B) = H(l: A: B) and Fn C2 = Vo. 
Defillitioll. For a center ClITve Vo， the COIてrespondingprojective algebraic CUI・veF is 
called the projective cellter curve. We denote by PBCp and PCDp，七hesecurves 
corresponding to BCp and CDp respectively. 

We give some algebraic-geometric properties of these curves. 

Theorelll 2.2 :([10]， [14]) 
• The interseciton with the line at泊五.nity: Eαch projective center curveαnd the line 
at infinity， L∞: C = 0， intersect at the point P，∞口 (0: 0 : 1) only. P，∞ is singulαrαnd 
its multiplicity cαn be cαlculated explicitly. 
o In吋ucibility組 dSinglITarity: For projective center cu仰 esPCDiαηd PBCi for only 

i = 1αnd 2， 
PCD1αndPBC1α陀勿γ'educiblecurves of degree 3. PCD2 is an irreducible curve of degree 
6. P∞is 4-foldαnd (0.25， -0.4375) isαn ordinαry double point. 
PBC2 isαnirγ'educible curve of degree 9. P，∞ zsιfoldαnd four ordinαry double points 
α陀 αsfollows : 

(-0.1341351918179714， -1.37344484910264)， 
(-0.5531033117555605， -0.6288238268413773)， 
(0.3041906503790061 * i + 0.3436192517867655， 

0.6886343379400248 -0.04267412324347224 * i)， 
(0.3436192517867655…0.3041906503790061 * i， 

0.04267412329900053 * i十0.6886343379735695)ヲ

4¥) Principal part of the center ClITves and Genus: The principal pα付 αtP∞ ofPCDl 
αnd of PBCl is (C2 -4A3)I， of PCD2 is (C2 -4A3)2，αnd of PBC2 is (C2 -4A3? The 
curves PCDlαnd PBClαre rational. Hence the genuB is O. The genus of PCD2 is 1. 
The genus of PBC2 is 3. 

The irreducibility of each projective center curve is determined based on Kaltofen's 
algorithms on risa-伽 (computeralgebra system by FUJITSU CO.LTD.) ([16] ， [6]). To 
c~lculate genus 9 of each projective center ClITve r， we determine the principal partat P，∞ 
of the curves by using N ewton Polygons and apply the P施cker'sformula. 1 am grateful 
to Y. Ko血ori([4])for helpful suggestions on the genus. 
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We would like to state the following conjectures for the PI吋ectivecenter curves: 

Conjectures 
• All projective center curves are irreducible. 
11 All singular points except ~∞ are ordinary double points. 
11 Especially， for real graph of cent.er curves， the sigular point exists only in花1・
• The pricipale part at~∞ of every projective center curve has a form (C2 -4A3)k. 

3 恥1:onoto阻icityof topological entropy alo阻gcenter 

curve. 

The conjectur・ethat the toplogical entropy h(f) of a I・ealcubic map 1 depends mono幽
tonely on its parameters was enunciated by Milnor in [7] and [8]. Namely， each locus of 
constant entropy in parameter space is connected. Another conjecture due to Milnor([7]， 
[8]) is a maximum and minimum prillciple for e凶ropy:the maximum and minimum 
values for the entropy function on any closed region in the moduli space must occur・the
boundary. Real graphs of BC1 and CD2-2 are shown in Figure 1. and of CD1， BC1， and 

Figure 1: Real graphs of BC1 ， CD2-
2 with the equi伺growthnumber lines. 
The region is [.57，1.03] X [0， .43] in 
(A， b)-plane 

Figure 2: Real graphs of CD1， BC1， 
CD2-2 with the equi-growth number 
lines. The region is [-1.05，一.09]X 
[0， -1.35] in (A， b')-)plane 

CD忠2in Figure 2. together with the equi幽growthnumber lines. A glance at these figur・es
suggests that the topological entropy vary monotonously along a pa討 ofreal graph of 
center curve. We proposed in [10]，[14] this entropy-monotonicity conjecture alog a center 
curve. Recentely we can prove that our monotonicity conjecture is true on CD1， and on 
any center c町 ve([11]，[12]).1 am grateful to Y. Komori([5]) for helpful sugge抗ionson this 
conjecture. He can prove that our monotonicity conjec加reis true for any center curves 
and his idea can be applied to suitable fa凶lyof polynomials with higher degree. 
Theorem 3.1 entropy-monotonicity The topologicα1 entropy 01 αcubic m.α:pl is 
monotonely continuousザ1vαriesαlongαpart( calledαbone)ol center curve CD1. 
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EQUIVALENCE OF THE五t1CSHANEAND BOCHNER 

INTEGRALS FOR FUNCTIONS WITH VALUES IN 

HILBERTIAN (UCs剛N)SPACES WHICH ARE NUCLEAR 

北海道教育大学札幌校 榎田邦範

1 .はじめに

the generalized Riemann integralは，その名が示すように通常のRiemann積分の定義と
類似して定義されるが， Riemann和に用いられる par七i七lOnsの族の違いにより，実数値関数
の場合には2つの一般化が研究されている。一方は Henstock積分であり，他方は McShane積
分である。実数値関数の場合には， Henstock積分は狭義Denjoy積分と同値であり， McShane 
積分は Lebesgue積分と同値であることが知られている O
1990年， R.A. Gordonは，実数値関数に対する McShane積分の定義を Banach空開催
関数の場合に拡張し，その積分の性質を検討するとともに，可測な Pettis積分可能な関数は，
すべて Mc8hane積分可能であることを示した [2]0
1992年， 8.8. Caoは，実数値関数に対する Henstock積分の定義を Banach空間値関数の

場合に拡張し，実数値の場合に多くの結果の証明に重要な役割を演ずる Henstock'sLemma 
について検討し，それが有限次元の Banach空間の場合には成立するが，無限次元の場合に

は，必ずしも成立しないことを示した [1]0
1994年， S. N akanishiは， Henstock積分の定義を (UCs-N)空間値関数の場合に拡張し，

その性質を検討すると共に，この積分が， 1984年に開氏によって定義・研究された (UCs-N)
空間値 Bochner積分を合むことを示した。しかも特に興味深いことには， L. Schwartzの趨

関数の理論に現れる S，S'，D，D'などの空間をその代表的な例として含む，核型 (UCs-N)空
間に値を取る関数の Henstock積分に対しては Hensもoc1どsLemmaが成立することを示し

ている [11]0

ここでは，核型 (UCs-N)空間に値を取る関数に対する悶cShane積分と Bochner積分の
開値性に関し，次節の結果をご報告したい。なお，これらの結果は文献 [14]をまとめたもの
である O この報告で用いられる thefundamental terminology and notationsは， [5]， [11] 
および [14]に従う o (UCs羽)spacesおよび(UCs-N)space valued Bochner integralsの定義
については， [7]， [8]および [11]を;Hilbertian (UCs-N) spaces which are nuclear等の定義
については [11]を参照されたい。

Definition 1. Let X be a (Cs-N) space with a sequence of semi-norms {Pn} : (X， {Pn})， 
which is r-separated and complete. An X-valued function f de五回don [α，b] is said to be 
McShαne integmble to α附 torz巴Xon[α?可iffor every n E N there is a positive function 
九(ご)on [α，b] such that for any division D of [α，b] given by 

α= toくち<・・・ <th口 b and {ごわごわ・・・?とh}C [α?司

satisfying [ti-l，ti] C (Ci -8n(む)，む十6バふ))for i = 1，2，'" ，h， we have 
I h ¥ 

Pn (玄f(む)(ti-ti-l) -z ) < 1/2ぺ
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or alternatively， 

Pn (玄f(と)(υ-u)-z)<げ
where [u， v] denotes a typical interval in D with [u， v] C (ご一九(ご)，と十dn(ご)).Such a division 
D is called a dn-五neLebesgue division， or simply a dn-五回 Ldivision， and sometimes it is 
denoted by D = {([ti-b ti]ふ):戸 1，2，.・・ム}or D = {[U，1収}.The vector z is uniquely 
determined. The i附 grα1of f on [a， b] is give凶 ythe vector z， and it is written J: f(t)dt 
The function f is McShane integrable on a measurable set A C [α， b] if the function f XA is 
McShane irrもegrableon [α， b]. 

Definition 2. Let もX be a (UCs 命"倫羽e帥合
which is r-separated and complete. An X-valued function f de長田don [α，b] is said to be 
M cShane integrable to αvector z E X on [α，b] if there is a component space Xαsuch that: 
(1) The image of [α，b] by f is contained in Xα; 
(2) f is McShane integrable to z on [α，b] as a (XQ" {p~} )-valued function. 
If it is necessary to indicate such an Xαexplicitly， for convenience we will say出a抗tf is 
h叫在cSlイ削

of f on [aα， b]時iドlS刊glV刊e“ythe v刊ectωOぽrz引， a叫ndi抗tis w出叩J:f六(帆 The珂efおUI凶 ionf is McShan 
1n叫七旬egra功hle0∞n a measurable set A C [α，b] if the function fXA is McShane integrable on [α， b]. 

2 .主結果

Theorem 1. Let (Xヲ{Pn})be αHilbe叫αn(CN) spαce which is側 cleαr，αndlet f be 
αη X-vαlued m印刷rablefunctioηoη[α，b]. The function f is Bochner integrable 0η[α，b] if 
αηd onlyザfis McShαne integrable 0η[α，b]， and both integrals coincide. 

Theorem 2. Let X beα(UCN) spαce such that eαch component spαce (Xα，{p幻)
(αε 2:;) isαHilbertian (CN) spαce叫 ichis nucleαr，αnd let f be 仰 X-vαJ包edf叩 ction
defined 0η[α， b]. Suppose thαt f isμ-meαS包Tαble(Xα) for some αε 2:;. The function f 
is Bochner integrable 0η[α，b] if and onlyザfis McShαne integrable on [α;b]， 仰 dboth 
integrαls coincide. 

Theorem 3. Let X be αHilbertian (UN) spαce叫 ichis nucleαr， with component spαces 
(Xα，pα) endo山 d仇th( ， )α(αε 2:;)， αnd let f be an X -vαlued function defined on [α， b]. 
5叩posethat f isμ-meαsurable (Xα) for some αE  2:;. The functioπf is Bochner integrable 
on [a，b]ザ仰d0ηlyザfis McShαne integrable。η[α，b]， αndboth integrαls coincide. 

Theorem 4. Let X be αHilbertian (UCsωN) spαce which is nucleαr，仇thcomponent 
spaces (Xα ， {p~}) (αε 2:;)， α叫 letf be an X-vαlued function defined on [a， b]. Suppose 
that f isμ-meα仰向ble(Xα) for some αε 2:;. The function f is Bochner integrable 0η[α， b] 
ザαndonlyザfis M cShane integrable on [αヲb]， 仰 dboth integrals coincide. 

3 .定理の証明の方針

定理lの証明は，次の様に 4つの補題を準備する方法によってなされる O

吋

i
p
h
U
 



Lemma 1. Let X be α(CsωN) spαce withαsequence of semiィwrms{Pn}，切hichisト
sepαratedαnd complete. 1f f is Bochner integrable on [α?司，then it is McShαne integrable 
oη[α?時yαndboth integ叫 scoincide. 

Proof. (cf， [11， Proposition 15]) Since f is Bochner integrable on [a， b]， f is μ-measurable 
on [a， b] and there is a sequence {ん}of X-valued simple functions on [a， b] such that 
民 J:叫ん(t)-f(t))dt = 0 for every 日 N.Moreover， since七heBochner integral of 
f onMl:fJf(帆 sthevector r-lim J: fi(t)dt in (X， {Pn})， we have比pn(jfft(のdt-
J: f(t)dt)口 ofor every n巴N.Let n E N. Then， there is an io such that for every iミZo
we have 

J: Pn(Ji(t) -f(t))dt <仰 +2 and Pn (J: fi(t)dt -J: f(制)< 1/2n+2 
Fix an i with i注Zo・ By[14， Proposition 4 and 2.(3)]， fi is McShane i凶egrableand 
Bochner integrable on [α，b]， and both integrals coincide.註ence，there is a positive function 
8~(ご) on [α，b] such that for any 8~-長田 L division D = {[u， v]， 0 of [a， b] we have 

Pn (日(ご)(υ-u)-J:fi(制)< 1/2叩
Note that， for real valued functions， the McShane integral and the Lebesgue integral are 
eq1.山ale爪 andboth i批egralscoincide (see [4]). Since七hereal valued function Pバfi(t)-
f(t)) is Lebesgue integrable， it is McShane integrable and both integrals coincide. Therefore， 
七hereis a positive function 8~ (と)on [a， b] such that for any 8吋 neL d肋i討Vl凶討的O∞nD={仇[~和u叩L ，
of [aα ? 可weh協即ave

¥L:Pn州π
D抗efinea positive function 8n on [a， b] by 8n(と)= min{凡(ご)， 8~(ご)}.T百he仇n叫， f，伽O町rany 87 
L division D = {[u，川Aり叶]，cο} of [aα うb時1we have 

Pn (2:;1叶叶bf吋
豆pn(2:; 1仙吋•I;(t)dt) + pn (J.' I;(t)占-lb f(t)占)
<必附-u)-Lfi仙一的)+Pn (む叶吋-lb fi(t)占)十1/2n十2
<2ンn(Ji(ご)-f(と))(v u)十1/2叶 2十1/2叩

壬i区むILPn(乞DひE仇M川山nバ仏州川(仏似川叶h以附(代ご
< 1/2n叶十2+ 1/2π叶+2十1/2n+l口 1/2n

Thus， f is McShane integrable to the Bochner integral of f on [a， b]. 

Lemma 2. Let (X， {Pn}) be a Hilbertian (CN) spαce which is nuclear， and let f be 
an X-vαlued McShαne integrable function 0η[α?略的ththe primitive F. Then， for every 
n E N， there existsαpositive function九(と)on [a， b] such that forαny 8n -fine L di仇szon
D = {[u川]，と}of [α?月初ehave 

玄Pn(J(c)(υ-u) -F([u， v])) < 1/2n 

oo 
po 



Lemma 3. Let (X， {Pn}) be αHilbertian (CN) spαce叫 ichis附 cleαr，and let f be仰
X -valued functioηoη[α， b]. The function f is M cShane integrable on [a， b]ザ仰donlyザ
for巴veryn E N there isαpositive function 8n(と)on [a， b] such that forαny加。 8n-fineL 
divisions D1 = {([ti-l， ti]， Ci) : i = 1，え・・・，h}αnd D2 = {([ti-b ti]，巾): i = 1，2，・・・，h} of 
lα，b] we hωe 

乞Pn(j(む)-f(r/i))(ti -ti-l) < 1/2n. 

Lemma 4. Let (X， {Pn}) be αHilbertian (CN) spαce叫 ichis問 cleαr，and let f be an 
X-vαlued function on [a， b]. 1f f is McShαne integrable on [a，月，then Pm(j(t)) is McShαM 
integr，αble on [a， b] for every m E N . 

Proof of Theorem 1 By Lemma 1 the “only if " part holds. The “if " part is 
proved as follows (cf. [15， Theorem 1， p133]). Since f is an X-valued measurable function， 
there is a sequence {五}of simple functions such that .1impm(f(t) -fi(t)) = 0μ-a.e. on 

2-→cロ

[α， b] for every m 巴N.Fix n E N. For every i E N， let 
戸
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Pn(ji(t))豆2Pn(j(t))，
Pn(fi(t)) > 2pn(j(t)). 

Note that， for real valued functions， the McShane integral and the Lebesgue integral are 
equivalent (see [4]). Hence， by [14， Proposition4] and Lemma 4， {gηiEN is a sequence of 
simple functions on [α， b]， and it satis五esPn(gi(t)) ~ 2pn(j(t)) and .1im Pn(f(t) -gi(t)) 

2-→c幻

O伊a.e.on [a， b]. Since the real valued function Pn(j(t)) is ばcShaneintegrable on [αヲb]
from Lemma 4， it is Lebesgue integrable on [α， b]. Moreover， the sequence of real valued 
measurablefunctions {pバf(t)-gi(t))}iEN satis五esthat Pバf(t)-gi(t))話3pn(j(t))for 
all iε N. Hence， using the Lebesgue-Fatou Lemma， we obtain 

比lbPn(j(t)一d榊
Now， for each nεN， since .lim J:' Pn(j(t) -gi(t))dt = 0， take an i(n)εN such that 

Zω→cロ占

J: Pn(j(t) -gi(n) (t))dt < 1/2n. Put hn(t) = gi(n)(t) for every n E N. Then， for each 
m E N， if n > mヲthenJ: Pm(j(t) -hn(t))dtぎJ:Pn(j(t) -gi(n) (t))dt < 1/2n. Thus we 
have a sequence {hn} of X向valuedsimple functions on [a， b] such that 

J記。lbPm(f山 n(t) )dt口 O
for every m εN. Therefore f is Bochner integrable on [a， b]. 

定理4の証明は，定理1の証明とほぼ同じ様に，次の 4つの補題の準備の後になされる。

定理2，3の証明も同様な方針でなされる。 (see[14] ) 

Lemma 5. Let X be α(UCs司N)spαce with component spaces (Xα ， {p~}) (αε~)，仰d
let f be 仰 X-vαluedfunction defined on [a， b]. 1f f is B ochner integr，αble on [α， b]， then it 
is McShαne integrable on [a， b]， αnd both integrals coincidι 
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Lemma 6. Let X be αHilbertian (UCs羽)spαceωhich is nucleαr， with component spαces 
(Xα，{p幻)(αε L:). 1f f is仰 X-vαluedMcShαne integrable function on [α， b]ωth the 
prmばiveF， then there is anα巴L:such that f is M cShαne integrable (Xα) on [a， b]， and 
that， for every n E N， there isαpositive function九(ご)0η[α，b] such that for any on -fine 
L di仇sionD = {[u， v]， C} of [α，b] we h仰巴

Lp~(f(ご)(v-u) -F([u，v])) <ゆ n

Lemma 7. Let X be αHilbertian (UCs-N) spαce叫 ichis nucleαr，仇thcomponent spαces 
(Xα ， {p~}) (α巴L:)， 仰 dlet f be αη X-vαlued funciioπdefined on [α， b]. The funciion f 
is McSh仰巴 integrable。η[αヲb]ザandonlyザthereis anα巴.L:so that the image of [α， b] 
by f is contαined in Xα， and th叫 forevery nεN， there isαpositive f包nciion九(ご)on 
[a， b] such that forαny two on -fine L divisions D1ロ {([ti-lltd，とi): i 1，2， . . . ，h}αn 
D2 = {α([怜tむi一1，ヲti]，ηmωi): i口 1，2丸，. . . ，h} of [a， b] we hαve 

Lp~(f(とト f( 7]i))(ti -ti-1) < 1/2n 

Lemma 8. Let X be αHilberti仰 (UCs-N)spαce叫 ichis間 cleαr，仇thcomponent spαces 
(Xα，pα) (αε L:)， 肌 dlet f be αn X-vαlued functioη deβned on [a， b]. 1f the funciion f is 
M cShane integrable on [α，b]， then there is anαε L: so thαt， for every s E L:切thsきαy
pf!n(f(t)) is McShαne integrable on [α，b] for every m E N. 
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On Canonical Solutions to the Hamburger Moment Problem 
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Tamazutsumi 1・28-1，Setagaya・ku
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Let μbe a positive Borel measure which has all power moments on玩:

L:xkd/1(x)く∞， k=ω，・
and let 

九={イfxndv= f岬 ρ 仰ム}
We saythatμis determinate if VJl is one point set and indeterminate if VJl contains 

more than one point. Ifμis indeterminate，ちiscompact in the weak* topology and 

a convex set. Naimark(1947) proved thatμis an extreme point of VJl if and only if 

f.J =E(μ) I whereρis a set of polynomials. In this caseμis called V-extremal. 

A1soμis called N-extremal ifμis indeterminate and f.J =JJ(/1) . It is known that 

an N-extremal measure is V-extremal (and that the converse is false). Let consider 
the Riesz'sおncton

R凡ρ(が 鉛叫吋P~伊防凶阿p〆内削州州(zω叫叫Z吟4川)1非l:pE叩晴例叫ρ払糾叫，llp片11ルdω{伊Jμ
and the Me町rgl酔elia泊aIぜlピ.'s良fun邸ctio∞n 

Mμ (z) ロ卸P~叫:PE ρ， llpllL2ω 叫ZEC} ， 
where dμ'= (1十x2)ぺdμ.

Riesz has shown that 

Theorem.A ([1]) 
μisindet，θ'1'minate if and only if Rμ(z)く∞， Sz;e O. 

Furthermore we can prove that for d.戸口(1+が)d.μ， 

1 1 < 11_1_ + i/.111 くl+lzl 1 一一一一く|トー+ρ11 一一一， .， Sz;e 0 
1+1収μ(z)一Ilx-z' G"IIL2ω ~ ISzl Rμ(z) 

and that 

-L」ーく 11ムゅ11 ~出 1 Sz;e 0 
l+lzl Mμ(z) -llx -z ' o"IIL2ω ISzl Mμ(z) 

Fro拙m伽蹴叫i凶n凶l凶equ叫1

an怠do叩nl訪yi汀fpolynomials are dense i泊nL2(伊メμl).Hence both inequalities enable us to see 

that an indeterminate measureμis N -extremal if and only if Rμ(z)く∞， but 

τ
1品
ヴ

t



Mμ (z) ロ+∞ (~z ポ 0). An entire function f: C→C is said to be of minimal 
exponential type if 
'¥Ie>O，ヨCe:¥f(z)¥豆CJlzi for zeG 

The set of entire functions of minimal exponential type will be denoted by eo・Wesay 
that f(z) belongs to the Hamburger class ~ if f(z) is a real eo function with 
simple real zeros a1 ，a2，…(0 ::; la11 ::;いが…豆lanl，lanl→∞)and satisfies 

AL寸→0，n→∞，m=O以，…
If'(an)1 

Theorem B.(Hamburger 1944 [1]) If μis N-extremal then it can be represented as 

μロヱαム，when f(れ~，ゃいら・・トf吋0) ， αn>O か=1幻，…)，
ωLαdm〈∞ m=0，1，2，…， 
(ii) 

and 

(iii) 

ヱ ーく∞
αn(l+a;)f'(an)2 

ヱ 1 ロ∞
αnf'(an)2 

Hamburger (and Akhiezer [1]) stated that the converseおalsotrue. 

(*)吠 19く∞
ゐdαnf'(αny(1+αJ)

and 

(**) エ lz∞
αnf'(an)2 

for some f(z) E現 {a1，a2，…}ロf-l(O)and αn>Oか=1ム3，…)， 
implythatμコヱαAnisN・extremal
But this is wrong. In fact， Koosis [5] constructed a counter example. Let 
f(z) = S(z)T(z) where S(z) and T(z) are infinite products such as 

"11"'"11"1 _ Z I ，..ザ(_ z， _ M (_  _ -:  n2 ， 
S(z) = I 111--=-1. T(z) = I 111--:=-1. all = 2n， b" = 2nl1十24 I 

.lL .lL ¥. an r .lLふ¥. bn) ““¥.  ) 

He has shown thatμzzt-i-5+ヱ，.，，~ ，? db_ satisfies the conditions f'(an)2 -a" . kJ  f'(bn)2 

(勺，(帥)but is not N-extremal. To prove this he used the following theorem. 

Theorem C ([5]ぷ]) Forμ=〉J-?LJa，feq. 
--f'(anY'“ 
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fJ ':/:. L2(μ) if and on1y if幼ereθ!XIstsa nonzero伊(z)e &() such that 

ωヱ|伊(凡)¥2く∞，
Iyn伊(iy)1= 0 

(i均"dn;:::O，:lim 
Iyl→開 If(iy)1

For necessary and sufficient condition， Ito([4]) has proved the following. 

Theorem D.μ is N-extrema1 if and on1y ifμcan be represented as 

μ=LαAndn〉O，(nzL2，…)I where thθTe exist a pa企 T(z)，S(z)01 rea1 &() 

lunctions sati吟dng

吋 Shas 0.仰n功1;かv問r

b防)α句nz1 〉O，か=1，2，3，…)
(1+an
2
)T(αn)S'(an) 

、、.，，
A
U
 

2m 

L'1'I_ ~n く∞，
T(αn)S'(αn) 

エT(αn)
一一一一一く∞
S'(an) 

ZiOn¥2 く∞ s

T(an)S(αn) 

mロ Oム2，…

Lα70::--:-= 0 ，m = 0，1，2，…功。n= cT(an) 
T(an)S'(αn) 

The condition e) is equivalent to the conditions 

e') 広 isco-dimension 1 in (! (μ) ，ρi = (x-i)ρ 

ぜザめ，ヲ)伊仰附(令ωZ吟)e&.ιい0 r S【仰1かy)[ -， '''' ~S'(αn) 

坊伊(z)コconst

There is another necessary and sufficient condition by Sodin that has been kindly 

informed to me recently. 

We say that an entire function g is a Hamb町 'gerdivisor of f e 'W if 
g(z) e符andg-I(O) C f-l(O). 

TheoremE.([6])μ isN制θ!xtrema1if and on1y if ther，θexits an f E'Wand 
αn > 0， (n = 1，2，…) such that 
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(i)μ=ヱα人ゃいら…}=f吋0). 
(ii) Lαnaアく+∞，m= 0，1ル・・
(iii) χ 1 今く十∞

血国α'nf'(凡)ρ(l+an")

(iv) 下 ) うバロ十判∞ h命如>re印achH泊伽b町初m励n
% z誤fh勺h{切仰0め}川αng'ピ'(ωα凡ωn>"'4 

We can now give some examples for N・extremalmeasures. 

Theorem F([3]) 

A= μ仏n}beθ anin即附cr，θ伺'asings即eq卯u即附θ印'no却ceofposit点tゐ伽」

ω n凡川附A〆A(rかr巾 m鉱吋吋←似|いαιが山nバ豆釘r}トz川 r…→刊∞叱，励向仰 0<くpμくi
σi) There抑制 C仰 tantd>Os帥幼at恥 discs十IIz-anl幼 !-P} are disjoint. 

"'11"""11"1 _ Z 1 よ、 1
Then f(z) = 1111--=-1 belongs 加~ and μ=乞ーム-:-:;-Oa_ is an N引 'tremal

日~ an) 釘f'(anY"~ a 

measure. 

Example for Theorem D. Let 

沢z)唱(1-討 ω
ルー喜(1ーがん))， ι=-L，α+1くβく3αw 

百四 αnz tl  〉02いが，刷 μ=支αnδι 凶・側remal
(l+a/，)T(ι)S'(凡) 告内
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REPRODUCING KERNELS AND THEffi APPLICATIONS 
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1. INTEGRAL TRANSFORMS IN HILBERT SPACES 

We shall formul包tean integral 灯油sform回 follows:

f仲レ(t岡山 pEE 、‘1
ノ

噌
E
よ
• 4
i
 

，，E
E

、

Here， the input F(t) (source) is a function on a set T， E is an arbitrary set， dm(t) is aσ-nnite positive measure 
on the dm 印刷rableset T， and h(t，p) is a complex-valued function叩 Tx E which determines the tran品 rm
of the system. 
We shall assume that F(t) is a member of the Hilbert space L2(T， dm) satisfying 

LIF附 m(t)<∞ (1.2) 

The space L2(T， dm) whose norm gives an energy integral will be the most fundamental space as the input 
function space. In other spaces we shall modify them in order to meet to our situation， or剖乱 prototypecase 
we shall consider primarily or， as the nrst stage， the linear transform (1.1) in our situation. 
As a natural result of our basic assumption (1.2)， we assume th抗

for any fi附 d pEE， h(t，p)εL2(T，dm) (1.3) 

for the existence of the integral in (1.1). 

2. IDENTIFICATION OF THE IMAGES OF LINEAR TRANSFORMS AND THE IN'I官R刷
RELATIONSHIP BETWEEN THE INPUT AND OUTPUT FUNCTIONS 

For its importance and simplicity， we shall formulate the integ凶 transform(1.1) in the following general and 
abstract form: 
Let F(E) be a linear space comprising of all complex柵valuedfunctions on an abstract set E. Let 1l be a 
Hilbert (possibly五nite-必me凶 onal)space equipped with inner product (γ)η. Let 

h:Eー→冗

be a Hilbert space 1千valuedfunction on E. Then， we shall consider the linear mapping L from 冗 intoF(E) 
denned by 

J(p)口 (Lf)(p)= (f， h(p))χ. (2.1) 

The fundamer山1problems in the linear mapping (2.1) will be nrstly the identi五cation(chara批巾ation)of 
the images f (p) and secondly will be the relationsl匂 betweenf and f(p). 
The key which solves these fundamental problems is to form the function I<(p， q) on E x E denned by 

I<(p，q) = (h(q)，h(p))χ. (2.2) 

We let冗(L)denote the range of L for千land we introduce the inner product in n(L) induced from the norm 

IIJII則的=inf{lIfll7i;J = Lf}. (2.3) 

Then， we obtain 

Theorem 2.1. For the Junction I<(p， q) defined by (2.2)， the space fR.(L)， (・，・)n(L)Jis a Hilbert (possibly 
finite幽dimensional)space satisJyi吋 theproperties that 
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(i) for a吋 fixedqεE， I<(p， q) belongs to n(L) as a function in p， 
and 
作i)for a吋 fE冗(L)and for a吋 qE E， 

f(q)コ (J(p)，I<(p，q))匁(L)・

'v.rther， the function I<(p， q) satisfying (りand(iりisunique白determinedby冗(L).Furthermore， the mapping 
L is an isometry from 冗 onto冗(L)if and only if 

{h(p)jp E E} iscompletein 1i. (2.4) 

In Theorem 2.1， the properties (i) and (ii) of the function I<(p， q) will be ca11ed the “repro仇 ci時 property"
of I<(p， q) in (or for) the Hilbert space冗(L)，and then the kernel I< (p， q) is called“reproduci珂 kernel".A 
Hilbert space admitting乱reproducingkernel will be called a “reproducing kernel Hilbert space" - RKHS. 
For Theorem 2.1 itself， see [5可， [19]， [3司， [31] and， [38]， [39] and [50]， pages 84-85 for the detailed comments. 
Theorem 2.1 itself will not become a fundamenta1 theorem in linear transforms. In order to rea1i沼eTheorem 
2.1 as a fundamenta1 theorem in linear transforms we will need the idea of reproducing kernel Hilbert sp出 es.
As we shall see in the next section， since a reproducing kernel Hilbert space is uniquely determined by the 
reproducing kernel I<(p， q)， conversely， we sha11 write it by HKj that is， 

冗(L)ロ HK

in Theorem 2.1. When we consider Theorem 2.1 that the range冗(L)of L for 1i forms precisely the Hilbert 
space HK admitting the reproduci碍】ternelI<(p， q) de:fined by (2.2) and the RKHS HK admits an intuitively 
determined inner product (γ)HK for the members of HK which are functions on E， apart from the linear 
transform (2.1) and， of course， apart from the space冗， we will be able to rea1ize Theorem 2.1出 afundamental 
theorem in linear transforms. Then， Theorem 2.1 will be stated in the form 

Theorem 2ふ Theimages f(p) ofthe linear transform (2.1) for冗formprecisely the functional Hilbert space 
HK admitting the reproduci吋 kernelI<(p， q) defined by (2.2) which is uniquely determined by the reproducing 
kernel I<(p， q). Then， we have the in叩lality

IIfllHK ~ 11f1l1i・

Furtherm01・e，jor any f E HK' there exists a uniquely determined member f* oj冗 suchthat 

f(p) = (fぺh(p))χ on E 

and 

IIfllHK = IIf*1Iχ. 

3. ELEMENTARY PROPERTIES OF REPRODUCING KERNEL HILBERT SPACES 

As we saw in Theorem 2.1， when we consider linear transforms in the framework of Hilbert spaces， we meet 
to n乱.tura11ythe idea of reproducing kernel Hilbert spaces. Therefore， we sha1l review the basic properties of 
reproducing kernel Hilbert sp出回・ Basicreferencesぽ巴 [6]，[57] and [29]. 

4. INVERSION FORMULA FOR LINEAR TRANSFORMS 

Our inversion formula will give a new viewpoint and a new method for integra1 equations of Fredholm of 
the貧rstkind which are fundamenta1 in the theory of integra1 equations. The characteristics of our inversion 
formula are as follows: 

(i) Our inversion formula is given in terms of the reproducing kernel Hilbert sp配 eHK  which is intuitively 
determined as the image sp配 eof the integra1 transform (1.1). 
(ii) Our inversion forrr叫agives the visible component F* of F wi出 theminimum L2(T，dm) norm. 
(iii) The inverse F* is， in general， given in the sense of the strong convergence in L2(T， dm 
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(iv) Our integral equation (1.1) is， in general， an ill-posed probl君臨， but our solution F" is given 回 & 
叫 utionof a well刷posedproblem in the sense of Hadamard (1902， 1923). 

At this moment， we can see why we meet ill-posed problemsj that is， because we do not consider the problems 
in the natural image sp配 esHK' but in some arti五cialspaces. 

5. DETERMINATION OF THE LINEAR SYSTEM 

In Theorem 2.2， conversely by using an isometrical mapping L from a Hilbert space HK admitting a開制
producing kernel K(p， q) on E onto a Hilbert space 1i and by using the reproduci時 kernelK(p，q)， we can 
determine the linear system function h(p) which is a Hilbert 1村山edfunction on E as follows : 

gL(q) = LK(・，q)， (5.1) 

which is called the "generating vector" of L. See [50] and [9] for many concrete ex悶 ples.

In the sequel， we shall examine the isometrical identities and inversion formulas in the following typical 
integral transforms. 

6. THE LAPLACE TRANSFORM 

7. THE FOURIER TRANSFORM 

8. PALEY-W四NER'STHEOREM FOR ENTlRE FUNCTIONS 

9. IN THE HEAT EQUATION 

10. IN THE WAVE EQUATION 

11. ANALYTIC AND HARMONIC FUNCTIONS OF CLASS L2 

12. IN THE MEYER WAVELETS 

We shall refer to applications to the following topics. 

13. SAMPLING T誼EOREM

14. BEST APPROXIMATIONS BY THE FUNCTIONS IN A RKHS 

15. ANALYTIC EXTENSION FORMULAS 

16. APPLICATIONS TO RANDOM FIELDS ESTIMATIONS 

17. APPLICATIONS TO SCATTERING AND INVERSE PROBLEMS 

18. NONHARMONIC IN'I溜GRALTRANSFORMS 

19. NONLINEAR TRANSFORMS 

20. REP耳ESENTATIONSOF INVERSE FUNCTIONS 

21. OBSERVATION AND CONTROL 

For a survey article for these topics， see S. Saitoh: 

One approach to some general integral transJorms and its applications， Integral TransJorms and Special Func-
tions 3 (199り， 49・84.
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Generalization of Gaussian estimates and 

interpolation of the spectrum in IY 

Shizuo Miyajima (宮島静雄)

Science Univ. of Tokyo(東京理科大学理学部)

Abstract 

R回聞はy，i七hasbeen revealedぬ叫もhesemigroups satisfying Gaussian 
部七ima七倍 inheri七someof七henice properti田 enjoyedby七heGaussian semi欄
group itself. W. Arend七gavea r田ultin出isdirec七ionby proving七hein-
variance of the spectrum of the generators of consis切凶Co-semigroupswi出
Gaussian田七im前田.We generalize出isr田ulもtothe semigroups“domina七ed"
by the one genera七edbyもhe仕出七ionalpower -(I -b.戸 (1/2<α~ 1). 

Let n c RN be an open set， and suppose出品aCo・semigroupTp = {九(t)h三O
on LP(n) with generaもorAp is given for each 1三p<∞.The family {Tp}P of 
Co-semigroups is called consistent if Tp(t) =九(t)holds on LP(n) n Lq(n) for 
all tどoand p，q E [1，∞). The mos七も，ypicalexample of a consistent family of 
Co“semigroups is the one generated by the Laplacian. Namely， leも

K(z， t)ロ」寸叫{-lzI2j4t} (z E RN，t > 0) ロrrt)N1
be出eGaussian kernel and set 

附 )げ川f刀附)

andGらp(卯例O的): 口 1. Then each Gp := {Gp(t)} 位。isa Co-semigroup on LP(RN) which 
is called出eHeaもsemigroupor Gaussian semigroup， and it forms a consistent 
family of Co-semigroups. 1もiswell-known出前 thespectrum of出egenerator of 

Gp is independent of p. 

This example can be generalizedもoallow a per七urbationof the Laplacian by 

some pote凶ials.Let us consider ra出era simple case of locally integrable positive 

potentials・SupposeV E Lloc(RN) and VさO.Then Tp( t) :口s-limn→∞e(ム-v八九)
e血相 ineach LP(RN) and defines a consistent family of Co・semigrol伊・ Forthis 

fact， we referもhereader to Voig七[6]，[7] and Hempel-Voig七[2].The generator 
Ap of Tp is an extension of也eoperaもorsum D. -V in LP(RN)， and hence gives 
a realization of出eSchrodinger operator wi也 po七entialV. Hempel-Voigも[2]

showed出前thespectrum of Ap is independent of p. (Actl刈ly，theyproved more 
general出eoremwhich allows Vもobe nega七ive.)

On出eother hand，出esemigroup Tp above has an important proper思 In

fact， byapplying出eTroももerproduct formula to et(ムーV八n)and goingもothe limit 
剖 n→∞， we obtain the following (pointwise) inequality: 

IT2(t)fl ::; etムIflニ G2(t)lfl (f E L2(RN)). 

寸
Z
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It is known that a similar estimate holds even if V has a non-zeronegative par七，

provided it is“s岨 cientlysmall" (cf. 8imon [4， p. 474]). 
Generalizi時 thissiもuation，the notion of (upper) Gaussian estimate has been 
introduced: 

Definition. A 00・semigro叩 Tコ {T(t)}吃oon L2(H) (0 C RN) is said to admit 

αG仰 ssiαnestimαteザthereexist constants M， b > 0 αnd w E R such that 

T(t)lfl ::; M e叫 G2(bt)lfl

holds forαllt三Oα叫 fE L2(0). Here G2 denotes the Gαωsian semigroup on 

L2(RN)，αnd Ifl on the right-hαnd side of the ineq切 lityis naturαlly considered 
as an element仇 L2(RN).

Arend七[1]recently proved the following七heorem，which generalizes in some 
direction七her田ulもofHempel-Voigも.

T工Tl、'heorem.(Are凶 t可i問1司ゆ])Assume that α 00-幽何i
(0 C RNηV勺)αdmi必ta Gαωsiα仰ηe郎stimαぱte. Then T naturally induces co間 istent
00・semigroupsTp on LP(口)(1 ::; p < ∞) such that T2ロ T，αndρ∞(Ap)is 
independent of p E [1，∞) where Ap is the generator ofヰpαndρ∞(Ap)denotes 
the connected component of the γesolvent set of Ap containing a right half-plαne. 

1fωe further assume that T consists of self-adjoint operators， then the spectrum 
of Ap is independent of p. 

Roughly speaking，もhisresulもofArendもsaysもhata Oo-semigroup on L2 

“dominated" by the Gaussian semigroup also has similar spectral property as 
もheGaussian semigroup itself. 80 we are naturally led toもhequestion whether a 

00・semigroupon L2 also has such a property provided it is “dominated" by some 
well-behaved semigroup other than七heGaussian semigroup. In fact， we can ob“ 
出inan a由rmativeanswer to this question. To state the result， let us introduce 
the following noもionby generalizing th凶 ofGaussian estimate. 

Definitio払 A00・semigroupT = {T(t)h~o on L2(0) (0 C RN) is said to be 
essentially dominated byα00・semigroψ S= {S(t)}なoon L 2 (R

N
) if there exist 

constants M， b > 0 andωE  R such that 

T(t)lfl ::; M e叫S'(bt)lfl (¥ff E L2(0)， ¥ft主0)

holds. (On the rightゐαndside， Ifl is naturally consideredαsαn element in 
L2(RN).) 

Our task is to examine what happens if we take for S a semigroup 0出er

thanもheGaussian semigroup. Note th叫 Sshould be a positive (=order prか

serving) semigroup if there exis七sa semigroupessentially dominated by S. On 
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the other hand recall出atif {etA}吃ois a bounded posiもiveOo-semigroup，もhen
{e-t(-A)申}吃o(0壬α三1)is also a positive Oo-semigroup. Here (-A)αdeno七es
the fracもionalpower of -A of order α. Soもhefirsもcasewe s主ouldconsider seems 
to be the case of S(t) = e-t(ーム)<>.Bu七atpresent we are only able七oprove the 

case of S(t) = e-t(Iーム)<>(seeもheremarks following our Theorem). 

Theorem. Assume thatα00・semigroupT on L2(n) (0， c RN) is essentially 
dominated by S，α= {e-t(Iーム)<>h>o(on L2(RN)) for some αE (!， 1]. Then there 
exist consistent 00・semigroupsTp on v(n) (1三P<∞)such that T2 = T αnd 
ρ∞(Ap) is independent of P E [1，∞)， ωhere Ap is the generator of九.

Corollary. Assume that the generator A of T is self-adjoint and that T is es欄

sentially dominated by S，αfor some αE (~， 1]. Then there回istconsistent 00剛
semigroψs Tp on v(n) (1壬P<∞)such that T = T2 andσ(Ap) is independent 
ofPE [1，∞)， where Ap is the generator of Tp. 

Remarks. (1) In出ecase ofα1， the result above is equivalenもto出叫 of
Arendt. 

(2) Byan inspection of the proof of our theorem， we can see thatもhe白 sential
domination by e-t(eーム)由 foran ε> 0 and 1/2 <α 三1implies出esame con幽

clusion as in our main theorem. So， it may be conjecもured出品出eassu臨p七ion
of essential domination by e-t(Iーム)<>can be relaxed to七hatby e-t(ーム)<> Note 

七haもo::; e-t(εーム)。壬 e-t(ーム)白 holdsfor all t どO.A七present，we are not able 
七oprove or disprove出isconjec七ure.However， we would likeもonote that the 

Fourier ml制 plierもheoryyields the p-II的 pe凶e配 eof出especむumof (ーム)αin

V(RN) wi七ha sui七abledomain ([5， p. 96]). 

Though出emethod ofもheproof of this theorem followsぬeline devised by 

Arendt [1]， we musもprep紅 esome our own es七imaもes.

Firstly， we note that S.α(t) is represented as an integraloperator with a kernel 
kα(x -y， t) (x， y E RN， t > 0): S，α(t)f:ロ Kα("t)牢f(f E L2(RN) ( * deno七回
七hecωonvolu帥凶も“ion

The following two esもimatesconcerning Kα(z， t) are crucial to our proof. 

Proposition 1 Let 0 <α::; 1αnd 0 < 8 < 1. Then there exists a constαnt 

Cα，6 > 0 such that 

ρ-61xl 
0::; Kα(t， x) ::; 00.，6 ~1\TI'J"， (0 < Vt <∞). (1) α，6tN/2α 

Proposition 2 Let ! <α 壬1and 0 < 8 < 1. 
Cα，s>Osuch thd 

0-61xl 
0::; Kα(t， x) ::; 00.，6エーーが/2α

Ixl 

Then there existsαconstαnt 

(0< 'r/t壬1). (2) 

丹
、

υ
0
0
 



For details see Miyajima-Ishikawa [3]. 
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A GENERALIZATION OF 

BOCHNER' S THEOREM ON BANAC註 SPACES

MICHIE MAEDA 

お茶の水女子大学 理学部 数学

Abstract. We  treat the Sazonov 

t 0 p 0 1 0 g y 0 n a d u a Banach space. 

Also， we  show that there ex sts a new 

s u f f c i e n t S a z 0 n 0 v t 0 p 0 1 0 g y 0 n e v e r y 

r e a 1 s e p a r a b 1 e d u a Banach space. 

1. Bochner 問題

有眼次元空間で知られている B0 c h n e rの定理は次のようにのべられる。

'n [Bochner の 定理 R 上で定義された捜索数値関数 f が次の

条件を満たすときに f はR'Y1上の B0 r e 1確率制度の特性関数になる。

( 1 ) fは正型。

(2) f (0) =10 

( 3 ) fは原点で連続。

この定理の逆、 すなわち B0 r e 1確率制度の特性関数は (1) (2) 

( 3 )の条件を構たすことは暁らかである。

この定理を無限次元ベクトル空間上に拡張することを考える。 まず実可分な無

限次元ヒルベルト空間では(3 )の条件をあるベクトル位相に関して連続と変え

ると成り立つことが Sa z 0 n 0 vによって示された ( 1 9 5 8年)。

[Sazonov の定理] 日を実可分ヒルベルト空間とする。 τHSをH'

上の H 1 b e r t -S c h m d t 0 p e r a t 0 rをすべて連続にする

ような最弱位相とする。 このとき H' 上で定義された複索数値関数 fが次の条

F
h
u
 
oo 



件をもつことは fが狂上の B0 r e 1確率測度の特性関数になるための必要十分

条件である。

( 1 ) fは正型。

(2) f (0) 口 10 

( 3 ) fは原点で 一位相に関して連続。τ115 

このような条件を満たす位相のことを Sa Z 0 n 0 V 一位相(S一位相)と

いう。 次に実可分無限次元Ba n a c h空間について調べる。これについては

M 0 u c h t a r の次のニつの結果がある(1 9 7 3年、 19 7 5年)。

[Mouchtar の定理]

1 .実可分 Banach空間 Eが、 Sa Z 0 n 0 V 一位相をもてば、 Eは

LO(Q， P)の部分空関と同型で、 c0 t y p e 2となる。

百. EがLOの部分空間と問型で、 me t r i c a p p r 0 X m a t 0 n 

p r 0 p e r t y を持てば、 E' 上に S一位相が存在する。

ここでの Iより、 Banach空間に対しては、つねに S一位柏が蒋在する

ということはないので、 S一位相の定義を必要性と十分性のこつに分けて考える。

2. 必要 Sa Z 0 n 0 V 一位相と十分 Sa Z 0 n 0 V 一位相

Eを実可分Ba n a c h空間とし、日'を、その t0 p 0 1 0 g c a 1 

d u a 1 とする。 B上のすべての B 0 r e 1確率制度 μの特性関数令が E' 上

のベクトル位相 τに関して連続であるならば、この τを必要 Sa Z 0 n 0 V 

位栢 (NS一位相)という。

逆に E' 上で定義された複素数値関数 fが [(1) fは正型、 (2)f (0) 口 1、

(3) fはE' 上のベクトル位相 τに関して連続] の三つの条件を満たせば、

fは E上の B0 r e 1確率制度 μの特性関数になるということがいえるときに、

この位相 τを十分 Sa Z 0 n 0 V 一位相(S S一位相)という o

τがNS一位相でありかっ SS一位相であるならば、 τはS一位相である。

出来れば、最弱なNS一位相と最強な SS一位相を求めたい。 最弱NS一

位相は既に知られている。 これについて説明する前に、いくつかの概念とそれ

らの簡の関係について述べる。

μを召上の cy 1 n d r c a 1 m e a s u r e 、?を μの特性関数
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とする o また Tを E' から LO( Q， P) への ne a r r a n d 0 m 

f u n c t 0 nとする。 aI ' aュ， ・・・ a引 EE' に対して T al 

T a2，:・， T a机による d s t r b u t 0 nカfμ となるようなa.1....a.n 
c y 1 n d r c a 1 m e a s u r e μが存在する。これを μT と表す。

逆に cy 1 n d r c a 1 m e a s u r e μに対して μzμT となる Tが

存在することも知られている。

Tが de c 0 m p 0 S e d 0 p e r a t 0 r であるとは、ある E-値確率変

数 φが存在して T a (ω) = <φ(ω) ， a> (VaEE')が成り立つこ

とである。

μが E上の cy 1 n d r c a 1 m e a s u r eであるときに、令が

τ一連続であるということと μzμ丁となる Tが τ一連続であるということと

は向備である。 また μが B0 r e 1 m e a s u r eであるということと T 

が de c 0 m p 0 s e dであるということも同値である。

{定義]耳'上の、すべての de c 0 m p 0 s e d 0 p e r a t 0 r を

連続にする最弱位相を τ。という。

このとき次の定理が成り立つ。

[定理] Eが実可分 Ba n a c h空間であるとする。 このとき E' 上の位相、は最弱NS一位相である。

3. 位相 M 

ここで新しい位相を定義する。

Xを locally convex Hausdorff ~関とし、 [ P ]を

次のような条件を満たすX上の連続な sem normの族とする。

Xp を PE [P ]によって as s 0 c a t eされる Banach空間とする。

任意の pE [P ]に対して、連続な H 1 b e r t的 sem norm q が

蒋在して、次の条件を満たす。

① p (x) 豆 q (x) ， (VxEX) 

②(  i， Xも， Xp )は abstract W ener spaceに

なる。

[定義] (xEX p (x) 話 1， pE [PJ }を原点の基本近傍系とする

ヴ
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ようなベクトル位相を 位相M という。

(注意) pがH 1 b e r t的で、 iがH 1 b e r t -S c h m i d t 

o p e r a t 0 rである場合は位椙 Fという。 E' 上に位棺 Fを考えると

S S一位相になることは、既知のことである。

[定理] Eが実可分 Ba n a c h空間であるとき、位相MはE' 上の SS一

位栢である。

証明の概略 :φ を E' 上で定義された正型で φ(0 )之江 1を満たすような複索

数値関数とする。更に φは位相Mに関して連続であると仮定する。このとき

φ口令となる cy 1 n d r i c a 1 m e a s u r e μ が存在する。この

μはまた μzμγ となる ne a r 0 p e r a t 0 r Tを決定する。 Tは

E' → LO  (Q， P) へ M一連続である o N k c h nの定理( [5 ] ) 

1;::より TはE' → LJ生(Q， P)へのM一連続な op e r a t 0 rと考える

ことができる。これより PE [P ]が存在して次がいえる。

V e > 0 に対して ヨδ>0， p(x')<δ ならば

S I T x' (ω) -T 0 (ω) I d P < e 

が成り立つ。

そこで[P ]の作り方から abstract W ener space 

( i， E"; ， E;')が得られる。 Tは、 j E' → E;' ， Ee → E; tト P も忌f"
φ:咋→Ly.2'に分解出来る。 更に φo はP e t s c hの定理([9 ] ) 
により次のように分解できる。

U : Eも→H， V H→Lι ここで日はヒルベルト空間
Uはヒルベルト空間からヒルベルト空間への H 1 b e r t -S c h m d t 

o p e r a t 0 rになるので、その dual operator U' も

H 1 b e r t -S c h m d t 0 p e r a t 0 r になる。このことを用い

てμが測度に拡張できることが示せる。

4. 例

ヒルベルト空間上の S一位相は前述の '"HS以外に、 me a s u r a b 1 e 

sem normをすべて連続にする最弱位相 τ がある。この τ はτ より帆 m ，0-"HS 
強い位相である。そこで τHSより強く τー甘lより弱いベクトル位相はすべて S一位
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相になる。 τHSは位相 Fであり τ。でもある。 τ机は位相叫である。 τHSは最弱

S一位相であるが、最強の S一位相または最強のss一位相が存在するかどうか
はこの場合でもわかつてはいない o t::戸 τ より強い S一位相は克つかっていな

... 1'- 勺t

い。
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A genera1ization of Hanner's inequa1ity 

by 

Aoi Kigami， Yoshiaki Okazaki and Yasuji Takahashi 

1. 1ntroduction 

1n [2]， we extended the Hanner's 2-e1ement inequa1ity in LP to the 

n-e1ement inequa1ity. However the main resu1t in [2] was restricted to the 

rea1 va1ued functions in LP and the genera1 comp1ex case was 1eft open. 

1n this ta1k， we show that the n山 e1ementversion of the Hanner's inequa1ity 

is a1so va1id for the comp1ex va1ued LP-functions. Let ε 1 ，εz，・・・， εn

be the independent Rademacher sequence and Xl ，Xz ，・・・XnE LP. We prove 

n n 

E エ εX  i 11 P > E 2 包 11 X i 11 I P for 1三三p 話 2，
= 1 

n n 

E 11 L εX  i 11 P 三玉 E I L ε11 X i 11 I P for 2;;;;玉 p<∞
i = 1 = 1 

2. Hanner's inequa1ity 

Let 1孟 p<∞， (S， L，μbe  a probabi1ity space and LP LP(S，L，μ) . 

The norm of LP is gi ven by 11 X I X (t) I P d μ(t) )l/p 

Hanner [1] proved the fo110wing inequa1ities. Let εεz  be the 

independent Rademacher random variab1es with the distribution ε 土1

with probabi1ity 1/2. hen the Hanner's inequa1ity is given by 

2 2 

E Z εXi  11 P 孟 E z εi 11 Xi 11 for 1< p 三玉 2，
i = 1 = 1 

2 2 

E 11 L εXi  11 P 〈一ご 五 I L εt 11 X i 11 I P for 2三五 p<∞ 
i = 1 = 1 

where E means the mathematica1 expectation. 

Lemma 1. Let gl and gz be the independent Gaussian random 

variab1es with mean 0 and variance 1 on a probabi1ity space (Q ，p). 

Let 伊 c → V (Q ，P 現 be，for z = u + iv E C， ψ(z) (ω) 

cp ( U gl (ω) + V gz (ω) )， where V ( Q ，P 現 isthe rea1 va1ued LP 

space and cp (~ I g 1 (ω) I P dP (ω) ) -l/p Then it hold that 

nu 

n
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1.伊 isrea1 1inear， and 2. 伊 is isometry， 11 tp (z) 11 ω 1 z 1. 

2， we ca1cu1ate the LP-norm of 伊(z). 

+ Vg2(ω) ) 1 P dP (ω) 
p 

U 一-~-- g2 (w) I dP (w) gl (ω) + 
+ v2 J u 2 + V2 

Proof. 1. is c1ear. To show 
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We have used the fact that the distributions of Sgl + tg2(S2 + t2ロ 1，

s，t ε 現) and gl areidentica1， hence the 1ast integra1 is -P  cp 

Lemma 2. It ho1ds that for 1孟 p 孟 2

n n 

E z εZ  i I P 孟 E 1 2: ε1  z i 1 1 P ， 
i :;:: i :;:: 1 

and for 2 話 p <∞， the converse inequa1ity is va1id. 

Proof. Let ψbe the mapping given in Lemma 1. We have 
n 

E I 2: εi 
n n 

Z i E 11ψ(2: εz;) 11 P E 11 2: εi 伊(Zi ) 11 P 
i :;:: = 1 

n n 
ミミ E 12: εi 11伊(Zi) 11 1 P = E z εa 1 Zi 1 
i = 1 = 1 

where the above inequa1ity is the Hanner's inequa1ity for the rea1 LP-

functions {ψ(Z i) } (see [2]) and the 1ast equali ty fo 11 ows from Lemma 1. 

Lemma 3 (Hanner [1]). Let α 孟 oand u > O. Let f(u) be 

f (u) コ 1u1/P +αIp + 1 u1/P 叩 α Ip

If 1;;;玉 p語 2，then f(u) is a convex function， and if 2;;;五 p<∞， then 

f (u) is a concave function. 

Lemma 4. Let Ul， U2，'・ un孟 oand 1et F( Ul， U2，'・ ¥Un) be 

n 

)
 
n
 
u
 

。ゐu
 

l
 
u
 

(
 

打

r E 12: εUi1/P Ip 
= 1 

Then regarding F as a function of each Ui ， F is convex for 1;;;玉 p話 2

and F is concave for 2孟 pく∞.

Proof. The Lemma fo11ows from Lemma 3. See a1so Kigami， 

Okazaki and Takahashi [2]. 
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τheorem 1. Let n be a natura1 number， εε2  εn be 

independent Rademacher random variab1es and Xl ，Xz ，・・・， Xn be functions 

1n LP. 

(1 ) If 1 三五 p三玉 2， then it ho1ds that 

n R 

E 11 2: εX  i 11 P 三三 E 1 エ εi 11 X i 11 1 P 
i = i = 

(2) If 2 ;;;玉 pく∞， then it ho1ds that 

n n 
E 2 εX  i 11 P く E z εi 11 X i 11 1 P 
i = 1 i = 1 

Proof. (1) Suppose that 1 ;;;玉 p 三三 2. By Lemma 2， we have 

n n 
五11 2: 8 i X i 11 P E (¥ 12: εi (ω) X i (t) Ip dμ(t) 
i = 1 s i = 

n 
E 1 2: εi (ω) X i (t) Ip dμ( t) 

s 

n 
>¥ E 1 2: εi (ω) 1 Xi (t) Ip dμ(t) 
s i = 1 

n 
EII 2: εi 1 Xi 1 11 P 
i = 

where 1 X i 1 (t) 1 X i (t) 1. So we can suppose that each X i is a 

non-negative function， Xi (t)ミO. By Lemma 3 and by the Jensen's inequa1ity， 

we obtain that 

F( xdt)P ， Xz(t)P Xn(t)p) dμ(t) 
s 

> F( ¥ xl(t)Pd/.L(t)， ¥ xz(t)Pd/.L(t)，・・・ ，¥ Xn (t) Pd/.L (t) ) 
s s s 

where F is the function given in Lemma 4. This proves (1). 

(2) The case where 2;;;玉 p<∞ is obtained by the manner same to the 

，::;aS8 (1). In this case， F is concave and 阿 obtainthe converse inequa1ity 

F( xdt)p ， Xz(t)P ，・・・， Xn (t)") dμ(t) 
s 

孟 F( ¥ x 1 (t) P d/.L (t) ， ¥x z (t i l' d/.! (t) ，・
s 

by the Jensen's inequality. This compleそesthe proof. 
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inequality 2ωelement Hanner's p where case the In Remark. 

11 X2 11 11 Xl 11 -11 X2 11 + 11 X 1 11 + 11 話11 XI-X2 11 + 11 Xl+X2 

lS inequali ty 2-element this So inequality. triangular the nothing but lS 

inequali ty 

11 X i 11 1 p 

n-element 

n 

;日

the 

五

But 

三三

spaces. 

X i 11 p 

Banach 

n 

z 

a11 

E 11 

1n valid 

εi εi 

inequali ty n-element this If spaces. Banach a11 1n valid necessarily not lS 

[2] . see 2. cotype of lS space Banach the then れevery valid for lS 

Z y .• X， Let inequali ty. fo11owing the obtained Hlawka Remark. 

that it holds Then space. 自i1berta 1n elements the be 

11 z+x 11. + 11 y+z 11 + 11 x+y 11 > 同盟11 z 11 + Ily 11 + Ilxll + Ilx+y+z 11 

w v， u， Let fo11ows. as inequali ty our deri ved from lS inequali ty This 

ー'
L
 

1n isometrica11y imbedded space Banach a 1n (or I
L
 

1n elements the be 

have we then 

1 + 1 

Ilu+v+wll+llu+v-wll+llu-v+wll+ll-u+v+wj 1 

11 u 11 + 11 v 11一11w 
Ilull-llvll+llw 

Ilull+llvll+llwll+1 > 
11一Ilull+llvll+llwll

2{llull+llvll+llwll) ， Ilull+llvll+llwll + Ilull+llvll+llwll > 

and n=3. p=l， inequali ty for Hanner's the lS inequali ty first the where 

X= put we If D
H
 

1n inequality triangular the lS inequali ty second the 

Hlawka's inequali ty. Hlawka's the get we then z=-u+v+w， y=u-v+w， u+v-w， 

1 I Xj I I 
3 

z 1/2 話11 

as rewritten 

3 

z EII 

lS inequali ty 

j :::: 

円
べ

υ
Q
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b̂stract. 官edenote by CNJ (X) the von Neumann-Jordan (NJ-) constant for 

a Banach space X and byでし (x) the infimum of a11.NJ-constants for equi-

va1ent norms of X. It is we11-known that 1 <CN J (X) < 2 for a11 Banach 

spaces X; CNJ (X)=1 if and on1y if X is a Hi1bert space (Jordan and von 

Ncumann [4]); and CNJ(Lp) = 22/t-1， where 1;;;玉p 三五∞ 1/p+ 1/p' = 1 

and t = min {p， p' } (C1arkson [1]). We show that げでし (X) = 22/t-1 with 

i 三五 t 三五 2， then X and X' (dua1 of X) are of type r for a11 r < t; and 

in genera1， the converse is not true. We a1so show that if X is of cot-

ype (q，p) with 0 < q三五 p く2 and でNJ (X) 三五 22/P-1， then t = sup{r X is 

of type r} imp1ies thatでNJ (X) = 22/ト

Definitions and notations 

Let X be a Banach space and X' be the (top010gica1) dua1 of X. 

von Neumann-Jordan constant CNJ (X) is defined as the sma11est constant C for 

which 

1/む話(11 x+y 11 2 + 11 x-y 11 2) / 2 ( 11 x 11 2 + 11 y 11 2) < C 

F
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hold for all x， y E X with (X， y)* (0，0). (CNJ(X) is called NJ-constant of X). 

D加)CIJ川o叫1バLebyηu 3y f t乙;Lし』υJ(は川X川) the叩e1n川ぱf日?ヨ冶'im附n

Remark 1. Despite its fundamental nature very little is known about the NJ-

constant. Recently， the first and second authors proved that if X is uniformly 

convex， then CNJ (X) く 2;and if CNJ (X) く 2，then X is super-reflexive. Thus， 

X is s叩 er-reflexiveif and only if忽J(X) < 2 (see Kato and Takahashi [5]). 

Type and cotype inequalities X is said to be of (Rademacher) type p， 1三五p話2，

if there exists a constant M > 0 such that for all Xl， Xz， ....， xn in X 

E 11 2: j r j Xj 11 ;豆 M(2:j IIXj11 P)l/P， 

where E denotes the expectation， and rj = rj (t) are the Rademacher functions 

( rパt) = sgi1 (sin 2 jπt) ， 。三五 t三五 1 ). 
X is said to be of (Rademacher) cotype q， 2 三五q三五∞， if there exists a constant 

M > 0 such that for all Xl， Xz， . ...， Xn in X 

EII2:jrバj11尋問ー 1( 2: j 11 Xj 11 q) 1 /q. 

Remark 2. The smallest constant M satisfying the above inequalities is said to 

be type p (resp. cotype q) constant， and denoted by Tp(X) (resp. Cq (X)). 1t is 

wel1-known that if X is of type p， then X' is of cotype q (l/p + l/q = 1)， and 

the converse is also true if X is B-convex. 1t is also known that every Banach 

space is of type 1 and cotype∞. For further informations on type and cotype 

for Banach spaces， see Maurey and Pisier [7]. 

super-property Let (P) be a property for Banach spaces. X is said to have 

super-(P) if any Banach space Y finitely representable in X has (P). 1t is well 

known that if X is of type p (resp. cotype q) and Y is finitely representable in 

ハ
h
u
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X， then Y is of type p (resp. cotype q); namely type and cotype are the super-

properties. On the other hand， reflexivity is not the super-property. X is said 

to be super-reflexive if any Banach space Y finitely representable in X is refl-

exive. In general， uniform convexity implies super-reflexivity， and the converse 

is not true. However， if X is super-reflexive， then it admits an equivalent uni-

formly convex norm (Enflo [2]). 

Sanach spaces of cotype (q， p) and the 八p-idealproperty 

Let X and Y be Banach spaces， and denote by L(X， Y) the set of all bounded 

linear operators from X into Y. An operator T in L(X' ， Lp)， 0 < p 三五丸 山

said to be a 八p-operator ( TE八p( x' ，Lp) ) if exp (- 11 Tx' 11 P)， x' E X' 

is a characteristic function (ch.f.) of a Radon measure μon X. (The measure 

μis symmetric and p-stable.) 

八p-idealproperty X is said to have the 八p-idealproperty if for all T 在

八p( X' ，Lp) and all SE L (J~p ， Lp) we have STE八p( x' ，Lp). It is known that 

every Banach space has the 八p-idealproperty for p = 2 or p E (0， 1). It is 

also known that the八p-idealproperty is a super-property， that is， if X has 

the八p-idealproperty and Y is finitely representable in X， then Y has the八f

ideal property (Linde [6]). 

Banach spaces of cotype (q，pLet us denote by τp the weakest vector topolo-

gy on X' making all operators TE八p(X' ，Lp) continuous. X is said to be of M-

cotype p， 。くp 三五2，if any '[ p-continuous cylindrical measure on X is Radon. 
X is said to be of cotype (q， p)， 0 < p， q< 2， if any '[ p-continuous q-stable 

cylindrical measure on X is Radon. It is well-known that M-cotype p implies 

cotype (q，p)， and the converse is true if qくp. It is also known that cotype 

(p， p) implies 八r-idealproperty for all rE [p， 2] (see Linde [6]). 
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Main resu1ts 

Tllcorem 1 (Kato and Takahashi [5]). A 8anach space X is super-ref1exive if and 

only if芯J(X) < 2. 

Theorem 2 (Kato and Takahashi [5]). Let X be a 8anach space with CNJ (X) = 

22/t同 1 t亘 2. Then X and X' are of type r for a11 rくt.

Cor011ary 1. If X is super-ref1exive， then X is of type r for some r > 1. 

Coro11ary 2. 官J(Lp) = 22/t-l， where 1;;;玉p三五∞ and t = min {p， p' }. 

1horeI11 3. Let X be a Bamch space with tLJ(X) 話 2 2/p -1， 1 三五 p く 2. Suppose 

that X has the ^ s-idea1 property for a11 sE [p， 2]. . .Jhen we have 

(*) sup{ r X is of type r} = 2/ (1 + 10g2eNJ (X)). 

Remark 3. Theorem 3 is fa1se if X does not have the 八s-idea1property. 1n 

fact， there exists a non-ref1exive 8anach space X of type 2 (James [3])， and 

then CN J (X) = 2 by Theorem 1. Since every 8anach space has the八2-idea1

property， Theorem 3 is va1id for p = 2 without any additiona1 assumption on X. 

Theorem 4. Let X be a 8anach space with CNJ (X) 三三 22/Pω 1 三五 p く2. Suppose 

that X is of cotype (q， p) with q 三五 p. Then we have the equa1ity (*) in 

Theorem 3. 

Cor011ary 3. Suppose that X has the 八s-idea1property for a11 sE [1，2]， or， 

X is of cotype (q，1) with q 1. Then we have the equa1ity (牢 inTheorem 3. 

Coro11ary 5. Suppose that X is isomorphic to a subspace of L1・ Thenwe have 
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Lhe equali ty (牢) in Theorem 3. 

Remark 4. If X is an S-space (Sazonov-space)， then it is of cotype (p，p) for 

a11 p E (0， 2] (see Linde [6])， and so we have the equality (キ inTheorem 3. 

We note that if X is a 8anach lattice， then we have the following equality (牢牢)

(see Kato and Takahashi [5]). 

......; 

(料 sup{r X and X~ are of type r} = 2/( 1 + logzCNJ(X) 
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Normed partially ordered vector space with 

Lebesgue property 

S. Koshi Hokkaido Illstitute of Technology 

Abslract 

Let l!J be a normed Riesz space with Lebesgue properもy.Then 8 is complete ( E is a Banach 

space). This fact is proved by I.Amemiya and this is a generalization of the Ri詑esz-幽m占-F、'ishe臼r

th恥1犯eor‘官e臼m.

We shall consider same pl・oblemin more general normed partially ordered vector space 

and show lhat Lcbesgue pl・oper・lyis llol sufIiciclll lo bc complete. The necessary and 

sufficient condilion lo be complele will be discussed illl this note. 
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