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UBER NICHT-HOLONOME UBERTRAGUNG IN
ALLGEMEINER MANNIGFALTIGKEIT T,

Von
Toyomon HOSOKAWA.

Bekanntlich wird eine RIEMANNsche Ubertragung in einer m-
dimensionalen Mannigfaltigkeit X, induziert, welche in eine RIEMANN-
sche Mannigfaltigkeit V,, eingebettet ist. Prof. J. A. SCHOUTEN® hat
gezeigt, dass in eine nm-dimensionale Mannigfaltigkeit L. mit einer -
inearen (iiberschiebungsinvarianten) Ubertragung eine Ubertragung
fur die Grossen der X,, induziert wird. In dieser Arbeit moéchten
wir das analoge Problem fiir die allgemeine metrische Mannigfaltig-
keit T».® betrachten. Im ersten Abschnitt behandeln wir die Theorie
einer Mannigfaltigkeit T,—; und 7T,., (m<n) in einer allgemeinen
affinen Mannigfaltigkeit A,.. Alsdann werden im zweiten Abschnitt
die nicht-holonomen Parameter in 7T, eingefithrt und eine lineare
Ubertragung in bezug auf solche Parameter festgelegt. Der letzte
Abschnitt beschéftigt sich mit der Untersuchung der Eigenschaften
einer T, in T,. Wir sollen dabei Ubertragungsparameter A2 fiir
eine T, in T,, einfithren. Durch nidhere Betrachtung dieser Grossen,
erhalten wir die verallgemeinerten Gleichungen von GAuss, die fiir
eine T, in A, abgeleitet werden.

Ich erlaube mir hier Herrn Prof. A. KAWAGUCHI meinen auf-
richtigsten Dank fiir seinen freundlichen Rat und Berichtigungen bei
dieser Arbeit auszusprechen.

I‘

Jedem Punkte (x) der Mannigfaltigkeit X, ordnen wir ein be-
stimmtes Linienelement p*im Punkte (x) zu, das das orientierte Linien-

(1) J. A. SCHOUTEN, Math. Zeitschrift, 30 (1929), S. 149-172.
(2) T. HosokAawa, Science Reports, Téhoku Imp. University, Series I, Bd. 19 (1930),
S. 87-51.
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2 T. Hosokawa

element des Punktes (x) genannt wird. Der Inbegriff aller Paare von
Punkten in X, und orientierten Linienelemente im Punkte heisst
BERWALD-FINSLERsche n-dimensionale Mannigfaltigkeit T, und jeder
Punkt der X, wird Grundpunkt der T, genannt. Die allgemeinen
linearen Ubertragungen in 7T, wurden schon untersucht®. Es sei
eine X,—: in einer A4,, wobei jeder Punkt in X,_; die Rolle eines in
T, liegenden Grundpunktes spielt. P sei ein Punkt in X,—;, und pv
ein orientiertes Linienelement in P, dann liegt die Richtung von pv
entweder innerhalb oder ausserhalb der tangenten (n—1)-Richtung von
X, in P. Im ersten Falle diirfen wir p¥ auch als Grisse in X,
betrachten. Wir sagen dann dass p¥ in X,—; liegt. Im anderen
Falle hat es noch keinen Sinn, von einer ,, X,—;-Komponenten ‘‘ von
p¥ zu reden. Um solche Komponenten zu definieren, ist es notwendig,
jedem Punkte in X,—1 eine feste Richtung zuzuordnen, welche die
X,—1 nicht tangiert. Die Projektion von p¥ auf X,—; in der gewéihlten
Richtung liefert uns dann die ,, X,—;-Komponente ‘‘ von p'. Eine
Richtung, die in solcher Weise einem Punkte einer X.-1 zugeordnet
ist, heisst eine erste Pseudonormale Richtung. Ein solches System
aller Paare von Punkten in X,; und dem in X,_; liegenden orien-
tierten Linienelemente im Punkte wird die in A, eingespannte T,
genannt. Bei solcher Wahl der Urvariablen, dass z*» auf X,,_1 kon-
stant ist, ergeben sich die Beziehungen

1 fir 2=v
w} == 2,u=a1,....,a,,,_1
0 AsFy
’ v .
wg" = 0 =0; ®q,, = unbestimmt, ©

fiir den Einheitsaffinor % der X,—;, und man nimmt bei irgendeiner
Wahl der Grosse des kovarianten tangenten Vektors £, einen Vektor
n* in der ersten pseudonormalen Richtung so an, dass

wl = 6 —tn',

(3) T. Hosokawa, a.a.O.
(4) J. A. SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkul, S. 135.
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wobeil 0% der Einheitsaffinor in X, ist und n’ der erste Pseudonormal-
vektor heisst. Daher sind die ,, X,—i-Komponenten ‘‘ von p*

(1.1) P = wip*.

Da T,-;in A, eingebettet ist, kann man zwei Félle unterscheiden:
Entweder ist die Richtung von v*(z, p) in der tangenten (n—1)-Richt-
ung enthalten oder nicht. Im ersten Falle, kann v*(x, p) als eine
Grosse von T,; betrachtet werden. Im Falle, wo sich v”(x, p) nicht
in T,—: legt, kann man von einer ,, T,—;-Komponente *‘ von v*(x, p)
reden, wenn jedem Punkte in 7T,; eine feste ausserhalb T,
liegende Richtung, zweite pseudonormale Richtung zugeordnet wird.

Lisst man BY den Einheitsaffinor von 7,—:; und wihlt die Urvari-
ablen wie oben, so ist

1 fir 2=v

BK = : Ay = Qlyeeoes Bp_1,
0 ,, A=y

By*=B»=0; B, = unbestimmt.

Normiert man die Grosse des tangenten Vektors T; fiir einen Vektor
NV in der zweiten pseudonormalen Richtung folgendermassen

(1'2) T)\N;‘ =1 ’
S0 ist
(1.3) B} = A}—T,N"*,

wobei diese Gleichung von der Wahl der Urvariablen unabhéihgig
ist, und wir wollen NV den zweiten Pseudonormalvektor nennen.

Wenn eine zweite pseudonormale Richtung eingefiihrt ist, be-
deutet B;v*, bezw.  Biw. die T,—;-Komponente von v* bezw. ws,
und man kann auch fiir jede Grosse hoheren Grades ihre 7T,—;-Kom-
ponente bilden.
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Wir erhalten fiir einen Skalar f sowie jeden Vektoren v* und wa
rif = Bip.f,
1.4) rLv® = BRpao®, vuws. = Birws,

wobei I’ das Zeichen der kovarianten Differentiation in T,-; ist, und
wobei Bi; wie BjBj abgekiirzt ist.

(1.5) ruBY = —p. (T2N") und p.B} = —B3Ww,T.N™ = 0.

Infolge (1.4) ist:

(1.6) o] Koy = of,BLi K™ ©
und
a.7 Birv* = puv*+ B ) ThWN” = plv*—Biv* (7. TN,

Nach (1.7) ergibt sich durch Differentiation
(1.8) BLix(7sBo sv™ + BLiip v = PL7 Lo — v BLe . TP, N,
daraus folgt bei Alternation nach o, u
(1.9) Bl o = PluPup® +v°Li Hygs
wobei
H,, = B;{p.T; und  L;* = B%p,N°

ist. (1.9) wird sogleich

(1.10) BEZ%(-—Raa&*v"-%K@az“p‘ g;:)

N .
= (—-—R{;,,n"'v" + K™ % +v° LY H 35

(6) T. HOSOKAWA, a.a.0., S. 48.
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und man erhilt unter Beriicksichtigung von (1.6)

(1.11) BB Rsas™ + BhilKia:® ptggg = R +2Lg Hyp

‘Die letzten Gleichungen sind die verallgemeinerten Gaussschen Glei-
chungen fir T,.-1 in A,..

Auf analoge Weise konnen wir T, in A, definieren. Die ,, Xpn-
Komponenten ‘ von p* sind

(1.12) P’ = P,
wobei
1 fir 2=»
wy = V, A =1y eeeeyAm
0 ,, A=y
(D‘):"':O ) I.la=am+1,oo-.,an
) = unbestimmt J X =0y eeuey On e

Nach Einfithrung des zweiten pseudonormalen (n—m)-Vektors
bedeutet Bv* bezw.  Biw, die ,, Tm.-Komponente ‘‘ von v* bezw. wa
und man kann auch fiir jede Grosse hoheren Grades ihre T,-;-Kom-
ponente bilden. Der Affinor B} wird dabei folgendermassen darge-

stellt:
(1.3) By =A} —s!sT;\wz_,,,.,sN“‘”z---‘"s und s!TAl,,.;sN*r--ls=1,
wobel wir setzen: n—m =s.
Fiir jeden Vektoren v* und w, in T, gelten die Ausdriicke:
(1.4) V,ﬁ’v“ = BﬁEVa'vﬁ ’ V{;w;\ = B;QVGWB ’

wobei F’ das Zeichen der kovarianten Differentiation in T, ist.

Wenn wir Taz....» in 8 reale Faktoren zerlegen:

a) (s)
T11A2...ls = Tbl... sz] ’
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so kann man N'©*2----% auch in s reale Faktoren zerlegen :-

!

N?1V2... Vs o N[vl".'.-st] ,
6] (s)

so dass

(2) V
T.N*=0 fiur u=+=v.

(v)

. . () ‘
Bei der Normierung der s—1 ersten Faktoren T,, %\/; v, so dass
Y ,

(v)
(1.15) TA%\{*= 1, v=1,...,8—1,

folgt aus (1.13)

. (s)
(1.16) TA{\)T"\ =1.

Infolge von (1.18), (1.15) und (1.16) erhalten wir auch

(u) =
Bl = Ay—S\T\N".

u (u)
Wir konnen somit leicht ausfiihren :
(1.17) i Ksi® = o, BanKisi™
und

v
(1.18) Bi&«?iRsaaT+Bﬁ.‘fﬂf;;aisp‘”%§j = Rii +2H "L

wobei

H;¥ = Byir.By , L, = Bpir.BS .

II *

Beim Ubergang von den Urvariablen z¥ (e, 8, .... = a1, ...., )
zu neuen Urvariablen 2* (A, &k, ...., m=1,2, ...., n)

2.1) ‘ k= ab(xn, . ..., %),
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transformieren sich die Differentiale der Urvariablen linear homogen:
2.2) do* = ok dx*,

3xk
dxt

wobei o%f = und die Funktionaldeterminante | % | nicht versch-

winden diirfen. Ist p* ein bestimmtes orientiertes Linienelement in

bezug auf das Bezugssystem (’;), so stellt sich das orientierte
Linienelement durch

(2.3) b= olp®

in bezug auf das System (’:) dar.

Die Bestimmungszahlen 2:3' bezw. ZJ%. der n-kontravar. bezw. n-
kovar. Massvektoren ¢ bezw. ; in bezug auf das System (’1) hidngen
bekanntlich im allgemeinen vom Orte z* ab. Jetzt betrachten wir
den Fall, wo diese Bestimmungszahlen auch noch von orientierten
Linienelementen p* abhingig sing(‘”. Dann gilt auch dasselbe fiir
die Bestimmungszahlen e(x, p), ¢ (x, p) der Massvektoren in bezug
auf das System (I:) . ﬁie Beziehungen zwischen den Bestimmungs-
zahlen der Massvektoren in bezug auf die Systeme (:) und (i‘f)

lauten :

(2.4) fk = Z’ff“ , pa Zi-‘é;
und
—_ k .k
(2.5) e = Ajé*, en = Ale; .

Die Grosse zweiten Grades A mit dem Bestimmungszahlen A%
ist von den orientierten Linienelementen abhingig, die im allgemeinen
auch von z* abhiingen. Die n? Zahlen A% konnen als Bestimmungs-
zahlen von kontravarianten bezw. kovarianten Massvektoren e* (z, p)
bezw. f(oc, p) in bezug auf (’1 ) bezw. ({f) betrachtet werden.

(6) Diesen Begriff hat zuerst Herr Prof. A. KAWAGUCHI eingefiihi't.
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Wenn wir ein Linienelement dx* als einen dem Systeme (; )
angehdrenden Vektor betrachten, hat der Vektor die folgenden
Bestimmungszahlen in bezug auf das System (f)

(dz)* = da A%,

die von dx* verschieden sind, da diese Gleichungen mit (2.2) nicht
identisch sind.

T, sei jetzt eine allgemeine Mannigfaltigkeit F,, d.h. sie habe
eine lineare asymmetrische und iiberschiebungsinvariante Jbertragung
mit den Parametern IY.(z, p) in bezug auf das System (;) Die
Ubertragung im Systeme (f) geht in einer Ubertragung in (; )
folgendermassen vor sich:

(2.6) pak = Atkp.o”,

wobei A%F abkiirzend fiir A*A% eingefiihrt ist; so ist

. Ok Tukr 71v 4 Fuk 0AY 1 AN ok
ok = Py + (A;ﬁ TAWA +A;}’fa—w'—Aepo¢%W)w’_po¢% ™
Wir setzen
- - Ay - AY
@D M= AR+ A Ao AL

welches die Parameter der Ubertragung in bezug auf das System
(f) sind :

']
2.8) Pk = 9

ga9 9 T PMgpm

Das System (f) sehen wir jetzt als dasselbe von nicht-holono-
men Parametern in der F,, an. Wir haben die Bedingung fur die
Holonomatat Parameter(. '

(M Ist Aﬁ-ﬂ = S;;-"’, so heisst das Parameter holonomisch.
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(2'9) lz.'l] A D ¢hDAz] m = 0,
wo

A _ B4 Ay, = 94}
L ’ tim T .

ox*

Aus (2.7) folgt weiter
(2.10) Ain = Si*+ AL A\ A— AL 0" Pt Ay -
Ist f ein Skalar, so ist
Jirm=0.
Nach (2.6) haben wir

(2.11) ruvafl = %Ka’:z"‘p‘——aa;; +8;:*Pit |

oder unter Beriicksichtigung von (2.8)

(2.12) PiFaf = le P—— agm + A5V f+ S0

Aus dieser Gleichung folgt

(2.13) Sin = (Mq+S;:0ef .

Fiir eine nicht-symmetrische Ubertragung in bezug auf (’; ) gilt

1 v
Ko™

+ 8. P,
2 ’dp

(2.14) Lo Vo’ = -—_Rwu}s v+

oder durch Differentiation und Alternation nach k, j entsteht dann
aus (2.8)

(2.15) Pl ap* = A *+ A Al 0 + D@l Al ;o V' + Pl DV

+ ¢'£{h¢|8il 7l pt'v;k st pi‘Pi[mIé¢ft 13; m pt'v:k st Afzhil Pk + ’U{f . k1
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So folgt unter Beriicksichtigung von (2.13)-

s 200V

Pl it = (A, m+ A Al m+ D°@iy Al J0° +“K 3 p®

+S;; ) b—Spit Al vt + AL bt
d.h.

(2.16) Pl v* = —--§R k?f" i—;‘K;',,'-g‘spt?)f‘s+S,;,'-?'Viv"“ ,

wobei
Rizs® = Mgp, g+ Ap Af) g+ A% (Ai— S50 + ' A5 s e

Es folgt aus (2.9), dass R;;* fiir holonome Parariieter in die gewdhn-
liche Kriimmungsgrosse

Rizi" = M, a0+ Apdly g+ D'l ..

itbergeht.

III.

Liegt X, in der Mannigfaltigkeit T\, so kann man die (n—m)-
Richtung der Einspannung in jedem Punkte der X,, betrachten. In
einem Punkte der X,. ist.jedes -orientierte Linienelement von X,
auch orientiertes Linienelement von T, , aber nicht umgekehrt. Unter
orientiertem Linienelemente von X verstehen wir dabei ein orien-
tiertes Linienelement, das in der ortlichen m-Richtung liegt. Die
Xn-Komponente eines: orientierten Lmlenelementes wird analytisch
folgendermassen festgelegt:

wobel ) der Elnheltsafﬁnor von Xm ist.

Der Inbegriff von allen Paare yedes Punktes von Xm und des orien-
tierten Linienelementes wird die ,, eingespannte T,, in T, ‘‘ geheissen.
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Nun wahlen wir in T, das System ({f ) so, dass die m ersten
kontravarianten Massvektoren ¢ (x, p), @, . ..,9=1,2,...,m,in den
Punkten der T,, auf beliebige Weise in der ortlichen m-Richtung von
T,. liegen, und die ibrigen e (x, p), », ..., v=m+1, ..., m, in den-
selben Punkten in der (n-—-;;z)-Richtung der Einspannung. Im allge-
meinen sind die 2* daher nicht-holonome Parameter, wihrend die x*
innerhalb T, auch nicht-holonome Parameter darstellen.

Setzen wir:

— — P
B} = ee’ ; B} = A} —eye’,
a »

so ist B! der Einheitsaffinor der T :

. 1 fir a=c . _ _
(8.1) B; = B;
0O , a=Fc

Man kann nun fiir jede Grosse in T, eine UTbertragung definie-
ren: Das kovariante Differential eines Feldes von Grossen der Tw tn
bezug auf ein in T, liegendes Linienelement dx” ist die T,-Kompo-
nente der kovarianten Ableitung in T, .

Man kann auf ganz analoge Weise wie in I und II die Verallge-
meinerung der Gaussschen Gleichung fir Tn in An haben :

BiasiRiss™ + Bio Kéaghpe-——zg T = Ripa®+ 2Hia L%y -

Mathematisches Seminar
Hokkaido Kaiserl. Universitit
Sapporo, Mérz 1932.



