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KONFORME INVARIANTEN IM
FINSLERSCHEN RAUME

Von

Hitoshi HOMBU

In vorliegender Arbeit wird die Theorie von Invarianten der Form
a(x, y, y')dx unter der Gruppe aller ebenen Punkttransformationen
sowie der Transformationen

a(%, y, ¥)de = ole, Y)al@, y, y)dx

untersucht. Die Formen mit der Gestalt v E+2Fy'+Gy'?dx — die
Koeffizienten E, F, G seien Funktionen der z, y — sind unter den
oben-genannten Transformationen immer miteinander iiberfithrbar ;
anders gesagt, ist es stets moglich zwei beliebige RIEMANNsche Rédume
von 2 Dimensionen konform aufeinander abzubilden. Was die von
dhnlichen Indikatrizes der Massbestimmung definierten FINSLERschen
Riéume betrifft, so wollen wir auch sie einander konform heissen, da
sie unter der Winkelmessung im Sinne von P.FINSLER® oder von
J.L. SYNGE, J. H. TAYLOR, L. BERWALD® konform sind aber nicht®
unter derjenigen im Sinne von G. LANDSBERG®. TUnsere Theorie ist
deshalb die der konformen Invarianten in gewissem Sinne.

(1) P. FINSLER, Uber die Kurven und Flachen in allgemeinen Riaumen, Disserta-
tion Gottingen 1918, S. 39.

(2) J. L. SYNGE, A generalisation of the Riemannian line-element, Trans. of the
Amer. Math. Soc., Vol. 27 (1925), p. 61-67. J. H. TAYLOR, A generalisation of
Levi-Civita’s parallelism and the Frenet formulas, Trans. of the Amer. Math.
Soc., Vol. 27 (1925), p. 246-264. L. BERWALD, Untersuchung der Krimmung
allgemeiner metrischer Ridume auf Grund des in ihnen herrschenden Paralle-
lismus, Math. Zeitschr., Bd. 26, S. 40-73.

(3) Siehe P. DELENS, Sur certains problémes relatifs aux espaces de Finsler,
Comptes Rendus, Paris, tome 195 (1933), p. 1356-1358.

(4) G. LANDSBERG, Uber die Krimmung in der Variationsrechnung, Math. Ann.,
Bd. 65 (1908), S. 313-349.



158 H. Hombu

In seiner interessanten Arbeit ,, Sur un probléme d’équivalence
et la théorie des espaces métriques généralisés ‘* hat E. CARTAN® die
Invariantentheorie der Form oz, y,y Ydx+B(x, y, y')dy’ gegeniiber
der Gruppe aller ebenen Beriihrungstransformationen vollstindig auf-
gelost dadurch auch die der Form af(z, y, y')dx gegeniiber der Gruppe
aller ebenen Punkttransformationen. Nun ist es leicht, unsere Theorie
zu entwickeln; in der Tat, unter Verwendung seiner Resultate
gelangt man zu der Klassifizierung der Formen und zu dem Reduku-
tionssatz.

1. Zunéchst erwidhnen wir die von CARTAN herrithrenden Ergeb-
nisse im Falle 8=0.

Es sei eine Form o= F(x, ¥,y )dxr gegeben. Man kann dafiir
ein System von den drei lnvarlanten PrAFFschen Ausdriicke w1, w2,
w3 bestimmen, welche den Relationen

-

w; = _[wz "’3] ’
(CI) | w7 = [o105]—1[wz @3] ,
= —K[w; w2]—J [0z w5] ,

geniigen, wobei I, J, K die drei fundamentalen Differentialinvarianten
sind. Diese drei Ausdriicke haben die folgende Gestalt

= Fde+X(dy—y'd) ,

©CI) wg = i@’—“ﬁ,ﬁ/—d—” ,
wy = W(dX—F, dx) +v(dy—y'dz) ,
wobei -
X = Fﬂ' ’
1

= FX,,
(CIII) g X

v = Wy (X, +y’X- ) — (W, +y W,,)X WX,,.

(5) Mathematlca, vol. IV (1930), p. 114-136.
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Die Invariante I ist von der Form
(CIV) I=WX~FW, .
Durch die Gleichung
e vt Huort Hoer

definiert man die kovarianten Ableitungen H;, H;, H; einer Invariante
H. Es lasst sich dann leicht zeigen, dass sie wieder Invarianten®
sind, und die Integrabilititsbedingungen

Hza—Hsz = —H1—IITZQ—JH3 ’

(C15) Hy—H;3 = —H,,

- . Hp—Hn = —KH,
érfﬁllen, welche sich auf

Hyp = —H,—IH, ,
(C15") Hys=H,,
’ le = Hy

reduzieren, wenn H nur vom Orte abhéngt®.

Fiir die fundamentalen Invarianten I, J, K gilt die sogenannte
BIANCHIsche Identitit ’ ‘

- (C16) J=1, Ks+KI+J,=0.

2. Wir betrachten zwei Formen o = Fl(z,y,y')dr und & =
F(z,y, y')dx mit der Relation

®=ocw, F=q¢F,

(6) Alle Differentialinvarianten von « sind Funktionen der fundamentalen In-
varianten und ihrer kovarianten Ableitungen.

(7 H;=0.
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woraus hervorgeht
(1) c w1 = cw,
(2) 02 = T w2

unter der Beriicksichtigung ihrer Definitionsgleichungen. Bei der
Bildung der kovarianten bilinearen Form von (1) folgt

o, = oz[wrwi]—o [w2 @3] ;
die linke Seite ist aber —[@@s] zufolge (CI), so dass dies uns

—_ T
w3 = w3—pPro1t+dwz, Pi = —aj“

gibt, wo 2 die noch unbestimmte Koeffiziente ist. In derselben Weise
aus (2) ergibt sich ‘

(3) I.=f,

(4) l 2=P1+IP2,
(4) ws = ws—pPz o1+ (P1+1p2)ws .

Es ist bemerkenswert, dass I konform invariant ist; z.B. I=0
ist charakteristisch filr RIEMANNsche Ridume. '

‘Schliessliéh -wenden wir uns zur Betrachtung der ‘kovarianten
bilinearen Form von (4’), um die Bedingungen der :konformen Trans-
formierbarkeit abzuleiten. Eine leichte Rechnung gibt die Gleichungen

(5) At pe—K = '—ozK—a'sz,
(6) " pp—ti—AI—T = —oJ,
(7) ' pue+2=0.

(7) reduziert sich auf die Identitit infolge (C15’), und (6) ist gleich-
bedeutend mit -

(6') Isvpz = O‘J—j.
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Aus der Gleichung
dH = Hiw1 + Hyan + Hyos = Hiw, + Hyo: + Hy s,

wobei die gestrichenen Suffizes die kovarianten Ableii:ungen in bezug
auf @’s bedeuten, geht die wichtige Formel hervor

Hy= ocH; —p:H; ,
. (8) H, = oH; + iH;. = ocH; + (1 + Ip2)Hs ,

H; = H;
fir beliebige Invariante (Skalar) H. Setzen wir H = I =1, so ergibt
sich ohne weiteres (6’), also ist (6) nur eine Folge von (3).

. 3. Nun setzen wir I3 von y’i abhingig zu sein voraq's, 80 gilt
es auch fir I, denn ;= L0 infolge (8). Durch die kovariante
Differentiation von (8) ergibt sich

(9) pp=oL—L, p=M+IL)—o(M+IL),
WO
J I F_J w_ L
L=, M=-2; L=, =2,
I Iy L . B

Bilden wir die Integrabilititsbedingungen (C15) fur die Gleichungen
(9), so erhalten wir

10) L+(M+IL)3‘= a(E+(JTZ+TE);). M—Ls =‘a(117—f:§)~

Diese Re]'ationen'zeigen, dass die Invarianten = L+ (M+IL); und
M==M—L; beide konforme Kovarianten erster Ordnung genannt
werden diirfen. Im allgemeinen heisst ein Skalar H von der

Ordnung =, die sich durch unseren Transformationen folgendermassen
transformiert : -

H = o"H .

Ziehen wir jetzt die noch iibrige “Gleichung (5) ih Betracht, so
wird die konforme Kovariante zweiter Ordnung
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(11) & = K+ Lo— M+ L&+ (M+ IL)IN

leicht abgeleitet, welche aber identisch verschwindet, wie die direkte
Rechnung zeigt. -

Andererseits wird mit Hilfe von (9) die konforme invariante
Form '

12) om = ws+ Lo+ Mews

hergeleitet. Sodann kdnnen wir das konforme kovariante Differential
6H und die Ableitungen H;, Hy, Huy einer konformen Kovariante
n-ter Ordnung durch die Gleichung

(13) SH = dH'— 'n( (M+ IL)&)l"“L(Dz)H = HI (01 + HH 2 + HIII WIIT »

definieren, woraus die Formel folgt

| H, = Hi—LHy—n(M+IL)H ,
(14) HH = HZ—MH3+7ZLH ’
HIII = Hs .

Die Definitionsgleichung zeigt, dass die ersten zwei von den Ableit-
ungen -von hoherer Ordnung bei eins als H sind, wihrend die letzte
von derselben Ordnung wie H ist:

H; = o"*1Hj, Hy = G"HE“I ’ Hyy = o"Hi -
Ausserdem besteht die Relation
‘ (15) I1=0, I11=0.

Man iiberzeugt sich, dass die Integrabilititsbedingungen und die
verallgemeinerte BiANCHIsche Identitit dann folgendermassen lauten :

HIIIII"H;II n = —H—IHg;— (& +IW)H1H—"5WH ’
16) | Huyi—Him = —Hy—MHz+n8H ,
Hyy —Hy, =nRH ;
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wobei
a7 N = LLz+ MM+ IL)s—ILy—(M+1IL), ,
und '
m11+w1I+81 = 0 ’
(18) mm+sﬁl+2n--—3ﬁ1 = 92+I8 m’i‘mz o

Die in dieser Weise gewonnenen Kdvarianten I, &, M, N bilden
die fundamentalen konformen im Falle Iz=3=0.

4. Zweitens betrachten wir den Fall, dass die konforme In-
variante I nicht konstante Ortsfunktion ist, so dass L=0. Zwei-
malige Differenzierung von I in bezug auf o; und wz gibt die
Gleichungen "

(19) L=oh, L=ol ,
prhi—po = In—olz,  pohi+al = Le—o’ks

(20) -
pe L—2A(Lh+ 1) = In—d*ls;

und folglich
(21) In+1l+lp=FE = P =T+ 1+ .
Setzen wir nun voraus, dass die Kovariante
D=R+ILL+I}

von Null verschieden ist, so wird p; und p: aus (20) foigendermassen
gelost :

(9 pp=(M+IL)—o(M+IL), p=oL—L,
WO
(22) L= Lkhh—LL 5 Lln+ (B+IDe

D D

(8) Ausgehend von der Integrabilititsbedingung p;2 =21 vOR (9) ergibt sich auch
die konforme Kovariante zweiter Ordnung 2.
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ist. Mit Hilfe von (9’) ist es moglich, wie frither in §8, die kon-
formen kovarianten Ableitungen durch dieselbe Formel (14) zu de-
finieren. Die dabei auftretenden Kovarianten erster Ordnung sind

e =L+(M+IL)y = 2lutIlatl)—hIf _ K(E—LE)
\ e D
M = M'—Ls —_ Il . I11+ILZZI22_I.1 I2 — II(EEIIIZ) . '

(10"

Uberdies ergibt sich die Relation
- (18 Li=Lh=ILy=0, Ly=Iuy+Ilp+Ir=F.
Auch in’dAer Lage von (16) stehen

Hym—Hun = —Hi—IHy— @+ IR+ L) Hyp—nIRH ,
16) | Hyj—Hymy = —Hy—MHp+n8H ,
Hyy —Hyy = —QHpy+nRH ,
wobei

R = K+ Lo—M+LEQ + L) + (M+ IL)M ,
N = LLs+ MM+ IL)s— Li—(M+1IL); .®

Es soll nun die analytische Form des Raumes =0 und D=0
bestimmt werden, um in diesem Falle die konformen Eigenschaften
zu betrachten. Wihlen wir also das Koordinatensystem in solcher
Weise, dass die von 3’ unabhingige Invariante I nur von einer der
Koordinaten, z.B. z, abhingig wird, so wird auch das nicht konstante
Verhiéltniss I/I; = a® nur von « abhingig®®. :Aus der Relation

Al = Ldx = Lo+ Tyws = I, Fda+ (11X+ —le&)(dy—y'dx)

(9) Aus (158/) und (16/) folgt S:N=5L:1.

(10) Weder I, noch I; verschwinden, :

(11) Wenn das Verhiltniss I;/I, nur von dem Orte abhingt, so ist notwendigerweiser
D=0. '
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folgt

IIX+JW2—=' oder  aFZ=FFy,.

Durch Integration ergibt sich ohne weiteres

1
F=c@y+d)r*,

wobei ¢ und d nur von dem Orte abhingig sind. Bei der Koordi-
natentransformation

x* =

- L
l—az’ Yy f(x’y?’

wo die Funktion f der Differentialgleichung f. = d(z, y)f, geniigt,
gelangt man zu der normale Form

- (12)
(23) ‘ - o=Fdr=ax, y)y°de . ‘

v

Da die Formen aller Riume, welche den Relationen Izy=0, D=0
geniigen, bei geeigneten Koordinatentransformationen zu der normalen
Form (23) gehen, konnen sie konform aufeinander abgebildet werden,
wenn wir ‘

_ @, 9)
a(, y)

setzen.’ Nebqnbei erkennt,man aus (23), dass die Transformationen
@24 y* = fl); *¥=z,

und nur solche, den Raum konform auf sich selbst abbilden, dass
also der Raum die unendliche Gruppe (24) als die konformen Trans-
formationen gestattétt®,

(12) Durch Wahl solches Koordinatensystems hat die Invariante I den Wert
£ (2x—1)
= Vawx—1)°
(13) Es gibt die konforme Abbildung dieser R#ume, bei der die_ beliebigen, von

jeder der Linien I=konst. nur einmal geschnittenen Kurven elnander
entsprechen.



166 H. Hombu

5. Schon in der oben zitierten Arbeit hat CARTAN die analytische
Form des MINKOWSKIsche Raumes von konstantem I angegeben®?.
Mit ihrer Hilfe kdnnen wir leicht das konforme Problem auflosen :
aber wir gehen jetzt nicht auf diesem Wege, sondern bestimmen von
unserem Standpunkte aus die verallgemeinerten metrischen Riume
von konstantem I. _

Es sei jetzt ein FINSLERscher Raum I = konst. gegeben. Dafiir,
dass der Raum konform auf dem MINKOWSKIsche I = konst., K=0
abgebildet Werden‘soll, muss die Ortsfunktion o(z,y) der partiellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung (5) genitgen, d.h.

) PutIpe+p2—K=0.

Infolge dér Integrabilitifsbedingungen von p und dér BIANCHIschen
Identitidt (C16) erhalten wir

(pr-FIplz-leme)s = —I(pu+Ipe+pr2—K),

daraus folgt, dass (25) nur eine Gleichung gibt, obwohl die linke
Seite von y’ abhingt. Die Existenz der Losungen dieser Differential-
gleichung bedeutet, dass ein beliebiger Raum von konstantem I mit
dem speziellen MINKOWSKIschen und folglich auch mit einem beliebigen
anderen von demselben I konform gegenseitig abhingig ist, und
dass die dabei in Betracht kommenden konformen Transformationen
sogleich gefunden werden, indem wir die den MINKOWSKIschen Raum
konform in sich selbst abbildenden Transformationen ableiten. ‘
Wir legen voriibergehend in dem MINKOWSKIschen Raum ein
gewOhnliches kartesisches Koordinatensystem zugrunde, dann hiingt
die Funktionen F und somit auch X, W, I nur von y’ ab. Die
Differentialgleichung (25) lautet in gewohnlicher Form

@26) (WEXP—IWX+1)Pe
+ (2 (WX~ IWX+1)—FWE@WX—1))pw
+ (WX~ IWX+ 1)~y FW@WX—I)+ F*W?)p,, = 0,

(14) A.a.O., S.185.
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wo die Koeffizienten von p,., ps und p,, die Funktionen von nur y’
sind. Da aber die (25), wie wir schon gesehen haben, fiir die
verschiedenen Werte von 3’ nur eine Gleichung gibt, miissen die
Verhiltnisse dieser Koeffizienten von %’ unabhingig und also konstant
sein. Andererseits ldsst im allgemeinen eine Differentialg]eichuhg
von konstanten Koeffizienten

@ Paz+b Py +cCpyy =0

durch reelle lineare Transformation (w,y)— («,v) zu einer der
normalen Formen

(27) Puwt Poo = 0 y  Puu—Pvw = 0 ’ Pvv = 0

filhren. Wenden wir nun die reelle lineare Koordinatentransformation
an, die (26) zu der normalen Form fiihrt, so soll die in diesem
Koordinatensysteme auftretende Differentialgleichung (26) eben die
Gestalt (27) haben. Daher kénnen wir die Form von (26) als normal
voraussetzen, ohne die Allgemeinheit zu verlieren.

(i) Pyvy = 0. Aus
WeXP—IWX+1 =0, 2WX—I=0

folgt

Eine leichte Rechnung gibt F = ce®’ ; nach einer Transformation von
der Form x =sx, y =ty erhalten wir

(A) Fdr = e¥dz .

Die konformen Transformationen auf sich selbst werden durch "
x = flx*) , y = (@*)y* + g(x*)

p=A(w)y+B, o = eAv+B

und

gegeben, welche Gesamtheit eine unendliche Gruppe mit zwei will-
kirlichen Funktionen f(x) und g(x) bildet.
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(li) Px.v+Pw =0. Aus

WXP—IWX+1=V = y?V—y'FWRWX—-D)+F2 W2,
2y V=FWQE2WX—I)

oder _Y
« 2y’ 2WX—~I _ (FW)
1+y?) V2 =F2W?, v = = o
(1+9%) 1+97 W W
folgt o
FW=c(l+y), WX—L=cy, V=c(+y?,
wo
E=1_1"
4
Daraus ergibt sich
. __.I_ - ’,
(B) Fdz = /B ¥ yiggiode | @>I=0).

(ii}) Pew—pPyy =0.

VIEI4rr

(©) Fdx = y'2vE-s -dx’ I>2.

- Die zu (B) bzw. (C) gehorigen konformen ' Transformationen
werden durch

r+iy =z = flz¥) =fla* +iy*)®
bzw.

x = flx*) , y = g(y™)
gegeben.

Sapporo, Juni 1934.

(16) Az*) ist eine beliebige analytische Funktion von z*.



