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KONFORME INVARIANTEN IM
FINSLERSCHEN RAUME

Von

Hitoshi HOMBU

In vorliegender Arbeit wird die Theorie von Invarianten der Form
$a(x, y, y^{\prime})dx$ unter der Gruppe aller ebenen Punkttransformationen
sowie der Transformationen

$\overline{a}(x, y, y^{\prime})dx=\sigma(x, y)a(x, y, y^{\prime})dx$

untersucht. Die Formen mit der Gestalt $\sqrt{}\overline{E+2Fy^{\prime}+Gy^{\prime Z}}dx-die$

Koeffizienten $E,$ $F,$ $G$ seien Funktionen der $x,$ $y-sind$ unter den
oben.genannten Transformationeit immer miteinander uberf\"uhrbar;

anders gesagt, ist es stets m\"oglich zwei beliebige RIEMANNsche R\"aume

von 2 Dimensionen konform aufeinander abzubilden. Was die von
ahnlichen Indikatrizes der Massbestimmung definierten FINSLERschen
R\"aume betrifft, so wollen wir auch sie einander konform heissen, da

sie unter der Winkelmessung im Sinne von P. FINSLER(1) oder von
J. L. SYNGE, J. H. TAYLOR, L. BERWALD(2) konform sind aber nicht(8)

unter derjenigen im Sinne von G. LANDSBERG. Unsere Theorie ist

deshalb die der konformen Invarianten in gewissem Sinne.

(1) P. FINSLER, Ober die Kurven und Flachen in allgemeinen Raumen, Disserta-
tion G6ttingen 1918, S. 39.

(2) J. L. SYNGE, A generalisation of the Riemannian line-element, Trans. of the

Amer. Math. Soc., Vol. 27 (1925), p. 61-67. J. H. TAYLOR, A generalisation of
Levi-Civita’s parallelism and the Frenet formulas, Trans. of the Amer. Math.
Soc., Vol. 27 (1925), p. 246-264. L. BERWALD, Untersuchung der Kr\"ummung

allgemeiner metrischer Raume auf Grund des in ihnen herrschenden Paralle-
lismus, Math. Zeitschr., Bd. 25, S. 40-73.

(3) Siehe P. DELENS, Sur certains probl\‘emes relatifs aux espaces de Finsler,

Comptes Rendus, Paris, tome 195 (1933), p. 1356-1358.
(4) G. LANDSBERG, {)ber die Kr\"ummung in der Variationsrechnung, Math. Ann.,

Bd. 65 (1908), S. 313-349.
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In seiner interessanten Arbeit ,, Sur un probleme d’\’equivalence
et la th\’eorie des espaces m\’etriques g\’en\’eralis\’es “ hat E. CARTAN die
Invariantentheorie der Form $a(x, y, y^{\prime})dx+\beta(x, y, y^{\prime})dy^{\prime}$ gegenUber
der Gruppe aller ebenen Ber\"uhrungstransformationen vollst\"and\ddagger g auf-
gel\"ost, dadurch auch die der Form $a(x, y, y^{\prime})dx$ gegen\"uber der Gruppe
aller ebenen Punkttransformationen. Nun ist es leicht, unsere Theorie
zu entwickeln; in der Tat, unter Verwendung seiner Resultate
gelangt man zu der Klassiflzierung der Formen und zu dem Reduku-
tionssatz.

1. Zun\"achst erwahnen wir die von CARTAN herr\"uhrenden Ergeb
nisse im Falle $\beta\equiv 0$ .

Es sei eine Form $\omega=F(x, y, y^{\prime})dx$ gegeben. Man kann dafUr
ein System von den drei invarianten $PFAFFschen\sim$ Ausdr\"ucke $\omega_{1},$ $\omega z$ .
$\omega 3$ bestimmen, weIche den Relationen

(CI) $\left\{\begin{array}{l}\omega_{1}^{\prime}=-[\omega_{2}\omega_{8}]\\\omega_{2}^{\prime}=[\omega_{1}\omega_{3}]-I[a\eta\omega s]\\\omega_{3}^{\prime}=-K[\omega_{1}\omega_{2}]-J[\omega_{2}\omega\epsilon]\end{array}\right.$

genUgen, wobei I. $J,$ $K$ die drei fundamentalen DifferentialinvarIanten
sind. Diese drei Ausdr\"ucke haben die folgende Gestalt

(CII) $\left\{\begin{array}{l}\omega_{1}=Fdx+X(dy-y^{\prime}k)\\\omega_{2}=\frac{dy-y^{\prime}dx}{W}\\\omega_{3}=W(dX-F_{y}doe)+v(dy-y^{\prime}dx)\end{array}\right.$

wobei

(CIII) $\left\{\begin{array}{ll}X & =F_{\psi},\\\frac{1}{W^{2}} & =FX_{y^{\prime}},\\v & =W_{\Psi}(X_{x}+y^{j}X,-F_{y})-(W_{x}+y^{\prime}W_{y})X_{y^{r}}-WX_{y}.\end{array}\right.$

(5) Mathematica, vol. IV (1930), p. 114-136.



Konforme Invarianten $im$ Finslerschen Raume 159

Die Invariante $I$ ist von der Form

(CIV) $I=WX-FW_{y^{\prime}}$ .
Durch die Gleichung

$dH=H_{\iota\omega_{1}}+H_{g\omega_{2}}+H_{3\omega_{3}}$

definiert man die kovarianten Ableitungen $H_{1},$ $H_{2}$ , $H_{3}$ einer Invariante
$H$. Es l\"asst sich dann leicht zeigen, dass sie wieder Invarianten
sind, und die Integrabilitatsbedingungen

(C15) $\left\{\begin{array}{l}H_{\mathfrak{B}}-Hae=-H_{1}-IH_{2}-JH_{3}\\H_{31}-H_{13}=-H_{2}\\H_{J2}-H_{l1}=-KH_{3}\end{array}\right.$

erfUllen, welche sich auf
$

(C15) $\left\{\begin{array}{l}H_{\mathfrak{B}}=-H_{1}-IH_{2}\\H_{1\theta}=H_{2}\\H_{J2}=H_{21}\end{array}\right.$

reduzieren, wenn $H$ nur vom Orte abhangt.

FUr die fundamentalen Invarianten L $J,$ $K$ gilt die sogenannte

BIANCHIsche Identit\"at

(C16) $J=I_{1}$ , $K_{3}+KI+J_{1}=0$ .
2. Wir betrachten zwei Formen $\omega=F(x, y, y^{\prime})dx$ und $\overline{\omega}=$

$\overline{F}(x, y, y^{\prime})dx$ mit der Relation

$\overline{\omega}=\sigma\omega$ , $\overline{F}=\sigma F$ ,

(6) Alle Differentialinvarianten von $\omega$ sind Funktionen der fundamentalen In $\cdot$

varianten und ihrer kovarianten Ableitungen.
(7) $H_{3}\equiv 0$ .
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woraus hervorgeht

(1) $\overline{\omega}_{1}=\sigma\omega_{1}.$

’

(2) $\overline{\omega}_{2}=\sigma\omega_{2}$

unter der Ber\"ucksichtigung ihrer Definitionsgleichungen. Bei der
Bildung der kovarianten bilinearen Form von (1) folgt

$\overline{\omega}i’=\sigma_{2}[\omega_{2}\omega_{1}]-\sigma[\omega_{2}\omega_{3}]$ ;

die linke Seite ist aber $-[\overline{\omega}_{2}\overline{\omega}_{3}]$ zufolge (CI), so dass dies uns

$\overline{\omega}_{S}=\omega_{3}-\rho_{2}\omega_{1}+\lambda\omega_{2}$ , $\rho_{*}\cdot=\frac{\sigma i}{\sigma}$

gibt, wo $\lambda$ die noch unbestimmte Koeffiziente ist. In derselben Weise
aus (2) ergibt sich

(3) $I=\overline{I}$ ,

(4) $\lambda=\rho_{1}+I\rho_{2}$ ,

(4) $\overline{\omega}_{3}=\omega\S-\rho_{2}\omega_{1}+(\rho_{1}+I\rho_{2})a_{2}$ .
Es ist bemerkenswert, dass $I$ konform invariant ist; z.B. $I\equiv 0$

ist charakteristisch $fUr$ RIEMANNsche R\"aume.

Schliesslich wenden wir uns zur Betrachtung der kovarianten
bilinearen Form von (4), um die Bedingungen der $\backslash konformen$ Trans-
formierbarkeit abzuleiten. Eine leichte Rechnung gibt die Gleichungen

(5) $\lambda_{1}+\rho_{\mathfrak{B}}-K=-\sigma^{2}K-\sigma\rho_{2}\overline{J}$ ,

(6) $\rho_{2}-\lambda_{3}-\lambda I-J=-\sigma\overline{J}$ ,

(7) $\rho_{\mathfrak{B}}+\lambda=0$ .
(7) reduziert sich auf die Identit\"at infolge (C15), und (6) ist gleich-
bedeutend mit

(6) $I_{3}\rho_{2}=\sigma J-\overline{J}$ .
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Aus der Gleichung

$dH=H_{1}\omega_{1}+H_{2}\omega_{2}+H_{3}\omega_{3}=H_{\overline{1}}\overline{\omega}_{1}+H_{\overline{2}}\overline{\omega}_{2}+H_{\overline{3}}\overline{\omega}_{3}$ ,

wobei die gestrichenen Suffizes die kovarianten Ableitungen in bezug

auf $\overline{\omega}S$ bedeuten, geht die wichtige Formel hervor

(8) $\left\{\begin{array}{l}H_{1}=\sigma H_{\overline{1}}-\rho_{2}H_{\overline{3}}\\H_{2}=\sigma H_{\overline{2}}+\lambda H_{\overline{3}}=\sigma H_{\overline{2}}+(p_{1}+I\rho_{2})H_{\overline{3}}\\H_{3}=H_{\overline{3}}\end{array}\right.$

f\"ur beliebige Invariante (Skalar) $H$. Setzen wir $H=I=\overline{I}$ , so ergibt

sich ohne weiteres (6), also ist (6) nur eine Folge von (3).

3. Nun setzen wir $I_{3}$ von $y^{\prime}$ abh\"angig zu $se\ddagger nvoraus’$ , so gilt

es auch f\"ur $\overline{I,}$ denn $\overline{I_{\overline{3}}}=I_{3}\neq 0$ infolge (8). Durch die kovariante
Differentiation von (3) ergibt sich

(9) $\rho_{2}=\sigma\overline{L}-L$ , $\rho_{1}=(M+IL)=\sigma(\overline{M}+\overline{I}\overline{L})$ ,

wo

$L=\frac{J}{I_{3}}$ , $M=\frac{I_{2}}{I_{3}}$ ; $\overline{L}=\frac{\overline{J}}{\overline{I_{\overline{3}}}}$ , $\overline{M}=\frac{\overline{I_{\overline{2}}}}{\overline{I_{\overline{3}}}}$ .

Bilden wir die Integrabilit\"atsbedingungen (C15) f\"ur die Gleichungen
(9), so erhalten wir

(10) $L+(M+IL)_{3}=\sigma(\overline{L}+(\overline{M}+\overline{I}\overline{L})_{\overline{3}})$ , $M-L_{8}=\sigma(\overline{M}-\overline{L}_{\dot{3}})$ .
Diese Relationen zeigen, dass die Invarianten $\mathfrak{L}\equiv L+(M+IL)_{8}$ und
$\mathfrak{M}\equiv M-L_{3}$ beide konforme Kovarianten erster Ordnung genannt
werden d\"urfen. ${\rm Im}$ allgemeinen heisst ein Skalar $H$ von der
Ordnung $n$ , die sich durch unseren Transformationen folgendermassen
transformiert :

$H=\sigma^{n}\overline{H}$ . $\sim$

Ziehen wir jetzt die noch \"ubrige Gleichung (5) in Betracht, so
wird die konforme Kovariante zweiter Ordnung
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(11) $R=K+L_{2}-M_{1}+L\mathfrak{L}+(M+IL)\mathfrak{M}$

leicht abgeleitet, welche aber identisch verschwindet, wie die direkte
Rechnung zeigt. .

Andererseits wird mit Hilfe von (9) die konforme invariante
Form

(12) $\omega_{III}=\omega_{3}+L\omega_{1}+M\omega_{2}$

hergeleitet. Sodann k6nnen wir das konforme kovariante Differential
$\delta H$ und die Ableitungen $H_{I}$ , HII, HIII einer konformen Kovariante
n-ter Ordnung durch die Gleichung

(13) $\delta H=dH-n((M+IL)\omega_{1}-L\omega_{2})H=H_{I}\omega_{1}+H_{II}\omega_{2}+H_{III}\omega_{III}$ ,

definieren, woraus die Formel folgt

$H_{I}=H_{1}-LH_{8}-n(M+IL)H$ ,

(14) $H_{II}=H_{2}-MH_{3}+nLH$ ,

$H_{m}=H_{3}$ .

Die Definitionsgleichung zeigt, dass die ersten zwei von den Ableit-
ungen von h\"ohere$r$ Ordnung bei eins als $H$ sind, w\"ahrend die letzte
von derselben Ordnung wie $H$ ist:

$H_{I}=\sigma^{n+1}\overline{H_{\overline{I}}}$ , $H_{II}=\sigma^{n+1}\overline{H_{\overline{JI}}}$ , $H_{III}=\sigma^{n}\overline{H}_{\overline{m}}$ .
Ausserdem besteht die Relation

(15) $I_{I}=0$ , $I_{n}=0$ .
Man Uberzeugt sich, dass die Integrabilitatsbedingungen und die
verallgemeinerte BIANCHIsche Identit\"at dann folgendermassen lauten;

(16) $\left\{\begin{array}{ll}H_{I{\rm Im}}-H_{iII} & =-H_{I}-IH_{II}-(\mathfrak{L}+I\mathfrak{M})H_{m}-n\mathfrak{M}H,\\H_{IIII}-H_{I} III & =-H_{II}-\mathfrak{M}H_{In}+n\mathfrak{L}H,\\H_{I\Pi}-H_{II1} & =n\mathfrak{N}H_{i}\end{array}\right.$
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wobei

(17) $\mathfrak{N}=LL_{3}+M(M+IL)_{3}-L_{1}-(M+IL)_{2}$ ,

und
$\mathfrak{M}_{II}+\mathfrak{M}_{I}I+\mathfrak{L}_{I}=0$ ,

(18) $\mathfrak{N}_{m}+\mathfrak{N}I+\mathfrak{L}_{X}-\mathfrak{M}_{I}=\mathfrak{L}^{2}+I\mathfrak{L}$ EM $+\mathfrak{M}^{2}$ .
Die in dieser Weise gewonnenen Kovarianten I. $\mathfrak{L},$ $\mathfrak{M},$

$\mathfrak{N}$ bilden
die fundamentalen konformen im Falle $I_{3}\neq 0$ .

4. Zweitens betrachten wir den Fall, dass die konforme In-
variante $I$ nicht konstante Ortsfunktion ist, so dass $I_{3}\equiv 0$ . Zwei-
malige Differenzierung von $I$ in bezug auf $\omega 1$ und $\omega 2$ gibt die
Gleichungen

(19) $I_{1}=\sigma\overline{I_{\overline{1}}}$ , $I_{2}=\sigma\overline{I_{\overline{2}}}$ ,

$\rho_{1}I_{1}-\rho_{2}I_{2}=I_{11}-\sigma^{2}\overline{I_{\overline{1}\overline{1}}}$ , $\rho_{2}I_{1}+\lambda I_{2}=I_{12}-d\overline{I_{\overline{1}\overline{2}}}$ ,
(20)

$\rho_{2}I_{2}-\lambda(I_{1}+II_{2})=I_{\mathfrak{B}}-d\overline{I_{\overline{2}\overline{g}}}$

und folglich

(21) $I_{11}+II_{12}+I_{\mathfrak{B}}\equiv E=\sigma^{2}\overline{\Lambda}\equiv d(\overline{I}_{\overline{1}\overline{1}}+\overline{I}\overline{I_{\overline{1}\overline{4}}}+\overline{I}_{\overline{\overline{\&}}})$ .
Setzen $wIr$ nun voraus, dass die Kovariante

$D\equiv I_{1}^{2}+II_{1}I_{2}+I_{2}^{2}$

von Null verschieden ist, so wird $\rho_{1}$ und $\rho_{2}$ aus (20) folgendermassen
gel\"ost:

(9) $\rho_{1}=(M+IL)-\sigma(\overline{M}+\overline{I}\overline{L})$ , $\rho_{2}=\sigma\overline{L}-L$ ,

wo

(22) $L=\frac{I_{2}I_{11}-I_{1}I_{12}}{D}$ , $M=\frac{I_{1}I_{11}+(I_{2}+II_{1})I_{12}}{D}$

(8) Ausgehend von der IntegrabiIItatsbedingung $p_{12}=p_{21}$ von (9) ergibt sich aucb
die konforme Kovariante zweiter Ordnung $\mathfrak{N}$ .
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ist. Mit Hilfe von (9) ist es m\"oglich, wie fr\"uher in \S 3, die $kon$.
formen kovarianten Ableitungen durch dieselbe Formel (14) zu de-
finieren. Die dabei auftretenden Kovarianten erster Ordnung sind

(10) $\left\{\begin{array}{l}\mathfrak{L}\equiv L+(M+IL)_{8}=\frac{I_{2}(I_{11}+II_{B}+I_{\mathfrak{B}})-I_{1}I_{2}^{2}}{D}=\frac{I_{2}(E-I_{1}I_{2})}{D}\\\mathfrak{M}\equiv M-L_{8}=I_{1}\cdot\frac{I_{11}+II_{12}+I_{\mathfrak{B}}-I_{1}I_{2}}{D}=\frac{I_{1}(E-I_{1}I_{2})}{D}\end{array}\right.$

\’Uberdies ergibt sich die Relation ,

$(1\Psi)$ $I_{1i}=I_{2I}=I_{1II}=0$ , $I_{2n}=I_{11}+II_{12}+I_{\mathfrak{B}}=E$ .
Auch in der Lage von (16) stehen

(16’) $\left\{\begin{array}{ll}H_{IIm}-H_{nIn} & =-H_{I}-lH_{II}-(\mathfrak{L}+I\mathfrak{M}+I_{1})H_{m}-n\mathfrak{M}H,\\H_{nII}-H_{I} III & =-H_{II}-\mathfrak{M}H_{IR}+n\mathfrak{L}H..\\H_{In}-H_{II1} & =-RH_{III}+n\mathfrak{N}H,\end{array}\right.$

wobei

St $=K+L_{2}-M+L(\mathfrak{L}+I_{1})+(M+IL)\mathfrak{M}_{1}$ ,

$\mathfrak{N}=LL_{3}+M(M+IL)_{3}-L_{I}-(M+IL)_{2}.(9)$

Es soll nun die analytische Form des Raumes $I_{3}\equiv 0$ und $D\equiv 0$

bestimmt werden, um in diesem Falle die konformen Eigenschaften
zu betrachten. W\"ahlen wir also das Koordinatensystem in solcher
Weise, dass die von $y^{\prime}$ unabh\"angige Invariante $I$ nur von $ei\eta er$ der
Koordinaten, z.B. $x$ , abh\"angig wird, so wird auch das nicht konstante
Verh\"altniss $I_{1}/I_{2}=a^{(10)}$ nur von $xabh\text{"\""{a}"} ngig^{(11)}$ . Aus der Relation

$dI=I_{x}dx=I_{1\omega_{1}}+I_{2\omega_{2}}=I_{1}Fdx+(I_{1}X+\frac{I_{2}}{W})(dy-y^{\prime}dx)$

(9) Aus $(15^{\prime})$ und $(16^{J})$ folgt se: $\mathfrak{N}=I_{1}$ : $I_{2}$ .
(10) Weder $I_{1}$ noch $I_{2}$ verschwinden.
(11) Wenn das $Verh\theta ltn\ddagger ssI_{1}/I_{Z}$ nur von dem Orte abhangt, so ist notwendigerweisa

$D\equiv 0$ .
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folgt

$I_{1}X+\frac{I_{2}}{W}=0$ oder . $aF_{y}^{2}=FF_{\gamma},$ .

Durch Integration ergibt sich ohne weiteres

$F=c(y^{\prime}+d)^{\frac{1}{1-\alpha^{2}}}$ ,

wobei $c$ und $d$ nur von dem Orte abh\"angig sind. Bei der Koordi-
natentransformation

$x^{*}=\frac{1}{1-d}$ , $y^{*}=f(x, y)$ ,

wo die Funktion $f$ der Differentialgleichung $f_{x}=d(x, y)f_{y}$ gen\"ugt,

gelangt man zu der normale Form

(23)

Da die Formen aller R\"aume, welche den Relationen $I_{3}\equiv 0,$ $D=-O$

gen\"ugen, bei geeigneten Koordinatentransformationen zu der normalen
Form (23) gehen, k\"onnen sie ko form aufeinander abgebildet werden,

wenn wir
$\overline{a}(x, y)$

$\sigma=\overline{a(x,y)}$

setzen. Nebenbei erkennt man aus (23), dass die Transformationen
$f$

(24) $y^{*}=f(y)$ , $x^{*}=x$ ,

und nur solche, den Raum konform auf sich selbst abbilden, dass
also der Raum die unendliche Gruppe (24) als die konformen Trans-
formationen gestatkt.

(12) Durch Wahl solches Koordinatensystems hat die Invariante $I$ den Wert

$I=\frac{\pm\langle 2x-1)}{\sqrt{x(x-1)}}$ .
(13) Es gibt die konforme Abbildung dieser Raume, bei der die beliebigen, von

jeder der Linien $I=konst$ . nur einmal geschnittenen Kurven einander
entsprechen.
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5. Schon in der oben zitierten Arbeit hat CARTAN die analytische
Form des MINKOWSKIsche Raumes von konstantem $I$ angegeben.
Mit ihrer Hilfe k\"onnen $w\ddagger r$ leicht das konforme Problem aufl\"osen:
aber wir gehen jetzt nicht auf diesem Wege, sondern bestimmen von
unserem Standpunkte aus die verallgemeinerten metrischen Raume
von konstantem $I$ .

Es sei jetzt ein FINSLERscher Raum $I=konst$ . gegeben. Daf\"ur,
dass der Raum konform auf dem MINKOWSKIsche $I=konst_{r}K=0$
abgebildet werden soll, muss die Ortsfunktion $\sigma(x, y)$ der partiellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung (5) genUgen, d.h.

(25) $\rho_{11}+I\rho_{12}+\rho_{\mathfrak{B}}-K=0$ .
Infolge der Integrabilit\"afsbedingungen von $\rho$ und der BIANCHIschen
Identitat (C16) erhalten wir

$(\rho_{11}+I\rho_{12}+.\rho_{\mathfrak{B}}-K)_{3}=-I(\rho_{11}+I\rho_{12}+\backslash \rho_{2}-K)$ ,

daraus folgt, dass (25) nur eine Gleichung gibt, obwohl die linke
Seite von $y^{\prime}$ abhangt. Die Existenz der L\"osungen dieser Differential-
gleichung bedeutet, dass ein beliebiger Raum von konstantem $I$ mit
dem speziellen MINKOWSKIschen und folglich auch mit einem beliebigen
anderen von demselben $I$ konform gegenseitig abh\"angig ist, und
dass die dabei in Betracht kommenden konformen Transformationen
sogleich gefunden werden, indem wir die den MINKOWSKIschen Raum
konform in sich selbst abbildenden Transformationen ableiten.

Wir legen vor\"ubergehend in dem MINKOWSKIschen Raum ein
gew\"ohnliches kartesisches Koordinatensystem zugrunde, dann hangt
die Funktionen $F$ und somit auch $X$, W. $I$ nur von $y^{\prime}$ ab. Die
Differentialgleichung (25) lautet in gew\"ohnlicher Form $k$

(26) $(W^{2}X^{2}-IWX+1)\rho_{xx}$

$+(-F^{-------}$
$+(y^{\prime 2}(W^{2}X^{2}-IWX+1)-y^{\prime}FW(2WX-D+F^{2}W^{2})\rho_{yy}=0$ ,

(14) A. $a$ . $0.$ , S. 135.
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wo die Koeffizienten von $\rho_{xx}$ , $\rho_{xy}$ und $p_{yy}$ die Funktionen von nur $y^{\prime}$

sind. Da aber die (25), wie wir scbon gesehen haben, $fUr$ die
verschiedenen Werte von $y^{\prime}$ nur eine Gleichung gibt, m\"ussen die
Verh\"altnisse dieser Koeffizienten von $y^{\prime}$ unabh\"angig und also konstant
sein. Andererseits l\"asst im allgemeinen eine Differentialgleichung
von konstanten Koeffizienten

a $\rho_{xx}+b\rho_{xy}+c\rho_{yy}=0$

durch reelle lineare Transformation $(x, y)\rightarrow(u, v)$ zu einer der
normalen Formen

(27) $\rho_{uu}+\rho_{vv}=0$ , $\rho_{uu}-\rho_{vv}=0$ , $\rho_{vv}=0$

f\"uhren. Wenden wir nun die reelle lineare Koordinatentransformation
an, die (26) zu der normalen Form f\"uhrt, so soll die in diesem
Koordinatensysteme auftretende Differentialgleichung (26) eben die
Gestalt (27) haben. Daher k\"onnen wir die Form von (26) als normal
voraussetzen, ohne die Allgemeinheit zu verlieren.

(i) $\rho_{yy}=0$ . Aus

$W^{2}X^{2}-IWX+1=0$ . $2WX-I=0$
folgt

$I=2$ , $WX=1=-FW_{f}$ .
Eine leichte Rechnung gibt $F=ce^{ay^{\prime}}$ ; nach einer Transformation von
der Form $x=s\overline{x}$ , $y=t\overline{y}$ erhalten $w\ddagger r$

(A) $Fdx=e^{y^{\prime}}dx$ . $|$

Die konformen Transformationen auf sich selbst werden durch

$x=f(x^{*})$ , $y=f^{\prime}(x^{*})y^{*}+g(x^{*})$

und
$\rho=A(x)y+B$ , $\sigma=e^{Ay+B}$

gegeben, welche Gesamtheit eine unendliche Gruppe mit zwei will-
kUrlIchen Funktionen $f(x)$ und $g(x)$ bildet.
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(ii) $\rho_{xx}+\rho_{yy}=0$ . Aus

$WX^{2}-IWX+1\equiv V=y^{\prime 2}V-y^{\prime}FW(27\nu x-I)+F^{2}W$ ,
$2y^{j}V=FW(2WX-I)$

oder

$(1+y^{\prime 2})V^{2}=F^{2}W$ , $\frac{2y^{\prime}}{1+y^{\prime 2}}=\frac{2WX-I}{FW}=\frac{(FW)}{FW}$

folgt

$FW=c(1+y^{\prime 2})$ , $WX-\frac{I}{2}=cy^{\prime}$ , $V=c^{2}(1+y^{\prime 2})$ .
wo

$c^{2}=1-\frac{l^{2}}{4}$ .
Daraus ergibt sich

(B) $Fdx=e\frac{I}{\sqrt{4-1^{2}}}\tan^{-1}y^{\prime}\sqrt{1+y^{\prime z}}\cdot dx$ $(2>I\geqq 0)$ .

(iii) $\rho_{xx}-\rho_{yy}=0$ .

(C) $Fdx=y^{j}\frac{\sqrt{I^{--4}}+I}{2\sqrt{f_{-4}}}\cdot dx$ $(I>2)$ .

Die zu (B) bzw. (C) geh\"origen konformen Transformationen
werden durch

$x+iy\equiv z=f(z^{*})\equiv f(x^{*}+iy^{*})^{(15)}$

bzw.

$x=f(x^{*})$ , $y=g(y^{*})$

gegeben.

Sapporo, Juni 1934.

(15) $f(z^{\star})$ ist eine beliebige analytische Funktion von $z^{*}$.


