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UBER DIE KONSTRUKTION ALGEBRAISCHER
ZAHLKORPER UNENDLICHEN GRADES

Von
Mikao MORIYA

§ 1.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir einige algebraische Zahl-
koérper von unendlichem Grade (wir wollen sie kurz ,,unendliche
Zahlkorper ‘‘ nennen) konstruieren, in denen eine sehr merkwiirdige
Eigenschaft hervortritt, die in den algebraischen Zahlkorpern von
endlichem Grade (wir nennen sie kurz ,, endliche Zahlkorper ‘‘) niemals
vorkommt. Um den Gegensatz zur spiteren Untersuchung deutlicher
zu machen, geben wir zunidchst einige Sétze iiber die endlichen Zahl-
korper. ,

Zuerst wollen wir den folgenden Satz, der als der TSCHEBOTAREFF-
sche Dichtigkeitssatz bekannt ist, in einer anderen Form darstellen.

Satz 1. Es set £ ein endlicher Zahlkorper, K sein endlicher
galoisscher Erweiterungskorper, und & die galoissche Gruppe von K/£.
Fur eine zyklische Untergruppe {s} aus ®, die durch ein Element s
aus & erzeugt ist, existieren unendlich wviele Primideale aus ®, die
{s} als thre Zerlegungsgruppe haben. '

Zur Vereinfachung nennen wir die oben betrachteten Primideale
die {s)} zugehorigen Primideale. '

Satz 2. Es sei 2 ein endlicher Zahlkorper und k seine Erweite-
rung von endlichem Grade. Wenn es in k uberhaupt ein Primideal

(1) TSCHEBOTAREFF, Die Bestimmung der Dichtigkeit einer Menge von Primzahlen,
wenn zu einer gegebenen Substitutionsklasse gehoren, Math. Ann., 95 (1926).
Siehe auch HASSE, Bericht iiber neuere Untersuchung und Probleme aus der
Theorie der algebraischen Zahlkorper, Teil II, Jahresbericht der D.-M.-V.
(1930) der Erginzungsbinde VI. Band, S. 133. )
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vom Relativgrade f in bezug auf 2 gibt, dann gibt es unendlich viel
solche.

Beweis. Es sei K der kleinste k& enthaltende galoissche Zahl-
korper iiber 2, und & die galoissche Gruppe von K/2. k gehore zu
einer Untergruppe I von &. p sei ein Primideal vom Relativgrade
S in bezug auf £, und § ein Primteiler von p in K. Ferner seien
®&z, &7 die Zerlegungs- und Trigheitsgruppe von P nach 2. Der
Durchschnitt g, bzw. g; von &z bzw. &7 mit U ist bekanntlich die
Zerlegungs- bzw. Trigheitsgruppe von P nach k. Nach der galois-
schen Theorie wissen wir, dass &z/&r und g./g: zyklisch sind. Wenn

man den Index von &z nach &7 bzw. den von g, nach g, mit F bzw.

f bezeichnet, dann ist f= E )

Wir behaupten nun folgendes :

Es gibt ein Element aus &z, dessen f-te Potenz erst in W1 fallt,
also erst Element aus g, wird.

Es sei o ein erzeugendes Element von &z/®r, (d. h. die F-te
Potenz von o fillt erst in ®7) und b der fritheste Exponent von o,
derart dass o® erst Element aus U, danach also Element aus g, wird.
Ferner sei o*T ein erzeugendes Element von g./g:, wobei T ein Ele-
ment aus ®&, bedeutet. Dann ist (*T)"® ein Element aus g;, um
so mehr Element aus ®&r; folglich muss o*” ein Element aus &7 sein.,
Da ff=F ist, so muss b unbedingt durch f teilbar sein. Weil o*T
ein erzeugendes Element von g./g; ist, gilt (o*T)* = &%, wobei ¢ ein
Element aus g, bedeutet. Hieraus folgt o®T’ = o%, wo T’ ein Ele-
ment aus &7 ist. Also ist

a.ab-l? = ¢(T")?,
d. h. ¢®t ist ein Element aus Gr. Da o ein erzeugendes Element
aus ®z/Gr ist, so muss

ab—b=0. (mod F)

(2) Da O ein Normalteiler von @z ist, so ist (qu)f: T mit einem geeigneten
Element .7 aus Gr.
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sein, und daraus folgt, dass & durch f teilbar ist, weil b durch f
teilbar ist.

Nun sei b=ff*. Dann ist ¢ =o’* ein Element, dessen Jte .
Potenz erst in U, also in g, fillt. o ist also eines der gesuchten

Elemente.

Nun betrachten wir die durch o* erzeugte zyklische Gruppe {&*}.

Die Ordnung von {c*} ist offenbar durch f teilbar. Nach Satz 1 gibt
es unendlich viele Primideale in K, die zu {¢*} geh6ren. Da o*/ erst
in N fallt, so sind fast alle® zu {s*} gehorigen Primideale in K
Primteiler derjenigen Primideale aus %, deren Relativgrade nach @
f sind. ‘

Satz 3. Es sei k ein beliebiger Erweiterungskorper vom Grade n
uber einem endlichen Zahlkorper 2. Wenn n durch eine Primzahl 1
teilbar ist, dann gibt es in k unendlich viele Primideale vom Relativ-
grade 1 in bezug auf 2.

Beweis. K sei der kleinste k& enthaltende galoissche Korper iiber
2. G sei die galoissche Gruppe von K/£2, und 1 die invariante Gruppe
von k. Dann ist n der Index von & nach 1. Es sei ¢, eine SyLow-
SCHE Gruppe von & in bezug auf !. Dann gibt es mindestens ein
Element s aus (%, welches nicht zu U gehort, weil sonst » zu ! prim
sein miisste. s werde erst Element aus . Dann ist s =g’ ein
Element, dessen I-te Potenz erst Element aus 11 wird. Nach Satz 1
gibt es unendlich viele Primideale aus K, die zur Gruppe {s’} gehoren.
Diese Primideale sind fast alle Primteiler derjenigen Primideale
aus k, deren Relativgrade in bezug auf £ [ sind.

Auf Grund von Satz 2 und 3 konnen wir weiterhin folgendes
behaupten :

Satz 4. FEs set 2 ein endlicher Zahlkorper und k irgendeine

endliche Erweiterung von 2. Dann gibt es in k wunendlich wviele

© Primideale, deren Relativgrade nach 2 grosser sind als 1.

(3) Hier meine ich unter dem Wort |, fast alle ¢, dass man die Diskriminantenteiler
von K/Q, die zu {g*} gehoren (also endlich viele Primideale), ausschliessen soll
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§ 2.

Im betonten Gegensatz zu den endlichen Zahlkiorpern gilt Satz 4
allgemein nicht mehr fiir die unendlichen Zahlkorper. Vielmehr exis-
tieren unendliche Zahlkorper, fiir die der folgende Satz gilt:

E's existieren unendliche Zahlkorper, derart beschaffen, dass es in
thren geeigneten Erweiterungen von endlichem Grade nur endlich viele
Primideale gibt, deren Relativgrade in bezug auf den Grundkorper
grosser sind als 1.

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir vorerst den folgenden
Existenzsatz beweisen : |

Satz 5. Es sei 2 ein endlicher Zahlkorper und D1, Y2, ..., Pr
eine Primidealmenge aus 2. Ferner seien fi1, fiz, «..., Sy s Sy oe
Jorgs wovi s o1y frzy oo s, St gegebene natiirliche Zahlen. Dann existiert
ein unendlicher Zahlkorper, in dem nur p; G=1,2,383, ...., r) endlich
viele Primteiler Vi, ...., Pi, enthalten, und der Relativgrad® von
P nach 2 foy (v=1, ...., &) ist, aber aus einer vonm Pi, Pz,

.+, Dr verschiedenen Primidealmenge G1, Gz, «.v., Qi) «v.., q iMMeEr
diejenigen Primteiler hat, deren Relativgrade nach 2 alle durch eine
beliebig bestimmte natiirliche Zahl h; teilbar sind.

Beweis. Zum Beweis benutzen wir einen von Herrn HASSE® be-
wiesenen Existenzsatz. Man kann einen endlichen Zahlkorper k,; iiber
£ konstruieren, so dass in k; die in Voraussetzung gegebenen Primi-
deale by, ...., b, und q; die folgende Primidealzerlegung besitzen :

t;
p; = (1T PP)*
%=1

1 =1, ....,’r)

x=1, ...., &

mit | Nua @) =9 (

(4) Wir definieren den Relativgrad eines Primideals nach seinem Grundkérper wie
in einer Arbeit von HERBRAND. Siehe HERBRAND, Théorie arithmétique des
corps de nombres de degré infini, Math. Ann., Bd. 106, S. 478. Im folgenden
bezeichnen wir diese Arbeit mit H.

(5) HASSE, Zwei Existenztheoreme uiber algebraische Zahlkérper, Math. Ann., Bd.
95, S. 229.
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wobei e; >\ fix = der Grad m; von k; nach £ ist. Ferner ist
z=1

e € @ 70
= ()" QO mit Nio(Qu) = Chf s veees Nia(Qff) = o)

Dabe1 sind /i, ..., £ alle durch %, teilbar und euf“’+ e fO=m
Dann kann man einen Zahlkorper ks vom Grade ms iiber k; so
konstruieren, dass in %, die folgende Primidealzerlegung stattfindet :

=1, ..., 7
PO — (P2 ( ’ ’ )
woe ()
und alle Primteiler QF, ...., Qf von gz nur diejenigen Relativ-
grade nach k; haben, die sdmtlich durch A teilbar sind.

Weiter kann man dieses Verfahren folgendermassen fortsetzen:
Man kann nidmlich den Korper k: vom Grade ms iiber ks so konstru-
ieren, dass in ks

t=1, ...., r
we—on (207
B = () x=1, ...., &
sind, und jeder Primteiler von qz aus 2 einen durch hs teilbaren
Relativgrad nach k. hat. Im Allgemeinen macht man es so: Man

soll iiber %,-; einen Zahlkorper k, vom Grade m,, konstruieren, derart
dass in k&,

D (TN 1=1,....,r

P = (BE) (z=L.””t)
sind, und jeder Primteiler von g, aus © den durch A, teilbaren
Relativgrad tber %, hat.

Nun bestimmt eine Korperfolge ki, ks, ..., k., ... iiber © einen
unendlichen Zahlkorper k, der die im Satz 5 verlangte Eigenschaft
hat. Das beweist man folgendermassen :

1. p; sei ein beliebiges Primideal aus p;, bz, ...., p.. Dann ist
p; nur durch diejenigen Primteiler aus % teilbar, deren Grade nach
2 fir. sind. Denn p; ist durch die Primideale %:. aus & teilbar, die
durch die Primidealfolge p;, BL, ...., P®, .... definiert sind. Wir
benutzen die Bezeichnung i, = EE‘"’ Nach der Konstruktion von

k hat P den Relativgrad fix nach 2, aber B2, P, .... haben den
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Relativgrad 1 nach ki, k2, ...., ks, ..... Also hat P den Relativ-
grad fi, Uber 2©®. (Es ist auch leicht einzusehen, dass jedes p; in
k nur durch endlich viele Primideale B, Puz, ...., P, teilbar ist.)
2. Es sei g, ein beliebiges Primideal aus der Primidealmenge
Qis G2y evees Gis +.... Nun sei Q.= {(Q¥) (s=1,2, ....) ein
Primteiler von a, in k. Da nach der Konstruktion von & Q& aus %,
den durch 4, teilbaren Relativgrad nach k,-; hat, so hat Q, den
durch #, teilbaren Relativgrad nach 2. Damit ist der Beweis beendet.
Durch den obigen Satz kann man auch folgenden Satz beweisen ;
Satz 6. Es ser 2 ein endlicher Zahlkorper, vy, b2, ...., pr seien
eine Primidealmenge aus £ und fu, fiz, ..., fiys for, iz oevns Forgs
vee s Jo1y Fr2y oo, S, gegebene matirliche Zahlen. Es existiert ein
unendlicher Zahlkorper k iiber £ und eine Erweiterung von endlichem
Grade wber k, derart dass jedes Primideal p; in K endlich viele Prim-
teiler hat und die Relativgrade dieser Primteiler nach k fa, fi, ...
fiy; sind, aber alle anderen Primideale aus K den Relativgrad 1 nach
k haben.

Beweis. Zunéchst konstruieren wir einen Korper £, vom Grade

.9

n lber £, derart dass in £, die folgende Primidealzerlegung statt-
findet :

. (4 es . £
Pt (BY ... BO mit Noo(PQ) = pl*

=1, ...., T

&
wobei ¢ > fi,=n ( ) sind, und ferner fiir ein von
V=1

V=11 cesey Ug

P1, P2, ...., br verschiedenes Primideal a aus £
a=A .... A mit Noo®@)=a und W;==A; (ij) ist.

Es sei & eine natiirliche Zahl, welche durch die Relativgrade aller
Primideale aus £, (in bezug auf £) teilbar ist. Dann koénnen wir
nach Satz 5 einen Zahlkorper k£ so konstruieren, dass die Primideale
P1, P2, «..., b und a in k sdmtlich nur einen einzigen Primteiler
haben und sogar ihre Relativgrade nach £ 1 sind, aber die von ihnen

(6) H.S. 478.
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verschiedenen Primideale aus £ in & nur diejenigen Primteiler be-
sitzen, deren Relativgrade in bezug auf £ immer durch % teilbar sind.
Durch die Zerlegung von a in & und £, sieht man sofort, dass &
und £, ausser £ keinen Zahlkorper gemeinsam besitzen. Nun bilden
wir das Kompositum K von & und £,. k sei durch eine Korper-
folge ko= 9, ki, ...., ks, .... definiert. Dann ist K durch die
Korperfolge 2, 2o = Ko, 2k1=Ki, ...., ks =K;, .... definiert.
Dass jedes p; (=1, 2, ...., 7) in K nur endlich viele verschiedene
Primteiler hat, kann man folgenderweise beweisen :
Nach der Konstruktion von £ hat p; nur einen einzigen Primteiler
) in k. Da K eine endliche Erweiterung iiber % ist, so enthilt p
in K nur endlich viele verschiedene Primteiler.” Also enthdlt p; in
K nur endlich viele verschiedene Primteiler.

Nun sei §; ein beliebiger Primteiler von p; in K und %; sei durch

die Primidealfolge p;, BO, BO, ...., PW, .... definiert, wobei B¢
(s=0,1, ....) die durch 3; teilbaren Prlmldeale aus K, sind. (Also
ist R ein Primideal unter PP, ...., PF.) Ohne Beschrinkung der

Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass PO = PY, also Ny (B
Fi s
= Noj (PP) = p* ist.
W op® .. p¥, .... seien die durch 9; teilbaren Primideale
(wir nennen sie auch ,,die §3; entsprechenden Primideale‘‘) aus ki,
ks, ..., ks, .... Dann ist nach der Konstruktion von %

b= ()7

’

wobei mi, mz2, ..., m, die Relativgrade von ki/ko, ka/k1, ..., ks/ks—1
sind. Da £ und £k, iiber 2 teilerfremd sind, so ist der Relativ-
grad f{ von P nach k. gleich

f
(fa, 1) =5,

weil der Relativgrad von p{® nach £ 1 ist. Daraus folgt nach der

(7) H. S. 484. Théoréme 10.
(8) H.S. 489. Lemme 2.
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Definition iiber den Relativgrad®, dass P; den Relativgrad f;; in
bezug auf k hat. 4

Fir ein beliebiges Primideal P) unter RP, ...., PY gibt es
immer ein Primideal in K, welches Primteiler von T ist. Aus der
obigen Beweisfithrung ergibt sich, dass der Relativgrad dieses Prim-
ideals nach & f;, ist. Also hat jeder Primteiler von p; einen Wert
von fua, ...., fir; als seinen Relativgrad in bezug auf %, und fiir
jedes fi, von fu, ...., fir, gibt es in K mindestens einen Primteiler
von P;, dessen Relativgrad f;, ist.

Mit derselben Uberlegung kann man auch beweisen, dass das
Primideal a in K nur diejenigen Primteiler hat, deren Relativgrade
nach k£ 1 sind.

Nun sei {0 ein beliebiges zu pi, p2, ...., p. primes Primideal
aus K. ¢ seidas Q entsprechende Primideal aus € und <@, QO, ...

@, ... die Q entsprechenden Primideale aus Ko, Ki, ..., K, ....
Ferner seien q, g®, ...., q, .... die Q entsprechenden Primideale
aus ki, ke, ...., ks, ..... Es seien A, (s=1, 2, ....) die Relativ-

grade von q©® nach £ und f sei der Relativgrad von T nach £.
Dann sind die Relativgrade von ¢ nach £

f _ (10)
TR (s=1,2,....).

Wenn s hinreichend gross ist, dann ist h, durch #, also durch f
=1,

teilbar (nach der Konstruktion von k). Daher sind immer —- !

(f; ko)

wenn s geniigend gross ist, d. h. der Relativgrad von < nach % ist 1.

Damit ist der Beweis fertig.

Bemerkung 1. Nach diesem Satz kann man insbesondere einen
unendlichen Zahlkorper und seinen endlichen Erweiterungskorper K
so konstruieren, dass alle Primideale aus K den Relativgrad 1 nach
k haben. ’

Bemerkung 2. Auf Grund derselben Uberlegung wie im Satz 6
kann man einen unendlichen Zahlkérper £ und seine endliche galois-

(9) H. S. 483. Définition.
(10) H. S. 489. Lemme 2.
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sche (auch abelsche und zyklische) Erweiterung K iiber k konstruieren,
derart dass in K nur endlich viele Primideale existieren, deren
Relativgrade nach % grosser sind als 1, aber die anderen Primideale

alle die Relativgrade 1 nach & haben.

§ 3.

In diesem Paragraphen konstruieren wir einen unendlichen Zahl-
korper, fiir dessen beliebige Erweiterung von endlichem Grade Satz 2
und Satz 3 stets gelten.

Es seien I; <lz<...., <ls<.... unendlich viele verschiedene
Primzahlen. Dann konnen wir iiber :Q/einen zylischen Zahlkorper k:
vom Grade [/, und tber ki einen zyklischen Zahlkorper ks vom Grade
I, konstruieren. Man kann allgemein einen zyklischen Zahlkérper

'vom Grade 1, Uber k,-1 konstruieren. Dann definiert die Korperfolge

9, ki, ks, :..., kn, .... einen unendlichen Zahlkorper k.

Satz 7. Es sei K ein beliebiger Erweiterungskorper vom Grade n
wber k. Dann gilt fur K Satz 2 und Satz 3. ’

Beweis. Wenn u eine geeignete natiirliche Zahl ist, dann ist K
durch eine Korperfolge @, k1, ..., kv, Kp, Kps1, oo, Koy ...,
definiert®, wobei K, eine Erweiterung vom Grade » iiber k&, ist. B
sei ein Primideal aus K, welches den Relativgrad f nach % hat.

Ferner sei 8 durch die Primidealfolge p, p®, p@, ..., p®™, P& .,
B, .... de niert, wobei p, p®, ...., p® die P entsprechenden Prim-
ideale aus 2, k1, ...., by und PO (s =y, p+1, ....) die L entspre-

chenden Primideale aus K, bedeuten. Da der Relativgrad von B nach
L f ist, so haben B immer den Relativgrad f nach k., wenn s hin-
reichend gross ist(?,

Nun nehmen wir s (s=>pu) so gross, dass alle le1, Lz, ...
grosser sind als f. Nach Satz 2 in § 1 gibt es in K unendlich viele
Primideale, deren Relativgrade nach k, f sind. Es sei Q® ein beliebiges

(11) Fiur eine algebraische Zahl « sei K = k(z). Dann ist « schon eine Wurzel einer
in k. irreduziblen Gleichung n-ten Grades, ist also Ky = ky(«), wenn ¢ hin-
reichend gross ist. Ferner folgt, dass Ku+1 = ku+1(%), ..., Ks = ks(2), ... sind.

12) H. S. 484.
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unter solchen Primidealen. Dann ist ein Primteiler Q von Q© aus
K vom Relativgrad f nach k. Denn seien Q®, QG+ . .. (s> )

die { entsprechenden Primideale aus K., K.iy, ..... Dann sind
die Relativgrade f=f®, fe*v, . von Q., Qes1r .... nach ks, ksi1,
.... durch die folgenden Formeln gegeben :
(s+1) — __.,L,,,N
T = e, 1)
(s+2) — ‘,,‘_,f
f (hs+2’ j) ’

’

wobei h,., den Relativgrad des {Q entsprechenden Primideales aus
ks.v nach k, bedeutet. Da ki1, hsiz, ... Teiler von I,,1, ls+1lsi2, oo
und nach der Wahl von s f zu ls1, L2, ... prim sind, so sind alle
Jern, fed . gleich f. Also ist der Relativerad von £ nach k
gleich f. Weil es in K unendlich viele dieser Q® gibt, so existieren
in K unendlich viele Primideale, deren Relativgrade nach % S sind.

Nun sei [ ein Primteiler von n. Da die Relativgrade von K.lk.,
Kyalkys1, ..., nsind, so gibt es nach Satz 3 in K,, K,.1, .. K, ...
unendlich viele Primideale, deren Relativgrade nach %,, ku.1, ...,
ks, ... 1l sind. Wenn s hinreichend gross ist, dann sind alle I..;,
ls+2, ... prim zu . Essei Q© ein Primideal aus K,, dessen Relativ-
grad nach k, gleich [ ist. Dann folgt nach dem obigen Beweis, dass
ein Primteiler &0 von Q® in K den Relativgrad ! nach % hat. Da
nach Satz 2 in §1 in K, unendlich viele Primideale existieren, deren
Relativgrade in bezug auf k, I sind, so gibt es in K unendlich viele
Primideale, deren Relativgrade nach % [ sind. Damit ist der Beweis
beendet.

Den 26. Juni 1934.
Mathematisches Institut
der Hokkaid6 Kaiserlichen Universitit
zu Sapporo.




