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ZUR THEORIE DER UNITAREN GEOMETRIE

Von
" Hitoshi HOMBU
. B
1. In den zentrierten affinen komplexeh Raum von Dimensionen

kommt eine Metrik hinein durch die Angabe von dem stets reelle
posmve Werte annehmenden Betrag des Vektors v*, v=1,2,..., n

(1) . (vv)=gmv M,
wo M die Konjugierten von v* bedeuten, und es ist

(2) C “ S M = Gpap s
Die Transformationen des affinen Vektorkoérpers, welche die Form (1)
d.h. den Betrag jedes Vektors invariant erhalten, werden die unitiren
Transformationen genannt. .

Ist der Rang von g« gleich %, so kann man bekannthch fuar

die v* eine lineare Koordinatentransformation mit nicht verschwin-
dender Funktionaldeterminante, zugleich fiir die Konjugierten v™ die

konjugierte so. bestimmen, dass der positive definite HERMITEsche
Ausdruck sich zur normalen Form

(8) (vv) = Zv"v’ |

bringen ldsst. Das neue Koordinatensystem heisst normal. |
" In einem normalen Koordinatensystem wird eine infinitesimale
umtare Abbildung durch die folgende Form mit reellen Parametern

€, f% gegeben:

(4) UF = 5 dips af-—z(ez o

e?,-=—e?}-, ffj=f‘.ii.



28 H. Hombu

2. Eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit X, ist der
Inbegriff der Werte, die » Variablen z*, v=1, 2,..., n annehmen.
X, wird die Gruppe ® aller solchen Koordinatentransformationen
unterworfen, bei denen die neuen Koordinaten «*, k =1/, 2/,..., n’
analytische Funktionen von 2* sind und eine nicht verschwindende
Funktionaldeterminante haben. Die konjugierten «X, K=1',..., n’
von z* sind dann analytische Funktionen von z¥. Die Gruppe ® ist
also der Gruppe @ der Transformationen der konjugierten in einein-
deutiger Weise zugeordnet.

In jedem Punkte von X, betrachtet man erstens die Grossen
erster Art (gewohnliche kontravariante, kovariante und gemischte
Grossen) bzw. die Grossen zweiter Art, die sich in iiblicher Weise
bei Transformation der Gruppe ® bzw. & transformieren. Zweitens
wird nach SCHOUTEN und VAN DANTZIG® der Begriff der HERMITEschen
Grossen definiert, deren Bestimmungszahlen sich wie das Produkt
der Bestimmungszahlen von Grossen erster und zweiter Art trans-
formieren: z.B.

gis = A A¥ gim
wobei

A »M
Aﬁ_ax A}I:Bx

- ]

9 '

In X, sei ein positiver definiter HERMITEscher Tensor gu zweiten
Grades und n-ten Ranges eingefiihrt. X, , die dann die HERMITEsche
Massbestimmung

ds? = g)‘de)‘ dxM

bekommen hat, soll unitir heissen und mit U, bezeichnet werden.
In U, hat SCHOUTEN und VAN DANTZIG erst eine lineare Ubertragung
in solcher Weise hergeleitet, dass bei der Parallelverschiebung eines
Vektors sein Betrag unverdndert bleibt und dass sie noch drei
natiirlichen (intrinséque) Forderungen genigt, aufgefasst als eine

(1) J.A. SCHOUTEN und D. vAN DaNTzIG, Uber unitire Geometrie, Math. Ann,,
103 (1930), S. 319-346.
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gewohnliche lineare Ubertragung in einer reellen Xz, , deren Koordi-
% (x* + xA)=2* und Elq,_ (x* —2xA) =z sind. Die lineare
Mannigfaltigkeit, die die Linienelemente in einem Punkte erzeugen,
ist ein zentrierter affiner komplexer Raum. Um also die unitire
T.’Ibertragung, die von SCHOUTEN und vAN DANTZIG stammt, vollstindig
festzulegen, ist es hinreichend, die dritte der drei Forderungen
zusammen mit der Forderung, dass die linearen Abbildungen von

der Ubertragung unitir seien, aufzustellen.

naten

3. Im Folgenden mochte ich eine neue verallgemeinerte Geometrie
begriinden, indem die Massbestimmung in X, sich folgendermassen
definiert :

(5) ds® = Q(x*, x4, dx?, dzb) ,

wobei die Funktion £ stets reelle Werte annimmt und positiv-homogen
von erster Dimension in bezug auf dx* und auch auf dx* ist.

In jedem Punkte in X, wird jedes System von n Differentialen
dx* (und zugleich dx2) der Koordinaten als eine Richtung im Punkte
aufgefasst, und ein Linienelement erster Ordnung bedeutet ein System
von 2n Werten von 2* und dx*=2'ds. Der Punkt =z heisse das
Zentrum des Linienelementes. Die X, heisse die verallgemeinerte
komplexe Mannigfaltigkeit erster Ordnung KQ®, wenn zu jedem Punkte
in X, jedes System von Differentialen dz* adjungiert wird, anders
gesagt, die KO ist der Inbegriff der Linienelemente erster Ordnung
in X,,, die mit (z, dz) oder (x, #’) angedeutet werden."

In KQ definitionsgeméss wird eine Metrik

0%

(6) O (2, 22, 2 2 A) 82 8™, gim = Py

in der Umgebung des Elementes (x, 2’) eingefiihrt, die die quadrierte
Entfernung zwischen den Zentrums  und z+38x des Elementes (z, x')

(1) Vgl A. KAWAGUCHI, Die Differentialgeometrie in der vefallgemeinerten Man-
nigfaltigkeit, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Tomo 56 (1932),
S. 245-276.
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und des benachbarten (x + 8z, ' +8x’) gibt. Das in x*/ und x4’ nullte
homogene giu ist “ein kovarianter HERMITEscher Tensor zweiten
Grades. Es soll vorausgesetzt werden, dass der Rang des Funda-
mentaltensors gy gleich n ist; dann diirfen wir g,x und g™ zum
Herauf- und Herunterziehen der Indizes von den Grossen verwenden
wie bei einem gewdhnlichen Fundamentaltensor.

' Der zentrierte affine Raum in jedem Elemente ist HERMITESsch.
Die verallgemeinerte unltare Ubertragung U, wird folgendermacsen

geschrieben:
(7) : f 8?)“ = dv'+wiv*, konj.,
welche aber der Relation

80w =-0

geniigt. Um die Ubertragung festzulegen, ist es genug, die modifi-
zierte zusidtzliche Forderung nach SCHOUTEN und VAN DANTZIG
einzufiihren: Ein in einer isotropen X, gelegener Vektor soll bei
paralleler Verschlebung in emer in einer isotropen X, der anderen
Art enthaltenen Richtung (dz, dx’) in K nach einer benachbarten
isotropen Xn der erstgenannten Art in einen pseudoidquipollenten
Vektor iibergehen. Die Ubertragung (7) bekommt sodann die Form

(8 ) Sv¥ = dv'+ 17, v*dx* + CY v da*! konj.,
wobei I3, und C%, in die Form

v _— MvO%im
D =g

(9) - 3
C ng M __ My 928 konj.

o’ T axMoxMax*

gegeben werden.

4. Das kovariante Differential von x*’ selbst folgt sofort aus (8)
10) & = dxM + IV dxe = da*’ +Gidx” , konj.
(11) G = I,z , konj.
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Mittels dx* ldsst (8) sich in die Gestalt

8) Sy — R A av 2\ 70 av ‘av M)
®) &= (2 G)d +( KLl )dx+ MY
+a—a—8x9’ + (I3 da +CA..,8x"”)v , konj.

schreiben, wo

(12 - - I3 = IW,—CY% G5, konj.

Unter Beriicksichtigung von (8’) werden die kovarianten Ableitungen
verschiedener Art folgendermassen definiert®:

4 __ o
Fo¥” = ax**’GqF% ’
8v’ _ 3oV
Pov’ = —— GY¥
1) . x® oW
oy
Pov’ = ;’;’w, +Crv*
= v
. Pov® = - .
N Q ey

Man berechnet leicht, dass die Krﬁmmungs- uhd die Torsions-

grosse der Ubertragung nur die folgenden mcht verschwmdenden
Bestimmungszahlen haben:

by A
| St = Ifi&, il = aG aaxGX? G“})’
(14) . .
| .
St = 1 gg Sit = LCh, konj.;

(1) -Siehe A. KawagucHI, Theory of connections in the generalized FINSLER mani-

fold, III Proc. of the Imp. Acad., 9(1933), S. 347 350 ; E. CARTAN, Les espaces
de FINSLER,. Paris, 1934.
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* v A

91 awA’ mA’
e orxy 3G =... 9CY
(15) Bir = 28 4 0, 20 Rir = 2%

\ R = —3C% + 808Gy, konj.,

so dass

Piulu?’ = Spdrav®, [pPuv’ = PPov’ =0,
(FulPo—FolFu)v” = —Ruo v° +28:5* Prv”—285,AF 0",
FuFPu—TPul)v" =282 Fav", FuFPo?” = Sua®Fav",
(16) | (7, Pa—Fop,)v* = —Rudi*v* +28:52 v,
(PoPa—FPoP v = —Rya v° |

FoPu—F P’ = —Rap vP +256,AF 0",

T uFa—FPaluv® = 28usAr,v°, konj.

Unmittelbar aus (14) und (15) folgen die Beziehungen

Ry = Ruop¥a” = 28,07,
(17) Ris =R o = 25:2” .
Ropyt = Rapa' =0, Ryo* =R;oa” =0, konj.

und ferner
R = 2F,S;0"+48;,"Sae* +48:,"Sa:2
(18) Ry = 2P, S:0"+48::"Sx0"  Rapy” = —2PaS;;",

R0 = 2P, S;:Y;  konj.,

die besagen, dass die Torsionsgrossen S.d, S‘Lé", S;o* in unserer
Kriimmungstheorie dieselbe Rolle spielen, wie der Grundtensor in der

BERwWALDschen Kriimmungstheorie von dem FINSLERschen Raum.

5. In den folgenden Tafeln mochten wir die vollen Identitdten®
ausser (18) filr die Torsionsgrosse sowie fiir die Krimmungsgrosse

(1) Wir gehen nicht auf die ndhere Diskutierung dieser Identititen ein.
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zum Ausdruck bringen, die mit der sogenannten BIANCHIs¢hen
Identitdt analog sind:

PiSeef = 28a Spar™  PuSis’+ Ry = 4Sp 1m1™ Ser=’ »
PruSai® —Sio™ Sand +28uiA Suif=0, FrSinuft=S"Su="
21w Sins + TpSpe® = 48an” Sipp ™ +28:57 857

(19)
Rrormi”™ = PaSec™+485131" 804" FoSum™ = SpSim” »
PoSim™—PuSis™ + 28 Sin™=0, FrSinif =285 " Sixief »
\ PpSiprafy =0, Ropo™ = Bpipie™ =0, konj.
und

PR = Sia” Rags” +28wm” Bigke” s
PaaRo 1Y = SuARo A" +280 ™ By
FuRoms” = Sio* Bisp”,  PaaBinie® = Sud® Bei”
¢ uRis: ' —PeRiwy'—2 Sis™ Risey ¥ + 2535™ Rains”
+28iw Ry =0,

(20)  ( 7aRp; ¥ + P Ripy” +255." Rapy B

+285.N Ri* —2S5 % Rute” = 0,
PuRipian = 286 Buie ¥y PaaBiniiyy” =28icc™ Binisn”s
PuRas =0, FuBRiaisgs’ = 0,
PRt —PoRia® = 285" R »

Pa R’ + P Risy® + 28w P Rz’ = 0, konj.

6. Wie wohl bekannt ist, werden in der n-dimensionalen
FINSLER-metrischen Mannigfaltigkeit F, zwei bemerkenswerte Uber-
tragungen B,, C, von L. BERWALD und E. CARTAN bestimmt, welche
beide fiir die invariantentheoretische Behandlung dieses Raumes eine
Wichtige Rolle spielen. In ein in dem F, liegende X,, kommt wieder
eine FINSLERsche Metrik hinein, folglich induzieren zwei Ubertrag-
ungen B, bzw. C.. Aber im allgemeinen fallen diese keineswegs
mit denjenigen Ubertragungen zusammen, die aus B, bzw. C, durch
die Projektionsmethode in die pseudo-normale (n—m) - Richtung her-
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geleitet werden.®? Die pseudo-normale Richtung wird in bezug auf
die in der Umgebung des Linienelementes definierte Metrik betrachtet.
Diese Unbequemlichkeit verschwindet gewissermassen in unserer
veral]gememerten unitidren Geometrle @

Es sei eine X, mittels der Parameterglelchungen
(21) . x¥ = at:"(,y1 y eeeey Y™

mit m komplexen "Parametern y" @,..., g=1,..., m gegeben.
Die Funktionen x* seien 1m betrachteten Gebiet ‘regulir und die
Funktionalmatrix habe iiberall den Rang m. Aus den( )Bestlmm-.

ungszahlen des Emheltsafﬁnors B der X

. ax .
22 . Bl = , konj.
(22) ‘ a " onj
und dem Fundamentaltensor g,z der in X,..induzierten Ma§sbestimm-
ung '
(23) g’ B = BB g\

laséen, sich die ( )Bestlmmungszahlen des B
(24) ‘ | Bf"—‘-“-g'BcngxM , konj.
bilden, fiir welche bestehi:

8B; _ pu 0B: _ p. 8Bz _

ayD yDl - ba—y-d‘,— konj.

(25) -

Die zum Fundamentaltensor ¢’z gehorige Ubertragung, induziert
in X,,, ist nichts anderes a]s diejenige, die aus der Forderung erhaltén

(1) In der Jahresversammlung fur 1933 der ‘¢ Physico-Mathematical Society of
Japan’ hat der Verfasser eine kleine Bemerkung zur BERWALDschen Uber-
tragung vorgetragen. Fiir die CARTANsche Ubertragung vgl. M. HaiMovIcl,
Formules fondamentales dans la théorie des hypersurfaces d’un espaces de
FINSLER, Comptes rendus, Paris, 1934, Tome 198. ) ) ‘

(2) Alles sind fast analog wie in der Theorie von SCHOUTEN und VAN DANTZIG.
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wird, dass das kovariante Differential eines in ihr liegenden Vektors
die Projektion des kovarianten Differentials in U, auf ihm sein soll:

(26) 8’v° = Bs&v*, konj.
8’g¢’1B = 0 ’
(27) 'S = Bf\‘;w;-l-BidB; , konj.

Fiir das Linienelement, das in Un liegt, ergibt sich ohne weiteres

(28) dz* = Bidy*, 8" = B:8'y”+Hidy*, konj.
WO
(29) H} = By +GLB;—BjG's, konj.

H; ist mit dem Index » unitdrorthogonal zur U,®. Mit ihrer Hilfe
lassen sich die Beziehungen zwischen den kovarianten Ableitungen
in U, und U,, fir ein in U,, liegendes Vektorfeld v* folgendermassen
schreiben :

[ Far = B3y, v*+ By H:P,v*, Fir = BF.v*, konj.

30) < _ _
| Fuv° = BsMpyv* + BsHMP v, Flav® = BMPyv*, konij.
Bips v+ Hi v = ppv”+ v HpyY,
(31) BErgv'+ HEPsv* = py’v'+0* Hy® ,  konj.
BEEB’DV —_ Eu’v\‘ +,v}\ ';iv , BI'VRIr—yB,vV — EM"UV"'U)‘I?:&[.)‘V ,
wo
B;3B; = Hy;*dy’ + Hp,"dy® + Hye* 8"y + Hp, 8'y™
also
. ( Hy = Bi°p,Bi+B:HP,B:, H,®= BJF,B., konj.
(32) _ _ .
Hg,' = BYeruBi+ B:HY¥ruB:, Hg,' = Bi;7uBi. konj.

(1) In der Tat, H = C} (Bl ¥ +G\ BY).
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ist. Man sieht leicht, dass
(83) H;;*axM = Hy, (HioM = Hy o = Hy*«™ = 0) konj.

ist, indem man die Relation

x* 8By = Cyéx* = Hdy*
beriicksichtigt. Setit man

L;% = BuPsBi+B.H P, B}, usw.,

so ist

LY = H;,, usw.®

Fir die Bestimmungszahlen von H;;® gelteh wegen (25) und (29)

” —("’Ba +BY F¢+B°'H,,C.,{, v,

Hi;* = 2Bj;C; 84", Hp=Hi' =0, konj,
woraus (33) wieder folgt. In iiblicher Weise aus (31) und (16) folgt

( Dy H= (B}, Ss:°+2BLH S )HY ,@
28'ca" = 2B S’ +2B: HYS;i + H Hy® ., — Do H.

(85) | H,.' =.D.‘,H,Z+2B;E.,H}S';‘; ¢ Sy = B®.S:;",
S = B;‘;};S;,;T+2Bﬁ,,H~‘]B"§;§ ,
L 23' = ZB San+.HvHQ M_.DQH ’ konj.

(1) Bi3B§ = g¥4gax(BASBY) .
(2) Es ist zu beachten, dass fiir jede in X,, definierte Grosse von U, die invari-
anten Ableitungen D, G, D, G (konj) erklart werden, wie folgt:
DyG=Biva G+HIV.G, #G=BiT«G, konj.

8G = Dy Gdys+D4 GdyA+D,G B’ya/+DAG8’yA’
z. B.

H;,Y=D,B,, usw.
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und
Rluoi? = B Row: ™+ HE HY B Rowe. "+ HpiP Ho Y s
(36) | Ris’ = BMRRiv;" + H BYYRoy: "+ HysP Ha
R';o:" = B Row: "+ Ho HyY,,  konj.,

von denen die letzte die Verallgemeinerung der GAussschen Gleichung
fiur U,, in U, ist.

II1.

7. Der Reduktionssatz fiir die unitidre Ubertragung U, lautet,
dass die Differentialkomitanten von g,y die algebraischen Komitanten
von gwm, Si.’, Ruoy¥ (konj.) und den kovarianten Ableitungen von
Si.Y, RibY (konj.) sind. Die speziellen Ubertragungen €, fiir welche
die kovarianten Ableitungen von Sj;;*, R, alle identisch verschwind-
" en, bilden deshalb eine bemerkenswerte Klasse. Im folgenden méchte
ich eine einleitende Bemerkung fiir diese UUbertragungen vorausschick-
en, in der sich der fundamentale Satz erwidhnen lisst.

In seinen griindlichen Arbeiten® hat E. CARTAN alle RIEMANNsche
Ridume € mit solcher Eigenschaft ndher untersucht, dass die Paral-
lelverschiebung in diesen Rdumen die zu einem zweidimensionalen
Elemente gehorige Krilmmung, also auch den Kriimmungstensor
K..:' invariant ldsst. Unser fundamentaler Satz und sein Beweisgang
sind ganz analog wie dort angegebenen.

Wihlt man normales nicht-holonomes lokales Bezugssystem in
jedem Punkte der U, anstatt des zu krummlinigen Koordinaten der
U, tahgentialen holonomen Systems, so wird die unitidre Punktiiber-
tragung durch die folgenden Gleichungen gegeben :

(87) dgi+wi+w§gj=0, 757=1,2,....,m)

(1) E. CARTAN, Sur une classe remarquable d’espaces de RIEMANN, I. II, Bulietin
Soc. Math. France, 54 (1926), S.214-264; 655, S. 114-134; Annali di mat., (4)
4 (1927), S. 209-256; Annales Ecole Norm., (3) 44 (1927), S. 345-467.
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wo o’ die PrAFFschen Ausdriicke beziiglich der Differentialen der
Koordinaten sind und o} = —of beziiglich dieser Differentialen und
derselben der von der Wahl des lokalen Bezugssystems abhidngigen
Parameter; man setzt

38) S

n i < .
(On = wauy, ds* =o'V .

i=1

Die Torsions- und Krummungsgrossen lassen sich folgendermassen
erklédren:

(39) @ = 3 ool S [w o],
(40) @) = 3 whofl— Biif [oFof] .
=1 K,l .

Umgekehrt wird die von SCHOUTEN und VAN DANTZzIG aufgestellte
Ubertragung dux:ch die Gleichungen (37)-(39) charakterisiert. Geht
man ndmlich aus dem nicht-holonomen Bezugssysteme zu dem
holonomen zuriick, so ergibt sich aus (39)

0 = [dx*, I\dx*+ I)odx®]— S,”’[dx“ dx'],
also " ‘ . . .
'’o=0.

In jedem Punkte der U, wird die holonomische Gruppe von den
Transformationen des Vektorkorpers bei parallelen Umkreisungen
geschlossener Kurven betrachtet; die holonomischen Gruppen in den
verschiedenen Punkten sind einander h'omolog.@) In jedem Punkte
der U, kann man nach CARTAN solches Bezugssystem zugrunde
legen, dass die holonomischen Gruppen analytisch in demselben Aus-

MW I1=1,3 ...., n

(2) Vielleicht wird es niitzlich sein, anstatt der holonomischen Gruppe die von den-
Transformationen des lokalen Bezugssystems (bei Umkreisungen geschlos-
sener Kurven) erzeugte Gruppe zu betrachten.
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druck I dargestellt wiirden und auch dass die fundamentale Gruppe
der U, die Gruppe I werde. Die in Betracht kommenden Bezugs-
systeme in einem Punkte werden durch die__ Transforma.ti()nen aus I’
miteinander transformiert, sind folglich von den r Parametern der
holonomischen Gruppe I” abhingig. Man bezeichnet mit U.f,
a=1,2,...,7 ,

i i 8f A
Usf = 0 div7 == = 3 (655 +if5)v'pi
(41) « 77 v 25 (e 1
(¢ = —e%: [ =1

die » linear unabhidngigen infinitesimalen Transformationen der
Gruppe I Dann gehen die »% bei Verwendung 7 neuer Ausdriicke

iber in:
(42) i =>1d;6°, konj. ;

die stets reelle Werte annehmenden 6° sind PFAFFsche Ausdriicke
beziiglich der Differentialen der Koordinaten 2*, x4 und der r Para-
meter der Gruppe I, und bilden nebst o', ' ein (27 + 7) linear
unabhiingiges PrAFFsches System.

Die Klammerausdricke der infinitesimalen Transformatibnen
U.f werden mit den Strukturkonstanten c:;* gegeben :

(U.U) = Seii Unf
woraus folgt
(43) 2 (d?kd{cj“—d?kd.’g)' == —2 c;{;’d?'j ‘e
k=1 o 8 g (4 T=1 ks
Dabei ist es zu beachten, dass alle c;;™ reel sind.
8. Infolge (42) folgt aus (39)

(44) o = 3 di, [0 6°] —%z; S;yi[w*el]

p=1p
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und aus (40)
54 {07~ 0 901) = — 5 R Tt

unter Beriicksichtigung von (43), woraus sich ohne weiteres ergibt

(45) 6% —2> 6. [076°] = —3) b gy [0F 0],
(A1) K,k
(46) RI.{};_;i = E ﬁi?gb'th ’ konj.,

da der Rang der Matrix (d¢; d?;) gleich r ist. Weil die linke Seite von
PP
(45) reelle Werte annimmt, muss die Relation

—

bestehen. Wenn man also definitionsgeméiss b%x, = ——-bf‘,,Kv, bku

=b%, =0, di; = df, df; = di; = 0 setzt, so ist
P p P P

46" Ripa' = 37 d% blox ,
(47 El"fg+(;l% =0, WPwu+biss =0.

Fir den Raum € erkennt man, dass Rjj;®, S;* und somit auch
b% x; konstant sind, und dass wegen der Beziehungen®

Ropxn = —Ropn » konj.
S.D. (54), (65)
Rouin — Ranop = 2rSone —2FaSiun

fiir die Bestimmungszahlen R;;:* einfacher

(48) Ripr = — Ry = Rjy = —Rinr

= Ryri; = —Rurjt = Rixjyr = — Ry

besteht. Der durch die Gleichung

*
R = 31 RyssoP™®9°® = 3, Rrymp p¥ Rk = Ri;kL)(Z)

(1) ScCHOUTEN und vAN DANTZIG, a.a. 0. Die dort aufgestellten Formeln werden
mit S.D. zitiert. o

2) pUB = ¥ w¥l .,
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definierte Ausdruck wird infolge (46) und (58) folgendermassen
umgeschrieben

(49) R = Z‘, A*E 8 (A% = AP,

wo die £, linear in bezug auf p% und mit der infinitesimalen Trans-
formation U,f verbunden ist:

(50) £ =2 gb,-p” 5 (03.'5 = il?}-) ,
infolgedessen gilt |

(61) b xn = Zr A*dgp .

. p=1 P
Da

B = Ddyp? = S (eH—ifp = — 3 (—eh—ifflrt = &,
sind die &. und folglich die Koeffizienten At der £ in (49) reel.

9. Aus den Beziehungen

S.D. (53)

" Rapat —Ra% = 2PaSiiY s )
konj.

0 = r.Suy +2Su:*Sine” »

S.D. (68) = PRy’ = Sii®Risi¥, FrRyes™ = Sit"RiiY, konj.

folgt
(52) | ; g’t‘i b‘fK,- = 2 (g?jb’:x,; » S[,,‘Sk]l”‘ =0 # konj.,
(53) - S0k =0, konj.

Da die Formen R und S;x p¥ 2X gegeniiber der holonomischen Gruppe
(41) invariant sein miissen, bestehen die Relationen

(54) (coy*A*P+cg;t AM) =0,

(55) d¢;Si;m—dk;Si;™ = Si;kd™, , konj.
P P P
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Wenn umgekehrt die Konstanten dz (d‘+d’ = 0), ca" (css"+ 307
=0), A*® (= A®*), von denen die letzten zwe1 reel sind, die Beding-
ungen (43), (52)~(55) erfiillen, so gilt die JAcoBische Identitdt fiir
das Multiplikationsgesétz von den Operatoren Y,, X;, Xk, welche
folgendermassen erkldrt werden:

(Y, X)) = —d% Xuf, konj.

(X: X5) =.,—§’,f,‘-’°ka , konj.

X Xp) = —> 1 A%dx, Y.f, konj.
(Y,Y,) = c;;“PYaf, P

(56)

und infolgedessen existieren die (2n+7) PFAFFschen Ausdriicke von
den (27 + r) Veridnderlichen, die den Differentialgleichungen (44),
(45) geniigen. » "

Somit kann man den folgende Satz, wie in der CARTANsche
Theorie, leicht bestitigen :

E's ser ein System der Konstanten d" = -—d’ y Capt = Csi¥ =—¢C3:%,

A**=A"= A", S gegeben, welche den Relatwnen (43),(52)—(55) geniigen.
Ist fe'rner der Rang der Matrices (d‘ d ) und (A°*) gleich r, so exis-

tiert ein unitirer Raum & mit de'r Torszonsgri)‘sse S;;* und der von
(46) und (51) gegebenen Krummungsg'rosse Ry ; die holonomische
Gruppe des Vektorkorpers ist eben die Gruppe I, und der Raum €
lasst eine transitive unitire Bewegungsgruppe G zu, deren Struktur
sich wvon (56) erkliren lisst. (Es existiert im allgemeinen keine
Spiegelung, die das ds? unverdndert lidsst.)

Dezember 1934.



