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DIE DIFFERENTIALGEOMETRIE IN DER SPEZIELLEN
KAWAGUCHISCHEN MANNIGFALTIGKEIT MIT

DER MASSBESTIMMUNG VON EINER
BESTIMMTEN GESTALT

Von

Shisanji HOKARI

In einer metrischen allgemeinen Mannigfaltigkeit, d.h. in einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, der durch das Grundintegral eine
Massbestimmung aufgepr\"agt ist, l\"asst sich eine Differentialgeometrie
erkl\"aren, die zum erstenmal bei Herm Prof. A. KAWAGUCHI $(VIII)^{(1)}$

auftritt. Die Funktion, welche die Massbestimmung bestimmt, h\"angt
im allgemeinen ausser vom Orte in der Mannigfaltigkeit auch noch
von h\"oherer Linienelemente ab. Die Mannigfaltigkeit, wo zu jedem
Punkte in $X_{n}$ jedes System von Werten $x^{\prime i},$ $x^{\prime/i},$

$\ldots$ . , $x^{(m)i}$ adjungiert
wird, ist von H. V. CRAIG (IV) und J. L. SYNGE (XIV) die KAWAGUCHI-
sche Mannigfaltigkeit genannt worden, da sie von A. KAWAGUCHI
zuerst untersucht worden ist. Diese Mannigfaltigkeit ist von A. KAWA-
GUCHI einfach nflt $K_{n}^{(m)}$ bezeichnet worden. Ein Beispiel k\"onnen wir
dadurch geben, dass $K_{n}^{(m)}$ f\"ur $m=1$ die sogenannte FINSLERsche Mannig-
faltigkeit (I, II) darstellt. An der Ausarbeitung der Geometrie in $K_{n}^{(1)}$

beteiligten sich zahlreiche Untersucher, aber f\"ur $m>1$ ist bisher keine
allgemeine Untersuchung gewesen, da die Grundlegung der Geometrie
des Integrals $\int F(x, x^{\prime}, x^{\prime\prime}, \ldots. , x^{(m)})dt$ verschiedener Bedingungen
wegen sehr schwierig ist. E. CARTAN (III) hat neulich die Geometrie
des Integrals $\int F(x, y, y^{\prime}, y^{\prime\prime})dx$ gegen\"uber der Gruppe aller Ber\"uhrungs-
transformationen der Ebene entwickelt; und diese Methode ist von
H. HOMBU (VI, VII) zu dem Falle des Integrals $\int F(x, y, y^{\prime}, y^{\prime\prime}, y^{\prime\prime\prime})dx$

verallgemeinert worden. Aber eine solche Methode ist nicht auf die
allgemeine n-dimensionale Mannigfaltigkeit $K_{n}^{(m)}$ anwendbar.

Seit einigen Jahren hat aber die Theorie der KAWAGUCHIschen
Mannigfaltigkeiten mit der Dimensionszahl $n$ durch die Untersuchungen

(1) Siehe die Literatur angaben am Schlusse dieser Arbeit.
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von H. V. CRAIG (IV), J. L. SYNGE (XIV), A. KAWAGUCHI (IX, X, XI,
XII), S. HOKARI (V) und T. OHKUBO (XIII) eine progressive Ent-
wickelung gemacht. Die Bogenlange $s$ , welche durch das Integral
$\int F(x, x^{\prime}, \ldots. , x^{(m)})dt$ gegeben wird, soll unter der Gruppe aller Koordi-
naten- und Parametertransformationen:

(1) $\overline{x}^{\alpha}=\tilde{x}^{\alpha}(x^{1}, x^{2}, \ldots.x^{n})$ , $f=f(t)$

invariant bleiben; und dies gibt uns die von H. V. CRAIG (IV) gefundenen
Bedinguqgen (1.8) bez\"uglich $F$. Wenn eine Gr\"osse unter dieser Gruppe
invariant bleiben, so wird sie intrinsek genannt. Es scheint uns, dass
die Schwierigkeit der Grundlegung der intrinseken Geometrie in all-
gemeiner $K_{n}^{(m)}$ ihren Grund auf die merkw\"urdige Bedingung (1.8) hat.

In der vorliegenden Arbeit m\"ochte ich mich haupts\"achlich mit Hilfe
von skalarer Dichte mit der Theorie des $x^{\prime\prime i}$ enthaltenden Integrals

(2) $s=\int(A_{jj}x^{\prime h}x^{\prime\prime j}+B_{i}x^{\prime\prime i}+C)^{\frac{1}{p}}dt$

befassen. In Kapitel I wird die einfache Erweiterung der Differential-
invarianten in bezug auf das Integral $\int F(x, x^{\prime}, \ldots. , x^{(m)})dt$ entwickelt.
Dieses Kapitel fangt mit der erweiterten Gruppe an, die die direkte
Erweiterung der von A. L. UNDERHILL (XV) erst gegeQenen Gruppe ist,
und den Definitionen der Affinordichten sowie skalaren Dichten unter
Zugrundelegung dieser erweiterten Gruppe. .Es ergeben sich die $m$

Vektordichten in bezug auf zugrundegelegte Integralfunktion $F$, welche
die Verallgemeinerung der SYNGEschen Vektoren in der KAWAGUCHI-
schen $K_{n}^{(m)}$ sind. Unter Zugrundelegung der Gruppe aller Koordinaten-
und Parametertransformationen ist das Kapitel II der Theorie der
intrinseken \’Ubertragung $\ddagger n$ bezug auf das Integral (2) gewidmet. Es
ist bemerkenswert, dass $dIe$. \’Ubertragungsparameter $\Gamma_{jk}^{*i}$ nur von den
$x^{i}$ und $x^{\prime:}$ abh\"angen; somit ist das kovariante Differential der von $x^{\prime\prime i}$

unabhangigen Gr\"osse mit dem Gewicht $h$ in bezug auf den Parameter
$t$ von den $x^{\prime;i}$ unabh\"angig. In Kapitel III l\"asst sich das in Kapitel II
gegebene Verfahren zu den speziellen F\"allen anwenden; insbesondere
die Anwendung unseres Verfahrens kann die von OHKUBO (XIII) unter-
suchte Theorie so verallgemeineren, dass die Mannigfaltigkeit mit der
Massbestimmung (3.16) hervorkommt.

Hier m\"ochte ich mich besonders f\"ur die lehrreichen Anweisungen
der Herren Prof. A. KAWAGUCHI und H. HOMBU herzlichst bedanken.
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KAPITEL I. Differentialinvarianten in bezug
auf das Integral $\int F(x, x^{\prime}, \ldots. , x^{(m)})dt$ .

1. Erweiterte Transformationen. Wir betrachten $n$ Variablen
$x^{:}$ $(i=1,2, \ldots. , n)$ , die alle Werte von $-\infty$ bis $+\infty$ durchlaufen
k\"onnen. Die Gesamtheit der Systeme von $n$ Werten $x^{i}$ bildet eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit $X_{n}$ . Wir f\"uhren in dieser n-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit durch die $n$ Gleichungen

(1.1) $\overline{x}^{\alpha}=\overline{x}^{\alpha}(x^{1})$ , $a,$ $i=1,2,$ $\ldots$ . , $n$ , $|\frac{9\overline{x}^{a}}{9x^{i}}|\neq 0$

$n$ neue Variablen ein, und wir beschr\"anken uns aber ausdr\"ucklich auf
solche Transformationen, deren Funktionen im geeigneten Gebiet ein-
deutig, kontinuierlich und hinreichend oft differenzierbar sind. Die
Gesamtheit dieser Transformationen bildet eine unendliche kontinuier-
liche Gruppe $G_{0}$ . Die Mannigfaltigkeit $X_{n}$ mit dieser Gruppe $G_{0}$ be-
zeichnen wir einfachheitshalber mit $K_{n}^{(0)}$ .

Eine in $K_{n}^{(0)}$ enthaltene Kurve sei durch irgend einen zulassigen
Parameter ausgedr\"uckt in der Form

(1.2) $x^{i}=x^{i}(t)$ , $i=1,2,$ $\ldots.$ $n$ ,

wo die $Funktion\varphi x^{i}(t)$ im betrachteten Gebiet kontinuierlich und hin-
reichend oft differenzierbar sind. Das Bild dieser Kurve durch (1.1)
wird mit $\overline{x}^{\alpha}=\overline{x}^{\alpha}(x^{i}(t))$ gegeben. Differenzieren wir diese Gleichungen
nach $t$ , so erhalten $wIr$

(1.3) $\overline{x}^{\prime\alpha}=P^{\alpha}x^{h}$ . $\overline{x}^{\prime\prime\alpha}=P^{\alpha}x^{\prime\prime i}+P_{ij}^{\alpha}x^{\prime i}x^{\prime j}$ , . . . . . . ,

wobei

(1.4) $P_{i}^{\alpha}=\frac{9\overline{x}^{\alpha}}{8x^{i}}$ $P_{ij}^{a}=\frac{9^{2}\overline{x}^{\alpha}}{9x^{i}\partial x^{j}}$ ,

Denken wir uns $x^{;i}$ als neue Variablen, so erhalten wir erweiterte
Transformationen, bei denen ein System $(x^{i}. x^{;i})$ nach $(\overline{x}^{\alpha},\overline{x}^{\prime\alpha})$ \"ubergeht:

$\overline{x}^{q}=\overline{x}^{\alpha}(x^{i})$ , $\overline{x}^{\prime\alpha}=P^{\alpha}:x^{\prime i}$ .
Die Gesamtheit dieser Transformationen bildet offenbar eine andere
unendliche kontinuierliche Gruppe $G_{1}$ . Denken $wIr$ uns wiederum $x^{Ji}$

und $x^{\prime;i}$ als neue Variablen, so erhalten wir noch andere erweiterte
Transformationen, bei denen ein System $(x^{i}, x^{\prime i}, x^{\prime\prime_{i}})$ nach $(\overline{x}^{\alpha},\overline{x}^{r\alpha},\overline{x}^{\prime\prime\alpha})$
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\"ubergeht:

$\overline{x}^{\alpha}=\overline{x}(x^{i})$ , $x^{;\alpha}=P_{i}^{\alpha}x^{\prime i}$ , $\overline{x}^{\prime\prime\alpha}=P^{\alpha}x^{\prime\prime i}+P_{ij}^{\alpha}x^{\prime i}x^{\prime j}$ .
Es ist klar, dass die Gesamtheit dieser Transformationen eine andere
unendliche kontinuierliche Gruppe $G_{2}$ bildet. Wir wiederholen M-mal
dieselbe Methode, differenzierend sukzessiv die Gleichungen der Ko-
ordinatentransformationen nach $t$ , und erhalten im allgemeinen eine
unendliche kontinuierliche Gruppe, die $wIr$ einfachheitshalber mit $G_{M}$

bezeichnen. Deswegen haben wir hier $eIne$ Reihe der unendlichen
Gruppen: $G_{0},$ $G_{1},$

$\ldots$ . , $G_{M},$
$\ldots.$ .

2. Affinordichte und skalare Dichte unter der Gruppe $G_{M}$ .
Wir k\"onnen nun Affinordichte und skalare Dichte unter der Gruppe
$G_{M}$ definieren. Wenn die. Gr\"ossen $v^{i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot i_{p}}.j_{1}\ldots.j_{q}(x^{k}, \ldots , x^{(M)k})$ und
$v^{\alpha_{1}.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{p}}.\beta_{1}\ldots.\beta_{q}(\overline{x}^{\tau}, \ldots , \overline{x}^{(M)\tau})$ in dem Koordinatensystem $(x^{i})$ bzw. $(\overline{x}^{\alpha})$

bei jeder Transformation von $G_{M}$ sich miteinander folgendermassen
verbinden:

(1.5) $v^{\alpha_{1}.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{p}}.=\Delta^{-R}v^{i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot i_{p}}.P_{i_{1}^{1}}^{\alpha}\ldots.P_{\tau_{p}}^{z_{\mathcal{D}}}\dot{\alpha}_{\beta_{1}^{1}}\ldots.Q_{l\prec}^{j_{q}}:.\beta_{1}\ldots.\beta_{q}.j_{1}\ldots.j_{q}\downarrow\cdot q$

$Q_{\alpha}^{i}=\frac{9x^{i}}{9\overline{x}^{\alpha}}$ , $\Delta=|P^{\alpha}|$ ,

so heissen $wIrv^{i_{1}.\cdot...\cdot..i_{p}}.j_{1}\ldots.j_{q}$ Affinordichte von Valenz $\lambda=p+q$ , Gewicht
.5} und Ordnung $M$. Zwecks k\"urzerer Bezeichnung wollen wir die obep
definierten $v^{i_{1}..\cdot..\cdot.\cdot i_{p}}.j_{1}\ldots.j_{q}$ mit Affinordichte mit der Charakteristik $(\lambda$ .
$R,$ $M$ ) bezeichnen.

Wenn $I$ die Funktion von den $(M+1)n$ Argumente $x^{i},$ $x^{\prime i},$

$\ldots.,$
$x^{(M)i}$

und bei jeder Transformation von $G_{M}$ folgendermassen sich transfor-
miert:

(1.6) $\overline{I}(\overline{c}^{\alpha}, \ldots.,\overline{x}^{\langle M)\alpha})=\angle\ulcorner RI(x^{i}, \ldots. x^{(M)i})$ ,

so heissen wir die I skalare Dichte mit der Charakteristik $(0, \theta, M)$ .
Eine Affinordichte mit der Charakteristik $(0, R, M)$ ist eine oben

definierte skalare Dichte, und eine Affinordichte mit der Charakteristik
$(0,0, M)$ eine gew\"ohnliche absolute Invariante.

In der allgemeinen KAWAGUCHIschen $K_{n}^{(m)}$ wird das Integral

(1.7) $s=\int F(x, x^{\prime}, \ldots..x^{\langle m)})dt$
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auf jeder in ihr enthaltenen Kurve $x^{i}=x^{i}(t)$ ($i=1,2,$ $\ldots$ . , n) als
Bogenl\"ange erkl\"art. Da die Bogenl\"ange $s$ bei der Parametertrans-
formation (1) sich nicht ver\"andert, soll die Funktion $F$ den von CRAIG
gefundenen folgenden Bedingungen (IV) gen\"ugen:

(1.8) $\sum_{\sigma-\lambda}^{m}\left(\begin{array}{l}\sigma\\\lambda\end{array}\right)x^{(\sigma-\lambda+1):}F_{(\sigma)i}=\delta_{\lambda}^{1}F$ f\"ur $\lambda=1,2,$ $\ldots$ . , $m$ .
Setzen wir $\lambda=m$ , so ergibt sich $F_{(m)i}x^{\prime i}=0$ . Durch Differentiation
dieser Gleichung nach $x^{(m)j}$ f\"ur $m\geqq 2$ erhalten wir

(1.9) $F_{(m)i(m)j}x^{\prime i}=0$ .
Aus (1.9) folgt:

$x^{;\downarrow}:$ $x^{;2}:$ . $..\cdot.$ : $x^{r_{n}}=A^{j1}$ : $A^{j2}$ ; $\ldots.$ : $A^{jn}$ , $(j=1,2, \ldots. n)$ ,

wenn der Rang der Matrix $(F_{(m)i(mj}))n-1$ ist und $A^{:j}$ das algebraische
Komplement von $F_{(m}$)$i(m)j$ in der Determinante $|F_{(m)i(m)j}|$ bezeichnet. Es
existiert also eine Funktion $f(x, x^{\prime}, \ldots., x^{(m)})$ , die den Gleichungen

(1.10) $x^{\prime i}x^{\prime r}f=A^{ij}$ f\"ur $i,$ $j=1,2,$ $\ldots$ . , $n$

genUgt. Diese Funktion $f$ ist eine skalare Dichte mit der Charakteristik
$(0,2, m)$ in bezug auf das Integral (1.7).

3. Vektordichte in bezug auf das gegebene Integral. Da die
Bogenl\"ange $s$ bei der Koordinatentransformation unverandert bleiben
soll, so ist die Funktion $F$ eine Invariante. Diese Eigenschaft be-
nutzend hat J. L. SYNGE (XIV) die $m+1$ kovarianten Vektoren, die mit
den Namen SYNGE genannt werden und dessen Bestimmungszahlen in
der Gestalt

(1.11) $E_{i}\lambda=\sum_{\sigma-\lambda}^{m}(-1)^{\sigma}\left(\begin{array}{l}\sigma\\\lambda\end{array}\right)F_{(\sigma)}.\cdot(\sigma-\lambda)$ $(\lambda=0,1,2, \ldots. , m)^{(1)}$

$darstellbard^{\dot{P}}$
sind, gegeben, darin bezeichnen wir die Gr\"ossen $\frac{9F}{9x^{(\sigma)i}}$ bzw.

$\overline{dt^{P}}F_{(\sigma)i}$ mit $F_{(0)i}$ bzw. $F_{\langle\sigma)i}^{(p)}$ .
Der SYNGEsche Vektor von $nullter\lambda$ Art ist $EuLERscher$ Vektor, wie

man wohl weiss. Diese Vektoren $E_{1}$ $(\lambda=0,1, \ldots. , m)$ transformieren

(1) Die Vektoren $E_{i}^{\lambda}$ spielten eine wichtige Rolle bei der Erklarung der Parallel-
\"ubertragung in den speziellen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeiten (V, XI, XII,
XIII).
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sich bei jeder Transformation von $G_{2m-)}$. folgendermassen: $ E_{\alpha}\lambda=E_{i}Q_{\dot{\alpha}}\lambda$

somit ist $ E_{i}\lambda$ ein Vektor mit der Charakteristik $(1, 0,2m-\lambda)$ . In diesem
Abschnitte m\"ochten wir uns in analoger Weise mit der Einf\"uhrung
einer Vektordichte in bezug auf die Funktion $F$ besch\"aftigen. Wir
k\"onnen im allgemeinen folgenden Satz beweisen:

Ist $f$ eine skalare Dichte mit der Charakteristik ( $0$ , se, $M$), so sind
die Ausdr\"ucke

(1.12) $\left\{\begin{array}{l}\mathfrak{E}_{i}=M(-1)^{M}f_{(M)i}\\\mathfrak{E}_{i}^{\lambda}=\sum_{r-\lambda}^{M}(-1)^{r}[Matrix] f_{(r)i}^{(r-\lambda)}-\sum_{r-\lambda+1}^{M}[Matrix] 1\mathfrak{E}_{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda}}{dt^{r-\lambda}}f\\\lambda=1,2,\ldots.,M-1\end{array}\right.$

die Vektordichten mit der $Charakter^{k}istik(1, R, 2M-\lambda)$ .
Beweis. Da die $\mathfrak{E}_{i}=M(-1)^{M}f_{tM)i}$ offenbar ein Vektordichte mit der

Charakteristik $(1, R, M)$ ist, so haben wir f\"ur $\lambda=M-1$

$u_{\overline{\mathfrak{E}}_{\alpha}^{1}}=\sum_{r-M-1}^{M}(-1)^{r}\left(\begin{array}{l}r\\M-1\end{array}\right)\overline{f}_{(r)\alpha}^{(r-M+1)}-M^{M}\mathfrak{E}_{\alpha}\frac{1}{\overline{f}}\frac{d}{dt}\overline{f}$

$=(-1)^{M-1}\Delta^{-R}(f_{\langle M-1):}Q_{\alpha}^{i}+Mf_{\langle M)i}Q_{\alpha}^{(1)_{l}})+(-1)^{M}M\frac{d}{dt}(\Delta^{-\Re}f_{(M)i}Q_{\alpha}^{:})$

$-M\mathfrak{E}_{i}Q_{\alpha}^{i}\frac{1}{f}\frac{d}{dt}(\angle M\ulcorner^{\Re}f)$

$=\Delta^{-R}Q_{\alpha}^{i}((-1)^{M-1}f_{(M-1)i}+(-1)^{M}Mf_{(M)i}^{(1)}-M^{M}\mathfrak{E}_{i}\frac{1}{f}\frac{d}{dt}f\}$

$=\Lambda^{-R^{M-1}}\mathfrak{E}_{1}Q_{\alpha}^{i}$ .
Wir erhalten nach Induktion bez\"uglich $\lambda$

$\mathfrak{E}_{a}\lambda=\sum_{r-\lambda}^{M}(-1)^{r}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)\overline{f}_{(r)\alpha}^{(r-))}-\sum_{r-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)\mathfrak{E}_{\alpha}^{r}\frac{1}{\overline{f}}\frac{d^{r-\lambda}}{dt^{r-\lambda}}\overline{f}$

$=\Delta^{-R}X_{\alpha}+Y_{\alpha}\lambda\lambda$

wobei

(1.13) $x_{\alpha}^{1}=(-1)^{\lambda}\sum_{p-\lambda}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\\lambda\end{array}\right)-$

$x\frac{d^{r-\lambda}}{dt^{r-\lambda}}\{\sum_{p-\gamma}^{M}\left(\begin{array}{l}\prime p\\r\end{array}\right)f(p)iQ_{\alpha}^{(p-r)i}\}-\sum_{r-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)r\mathfrak{E}_{i}Q_{\alpha}^{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda}}{dt^{r-\lambda}}f$
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(1.14) $Y_{\alpha}\lambda=\sum_{r-\lambda+1}^{M}\backslash (-1)^{r}\left(\begin{array}{l}\gamma\\\lambda\end{array}\right)\sum_{q\leftrightarrow 1}^{r-\lambda}\left(\begin{array}{l}r-\lambda\\ q\end{array}\right)\frac{d^{q}\Delta^{-R}}{dt^{q}}$

$\times\frac{d^{r-\lambda}\sim}{dt^{r-\lambda-q}}\{\sum_{p- r}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\r\end{array}\right)f_{(p)i}Q_{\alpha}^{(p-r)i}\}$

$-\sum_{r-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)\mathfrak{E}_{i}Q_{\alpha}^{i}\frac{1}{f}\sum_{q- 1}^{r-\lambda}\left(\begin{array}{l}r-\lambda\\ q\end{array}\right)\frac{d^{q}\Delta^{-R}d^{r-\lambda-q}}{dfdt^{r-\lambda-q}}f$ .

Die rechte Seite von (1.13) wird in- die einfachen Formen umgeschrieben:

$x_{\alpha}^{\lambda}=t-1)^{\lambda}f(\lambda)iQ_{a}^{1}+(-1)^{\lambda}\sum_{p-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\\lambda\end{array}\right)f_{\langle p)i}Q_{\alpha}^{(p-\lambda)i}$

$+\sum_{r-\lambda+1}^{M}(-1)^{r}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)\sum_{p\sim r}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\r\end{array}\right)\sum_{s-0}^{r-\lambda}\left(\begin{array}{ll}\gamma- & \lambda\\ s & \end{array}\right)f_{(p)1}^{(s)}Q_{\alpha}^{(p-\lambda-\epsilon)i}$

$-\sum_{r-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)1\mathfrak{E}.\cdot Q_{\alpha}^{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda}}{dt^{r-\lambda}}f$

$=(-1)^{\lambda}f_{(\lambda)i}Q_{\alpha}^{1}+(-1)^{\lambda}\sum_{p-\lambda+}^{M}\left(\begin{array}{ll} & p\\1 & \lambda\end{array}\right)f_{(p):}Q_{\alpha}^{(p-\lambda)i}$

$+\sum_{r-\lambda+1}^{M}(-1)^{r}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)\sum_{p-r}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\r\end{array}\right)f_{\langle p)i}Q_{\alpha}^{(p-\lambda)i}$

$+\sum_{r-\lambda_{f}1}^{M}(-1)^{r}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)\sum_{p-r}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\\gamma\end{array}\right)\sum_{s-1}^{r-\lambda}\left(\begin{array}{ll}r- & \lambda\\ s & \end{array}\right)f_{(p)i}^{(*)}Q_{\alpha}^{\langle p-\lambda-s):}$

$-\sum_{r-\lambda+1}^{u}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)r\mathfrak{E}_{i}Q_{\alpha}^{:}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda}}{dt^{r-\lambda}}f$

$=(-1)^{\lambda}f_{(\lambda)i}Q_{\alpha}^{i}+(-1)^{\lambda}\sum_{p-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\\lambda\end{array}\right)f_{(p)i}Q_{\alpha}^{(p-\lambda)i}$

$+\sum_{p-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\\lambda\end{array}\right)f_{\langle p)i}Q_{\alpha}^{(p-\lambda):}\sum_{r-\lambda+1}^{p}(-1)^{r\left(\begin{array}{l}p-\lambda\\ r-\lambda\end{array}\right)}$

$+\sum_{p-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\\lambda\end{array}\right)\S_{\lambda+1}(-1)^{r\left(\begin{array}{l}p-\lambda\\\gamma-\lambda\end{array}\right)\sum_{s-1}^{r-1}}\left(\begin{array}{ll}r & -\lambda\\ & s\end{array}\right)f_{(p)i}^{(\iota)}Q_{\alpha}^{(p-\lambda-s)i}$

$-\sum_{r-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)\mathfrak{E}_{i}^{r}Q_{\alpha}^{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda}}{dt^{r-\lambda}}f$
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$=(-1)^{\lambda}f_{(\lambda)i}Q_{\alpha}^{i}+(-1)^{\lambda}.\sum_{p-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\\lambda\end{array}\right)f_{\langle p)i}Q_{\alpha}^{t-/}p)i\{1+\sum_{r=\lambda+1}^{v}(-1)^{r-\lambda}\left(\begin{array}{l}p-\lambda\\ r-\lambda\end{array}\right)\}$

$+\sum_{\epsilon\approx 1}^{M-\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda+s\\\lambda\end{array}\right)\sum_{p-\lambda+\epsilon}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\\lambda+s\end{array}\right)(-1)^{\lambda+\epsilon}f_{(p)1}^{(s)}Q_{\alpha}^{(p-\lambda-s)i}$

$x\sum_{r-\lambda+s}^{v}(-1)^{r-\lambda-\epsilon}\left(\begin{array}{l}p-\lambda-s\\r-\lambda-s\end{array}\right)-\sum_{r=\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)\mathfrak{E}_{i}^{1}Q_{\alpha}^{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda}}{dt^{r-\lambda}}f$ .

Da $1+\sum_{r-\lambda+1}(-1)^{r-\lambda}\left(\begin{array}{l}p-\lambda\\-r\lambda\end{array}\right)=0$ und $\sum_{r-\lambda+\epsilon}^{\circ p}(-1)^{r-\lambda-g\left(\begin{array}{l}p-\lambda-s\\r-\lambda-s\end{array}\right)}=0$ $fUr$

$p>\lambda+s$ sind, so verschwinden das zweite Glied und das dritte f\"ur
$p>\lambda+s$ dieser rechten Seite identisch. Es ergibt sich also

$x_{\alpha}^{\lambda}=\{$ $(-1)^{\lambda}f_{(\lambda)i}+\sum_{\epsilon=1}^{M-\lambda}(-1)^{\lambda+s}\left(\lambda & +s\lambda\right)f_{(\lambda+s)_{l}}^{(\epsilon)}$

$-\sum_{r-\lambda+1}^{M}\left(\begin{array}{l}r\\\lambda\end{array}\right)\mathfrak{E}_{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda}}{dt^{r-\lambda}}f\}Q_{\alpha}^{i}=\mathfrak{E}_{i}Q_{\alpha}^{i}\lambda$

An zweiter Stelle wollen wir beweisen, dass die Beziehung $Y_{\alpha}\lambda=0$

richtig ist.

$Y_{\alpha}\lambda=\sum_{q-1}^{M-\lambda}\left(\begin{array}{ll}\lambda+ & q\\\lambda & \end{array}\right)\frac{d^{q}J^{-R}}{dt^{q}}\{\sum_{r=\lambda+q}^{M}(-1)^{r}\left(\begin{array}{ll} & r\\\lambda & +q\end{array}\right)\frac{d^{r-\lambda-q}}{dt^{r-\lambda-q}}[\sum_{p=r}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\r\end{array}\right)f_{(p)i}Q_{\alpha}^{(p- r)i}]$

$-\sum_{r-\lambda*q}^{M}\left(\begin{array}{ll} & \gamma\\\lambda & +q\end{array}\right)\mathfrak{E}_{i}Q_{\alpha}^{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda-q}}{dt^{r-\lambda-q}}f\}$ .

Der Ausdruck in grosser Klammer ist

$\sum_{r=\lambda+q}^{M}(-1)^{r}\left(\begin{array}{ll} & r\\\lambda & +q\end{array}\right)\sum_{v\leftarrow r}^{M}\left(\begin{array}{l}p\\r\end{array}\right)\sum_{s=0}^{r-\lambda-q}\left(\begin{array}{ll}r- & \lambda-q\\ & s\end{array}\right)f_{(p)i}^{(s)}Q_{a}^{\langle p-\lambda-q-\epsilon)i}$

$-\sum_{r-\wedge+q}^{M}\left(\begin{array}{ll} & r\\\lambda & +q\end{array}\right)\mathfrak{E}_{i}Q_{\alpha}^{1}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda-q}}{dt^{r-\lambda-q}}f$

$=\sum_{p-\lambda+q}^{M}\left(\begin{array}{ll} & p\\\lambda & +q\end{array}\right)\sum_{r-\lambda+q}^{p}(-1)^{r}\left(\begin{array}{ll}p-\lambda- & q\\p-r & \end{array}\right)\sum_{s-0}^{r-\lambda-q}\left(\begin{array}{ll}r-\lambda & -q\\s & \end{array}\right)\mathfrak{f}_{\langle p)i}^{(s)}Q_{\alpha}^{(p-\lambda-q-s)i}$

$-\sum_{r\rightarrow\lambda+q}^{M}\left(\begin{array}{ll} & r\\\lambda & +q\end{array}\right)\mathfrak{E}.\cdot Q_{\alpha}^{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda-q}}{dt^{r-\lambda-q}}f$
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$=\sum_{p-\lambda+q}^{M}\left(\begin{array}{ll} & p\\\lambda & +q\end{array}\right)\sum_{s=0}^{p-\lambda-q}\left(\begin{array}{l}p-\lambda-q\\s\end{array}\right)f_{(p)i}^{(s)}Q_{\alpha}^{(p-\lambda-q-s)i}$

$x\sum_{r-\lambda+q*s}^{p}(-1)^{r}(\gamma p--\lambda-q-s)-\sum_{r-\lambda aq}^{M}\left(\begin{array}{ll} & r\\\lambda & +q\end{array}\right)\mathfrak{E}_{i}Q_{\alpha}^{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda-q}}{dt^{r-\lambda-q}}f$

$=\sum_{\epsilon-0}^{M-\lambda-q}(-1)^{\lambda+q+\epsilon\left(\begin{array}{l}\lambda+q+s\\s\end{array}\right)}\angle\backslash \urcorner q+s\left(\begin{array}{ll}p & \\\lambda+q & +s\end{array}\right)f_{(p):}^{(s)}Q_{\alpha}^{(p-\lambda-q-\epsilon)i}$

$\times\sum_{r=\lambda+q+\epsilon}^{p}(-1)^{r-\lambda-q-s\left(\begin{array}{ll}p--\lambda-q- & s\\r-\lambda-q & -s\end{array}\right)-\sum_{r-\lambda+q}^{M}\left(\begin{array}{ll} & \gamma\\\lambda & +q\end{array}\right):}\mathfrak{E}Q_{\alpha}^{:}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda-q}}{dt^{r-\lambda-q}}f$ .

Da $\sum_{r-\lambda+q+\epsilon}^{p}\lrcorner\urcorner(-1)^{r-\lambda- q-s\left(\begin{array}{l}p-\lambda-q-s\\r-\lambda-q-s\end{array}\right)=0}$ f\"ur $p>\lambda+q+s$ ist, so ver-
schwindet das erste Glied $fUrp>\lambda+q+s$ identisch. Dann gilt

$Y_{\alpha}\lambda=\sum_{q=1}^{M-\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda+q\\\lambda\end{array}\right)\frac{d^{q}\Delta^{-R}}{dt^{q}}Q_{\alpha}^{i}\{\sum_{s-0}^{M-\lambda-q}(-1)^{\lambda+q+s\left(\begin{array}{l}\lambda+q+s\\s\end{array}\right)\cdot(\epsilon)}f_{(\lambda+\dot{q}+\epsilon):}$

$-\sum_{r-\lambda+q}^{M}\left(\begin{array}{ll} & r\\\lambda & +q\end{array}\right)\mathfrak{E}_{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r--q}}{dt^{r-\lambda-q}}f\}$

$=\sum_{q-1}^{M-\lambda}\left(\lambda & +q\lambda\right)\frac{d^{q}\Delta^{-R}}{dt^{q}}Q_{a_{1}}^{i}\sum_{r=\lambda+q}^{M}(-1)^{r}|/r\langle\lambda+q)f_{(r)i}^{(r-)-q)}$

$-\sum_{r=\lambda+q}^{M}\left(\begin{array}{ll} & r\\\lambda & +q\end{array}\right)\mathfrak{E}_{i}\frac{1}{\mathfrak{f}}\frac{d^{r-\lambda-q}}{dt^{r-\lambda-q}}f\}$

$=\sum_{q=1}^{M-\lambda}\left(\begin{array}{ll}\lambda+ & q\\\lambda & \end{array}\right)\frac{d^{q}J^{-R}}{d\Psi}Q_{\alpha}^{i}l_{r=\lambda+q}-1^{r}\left(\begin{array}{ll} & r\\\lambda & +q\end{array}\right)f_{\langle r)}i^{(r-\lambda-q)}$

$-\sum_{1r=\lambda+q+1}^{M}\left(\begin{array}{ll} & r\\\lambda & +q\end{array}\right)\mathfrak{E}_{i}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda-q}}{dt^{r-\lambda-q}}f-\mathfrak{E}_{j}^{1}r\lambda+q$:

$=0$ .
Somit besteht $\mathfrak{E}_{\alpha}^{\lambda}=\Delta^{-R}\mathfrak{E}_{i}^{\lambda}Q_{\alpha}^{i}$ bei jeder Transformation von $G_{2M-\lambda}$ .
Daraus folgt die Behauptung des Satzes.

Z.B. in der allgemeinen KAwAGUCHIschen $K_{n}^{(m)}$ mit der Massbestim-
mung (1.7) existiert die in dem vorhergehenden Abschnitte gegebene
skalare Dichte $f$ mit der Charakteristik $(0,2, m)$ ; infolgedessen haben
wir die $m$ kovarianten Vektordichten
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(1.15) $\left\{\begin{array}{ll}\mathfrak{E}_{i}=(-1)^{m}f_{(m)i}m & \\\mathfrak{E}_{:}\lambda=\sum_{r=\lambda}^{m}(-1)^{r}[Matrix] f_{(r)i}^{(r-))}-.\sum_{r=\lambda+}^{m} & [Matrix] \mathfrak{E}_{j}^{r}\frac{1}{f}\frac{d^{r-\lambda}}{dt^{r-\lambda}}f,\\\lambda=1,2, . . . . & m-1 .\end{array}\right.$

4. Absolute Invarianten von der gegebenen skalaren Dichte. Es
sei eine skalare Dichte $I$ mit der Charakteristik $(0, R, M)$ gegeben.
Differenzierend die Gleichung (1.6) nach $x^{(M)\alpha}$ und $x^{(M)i}$ , erhalten wir
dann

(1.16) $\overline{I_{\langle M)_{\alpha}\langle Ml_{1}}},$ $=\Delta^{-R}I_{(M)i\langle M)j}Q_{\alpha}^{i}Q_{1}^{j}$ ,

so kennen wir, dass $I_{(M)i(M)j}$ eine symmetrische Affinordichte mit der
Charakteristik (2, se, $M$) unter $G_{M}$ ist. Bezeichnen wir die Determi-
nante $|I_{(M)i(M)j}$ I einfachheitshalber mit $D$ , so folgt $D=D\Delta^{-nR- 2}$ .
Setzen $wIr$ nun voraus, dass $D$ nicht identisch verschwindet, so ist $D$

bzw. $ID^{-\frac{\Re}{n\Re+2}}$ f\"ur St $=-\frac{2}{n}$ bzw. $R\neq-\frac{2}{n}$ eine absolute Invariante

unter $G_{M}$ . Die sukzessive Ableitungen von $\varphi$ nach $t$ sind dann und
nur dann absolute Invarianten, wenn die Funktion $\varphi$ eine absolute
Invariante ist. Infolgedessen erhalten wir das folgende Ergebnis:

F\"ur jede Werte von St ergibt sich eine Reihe von absoluten Invari-
anten aus einer gegebenen skalaren Dichte I mit der Charakteristik
$(0, R, M)$ , wenn die Determinante $|I_{(M)i(M)j}|$ nicht identisch ver-
schwindet.

Wir behandeln jetzt einige Beispiele als Anwendungen dieses Satzes.
Es ist eine spezielle KAWAGUCHIsche Mannigfaltigkeit mit der Mass-
bestimmung (2), deren Parallel\"ubertragungstheorie in Kapitel II unter-
sucht werden soll. In diesem Falle hat (1.9) die folgende Form

(1.17) $A_{ij}x^{\prime j}=0$ ;

infolgedessen existiert eine skalare Dichte mit der Charakteristik
$(0,2,1)$ , die den Beziehungen $x^{;i}x^{\prime j}f=A^{ij}$ gen\"ugt, wo $A^{ij}$ das alge-
braische Komplement von $A_{ij}$ in der Determinante $|A_{ij}|$ bezeichnet.(1)

Diese Funktion $f$ hangt nur von $x^{i}$ und $x^{\prime i}$ ab und ist in den $x^{\prime:}$ positiv-
homogen von $\{(p-4)(n-1)-2\}$ -ter Dimension. Deshalb verschwindet

(1) Ohne die Allgemeinheit wesentlich einzuschranken, k\"onnen $wIr$ voraussetzen,
dass $Aij$ in bezug auf $i$ und $j$ symmetrisch ist.
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die Determinante $|f_{(1b(1)j}|$ im allgemeinen f\"ur $p\neq 4+\frac{3}{n-1}-$ nicht, da

$f_{\langle 1)i(1)j}x^{\prime j}=\{(p-4)(n-1)-3\}f_{(1)i}$

bestehen, so liefert das Ergebnis eine Reihe von absoluten Invarianten:
$f|f_{(1)1(1)j}|^{-\frac{1}{n+1}}$ und ihren sukzessive Ableitungen nach $t$ .

Ein anderes Beispiel kommt leicht zustande. Unterwerfen wir in
der Tat in der speziellen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit (XI, XII)

die Funktion der Variablen $x^{1},$ $x^{\prime i}$ und $x^{\prime\prime i}$ :
(1.18) $F^{p}=A_{i}(x, x^{\prime})x^{\prime\prime i}+B(x, x^{\prime})$

als die zugrundegelegte, so erhalten wir die Vektoren $A_{i}$ ,

(1.19) $E_{i}^{1}=(2A_{i\langle 1)j}-A_{j(1):})x^{\prime\prime j}+2A_{i(0)j}x^{\prime j}-B_{(1):}$

und

(1.20) $E_{i}^{0}=(A_{i(1)k}-A_{k(l)1})x^{\prime\prime;k}+(A_{i(1)k(1)j}-A_{k(1)i(1)j})x^{\prime\prime j}x^{\prime\prime k}+(A:(1)k(0)jx^{\prime j}$

$-A_{k(1)i\{0)j}x^{\prime j}+A_{k(0)i}+A_{i(0)k^{\neg}}B_{(1)i(1)k}+A_{i(0)j(1)k}x^{\prime j})x^{\prime\prime k}$

$+A_{i(0)j(0)k}x^{\prime j}x^{\prime k}-B_{\langle 1)i\langle 0)j}x^{\prime j}-B_{(0)i}$ .
Schreiben wir gto statt $F^{p+1}(A_{1(1)j}+A_{j(1h}\cdot)+A_{i}^{1}E_{j}^{1}$ , so sind $g_{ij}$ die Be-
stimmungszahlen einer symmetrischen Gr\"osse und gen\"ugen den Identi-
t\"aten:

$g_{ij}x^{\prime j}=F^{p+1}(p-3)A_{i}-pE_{i}^{1}F^{p}$ und $g_{ij}x^{\prime i}x^{\prime j}=p^{0}F^{2p}$ .
Deshalb verschwindet im allgemeinen die Determinante $|g:_{J}|$ nicht
identisch und ist eine skalare Dichte mit der Charakteristik $(0,2,2)$ .
Um die Schreibweise kurz zu machen,. wollen wir $h_{\ddot{v}}$ an Stelle von
$A_{1t1)j}+A_{l1)i}$ schreiben. Nun lehrt uns eine einfache Rechnung:

(1.21) $g(x, x^{\prime}, x^{\prime\prime})=|g_{ij}|=h\{F^{n\langle p+1)}+F^{(n-1)(p+1)}H^{ij}E_{i}^{1}E_{j}^{1}\}$ ,

wobei $h=|h_{ii}|$ und fUr $p\neq 3H^{ij}h_{ik}=\delta_{k}^{j}$ gesetzt sind. Differen-
zierend die $g$ nach $x^{\prime\prime k}$ und $x^{\prime\prime\iota}$ , ergibt sich eine symmetrische Grosse

$ g_{(2)k(2)l}=h\{(F^{n(p+1)})_{()k(2)\iota+}r(F^{(n-1)(p*1)})_{(2)k)}\sim$ :
$+2(F^{(n-1)\langle p+1)})_{(2)k}H^{\ddot{v}}E_{j}E_{i(2)l}+2(F^{\langle n-1)(p+1)})_{(2)l}H^{i\dot{g}}E_{i(2)k}^{1}E_{j}^{1}11$

$+2F^{\langle n-1)(p\}1)}H^{\ddot{v}}E_{i\langle 2)k}^{1}E_{j(2)l}^{1})\}$ ,



136 S. Hokari

deren Determinante $|g_{(}2!k(l)l|$ im allgemeinen $f\mathfrak{U}rp\neq 0,3,$ $\frac{3}{2}$ , $-\frac{n}{n-1}$

unter Ber\"ucksichtigung von (1.19) und $H^{ij}A_{i}=\frac{x^{\prime j}}{p-3}$ nicht verschwindet,

da

$g_{(2)k(2)\iota}x^{\prime l}=2h\{\cdot(F^{(n-1)(p^{\gamma}\cdot 1)})_{(2)}{}_{k}H^{ij^{111}}E_{i(2)l}x^{\prime\iota}E_{j}+F^{(n-1)(p+1)}H^{ij}E_{i(2)k}E_{j(2)l}^{1}x^{\prime l}\}$

$=2(2p-3)h\{(F^{\langle n-1)\langle p+1)})_{(2)k}H^{ij}A_{i}E_{j}^{11}+F^{(n-1)(p+1)}H^{:j}A_{j}E_{i(2)k}\}$

$=\frac{2(2p-3)}{p-3}h\{(F^{(n-1)\langle p+1)})_{(2)k}E_{j}x^{\prime j}+F^{(n-1)(p+1)}E_{i(2)k}x^{\prime i}\}11$

$=-\frac{2p(2p-3)}{p-3}h\{(F^{\langle n-1)\langle p+1)})_{(2)k}F+F^{(n-1)(p+1)}A_{k}\}$

$=-\frac{4p(2p-3)(np+n-p)}{p-3}hA_{k}F^{(n-1)(p+1)}$

bestehen. Somit liefert das Ergebnis eine Reihe von absoluten Invari-
anten: $g|g_{(2)k(2)l}|^{-\frac{1}{n+1}}$ und ihren sukzessive Ableitungen nach $t$ . In
derselben Weise erhalten wir eine andere Reihe von absoluten Invari-
anten mit Hilfe von (1.20), benutzend $g_{ij}=F^{p+3}(A_{i11)j}+A_{J(1)i})+E_{i}^{0}E_{j}^{0}$ .

5. Skalare Dichte mit demselben Gewicht wie eine gegebene.
Es sei die allgemeine KAWAGUCHIsche $K_{n}^{(m)}$ mit der Massbestimmung (1.7)
gegeben und eine skalare Dichte $I$ mit der Charakteristik $(0, \theta, M)$ . Da
in $K_{n}^{(m)}$ die skalare Dichte $f$ mit der Charakteristik $(0,2, m)$ existiert,

so ergibt sich eine skalare Dichte $I^{(1)}-\frac{R}{2}I\frac{d}{dt}$ log$f$ mit demselben Ge-
wicht wie $L$ Wiederholen wir dieses Verfahren, so haben $wIr$ eine
Reihe von skalaren Dichten mit demselben Gewicht

(1.22) $I,$ $I^{(1)}-\frac{R}{2}I\frac{d}{dt}$ log $f,$ $(I^{\langle 1)}-\frac{R}{2}I\frac{d}{dt}$ log$f)^{(1)}$

$-\frac{R}{2}$($I^{\langle 1)}-\frac{R}{2}1\frac{d}{dt}$ log $f$ ) $\frac{d}{dt}$ log $f$ , . . . .
unter der erweiterten Gruppe

$G_{M}$ , $G_{M+1}$ , $G_{M+2}$ , . . .. . f\"ur $M\geqq m$ ,

$G_{M}$ , $G_{m+1}$ , $G_{m+2}$ , . . . . . f\"ur $M<m$
der Reihe nach, Wir haben also den Satz erhalten:
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Wenn in der KAwAGuCHIschen $K_{n}^{(m)}$ eine skalare Dichte I mit
der Charakteristik ( $0$ , St, $M$) existiert, so ergibt sich eine $Re$ihe von
$skala\gamma en$ Dichten mit demselben Gewicht wie $I$.

Z.B. in der KAWAGUCHIschen $K_{n}^{(m)}$ mit der Sassbestimmung (1.7)
existiert eine symmetrische Gr\"osse

(1.23) $g_{rj}=F^{2m-1}F_{\langle m)i(m)j}+E_{i}E_{j}11$ ,

deren Determinante $|g_{ij}|$ im allgemeinen nicht verschwindet, da

(1.24) $|g_{ij}|=fF^{(2m-1)(n-1)+2}$

ist. Da $|g_{ij}|$ eine skalare Dichte mit der Charakteristik $(0,.2, m)$ ist,
so liefert der.Satz eine Reihe von skalaren Dichten mit demselben
Gewicht wie $|g_{ij}|$ .

Wir k\"onnen in der speziellen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit
auf ahnliche Weise mit vielen Beispielen dienen.

Bemerkung. $I^{(1)}-\frac{B}{2}I\frac{d}{dt}\log f,$ $(I^{\langle 1)}-\frac{R}{2}I\frac{d}{dt}\log f)^{(1)}-\frac{R}{2}(1^{(1)}-\frac{R}{2}$

$\times I\frac{d}{dt}\log f)\frac{d}{dt}\log f,$ werden die erste, zweite, .. .. abgeleiteten skalaren
Dichten von $I$ genannt und die Gr\"osse $I$ besonders die skalare Dichte
oder die nullte. Richten wir die Aufmerksamkeit auf die Ordnungen
der abgeleiteten skalaren Dichten, so erkennen wir, dass die Ordnungen
der Reihe nach um eins h\"oher sind. Benutzend diese skalare Dichte,
ergeben sich viele kovariante Vektordichten wegen des Satzes in Nr. 3.

KAPITEL II. Die Geometrie des IntegraIs
$\int(A_{ij}x^{\prime\prime i}x^{\prime\prime j}+B_{i}x^{\prime\prime i}+C)^{\frac{1}{p}}dt$ .

6. Skalare Dichte bez\"uglich des gegebenen Integrals. In diesem
Kapitel m\"ochten $wIr$ die geometrische Theorie, die gegen\"uber der
Gruppe $G_{2}$ und der Parametertransformation (1) invariant ist, des
gegebenen Integrals

(2.1) $s=\int(A_{\tau j}x^{\prime\prime i}x^{\prime\prime j}+B_{i}x^{\prime;i}+C)^{\frac{1}{p}}dt$

in der speziellen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit behandeln. Dabei
nehmen wir an, dass die in dem Integral stehenden Funktionen $A_{:j}$ ,
$B_{i}$ und $C$ hinreichend vielmal differenzierbar nach den in ihr enthaltenen
Argumenten sind; aber diese Funktionen d\"urfen die $Funktion\dot{e}n$ h\"och-
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stens von $x^{i}$ und $x^{\prime i}$ sein. In dieser speziellen KAWAGUCHIschen Mannig-
faltigkeit wird das Integral (2.1) auf jeder in ihr enthaltenen Kurve
$x^{i}=x^{i}(t)$ als Bogenl\"ange erkl\"art und $s$ als Invariante definiert.

Da die Bogenlange $s$ bei der Parametertransformation sich nicht
verandert, mUssen die $A_{ij},$ $B_{i}$ und $C$ den folgenden Bedingungen
gen\"ugen:

(2.2) $(2A_{ij}x^{\prime\prime j}+B_{i})x^{\prime i}=0$ ,

(2.3) $2(2A_{\ddot{v}}x^{\prime\prime i}+B_{j})x^{\prime/j}+(A_{|j(1)k}x\prime\prime x^{\prime\prime}+B_{i(1)k}x^{\prime\prime i}+C_{(1)k})x^{\prime k}$

$=p(A_{jj}x^{\prime\prime i}x^{\prime/j}+B_{i}x^{\prime_{h}}+C)$ .
Aus (2.2) ergibt sich

(2.4) $A_{ij}x^{\prime i}=0$ und $B_{i}x^{\prime i}=0$ .
Weiterhin ergeben sich aus (2.3) die drei folgenden wichtigen Gleichungs-
systeme:

(2.5) $A_{ij(1)k}x^{\prime k}=(p-4)A_{ij}$ , $B_{i\langle 1)k}x^{\prime k}=(p-2)B_{;}$ , $C_{11)k}x^{lk}=pC$ ,

d.h. die Funktionen $A_{ij},$ $B_{i}$ bzw. $C$ sind in den $x^{\prime i}$ positiv-homogen
von $(p-4)$-ter, $(p-2)$-ter bzw. p-ter Dimension.

Differenzierend (2.4) nach $x^{\prime k}$ erhalten $wIr$

(2.6) $A_{\ddot{w}(1)k}x^{\prime i}=-A_{jk}$ . $B_{i(1)k}x^{\prime i}=-B_{k}$ .
Aus (2.4) folgt, .dass eine skalare Dichte $f$ mit der Charakteristik

$(0,2,1)$ existiert, die den Beziehungen

(2.7) $x^{h}x^{\prime j}f=A^{\ddot{v}}$

genUgt, wenn der Rang der Matrix $(A_{;j})n-1$ ist und $A^{\ddot{w}}$ das alge-
braische Komplement von $A_{ij}$ in der Determinante $|A_{ij}|$ bezeichnet.
Sie kann ausdr\"ucklich folgendermassen dargestellt werden (I): (1)

(1) Z. B. fur $n=2$ k6nnen wir die Gleichungen (2.4) in die Form
$x^{\prime}A_{11}+y^{\prime}A_{12}=0$ . $x/A_{21}+y^{\prime}A_{2\sim}=0$

umschreiben, setzend $x^{1}=x,$ $x^{2}=y$ ; da nun $x/undy^{\prime}$ langs jeder betrachteten
Kurve nicht zugleich alle gleich Null sind, gibt es eine in den Gr\"ossen $x,$ $x^{/},$ $y,$ $y^{/}$

stetige Funktion $f$, derart, dass

$f=\frac{A_{11}}{y^{\prime\underline{0}}}=\frac{A_{12}}{-x^{/}y^{/}}=\frac{A_{22}}{x^{\prime}’}$ ,
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$f(x, x^{\prime})=\frac{1}{\sum_{i=1}^{n}(x^{\prime i})^{2}\sum_{=J1}^{n}a_{j}x^{;j}}\left|\begin{array}{lllll}A_{1l} & A_{12} & \cdots & A_{1n} & x^{r1}\\A_{21} & A_{\mathfrak{B}} & \cdots & A_{2n} & x^{\prime p}\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ A_{n1} & A_{n2} & \cdots & A_{nn} & x^{\prime_{n}}\\a_{1} & a_{2} & \cdots & a_{n} & 0\end{array}\right|$ ,

wo $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots$ . , $a_{n}n$ willk\"urliche $ree1_{1}^{1}e$ Zahlen bedeuten, die nicht
zugleich verschwinden. $f$ ist in den $x^{\prime i}$ positiv-homogen von $\{(p-4)$

$\times(n-1)-2\}$ -ter Dimension. Diese Funktion $f$ spielt $e\ddagger ne$ wichtige

Rolle bei der Erklarung der ParalleI\"ubertragung in unserer speziellen
KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit, von der wir von jetzt ab auch noch
voraussetzen, dass $f(x, x^{\prime})$ f\"ur alle Wertesysteme der $x^{i}(i=1,2, \ldots, n)$

aus dem betrachteten Gebiet und f\"ur alle m\"oglichen Wertesysteme
der $x^{\prime i}$ ($i=1,2,$ $\ldots$ . , n) ausser dem Wertesysteme $(0,0, \ldots. , 0)$ von
Null verschieden ist.

7. SYNGEsche Vektoren bez\"uglich des gegebenen Integrals und
der Funktion $f$. Bevor wir den SYNGEschen Vektoren ableiten, machen
wir die Transformationsformeln von $A_{\ddot{v}},$ $B_{i}$ und $C$ unter der Koordi.
natentransformationen klar. Eine einfache Rechnung lehrt uns, dass
bei der Transformation von $G_{2}$ lautet:

(2.8) $\left\{\begin{array}{l}\overline{A}_{\alpha\beta}=A_{ij}Q_{\alpha}^{i}Q^{j},\\B_{\alpha}=B_{i}Q_{\alpha}^{i}+2A:jQ_{\alpha}^{i}Q^{j}\}’ Tx^{\prime\beta}x^{\prime\tau}\\\overline{C}=C+B_{i}Q_{\alpha\beta}^{i}x^{;\alpha}x^{\prime\beta}+A_{ij}Q_{\tau\delta}^{i}Q_{\alpha\}}^{j_{(}},x^{\prime\alpha}x^{\prime(}x^{\prime\tau}x^{\prime\delta}\end{array}\right.$

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass die $A_{ij}$ Bestimmungszahlen

einer Gr\"osse zweiten Grades sind, aber die $B_{i}$ und ebenso die $C$ keines-
wegs Bestimmungszahlen einer Gr\"osse; es m\"usste dam ja der zweite
und dritte Term rechts in beiden letzten Gleichungen Null sein.

Wir betrachten jetzt in unserer Mannigfaltigkeit sogenannte SYNGE-
sche Vektoren bez\"uglich der skalaren Funktion $A_{\ddot{v}}x^{\prime h}x^{\prime\prime j}+B_{i}x^{;/i}+C$,

im besonderen Falle $t=x,$ $x/=1$

$f=\frac{8^{\underline{o}}K}{a(\frac{d^{2}y}{dx^{2}})^{2}}$

ist, setzend
$Aijx//ix//j+B_{i}x//i+C=K$ ( $x,$ $y,$

$\frac{dy}{dx}$ , $\frac{d^{o}\sim y}{dx^{2}}$ ).



140 S. Hokari

deren Bestimmungszahlen als Funktionen des Linienekmentes von
h\"oherer als zweite Ordnung gegeben sind:

(2.9) $E_{i}=2A_{ij}x^{\prime\prime j}+B_{i}2$

(2.10) $E_{i}^{1}=4A_{ij}x^{\prime\prime\prime j}+(4A_{ij\langle 1)k}-A_{jk(1)i})x^{\prime\prime j}x^{\prime\prime k}+(2B_{i\langle 0)j}+4A_{ij\langle 0)k}x^{\prime k}$

$-B_{j(1)i})x^{\prime\prime j}+2B_{i(0)j}x^{\prime j}-C_{(1)i}$ ,

(2.11) $E_{i}0=2A_{ij}x^{(4)j}+(4A_{ij\langle 0)k}x^{\prime k}+4A_{ij(1)k}x^{\prime\prime k}+2A_{ik(1)j}x^{\prime\prime k}-2A_{jk(l)i}x^{\prime\prime k}$

$+B_{i(1)j}-B_{j(\iota)i})x^{\prime\prime\prime j}+(2A_{ij\langle 0)k(1)l}x^{\prime\prime l}+2A_{ij(0)k}\cdot\vdash 2A:j(1)k(0)lx^{\prime\iota}$

$+2A_{ij(l)k(1)\iota x^{\prime\prime l}-A_{gk(1)i(0)\iota x^{\prime\iota}+A_{jk\langle 1)i(1)l}x^{\prime\prime l}+A_{jk(0)i}+B_{i(1)j\{1)k}}}$

$-B_{j\langle 1)i(1)k})x\prime\prime x^{\prime\prime}+(2Ax^{\prime kl}$

$+B_{i(1)j(0)k}x^{;k}-B_{j\langle 1)i(0)k}x^{\prime k}-C_{(1)i(1)j}+B_{j(0)i})x^{\prime\prime j}$

$+B_{i}(0)j(0)k^{X^{\prime jk}}x^{\prime}-C_{\langle 1)i\langle 0)j}x^{\prime j}+C_{\langle 0)i}$ .
In der anderen speziellen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit spielten
die in ihr erw\"ahnten SYNGEschen Vektoren $eIne$ wichtige Rolle bei der
Erklarung der Parallel\"ubertragung in sich. Aber sie scheint mir, in
unserem Falle, als ob sie keine wichtige Rolle spiele, d.h. ich kann
mit Hilfe von diesen Vektoren zu einer sogenannten Grund\"ubertragung
in dieser betrachteten Mannigfaltigkeit nicht gelangen, da die Determi-
nante der h\"ochsten Ordnung der Koeffizienten infolge (2.4) immer
identisch verschwindet.

Wir betrachten also an zweiter Stelle die skalare Dichte $f(x, x^{\prime})$ mit
der Charakteristik $(0,2,1)$ . Wir k\"onnen aus dem Satze in Nr. 4, nach
in Kapitel I erkl\"arter Methode, unter der Voraussetzung $|f_{(1)i(1)j}|\neq 0^{(1)}$

eine nicht identisch verschwindende absolute Invariante $f|f_{(1\}i(1)j}|^{-\frac{1}{n+1}}$

herleiten; sie ist in den $x^{\prime i}$ positiv-homogen von $\frac{(v-2)(n-1)}{n+1}$ter Dimen-

sion. Zwecks k\"urzerer Bezeichnung setzen wir $\sigma=\frac{(p-2)(n-1)}{n+1}$ . In-
folgedessen ist die Gr\"osse

(2.12) $\varphi=\{f|f_{(1)i(1)j}|^{-\frac{1}{n+1}}\}^{\frac{2}{\sigma}}$

(1) Da $f(1)i$ in den $x^{/i}$ positiv-homogen von $\{(p-4Xn-1)-8\}$-ter Dimension ist,
so ist $f(1)i\langle 1$)$jX^{/j}=\{(p-4\times n-1)-3\}f$($1h$ . Infolgedessen ist die Determinante $|f\langle 1$) $i\langle 1$)$j|$

f\"ur $p\neq 4+\underline{3}$ im allgemeinen von Null verschieden.$n-1$
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in den $x^{\prime i}$ positiv-homogen von zweiter Dimension. Durch die Be-
$nutzu_{\lambda}ng$ dieser Invariante gibt es in unserer Mannigfaltigkeit ausser
den $E_{:}(\lambda=0,1,2)$ den $zweI$ Vektoren $\varphi(1)i$ und

(2.13) $-\mathfrak{B}_{i}=\Lambda_{i}\varphi_{(1)i(1)j}$ ,

wobei
(2.14) $\Lambda_{i}(x, x^{\prime})=\varphi_{(1)i(0)j}x^{\prime_{\dot{f}}}-\varphi_{(0)i}$

gesetzt sind. Die Determinante $|\varphi_{(1)i(11j}|$ der Koeffizienten der $x^{\prime\prime_{f}}$ im
linearen Gleichungssystem (2.13) ist im allgemeinen von Null verschieden,
da $\varphi_{(l):(1)j}x^{\prime_{j}}=\varphi\{1$)$i$ bestehen, und wird somit bez\"uglich $x^{\prime\prime i}$ gelost:

(2.15) $x^{\prime\prime:}=-\mathfrak{B}^{1}-\Lambda^{i}$ ,

wobei

(2.16) $\mathfrak{B}^{i}=\varphi^{:_{\dot{f}}}\mathfrak{B}_{j}$ , $\Lambda^{i}=\varphi^{ij}\Lambda_{j}$ , $\varphi^{\dot{\tau}j}\varphi_{(1)i(1)k}=\delta_{k}^{\dot{f}}$ .
8. Fundamentalgr\"ossen. Durch Ersetzung des Wertes (2.15) in

$F^{p}=A_{i\dot{g}}x^{\prime\prime:}x^{\prime\prime j}+B_{i}x^{r/i}+C$, geht die $F$ unter BerUcksichtigung vom
Affinorcharakter von $A_{ij}$ \"uber in

(2.17) $F^{p}=M_{i}(x, x^{\prime})x^{\prime h}+N(x, x^{\prime})+A_{jj}\mathfrak{B}^{i}\mathfrak{B}^{j}$ ,

wobei

(2.18) $M_{i}=-2A_{ij}\Lambda^{j}+B_{i}$ , $N=-A:_{\dot{f}}\Lambda^{i}\Lambda^{j}+C$

gesetzt sind. Da aber die Gr\"osse $A_{1j}\mathfrak{B}^{i}\mathfrak{B}^{j}$ , die von $x^{1},$ $x^{\prime i}$ und $x^{\prime\prime}$

abh\"angt, offenbar $eIne$ Invariante ist, so wird es zu beachten sein, dass
die $\psi=M_{l}x^{\prime\prime i}+N$ eine Invariante ist und dass die $M_{:}$ Bestimmungs-
zahlen eines Vektors sind.

Benutzen wir noch einmal (2.15), so geht $\psi$ uber in
(2.19) $\psi=N^{*}-M_{i}\mathfrak{B}^{i}$ ,

wobei
(2.20) $N^{*}=N-M:\Lambda^{i}$

$=A_{ij}\Lambda^{i}\Lambda^{\dot{f}}-B_{i}\Lambda^{:}+C$

gesetzt ist; es geht daraus hervor, dass die $N^{*}$ mit Hilfe vom AMnor-
charakter von $M_{:}$ eine bestimmte Invariante ist. Daraus folgt:
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In der speziellen KAwAGUCHIschen Mannigfaltigkeit mit der Mass-
bestimmung (2.1) existieren die drei Fundamentalgrossen: die zwei
absoluten Invarianten $\varphi,$

$N^{*}und$ der Vektor $M_{i}$ . Benutzend diese Funda-
mentalgrossen, kann man diese Mannigfaltigkeit charakterisieren.

Die Fundamentalgr\"ossen besitzen die merkw\"urdigen Eigenschaften,
d.h. sie h\"angen alle nur von $x^{i}$ und $x^{\prime i}$ ab und besitzen in den $x^{\prime i}$ die
Homogenit\"atseigenschaft.

9. Einige Eigenschaften von den Fundamentalgr\"ossen und eine
\"Ubertragung. Da die Funktion $\varphi$ in den $x^{\prime i}$ positiv-homogen von zweiter
Dimension ist, folgt sogleich unter Berucksichtigung (2.13) bei der Para-
metertransformation

(2.21) $\overline{\mathfrak{B}}^{1}=a\mathfrak{B}^{i}-x^{;i}a^{\prime}$ , $a=\frac{dt}{d\overline{t}}$ , $a^{\prime}=\frac{da}{d\vec{t}}$ .

Da der Vektor $\mathfrak{B}^{i}$ bei der Parametertransformation sich in die
Form (2.21) transformiert, so hat die Gr\"osse $A_{ij}\mathfrak{B}^{i}\mathfrak{B}$ eine geometrische
Bedeutung, d.h. sie lasst sich verm\"oge der Homogenitatseigenschaft
(2.5) von $A_{ij}$ und (2.4) in die Form $\overline{A}_{ij}\overline{\mathfrak{B}}^{i}\overline{\mathfrak{B}}^{j}=a^{p}A_{ij}\mathfrak{B}^{i}\mathfrak{B}^{i}$ transformiert.
Deswegen ist die Gr\"osse $\psi$ nicht nur eine Invariante bei der Koordi-
natentransformation, sondern auch solche mit dem Gewicht $p$ bei der
Parametertransformation.

Wir greifen jetzt $eIne$ wichtige Relation heraus:

(2.22) $M_{i}x^{h}=0$ ;

diese folgt unmittelbar aus (2.4) und (2.18). Somit hat die Gr\"osse $M_{i}\mathfrak{B}^{i}$

auch eine geometrische Bedeutung bei der Parametertransformation.
Durch Differentiation dieser Gleichung (2.22) nach $x^{\prime j}$ gewinnen wir

(2.23) $M_{i\{1)j}x^{h}+M_{j}=0$ oder $M_{i(1)j}x^{\prime i}=-M_{\dot{f}}$ .
Da $M_{i}$ in den $x^{\prime_{j}}$ positiv-homogen von $(p-2)$-ter Dimension sind, so
ergibt sich

(2.24) $M_{i(1)j}x^{\prime j}=(p-2)M_{i}$ .
Formen wir zun\"achst die (2.15) in

(2.25) $-\mathfrak{B}^{i}=x^{\prime\prime i}+2G^{i}$

um, wobei
(2.26) 2 $G^{i}\equiv\Lambda^{i}=\varphi^{ij}(\varphi_{\langle 1)j(1)k}x^{;k}-\varphi_{(0)j})$ ,
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so gibt dies uns eine Grund\"ubertragung in der betrachteten Mannig-
faltigkeit. Da $G^{i}$ h\"ochstens $x^{i}$ und $x^{;i}$ enthalt und in den $x^{\prime i}$ positiv-
homogen von zweiter Dimension ist, so d\"urfen wir annehmen, dass alle
Grbssen unserer Mannigfaltigkeit nur von $x^{i}$ und $x^{\prime i}$ abh\"angig sind.

Die \"Ubertragung l\"angs der gegebenen Kurve und solche nach will-
k\"urlicher Richtung werden ganz analog wie KAWAGUCHI (XII, Kap. I)
so gegeben, dass das kovariante Differential der gegebenen Gr\"osse bei
der Parametertransformation invariant Ist; d.h. wenn $v^{i}$ ein kontra-
varianter Vektor mit der Charakteristik (1, se, 1) und in den $x^{\prime i}$ positiv-
homogen von h-ter Dimension ist, so wird das kovariante Differential
von $v^{i}$ gegeben in der Form

$\delta v^{i}=dv^{i}+G_{(1)j(1)k}^{i}\dot{\theta}dx^{k}-Rv^{i}G_{j}dx^{j}-\frac{h}{2}v^{i}d$ log $\varphi$ ,

insbesondere solches des ausgezeichneten $L$(inienelementes l\"asst sich in
der Gestalt

$\delta x^{h}=dx^{\prime i}+G_{\langle 1)j}^{i}d\dot{\theta}-\frac{1}{2}x^{h}d$ log $\varphi$

geben, wo $G_{j}=G_{(1)i(1)j}^{:}$ . Die \"Ubertragung langs der gegebenen Kurve
wird in der Form

$\frac{\delta v^{i}}{dt}=\frac{dv^{i}}{dt}+G_{(1)j}^{i}\dot{\theta}-\theta v^{i}G-\frac{h}{2}v^{i}\frac{d}{dt}$ log $\varphi^{(1)}$

gegeben und dies ist bei der Parametertransformation invariant. Es
gilt also das Ergebnis:

Es sei die spezieue Mannigfaltigkeit mit der Massbestimmung (2.1)
gegeben. Wenn die Determinanten $|f_{(1)i(1)j}|$ und $|_{\varphi(1)i(1)j}I|$ nicht gleich $Nuu$

sind, so konnen wir unsere \"Ubertragungstheorie bez\"uglich des gegebenen
Integrals ganz analog wie die KAWAGUCHIsche \"Ubertragung in die
spezielle Mannigfaltigkeit, in der die zugrundegelegte Funktion $F^{p}$ in
bezug auf $x^{\prime/i}$ linear ist, einf\"uhren.

Bez\"uglich dieser Tatsache mit allen seinen Einzelheiten kann man
in den KAWAGUCHIschen Arbeiten (XI, XII) nachschlagen. Aber wir
fassen in unserem Falle den symmetrischen Tenscr $A_{ij}$ und die von
$A_{:j},$ $B_{i}$ und $C$ abgeleiteten Fundamentalgr\"ossen $\varphi’ M_{i}$ und $N^{*}$ .

10. Intrinseke Ubertragung. Die in vorhergehendem Abschnitte
definierte.\"Ubertragung betrifft die Ableitung der vierter Ordnung von

(1) $G=G_{(1)i\langle 1)j}^{i}x^{\prime j}$
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$\varphi$ Wir k\"onnen aber, benutzend die Fundamentalgr\"ossen $\varphi$ , die \’Uber-
tragung, die ganz analog wie E. CARTAN (II) ist, mit der Ableitung
der dritten Ordnung von $\varphi$ definieren, d.h. wenn man die Gr\"ossen

(2.27) $C_{ijk}=\frac{1}{2}\varphi_{(1)i(1)j(1)k}$ , $A_{ijk}=\varphi^{\frac{1}{2}}C_{ijk}$ ,

$G^{i}=\frac{1}{2}\varphi^{ij}(\varphi_{(1)j(0)k}x^{\prime k}-\varphi_{(0)\dot{g}})$

und

(2.28) $\Gamma_{jk}^{i}=\varphi^{1h}\{$ $\frac{1}{2}(\varphi_{(1)j(1)h(0)k}\varphi_{(1)k(1)h(0)j})$

$+C_{jkr}G_{(1)h}^{r}-C_{hkr}G_{(1)j}^{r}$ ,

(2.29) $\Gamma_{jk}^{*i}=\Gamma_{jk}^{i}-\varphi^{ih}C_{jhr}G_{(1)k}^{r}$

bildet, so ergibt $sich$
, das kovariante Differential f\"ur einen willk\"urlichen

Tensor, welcher in den $x^{\prime i}$ positiv-homogen von nullter Dimension ist.
Z.B. wenn $v^{i}$ eine kontravariante Vektordichte mit der Charakteristik
$(1, R, 1)$ ist, so wird ihr kovariantes Differential gegeben in der Form

(2.30) $\delta v^{i}=dv^{i}+(\Gamma_{jk}^{i}dx^{k}+C_{jk}^{i}dx^{\prime k})\dot{\theta}-R\Gamma_{lj}^{*l}v^{i}dx^{j}$ .
Da die Funktion $\varphi$ in den $x^{;i}$ positiv-homogen von zweiter Dimension

ist, so ist die $C_{\ddot{v}k}$ in den Zeigern symmetrisch und $\oplus$

.
bestehen die

Relationen

(2.31) $C_{ijk}x^{\prime k}=0$ und $\Gamma_{jk}^{i}x^{\prime j}=G_{(1)k}^{i}$ .
Da $\varphi^{-\frac{1}{2}}x^{\prime i}$ die Bestimmungszahlen eines kontravarianten Vektors

und in den $x^{\prime i}$ positiv-homogen von nullter Dimension sind, so folgt
aus (2.30) als spezieller Fall

(2.32) $\omega:=\delta(\varphi^{-\frac{1}{2}}x^{h})=\varphi^{-\frac{1}{2}}(dx^{\prime i}-\frac{1}{2}x^{\prime i}d$ log $\varphi+G_{(1)k}^{i}dx^{k})$ ;

es ist also

(2.33) $dx^{\prime t}=\varphi^{\frac{1}{2}}\omega^{i}+\frac{1}{2}x^{\prime i}d$ log $\varphi-G_{(1)k}^{i}dx^{k}$ .
Es folgt also nach (2.30) und der letzten

$\delta v^{i}=v_{(0)k}^{i}dx^{k}+v_{(1)k}^{i}dx^{\prime k}+(\Gamma_{jk}^{i}dx^{k}+C_{jk}^{i}dx^{\prime k})\dot{\theta}$

$-R\Gamma_{lj}^{*l}v^{i}dx^{\dot{9}}$

$=dx^{k}\nabla_{k}v^{i}+\omega^{k}\nabla_{k}v^{i}1$
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wobei $\nabla_{k}v^{i}$ und $\nabla_{k}v^{i}1$ die sogenannten Ableitungen sind:

(2.34) $\left\{\begin{array}{l}\nabla_{k}v^{i}=v_{(0)k}^{i}-v_{(1)r}^{i}G_{(1)k}^{r}+\Gamma_{jk}^{*i}v^{j}\Gamma_{lk}^{*l}v^{i}\\\nabla_{k}v^{i}=\varphi^{\frac{1}{2}}(v_{(1)k}^{i}+C_{jk}^{i}\dot{\theta})1\end{array}\right.$

Bei der Parametertransformation ist die Gr\"osse $dx^{\prime i}$ keine Invari-
ante, d.h. sie ver\"andert sich in die Form

$\delta i^{i}=adx^{h}+x^{\prime i}d\alpha$ .
Aber das kovariante Differential und die kovariante Ableitung von $v^{:}$

haben beide dadurch Invarianteneigenschaft, dass das alle $da$ enthal-
. tende Glied identisch verschwindet, da die $v^{i}$ in den $x^{\prime i}$ positiv-homogen
von nullter Dimension sind. Deswegen k\"onnen wir nicht die oben
erklarte Methode f\"ur die Gr\"osse von nicht nullter Dimension anwenden.
Wir k\"onnen aber diese Unvollkommenheit verbessern, indem wir die
folgende invariante Forderung annehmen:

Fur die Fundamentalgrosse $\varphi$ nehmen wir an, dass ihr kovariantes
Differential immer identisch verschwindet:

(2.35) $\delta^{*}\varphi=0$ .
Dann folgt fur die andere skalare Dichte $I$ bzw. kontravariante

Vektordichte $v^{i}$ mit dem Gewicht $h$ bei der Parametertranformation

(2.36) $\delta^{*}I=dI-R\Gamma_{lj}^{*l}Id\dot{\theta}-\frac{h}{2}Id$ log $\varphi$

bzw.

(2.37) $\delta^{*}v^{i}=dv^{i}+(\Gamma_{jk}^{i}dd^{t}+C_{jk}^{j}dx^{\prime k})\dot{\theta}-R\Gamma_{lj}^{\star l}v^{i}dx^{\dot{f}}$

$-\frac{h}{2}v^{i}d$ log $\varphi$ .
Die Obertragung l\"angs der gegebenen Kurve wird in der Form

(2.38) $\left\{\begin{array}{l}\frac{\delta^{*}I}{dt}=\frac{dI}{dt}-RG_{\langle 1)l}^{l}I-\frac{h}{2}I\frac{d}{dt}\varphi\\\frac{\delta^{*}v^{i}}{dt}=\frac{dv^{i}}{dt}+(\Gamma_{jk}^{i}x^{\prime k}+C_{jk}^{i}x^{\prime\prime k})v^{j}-BG_{(1)l}^{l}v^{i}-\frac{h}{2}v^{\mathfrak{i}}\frac{d}{dt}\varphi\end{array}\right.$

gegeben, und dies ist bei der Parametertransformation invariant.
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Die Fundamentalgr\"ossen $\varphi,$
$M_{i}$ und $N^{*}$ gehen bei der \"Ubertragung

\"uber in

(2.39) $\nabla_{k}\varphi=\varphi_{(0)k}-\varphi_{(1)r}G_{(1)k}^{r}=0$ , $\nabla_{k}\varphi 1=\varphi^{\frac{1}{2}}\varphi_{(1)k}$ ,

(2.40) $\nabla_{k}N^{*}=N_{(0)k}^{*}-N_{(1)r}^{*}G_{(1)k}^{r}$ , $\nabla_{k}N^{*}1=\varphi^{\frac{1}{2}}N_{(1)k}^{*}$ ,

(2.41) $\left\{\begin{array}{l}\nabla_{k}M_{i}=M:(0)k-M_{i\langle 1)r}G_{(1)k}^{r}-\Gamma_{ik}^{*j}M_{j}\\\nabla_{k}M_{i}1=\varphi^{\frac{1}{2}}(M_{i(1)k}+C_{l}^{j_{k}}M_{j})\end{array}\right.$

bei denen die folgenden einfachen Identitaten gelten:

(2.42) $x^{\prime k}\nabla_{k}\varphi=0$ , $x^{\prime}k^{1}\nabla_{k}\varphi=2\varphi^{\frac{3}{2}}$ ,

(2.43) $x^{\prime k}\nabla_{k}N^{*}=\frac{d}{dt}N^{*}+N_{(1)r}^{r}\mathfrak{B}^{r}$ , $x^{\prime}k^{1}\nabla_{k}N^{*}=p\varphi^{\frac{1}{2}}N^{*}$ ,

(2.44) $\left\{\begin{array}{ll}x^{\prime k}\nabla_{k}M_{i}=\frac{d}{dt}M_{i}+M_{i\{1)r} & -G_{(1)i}^{j}M_{j},\\x^{h}\nabla_{k}M_{t}=M_{i(0)k}x^{h}, & \\x^{\prime}k^{1}\nabla_{k}M_{i}=(p-2)\varphi^{\frac{1}{2}}M_{i}, & x^{\prime}i^{1}\nabla_{k}M_{i}=-\varphi^{\frac{1}{2}}M_{k}.\end{array}\right.$

Bemerkung 1. Handelt es sich um die kovariante Ableitung einer
Gr\"osse, so d\"urfen wir das Parameter $t$ invariant bleiben lassen; mithin
f\"allt die kovariante Ableitung einer Gr\"osse mit jener mit dem Gewicht
Null zusammen. Zwischen den beiden Differentialen bestehen die ein-
fache Relation

(2.45) $\delta^{*}T=\delta T-\frac{h}{2}Td$ log $\varphi$ .
2. F\"ur eine Gr\"osse mit dem Gewicht $h(\neq 0)$ d\"urfen wir annehmen,

dass die Gr\"osse ausser den Argumenten $x^{i}$ und $x^{\prime i}$ auch noch den
Parameter $t$ ausdr\"ucklich enth\"alt.

11. Kr\"ummungsgr\"ossen. Die zweite kovariante Ableitung eines
gew\"ohnlichen kontravarianten Vektors $v^{i}$ lautet

(2.46) $\nabla\iota\nabla_{k}v^{i}=v_{10)k(0)l}^{i}-v_{(1)r(0)l}^{i}G_{(1)k}^{r}-v_{(1)r}^{i}G_{(1)k(0)l}^{1}+\Gamma_{jk(0)l}^{*i}\dot{\theta}$

$+l_{jk}^{\urcorner*i}v_{(0)l}^{j}-G_{(1)l}^{j}(v_{(0)k(1)j}^{i}-v_{\langle 1)r(1)j}^{i}G_{\{1)k}^{r}-v_{\langle 1)r}^{i}G_{(1)k(1)j}^{r}+\Gamma_{mk(1)j}^{*i}v^{m}$

$+\Gamma_{mk}^{*i}v_{(1)j}^{m})+\Gamma_{jl}^{*i}(v_{(0)k}^{j}-v\dot{d})rG_{(1)k}^{r}+\Gamma_{mk}^{*j}v^{m})-\Gamma_{kl}^{\star j}(v_{(0)j}^{i}$

$-v_{(1)r}^{i}G_{(1)j}^{r}+\Gamma_{mj}^{*i}v^{m})$ .
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Bei Vertauschung der Indizes in den zweiten kovarianten Ab-
leitungen gelten also die Formeln

(2.47) $(\nabla_{\iota}\nabla_{k}-\nabla_{k}\nabla_{l})v^{i}=R_{jld}^{i}\dot{\theta}+S^{r_{kl}}\nabla_{r}v^{i}1$

wo
(2.48) $R_{jkl}^{i}=(\Gamma_{jk(0)l}^{*i}-\Gamma_{jk(1)m}^{*i}G_{(1)l}^{m})-(\Gamma_{jl(0)k}^{*i}-\Gamma_{g7(1)m}^{\star i}G_{(1)k}^{m})$

$+\Gamma_{pl}^{*i}\Gamma_{jk}^{\star p}-\Gamma_{p}^{*i}\Gamma_{J}^{*p}-A_{jr}^{i}S_{u}^{r}$ ,

(2.49) $\varphi^{\frac{1}{2}}S_{kl}^{r}=(G_{(1)l(0)k}^{r}-G_{(1)l(1)t}^{r}G_{(1)k}^{t})-(G_{(1)k(0)l}^{r}-G_{(1)k(1)t}^{r}G_{(1)l}^{t})$ .
$R_{\dot{g}kl}^{i}$ sind die Bestimmungszahlen der Kr\"ummungsgr\"osse der betref-
fenden \"Ubertragung. Sie sind die gew\"ohnlichen und in den $x^{\prime i}$ positiv-
homogen von nullter Dimension.

Dieselbe Weise liefert uns

(2.50)
$\left\{\begin{array}{l}(\nabla_{l}\nabla_{k}-\nabla_{k}\nabla_{l})v^{i}=11T_{jld}^{i}\dot{\theta}+A_{lk}^{j}\nabla_{j}v^{i}+U^{r_{kl}}\nabla_{r}v^{i}1\\(\nabla_{l}\nabla_{k}-\nabla_{k}\nabla_{l})v^{i}=1111V_{ju}^{i}v^{j}+W_{k\iota\nabla_{r}}^{r^{1}}v^{i}\end{array}\right.$

wo

(2.51)
$\left\{\begin{array}{l}T_{jld}^{i}=\nabla_{l}A_{j^{l}o}^{i}-\varphi^{\frac{1}{2}}\Gamma_{jl(1)k}^{\star i}+A_{\dot{gr}}^{i}(\Gamma_{kl}^{*r}-G_{(1)l(1)k}^{r})\\U^{r_{kl}}=G_{(1)l(1)k}^{r}-\Gamma_{kl}^{*r}\\V_{jkl}^{i}=\varphi^{\frac{1}{2}}(A_{jk(1)l}^{i}-A_{jl(1)k}^{i})+A_{pl}^{i}A_{jk}^{p}-A_{pk}^{i}A_{J\gamma}^{p}\\W_{kl}^{r}=\frac{1}{2}\varphi^{-\frac{1}{2}}(\varphi_{(1)l}\delta_{k}^{r}-\varphi_{(1)k}\delta_{l}^{r})\end{array}\right.$

Die Beziehungen zwischen diesen Gr\"ossen ergeben sich nach‘ einiger
Umrechnung; aber wir wollen uns hier nicht mehr damit befassen,

da sie ganz analog wie CARTANsche Arbeit (II) sind.
Bei dieser \’Ubertragung lautet der Reduktionssatz: Die $Diffe_{1}ren-$

tialkomitanten sind die algebraischen Komitanten der Grossen $\varphi^{-}\overline{2}x^{h}$ .
$\varphi,$

$M_{i}$ , $N^{*},$ $H_{jM},$ $A_{jk}^{i}$ und deren $\delta^{*}$-Ableitungen.

KAPITEL III. Die verschiedenen speziellen
Mannigfaltigkeiten.

12. Anwendung auf die speziellen KAWAGUCHIschenMannigfaltigkeiten.Wir gehen jetzt zur Betrachtung von einigen besonderen
Fallen uber, die von einigen Autoren bisher schon einzeln untersucht
worden sind..
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Zuerst betrachten wir den Fall
(3.1) $s=\int\{A_{i}(x, x^{\prime})x^{\prime h}+B(x, x^{\prime})\}^{\frac{1}{p}}dt$ ,

d.h. die von Herm Prof. A. KAWAGUCHI (XI, XII) untersuchte Mannig-
faltigkeit. Da $A_{tt1)j}+A_{d1):}$ die symmetrische Gr\"osse und $A_{i}$ in den $x^{r:}$

positiv-homogen von $(p-2)$-ter Dimension ist, so ist die Determinante
$f=|A_{1(1}w+Afl1)i|$ eine skalare Dichte mit der Charakteristik $(0,2,1)$ .
Es gibt also $eIne$ absolute Invariante

(3.2) $\varphi=\{f|f_{(1)i(1)j}|^{-\frac{1}{n+1}}\}^{\frac{2(n+1)}{n(p-1)}}$

unter der Voraussetzung $|f_{(1)t(1\mathcal{B}}|\neq 0^{(1)}$ Benutzend diese skalare Dichte
$f$, haben wir den Vektor $\mathfrak{B}_{i}$ , der ganz analog wie (2.13) ist. Somit k\"onnen
$wIr$ fUr $p\neq 0,1,3+\frac{1}{n}$ die Paralleliibertragung in dieser Mannigfaltig-
keit definieren. Schliesslich gibt die einfache Rechnung das gewUnschte
Ergebnis:

Die Fundamentalgrossen in dieser Mannigfaltigkeit sind die zwei
absoluten Invarianten $\varphi$ und $N=-A_{i}\Lambda^{i}+B$, welche beide nur von $x^{i}$

und $x^{\prime i}$ abhdngen und in den $x^{\prime i}$ die Homogenitatseigenschafl besitzen.
Die direkte Erweiterung dieser Massbestimmung ist vom Verfasser

(V) untersucht worden, indem er die Bogenlange mit
(3.3) $s=\int(a_{i}a_{j}x\prime\prime x^{\prime\prime}+2ba_{i}x^{\prime\prime i}+c)^{\frac{1}{p}}dt$

definiert hat. Auf diese Mannigfaltigkeit k\"onnen wir auch sogleich
dieselbe Methode anwenden, denn die Gr\"osse $f=|a_{i(1W}+a_{\dot{g}\{1)i}|$ ist eine
skalare Dichte mit der Charakteristik $(0,2,1)$ . Dabei gibt es die drei
Fundamentalgrbssen: die zwei absoluten Invarianten

(3.4) $\left\{\begin{array}{l}\varphi=\{f|f_{(1)i(1)j}|-\frac{1}{n+1}\}^{\prime’(p-2}\neg\langle n+1)\\N=a_{i}a_{j}\Lambda^{i}\Lambda^{j}-2ba_{i}\Lambda^{i}+c\end{array}\right.$

und der Vektor

(3.5) $M_{i}=-a_{\dot{2}}a_{jz}\Psi+ba_{i}$ .
Diese Gr\"ossen besitzen auch in den $x^{h}$ die Homogenitaoeeigenschaft.

(1) Diese Determinante $|f(1):(1)j|$ ist im allgemeinen $rurp\neq 3+\frac{1}{n}$ von Null
verschieden.
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Die behandelte Parallel\"ubertragung braucht die Voraussetzung,
dass die gegebenen Funktionen $A_{i},$ $B,$ $a_{i},$ $b$ und $c$ die Ableitungen von
h\"oherer Ordnung in bezug auf die in ihr enthaltenen Argumenten als
solche von Prof. A. KAWAGUCHI (XII) oder vom Verfasser (V) besitzen.

13. Eine Erweiterung. Der Verfasser hat in seiner Arbeit (V)
bemerkt, dass er die Parallel\"ubertragungstheorie auf die Mannigfaltigkeit
mit der Massbestimmung

(3.6) $s=\int\{\sum_{\lambda\approx 0}^{m}a^{m-\lambda}b_{\lambda}\}^{\frac{1}{p}}dt$

erweitern konnte, wobei $a=a_{i}(x, x^{\prime})x^{\prime/i}$ gesetzt ist. Wir wollen jetzt
unsere Methode auf die Mannigfaltigkeit, in der die Bogenl\"ange $s$

durch das Integral (3.6) gegeben wird, anwenden. Zwecks kUrzerer
Bezeichnung d\"urfen $wIr$ voraussetzen, ohne die Allgemeinheit wesent-
lich einzuschr\"anken, dass $m=3$ ist. In diesem Falle wird das Integral
ausdr\"ucklich in der Form

(3.7) $s=\int(a:a_{j}a_{k}x^{\prime\prime i}x^{\prime\prime j}x^{\prime\prime k}+B_{ij}x^{\prime h}x^{\prime\prime j}+C_{i}x^{\prime\prime i}+D)^{\frac{1}{p}}dt$

geschrieben, wo wir voraussetzen k\"onnen, dass Bie in bezug auf $i$ und
$j$ symmetrisch ist.

Da die Bogenl\"ange $s$ bei der Parametertransformation sich nicht
ver\"andern soll, m\"ussen $a:’ B_{\ddot{u}}$ , Ci und $D$ den folgenden Beziehungen
gen\"ugen:

(3.8) $a_{i}x^{\prime i}=0$ , $B_{i_{\dot{J}}}x^{\prime i}=0$ , $C_{i}x^{h}=0$ ,

(3.9) $\left\{\begin{array}{ll}a_{i(1)j}x^{;j}=(\frac{p}{3}-2)a_{i}, & B_{ij(1)k}x^{\prime k}=(p-4)B_{ij},\\c_{:(1)j}x^{\prime j}=(p-2)C_{i}, & D_{\langle 1)j}x^{\prime j}=pD,\end{array}\right.$

d.h. die Funktionen $a_{i},$ $B_{\ddot{w}}$ . Ci bzw. $D$ sind in den $x^{h}$ positiv-homogen
von $(\frac{p}{d}-2)$-ter, $(p-4)$-ter, $(p-2)$-ter bzw. p-ter Dimension. Nach
dem vorhergehenden Abschnitte ergibt sich eine skalare Dichte
$f=|a+a|$ mit der Charakteristik $(0,2,1)$ , welche in den $x^{\prime i}$

positiv-homogen von $n(\frac{p}{3}-3)$-ter Dimension ist. Somit bekommen
wir die absolute Invariante

(1) Sie ist allgemeiner als (3.6) fur $m=3$ , denn $B_{ij},$ $C_{i}$ und $D$ sind die von $a$:
unabhangigen Funktionen.
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(3.10) $\varphi=\{f|f_{(1)i\langle 1)j}|^{-\frac{1}{n+1}}\}^{\frac{6\{n+1)}{n(p-3)}}$ ,

wenn die Determinante $|f_{(1)i(1)j}|$ nicht identisch verschwindet.(1) Damit
haben wir ganz analog wie vorhergehend den Vektor $\mathfrak{B}^{i}$ , die Funktion
$\Lambda^{i}$ und die Beziehung

(3.11) $x^{\prime h}=-\mathfrak{B}^{i}-\Lambda^{i}$

zwischen den $\mathfrak{B}^{i}$ und $\Lambda^{i}$ . Eine einfache Rechnung lehrt uns, benutzend
die Beziehung (3.11), dass

(3.12) $K_{i\dot{g}}=-3a_{i}a_{j}a_{k}\swarrow 1^{k}+B_{ij}$

bzw.

(3.13) $M_{i}=3a_{i}a_{j}a_{k}\Lambda^{j}\Lambda^{\dot{k}}-2B_{ij}\Lambda^{j}+C_{i}$

die Bestimmungszahlen einer symmetrischen Gr\"ossen bzw. eines Vektors
sind, und dass

(3.14) $N=-a_{i}a_{j}a_{k}\Lambda^{i}A^{j}\Lambda^{k}+B_{ij}\Lambda^{i}P$–Ci $A^{i}+D$

eine absolute Invariante ist. Diese Gr\"ossen hangen nur von $x^{i}$ und $x^{\prime i}$

ab, und haben alle die Homogenitatseigenschaft in bezug auf $x^{\prime i}$ , wie
man leicht nach (3.9) erkennen kann. Zusammengefasst gibt dies das
Ergebnis:

In der betrachteten Mannigfaltigkeit gibt es die vier Fundamental-
grossen $\varphi,$ $K_{ij},$ $M_{i}$ und $N$ ; und mit diesen Grossen wird das Problem,

in unserer Mannigfaltigkeit eine Parallel\"ubertragung zu definieren,
sogleich ganz analog wie vorhergehend gelost.

Dieses Verfahren wird ohne Schwierigkeit zu dem allgemeinen
Falle erweitert.

14. Verallgemeinerung von der OHKUBOschen Theorie. ${\rm Im}$

vorigen Jahre hat T. OHKUBO (XIII) die Mannigfaltigkeit mit der
Massbestimmung

(3.15) $s=\int\{A_{i}(x, x^{\prime})x^{\prime\prime/i}+B(x, x^{\prime}, x^{\prime\prime})\}^{\frac{1}{p}}dt$

(1) Diese Determinante $|f\langle 1$)$i\langle 1$)$j|$ ist im allgemeinen fur $p\neq 3(3+\frac{1}{n})$ von
Null verschieden.
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untersucht. In diesem Falle h\"angen $A_{i}$ nicht von $x^{\prime h}$ ab. Wenn wir
uns aber der affinen Differentialgeometrie in der 3-dimensionalen
Mannigfaltigkeit erinnern, so wird es uns klar, dass die metrische Funk-
tion in den $x^{\prime//i}$ linear ist und die Koeffizienten von $x^{\prime\prime\prime i}$ allerdings
von $x^{\prime i}$ und $x^{\prime\prime_{i}}$ abhangen. Der Zweck dieses Abschnittes ist diesen
R\"uckstand einzuholen und dabei insbesondere die einfachste Anwendung
der oben benutzten Methode zu erkl\"aren.

Wir betrachten jetzt eine Mannigfaltigkeit mit der Massbestim-
mung

(3.16) $s=\int((a_{ij}x^{\prime/j}+b_{:})x^{\prime\prime h}+c\}^{\frac{1}{p}}dt$ ,

die aber gerade die Verallgemeinerung von (3.15) ist. Wir schr\"anken
uns ein, dass aij und $b_{i}$ nur von $x^{i}$ und $x^{\prime i}$ abh\"angen und $c$ von $x^{i},$ $x^{\prime:}$

und $x^{rr_{i}}$ . Da die Bogenl\"ange $s$ bei Parametertransformation sich nicht
ver\"andert, mussen die Funktionen $a_{\ddot{w}},$

$b_{i}$ und $c$ den folgenden Bezie-
hungen gen\"ugen:

(3.17) $a_{ij}x^{h}=0$ , $b_{i}x^{h}=0$ ,

(3.18) $\left\{\begin{array}{ll}a_{ij(1)k}x^{\prime k}=(p-5)a_{ij}, & b_{i(1)k}x^{\prime k}=(p-3)b_{i} ,\\c_{(1)k}x^{\prime k}+2c_{(2)k} & =pc,\end{array}\right.$

d.h. die Funktionen aij bzw. $b_{i}$ sind in den $x^{\prime i}$ positiv-homogen von
$(p-5)$-ter bzw. $(p-3)$-ter Dimension.

Da die Gr\"ossen $a_{ij}x^{\prime\prime j}+b_{i}$ die Bestimmungszahlen eines Vektors
sind und bei der Parametertransformation das Gewicht $p-3$ haben,
so lautet

(3.19) $a_{ij}x^{\prime j}=0$ .
Einfache Rechnung lehrt uns, dass die Transformationsformeln bei

der Koordinatentransformation lautet:

(3.20) $\left\{\begin{array}{l}\overline{a}_{\alpha\beta}=a_{ij}Q_{\alpha}^{i}Q_{\beta}^{j}\\\overline{b}_{\alpha}=b_{i}Q_{\alpha}^{i}+a_{ij}Q_{\alpha}^{i}Q_{p\tau}^{j}x^{\prime\beta}x^{\prime\tau}\\\overline{e}=c+3(a_{ij}x^{\prime\prime j}+b:)(8Q_{\alpha\beta}^{i}x^{\prime\prime\alpha}x^{\prime\beta}+Q_{u^{i}lY}x^{\prime\alpha}x^{\prime\beta}x^{\prime\tau})\end{array}\right.$

Es folgt also, dass $a_{ij}$ und $c_{(2b(2)j\emptyset k}$ beide die Bestimmungszahlen eines
Affinors sind.

$a_{ij}$ besteht im allgemeinen aus den zwei Teilen:

(321) $a_{ij}=a_{(:_{J)}}+a_{[ij]}$ .
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Es sind zwei F\"alle hervorzuheben, erstens der Fall: der Rang $r$ der
Matrix $(a_{(:j)})$ ist gleich $n-1$ ; zweitens der Fall: $r<n-1$ . Wir wollen
jetzt mit dem ersten Falle beginnen.

Bezeichnet $A^{ij}$ das algebraische Komplement von $(a_{(ij)})$ in der
Determinante $|a_{(ij)}|$ , so gibt es eine skalare Dichte $f$ mit der Charak-
teristik $(0,2,1)$ , da der Rang der Matrix $(a_{\downarrow ij)}’)n-1$ ist. Diese $f$ genUgt
den Beziehungen

(3.22) $x^{\prime i}x^{\prime j}f=A^{ij}$

und hangt offenbar nur von $x^{i}$ und $x^{\prime i}$ ab und ist noch in den $x^{\prime i}$

positiv-homogen von $\{(p-5)(n-1)-2\}$ -ter Dimension. Es gibt also
eine absolute Invariante

(3.23) $\varphi=\{f|f_{(1)i(1)j}|^{-\frac{1}{n+1}}\}^{\frac{2(n+1)}{(p-3)\{n-1)}}$

unter der Voraussetzung $|f_{(1)i(1)j}|\neq 0^{(1)}$

Auf dieselbe Weise in Kap. II ergibt sich mittels $\varphi$ ein Vektor
(3.24) $-\mathfrak{B}^{i}=x^{\prime h}+2G^{i}$

unter der Voraussetzung $|\varphi_{\langle 1)i\langle 1)j}|\neq 0$ , wo

(3.25) 2 $G^{i}=\varphi^{i\dot{\rho}}(\varphi_{(1)j(0)k}x^{\prime k}-\varphi_{\langle 0)j})$ , $\varphi^{\ddot{v}}\varphi_{(1)j\langle 1)k}=\delta_{k}^{i}$ .
Um das kovariante Differential von der gegebenen Gr\"osse festzulegen,
f\"uhrt man die Gr\"ossen $C_{\dot{y}\lambda},$ $\tau_{;k}^{i}$ und $\Gamma_{jk}^{*i}$ ganz analog wie in Kap. II
$eIn^{12)}$ Somit ergibt sich das kovariante Differential fUr den will-
k\"urlichen Tensor mit dem Gewicht Null bei der Parametertransforma-
tion. Z.B. wenn $v^{i}$ eine kontravariante Vektordichte mit der Charak-
teristik (1, St, 2) ist, so l\"asst sich ihr kovariante Differential angeben
in der Form

(3.26) $\delta v^{:}=dv^{i}+(\Gamma_{jk}^{i}dx^{k}+C_{jk}^{i}dx^{\prime k})t)^{\dot{9}}-R\Gamma_{lj}^{\star l}v^{i}dx^{j}$ .
Von den $C_{jk}^{i}$ und $P_{jk}$ bestehen dieselben Beziehungen wie (2.31).

Unter der geometrischen Forderung: das kovariante Differential
von $\varphi$ mit dem Gewicht 2 verschwindet identisch, ergibt sich f\"ur die

(1) Diese Determinante $|f(1)i\{1$)$j|$ ist im allgemeinen $f\iota ir$ $p\neq 5+\frac{3}{n-1}$ von
Null verschieden.

(2) Siehe (2.27), (2.28) und (2.29).
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Gr\"osse mit dem Gewicht $h$ bei der Parametertransformation ihr kovari-
antes Differential ganz analog wie in Nr. 10, wie folgt:

(3.27) $\delta^{*}v^{i}=dv^{i}+(\Gamma_{jk}^{i}dx^{k}+C_{jk}^{i}dx^{\prime k})v^{\dot{o}}$–St $I_{lj}^{\star l}v^{i}d\dot{\theta}$

$-\frac{h}{2}v^{i}d$ log $\varphi$

Da $x^{\prime i}$ die Bestimmungszahlen eines kontravarianten Vektors mit
dem Gewicht 1 ist, so folgt aus (3.27) und (2.31) der spezielle Fall

(3.28) $\varphi^{\frac{1}{2}}\omega^{i}=\delta^{*}x^{h}=dx^{\prime i}+G_{(1)k}^{i}dx^{k}-\frac{1}{2}x^{;i}d$ log $\varphi$ .
Dann folgt langs der gegebenen Kurve

(3.29) $\rho^{:}=\frac{\delta^{*}x^{\prime:}}{dt}=x^{\prime\prime i}+2G^{i}-\frac{1}{2}x^{\prime i}\frac{d}{dt}$ log $\varphi$ .

Da $\rho^{i}$ ein kontravarianter Vektor mit dem Gewicht 2 ist, so folgt unter
Ber\"ucksichtigung von (3.28)

(3.30) $\varphi^{f\dot{fi}}=\delta^{*}\rho^{i}=dx^{\prime\prime i}+\dot{\beta}_{k}dx^{k}+\gamma_{k}^{i}\omega^{k}\varphi^{\frac{1}{2}}$

$+\frac{1}{2}x^{;i}1\frac{1}{2}\frac{d}{dt}$ log $\varphi d$ log $\varphi-d\frac{d}{dt}$ log $\varphi\}-x^{\prime\prime i}d$ log $\varphi$ ,

wo

(3.31) $\left\{\begin{array}{l}\beta_{k}^{i}=2G_{(0)k}^{i}+\Gamma_{jk}^{i}x^{\prime\prime j}+2\Gamma_{jk}^{i}G^{j}-2G_{(1)j}^{i}G_{(1)k}^{j}\\-C_{jl}^{i}G_{(1)k}^{l}(x^{\prime\prime j}+2\theta)\\\gamma_{k}^{i}=2G_{(1)k}^{i}-\frac{1}{2}\delta_{k}^{i}\frac{d}{dt}\varphi+C_{jk}^{i}\dot{\mu}-\rho^{i}(\log\varphi)_{(1)k}\end{array}\right.$

Es folgt also nach (3.28), (3.30) und (3.27)

$\delta^{*}v^{i}=v_{(0)k}^{i}dx^{k}+v_{(1)k}^{i}dx^{\prime k}+v_{(2)k}^{i}dx^{;;k}+(l_{jk}^{i}\neg dx^{k}+C_{jk}^{i}dx^{\prime k})\tau^{\dot{p}}$

$-\Omega\Gamma_{lk}^{*l}v^{i}dx^{k}-\frac{h}{2}v^{i}d$ log $\varphi$

$=dx^{k}\nabla_{k}v^{i}+\omega^{k^{12}}\nabla_{k}v^{:}+\Omega^{k}\nabla_{k}v^{i}$ ,

unter Ber\"ucksichtigung von
$v_{(1)j}^{i}x^{\prime_{\dot{f}}}+2v_{(2)j}^{i}x^{\prime\prime j}=hv^{i}$ und $v_{(2)j}^{i}x^{\prime j}=0$ ,
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wo

(3.32) $\left\{\begin{array}{ll}\nabla_{k}v^{i}=v_{(0)k}^{i}-v_{(1)j}^{i}G_{(1)k}^{j}-v_{\dot{(2})j}\beta i+\Gamma_{jk}^{*} & \dot{\theta}-\Omega\Gamma_{lk}^{*l}v^{i},\\\nabla_{k}v^{i}=\varphi^{\frac{1}{2}}v_{(1)k}^{i}+A_{jk}^{i}\dot{\theta}-\varphi^{\frac{1}{t}}v_{(2)j}^{i}\gamma_{k}^{\dot{g}}1 & i\\r_{k}^{2}v^{:}=\varphi v_{2\}k}^{i}. & \end{array}\right.$

Diese sind die sogenannten kovarianten Ableitungen von $v^{i}$ . Wenn $v^{i}$

nur von $x^{i}$ und $x^{ri}$ abh\"angt, so hangen auch die kovarianten Ableitungen
von demselben ab, und ihre Gestalt fallt mit (2.34) zusammen.

Nach den Definitionsgleichungen (3.25) erh\"alt man hier

(3.33) $\varphi_{t^{0)k}}-\varphi_{11)j}G_{11)k}^{j}=0$ .
Die Gr\"osse $a_{ij}x^{\prime\prime j}+b_{i}$ k\"onnen wir mit Hilfe von (3.29) auf die Form

aij $\rho^{i}+M$: bringen, wobei

(3.34) $M_{i}=b_{i}-2a_{ij}G^{j}$ .
Diese $M_{i}$ , welche nur von $x^{i}$ und $x^{\prime i}$ abh\"angen, sind die Bestimmungs-
zahlen eines Vektors und in den $x^{\prime i}$ positiv-homogen von $(p-3)$-ter
Dimension. Aus (3.30) ergibt sich nach einiger Umr\^echnung

(3.35) $x^{\prime\prime\prime i}=\frac{\delta\rho^{:}}{dt}-\beta_{k}^{i}x^{\prime k}-\gamma_{k}^{i}\rho^{k}+x^{;;i}\frac{d}{dt}$ log $\varphi$

$-\frac{1}{2}x^{h}\{\frac{1}{2}$($\frac{d}{dt}$ log $\varphi)^{2}-\frac{d^{g}}{dt^{2}}$ log $\varphi\}$ .

Somit ergibt sich weiter die wichtige Invariante

(3.36) $N=c-M_{i}\beta_{j}^{i}x^{\prime j}-M_{i}\gamma_{j}^{i}(x^{\prime\prime j}+2\theta)$ ,

ersetzend $x^{\prime\prime\prime i}$ in $(a_{ij}x^{\prime\prime j}+b_{i})x^{\prime\prime\prime i}+c$ . $N$ ist die Funktion von $x^{i},$ $x^{\prime i}$

und $x^{\prime/i}$ und hat das Gewicht $p$ bei der Parametertransformation.
Dann ist gezeigt:

In dieser Mannigfaltigkeit gibt es die drei Fundamentalgr\"ossen:
$d,r$ Vektor $M_{i}$ , die absoluten Invarianten $\varphi$ und N. Benutzend diese
Fundamentalgrossen, kann man diese Mannigfaltigkeit charakterisieren.

Bei der Bildung der Ableitung zweiter Ordnung:
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$((\nabla_{j}\nabla_{k}-\nabla_{k}\nabla_{j})v^{i^{0..12}}=R_{lkj}^{i}v^{l}+\mathfrak{S}_{kj}^{r}\nabla_{r}v^{i}+\mathfrak{T}^{r_{kj}}\nabla_{r}v^{i}$ ,

$|(\nabla_{j}\nabla_{k}-\nabla_{k}\nabla_{j})v^{i}$

.
$=R_{lkj}^{i}v_{2}^{l}-A_{kj}^{l}\nabla\iota v^{t}+\mathfrak{U}^{\iota_{kj}}\nabla\iota v^{i}+\mathfrak{B}^{\iota_{kj}}\nabla\iota v^{i}(\nabla_{j}\nabla_{k}-\nabla_{k}\nabla_{j})v=\mathfrak{W}_{kj}^{r}\nabla_{r}v^{i}22111..12$

(3.37)

$|$

$(\nabla_{j}\nabla_{k}-\nabla_{k}\nabla_{j})\dot{\theta}=\Re_{lk\dot{g}}^{i}v^{l}+\mathfrak{N}^{r_{kj}}\nabla_{r}v^{i}+\mathfrak{Y}^{r_{kj}}\nabla_{r}v^{i}1111..1.2$

$(\nabla_{j}\nabla_{k}-\nabla_{k}\nabla_{j})v^{i}=\mathfrak{Z}_{kj}^{r}\nabla_{r}v^{i}2112.2$

$(\nabla_{j}\nabla_{k}-\nabla_{k}\nabla_{j})v^{i}=02222$

st\"osst man auf die Kr\"ummungs- und Torsionsgr\"ossen:

$\theta_{lkj}^{i}=(\Gamma_{lk(0)j}^{*i}-\Gamma_{lk(1)m}^{*i}G_{(1)j}^{m})-(\Gamma_{lj(0)k}^{*i}-\Gamma_{lj(1)m}^{*i}G_{(1)k}^{m})0$

$+\Gamma_{mj}^{*i}\Gamma_{lk}^{*m}-\Gamma_{mk}^{*i}\Gamma_{lj}^{\star m}-A_{lr}^{i}\mathfrak{S}_{kj}^{1}$ ,

$\varphi^{\frac{1}{2}}\mathfrak{S}_{u}^{r}=(G_{(1)j(0)k}^{r}-G_{(1)j(1)m}^{r}G_{(1)k}^{m})-(G_{(1)k(0)j}^{r}-G_{(1)k(1)m}^{r}G_{\langle 1)\dot{g}}^{m})$ ,

$\varphi \mathfrak{T}^{r_{k\dot{g}}}=(\beta_{j(0)k}^{r}-\beta_{j(1)m}^{r}G_{(1)k}^{m}-\beta_{j\langle)m}^{r}\beta_{k}^{m})$

$-(\beta_{k(0)j}^{r}-\beta_{k(1)m}^{r}G_{(1)j}^{m}-\beta_{k(2)m}^{r}\beta_{j}^{m})+\varphi^{\frac{1}{2}}\gamma_{l}^{r}\mathfrak{S}^{\iota_{kj}}$ ,

$\Re_{lkj}=\varphi^{\frac{1}{2}}\Gamma_{lk(1)j}^{*i}+A_{mj}^{i}\Gamma_{lk^{m}}^{*}-\nabla_{k}A_{lj}^{i}1$

$1I^{\iota_{kj}}.=\Gamma_{kj}^{*\iota}-G_{(1)k\langle 1)j}^{l}$ ,

(3.38) $\varphi^{\frac{1}{2}}\mathfrak{B}_{kj}^{l}=\beta_{k(2)m}^{l}\gamma_{j}^{m}-\beta_{k(1)j}^{l}+\gamma_{j(0)k}^{l}-\gamma_{j(1)m}^{l}G_{(1)k}^{m}-\beta_{k}^{m}\gamma_{j(2)m}^{l}$

$-G_{(1)k(1)j^{\prime}}^{m}y_{m}^{l}$

$\mathfrak{W}_{kj}^{r}=\Gamma_{kj^{r}}^{*}-\beta_{k(2)j}^{f}$ ,

$\Re_{lkj}^{i}=\varphi^{\frac{1}{z}}(A_{lk(1)j}^{i}-A_{lj(1)k}^{i})+A_{mj}^{i}A_{lk}^{m}-A_{mk}^{i}A_{lj}^{m}$ ,
$\mathfrak{N}_{kj}^{r}=(\varphi^{\frac{l}{2}})_{(1)j}\delta_{k}^{1}-(\varphi^{\frac{1}{2}})_{(1)k}\delta_{j}^{r}$ ,

$\mathfrak{Y}^{r_{kj}}=\gamma_{j(1)k}^{r}-\gamma_{k(1)j}^{r}+\gamma_{j}^{m}\gamma_{k(2)m}^{r}-\gamma_{k}^{m}\gamma_{j\langle 2)m}^{r}$

$\mathfrak{Z}_{kj}^{r}=A_{kj^{-\varphi^{\frac{1}{2}}}}^{r}\gamma_{k(2)j}^{r}-2(\varphi^{\frac{1}{2}})_{(1)k}\delta_{j}^{r}$ .
Wir sind nunmehr in der Lage, den zu Anfang dieses Abschnittes

aufgeworfenen zweiten Fall \"uber die Eigenschaft von $a_{\ddot{v}}$ mit Hilfe
der skalaren Dichte $f$ zu untersuchen.

Da der Rang von der Matrix $(a_{\langle\dot{u}1})$ kleiner als $n-1$ ist, m\"ochten

wir den schief-symmetrischen Teil $a_{[i_{J}]}$ von $a_{\ddot{v}}$ behandeln. Wir k\"onnen
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wegen der Eigenschaft der Determinante schliessen, dass die algebrai-
schen Komplemente $A^{ij}$ in der Determinante $|a_{[:_{\dot{J}}]}|$ symmetrisch oder
schief-symmetrisch sind, je nachdem $n$ die ungerade Zahl oder die
gerade ist. ${\rm Im}$ letzteren Falle k\"onnen $wIr,$ $wIe$ man wegen der Eigen-
schaft der Determinante leicht ausrechnet, beweisen, dass die alle $A^{i}$

identisch verschwinden. Dann schliesen wir den Fall aus, dass die
Dimensionszahl $n$ die gerade ist. Wir mUssen auch in der Folge vor-
aussetzen, dass der Rang von der Matrix $(a_{[\dot{w}]})n-1$ ist. Demnach
gibt es eine skalare Dichte $f$, ganz analog wie oben erkl\"art. In diesem
Falle k\"onnen wir in entsprechender Weise die \’Ubertragung angeben.

Am 1. Mai 1937.

Bemerkung bei der Korrektur. 1. Herren J. A. SCHOUTEN und
J. HAANTJES haben im vorigen Jahre die \’Ubertragungen in bezug auf
Vektordichten untersucht: \’Uber die Festlegung von allgemeinen
Massbestimmungen und \’Ubertragungen in bezug auf ko- und kontra-
variante Vektordichten, Monatshefte $fUr$ Mathematik und Physik, Bd.
43 (1936), S. 161-176. Wenn $wIr$ diese Methode zu unserem Falle in
Kap. II und III anwenden, so k\"onnen wir schliessen, dass wir die
Ordnung der Ableitung von der skalare Dichte $f$ etwas erniedern
k\"onnen.

2. Die letzte Zeit hat Herr Prof. A. KAWAGUCHI die intrinseke
Vbertragung in einer allgemeinen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit
eingef\"uhrt: Theory of connections in a KAWAGUCHI space of order
two, Proceedings of the Imperial Academy, Tokyo, Bd. 13 (1937),
S. 183-186; Theory of connections in a KAWAGUCHI space of higher
order, ibid., S. 237-240. Es ist bemerkenswert, dass die \’Ubertragungs-
parameter in unserem speziellen Falle vom Linienelemente niederer als
dasselbe in der Theorie der allgemeinen Mannigfaltigkeit abhangen.
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