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DIE DIFFERENTIALGEOMETRIE IN DER SPEZIELLEN
KAWAGUCHISCHEN MANNIGFALTIGKEIT MIT
DER MASSBESTIMMUNG VON EINER
BESTIMMTEN GESTALT

Von
Shisanji HOKARI

In einer metrischen allgemeinen Mannigfaltigkeit, d.h. in einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, der durch das Grundintegral eine
Massbestimmung aufgeprigt ist, lidsst sich eine Differentialgeometrie
erklidren, die zum erstenmal bei Herrn Prof. A. KawAGucHI (VIII)®
auftritt. Die Funktion, welche die Massbestimmung bestimmt, hingt
im allgemeinen ausser vom Orte in der Mannigfaltigkeit auch noch
von hoherer Linienelemente ab. Die Mannigfaltigkeit, wo zu jedem
Punkte in X, jedes System von Werten z’%, z'%, ...., ™ adjungiert
wird, ist von H.V. CralG (IV) und J. L. SYNGE (X1IV) die KAWAGUCHI-
sche Mannigfaltigkeit genannt worden, da sie von A. KAWAGUCHI
zuerst untersucht worden ist. Diese Mannigfaltigkeit ist von A. KAwA-
GUCHI einfach nfit K{™ bezeichnet worden. Ein Beispiel konnen wir
dadurch geben, dass K™ fiir m = 1 die sogenannte FINSLERsche Mannig-
faltigkeit (I, 1I) darstellt. An der Ausarbeitung der Geometrie in K@
beteiligten sich zahlreiche Untersucher, aber fiir m 1 ist bisher keine
allgemeine Untersuchung gewesen, da die Grundlegung der Geometrie

des Integrals fF(w, ', 2", ..., 2)dt verschiedener Bedingungen
wegen sehr schwierig ist. E. CARTAN (IIT) hat neulich die Geometrie
des Integrals jF(x, ¥,y', y'')dx gegeniiber der Gruppe aller Beriihrungs-
transformationen der Ebene entwickelt; und diese Methode ist von
H. HomBU (VI, VII) zu dem Falle des Integrals sF(x, v, ¥, v,y )dx

verallgemeinert worden. Aber eine solche Methode ist nicht auf die
allgemeine n-dimensionale Mannigfaltigkeit K¢ anwendbar.

Seit einigen Jahren hat aber die Theorie der KAWAGUCHIschen
Mannigfaltigkeiten mit der Dimensionszahi n durch die Untersuchungen

(1) Siehe die Literatur angaben am Schlusse dieser Arbeit,
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von H.V. Craig (IV), J.L.SYNGE (XIV), A. KawacucHl (IX, X, XI,
XII), S. HoxkArl (V) und T. OHKUBO (XIII) eine progressive Ent-
wickelung gemacht. Die Bogenlinge s, welche durch das Integral

SF(w, 2, ....,x™)dt gegeben wird, soll unter der Gruppe aller Koordi-
naten- und Parametertransformationen:

(1) | B =g, 2%, ..., 2", T=1F)

invariant bleiben; und dies gibt uns die von H. V. CrRAIG (IV) gefundenen
Bedingungen (1.8) beziiglich F. Wenn eine Grisse unter dieser Gruppe
invariant bleiben, so wird sie inirinsek genannt. Es scheint uns, dass
die Schwierigkeit der Grundlegung der intrinseken Geometrie in all-
gemeiner K™ ijhren Grund auf die merkwiirdige Bedingung (1.8) hat.

In der vorliegenden Arbeit mochte ich mich hauptsichlich mit Hilfe
von skalarer Dichte mit der Theorie des z’”* enthaltenden Integrals

(2) 8 = j (Aijxllixllj_i_ B;ix”i + C)%dt

befassen. In Kapitel I wird die einfache Erweiterung der Differential-
invarianten in bezug auf das Integral KF(x, 2y ....,x™)dt entwickelt.

Dieses Kapitel fingt mit der erweiterten Gruppe an, die die direkte
Erweiterung der von A.L. UNDERHILL (XV) erst gegebenen Gruppe ist,
und den Definitionen der Affinordichten sowie skalaren Dichten unter
Zugrundelegung dieser erweiterten Gruppe. -Es ergeben sich die m
Vektordichten in bezug auf zugrundegelegte Integralfunktion F', welche
die Verallgemeinerung der SYNGEschen Vektoren in der KAWAGUCHI-
schen K¢ sind. Unter Zugrundelegung der Gruppe aller Koordinaten-
und Parametertransformationen ist das Kapitel II der Theorie der
intrinseken Ubertragung in bezug auf das Integral (2) gew1dmet Es
ist bemerkenswert, dass die Ubertragungsparameter I'’;;* nur von den
' und 2’* abhiingen; somit ist das kovariante Differential der von z’’*
unabhingigen Grosse mit dem Gewicht % in bezug auf den Parameter
¢t von den z’’* unabhingig. In Kapitel III ldsst sich das in Kapitel 1I
gegebene Verfahren zu den speziellen Fillen anwenden; insbesondere
die Anwendung unseres Verfahrens kann die von OHKUBO (XIII) unter-
suchte Theorie so verallgemeineren, dass die Mannigfaltigkeit mit der
Massbestimmung (8.16) hervorkommt.

Hier mochte ich mich besonders fiir die lehrreichen Anweisungen
der Herren Prof. A. KawaAGucHI und H. HomBU herzlichst bedanken.
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KAPITEL I. Differentialinvarianten in bezug
auf das Integral SF (@, 2", ..., x™)dt.

1. Erweiterte Transformationen. Wir betrachten n Variablen
#(€=1,2,....,n), die alle Werte von —oo bis + oo durchlaufen
konnen. Die Gesamtheit der Systeme von » Werten z¢ bildet eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit X,,. Wir fithren in dieser n-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit durch die n Gleichungen

"0

(1.1) =z, e,2=1,2,....,n,
7 neue Variablen ein, und wir beschrinken uns aber ausdriicklich auf
solche Transformationen, deren Funktionen im geeigneten Gebiet ein-
deutig, kontinuierlich und hinreichend oft differenzierbar sind. Die
Gesamtheit dieser Transformationen bildet eine unendliche kontinuier-
liche Gruppe Go. Die Mannigfaltigkeit X, mit dieser Gruppe Go be-
zeichnen wir einfachheitshalber mit K.© .

Eine in K enthaltene Kurve sei durch irgend einen zuldssigen
Parameter ausgedriickt in der Form

1.2) () 1=1,2, ....,n,

ax‘

wo die Funktiongn «%(t) im betrachteten Gebiet kontinuierlich und hin-
reichend oft differenzierbar sind. Das Bild dieser Kurve durch (1.1)
wird mit * = &*(x%(¢)) gegeben. Differenzieren wir diese Gleichungen
nach £, so erhalten wir

(1.3) B = Pixt, ' = Plai+Pialix?, ...... .
wobei
: 9x* 2x* -
1.4 Pq == - 9 Pq' == R S 9 e e eoe e . o
(1.4) ¢ o’ Yo 9xtexd

Denken wir uns z’¢ als neue Variablen, so erhalten wir erweiterte
Transformationen, bei denen ein System (z%, x’?) nach (8*, £’*) iibergeht :

B = za(wi) , e = ng'i .

Die Gesamtheit dieser Transformationen bildet offenbar eine andere
unendliche kontinuierliche Gruppe G;. Denken wir uns wiederum z’¢
und «’”* als neue Variablen, so erhalten wir noch andere erweiterte
Transformationen, bei denen ein System (%, x’%, ’’¥) nach (z*, &'*, &'’*)
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iibergeht :
£*=7% (&), ¥°=Pix, ¥ =Pix"+Pjz"x".

Es ist klar, dass die Gesamtheit dieser Transformationen eine andere
unendliche kontinuierliche Gruppe G: bildet. Wir wiederholen M-mal
dieselbe Methode, differenzierend sukzessiv die Gleichungen der Ko-
ordinatentransformationen nach ¢, und erhalten im allgemeinen eine
unendliche kontinuierliche Gruppe, die wir einfachheitshalber mit G
bezeichnen. Deswegen haben wir hier eine Reihe der unendlichen
Gruppen: Go, Gis ...., Gy ... .

2. Affinordichte und skalare Dichte unter der Gruppe Gu.
Wir konnen nun Affinordichte und skalare Dichte unter der Gruppe

Gu definieren. Wenn die Grossen o™ ‘f”jl._ . jq(x", , %) und
o

v ""'“”Bl Bq(x ) .o x‘M”) in dem Koordmatensystem (x’) bzw. (%%)

bei jeder Transformatlon von Gu sich miteinander folgendermassen
verbinden :

WB) O g, = AR PR PRQh... . Ql,
Q=22  a=|Pgl,
9x
so heissen wir vf‘::::if’jl_ A fiinordichte von Valenz A = p+q, Gewicht
K und Ordnung M Zwecks kiirzerer Bezeichnung wollen wir die oben
definierten v“ ij]---- ja mit Affinordichte mit der Charakteristik (A.

8, M ) bezeichnen. )

Wenn I die Funktion von den (M+1)n Argumente «%, 2%, ...., €
und bei jeder Transformation von Gy folgendermassen sich transfor-
miert :

(1.6) j(aa’ e j(M)G) = IRI({B"’ oo ooy x(M)t) ’ -

so heissen wir die I skalare Dichte mit der Charakteristik (0, & M).

Eine Affinordichte mit der Charakteristik (0, &, M) ist eine oben
definierte skalare Dichte, und eine Affinordichte mit der Charakteristik
(0, 0, M) eine gewdohnliche absolute Invariante.

In der allgemeinen KAwAGuUCHIschen K/ wird das Integral

.7 s = SF(x,x’, o, 2
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auf jeder in ihr enthaltenen Kurve ' =2i(t) (:=1,2,....,n) als
Bogenlinge erklirt. Da die Bogenlinge s bei der Parametertrans-
formation (1); sich nicht verindert, soll die Funktion F' den von CRAIG
gefundenen folgenden Bedingungen (IV) geniigen :

(1.8) ( )x“’ Mg = 81F  fir i=1,2, ... ,m.

C=2

Setzen wir A = m, so ergibt sich Fim:z’* = 0. Durch leferentlatlon
dieser Gleichung nach a™¥ fiir m =2 erhalten wir

1.9) F(m)i(m)jxf" =0,
Aus (1.9) folgt:
2. ix/m = AN A7, LA, (1=1,2,....,7n),

wenn der Rang der Matrix (F(m),-(m»j) n—1 ist und A¥Y das algebraische
Komplement von Fuim; in der Determinante | Fomiom; | bezeichnet. Es
existiert also eine Funktion f(x, z/, ...., ), die den Gleichungen

(1.10) 2l f = AY fir <,7=1,2,....,n

geniigt. Diese Funktion f ist eine skalare Dichte mit der Charakteristik
(0, 2, m) in bezug auf das Integral (1.7).

3. Vektordichte in bezug auf das gegebene Integral. Da die
Bogenlinge s bei der Koordinatentransformation unverindert bleiben
soll, so ist die Funktion F eine Invariante. Diese Eigenschaft be-
nutzend hat J. L. SYNGE (XIV) die m+1 kovarianten Vektoren, die mit

den Namen SYNGE genannt werden und dessen Bestimmungszahlen in
der Gestalt

A m
(1.11) E: = 31 (—1)( ")F(,;,; @D (2=0,1,2,....,m)®

darstellbar sind, gegeben, darin bezeichnen wir die Grossen’ _8F bzw.

9z (0)s
T?i;‘F(o)i mit F(o),; bzw. F(o)i
Der SyNGEsche Vektor von null;:er Art ist EULERscher Véktor, wie
man wohl weiss. Diese Vektoren E; (1 =0,1,....,m) transformieren

(1) Die Vektoren Ez spielten eine wichtige Rolle bei der Erklarung der Parallel-
ibertragung in den speziellen KAWAGUCHISchen Mannigfaltigkeiten (V, XI, XII,
XIII).
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. A by
sich bei jeéer Transformation von Gz, folgendermassen: E, = E;Q:,

somit ist E; ein Vektor mit der Charakteristik (1, 0, 2m—4). In diesem
Abschnitte mochten wir uns in analoger Weise mit der Einfiihrung
einer Vektordichte in bezug auf die Funktion F beschiftigen. Wir
konnen im allgemeinen folgenden Satz beweisen :

Ist f eine skalare Dichte mit der Charakteristik (0, &, M), so sind
die Ausdriicke ‘
. .
€ = (—1)Mfuns
A M M r—=>A
= N (— 7T « s (r=2) 1 d
(1.12) @t ;4__.)1\( 1) (2 >f(r)z E ( ) ’

r=A+1 dt"—"
A= 1,2, e, M—1
die Vektordichten mit der Charakteristik (1, &, 2M ——2)..

M
Beweis. Da die &; = (—1)M s offenbar ein Vektordichte mit der
Charakteristik (1, & M) ist, so haben wir fiir 2= M—1

Mt M e N5 eyt 1 d s
&= =1 u(,,7 e M. 37

= (— DM 4R (f a1 Qd + MFan: QF%) + (— 1)MM%(A1—Rf(MM Q:)

M -1 d
— MG; Q¢ ——— (4%
Q ; dt( f)
—enil M—1 ' M .. M1 d
= 4 Qul(_l)' for—ni + (— )M Mf s © M@—f— f}
M-1

= 4 8GC; Q& .

Wir erhalten nach Induktion beziiglich A

G = 30T o= 2 (7)6F LT

T !
— 48X, + Y.,
" wobei
: (1 A( D Ow-Vig Aoy T
118) X = (=1 33( 2 )fon@e i+ 33 (—1r(])
x a

dt—* lp-r( )f‘th(z’ e —r-A+1< >@’Q“f dt"**
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(1‘14) Ya — 1 ( 1)7-( > r—A d J
q=1 q

r=A+1
d;::q{ ( )f(p) Q- r)z}

—-r-A+1( )@ Q“f Py ( -4 dqjl;ﬁ :Z::qf .

131

Die rechte Seite von (1.13) wird in die einfachen Formen umgeschrieben :

X = C1Mon@i+ (-1 33 (7 )o@
RS

-5 (e

= (Do Q@i+ (=1 33 (? >f(miQ(”;“‘
+,_ﬁ1<—1>f(’;‘),,_,( )f< Qo
( )@ Qb e

= (~ 1P fonQi+ (D} z:( Vi@
+,,.2'ii1(’;’>f<v»fQ&'"'*",.%<—w(ff:*)

p-)+1( )_,+1 )r( L l)fp) ®QE@-2-a

r-;ul( ) 1Q"'f i:t
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=(—1)*f<mQ:+(—1)*.le(fj)f@),-cz(s-'n{1+ 35 (— = (PH)

DA+ r=A+1. r—A

s—1 <R+s>p-x+s(2+ )( 1);\+sf( )i BQE-r-a)

x i( 1)r—>—e p— 3‘—8 r=)+1( ) Qzl d"""

reit+g r—AiA —s f dtr—k
Da 1+ 33 (-1(P77)=0 wnd 33 (- 1)f-*-s(f_‘:s)—o fr

p > A+s sind, so verschwmden das zweite Glied und das dritte fiir
p > A+s dieser rechten Seite identisch. Es ergibt sich also

= {(— 1)+ 1;:2:(_ 1)“8(1 _; s) forms®

"r§+( >’ ?gtr—lf Q=¢C Qi'

An zweiter Stelle wollen wir beweisen, dass ‘ die Be21ehung' Ya =0
richtig ist.

A+ Q)d"d‘ R dr——¢ [ ( ) o m]
q-l( dte {r}iq( ) (2 +q> dtr—A-q f( )i Q
oy 1 dr- } |
'r;}q(,{ +q> zQG f dtr—)‘_qf .
Der Ausdruck in grosser Klammer ist

M - A T — ) — .
:—‘ 1 1‘( ) ( ) <’r d Q) . .E (s) (g—l—q—-s)z
r= Hq( ) A+q/v=r 8=0 s f(p) Q

d’r—l—q

_r§q<z +q) Qe } dt’r—l—qf

_ (v > [ P—A— quq "‘Z‘Q> & O w-r—g-o)i
- .Z(g_l.q)rZ( 1) ( fari @QE 79"

=X+q p—r s-o

d‘r—l—q

—r-%q(a +q> 'Qz; dtr——a
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J

M - l -q
= S P—A— q) () O(w-2-g-s)
p-%iq<2 +.q) ( f (»)i QY

« B (CpPimeT) & (i rJear =i

M2se A+g+s\ XU
= ( 1)* ta+s ) . ) @ O)(p-2-g-8)i
S =1 ey s Jiwioae

S p=A+g+s
Y4 r—A -—-q
N rermgosf D=2 — q— s ( ) i1 d
'r=>\+q+s( ) (’I‘—R—- —S 'r-)‘+a A+q @t f dtr_l_qf

Da Z (— 1)”"829_1—(1 s)-—O fiir p>/1+q+s ist, so ver-

reltg+s r—A—q—s
schwindet das erste Glied fir » > A+q¢+s identisch. Dann gilt

R+q)d A—'Q {Mg}‘ a A+ +s(ﬂ+q+8> = e (9)
q=1( o 2 (=)t s Jlosarai

._M_A Z_*"q o I 1.[ M r/ r - e(r-2—q
= (5! 3 ()7 i

dt? r=X+q +
=~ 2615 )
= NELL dras o rﬁq(——lr{ g Vi 2=

r 1 d'r~l~q A+q]
r==N+q+1<Z +q>@: f dt"‘—}'_qf @11

=0.

A 2
Somit besteht €, = 42 CE;Q: bei jeder Transformation von Gsar-» .
Daraus folgt die Behauptung des Satzes. :

Z.B. in der allgemeinen KAWAGUCHIschen K mit der Massbestim-
mung (1.7) existiert die in dem vorhergehenden Abschnitte gegebene
skalare Dichte f mit der Charakteristik (0, 2, m); infolgedessen haben
wir die m kovarianten Vektordichten
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€ = (= 1™ fomy » .
1) &= B (7 ) feirn- 3 (T)EL Iy,

A

i=12,....,m—1.

4. Absolute Invarianten von der gegebenen skalaren Dichte. Es
sei eine skalare Dichte I mit der Charakteristik (0, &, M) gegeben.
Differenzierend die Gleichung (1.6) nach x®* uynd 2™*, erhalten wir
dann

(1.16) Iyeans = 472 Iy an; QLQF ,

so kennen wir, dass Ian:;on; eine symmetrische Affinordichte mit der
Charakteristik (2, 8 M) unter G ist. Bezeichnen wir die Determi-
nante | Ianian;| einfachheitshalber mit D, so folgt D = Da-"%-2,

Setzen wir nun voraus, dass D nicht identisch verschwindet, so ist D

bzw. ID nﬁ+2 fur K = —% bzw., &= —% eine absolute Invarlante

unter Gu. Die sukzessive Ableitungen von ¢ nach ¢ sind dann und
nur dann absolute Invarianten, wenn die Funktion ¢ eine absolute
Invariante ist. Infolgedessen erhalten wir das folgende Ergebnis:

Fiur jede Werte von & ergibt sich eine Reithe von absoluten Invari-
anten aus einer gegebenen skalaren Dichte I mit der Charakteristik
O, &, M), wenn die Determinante |Iaioni| mnicht identisch ver-
schwindet.

Wir behandeln jetzt einige Beispiele als Anwendungen dieses Satzes.
Es ist eine spezielle KAWAGUCHIsche Mannigfaltigkeit mit der Mass-
bestimmung (2), deren Paralleliibertragungstheorie in Kapitel II unter-
sucht werden soll. In diesem Falle hat (1.9) die folgende Form

1.17) - Ai;jx? =0;

infolgedessen existiert eine skalare Dichte mit der Charakteristik
(0,2,1), die den Beziehungen z’ix’if = A% geniigt, wo A% das alge-
braische Komplement von A; in der Determinante | A;;| bezeichnet.®
Diese Funktion f hingt nur von 2¢ und 2’¢ ab und ist in den 2’* positiv-
homogen von { (p——4)(n—1)—2} -ter Dimension. Deshalb verschwindet

(1) Ohne die Allgemeinheit wesentlich einzuschrinken, konnen wir voraussetzen,
dass A4;; in bezug auf ¢ und j symmetrisch ist.
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die Determinante |fuym;! im allgemeinen fiir p == 4-?—1—2%—1 nicht, da

Jwimix”? = {(p—4)(n—-1)—3}f(1)i

bestehen, so liefert das Ergebnis eine Reihe von absoluten Invarianten:

Sl fiw; l»"n—lﬁ und ihren sukzessive Ableitungen nach ¢.

Ein anderes Beispiel kommt leicht zustande. Unterwerfen wir in
der Tat in der speziellen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit (XI, XII)
die Funktion der Variablen zi, 2’ und 2'/¢:

(1.18) F? = Az, )"+ B(z, «’)
als die zugrundegelegte, so efhalten wir die Vektoren A;,
1 . .
(1.19) FE; = (2A,-(1)j—A3-(1).-)x”’+ 2A,-(0),-x"——Ba)i
und ’

0 -
(1.20) E; = (Aie— Ary) 2"+ (Aspyreni— Arayina) @ "% + (Asye 5"
— Aryi@i®? + Aroyi + Aior— Baian + A:oinx)x’*

.

+ Aio)ion 2o’ — B(l)i(ﬁ)jfv'j —Byi -

11 '
Schreiben wir gy statt F»*1(Auw;+ Ajax) + EiE;, so sind gy die Be-
stimmungszahlen einer symmetrischen Grosse und geniigen den Identi-
téiten:

X 1 o o 1o
giijx = F** (p—8)A;—pE;F* und gx"2x/i = p’F® .

Deshalb verschwindet im allgemeinen die Determinante |g:;| nicht
identisch und ist eine skalare Dichte mit der Charakteristik (0, 2, 2).
Um die Schreibweise kurz zu machen, wollen wir h;; an Stelle von
A+ Az schreiben. Nun lehrt uns eine einfache Rechnung:

1.21)  glz, @, 2") = |gy| = h{FreD 4 Fe-De S B LY,

wobei h = |hy| und fir p==3 H¥hy = &, gesetzt sind. Differen-
zierend die g nach 2’/ und 2’”?, ergibt sich eine symmetrische Grosse

. . 1 1
ok = h{(F " Nerer + (FECDC N erenHY E E;
11 i ;
+2(F @) o, HIE; oy + 2(F " V®*D) oy HY B0y Ej
.. 1 1 )
+2F (n—1)(p+ I)H“ Ei(g)k Ej(2)l ) } ’
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3 n

deren Determinante |gowe:| im allgemeinen fiir p=3=0, 8, o Taq
. _
unter Beriicksichtigung von (1.19) und H%A; = px_]3 nicht verschwindet,

da _
Iokenx’ = 2h’ (F D) o, FT6 By By Fo-00+9 VR, o By, 0" }

= 2(2p—3)h {(FD@D) . FT0 A By + F(n—l><p+1>HffAjE,-(2,k}

_ 1 1 o
_ 2_(2;)———3—3—)}& {(F(n—l)(p+l))(2)kij’j + F(n—l)(p+l)Ei(2)kxM}

= _2p(2p—3) h{(F(n—l)(p+1))(2)kF+ F(n—1)(p+1)Ak}
p—3 |
—4p@p—3)(np + n—p) 4 Fe-D@+
p—3

bestehen. Somit liefert das Ergebnis eine Reihe von absoluten Invari-

1 . ' . .
anten: g¢g|gewex! ™17 und ihren sukzessive ‘Ableitungen nach ¢. In
derselben Weise erhalten wir eine andere Reihe von absoluten Invari-

0 0
anten mit Hilfe von (1.20), benutzend g;; = F?*3( A+ Ajux)+E:E;.
5. Skalare Dichte mit demselben Gewicht wie eine gegebene.
Es sei die allgemeine KAWAGUCHIsche K™ mit der Massbestimmung (1.7)
gegeben und eine skalare Dichte I mit der Charakteristik (0, &, M). Da

in K™ die skalare Dichte f mit der Charakteristik (0, 2, m) existiert,

.Q d

so ergibt sich eine skalare Dichte I®—-2%_ rFr ——logf mit demselben Ge-

wicht wie I. Wiederholen wir dieses Verfahren, so haben wir eine
Reihe von skalaren Dichten mit demselben Gewicht

(1.22) - I, I1V— ‘Q I—O%— log f, (I“’ I-— logf)m

_&g{pl)_ 2 logf> logf, cevs

unter der erweiterten Gruppe
GM ’ GM+1 , GM+2 9y e even fli!‘ Mz m,
Gu, Gmi, Gmiz, «ev.. fir M<m

der Reihe nach. Wir haben also den Satz erhalten:
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Wenn in der KAWAGUCHIschen K™ eine skalare Dichte I mit
der Charakteristik (0, R, M) existiert, so ergibt sich eine Reihe von
skalaren Dichten mit demselben Gewicht wie I.

Z.B. in der KAWAGUCHIschen K/ mit der Massbestimmung (1.7)
existiert eine symmetrische Grosse

1 1
(1.23) 9i; = F™ 1 F yiomyi+ Ei Ej
deren Determinante | g;;| im allgemeinen nicht verschwindet, da
(124 | gis| = FR@mDeD12

ist. Da [gi;| eine skalare Dichte mit der Charakteristik (0,2, m) ist,
so liefert der Satz eine Reihe von skalaren Dichten mit demselben
Gewicht wie | gi;].

Wir konnen in der speziellen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit
auf dhnliche Weise mit vielen Beispielen dienen.

K.d K ,d o ( !
Q5= 1> r LY B X ¢ ) .
Bemerkung., I 3 I T log f, (I > I T log'f) > 1 ;

x Igf logf)% logf, ....werden die erste, zweite, .. ..abgeleiteten skalaren

Dichten von I genannt und die Grosse I besonders die skalare Dichte
oder die nullte. Richten wir die Aufmerksamkeit auf die Ordnungen
der abgeleiteten skalaren Dichten, so erkennen wir, dass die Ordnungen
der Reihe nach um eins hoher sind. Benutzend diese skalare Dichte,
ergeben sich viele kovariante Vektordichten wegen des Satzes in Nr. 3.

KAPITEL 1II. Die Geometrie des Integrals
1
j (Ayx’ia+Bwi +C)odt .

6. Skalare Dichte beziiglich des gegebenen Integrals. In diesem
Kapitel mochten wir die geometrische Theorie, die gegeniiber der

Gruppe G2 und der Parametertransformation (1); invariant ist, des
gegebenen Integrals :

(2.1) 8 = j (Aq_jxllimllj_*_ Bix”i-i- C)%dt

in der speziellen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit behandeln. Dabei
nehmen wir ‘an, dass die in dem Integral stehenden Funktionen A;;,
B; und C hinreichend vielmal differenzierbar nach den in ihr enthaltenen
Argumenten sind ; aber diese Funktionen diirfen die Funktionen hoch-
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stens von 2¢ und «’¢ sein. In dieser speziellen KAWAGUCHIschen Mannig-
faltigkeit wird das Integral (2.1) auf jeder in ihr enthaltenen Kurve
= 2¢(t) als Bogenldnge erklirt und s als Invariante definiert.

Da die Bogenlénge s bei der Parametertransformation sich nicht
verdndert, miissen die A,;;, B; und C den folgenden Bedingungen
geniigen : :

2.2) : (24427 + B))x" = 0,
(2.3) 2244 + B + (Asioyea’ 2" + By’ + Coyr)a’™
| | = p(Ai;a" 2" + B;x'" +C) .
Aus k2.2) ergibt sich |
(2.4) Azt =0 und Bix'"=0.

Weiterhin ergeben sich aus (2.3) die drei folgenden wichtigen Gleichungs-
systeme :

(2.5) Asora™ = (p—4)Ai, Bigwa™ = (p—2)B;, Capx'* = pC,

d.b. die Funktionen A;;, B; bzw. C sind in den z’¢ positiv-homogen
von (p—4)-ter, (p—2)-ter bzw. p-ter Dimension.

Differenzierend (2.4) nach z’* erhalten wir
(2'6) Aia‘(l)kx“ = “Aa‘k ’ B'i(l)kx'i = —B;.

Aus (2.4) folgt, dass eine skalare Dichte f mit der Charakteristik
(0, 2, 1) existiert, die den Beziehungen

(2.7 xiulif = AY

geniigt, wenn der Rang der Matrix (A4;;) n—1 ist und A% das alge-
braische Komplement von A;; in der Determinante | A;;| bezeichnet.
Sie kann ausdriicklich folgendermassen dargestellt werden (I): W@

(1) Z.B. fur n = 2 kénnen wir die Gleichungen (2.4) in die Form
m’An'*-y,A]g = 0 x’Aol+y,An =0

umschreiben, setzend 2! =2, #?=y; da nun 2/ und y’ lings jeder betrachteten
Kurve nicht zugleich alle gleich Null sind, gibt es eine in den Gréssen =z, «/, y, y’
stetige Funktion f, derart, dass
oA Aw _ An
oyt —xly T a2’
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, Au Alz co e Am x’l

f( I) 1 A21 A22 e o Agn x’z

x,x)=— n ettt e,
1 xliz a_xlj ‘ ’

12;1'( )JZI d A'nl Anz ce oo A-,m x'™

al az e o o o a” 0

WO @1, A2s ..., dn 7 willkiirliche reelle Zahlen bedeuten, die nicht
zugleich verschwinden. f ist in den 2’ positiv-homogen von {(p—4)
x (n—l)—-—?..}-ter Dimension. Diese Funktion f spielt eine wichtige
Rolle bei der Erkldrung der Paralleliibertragung in unserer speziellen
KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit, von der wir von jetzt ab auch noch
voraussetzen, dass f(x, ') fir alle Wertesysteme der (¢ =1,2, ..., n)
aus dem betrachteten Gebiet und fiir alle moglichen Wertesysteme

der 2"(¢=1,2,....,n) ausser dem Wertesysteme (0,0, ....,0) von
Null verschieden ist.

7. SYNGEsche Vektoren beziiglich des gegebenen Integrals und
der Funktion f. Bevor wir den SYNGEschen Vektoren ableiten, machen
wir die Transformationsformeln von A;;, B; und C unter der Koordi-
natentransformationen klar. Eine einfache Rechnung lehrt uns, dass
bei der Transformation von G: lautet: |

A-“'ﬁ = AingQ‘?; ’
(2.8) B, = B:Q: +2A:;Q. Qi
C+B¢Q¢Bx,uxm+Aw QT5 Q“xfﬂx’ﬂxh’x

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass die A; Bestimmungszahlen
einer Grosse zweiten Grades sind, aber die B; und ebenso die C keines-
wegs Bestimmungszahlen einer Grosse; es misste dann ja der zweite
und dritte Term rechts in beiden letzten Gleichungen Null sein.

Wir betrachten jetzt in unserer Mannigfaltigkeit sogenannte SYNGE-
sche Vektoren beziiglich der skalaren Funktion Agx’’*a’"+ B;x’"*+ C,

im besonderen Falle t =, /=1

K
=2

T diy?
a(dmz)

Agjalialli + th//z +C= K(ac. Y, —

ist, setzend
dy dy )
Y dat ]
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deren Bestimmungszahlen als Funktionen des Linienelementes von
h6herer als zweite Ordnung gegeben sind:

(2.9) ﬁ',:’ = 2A,-,-x”" + B;,
(2.10) 157,- = 4A52""7 + (4 A 00— Ay 2" + (2Biy; + 4A 0y 2’
— Bjay)x" + 2B; ;27— Cayi

2. 11) %-i = 2A,~,-x(“”' + (4Aij(0)k x'% 4 4A,-,-(1)kx”’° -1 ZAik(l) ,-x”" — 2A,-km,-x”"
+ Bimi— Biwa)2"" + (2Agorana + 2 Ao+ 24 simron "
+2A50kan " — A gyion®” + Agarian®" + A ey + Bigyiok
— Bimimu)x' 2" + (2 Asioron 2™ 2" + Bio;+ Biormit™
+ Biwion®*— Biior "™ — Cayia; + Bjwi) '™

+ Bi(O).’f(O)k bl x'k—C(l)i(O)jx’j -+ C(o),- .

In der anderen speziellen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit spielten
die in ihr erwidhnten SYNGEschen Vektoren eine wichtige Rolle bei der
Erkldrung der Paralleliibertragung in sich. Aber sie scheint mir, in
unserem Falle, als ob sie keine wichtige Rolle spiele, d.h. ich kann
mit Hilfe von diesen Vektoren zu einer sogenannten Grundiibertragung
in dieser betrachteten Mannigfaltigkeit nicht gelangen, da die Determi-
nante der hdchsten Ordnung der Koeffizienten infolge (2.4) immer
identisch verschwindet.

Wir betrachten also an zweiter Stelle die skalare Dichte f(z, z’) mit
der Charakteristik (0, 2,1). Wir konnen aus dem Satze in Nr. 4, nach
in Kapitel I erkldrter Methode, unter der Voraussetzung |fusay | == 0,

eine nicht identisch verschwindende absolute Invariante f | fayins |~ »+1

herleiten ; sie ist in den ’¢ positiv-homogen von (”—2) (n—1) ter Dimen-

+1
sion. Zwecks kiirzerer Bezeichnung setzen wir o = QE..?%)_i’?i“l) In-
folgedessen ist die Grosse
. -1 2
(2.12) @ = {fIfwims! "7} °

(1) Da f(yi in den /¢ positiv-homogen von {(p—4)(n— —1)—3}-t2r Dimension ist,
so ist finia/d = {(p—4Xn—1)—3}f()i. Infolgedessen ist die Determinante 1S |

. 3
fur p =4+ 1

im allgememen von Null verschieden.
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in den #’* positiv-homogen von zweiter Dimension. Durch die Be-
nutzupg dieser Invariante gibt es in unserer Mannigfaltigkeit ausser

den E; (A= 0,1, 2) den zwei Vektoren guy; und

(2.13) —8B; = Mi+paiaa’,
wpbei
(2.14) 4i(x , ¥') = pii® ' —pwy

gesetzt sind. Die Determinante lcpm.m,l der Koeffizienten der a2’ im
linearen Glelchungssystem (2.13) ist im allgemeinen von Null verschieden,
da @wim;x? = @uy; bestehen, und wird somit beziiglich #’”* gelost:

(2.15) x't = —Bi—
wobei
(2.16) Bt = ¢ij%j ’ A = ¢ij.Aj ’ ¢ij¢(1)i(1)k = 87; .

8. Fundamentalgrossen. Durch Ersetzung des Wertes (2.15) in
= Ayx'""x’" + B;x'"* + C, geht die F unter Beriicksichtigung vom
Aﬁ‘inorcharakter von Aj; iiber in

(2.17) Fr = Mz, )2+ Nz, ')+ Ai; BB ,
wobei
(2.18) M; = —2A;; 4+ B; ’ N=—A;4H4+C

gesetzt sind. Da aber die Grosse A.;B'B7, die von «i, 2" und z'’
abhéingt, offenbar eine Invariante ist, so wird es zu beachten sein, dass
die ¥ = M;x’’*+ N eine Invariante ist und dass die M; Bestimmungs-
zahlen eines Vektors sind.

Benutzen wir noch einmal (2.15), so geht + iiber in

(2.19) v = N*—M; 8¢,
wobeli
(2.20) N* = N—M,; A

= Ay A M—B; £+C

gesetzt ist; es geht daraus hervor, dass die N* mit Hilfe vom Affinor-
charakter von M; eine bestimmte Invariante ist. Daraus folgt:
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In der speziellen KAWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit mit der Mass-
bestimmung (2.1) existieren die drei Fundamentalgrossen: die zwei
absoluten Invarianten @, N* und der Vektor M;. Benutzend diese Funda-
mentalgrossen, kann man diese Mannigfaltigkeit charakterisieren.

Die Fundamentalgrossen besitzen die merkwiirdigen Eigenschaften,
d.h. sie hingen alle nur von «¢ und 2’* ab und besitzen in den z’¢ die
Homogenitéitseigenschaft. '

9. Einige Eigenschaften von den Fundamentalgrossen und eine
Ubertragung. Da die Funktion ¢ in den ' positiv-homogen von zweiter
Dimension ist, folgt sogleich unter Beriicksichtigung (2.13) bei der Para-
metertransformation

(2.21) B = B —2'"a’ , a= -g—% , ad = %% .

Da der Vektor B¢ bei der Parametertransformation sich in die
Form (2.21) transformiert, so hat die Grosse A;;B°B’ eine geometrische
Bedeutung, d.h. sie lidsst sich vermbge der Homogenitétseigenschaft
(2.5) von Ai; und (2.4) in die Form A;B'Bi = a?A; BB’ transformiert.
Deswegen ist die Grosse 4 nicht nur eine Invariante bei der Koordi-
natentransformation, sondern auch solche mit dem Gewicht p bei der
Parametertransformation.

Wir greifen jetzt eine wichtige Relation heraus:
(2.22) Mx"" =0;

diese folgt unmittelbar aus (2.4) und (2.18). Somit hat die Grosse M;B¢
auch eine geometrische Bedeutung bei der Parametertransformation.
Durch Differentiation dieser Gleichung (2.22) nach z’/ gewinnen wir

(2.23) M;ay;x*+M; = 0 oder Mgy = —M;.

Da M; in den z’/ positiv-homogen von (p—2)-ter Dimension sind, so
ergibt sich

(2.24) . M;mix? = (p—2)M; .

Formen wir zunichst die (2.15) in
(2.25) — B = g+ 2G°
um, wobei

(2.26) 2G = A" = ¢¥(painp®™*— @) 5 .
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so gibt dies uns eine Grundiibertragung in der betrachteten Mannig-
faltigkeit. Da G* hochstens ' und z’* enthilt und in den «’* positiv-
homogen von zweiter Dimension ist, so diirfen wir annehmen, dass alle
Grossen unserer Mannigfaltigkeit nur von x* und x'* abhidngig sind.

Die Ubertragung lings der gegebenen Kurve und solche nach will-
kiirlicher Richtung werden ganz analog wie KAwAGucHI (XII, Kap. I)
so gegeben, dass das kovariante Differential der gegebenen Grosse bei
der Parametertransformation invariant ist; d.h. wenn v* ein kontra-
varianter Vektor mit der Charakteristik (1, &, 1) und in den ¢ positiv-
homogen von h-ter Dimension ist, so wird das kovariante Differential
von ¢ gegeben in der Form

vt = dvi+ G(l),(l)k'v’da: —Rv G,dx’——z—'v‘"d log P,

insbesondere solches des ausgezeichneten Llnlenelementes ldsst sich in
der Gestalt

2" = da't + G &, do? ——%—x"' dlog @

geben, wo G; = Giy,n;. Die Ubertragung lings der gegebenen Kurve
wird in der Form
d

%— = "Zl—”t +G(g,,.va—mic:—12‘—1;1W log o ®
gegeben und dies ist bei der Parametertransformation invariant. Es
gilt also das Ergebnis:

Es sei die spezielle Mannigfaltigkeit mit der Massbestimmung (2.1)
gegeben. Wenn die Determinanten |fuxw;| und | paxw;| nicht gleich Null
sind, so konnen wir unsere Ubertragungstheorie beziiglich des gegebenen
Integrals ganz analog wie die KAwWAGUCHIsche Ubertragung in die
spezielle Mannigfaltigkeit, in der die zugrundegelegte Funktion F* in
bezug auf x'” linear ist, einfihren.

Beziiglich dieser Tatsache mit allen seinen Einzelheiten kann man
in den KAwWAGUCHIschen Arbeiten (XI, XII) nachschlagen. Aber wir
fassen in unserem Falle den symmetrischen Tenscr A;; und die von
Ai;, B; und C abgeleiteten Fundamentalgrossen @, M; und N*.

10. I_ntrinseke Ubertragung. Die in vorhergehendem Abschnitte
definierte. Ubertragung betrifft die Ableitung der vierter Ordnung von

() G = Gy a4
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. Wir konnen aber, benutzend die Fundamentalgrossen @, die Uber-
tragung, die ganz analog wie E. CARTAN (II) ist, mit der Ableitung
der dritten Ordnung von ¢ definieren, d.h. wenn man die Grossen

(2.27) Cijr = %“P(l)i(l)j(l)k , Aijp = ¢%Cijk ,
G = —;—¢ij(¢(l)j(0)kx’k_¢(0)j)
und
(2.28) e = <p"‘{%(¢u>jmh(0)k + PO PMOIOEOR)
+Citr G — ChkrG({),-} ,
(2.29) Iy = I'—9™* Cinr G

bildet, so ergibt sich das kovariante Differential fiir einen willkiirlichen
Tensor, welcher in den z’* positiv-homogen von nullter Dimension ist.
Z.B. wenn 7' eine kontravariante Vektordichte mit der Charakteristik
1, & 1) ist, so Wird ihr kovariantes Differential gegeben in der Form

(2.80) 8¢ = dvi+ ([hda® + Cjda* )i — R I'ifvidas .

Da die Funktion ¢ in den «’* positiv-homogen von zweiter Dimension
ist, so ist die Cyz in den Zeigern symmetrisch und es bestehen die
Relationen ‘ :

(2.31) Ci,-kx”‘ =0 und I}‘Qx’j = Gd:)k .

1
Da ¢ 2x'* die Bestimmungszahlen eines kontravarianten Vektors
und in den x’* positiv-homogen von nullter Dimension sind, so folgt
aus (2.80) als spezieller Fall

(2.32) o = S(go”%x'i) = ¢_%(dx’i —%:x"’d log @ + G(;',,,dxk) ;
es ist also
(2.33) | dx’* = ¢%coi +—;:x”"d log p— Gy dx® .
Es folgt also nach (2.30) und der letzten
&t = vy da® + vy, da'® + (I da® + Cji da'*)v?
—RIivide? )

. 1
= da*p v+ o P vt ,
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Al . > 1 > - . -
wobei Fzv* und Fiv* die sogenannten Ableitungen sind:

Fev® = v&u—v¢e G+ L v — K5,
(2.34)

1 i .
Vvt = @2 i+ CivY) .

Bei der Parametertransformation ist die Grosse da’i keine Invari-
ante, d.h. sie veridndert sich in die Form

ot = adx”* + 2 da .

Aber das kovariante Differential und die kovariante Ableitung von v*
haben beide dadurch Invarianteneigenschaft, dass das alle da enthal-
- tende Glied identisch verschwindet, da die +* in den 2’¢ positiv-homogen
von nullter Dimension sind. Deswegen konnen wir nicht die oben
erklidrte Methode fiir die Grosse von nicht nullter Dimension anwenden.
Wir konnen aber diese Unvollkommenheit verbessern, indem wir die
folgende invariante Forderung annehmen:

Fur die Fundamentalgrosse ¢ nehmen wir an, dass thr kovariantes
Differential immer identisch verschwindet :

(2.35) *p=0.

Dann folgt filr die andere skalare Dichte I bzw. kontravariante
Vektordichte v* mit dem Gewicht % bei der Parametertranformation

(2.36) $*[ = dI— QI Idw"——g—ld log @
bzw.
(2.37) 8% v¢ = dv' + (I, dac* + Cf, oy — QT v d
— ﬁv"ol log @ .

2

Die Ubertragung lings der gegebenen Kurve wird in der Form

S*I _ dI h,d
= ——RG 4 I——I—— 1 ’
059 dt dt M=o e 8P
2.3
5% ot dvt ) . ) . h . d
dt'v = d/l; + (I__',;l}c x'* + C;’k x”k)'v’-.@ G(ll);v"""‘?'v“ﬂ IOg P

gégeben, und dies ist bei der Parametertransformation invariant.
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Die Fundamentalgrossen @, M; und N* gehen bei der Ubertragung
iiber in
1 1
(2.39) Pep = eor— oG = 0, Prp = @2k »
1 1
(2.40) PeN* = N GH—NoH- G » PrIN* = @2 Ny
reM; = Miyor— MiqyrGon— '35 M; ,
(2.41) 1 1 )
VeM; = @2 (M;aye+ Ch M;) ,

bei denen die folgenden einfachen Identitidten gelten:

1 8
(2.42) x*prp =0, 2 prp = 2972 ,
1 1
(2.43)  a*ppN* = ng *+ N8B, &% N* = pp2N*,
( 2'*p . M; = %M‘FM;'(W%"'—G({HM
(2.44)

2 M; = Mo’ ,

1 1 1 1
( 2*7,M; = (p—2)p? M;, a''PrM;= —@* M.

Bemerkung 1. Handelt es sich um die kovariante Ableitung einer
Grosse, so diirfen wir das Parameter ¢ invariant bleiben lassen; mithin
fillt die kovariante Ableitung einer Grosse mit jener mit dem Gewicht
Null zusammen. Zwischen den beiden Differentialen bestehen die ein-
fache Relation

(2.45) $*T = sT—-’z‘—Td log g -

2. Fiir eine Grosse mit dem Gewicht % (==0) diirfen wir annehmen,
dass die Grosse ausser den Argumenten 2° und «’° auch noch den
Parameter ¢t ausdriicklich enthilt.

11. Kriimmungsgrossen. Die zweite kovariante Ableitung eines
gewohnlichen kontravarianten Vektors v® lautet

(2.46) PiFrvt = VEron— V-GG Hron+ Likin?’
+ IFvdn—Gdn@drmi—vdhr i Glr—vor Glhras + Dmiayv™
+ Toivdy) + @ —vdr G+ Tk v™) — I (i

— 0y G+ Lofv™) .
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Bei Vertauschung der Indizes in den zweiten kovarianten Ab-
leitungen gelten also die Formeln

- . . 1 -
(2.47) W Pe—F P )V = Rij¥ +STur-v*,
wo
(2.48) Ry = (it — hiym G — Tadye— Tichm Gohe) |

+ 3 rsr— ;,ﬁF}E”-—A};STM R
—l. .
(2.49) 9287 = (G&uoe— Goun: Gow) — (Goron—Garw: G -

R, sind die Bestimmungszahlen der Kriimmungsgrosse der betref-
fenden Ubertragung. Sie sind die gewohnlichen und in den #’¢ positiv-
homogen von nullter Dimension.

Dieselbe Weise liefert uns

1 1 . . , . . 1
{ (Vle_Vle)'U‘ = T?jkﬂ)]'l‘Aﬂchvt"‘ U'.rler'v‘ ’

(2.50) 11 11 . 1
FiPe—P P )V = Vigv'+ Wigl-v*,
wo .
( Ty = ViAj —@ 2 Dhine+ AT —Gévan)
Ui = Ghume— il »
(2.51)

Vi = @2 (Akan—Ajdon) + AnA%— Ay Az,

r 1 -+ r r
Wia= 5 ? 2 (pan S — e o) -
Die Beziehungen zwiséhen diesen Grossen ergeben sich nach’ einiger
Umrechnung ; aber wir wollen uns hier nicht mehr damit befassen,
da sie ganz analog wie CARTANsche Arbeit (II) sind.
Bei dieser Ubertragung lautet der Reduktionssatz: Die Diﬁezﬂen-

tialkomitanten sind die algebraischen Komitanten der Grossen @ 22’4,
@, M, N*, Ry, Ab und deren 8*-Ableitungen.

KAPITEL 1II. Die verschiedenen speziellen
Mannigfaltigkeiten.

12. Anwendung auf die speziellen KAWAGUCHIschen Mannig-
faltigkeiten. Wir gehen jetzt zur Betrachtung von einigen besonderen

Fillen iiber, die von einigen Autoren bisher schon einzeln untersucht
worden sind.

>
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Zuerst betrachten wir den Fall _
1
(3.1) 8 = j {Ai(x, x')2'"* + B(z, m’)}?dt ,

d.h. die von Herrn Prof. A. KaAwAGucHr (XI, XII) untersuchte Mannig-
faltigkeit. Da A;u;+ Ay die symmetrische Grosse und A; in den z'*
positiv-homogen von (p—2)-ter Dimension ist, so ist die Determinante
S =] Awy+Axvi| eine skalare Dichte mit der Charakteristik 0, 2,1).

Es gibt also eine absolute Invariante
. 1 2(n+1)

3.2 @ = {f'f(l)i(l)jl—"—ﬂ}n(’—n

unter der Voraussetzung [ fayay | == 0.9  Benutzend diese skalare Dichte
J> haben wir den Vektor 8B;, der ganz analog wie (2.18) ist. Somit kénnen

wir fiir p==0, 1, 3+%— die Parallelitbertragung in dieser Mannigfaltig-

keit definieren. Schliesslich gibt die einfache Rechnung das gewiinschte
Ergebnis:

Die Fundamentalgrossen in dieser Mannigfaltigkeit sind die zwei
absoluten Invarianten @ und N = — A;Ai+ B, welche beide nur von x
und z’* abhdngen und in den x"¢ die Homogenititseigenschaft besitzen.

Die direkte Erweiterung dieser Massbestimmung ist vom Verfasser
(V) untersucht worden, indem er die Bogenlinge mit

1
(3.3) 8 = s‘ (aia;x" 2" + 2ba; &' + ¢) » dt

definiert hat. Auf diese Mannigfaltigkeit kénnen wir auch sogleich
dieselbe Methode anwenden, denn die Grosse f = | @si+ @iy | ist eine
skalare Dichte mit der Charakteristik (0,2,1). Dabei gibt es die drei
Fundamentalgrossen : die zwei absoluten Invarianten

1 4(n+1)

, “m} n(p-2)

(3.4) P = {f | fayins

N = a;a; A4 A1 —2ba; A+ ¢
und der Vektor
(8.5) . M; = —a;a; # + ba; .

Diese Grossen besitzen auch in den z”¢ die Homogenitédtseigenschaft.

(1) Diese Determinante |fuya)y| ist im allgemeinen fir p=l=3+—11; von Null
verschieden.
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Die behandelte Paralleliibertragung braucht die Voraussetzung,
dass die gegebenen Funktionen A;, B, a;, b und ¢ die Ableitungen von
hoherer Ordnung in bezug auf die in ihr enthaltenen Argumenten als
solche von Prof. A. KAwAGUCHI (XII) oder vom Verfasser (V) besitzen.

. 13. Eine Erweiterung. Der Verfasser hat in seiner Arbeit (V)
bemerkt, dass er die Paralleliibertragungstheorie auf die Mannigfaltigkeit
mit der Massbestimmung . '
3.6) g = g {;’i; am—*bA} ® a4t

erweitern konnte, wobei a = a; (x, ')z’ gesetzt ist. Wir wollen jetzt
unsere Methode auf die Mannigfaltigkeit, in der die Bogenlinge s
durch das Integral (3.6) gegeben wird, anwenden. Zwecks kiirzerer
Bezeichnung diirfen wir voraussetzen, ohne die Allgemeinheit wesent-

lich einzuschrinken, dass m = 8 ist. In diesem Falle wird das Integral
ausdriicklich in der Form® :

o o X 1
(8.7) s = j (asajarx’ia""ix'"* + Byx'" o' + C;x'" + D) » dit

geschrieben, wo wir voraussetzen konnen, dass B;; in bezug auf 4 und
J symmetrisch ist.

Da die Bogenlinge s bei der Parametertransformation sich nicht

verdndern soll, miissen a;, B;j, C; und D den folgenden Beziehungen
geniigen :

(3.8) a;x* =0 ’ B,-,-:v"' =0, Cixi=0 ’
aim;x"? = (2—2>ai , Bijaa’™ = (p—4)Bi;,

(3.9) | 8

Ciasa” = (p—2)C;, Dgy;x"”? = pD, |

d.h. die Funktionen a;, B;;, C; bzw. D sind in den z’i positiv-homogen

von (§—2>-ter, (p—4)-ter, (p—2)-ter bzw. p-ter Dimension. Nach

dem vorhergehenden Abschnitte ergibt sich eine skalare Dichte
S =la;ni+aju: | mit der Charakteristik (0, 2, 1), welche in den =z’

positiv-homogen von n(—g——3>-ter Dimension ist. Somit bekommen

wir die absolute Invariante

(1) Sie ist allgemeiner als (3.6) fir m = 3, denn B;;, C; und D sind die von a;
unabhéingigen Funktionen.
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6(n+1)

-1 n(p-8)
(3.10) P = {f.lf(l)i(l)jl "*1} o,

wenn die Determinante |fin;| nicht identisch verschwindet.® Damit
haben wir ganz analog wie vorhergehend den Vektor ¥B%, die Funktion
A% und die Beziehung

(3.11) g’ = —B—A*

zwischen den B¢ und 4°. Eine einfache Rechnung lehrt uns, benutzend
die Beziehung (3.11), dass

(3.12) K;; = —3a;a;a A+ + B;;
bzw.
(3.13) M; = 3a;a;a; & Ak—'ZBm H+C;

die Bestimmungszahlen einer symmetrischen Grossen bzw. eines Vektors
sind, und dass

(3.14) N = —a,.;a,-akAiA"zl"+B¢,-A"11"—CiAi+D

eine absolute Invariante ist. Diese Grossen hingen nur von zf und x’¢
ab, und haben alle die Homogenititseigenschaft in bezug auf x’¢, wie
man leicht nach (8.9) erkennen kann. Zusammengefasst gibt dies das
Ergebnis : '

In der betrachteten Mannigfaltigkeit gibt es die vier Fundamental-
grossen @, Kii, M; und N; und mit diesen Grossen wird das Problem,
in unserer Mannigfaltigkeit eine Parallelubertragung zu definieren,
sogleich ganz analog wie vorhergehend gelost.

Dieses Verfahren wird ohne Schwierigkeit zu dem allgemeinen
Falle erweitert.

14. Verallgemeinerung von der OHKUBOschen Theorie. Im
vorigen Jahre hat T. OHKUBO (XIII) die Mannigfaltigkeit mit der
Massbestimmung

f ) 1
(3.15) s = j lAi(a: , 2!+ B(zx, ', x”)} » dt

(1) Diese Determinante |faxay | ist im allgemeinen fiir p:4=3(3+%) von
~Null verschieden. :
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untersucht. In diesem Falle hingen A; nicht von z’”* ab. Wenn wir
uns aber der affinen Differentialgeometrie in der 3-dimensionalen
Mannigfaltigkeit erinnern, so wird es uns klar, dass die metrische Funk-
tion in den z’/”* linear ist und die Koeffizienten von z’//¢ allerdings
von z” und z’’* abhidngen. Der Zweck dieses Abschnittes ist diesen
Riickstand einzuholen und dabei insbesondere die einfachste Anwendung
der oben benutzten Methode zu erkliren.

Wir betrachten jetzt eine Mannigfaltigkeit mit der Massbestim-
mung

(3.16) s = S {(ay®" + b)) + c} vt ,

die aber gerade die Verallgemeinerung von (3.15) ist. Wir schrinken
uns ein, dass a;; und b; nur von 2¢ und z’* abhiingen und ¢ von z%, x%
und z’”*. Da die Bogenlinge s bei Parametertransformation sich nicht

verindert, miissen die Funktionen a;;, b; und ¢ den folgenden Bezie-
hungen geniigen:

(3.17) a,-,-x"' =0 ’ , b,-x"' =0 s

i’ = (p—>5)ai; , birx'™® = (p—3)b;,
(3.18)

crx®+ 2¢prx’* = pe,

d.h. die Funktionen a;; bzw. b; sind in den 2’ positiv-homogen von
(p —b5)-ter bzw. (p—38)-ter Dimension.
Da die Grossen a;z'""+b; die Bestimmungszahlen eines Vektors

sind und bei der Parametertransformation das Gewicht p—3 haben,
so lautet

(3.19) a,-,-x”' =0.

Einfache Rechnung lehrt uns, dass die Transformationsformeln bei
der Koordinatentransformation lautet:

X Qap = alijQZ Qg ’
(3'20) za = bi Qi+ai:iQi Qgrxmx” ’
¢ = ¢+ (a2 + b)) (8QEX"* 2" + Qob 2 2P 2”) .

Es folgt also, dass a:; und cenmien beide die Bestimmungszahlen eines
Affinors sind.

a;; besteht im allgemeinen aus den zwei Teilen:

(3 21) Qi = Q@ + gy »



162 S. Hokari

Es sind zwei Fille hervorzuheben, erstens der Fall: der Rang r der
Matrix (aqj) ist gleich n—1; zweitens der Fall: » <n—1. Wir wollen
jetzt mit dem ersten Falle beginnen.

Bezeichnet A% das algebraische Komplement von (ais) in der
Determinante |au;|, so gibt es eine skalare Dichte f mit der Charak-
teristik (0, 2, 1), da der Rang der Matrix (a;;) n—1 ist. Diese S geniigt
den Beziehungen

(8.22) ' xixlif = A%

und hédngt offenbar nur von z°* und 2’ ab und ist noch in den z’¢
positiv-homogen von { (p—5)(n—1)——2}-ter Dimension. Es gibt also

eine absolute Invariante

(n+1)
—H ](p 3)(n 1)

(3.23) P = {f,f(l)z(l)al f

unter der Voraussetzung |fuuwsl==0.0
Auf dieselbe Weise in Kap. II ergibt sich mittels @ ein Vektor

(8.24) —B' = "4 2G¢
untér der Voraussetzung | ®mimi| ==0, wo

(8.25) 2G* = p¥pmiont™ —ow) s PIpminw = 8.

Um das kovariante Differential von der gegebenen Grosse festzulegen,
fihrt man die Grossen Ciyx, I und I ganz analog wie in Kap. II
ein.® Somit ergibt sich das kovariante Differential fir den will-
kiirlichen Tensor mit dem Gewicht Null bei der Parametertransforma-
tion. Z.B. wenn v* eine kontravariante Vektordichte mit der Charak-
teristik (1, R, 2) ist, so ldsst sich ihr kovariante Differential angeben
in der Form

(8.26) 8¢ = dv* + (If dx* + Cdx ")’ — RI'Evidad .

Von den Cj, und I, bestehen dieselben Bezichungen wie (2.31).

Unter der geometrischen Forderung: das kovariante Differential
von @ mit dem Gewicht 2 verschwindet identisch, ergibt sich fiir die

(1) Diese Determinante | Jwiay| ist im allgemeinen fiir p=|=5+ von

—1
Null verschieden.

(2) Siehe (2.27), (2.28) und (2.29).
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Grosse mit dem Gewicht % bei der Parametertransformation ihr kovari-
antes Differential ganz analog wie in Nr. 10, wie folgt:

(8.27) 8*v* = dv*+ ([, do* + Ch.dx™)v' — K I i vida?
hos
_—— 1d ]0 )
5 v g P

Da z’i die Bestimmungszahlen eines kontravarianten Vektors mit
dem Gewicht 1 ist, so folgt aus (8.27) und (2.31) der spezielle Fall

1
(3.28) P = %2 = da + G di® ——;—x"d log .
Dann folgt lings der gegebenen Kurve
Y i 1 ,d
3.29  J— —_ Ilz+2G1. ’1 10
(3.29) p 7t 5% gy 08P

Da p® ein kontravarianter Vektor mit dem Gewicht 2 ist, so folgt unter
Beriicksichtigung von (8.28)

. L
(3.30) P& = &*p' = da'"i+ BLdx* +viw*p?

+1o 2] ; ;lt log od loggp-—d——— log q:} 2"id log ¢ ,
Bi = 2G e+ I 2"+ 2T} GI—2G ;G
(3 31) _C.;i G(ll)k(x”j"'sz) s
7k = 2G(il)k__;‘87; Edt— log ¢+ Cj.p"—p*(log @) oy -

Es folgt also nach (3.28), (3.30) und (3.27)
8* ’Ui = 'U(%)k dxk + ’v(ﬁ)k dx’k -+ ’Ué)k dx”k + ( 1;7‘, dxk -+ j’l}c dx’k)’uj
o R ——%v"d log
) 1 2
= d2* PV + " PVt + 2% 0t ,
unter Beriicksichtigung von

vy + 208);2"7 = bt und & =10,
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wo
Prv® = véu—v&i Glne—véBi+ v — K,
1 1 A S,
(3.32) Prv* = @204+ ARV —@ 204,71,
2 - .
Vk’v‘ = w‘zz)k .
Diese sind die sogenannten kovarianten Ableitungen von . Wenn ?*

nur von z¢ und z’* abhéngt, so hingen auch die kovarianten Ableitungen
von demselben ab, und ihre Gestalt fillt mit (2.34) zusammen.

Nach den Definitionsgleichungen (3.25) erhilt man hier
(3.33) Por—PnmiGhe = 0.

Die Grosse a;;jx’’?+b; konnen wir mit Hilfe von (8.29) .auf dle Form
aiip’+ M; bringen, wobei

(3.34) M; = b;—2ai;G° .

Diese M;, welche nur von «° und «’* abhidngen, sind die Bestimmungs-
zahlen eines Vektors und in den x’* positiv-homogen von (p—3)-ter
Dimension. Aus (8.30) ergibt sich nach einiger Umrechnung

» " _— _B__ x'*— 1mi_ & d 1
(3.35) x e Bix*—oip*+x 73 og e
1 k1
2” l2(dt gcp) log¢,

Somit ergibt sich weiter die wichtige Invariante
(8.36) N =c—M;Bix""—M;vix'"+2G) ,

ersetzend z’’’* in (a; 2’"7+b;) 2''"*+¢c. N ist die Funktion von %, x’
und 2’ und hat das Gewicht p bei der Parametertransformation.
Dann ist gezeigt : |

In dieser Mannigfaltigkeit gibt es die drei Fundamentalgrossen :
d.r Vektor M;, die absoluten Invarianten ¢ und N. Benutzend diese
Fundamentalgrossen, kann man diese Manntgfaltigkeit charakterisieren.

Bei der Bildung der Ableitung zweiter Ordnung :
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. 0. 1 2

( PP e—F P )V = Ky vt + STpil w0 + TTiF w0,

1 1 1. . 1 2
PV =Pl )V = K ;v — ALrvt + WP v* + Blymv*,
2 2 A 2

Wi e—reP)vt = WigF-v*,

(3.37) 11 11 ) 1 2
(Vij"‘Vij)'U? = ?R?m,.,-'u‘+EJ?Tijrv‘+?).'k,~Vrv‘ ,

2 1 1 2 z

FiPe—P P v = Byl rv®,

2 2 2 2
| PiVe—PrP)v* =0

stosst man auf die Kriimmungs- und Torsionsgrossen :

Riug = (Tikdos— Titom G — (Tn— Tom G 50)
ALy — LM — A @y,
40%6-% = (GHioe— G &inym Gow) — (Ghirwi — Ghrwm G »
P20 = (Blor—BiwmGlr—BitmBL)
— (Blori—Bilaym Gi— BlpymBi) + ¢%'Y{ Stis»
i hi = 4’%11 vetrit Ams D3 —V i Ay
Way = I — Gy »
(3.38) ¢_2L Bri = Bham7T _‘Bkl(l)j + Yo=Y 0m Glor— B Yioym

—GoremiVe
Wi = ™ — B »

Rins = @& (Afecni— Abiow) + Al Af— Al AT,
Nips = (90%)(1)55%— (90%)(%35 ,

Vks = Vae—Yemi+ V7 Ve@ym—"E Y@m »

B = A25—¢%*72(2)j_2(¢%)(1)k8§ .

Wir sind nunmehr in der Lage, den zu Anfang dieses Abschnittes
aufgeworfenen zweiten Fall itber die Eigenschaft von a; mit Hilfe
der skalaren Dichte f zu untersuchen.

Da der Rang von der Matrix (au») kleiner als n—1 ist, mochten
wir den schief-symmetrischen Teil aji; von a;; behandeln. Wir kénnen
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wegen der Eigenschaft der Determinante schliessen, dass die algebrai-
schen Komplemente A% in der Determinante | ay;;| symmetrisch oder
schief-symmetrisch sind, je nachdem % die ungerade Zahl oder die
gerade ist. Im letzteren Falle konnen wir, wie man wegen der Eigen-
schaft der Determinante leicht ausrechnet, beweisen, dass die alle A%
identisch verschwinden. Dann schliesen wir den Fall aus, dass die
Dimensionszahl » die gerade ist. Wir miissen auch in der Folge vor-
aussetzen, dass der Rang von der Matrix (au;) »—1 ist. Demnach
gibt es eine skalare Dichte f, ganz analog wie oben erklirt. In diesem
Falle konnen wir in entsprechender Weise die Ubertragung angeben.

Am 1. Mai 1937.

Bemerkung bei der Korrektur. 1. Herren J. A. SCHOUTEN und
J. HAANTJES haben im vorigen Jahre die Ubertragungen in bezug auf
Vektordichten untersucht: Uber die Festlegung von allgemeinen
Massbestimmungen und Ubertragungen in bezug auf ko- und kontra-
variante Vektordichten, Monatshefte filr Mathematik und Physik, Bd.
43 (1936), S. 161-176. Wenn wir diese Methode zu unserem Falle in
Kap. II und III anwenden, so konnen wir schliessen, dass wir die
Ordnung der Ableitung von der skalare Dichte f etwas erniedern
konnen.

2. Die letzte Zeit hat Herr Prof. A. KAWAGUCHI die intrinseke
Ubertragung in einer allgemeinen KAwWAGUCHIschen Mannigfaltigkeit
eingefithrt : Theory of connections in a KAWAGUCHI space of order
two, Proceedings of the Imperial Academy, Tokyo, Bd. 13 (1937),
S. 183-186 ; Theory of connections in a KAWAGUCHI space of higher
order, ibid., S. 237-240. Es ist bemerkenswert, dass die Ubertragungs-
parameter in unserem speziellen Falle vom Linienelemente niederer als
dasselbe in der Theorie der allgemeinen Mannigfaltigkeit abhingen.
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