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DIE GEOMETRIE DER PARTIELLEN DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN DRITTER ORDNUNG

Von
Takeo OHKUBO

Einleitung. Die Geometrie der ‘‘paths’’ ist, von der Schule von
Princeton entwickelt und von J. DougLAsS®, W. SLEBODZINSKI®, D. D.
KosAMBI® usw. in den Fillen der Systeme der Differentialgleichungen

d’x? i dxd d’xt . - dxd
H‘ xg, - _ 0 ’ -_— P t, y = 0 »
g (= G) (e
oder :
do+1wi . . dx’ d"m"
Y TE * ’ g ) Ty s ee g —mm— | = 0
dr (t dt dt°>

erweitert worden.

Neuerdings hat E. BORTOLOTTI® die geometrische Theorie des
Systems der partiellen ‘Differentialgleichungen zweiter Ordnung

xt . ; i1 7 oxt
W— :ﬂ(uT’x’)pT)’ pT_?z;T_’

Gk, ...=1,2,...,n;a487..=1,2..,K; K<n)

untersucht, die intrinsek genannt wird, indem man die Gruppen aller
Koordinaten- und Parametertransformationen

o’ =o', #?, ..., 2"); w” =w @l W .., WD)

zugrundelegt.

(1) J. DouGLAs, The general geometry of paths, Annals of Math., 29 (1927),
S. 143-168. ‘

(2 WwW. SLEBonzmsxl, Sur deux connections affines géneralisées, Prace Mate-
matyczne-Fizyczne, 43 (1936), S. 167-205.

(3) D. D. KosamBI, Path-spaces of higher order, Quarterly Journal of Mathe-
matics, Oxford series, 7 (1536), S. 97-105.

(4) E. BORTOLOTTI, Trasporti non lineari : geometria di un systema di equazioni
alle derivate parziali del 2° ordine. I. Preliminari, Rend. Lincei, 23 (1936), S. 16-21;
11. Le proprieta intrinseche del sistema, ibid., S. 104-110; III. Altri operatori dif-
ferenziali intrinsechi. Le Proprieta descrittive del sistema, ibid, S. 176-180.
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Die Herren Prof. A. KawaGgucHI und H. HoMBU®® haben auch die
Geometrie des Systems der partiellen Differentialgleichungen

p‘;lazo oo eOm +H;:1“2‘ oo Oy (uﬂ’ mj’ pg L pglﬁﬁc-o .Bm—l) = 0
gegeniiber der Koordinatentransformationen entwickelt, wobei man setzt

axi pi = amxi
aua ’ ? Foy0tgeeeelop 3ual3u°=2....au°‘m )

P =

Diese Theorie ist aber meistens affin.

In der vorlieg'enden Abhandlung mochte ich die intrinseke Theorie
des Systems der partiellen Differentialgleichungen dritter Ordnung

T = Pipr+ B Dl + Citpl,+Dip =0

entwickeln, indem man die Gruppe aller Koordinaten- und Parameter-
transformationen zugrundelegt. In §1 und §2 wird die Parallel-
ilbertragung in der allgemeinen Mannigfaltigkeit %@ mit den Elementen
(u®, @, v, pis) bestimmt, und dann werden die Grundiibertragungen
aufgestellt. In §8 werden die kovarianten Ableitungen, Kriimmungs-
und Torsionstensoren berechnet.

1. Paralleliibertragung. Das System der partiellen Differential-
gleichungen dritter Ordnung

(1) Ty = pis+ B, o, 00l vl + Chb (W, 2, DL)Dhe
+Diﬂ'r(upv x, pi) =0
Godo by ceee=1,2, 000, M 0,87 .... = i,2,....,K; K<m)

sei gegeben, und die Grossen By (u’, @, ), Cht(u,a, p.) und
Dty (w, @, p%) die hinreichend vielmal kontinuierlich differenzierbaren
Funktionen sind. Ausserdem setzen wir der Kiirze halber voraus, dass
Bi;, Cik bzw. Di, beziglich j, k: 8,7 und 4, u bzw. a, 8,7 sym-
metrisch sind. Das System (1.1) ist eine unmittelbare Verallgemeinerung
des Systems der gewdhnlichen Differentialgleichungen der ‘‘paths’’:

(1) A.KawacucH! und H. HoMBu, Die Geometrie des Systems der partiellen
Differentialgleichungen, dieses Journal, 6 (1937), S. 21-62.
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2"+ B, ®, ') 2" + Cilt, x, )2 + Di(t, z,2’) = 0.

Die Grossen T, sollen Vektoreigenschaft in bezug auf die lateinischen
Indezes unter der Koordinatentransformation haben, und bei der Para-
metertransformation transformieren die Grossen sich folgendermassen :

(12) ﬂﬂ‘r = Ti’u'V'U:‘U;’U;' ’
woO
uf‘"=u“'(ui,u2, cee e ,uK)o u“=u“(ui'» uﬂ” ceee ’uK’ ’
UA’ _ auA: v azuli o asux!
« = ’ e — - ’
du® du*du®’ T dututauT
i u® 2,,0 3u‘
Ur = YO Ui = ”—%u—« y Uk = ).'a ‘g v °
du ou’ su” du’ou"ou

Wir wenden den KAwaAGuUcCHIschen Satz® auf das System (1.1) an und
.gewinnen damit einen Vektor:

(1.3) 8 Té C4M dpi + Ty G dad
= 38 oy S]Z)dpf + { B;};Sii Sg)pﬂ’g + Bj};p’(«fwsg\ ) 4 C;&«gr } de? |
wo man setzt
Tisl¥) = 8T , usw.®@
' 9P,y

Uberschiebend nach 4, « und g, 8 in dem Systeme der PraFFschen
Ausdriicke (1.3), stellen wir ein System der Differentialausdriicke heraus :

(1.4)  5pi=dpi+ {E%“%B}zpm & +2)2(K " 1)C;'-T‘olao",

wo

i
C;'T - C;'Air .

Offenbar transformieren sich die Ausdriicke (1.4) bei der Koordinaten-
transformation wie die Bestimmungszahlen eines Vektors.

(1) A. KAwAGUcHI und H. HomBU, a.a. O., S. 28.
(2) A. XKaAwacucHI und H. HomMBU, a.a. O., S. 26.
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Man betrachtet, dass in der verallgemeinerten Mannigfaltigkeit F®@
mit den Elementen (u°, 2%, p%, pis) ein System (1.1) der Differential-
gleichungen der verallgemeinerten ‘‘paths’’ gegeben sei. So konnen

wir eine Ubertragung von Vektor v¢ in 2 definieren. D.h. wir haben
den :

Satz. E'in Vektor v¢ set in der verallgemeinerten Mannigfaltigkeit
FD gegeben. So sind ;

. T — 1 1V ]5 v ’:
(1.5) | &vt = dv* + 3K = _SBivdp +——Kl‘—‘3(K 1) B3 . nDvs

2
(K+2)(K+ 1) Cav.

.. 3o do?

die Bestimmungszahlen eines Veklors.

Beweis. Wegen (1.4) dndern sich die Grossen Bj; und Ci, bei
der Koordinatentransformation x*—a* folgendermassen :

o, K+3 , 2 o
1-7 X!" s + 4 X ’ + C" X:’I
( ) ahp?r 3(K+1) Jkp?r i (K+2)(K+1) IT <X R

2 .
X ,
T K+2(K+ 1) *
wO )
¥ =2 (xt, 22, ....,2"), 2 =o', 2, ....,2"),

.’. — axi i/ » = '——ai Xi’k’l' = ——a—s—wi————-

A A T 807 0¥ 0" |

¢ 3x¥ ¢ %z - %z

Y "k dxk Mk axkoxt

Man differenziert beide Seiten von (1.7) nach p}, so ergibt sich

. K+3
i o0+ E+3 piv ext xr o7 ¥ X,
2(K+3) 8% Xil 2 Ci. 1 XL XE
+ 3T DX PLS “(K+2)(K+1) e, E X X
2

T (K+2)(K+1) Cix X,
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Aus den Gleichungen (1.8) ergibt sich durch Uberschiebung nach p,

(1.9) KXy +§(K7t%3;k F o ¥ X Xh X
?E;—"”’R X Xi Db + 2)2(K T30 1 X XY
2
n’ X
T Kr2)(K+1)

Da »* und p: die Bestimmungszahlen von Vektoren sind, erhélt man
{ dvt = X do" + 0% X da®
dp; = Xji.dpt +p¥ Xip da® .

Ersetzend die Beziehungen (1.6), (1.7), (1.8), (1.9) und (1.10) in der rechten
Seite von (1.5) unter Beriicksichtigung von X% X% = 8, XiX¥ = 8¥,
erhalten-wir: ‘

(1.10)

(1.11) St = Xjisv .

Daraus folgt die Behauptung des Satzes.

Wenn wir die Beziehung (1.4) in der rechten Seite von (1.5) ersetzen,
so folgt

(1.12) v = dvi+ I?I‘{ 3 Bix visph + Mi, 07 da”
wobei wir setzen
1.18 L, = —{ "> B ipk Ci
( ) sh Kl 3(K+1) s, hp6+(K+2)(K+1) v, h
_K+3p0f K+3 2
Bi: BE, o, + ekl .
3K "{3(K+1) mPn T K+ 2K+ D) o

Da die Grossen Bj; v'ép¥ offenbar die Bestimmungszahlen eines Vektors
sind, erhalten wir ein anderes kovariantes Differential

(1.14) S0F = dv + My o dac® .

Die Parameter % sind bei der Parametertransformation u*® —-*u
nicht invariant. In der Tat, dndern sich die Grossen Bi und Ci§.

wegen (1.1) und (1.2) bei der Parametertransformation folgender-
massen :
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(1.15) By, = By’ U,
(1.16) (UK UY +Uss U+ UL Uy +Bip' U UL Uy,
+Bipb U US' U + CRLUFUY = CL, UXUFUY .

Man multipliziert beide Seiten von (1.16) mit U,. U¥ und iiberschiebt
nach 4, @ und u, 8, dann ergibt sich

an UL UseK+) +EXDE g pe py s cf = cpuy

Wenn wir (1.17) nach p! differenzieren, so erhalten wir

a.1g EFEDED gy vyt + BRULUR) +Ch, = Cho KULUY .

Uberschiebend nach p, 7, folgt daraus die Beziehung :

a9 EFELI gy Uxph+ By UL UK+ Ch i = Ch. 1.
Andererseits ergibt sich aus (1.15) durch Differentiation nach p*:
(1.20) By i=By.yULUS.

Aus (1.13), (1.15), (1.17), (1.18), (1.19) und (1.20) folgt, dass die
Parameter M%, sich bei der Parametertransformation folgendermassen
transformieren :

2y D) = V) + +I§;('I§+1)B}% UL Uz .

Um eine intrinseke Ubertragung zu finden, setzen wir

(1.22) B! = B% .

Nun berechnet man das kovariante Differential des Vektors B}

(1.23) 8B} = dB!—W}; By da’ = BY,dx*+ B, 15p%
wo . .
3B K+3 2
1.24 v, =3Bl _pyr( K43 proy C")
¢ ) AT s TP \8(K+1) P (K+2)(K+1) ™

— LBy .
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Da die Grossen B j8p% die Bestimmungszahlen eines Vektors sind,
so sind die Grossen B}, auch die Bestimmungszahlen eines Tensors.
Aber BY, sind bei der Parametertransformation nicht invariant, sondern
transformieren sich folgendermassen :

v . K+3 212K +1) pv . Dy
1.25 v, = B B'i}—B4B
(1.25) & in U (K+2)(K+1){ K+3 h ‘}

X U’?p’ Ucp’ .

Man setzt

(1.2 = |2CK+D) py +_ propyl
(1.26) H " ki3 B; 5 —B3}B; Jp pl
2(2K+1) T IT RV stk
X3 =Bl p.,—Bi B p.D. .
Wir multiplizieren (1.25) mlt pipt H;v und setzen die Beziehungen (1.26)
ein, dann erhalten wir

, K+3 ,
1.27 H, = H, U+ Usus,
(1.20) (K+2)(E+1) ¢
WO _
(1.28) H, = H;*BY,pipt , HIH” =8,

voraussetzend, dass die Determinante | HY,| nicht identisch versch-

windet. Da H, bei der Koordinatentransformation ¢ — 2% invariant
sind, so ergibt sich

M (w*) = "M () — ;'-Z(u“)(Ho(u“)—Ho'(u“')U‘é'} ,

wenn man die Beziehung (1.28) in (1.21) ersetzt.
Daraus erhalten wir die Parameter, welche bei der Parameter-
transformation u*—u* invariant sind:

(1.29) L =M—BilH, .

Somit haben wir die folgende intrinséke Ubertragung, d.h. lautet der

Satz. o seien die Bestimmungszahlen eines Vektors in FP, so sind
die Ausdricke

(1.30) = dvt+ v do*

die Bestimmungszahlen eines Vektors, welche bei der Parametertrans-
formation invariant sind.
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- 2. Grundiibertragungen. Die kovariante Ableitung von p: ist
gegeben durch

@1 o, = ;’Z: = pi, + S pipk .

Offenbar sind 7%, die Bestimmungszahlen eines Vektors, aber bei der
Parametertransformation «*—u* transformieren sie sich in der folgen-
den Weise:

(2.2) N = M, UY UY +pL.UY, .
Multipliziert man (2.2) mit Bj;, {iiberschiebt nach %, £k und setzt
pt B = B;*, so ergibt sich

(203) n?“yBc Ud.' = nT'y’Ba’ UY’ UV'+B T\l .
Wenn die Determinante | B;*| nicht identisch verschwindet, so erhalten
wir '

(24) va UU' = GT'\«' Url Uw"" UTv ’
setzend B;°B’, =8 und B°.7 B! = G9,.

Da die Grossen G2, bei der Koordinatentransformation invariant
sind, konnen wir das kovariante Differential eines beliebigen Tensors
definieren, welche bei der Parametertransformation invariant ist. Wir -
haben nédmlich den

Satz. Die Grossen vj'': gl -3¢ seien die Bestimmungszahlen

des intrinseken Tensors in FP, d.h.

wxl —_ zl 7'r ]1 I Ty . ﬂl . B/
(2'5) ,71 Js By X X ..... Js Ua,’.. ’ U . ﬁb
AR W -

X vjll- .e .j/s Bll ce e ﬁb’ ’

so transformieren sich die PFAFFschen Ausdriicke

Tioeoelr BlueeeOg — Jodbpesenir &
(2.6) e e = A e

z L'&p ’l-l ’I:p 1l?:p+1 ’I:ral ceee &g
................ .733]-...31)

l 1, ................ ira. .o Og I
_T‘ a 1
Lok Vs, ....Bb}dx
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2 Gxe "'r %peees®pyfpty ous Og
EY .71 Js {51 Bb

Q'r“ ................ - %) ]
ZGm o e Bro o e EBpare oo b | O

unter der Koordinaten- und Parametertransformation in derselben Weise

wie v}i-:--f4------%a wo man einheitshalber setat
XI{/&%Z/ '''''''' ::1 = X?/Xhl ....Xgrr/o
Uziﬁ:/ g e = U“‘, U°‘2 ...... vz, .
Wir setzen jetzt
(2.7) ’T?;'v = prv+2 kp’pv ?up; ’
(2.8) Ipi = dp} + 8 pidae*— G4, pidu’
und
(2‘9) 07;':\‘ = d'r?i'\! + 8;.70 Tz‘\l dxk— (G?p Tiy + G:p Tﬁ-g)dup .

Da die Ausdriicke #p% und &+, unter der Koordinaten- und Parameter-
transformation invariant sind, so kénnen wir die Grundiibertragungen

durch (2.8) und (2.9) definieren.

Man kann sehen, dass die Gleichungen (2.7) in bezug auf die
Unbekannten pi, linear sind. Wenn der Rang der Matrix der Koeffi-
zienten von p:, den Maximumwert hat, kénnen wir somit pi, in die
Form I6sen:

(210) . p?;w = ?i‘v(ua’ xj» 202 ’ ‘T‘zﬂ) .
In der Mannigfaltigkeit F? sei das Vektorfeld vi(u*, 27, p%, pi,) gegeben.
Wir ersetzen die Beziehung (2.10) in v%(u*, 2%, p%, pi,) und setzen

(2.11) v, 2, pi, pd) = v, &, pi, pf) = v, &7, pi, 1)) .
Daraus ergibt sich wegen (1.30)
(2.12) A = dv' + &7 da®
= [pvt-da*+ Lot -opt+ P vt- Sk, +r, vt - du’
wo

¥ not . . . .
(2.13) puvf = "’a ;jc Baz’;’ 9V xgt pi— g V@l rd 4 *RE07
T Gﬁ
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¥yt
(2.14) pivi = 20
Py
; 3*t
2.15) . pry = ,
(2.15) X ok

2.16 C 3*1)’5 a*vt *G Y
( d ) Vp'v = Suf + Bpl Tppu an ((T)\p wu,+Gpp7'Aw)
T : ®

3. Kriimmungstensoren. Da die kovarianten Ableitungen des.
Vektors durch (2.13), (2.14), (2.16) und (2.17) gegeben sind, konnen
wir sogleich die Kriimmungs- und Torsionstensoren verschiedener Arten
berechnen.

Der Kiirze halber schreiben wir (2.13) in die Form um

; a*w a*vt
3.1 Prvt = a UMy
3.1) k x" Py ke anﬂ 48k 8
woO
aﬁ:’r = —* J'lkp? ’ Blgcﬂ = —* }szﬂ .

Daraus ergibt sich erstens
(3.2) Pl et —Pilat’ = R0’ —UTinlmv*

+ Sl PIV + T rnas VP08,

woO
: 3* 3 *gs 5 *Q *L

- (8.3) Ry = % e h_ | gm ik m 71

™ o * op

R A R T U
. aTM’- 9T
34 318 p 3Bk m 98}
3.4 - T‘_ ap = koB ha@ +a m kot _OBPhap
(3.4) khat ox” P Pypeca o, SBhes s
+B;ln aﬁkdﬁ __B/m, aﬁhas ,
TML a'TM,,

. (8.5) U = >0, —*45, ,

da} da} du} aa 3a}
3.6 Sl = Y%y __ Y%hr +a m kY hY + m —_—Qm hY .
B6) St = Soh " wk T Wy Fpp O p’{‘ Pl s,
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Zweitens ergibt sich fiir ripivi—pipPivt

(8.7 Pip it —puPivt = Liz v — LT piryvt
— L T dp v
WO
| %R
308 } ¥ = _“——'J_— L]
( ) Jkh ap!;

Drittens berechnen wir p®p,vt—p,pifoi;
(8.9) PPV —Pr RV = Mt vi— M piri vt

n[ Y. ] > AR .
f.7'kh p’;‘!‘, { v“!
WO

(3.10) Miger = 2%

'a'rgf,

In der analogen Weise gewinnen wir fiir einen Skalar f(u®, 27, pi, pis)

(8.11) df = pif-dxt+pif- i+ PP f-Svds + Vo f-du’,
WO
a f a f k 3 f k*
12 of = —— kxQ2; i
(3.12) rif = o p% &— aw i
(3.13) pif =3 pue_
aps 37'«3
* * . * X . *
(3.14) r;f—': 3 {’f‘ L fp;G?; +‘L‘.f:‘7'p‘yG1?} 3 f"l"ru wx .
u Pk ary TTv

Somit bestehen erstens

(8.15) ViVif —PiVif = —FPif-PeR Y ii— PP fo7d
—Ur.f,
zweitens

(8.16) Paluf—P.Prf

=rif-PiK 0 K + P fri Kyt
WO '
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oGS, 9GE G, 9G Y
3.17 K :® = o TA +GV l TR G; TA .
( ) Apy au); au apl l" apf’

+ Ghrdi—r™ G, _ Gs.rés BG“ + Girhk Gl
A7és Tés 9750

-G Ep, Toy——— gGTA + Grp, Gax G\?A Goﬂy. ’

76w
drittens

8.18) rPip\f—P.Pif
= pif-piC: 3+ ford, Citits+ P i Co 5%,

WO
: B
(3.19) Citity = 5Gh
vl
viertens
(3.20) iVif—riVif = —Pif-vkB; s —ryf-vE Bgl;it,
WO
(3.21) B = %%
apt

und letztens

(8.22) wiP\ f—PVif =Vif-DiNin+Pif-hH;Y;

, +OVf T EN O S r H 0 f v R H 8,
WO

(3.23) Nity = 2% 4 e, 2% o pxy, 8%
au apw 'T.fp,

GE 9 21‘:_1

"'up

9*G: *GJ] A*GL
3.24 H:8,,, = 2 I2_pmkQh 0 Trr m*gh 9 G
( ) TeAj am’ D mg ap::, ‘a’rtu

Diese Kriimmungs- und Torsionstensoren sind nicht von einander unab-
hingig, sondern auch zwischen diesen Gréssen finden sich viele Bezie-
hungen. Die BiANCHIschen Identitidten konnen wir in der gewohnlichen
Weise berechnen, aber mochten hier nicht darauf eingehen.

Mirz 1937.



