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- UBERTRAGUNGEN IN DEM METRISCHEN
RAUME DER “K-SPREADS”

Von
Takeo OHKUBO

Einleitung. Die Geometrie der verallgemeinerten ‘‘ paths’’ wurde
von J. DoUGLAS untersucht®’. Er hat sie beziiglich der Transforma-
_tionen des Parameters t:+=at+8, T = 7(t), + = t+8 in dreien Arten:
affin, deskriptiv, metrisch untersehieden. In der metrischen Theorie
der ‘‘paths’’ wird die FINSLERsche Metrik eingefithrt. Neuerdings
hat er auch die Geometrie der ** K-spreads’’® entwickelt, wobei die
drei Theorien der ‘‘ K-spreads’’, die affin, voluminér, bzw. deskriptiv
genannt werden, untersucht werden. Man versteht unter den ‘‘ K-
spreads’’ ein System der K-dimensionalen Mannigfaltigkeiten in
einem n-dimensionalen Raume X,,, die ein solches Gesetz erfiillt, dass
durch K+1 Punkte in allgemeiner Lage eine und nur eine K-dimen-
sionalg Mannigfaltigkeit hindurchgeht. Dann existiert ein einziges
‘ K-spread’’, welches ein willkiirlich gegebenes K- Element (x, p) enthalt.
Die Theorie der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X, , deren Bogenele-
ment vom Flichenelemente von m-ter Dimension abhiingig ist, wurde
zuerst von Herrn Prof. A. KAWAGUCHI® untersucht. In diesem Falle
definiert sich Flidchenelement eindeutig durch ein System von einem
Punkte und einer diesen Punkt enthaltenden m-Richtung.

In der vorliegenden Arbeit méchte ich mich mit der Theorie des
Raumes. beschiftigen, deren Bogenelement durch die in dem Raume
enthaltenen ‘¢ K-spreads’’, welche bei der Parametertransformation
#* —u* + 8* invariant sind, bestimmt wird. Da die ‘‘ K-spreads’’
durch jeden Punkt und eine in diesem Punkte tangierende K-Richtung
bestimmt werden, ist unsere Massmessung von dem Punkte und dem
Flidchenelemente (d.h. K-Element) abhiingig. Zuerst werden die Dif-

(1) J.DoucGLas, 8.
(2) J. DougLas, 6.
(3) A.KaAwagucHi, 8, 9, 10.
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2 i )
ferentialgleichungen der ‘‘ K-spreads”’ w%; = HZ(x, p) und Grund-

Sfunktionen F¢(x, p)® gegeben. Die Affinlibertragungsparameter
werden eingefithrt, dann wird der Fundamentaltensor gi{x, p) in
unserem Raume durch zweimalige kovariante Differentiationen der Funk-
tion F(z, p)® definiert (Kapitel I). Danach werden die Lingen- und
Winkelmessung in unserem Raume besprochen. Die in dem ersten
Kapitel eingefiithrten affinen Parameter I7(x, p) definieren die affine
Ubertragung® in unserem Raume. In analoger Methode wie die von
L. BERwALD werden der Kriimmungstensor, der Grundtensor der
Kriimmung, usw. berechnet. Da die affinen Ubertragungen nicht
metrisch sind, d.h. die kovariante Ableitung des Fundamentaltensors
nicht verschwindet, ergibt sich der Tensor der Streckenkrimmung.
Es ist auch gezeigt, dass in unserem Raume der Kriimmungstensor
durch Differentiation sich aus dem Grundtensor der Kriimmung ergibt
und die BiaNcHIsche Identitdt fiir den Grundtensor aufgestellt w1rd
(Kapitel II).

‘Zum Schlusse wird noch eine metrische Ubertragung® in allge-
meinen Riumen besprochen, beniitzend den KAwAGucHIischen Satz®.
Es ist bemerkenswert, dass in einem allgemeinen metrischen Raume
eine metrische Ubertragung bestimmt werden kann, wenn die Grund-
tibertragung gegeben ist. In unserem Raume wird die metrische
Ubertragung aus der affinen abgeleitet, beniitzend den oben-genannten
Satz (Kapitel III). '

" Ich mochte Herrn Prof. A. KawaGucHI und Herrn H. HomBU fiir
ihre freundlichen Anweisungen herzlich danken.

Kapitel I. Allgemeines.

- 1. * K-spreads’’  Es sei ein System der *‘‘ K-spreads’’ in der
n-dimensionalen Manmgfaltlgkelt X. gegeben, und auch

(A;) ein System von den Koordinaten (i =1, 2, ..., n) in X,,
'(Az) ein System von den Parametern U (a =1,2, » K) in jedem
¢ K-spread ’’, : :

(1) Siehe (2.7) und (2.8).

(2) Siehe (3.9) und (3.10).

(8) L. BERWALD, 1, 2, 4.
-.{4) E.CARTAN, 6, 7.

(6) A. KAWAGUCHI, 11.
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(4s) ein System von den Parametern a*(L =1, 2, ..., R), welche
die verschiedenen ‘ K-spreads’’ kennzeichnen. Die Zahl R der Bedin-
gungen dafiir, dass ein ‘‘ K-spread ’’, das durch beliebige K+1 Punkte
in allgemeiner Lage hindurchgeht, einzig ist, ist (n—K)(K+1).

Dann wird ein ¢ K-spread >’ durch das System der Gleichungen
(1.1) . zt = f(u, a)

dargestellt, wobei die Funktionen f*? analytisch sind. Der Raum der
¢ K-spreads >’ bleibt durch die Vereinigung der folgenden Transforma-
tionen als die geometrische Konfiguration ungeéndert :

(T1) Transformation der Koordinaten in X, :
T = ¥(x), t=12, .c.., 1,

(T2) simultane Transformation der Parameter auf allen *° K-
spreads ’’ : '

v = u*+B%a), a=12,...., K, '
(Ts) Transformation von den Parametern a’:
at = a’(b), L=1,2,...., R.

Da die Transformation (7s) den partiellen Differentialgleichungen
der “‘ K-spreads’’ keinen Einfluss gibt, brauchen wir sie nicht zu
beriicksichtigen. In dieser Abhandlung beschiftigen wir uns mit der
Geometrie der ‘“ K-spreads’’ unter den Transformationen (T;) und (T%).
Die Geometrie, in welcher die ‘‘ K-spreads’’ die Transformationsgruppe
(T2) gestatten, heisst die metrische Geometrie der ‘‘ K-spreads’’.

2. Die partiellen Differentialgleichungen des metrischen Raumes

der ‘‘ K-spreads’’. Die Gleichungen des metrischen Raumes der ‘‘ K-
spreads’’ werden durch ' ‘
2.1) ot =f(u+8, a)

gegeben, wo B* willkiirliche Funktionen der Parameter o’ sind. Durch
die zweim_aligen Differentiationen nach u* und u* erhalten wir

2-2) i = Fitu+ 8,0 (pi =22,

ou*

(2.3) ' o —a—zivi——= au+B,a).
du*ou® :
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Die n+nK Gleichungen (2.1) und (2.2) enthalten (»—K)(K+1)+K
= nK+n—K? Unbekannte u* +8*, a“. Im allgemeinen kénnen wir
diese Relationen filr «*+ 8%, al als Funktionen z%, pi l6sen und aus-
serdem hochstens K? Bezichungen in 2%, p gewinnen. Sie werden
folgendermassen ausgedriickt

[ w+B* = o"(2,D), a=1,2,...., K,
al = ¢l(x, p), L=1,2 ....,R,
(2.5) Oi(x, p) = 8% .

Wir betrachten nur den Fall, wo d1e K2 Beziehungen (2.5) alle
voneinander unabhingig sind.

Wir ersetzen (2.4) in (2.3), so erhalten wir ein System der Dif-
ferentialgleichungen mit der Gestalt

(2.4)

- 2t o~
2.6) T Gss(, D) .
Es ist moglich, die Systeme (2.5) und (2.6) in den Normalformen ein-
deutig umzuschreiben :

(2.7) ) Fg(x’ D) = 82 >

i

(2.8) e

H:’p(a;, D),
wo Fix,p) und Hilx, ) (¢: fest) homogen (in verallgemeinertem
Sinne) von zweiter Dimension in bezug auf p: sind.

Wir ersehen, dass filr die eindeutig bestimmten Funktionen
Fi(x, p), Hiy(x, p) die Beziechungen

Fi(x, p) = 6i(x, p), Hi(x, p) = Gi(x, p)

bestehen, wenn x* und p: den Beziehungen éﬁ(x, p) = 3} geniigen.

Beweis. Man nimmt «* willkiirliche feste Werte an und sieht
p% als rechtwinklige Koordinaten im euklidischen Raume an. Dann
zeigt (2.5) die (nK— K?)-dimensionale Hyperfliche 3 in dem nK-dimen-
sionalen euklidischen Raume (2 : Parameter). Die p¢ sollen nicht simt-
lich verschwinden, und die Hyperfliche X geht nicht durch den An-
fangspunkt hindurch. Da K unabhingige Richtungen in jedem Punkte
ein einziges ‘‘ K-spread’’ bestimmen, ist die Hyperfliche S kein
Hyperkegel.
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Auf der Hyperfliche 3 sei ein Punkt P mit den Koordinaten pi
gegeben, so entspricht dem Punkte ein Punkt Q mit den Koordinaten

(2.9)  G=pire, (6=, p) = &)

fir jedes Wertesystem =&z, p).

Umgekehrt, in dem nK-dimensionalen euklidischen Raume, sei ein
Punkt @ mit den Koordinaten ¢¢ gegeben, dann entspricht dem Q ein.
Punkt P in der Hyperfliche ~ mit den Koordinaten pt, welche durch
(2.9) gegeben sind. :

Dann enthalten nK+ K2 Gleichungen (2.9) die Unbekannten p;, n
Setzen wir voraus, dass die Losung der Gleichungen  (2.9) (2, =
Unbekannte) eindeutig ist, dann entspricht einem willkiirlichem Punk’oe
Q ein Punkt P in der Hyperfliche X eindeutig. Somit kénnen wir
Funktionen des Punktes Q beziiglich des Punktes P folgendermassen
definieren :

(2.10) Hi(Q) = 727§ Giu(P),- FXQ) = 72+10(P) = +3+§,
d.h.

(2.11) - Hiye,p) = nrniGl(x,p), Fix,p) =rif.

Offenbar sind Hi(x, p) (i: fest) , F%x,p) in p: homogen von
zweiter Dimension und Hji(z, p) = Gi(z, p), Fi(z, p) = 8¢, wenn der

Punkt P auf der Hyperfliche 3 liegt, d.h. 6%(x,p) = 8. Deshalb

besteht die Behauptung. '
8. Affine Ubertragung und Fundamentaltensor. In unserem metri-

schen Raume " sind die affinen Ubertragungsparameter durch

._ _ 1 2 Hi(x, p)
@3.1) L@ D) = px s opink

gegeben. Ij(x, p) sind symmetrisch in bezug auf j und %, denn
His(x, p) sind genau so in bezug auf « und 8.

Da Hjy(x, p) (i : fest) in pi homogen von zweiter Dimension sind,
so bestehen die Identititen

(3.2) Pk D@, D) _ oo prs | a5
9piopk

Uberschiebend nach «, p und 8, v, ergibt sich
(3.3) pip§ (e, p) = His(x, D) .
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Wegen (3.8) konnen wir die partiellen Diﬁ'e‘rentialgleichungen der ‘‘ K-
spreads ’’ in die Form umschreiben : :

(3.4) - _¥T _ i, ppiph -
duou’ ?
Aus der Definitionsgleichung der Funktion I (x,p) (alle Indizes fest)
lesen wir heraus, dass sie beziiglich p¢ homogen von nullter Dimension
ist, d.h. dass Ij.(x, p) unter der linearen Transformation gt = 7} p}
invariant ist,

Die Integrablhtatsbedmgungen der leferentlalg]elchungen der ‘‘ K-
spreads’’ (3.4) sind

(3.5) ‘ Kiu(x, p)pivkpt =0,
WO
' ; ary, - orl} ar
3.6 Kiy(x,p) = Stok 973l 4 p ik
| ( ) :rk{ p) ax‘ ax" pP 3 a

e ra i re—riry
P

Wir konnen eine kovariante Ableitung® des Skalars bzw. Vektors
definieren durch

67 Aw,p= 242D ‘”’A‘”,p)rlm
t x 3ps

: 9A(®,p) 1 3A(x,p)dH!,
ox’ K+1 op 9pi '

‘bzw.

; av“'(x,vp) 1  3vix, p) aH,a
3.8 x, D) = — + vz, p
(‘ ) V'@, Pl du* K+1 39 apk Ik @, p).

Aus (2.7) erhalten wir ein absolutes Skalar F (x, ) 'durch die
Faltung :

(8.9) F(x, p) =

«(x, »),

Aus dem symmetrischen Teil der zweimaligen kovarianten Ableitungen
des Skalars F(x, p) ergibt sich ein neuer Tensor

(1) Siehe Kapitel II.
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(3.10) gii(x, p) = %(F(w, P)iit+ F (@, D)) -

Unter der Voraussetzung, dass die Determinante |gii(x, p)| von Null
verschieden ist, nehmen wir g.ix, p) als den Fundamentaltensor in un-
serem Raume F® an.

Kapitel II. i)ie affine ﬁbertragung.

4. Parallelubertragung und Krimmungstensor. Wir erklidren als
parallele Ubertragung des kontravarianten Vektors (v) im Punkte (x)
von (x) nach dem unendlich benachbarten Punkte (x+dx) den Ubergang
von Vektor (v) im Punkte (x) zum Vektor (v+dv) im Punkte (z+dx),
wenn (dv) die Bestimmungszahlen

@) Y= —Ti, pyidet

hat. Die parallele Ubertragung eines kovarianten Vektors (w) im
Punkte (x) von (x) nach dem unendlich benachbarten Punkte (z+dx)
ist eindeutig durch die Forderung erklirt, dass durch simultane Parallel-
verschiebung dieses Vektors (w) und eines beliebigen kontravarianten
Vektors (v) die Invariante v*w;: ungeéindert bleibt. Analog fiir irgend-
welche Tensoren.

Da die Grossen Ij(x, p) «* sowie pi enthalten, hingt die Parallel-
Ubertragung in unserem Raume { nach dem Vorhergehenden im
allgemeinen ausser vom Lage in der Mannigfaltigkeit aueh noch von
der Wahl des Feldes des ausgezeichneten Fliachenelementes pi ab.

Durch den Prozess der parallelen Herumf uhrung eines willkiirlichen
Vektors (v) im Punkte (r) um ein infinitesimales Parallelogramm gelangt
man in iiblicher Weise zum Kriimmurngstensor des Raumes, wenn dabei
das ausgezeichnete Flidchenelement (p) im Punkte (x) gleichfalls zu
sich selbst paral]el mitgefithrt wird. Man erhilt zunichst

a2 &1v¢ = dyvi+ Ihvidya®,

(4.8) &4 = dadyot+ 3813 vzt ot +-0L0 ";’;{kvfdlxkdzpi

+ I dpvidid*+ T, v’dzdzx"+l’,,,d1v’dzx"+l“ g v daaddax™.

Wenn das ausgezeichnete Flichenelement Pt zu sich selbst parallel
libertragen wird, d.h. dpi = —TI} pidx*, erhidlt man
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(4.4) 210 — 81800 = -%—kaz@, ) (drz* dottl— dp* dy )
woO |

, = i}c ._il_l... __l,ﬁal“ ___.ﬁ_ A

(4.5) i, D) = b ( 2 ir )p”'

. .
+r»:ll}'l?—' mie L0 5

die Bestimmungszahlen des Kriilmmungstensors sind. Sie sind, wie die
Ij(=, v), in p. homogen von nullter Dimension und in den unteren
beiden letzten Zeigern schiefsymmetrisch.

Wenn man insbesondere anstatt eines beliebigen Vektors (v) das
ausgezeichnete Flichenelement pi im Punkte (x) eines infinitesimalen
Parallelogramms entlang parallel zu sich selbst herumfiihrt, so gelangt
man zu einem Tensor, den wir den Grundtensor der Kriimmung des
Raumes nennen. Man erhilt

(4.6) 8281 pi— 818 pi = %Kfuu(x, P)do* da' —dp 2" dy )

wo

: . 1 [ 92H; 9 Hg
4.7 Kiux,p)= s 92 7a
4.7 uwl®, P = 2 \apkoal  aphort
1 *HS, BHE  *HE 9HM\\
- K+1 \apkap: opl,  opiopt opk/J
die Bestimﬁmngszahle.n des Grundtensors der Krimmung sind. Sie
sind in den unteren lateinischen Zeigern schiefsymmetrisch und in

p: homogen von erster Dimension.
Durch die Deﬁnition des Kriimmungstensors besteht die Beziehung

(4.8) Km(x p) + Ky, 0)+ Ki(z, ) = 0.

Zwischen den Bestlmmungszahlen des Kriimmungstensors und Grund-
tensors der Kriimmung bestehen die folgenden Beziehungen

4.9) Kiue = Kjiyvi, %Efg_;_c_zg — _K’j""

Fiir den Kritmmungstensor gilt noch die Identitit

(4.10) 3Bjupi— 0.
| ok
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5. Absoluter Differentialkalkiul. Im folgenden bilden wir aus
gegebenen Tensoren, die von 2* und p%¢ abhingen, neue Tensoren
durch den Prozess der kovarianten Ableitung.

Das kovariante Differential eines gegebenen kontravarianten
Vektors v¥(x, p) wird durch

(5.1) i (x, p) = dvi(z, p) + [z, p)v(x, p)dz®

gegeben. Insbesondere fiir das ausgezeiehnete Flichenelement p: er-
hilt man

1 aH:o dxk

5.2 5pt = dpi+ i(x, p)pide* = dpi .
(5.2) D vi+15(x, p)p p+K+18p,;

In (5.2) sind 2° und pi als Argumente umzufassen. Ersetzend (5.2) in
(5.1), erhilt man

(5.3) iz, p) = virdx®+0%58pk ,

WO

; _ 9i(z, p) 1 vz, p) 9HI: | iy, ;
5.4 y = - - " p ’ Ul ’ ’
(5.4) v, P)i Toxk  K+1 opi  oph + (2, P)v (2, D)

5. i_ [ - a,vs'(x. p) ,

( 5) ’l)(il?,?)//k / — ap{: -
die Bestimmungszahlen der ersten kovarianten Ableitungen erster und
zweiter Arten von dem Vektor sind. '

Da die vi(x, p) in p: homogen von nullter Dimension sind, gilt
das Gleiche auch fiir die v%:, aber %% sind in p: homogen
von erster Dimension. Analog fiir einen kovarianten Vektor und
irgendwelche Tensoren. Insbesondere sind fiir pi die kovarianten
Ableitungen erster Art Null: ]

(5.6) . Pip =0,

wie aus den Homogenititseigenschaften der Hj(x, ) und der Defini-
tion der Ij(x, p) folgt. '

Die kovariante Ableitung der ersten kovarianten Ableitung eines
Vektors vi(x, p) nennen wir seine zweite kovariante Ableitung, usw.
Fiir die kovarianten Ableitungen bestehen dieselben Rechnenregeln wie
fiir die gewo6hnlichen partiellen Ableitungen. -
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Bei Vertauschung der Zeiger in den zweiten kovarianten .Ab-
leitungen gelten die Formeln -

(5.7 Vonie—Vnm = Kt + K2 1o V))5

Fiur die Vertauschung der kovarianten Differentiation erster und
zweiter Art, gelten die Formeln

(5.8) Ve =V = RiYa v+ Ssvifg,
wo
(5.9) Rfye = 2Lk
| apl
) 1 22H! or}h,
5.10 S;ti% = It 8% — B9 = ,
( ) h kp khOp K+1 ap’;'ap, pf’ aph

die die Bestimmungszahlen der Torsionstensoren sind.

Im folgenden berechnen wir die BiaNCHIschen Identitéiten in gewohn-
licher Weise. Zunichst bei Vertauschung der Zeiger in den zweiten
kovarianten Ableitungen eines Skalars f(x, p) erhalten wir )

(5.11) Sonre—Freon = KPuna S /g -
Durch die nochmalige kovariante Differentiation erhalten wir

(5.12) Finoon—Fremn = KPunanS /o + K Prna 1o «
Andererseits haben wir die Identitit (vgl. (5.7))

(5.13) , Jremn—Fmnm = —Kiuf1i+ K Fiff s
so ergibt sich

(5.14) Sonrenn—Srepm = I{j’-’kha/zf//;"Klé';zl.ﬂj
+ K ina Syin+ Kovna S 1260/3 +

Zyklische Vertauschung von &, %, ! und Addition der entstehenden
Gleichungen zu (5.14) gibt

f//;(K P kot +K?, T/ + K2 piari) — S 15K+ Koo + Kz
— K e S P 1oL 18— K naS Pt f18— Ky S Pid /5 = 0
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Da K@, p)+ Kin, 0)+ Kiulz, p) = 0 und f(z, p) willkiirlich sind,
folgt hieraus

(5.. 15) K?khp/z + K’-’zkp/h + K?hlp 1%
—K: ':ikhcz Sgpl.po"'—K'?hla Sjpk.pu_K '?.llcu Sf;[pa =0 .
In dhnlicher Weise erhalten wir auch

(5.16) Kinn + Kiaum + Kim
‘ + KPmaRi 15 + KPuo R, + KPiho Rif3y* = 0.
Diese sind die BIANCHIschen Identitditen in unserem Raume 0.

6. Ldngen- und Winkelmessung. Streckenkriimmung. Als der
Fundamentaltensor in unserem Raume {F® wird der kovariante Tensor
2. Stufe mit den Bestimmungszahlen g:j(x, p) erklirt, welche durch
(8.10) definiert werden und in p: homogen von nullter Dimension sind.

Ausser den in § 3 ausgesprochenen Voraussetzungen machen wir
jetzt noch die weitere, dass in dem dort betrachteten Berelche der
(x, p) die quadratische Form der Variablen y°

(6.1) - 9ii(x, DYy

positiv-definit ist. Die Masszahl eines Vektors (v) im Punkte (x) in
bezug auf ein Flichenelement (p) in diesem Punkte erkliren wir durch

(6.2) B = gi(x, p)viv’

und unter der Linge des Vektors (v) im Punkte (x) in bezug auf das
Fliachenelement (p) erkliren wir die positive Wurzel ! aus der Masszahl
von (v). Den Winkel o zweier Vektoren (v) und (w) im Punkte (x)
in bezug auf ein Flichenelement (p) in diesem Punkte definieren wir
durch

6'3 co - gfs(‘x-’ p)’vrws ,
(6.3) S V 9ii(x, D)v' vV gu(x, p)w* w

wobei die Wurzeln positiv zu nehmen sind.

Die Anderung, welche eine von den Koordinaten (x, p) des aus-
gezeichneten Flichenelementes im Punkte (x) abhiingige Grosse erleidet,
wird bezeichnet durch d, wenn sie samt dem ausgezeichneten Flichen-
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elemente vom Punkte () nach dem Punkte (z+dzx) ubertragen wird.
Fiir die Masszahl eines Vektors (v) gilt die Formel -

(6.4) d@® = d(gi(x, P)ViY) = giju(z, P)ividat,
wo "
6.5) Giin = 3 1 gy BHI, — Tk gni—1I}gin

ot K+19p: 9pk

die im allgemeinen nicht identisch verschwindet. Somit ist die affine
Ubertragung nicht metrisch (vgl. J. A. SCHOUTEN: Der Riccl-Kalkiil,
besonders S. 75). Eine analoge Formel besteht auch fiir die Anderung
des Kosinus des Winkels zweier Vektoren im Punkte (x) in bezug
auf das ausgezeichnete Flichenelement dieses Punktes bei simultaner
Parallelitbertragung dieser Vektoren und des ausgezeichneten Flichen-
elementes (p) nach dem wilikiirlichen Nachbarpunkte (x-+dwx).

Bei der Parallelitbertragung der Figur, die aus einem Vektor im
Punkte (z) und dem ausgezeichneten Flichenelemente dieses Punktes
gebildet wird, dndert sich also lidngs eines willkiirlichen Flidchenele-
mentes im allgemeinen die Linge des Vektors in bezug auf das aus-
gezeichnete Flichenelement. Analoges gilt auch filr den Winkel zweier
Vektoren in bezug auf das ausgezeichnete Flidchenelement.

Durch den Prozess der parallelen Herumfithrung eines willkiirlichen
Vektors (v) im Punkte (x) ein infinitesimales Parallelogramm entlang
gelangt man zum Begriffe des Tensors der Streckenkrimmung des
Raumes, wenn dabei das ausgezeichnete Flichenelement (p) des Punktes
(x) gleichfalls parallel zu sich selbst mitgefilhrt wird. Man erhilt

. (6'6) . 8 Sz(lz) — &2 Sl(lz) (g'm/k Ul g‘z.?/l/k)vz v dy ' d x*
L= ""—]2'~ ijklvi'vj(dlxldzmk_dledlxk) ,

(6.7) Siia(®, P) = Giiren—Jijre = — K?q 2“;}; sir— K »
setzend
(6.8) K , P) = 9 K, D)

S;,-kl(x, p) sind die Bestimmungszahlen des Tensors der Streckenkriim-
mung. Sie sind in den ersten zwei Zeigern symmetrisch, in den letzten
zwei schiefsymmetrisch, und in p% homogen von nullter Dimension.



Ubertragungen in dem metrischen Raume der *‘ K-spreads” 1711

Kapitel III. Metrische i.Jbertragungen.

7. KAWAGUCHIScher Satz. Da die im Kapitel II erwihnte affine
Ubertragung nicht metrisch ist, wenden wir den KAWAGUCHIschen
Satz®® an, um eine metrische Ubertragung abzuleiten.

Satz. Sei eine affine Ubertragung eines Vektors 'v“(x, p) in der
verallgemeinerten Mannigfaltigkeit FL durch
&' = dvt+ I vida*
gegeben. So ist die Ubertragung eines Vektors vi(x, p), welche durch

(.1) Dvi = dv"+(1}’}cdx"+%g"'895h v

gegeben ist, metrisch, wobei g;; bzw. g¥ die Bestimmungszahlen des
kova'rianten bzw. kontravarianten Fundamentaltensors sind.

Somit ist die metrische Ubertragung eines willkiirlichen Tensors
in §* durch

(7.2) Dvfllr = dohla- +z(m “dpk + 1 dx) < vipmslips1s iy

2 Clakdp +IIl kdx") P

= «oJp-1ljp+1...Js

gegeben, wobei man setzt

(o d ',G ag-h
(7.4) j, = _~(1“ +g1h%£f£—g¢hgﬂr,5,,)

Es ist selbstverstéindhch,. dass
(7.5) Dgi; = dgii—ga(Clidpk + 115, dx¥)
—9i(Ck dpk+ T}, dx*) =0

8. Andere metrische Ubertragung. Nach E. CARTAN® besprechen
wir die Methode, durch welche eine andere metrische Ubertragung
bestimmt wird. D.h. wir haben den folgenden Satz:

- (1) A.KAWAGUCHI, 11.
(2) E. CARTAN, 6, 7.
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Satz. Im allgemeinen metrischen Raume mit den Bestimmungs-
zahlen des Fundamentaltensors gii(x, p) sei die Grundubefrtragung
durch (5.2) gegeben. So kiommen wir eine metrische Ube'rt'ragung mit
Hilfe der drei folgenden Forderungen definieren :

(8.1) Dyt = d’lf"‘f‘ C‘[{U’dPgﬂl‘A k'v’dw"
wobet
3 oyl 1 | il (Yo an i aHaﬂ)
8.2) Aje = Y+ f7am l(g Cen ok — Cix opi )’

i 1 _ufd3g9m , 9ga 3g'k} ' « _ 1 3gi
8.3 -_wl{ 1 4892 _39m) g4y Co = L109n
®.3) 29 o ok ot (8 ) G 2 apk

Forderung I. -Das kovariante Differential des Fundamentaltensors
9iiz, ) verschwindet.

Forderung II. Seien X°® und Y* zwei Vektoren mit demselben
ausgezeichneten Elemente (x, p); seien DX® und DY ihre kovarianten
Differentialen, wdihrend das ausgezeichnete FElement sich um das
Zentrum umdreht. Man erhilt das Symmetriengesetz:

X;DY: = Y;DX¢,

wenn thre Bestimmungszahlen X¢, Y? dabei ungedndert bleiben.

Forderung 111. Wenn die PFAFFschen Ausdriicke (5.2) gleich Null,
sind die Komponenten A}, welche in dem Ausdriicke des kovarianten
Differentials eines Vektors erscheinen, in den zwei unteren Zeigern
symmetrisch. .

Der Beweis des Satzes ist ganz analog wie in CARTANscher Theorie
des FINSLERschen Raumes.

In dem Falle K =1 fallen (8.2), (8.8) und (8.4) mit den CARTAN-
schen Ubertragungsparametern formelhaft zusammen, aber sind we-
sentlich ganz andere. Im allgemeinen féllt natiirlich das kovariante
Differential de§ ausgezeichneten Flidchenelementes pi

Dp; = dpi+ Cip? dp5+z!,-‘},p£ dxk

nicht mit dem System der PFAFFschen Ausdriicke (5.2) zusammen.
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Bemerkung. Es ist klar, dass die Differezen der in § 7 erhaltenen
PraFFschen Ausdriicke edx*+ l 8g;x und der in § 8 erhaltenen
PrarrFschen Ausdriicke C % dp’:+ v, dx®

ES { I, — g"" i pzk + gt 99 __ 39k )

2 ox” o’
TE+ il aIz{? G a:;": )}ast

die Bestimmunszahlen eines Tensors sind. Wir sehen auch nach dem
KAwAGUCHIschen Satz, dass die Bestimmungszahlen des Tensors

1{ L inf 0Qix _ OQnk
1 T+ g 290 _ 39u:
2 g gi g ax" P

beziiglich 7 und p schiefsymmetrisch sind.
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