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INTRODUCTION
Introduction. Soint $\mathfrak{F}$ une famille d’ensembles lin\’eaires dans

l’espace \‘a une dimension $OX$ . D\’esignons par $\mathfrak{F}B$ la famille borelienne
compos\’ee de $\mathfrak{F}$ . Posons $\mathfrak{F}^{0}=\mathfrak{F}$ , et pour tout nombre transfini (ou fini)
$a,$ $(1\leqq a<\Omega)$ , d\’esignons par $\mathfrak{F}^{\alpha}$ la famille $(\sum_{0\leq\beta<\alpha}\mathfrak{F}^{\beta})_{\sigma}$ ou la famiIIe
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$(\sum \mathfrak{F}^{r})_{\delta}$ suivant que $a$ est impair ou pair (les nombres limites \’etant

$\infty n$sid\’er\’es
$ v\leq\theta$ <a comme pairs). La famille borelienne $\mathfrak{F}_{B}$ est alors la somme
d’une suite transfinie (de type $\Omega$) des familles:

$\mathfrak{F}B=\mathfrak{F}^{0}+\mathfrak{F}^{1}+\cdots\cdot+\mathfrak{F}^{\omega}+\cdots\cdot+\mathfrak{F}^{\alpha}+\cdots\cdot|\Omega$ .
Dans son article “ Sur les ensembles analytiques nuls ‘(1) M. N.

LUSIN a donn\’e une tres int\’eressante condition n\’ecessaire et suffisante
pour qu un ensemble de $\mathfrak{F}B$ soit de classe $2a(0\leq a<\Omega)$ , en introduisant
la notion de “constituante sup\’erieure ” de l’espace $OX$ consid\’er\’e comme
compl\’ementaire de l’ensemble vide cribl\’e au moyen du crible bien
ordonn \’e. Mais, il semble que sa d\’emonstration n’est pas claire. Nous
allons donc 6tudier de nouveau ces recherches de M. N. LUSIN.

En employant les constituantes introduites par MM. N. LUSIN et
W. SIERPINSKI pour le compl\’ementaire d’un ensemble-noyau d’un
sch\‘eme de SOUSLIN, nous allons consid\’erer d’abord (dans le chapitre II)

la condition n\’ecessaire et suffisante pour qu un ensemble de $\mathfrak{F}_{B}$ soit de
classe $2a(0\leqq a<\Omega)$ .

Pour ce cas, les constituantes du compl\’ementaire de noyau sont
d\’efinies comme il suit: Soient $\langle\delta n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k}\rangle$ un scheme monotone de
$SousI_{\lrcorner}N$ et $E$ l’ensemble-noyau de ce scheme. Posons $\delta_{n_{1}.n_{4}\ldots.,n_{k}}^{0}$

$=\delta_{n_{1},n,,\ldots\prime n_{k}}\delta_{n_{1},n_{2}}^{\alpha+1}$ $n_{k}=\delta_{n_{1}.n_{2\prime}\ldots,n_{k}}^{\alpha}$
. $\sum_{n-1}^{\infty}\delta_{n_{1},n_{2}}^{a}\ldots..nkn$

et pour $\lambda$ limite, $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{\lambda}=\prod_{t<\lambda}\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{t}$ . Posons en outre
$ E_{\alpha}=\sum_{n-1}\delta_{n}^{\alpha}\infty$ . Pour un point $x$ qui n’appartient pas \‘a $E$, on peut sans
peine voir qu’il existe un nombre transfini de seconde classe (ou fini)

$a_{x}$ bien d\’etermin\’e tel que

$x\epsilon E$ pour $\beta<a_{x}$ et $x\overline{\epsilon}E_{\theta}$ pour $\beta\geqq a_{x}$ .
Appelons partie constituante $(a)$ de l’ensemble compl\’ementaire de

$E$ ou simplement constituante \S \mbox{\boldmath $\alpha$}’ l’ensemble des points OX–E pour
lesquels nous avons l’identit\’e $a_{x}=a,$ $a$ \’etant un nombre fixe, fini ou
transfini de seconde classe, donn\’e \‘a l’avance. En particulier, nous disons
qu un scheme de SOUSLIN est \’epuisable, si le noyau de ce scheme de
SOUSLIN est vide. Ces d\’efinitions pos\’ees, nous avons le th\’eoreme:

(1) Cf. Fund. Math., t. 25 (1935), pp. 109-131.
(2) En effet, M. N. LUSIN dans la d\’emonstration des lemmes I et III, (voir p. 118

et p. 120 de M. N. LUSIN, loc. cit.), en faisant appel \‘a $1’ induction$ transflnie, a
raisonn\’e incompletement le cas od $\gamma$ (ou $\overline{\gamma}$) est de seeonde esp\‘e\infty .
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Tout ensemble $\mathfrak{F}^{2\tau}$ peut \^etre consid\’er\’e. comme la constituante
sup\’erieure d’un scheme monotone de SOUSLIN, $quI$ est \’epuisable et de
type(1) $\omega\gamma$ . Inversement, toute constituante sup\’erieure d’un scheme
monotone de SOUSLIN, qui est \’epuisable et de type ${}^{t}W$ , est un ensemble
$\mathfrak{F}^{2\tau}$ .

En transformant un scheme de SOUSLIN \‘a un crible bien ordonn\’e
convenablement choisi, nous obtenons la condition analogue \‘a celle de
M. N. LUSIN, (Chap. III), comme il suit:

Tout ensemble $\mathfrak{F}^{2\tau}$ peut \^etre consid\’er\’e comme la constituante
sup \’erieure d’un crible bieh ordonn\’e de type $\omega^{\rceil}$ (d’ensembles $\mathfrak{F}_{\sigma}$). In-
versement, la constituante sup\’erieure d’un crible (d’ensembles $\mathfrak{F}_{\sigma}$ ) bien
ordonn\’e de type $\omega$

‘ est un ensemble $\mathfrak{F}^{2\tau}$ .
Dans le chapitre I, nous $y$ ajoutons la d\’efinition d’un crible, (dont

l’intersection par la droite parall\’ele \‘a l’axe OYne consiste pas n\’ecessaire-
ment d’au plus d’une infinit\’e d\’enombrable de points), qui donne, comme
cas particulier, la notion du sch\’eme de SOUSLIN.

I. D\’EFINITIONS; REMARQUES PR\’ELIMINAIRES.
1. Cribles de la reIation $‘‘\succ’’.$ Etant donn\’e un nombre irra-

tionnel $\xi$ entre $0$ et 1, d\’esignons par $\xi=$ $(\xi, . \xi,., \ldots , \xi_{n}, \ldots)$ son
d\’eveloppement en fractions continues, et appelons $\xi_{n}$ la n-ieme coor-
donn\’ee de $\xi$ . Si, pour deux nombres irrationnels entre $\xi$ et $\eta,$

$\xi=(\xi_{1}$ ,
$\xi_{2},$ $\xi_{3},$

$\ldots$ ) et $\eta=(\eta_{1}, \eta_{2}, \eta\epsilon, \ldots)$ , Il existe un indioe $k$ tel que $\xi_{n}>\eta_{n}$

pour $n\geqq k$ , nous disons que $\xi$ est srtu\’e au-dessus de $\eta$ au sens de
LUSIN, et \’ecrivons-le en symboles $\xi\succ\eta$ . Si $\xi\succ\eta$ , ou bien si $\eta\succ\xi$, ou
bien si $\xi=\eta$ , ces deux nombres $\xi$ et $\eta$ sont dits comparables, et sinon,
ils sont incomparables.

Prenons un espace \‘a deux dimensions $\mathfrak{J}_{xy}^{(2)}$ et consid\’erons, dans ce
domaine, un ensemble des points quelconques $M$. Soient $p(x)$ un point de
l’abscisse (qui se trouve dans l’axe $s_{x}^{\infty}$), et $D_{x}$ la droite parallele \‘a l’axe
$OY$ men\’ee par le point $p$ . Cela pos\’e, d\’esignons par $P_{x}$ l’ensemble des
points de $M$ qui appartient \‘a $D_{x}$ . Deux cas seulement sont possibles:

(1) Voir p. 183.
(2) Dans le chapitre I, avec M. N. LUSIN, nous d\’esignons par $\mathfrak{J}$ ou bien par $\mathfrak{J}_{x}$ ,

$\mathfrak{J}_{y},$ $\mathfrak{J}_{t}$ etc. l’ensemble de tous les points irrationnels dans un domaine lin\’eaire, si
l’on consid\’ere l’ensemble des points irrationnels comme appartenant aux axes $OX$,
$OY,$ $OT$ etc. L’ensemble produit cart\’esien $\mathfrak{J}_{x}\times \mathfrak{J}_{y}$ ou bien $\mathfrak{J}_{x}\times \mathfrak{J}_{y}\times \mathfrak{J}_{z}8era$ d\’esign\’e
par $\delta^{\triangleright}xy$ ou bien par $\mathfrak{F}_{wz}$ Nous entendrons par $OX$Yle produit cart\’esien $OX\times OY$.
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Premier cas. Dans l’ensemble lin \’eaire $P_{x}$ , il existe une suite des
points dont la coordonn\’ee est $(x, y^{(n)})$ tels que

(1) $y^{I1)}\succ y^{(2)}\succ y^{\langle 3)}\succ\ldots.\succ y^{(n)}\succ\ldots.$ .

Deuxi\’eme cas. Dans l’ensemble lin\’eaire $P_{x}$ , il n’existe aucune
suite des points qui remplissent la relation (1).

D\’esignons par 8 la totalit\’e des points $p$ du domaine $\mathfrak{J}_{x}$ pour lesquels
le deuxieme cas se produit, et par $E$ l’ensemble des points $p$ de ce
domaine pour lesquels le premier cas a lieu.

Nous disons que cet ensemble $E$ est un ensemble cribl\’e de l’ensemble
$M^{(1)}$ au moyen du crible de la relation ‘ $‘\succ’’.$

Le crible de la relation ‘ $‘\succ’’$ a des propri\’et\’es analogues \‘a celles du
crible bien ordonn\’e de M. N. LUSIN. Pour le voir, nous allons indiquer
d’abord:

Tout ensemble cribl\’e $E$ au moyen d’un crible analytique $M$ est
un ensemble analytique.

En effect, soient $x=\varphi(t),$ $y=\psi(t),$ $t=F(x, y)$ les formules qui

.d\’efinissent une transformation du domaine $\mathfrak{J}_{xy}$ en portion $(0,1)$ du
domaine lin\’eaire $\mathfrak{J}_{t}$ , o\‘u les fonctions $\varphi,$ $\psi$ et $F$ sont continues dans
$(0,1)$ . Consid\’erons en m\^eme temps une suite illimit\’ee de fonctions

$t_{1}=f_{1}(\tau),$ $t_{2}=f_{2}(\tau)$ , .. . , $t_{n}=f_{n}(\tau)$ , ...
continues sur la portion $(0,1)$ du domaine $\mathfrak{J}_{\pi}$ et qui jouissent de la
propri\’et\’e suivante: quelle que soit la suite des nombres irrationnels
$t_{1}^{0},$ $\#,$

$\ldots,$
$t_{n}^{0},$

$\ldots$ compris entre $0$ et 1, il existe un nombre irrationnel
$\tau^{0},0<\tau^{0}<1$ , tel que

$t_{n}^{0}=f_{n}(\tau^{0})$ , $n=1,2,3,$ $\ldots.$ .
Posons $x_{n}=\varphi(f_{n}(\tau)),$ $y_{n}=\psi(f_{n}(\tau))$ . L’ensemble cribl\’e $E$ sera alors

donn\’e en symboles:

$[X\epsilon E]\equiv\sum_{\tau}[\prod_{n}\{(x_{n}, y_{n})\epsilon M\}\cdot\prod_{m}\{x=\varphi(f_{m}(\tau))\}\cdot.\prod_{>1j}(y_{i}\prec y_{j})]$

$\equiv\sum_{\pi}[II\{(x_{n}, y_{n})\epsilon M\}\cdot\prod_{mnm^{\prime}}\{\varphi(f_{m}(\tau))$

$=\varphi^{(}f_{m^{\prime}}(\tau))\}\cdot\prod_{i>j}\{\psi(f_{i}(\tau))\prec\psi(f_{j}(\tau))\}]$ .

(1) Souvent nous appelons “ crible ‘’ l’ensemble $M$ lui-m\^eme.
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Comme on peut v\’erifier imm\’ediatement: $E\pi[\prod_{n}\{(x_{n}. y_{n})_{\epsilon}M\}]$ est un
ensemble analytique, $E[\prod_{m\tau.m}\{\varphi(f_{m}(\tau))=\varphi(f_{m^{\prime}}(\tau))\}]$ est un ensemble
ferm\’e et $ E\tau$ [ $\prod_{i>j}\{\psi(f_{i}(\tau))\prec\psi(f_{J}\{\tau))\}]$ est un ensemble $F_{\sigma}$ . L’ensemble
$E$ est donc un ensemble analytique comme projection d’un ensemble
analytique, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

2. Les cribles d\’eriv\’es. Prenons l’espace \‘a trois dimensions $s_{xyz}^{\infty}$

et consid\’erons un ensemble $M^{(0)}$ dans l’espace \‘a deux dimensions $s_{xy}^{\infty}$ .
D\’esignons par $D_{x}$ la droite parall\’ele \‘a l’axe $OY$ men\’ee par le point $x$

dans l’espace lin\’eaire $\mathfrak{J}_{x}$ et par $P_{x}^{(0)}$ la partie commune \‘a $D_{x}$ et \‘a $M^{(0)}$ .
Soit $p(x, y)$ un point dans l’ensemble lin\’eaire $P_{x}^{(0)}$ . S’il n’existe aucun
point $p^{*}(x, y^{*})$ situ\’e dans $P_{x}^{(0)}$ tel que $y\succ y^{*}$ , on dit que $p$ est le point
minimum de $M^{(0)}$ .

Cela pos\’e, introduisons la notion de crible d\’eriv\’e en suivant l’id\’ee de
M. N. LUSIN pour le crible bien ordonn\’e; C’est un ensemble d\’eduit du
crible donn\’e $M^{\langle 0)}$ en enlevant tous les points minima de l’ensemble $M^{(0)}$.

Tout d’abord, dans le domaine NSxz , nous consid\’erons un ensemble
$M$ transform\’e de $M^{(0)}$ de la maniere suivante: Prenons un point quel-
conque $p$ de $M^{(0)}$ . Soit $(x, y)$ les coordonn\’ees du point $p$ . Dans l’espace
$s_{xz,1}^{\infty}$ , consid\’erons le point $q$ dont les coordonn\’ees sont $(x, y)$ . $M$ est
l’ensemble form\’e de tel point $q$ . Puis, formons, dans le domaine $\mathfrak{J}_{yz}$ ,
un ensemble $N$ qui est un ensemble des points dont les coordonn\’ees
$(y, z)$ remplissent la relation $y\succ z$ . On peut imm\’ediatement v\’erifier que
cet ensemble $N$ est un $F_{\sigma}$ . Consid\’erons l’ensemble $M^{(1)}$ d\’efini par
$M^{(1)}=[Proj.\{(s_{x}\infty\times N)\cdot(Mx^{\alpha}s_{y})\}]\cdot M^{(0)}$ o\‘u Proj. $A$ signifie la projection
de $1’ ensem^{x}ble$ $A$ sur le domaine $\mathfrak{J}_{xy}$ et $A\times B^{xy}est$ l’ensemble compos\’e de
tous les couples ordonn\’es de $a,$ $b$ ou a $\epsilon$ $A$ et $b\epsilon B$ . Il est facile de voir
que $M^{(1)}$ est justement le crible desir\’e. Si le crible $M^{(0)}$ est d\’enombrable(1)
et mesurable $B,$ $M^{(1)}$ est encore un crible d\’enombrable et mesurable $B$.
En g\’en\’eral, pour un nombre transfini $a$ (ou fini), nous allons d\’efinir le
crible d\’eriv\’e $M^{(\alpha)}$ d’ordre $a$ .

Premier cas ou $a$ est un nombre isol\’e: Posons $a=a^{\prime}+1$ . Nous
d\’efinissons $M^{(\alpha)}$ comme le crible d\’eriv\’e de $M^{(\alpha^{\prime})}$ .

Deuxieme cas o\‘u $a$ est un nombre limite. Dans ce cas, d\’efinissons
le crible d\’eriv\’e $M^{(\alpha)}$ comme la partie commune aux cribles d’ordres
inf\’erieurs \‘a $a$ .

(1) Un crible $M$ est dit d\’enombrable, lorsque la partie commune a $M$ et \‘a la
droite parall\‘ele et l’axe $OY$ men\’ee par chaque point $x$ dans $\mathfrak{J}_{x}$ est au plus d\’enombrable.
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$\dot{M}^{(0)}$ \’etant un crible d\’enombrable et mesurable $B$ , il est \’evident que
le crible d\’eriv\’e d’ordre quelconque l’est aussi.

3. Les constituantes. Soient $M^{(0)}$ un crible quelconque situ\’e dans
$\mathfrak{J}_{xy}$ et $E$ l’ensemble cribl\’e au moyen de $M^{(0)}$ . Prenons un point quel-
conque $x$ dans $s_{x}^{\infty}$ . D\’esignons par $D_{x}$ la droite parallele \‘a l’axe $OY$ et
men\’ee par $x$ , et consid\’erons l’ensemble $P_{x}^{(0)}$ qui est la partie commune
\‘a $M^{(0)}$ et \‘a $D_{x}$ . Si $P_{x}^{(0)}$ contient au moins un point minimum, supprimons
l’ensemble de tous les points minima de $P_{x}^{(0)}$ et d\’esignons par $P_{x}^{(1)}$

l’ensemble restant. En g\’en\’eral, nous d\’ePnirons $P_{x}^{(\alpha)}$ pour un nombre
transfini $a$ (ou fini), de la maniere suivante:

Pour le cas o\‘u $a$ est un nombre isol\’e, soit $a=a^{\prime}+1,$ $P_{x}^{(\alpha)}$ est
l’ensemble d\’eduit en supprimant tous les points minima de $P_{x}^{(a^{\prime})}$ .

Pour le cas ou $a$ est un nombre limite, nous d\’efinirons $P_{x}^{(\alpha)}$ comme
la partie commune \‘a tous les ensembles $P_{x}^{\langle \mathfrak{k})}$ o\‘u $\xi<a$ .

D’apres cette d\’efinition, si le crible $M^{(0)}$ ‘est un ensemble d\’enom-
brable, \‘a chaque point $x$ de $s_{x}^{\infty}$ correspond un nombre transfini (ou fini)

$a_{x}$ bien d\’etermin\’e de seconde classe tel que

$P_{x}^{(\alpha\approx)}CP_{x}^{()}$ pour $\beta<a_{x}$ et $P_{x}^{(\alpha x)}=P_{x}^{(\beta)}$ pour $\beta\geqq a_{x}$ .
Cela pos\’e, consid\’erons un point quelconque situ\’e dans $\mathfrak{J}_{x}$ . Il existe

alors deux cas possibles.
Premier cas. Si $x$ est un point de @, il existe un nombre transfini

(fini) $a_{x}$ tel que

$P_{x}^{t_{\backslash }^{*})}\neq O$ pour $\xi<a_{l}$ et $P_{x}^{(t)}=O$ pour $\xi\geqq a_{x}$ .
Deuxi\’eme cas. Si $x$ est un point de $E$, il existe un nombre transfini

(fini) $a_{x}$ tel que

$P_{x^{\backslash }}^{(\vee)}>P_{x}^{t^{\alpha x})}$ pour $\xi<a_{x}$ et $P_{x}^{t^{\epsilon}\cdot)}=P_{x}^{t^{\alpha x})}$ pour $\xi\geqq a_{x}$ .
Ceci \’etant, nous posons les d\’efinitions suivantes:
Appelons partie constituante $(a)$ de l’ensemble cribl\’e $E$ ou simple-

ment constituante $E_{\alpha}$ , l’ensemble des points $x$ de $E$ qui correspondent
\‘a un nombre $a$ donn\’e, $a=a_{x}$ .

Appelons aussi partie constituante $(a)$ de compl\’ementaire @ de
l’ensemble cribl\’e $E$ ou simplement constituante $g_{\alpha}$ , l’ensemble des points
$x$ de 8 pour lesquels nous avons l’identit\’e $a=a_{x},$ $a$ \’etant un nombre
fixe, fin! ou transfini de seconde classe, donn\’e \‘a l’avance.
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On voit bien que les constituantes $E_{\alpha}$ et $g_{\alpha}$ sont sans points com-
muns deux \‘a deux et, par suite, que les ensembles $E$ et 8 sont
d\’eps\’es compl\‘etement en leurs constituantes

$ E=E_{0}+E_{1}+E_{2}+\cdots\cdot+E_{a}+\cdots\cdot|\Omega$

et $@=g_{0}+g_{1}+g_{2}+\cdots\cdot+g_{\alpha}+\cdots\cdot|\Omega$ .
Or, en suivant la marche de M. N. LUSIN, nous pouvons d\’emontrer

la proposition suivante:
Si le crible donn\’e est d\’enombrable et mesurable $B$ , toutes les

constituantes $E_{\alpha}$ et $g_{\alpha}$ sont mesurables $B$ .
Consid\’erons ensuite l’espace a trois dimensions $\mathfrak{J}_{xyz}$ . Prenons, dans

l’espaee $\mathfrak{J}_{xy}$ , un ensemble quelconque $M$. Nous transposons chaque point
$p(x, y)$ de $M$ au point $p^{*}(x, y)$ dans le domaine $\mathfrak{J}_{xz}$ . Ainisi, d\’esignons
par $M^{*}$ l’ensemble transform\’e de $M$. Puis, prenons dans le domaine
$\mathfrak{J}_{yz}$ un ensemble $N$ pour lequel chaque point $q(y, z)$ remplit la relation
$z\succ y$ . Enfin, consid\’erons la projection sur le domaine $\propto s_{xy}$ de la partie
commune aux ensembles produits cart\’esiens $s_{y}\alpha\times M^{*}$ et $s_{x}^{\alpha}\times N$, et
d\’esignons par $M^{**}$ cet ensemble. Alors, $M^{**}$ a la propri\’et\’e suivante:
$p(x, y)$ \’etant un point quelconque de $M,$ $M^{**}$ contient tous les points
$p^{**}(x, y^{**})$ , dans $s_{xy}^{\infty}$ tels que $y\succ y^{**}$ . Nous disons que l’ensemble
$M^{**}$ est un ensemble situ\’e au-dessous de $M$.

Selon cette remarque, nous avons la proposition:
Si un crible analytique d\’enombrable $M$ n’est pas born\’e sur l’espace

$s_{x}^{\infty}$ , il existe alors, dans $s_{x}^{\infty}$ , au moins un point cribl\’e au moyen de $M$.
4. Le systeme $\nu$. Prenons le nombre irrationnel $v=(2^{2},3^{3},$ $\ldots$ ,

$(n+1)^{n}$‘’, . . .). Arrangeons d’abord la suite illimit\’ee $(1, 2, 3, \ldots)$ a une‘
suite double illimit\’ee comme il suit:

(1) $\left\{\begin{array}{ll}1 & 3 5 7 . . . . . . ..\\2 & 6 10 14. . . . . . . .\\4 & 2 20 28. . . . . . . .\\8 & 4 40 56 . . . . . . . .\\. . . & . . . . . . . . . . .. . . . . . .\end{array}\right.$

Supposons que $(e_{m_{1}}^{1}, e_{n_{1}}^{2}, \ldots.e_{n_{1}}^{k}, \ldots)$ est le $n_{1}$-i\‘eme rang dans la
suite (1), $c.\cdot a- d$ . $e_{n_{1}}^{k}=2^{n_{1}}$

‘ $1(2k-1)$ . Prenons, d’autre part, le
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nombre irrationnel $\nu$ . Soustrayons le nombre $k_{1}$ de la $e_{n_{1}}^{k_{1}}$-ieme co-
ordonn\’ee de $\nu$ , et le nombre 1 de toutes les autres coordonn\’ees de $\nu$.
D\’esignons par

$\nu_{n_{1}}$ le nombre irrationnel ainsi d\’efini. Ensuite, posons
$k_{1}=e_{n_{2}}^{k_{3}}$ , et soustrayons le nombre $k_{2}$ de la $e_{n_{1}}^{k_{1}}$-i\‘eme coordonn\’ee de $\nu_{n_{1}}$

,
et le nombre 1 de toutes les autres coordonn\’ees de $\nu_{n_{1}}$ sauf la premi\‘ere.
Appelons $\nu_{n_{1},n_{2}}$ le nombre irrationnel ainsi d\’efini. Posons maintenant
$h=e_{n_{3}}^{k_{8}}$ et soustrayons le nombre $k_{3}$ de la $e_{n_{1}}^{k_{1}}$-ieme coordonn\’ee de
$\nu_{n_{1},n_{2}}$

, et le nombre 1 de toutes les autres coordonn\’ees de $\nu_{n_{1},n_{2}}$ sauf
la premi\’ere et la deuxi\’eme. Ecrivons par $\nu$ le nombre irration-

$n_{1},$ $n_{2},$ $n_{3}$

nel ainsi d\’efini. Continuons ainsi de suite.
Nous avons donc un systeme $\{\nu_{n_{1},n_{2},..,n_{k}}\backslash .\}$ form\’e des nombres

irrationnels d\’efinis comme il pr\’ec\’ede. Le syst\’eme $\{\nu_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\}$ sera
dit systeme $\nu$.

Soient $\nu_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ et $\nu_{n_{1}^{\prime},n_{2}^{\prime},\ldots,n_{k}^{\prime}}(k\geqq k^{\prime})$ , deux nombres irra-
tionnels quelconques du syst\‘eme $\nu$ . D’apres la construction du syst\‘eme
$\nu$ ces deux nombres irrationnels sont comparables dans le cas et seule-
ment dans le cas ou $n_{1}=n_{1}^{\prime},$ $n_{2}=n_{2}^{\prime},$

$\ldots$ , $n_{k^{\prime}}=n_{k^{\prime}}^{\prime}$ .
Si nous appliquons le systeme $\nu$ et le crible de la relation $‘‘\succ’’,$ le

crible rectangulaire(1) de M. N. LUSIN peut \^etre consid\’er\’e comme un crible
rectiligne. En effet, comme les rectangles de Baire de rang 1 dans le
domaine $s_{xy}^{\alpha}$ sont au plus une infinit\’e d\’enombrable, nous faisons cor-
respondre entre tous les rectangles et tous les nombres irrationnels $\nu_{m_{1}}$

de rang 1 du syst\‘eme $\nu$ biunivoquement et transposons parallelement
la base du rectangle \‘a la place dont l’ordonn\’ee est le nombre irra-
tionnel correspondant. Supposons que le rectangle $R_{n_{1}}$ de rang 1

.correspond au nombre irrationnel $\nu_{m_{1}}$
, comme il existe dans $R_{n_{1}}$ au

plus une infinit\’e d\’enombrable des rectangles de rang 2, faisons corre-
spondre biunivoquement entre tous les rectangles et tous nombres
irrationnels $\nu_{m_{1},m_{2}}$

qui sont au-dessous de $\nu_{m_{1}}$ et transposons parall\’ele-
ment la base de $R_{n_{1},n_{2}}$ sur la droite dont l’ordonn\’ee est $\nu_{m_{1},m_{2}}$ . Ainsi,
si le rectangle $R_{n_{1},n_{\underline{o}},\ldots,n_{k}}$ de rang $k$ correspond au nombre irra-
tionnel $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ , falsons correspondre biunivoquement tous les
rectangles de rang $k+1R_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k},n_{k+1}}$ enferm\’es dans $R_{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{k}}$

\‘a tous les nombres irrationnels $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}.m_{k+1}}$ qui sont au-dessous

(1) Voir N. LUSIN: Sur les classes des constituantes des compl\’ementaires
analytiques, Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa (Scienze Fisiche $e$

Matematiche), Serie II, Vol. II $(1933-XI)$ , pp. 5-6.
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de $\nu_{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}$ et transposons la base de $R_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k},n_{k+1}}$ sur la
droite dont l’ordonn\’ee coincide avec ce nombre irrationnel correspondant.

Ainsi nous avons un crible de la relation $‘‘\succ$ , form\’e des rectilignes,
qui est \’equivalent au crible rectangulaire de M. N. LUSIN. Done, notre
crible donne, comme cas particulier, la notion du scheme de SOUSLIN,
et des constituantes introduites par MM. W. $SIERPI\acute{N}SKI$ et N. $LusIN(1)$ .
Dans la suite, les constituantes d’ensemble compl\’ementaire \‘a un ensemble
cribl\’e par le crible de la relation $‘‘\succ’’$ seront appell\’ees constituantes
au sens de, SIERPIN’SKI, et celles qui sont cribl\’ees par le crible bien
ordonn\’e seront appell\’ees constituantes au sens de LUSIN.

Nous consid\’erons, avec S. N. LUSIN, le cas o\‘u l’ensemble cribl\’e est
un ensemble vide. Dans ce cas nous avons le d\’eveloppement de tout
espace en une s\’erie transfinie des constituantes:

$(-\infty, +\infty)=g_{0+}g_{1}+\cdots$ . $+g_{\alpha}+\cdots\cdot|\beta$ .
Pour le crible de la relation $‘‘\succ$ , nous consid\’erons seulement le

cas ou le crible correspond \‘a un scheme de SOUSLIN. Ce crible (ou le
scheme correspondant) est appell\’e un crible (ou un sch\‘eme) \’epuisable au
sens de SIERPIN’SKI.

Ainsi, pour les deux cas, on a $ 0<\beta<\Omega$. Si $\beta$ est de premi\’ere
espece, nous pouvons poser $\beta=\beta^{*}+1$ . @\mbox{\boldmath $\beta$}*sera nomm\’ee la constituante
sup\’erieure au sens de SIERPINsKI quand il s’agit du crible de la relation
$‘‘\succ’’$ (ou du sch\‘eme de SOUSLIN), et la constituante sup\’erieure au sens
de LUSIN quand il s’agit du crible bien ordonn\’e.

Un crible (ou un sch\’eme de SOUSLIN) \’epuisable au sens de
SIERPINSKI est dit de type $\beta$ , s’il possede la constituante sup\’erieure \‘a

l’ordre $\beta$ . Quand il s’agit du crible bien ordonn\’e, ce crible est dit
d’apr\’es M. N. LUSIN de type $\beta$ , si la projection orthogonale de ce
crible sur l’axe $OY$ est un ensemble bien ordonn\’e de type $\beta$ .

II. LA CLASSE DES CONSTITUANTES SUP\’ERIEURES
AU SENS DE SIERPINSKI.

5. \’Evaluation de la classe des constituante\S sup\’erieures au sens de
SIERPINSKI. Soit $\mathfrak{F}$ une famille d’ensembles de l’axe $OX$ multiplicative.

(1) Voir SIERPrNSKI et LUSIN: Sur un. ensemble non mesurable $B$ , Journal de
Math\’ematiques ($9e$ s\’erie), t. 2 (1923), pp. 53-72; HAUSDORFF: Mengenlehre, Leipzig $u$ .
Berlin, 1935, p. 187; SIERPINSKI: Sur une propri\’et\’e des ensembles (A), Fund. Math.,
t. 8 (1926), pp. 362-869.
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Posons d’abord $\mathfrak{F}^{0}=\mathfrak{F}$ . D\’esignons par $\mathfrak{F}_{\sigma}^{1}$ et $\mathfrak{F}_{\delta}^{2}$ les familles $(\mathfrak{F}^{0})_{\sigma}$

et $(\mathfrak{F}_{\sigma}^{1})_{\delta}$ respectivement. Supposons qu’on d\’efinit $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\beta}$ et $\mathfrak{F}_{\sigma}^{2\theta+1}$ pour
tous les $\beta$ inf\’erieurs \‘a $a(1\leqq a<\Omega)$ . Nous d\’efinissons $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha}$ et $\mathfrak{F}_{\sigma}^{2\alpha+1}$

respectivement comme $\cdot i1$ suit:
Premier cas o\‘u $a$ est un nombre de premi\‘ere espece. $SoIta=a^{\prime}+1$ .

Posons dans ce cas
$\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha}=(\mathfrak{F}_{\sigma}^{2\alpha^{\prime}+1})_{\delta}$ et $\mathfrak{F}_{\sigma}^{2\alpha+1}=(\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha})_{\sigma}$ .

Deuxieme cas o\‘u $a$ est de deuxi\’eme $espece|$ Posons dans ce cas

$\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha}=(\sum_{0\leq r<\alpha}\mathfrak{F}_{\delta}^{2_{1}9})_{\delta}$ et $\mathfrak{F}_{\sigma}^{2a+1},=(\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha})_{\sigma}$ .
Dans cette d\’efinition, nous allons consid\’erer un scheme monotone

de SOUSLIN \langle $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ }, qui est \’epuisable et de type $a\eta(1\leqq\gamma<\Omega)$ ,
et dont tous les \’el\’ements sont d’ensembles de $\mathfrak{F}$ . Posons $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{0}$

$=\delta_{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{k}},$
$\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{\alpha+1}=\delta_{n_{1\prime}n_{2},\ldots,n_{k}}^{\alpha}\cdot\sum_{n-1}^{\infty}\delta_{n_{1},n_{2,\ldots\prime}n_{k},n}^{\alpha}$ et

pour $\lambda$ limite $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{\lambda}=\prod_{\epsilon<\lambda}\delta_{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{k}}^{\xi}$ . Posons en outre: $E_{\alpha}$

$=\sum_{n-1}^{\infty}\delta_{n}^{\alpha}$ . Il vient alors $E_{\alpha}=\sum_{\alpha<r\leq\omega\tau}@_{S}$ puisque $\{\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\}$ est
monotone. Comme $\delta_{n_{1},n_{\alpha},,\ldots,n_{k}}^{0}$ est un $\mathfrak{F}(1)$ et $\mathfrak{F}$ est multiplicative,
$\delta_{n_{1},n_{\underline{0}},\ldots,n_{k}}^{n}$ est un $\mathfrak{F}_{\sigma}^{1}$ pour tout nombre naturel $n$ . On peut sans
peine voir que: $\delta_{n_{1},n,,\ldots,n_{k}}^{\omega}$ est un $\mathfrak{F}_{\delta}^{2}$ et $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{\omega+n}$ est un $\mathfrak{F}_{\sigma}^{3}$ .
D’apr\’es l’induction transfinle, nous pouvons verifier que : $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{\omega a}$

est un $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha}$ et $\delta_{n_{1},n_{0}.,\ldots,n_{k}}^{\omega\alpha+n}$ est un $\mathfrak{F}_{\sigma}^{2\alpha+1}$ pour tout nombre transfni $a$

inf\’erieur \‘a $\gamma$ et tout entier positif $n$ . Par cons\’equent, il vient $E_{\hslash}=\mathfrak{F}_{\sigma}^{1}$ ,
$E_{\omega a+n}=\mathfrak{F}_{\sigma}^{2\alpha+1}(n=0.1,2, \ldots)$ . Nous avons par suite $@_{\omega\Gamma}=_{t<\omega\tau}\Pi E_{t}$

$=\mathfrak{F}_{\delta^{T}}^{2}$ . Nous obtenons donc le th\’eor\’eme suivant:
Th\’eor\‘eme 1. $M$ \’etant un scheme monotone de SOUSLIN qui est

\’epuisable au sens de SIERPINsKI et de type $\omega\gamma$ , sa constituante sup\’erieure
$g_{\omega\tau}$ est un ensemble de $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\uparrow}$ .

6. Sch\‘emes primaires. Pour d\’emontrer la proposition r\’eciproque
de celle du th\’eoreme 1, il faut consid\’erer une notion auxiliaire.

Etant donn\’e un scheme monotone de SOUSLIN $\{\delta_{n_{2}.n_{0},\ldots,n_{k}}\}$ , ou
$\delta_{n_{1},n_{0}.,\ldots,n_{k}}=OX$ ou $0$ , qui est \’epuisable au sens de $\overline{S}IERPI\acute{N}$SKI et
qui donne le d\’eveloppement de tout espace $OX$ en une constituante telle

(1) Souveut nous d\’esignons par $\mathfrak{F}$ ou bien par $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha}$ , ou bien par $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha+1}$ un en-
semble appartenant a $\mathfrak{F}$ , ou bien \‘a $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha}$ , ou bien \‘a $\mathfrak{F}_{\sigma}^{a}$

‘ 1.
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que $OX=\S\alpha(1\leqq a<\Omega)$ , nous disons alors que le scheme ou le crible
correspondant est primaire de type $a$ .

Nous allons voir qu’il existe des schemes primaires pour tout $a$

$(1\leqq a<\Omega)$ . Soit $a$ un nombre transfini de seconde classe (ou fini).
$a$ peut \^etre repr\’esent\’e sous $une$, et une seule forme telle que

$a=\omega^{\gamma_{1}}n_{1}+\omega^{\gamma_{2}}n_{2}+\cdots\cdot+\omega^{\gamma k}n_{k}$ ,

$o\dot{u}\gamma_{1}>\gamma_{2}>\cdots>\gamma_{k}\geqq 0$ et tous les nombres $n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ sont des
entiers positifs. Donc, il suffit de consid\’erer deux cas suivants:

1o Former un sch\’eme primaire de type $\beta+\gamma$ , lorsque deux schemes
primaires de type $\beta$ et de type $\gamma$ respectivement sont donn\’es.

$2^{o}$ Construire un sch\’eme primaire de type $\omega^{\beta}$ ou $\beta$ est un nombre
transfini de seconde classe (ou fini).

Premier cas. Soient $\{\delta_{n_{1}^{\prime},n_{2}^{\prime},\ldots,n_{M}^{\prime}}^{\prime}\}$ et $\{\delta_{n_{1},n_{\underline{0}},\ldots,n_{k}}\}$ deux
schemes primaires de type $\beta$ et de type $\gamma$ respectivement. Prenons le
sch\’eme $\{\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}\}$ o\‘u $\delta_{[1,n_{1}],[1,n_{2}],\ldots,[1,n_{k}]}^{*}=\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ ,
$\delta_{[}^{*}=\delta_{n_{1}, b_{-}}\ldots\cdot\delta_{n_{1}^{\prime},n_{2}^{\prime},\ldots,n_{k^{\prime}}^{\prime}}^{\prime}$ ,

et tous les autres sont vides. Dans cette place ci, le symbole $[m, n]$

signifie le nombre $\frac{(m+n-1)(m+n-2)}{2}+m^{(1)}$ et, comme nous pouvons

sans peine voir, la correspondanoe entre $(m, n)$ et $\frac{(m+n-1)(m+n-2)}{2}$

$+m$ est biunivoque. Alors, il est manifeste que le sch\‘eme obtenu plus
haut est un scheme primaire de type $\beta+\gamma$.

Deuxi\‘eme cas. Nous consid\’erons d’abord le cas o\’u $\beta$ est nombre
1. Consid\’erons un scheme form\’e de la totalit\’e des $\langle\delta_{*},$ $\delta_{n.n},$

$\ldots$ ,

$\delta\rangle\frac{n.n\ldots..n}{n}(n=1,2,3, \ldots)$
ou $\delta_{n}\frac{n.n}{k}=OX(1\leqq k\leqq n)$

et tous les

autres sont vides. Il est \’evident que ce sch\’eme est un scheme primaire
de type $\omega$ .

Nous d\’efinirons un scheme primaire de type $\omega^{\beta}$ par l’induction
transfinie. Supposons que le sch\’eme primaire de type $\omega^{\beta^{\prime}}$ pour tout
nombre $\beta^{\prime}$ inf\’erieur \‘a $\beta$ est construit, et nous allons en former-un de
type $\omega^{\beta}$ .

Le cas ou $\beta$ est de premiere espeee: soit $\beta=\beta^{\prime}+1$ . D’apres le
premier cas, on peut alors construire un sch\’eme primaire de type $\omega^{\prime}k$ ,

(1) Dans la suite nous d\’esignons toujours par $[m, n]$ le nombre

$\frac{(m+n-1)(m+n-2)}{2}+m$ .
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quel que soit l’entier positif $k$. Supposons que $\{\delta_{n_{1}^{(k)}.n_{2}^{\{k)}}^{(k)}\ldots$ . $n_{l}^{1k)}\}$ est
le scheme primaire de type $\omega^{\beta^{\prime}}k,$ $(k=1,2,3, \ldots)$ . Consid\’erons le
sch\’eme \langle $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ } form\’e de la totalit\’e des $\langle\delta(k)\langle k)$

$[k, n^{t_{\iota}k)}]\rangle$ ou $\delta[k, n_{1}^{(k)}],$ $[k, n_{A}^{(k)}],$
$\ldots,$

$[k, n_{l}^{\langle k)}]=\delta_{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{l}}^{(k)}(k)\langle k$) $\langle k$). Il est clair
que le sch\’eme ainsi obtenu est primaire de type $\omega^{\beta}$ .

Le cas ou $\beta$ est de deuxieme esp\’ece, soit $\beta_{1}<\cdots<\beta_{k}<\ldots$ et
$\lim_{k\rightarrow\infty}\dot{\beta}_{k}=\beta$ . Soit { $\delta_{n_{1}^{\langle k)},n_{2}^{\langle k)},\ldots.n_{l}^{(k)\}}}^{(k)}$ un sch\‘eme primaire de type $\omega k$

$(k=1,2,3, \ldots)$ . Consid\’erons la totalit\’e des $\delta[k,$ $n_{1}^{(k)}\rfloor,$ $n_{2}(k)$
$.$ . , $n_{l}(k)$ o\‘u

$\delta\cdot(k)(k)(k)=\delta_{n_{1}^{(k)},n_{2}^{(k)},\ldots,n;}^{(k)}$ . Nous pouvons sans peine
v\’erifier que le sch\’eme obtenu est un sch\’eme primaire de type $\omega^{\beta}$ .

7. La somme et le produit d’une infinit\’e d\’enombrable de $con$.
stituantes supe’rieures de sch\’emes \’epuisables au sens de $SIERPI\acute{N}$SKI.

Soit \langle $\delta_{n_{1}^{(k)},m_{2}^{\{k)}}^{(k)},$
$\ldots,$

$n\}^{k)}$ }, ou $\Delta_{k}$ , pour tout nombre naturel $k$ , un
scheme de type $\gamma$ au sens de SIERPIN’SKI qui d\’efinit l’ensemble $E^{(k)}$

comme sa constituante sup\’erieure, $c$ .-\‘a-d.

$OX=$ @i+c)l+ $\cdots$ $\cdot+g_{p_{k}}^{\langle k)}+\cdots\cdot+g_{\tau}^{\langle k)}$ et $g_{\tau}^{\langle k)}=E^{(k)}$ .
D\’efinition. Un scheme $\{\delta_{n_{1},n_{2}}, \ldots, n_{l}\}$ \’epuisable au sens de SIER-

$PI\acute{N}$SKI, qui est de type $\gamma$ , est dit un scheme de la somme (ou bien un
scheme du produit) des sch\’emes $\Delta_{1},$ $\Delta_{1},$ $\Delta_{3},$

$\ldots$ , si le sch\’eme satisfait
\‘a la condition suivante:

$OX=$ @o+@l+ $\cdots$ . $+g_{\beta}+\cdots$ . $+g_{T}$ et $g_{\tau}=\sum_{k=1}^{\infty}E^{(k)}$

(ou bien $ oX=g_{0}+g_{1}+\cdots$ . $+g_{\beta}+\cdots$ . +\S \mbox{\boldmath $\tau$} et $g_{\tau}=\prod_{k=1}^{\infty}E^{\langle k)}$).

Supposons d’abord que les nombres $\beta_{k}$ sont limites par un nombre
fixe inf\’erieur \‘a $\gamma$ et nous allons construire un scheme de la somme
des $\Delta_{1},$ $\Delta_{3},$ $\Delta_{8},$

$\ldots$ . Consid\’erons un scheme \langle $\delta_{n_{1},n_{2}},$
$\ldots$ , $ n\iota$ } ou

$\delta_{[k,n_{1}]}(k)n_{g}(k)$
$ni^{k)}=\delta_{n}^{\{k)}f^{k)},$

$n_{2}^{(k)},$
$\ldots,$

$n_{l}^{(k}’$ . On peut voir sans peine que
le scheme est de type $\gamma$ et qui satisfait \‘a la condition:

$OX=g_{0}+g_{1}+\cdots\cdot+@_{\beta}+\cdots\cdot+\S_{\tau}$ . o\‘u $\beta\leqq\max_{k}\beta_{k}$ ,

et $g_{\tau}=\sum_{k=1}^{\infty}E^{\langle k)}$ ,
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ce qui nous montre qu’il $y$ a toujours un scheme de la somme des
sch\’emes $\Delta_{1},$ $\Delta_{1},$ $\Delta_{3},$

$\ldots$ , si la borne sup\’erieure des $\beta_{k}$ est inf\’erieure
\‘a $\gamma$ .

Puis, supposons que chaque scheme $\Delta_{k}(k=1,2,3, \ldots)$ est mono-
tone d\’ecroissant, $c$ .-\‘a-d.

$\delta_{n_{1}^{(k)},n_{2}^{(k)},\ldots..n_{l}^{(k)}}^{(k)}\supseteqq\delta_{n}^{(k)}f^{k)\langle k)}n2,$

$\ldots.,$
$n\}^{k)}.n|_{+1}^{k)}$ $(k, l=1,2,3, . . ..)$ ,

et posons les d\’efininitions suivantes:
D\’efinition. Soient $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ et $\delta_{n_{1}^{\prime},n_{2}^{\prime}}\ldots$ . , $n_{k}^{\prime},$

$(k>k^{\prime})$ , deux
\’el\’ements d’un sch\’eme de SOUSLIN. Si $n_{1}=n_{1}^{\prime},$ $n_{2}=n_{2}^{\prime},$

$\ldots$ , $n_{k},$
$=n_{k}^{\prime}$”

nous disons que $\delta_{n_{1}^{\prime},n_{2}^{\prime},\ldots,n_{k}^{\prime}}$, est pr\’ed\’ecesseur de $\delta_{n_{1},n_{2}},$
$\ldots$ , $n_{k}$ ’

ou bien $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ est successeur de $\delta_{n_{1}^{\prime},n_{2}^{\prime}},$

$\ldots$ , $n_{k}^{\prime}$, \‘a un point $x$ ,

lorsque le point $x$ appartient \‘a ces \’el\’ements.

D\’efinition. Soit $\delta_{n_{1},n_{2}},$
$\ldots$ , $n_{k}$ un \’el\’ement d’un scheme de SOUSLIN

$\langle\delta_{n_{1}} ’ n_{\underline{o}}\ldots..n_{k}\rangle$ . Si $\delta_{n_{1},n_{\underline{o}},\ldots,n_{k}}$ ne contient pas $\iota in$ point $x$ , il est dit
de type $0$ au point $x$ . Si $\delta_{n_{1}},$

$n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}$ contient un point $x$ , nous
disons que $\delta_{n_{1},n_{2}}$ , ... , $n_{k}$ est de type $\gamma$ au point $x$ , lorsque le systeme

de l’indioe $(n_{1} , n_{2}, \ldots , n_{k})$ et ceux des successeurs de cet \’el\’ement

au point $x$ est de type $\gamma^{(1)}$

Nous allons maintenant construire un scheme du produit des sch\’emes
monotones de type $\gamma\Delta_{I}$ , $\Delta_{2}$ , $\Delta_{I},$

$\ldots$ , ceux-ci \’etant donn\’es.

Pour \’el\’ement de rang 1 du sch\’eme cherch\’e $\Delta$ , nous prenons les
\’el\’ements de rang 1 de $\Delta_{1}$ . Posons $\delta_{m_{1}}^{*}=\delta_{n_{1}}^{(1)}\langle 1$) ou $m_{1}=n_{1}^{(1)}$ , et adoptons $\delta_{m_{1}}^{*}$

comme un \’el\’ement de rang 1 de $\Delta$ . Pour \’el\’ement de rang 2 de $\Delta$ , nous
prenons comme il suit: $\delta_{m_{1},m_{2}}^{*}=\delta(1)(1)(1)$ $\delta(2)(2)(2)$ ou $m_{1}=n^{1)}$ et
$m_{2}=[[n_{2}^{(1)}, n_{1}^{(2)}],$ $n_{2}^{(2)}]$ . En g\’en\’eral, pour \’el\’ement de rang $k$ de $\Delta$ ,

nous prenons les \’el\’ements suivants:

$\delta_{m_{1\prime}m_{2}}^{*},$

$\ldots,$

$m_{k}=\delta_{n_{1}n_{2}^{(1)}}^{(1}\}_{1)},,$

$\ldots,$
$nt^{1)}$

$\delta_{n_{1}^{(2)}}^{(2)},$

$\ldots,$

$n_{k}^{(2)}$

$\delta_{n_{1}^{(k)},n}^{tk)}4^{k)},$

$\ldots,$

$n_{k}^{(k)}$

(1) Soit $\{(n_{1}, n_{2}, \ldots, nk)\}$ un syst\‘eme des couples des nombres naturels. Nous
disons que le syst\‘eme est de type $\gamma$, lorsque le crible $\Delta=\sum OXx\nu_{m_{1}m_{2}\ldots m_{k}}m_{1},$

$m_{2}\ldots m_{k’}$

ob $(m_{1}, m_{2’\cdots,k^{\prime}}m)\in\{(n_{1} , n_{*}\cdot, \ldots, nk)\}$ et $\nu_{m_{1},m_{2}\ldots,m_{k}}$, est le nombre irrationnel
du systeme $\nu$ (voir p. 181), est de type $\gamma$ au sens de SIERPINSKI.
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ou $m_{1}=n_{1}^{(1)}$ , $m_{2}=[[\phi^{1)}, n_{1}^{(2)}],$ $n_{A}^{(2)}]$ ,

$m_{3}=[[[[n_{3}^{(1)}, n_{s}^{(2)}],$ $n_{1}^{(3)}$]
$,$

$n_{2}^{(3)}],$ $n_{\epsilon}^{\langle 3)}]$ , . . . ,

$m_{k}=[\ldots[\cdots[ni^{1)}, n_{k}^{(2)}],$ $n_{k}^{(\S)}$], . . .], $n_{k}^{1k-1)}],$ $n_{1}^{(k)}],$ $\phi$) $]$ $\cdots],$ $nt^{k)}]$ .
Comme nous pouvons sans Peine $vo\ddagger r$ , la corr\’espondanoe entre le

syst\’eme $(ni^{1)}, n_{2}^{(1)}, \ldots , n_{k}^{(1)}, n_{1}^{(2)}, \phi^{2)}, \ldots , n_{k}^{\{2)}, \ldots , n_{1}^{(k)}, n_{2}^{\{k)}, \ldots , ni^{k)})$

et le syst\‘eme $(m_{1}, m_{2}, \ldots , m_{k})$ est biunivoque. Donc la condition
n\’ecessaire et suffisante pour que $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}$ soit successeur de
$\delta_{m_{1}^{\prime}.m_{2}^{\prime},\ldots,m_{k}^{\prime}}^{*}(1)$

o\‘u $k>k^{\prime}$ , est qu’en posant $\delta_{m_{1}}^{*}m_{2},$

$\ldots$ , $m_{k}$

$=.\delta_{n_{1}^{t1)}.d^{1)_{n}},\ldots.,t^{1}\cdot,.f^{2)_{n_{2}^{(2)},.\cdots,n}}i^{2)\cdot\cdot\cdot.\cdot..\cdot\delta_{n_{1}^{(k)},l}^{(k)}}4^{k)}}m_{M}\prime n_{1}^{J}n_{2}:.,nt^{1)\delta^{\langle 2)},(2),(2)}n_{1},n_{2},,nb^{2)})\delta_{n}^{(2)}.\ldots$
$\delta_{ni^{k’)},t^{k’|}}^{(k’ 1}n_{k}^{1k)et.\delta_{m_{1}^{\prime},m_{2}^{\prime}}^{*}}n^{\prime},$

,
$\delta_{n_{1}}^{(1)}( , n_{2}, \ldots.n(1)1^{1})\delta_{n_{1^{2)}}.\tau 4^{2)}\cdots t^{2)}}^{(2)}t$

$n,$ $\ldots$ , $\delta_{n_{1}.n_{2^{k\prime}}}^{(k;)}(k’)()$

$n_{k}\langle k’$
) soient des

successeurs de $\delta^{(1)},tn^{\prime},,$ $\delta_{ni^{2)}}^{(2)}n_{2}^{J(2)},$

$\ldots,$
$n^{\prime}i^{2}$

) $\delta_{n_{1}}^{1k\prime}|_{kJ)},$

$n_{2}^{\prime(k\prime)}$ .
... , $n_{k’}^{;(k^{\prime})}$ respectivement, c.-a-d. que $n_{f}^{(i)}=n_{j}^{\prime(i)}$ pour tout $i,$ $j=1,2$ ,
3, $\ldots$ , $k^{\prime}$ . Il est \’evident que l’\’el\’ement de $\Delta$ est encore monotone
d\’ecroissant, $c$ .-\‘a-d. $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}\geqq\delta_{m_{1}.m_{\underline{o}},\ldots,m_{k},m_{k+l}}^{*}(k=1,2,3\ldots.)$ .

Nous allons chercher \‘a pr\’esent quelque propri\’et\’e de $\Delta$ .
Lemme 1. $\Delta_{k}$ \’etant de type $\beta$ au Point $x^{(1)},$ $\Delta$ est au Plus de type

$[\beta-(k-1)]+(k-1)^{\{2)}$ au point $x$ .
D\’emonstration. Nous consid\’erons d’abord la proposition suivante:

Si l’\’el\’ement $\delta_{n_{1},n_{l}}^{(k}|_{k)(k)},$

$\ldots$ , $n_{l}^{(k)}(l\geqq k)$ est au plus de type $\beta$ au point
$x$ , l’\’el\’ement $\delta_{m_{1},m,.,\ldots,m\iota}^{*}$ de $\Delta$ compos\’e en appliquant $\delta_{n_{1},n_{2}}^{\langle k)}(k)(k)$

$n\iota^{k})$ est au plus de type $\beta$ au point $x$ . Nous d\’emontrons la proposi-
tion par l’induction transfinie. En effet, elle est d’abord \’evidemment
vraie pour $\beta=1$ . Supposons qu’elle est vraie pour tout nombre trans-
fini $\beta^{\prime},$ $ 1\leqq\beta^{\prime}<\beta$ , et montrons-la pour $\beta$ lui-m\^eme.

On peut poser $\beta=\beta^{\prime}+1$ , puisque $\beta$ est toujours un nombre de
premi\’ere espeoe. Consid\’erons tout \’el\’ement $\delta_{n_{1}^{(k)},d^{k)}}^{(k)}\ldots$ . $n_{l}^{(k},$ $n(n=1$ ,

(1) Soit $\epsilon_{n_{1}}$ un \’el\’ement de sch\‘eme monotone de SOUSLIN et de type $\beta_{n_{1}}$ au point $x$ .
Le sch\‘eme est dit de type $\beta$ au point $x$, si

$\beta=\max_{n_{1}}\beta_{n_{1}}$
.

(2) Nous adoptons ici les notations des nombres transfinis dues a M. N. LUSIN.
Cf. N. LUSIN: Sur les ensembles analytiques nuls, Fund. Math., t. 25 (1935), p. 116.
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2, 3, . . .) de rang $l+1$ de $\Delta_{k}$ . Pour de tels \’el\’ements, l’\’el\’ement
$\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m\iota,m}^{*}$ form\’e en appliquant l’\’el\’ement $\delta_{nf^{k)},n_{:}^{(k)},\ldots,n_{l}^{(k)},n}^{(k)}$

est, d’apres l’hypothese, au plus de type $\beta^{\prime}$ au point $x$ . Donc, l’\’el\’e-

ment $a_{n_{1},m_{2}}^{*},$
$\ldots,$ $ m\iota$ est au plus de type $\beta$ au point $x$ , puisque les

\’el\’ements $\delta_{m_{1},m_{2}\ldots.,m\iota,m}^{*}$ successeurs de $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{l}}^{*}$ sont form\’es

n\’ecessairement en employant les \’el\’ements $\delta n_{1}(k)(k)\phi,$

$\ldots,$ $n_{l},$ $n$ .
Or, nous allons \’etablir le lemme propos\’e. Consid\’erons tous les

\’el\’ements de rang $k$ de $\Delta$ . D’apr\’es l’hypothese, tout \‘el\’ement $\delta_{nf^{k\}}}^{\langle k)}$

$n_{\ell}(k)$ $n_{k}(k)$ est au plus de type $[\beta-(k-1)]$ au point $x$ . Par suite,

tout \’el\’ement de rang $k$ de $\Delta$ est au plus de type $[\beta-(k-1)]$ au point $x$.
Donc, $\Delta$ est au plus de type $[\beta-(k-\cdot 1)]+(k-1)$ au point $x$ . c.q.f.d.

Lemme 2. Pour un point $x$ dans le domaine $OX$, chaque sch\‘eme
$\Delta_{k}(k=1,2,3, \ldots)$ \’etant de type $\gamma$ au point $x$ , o\‘u $\gamma$ est un nombre
transfini de deuxi\‘eme espece, $\Delta$ est encore de type $\gamma$ au point $x$ .

Pour le voir, nous consid\’erons une suite illimit\’ee des \’el\’ements de
rang $k$

(1) $\delta_{n_{1}^{(1)},n}^{(1)}i^{1)},$

$\ldots,$

$n_{k}^{(1)}’\delta_{n_{1}^{(2)},n_{2}^{(2)},\ldots.n_{k}^{\langle 2)}}^{(2)}\ldots,$ $\delta\langle t$ )$(l)n_{1},n_{2},$
$\ldots,$

$n(t)t^{l)},$ $\cdots$ .

Pour tout nombre naturel $l$ , si tous les \’el\’ements $\delta_{nf^{l)}\cdot d)}^{(l)},$
$\ldots.n_{k}^{\langle l)}$ dans

la suite (1) sont au moins de type $\beta$ au point $x$ , l’\’el\’ement $\delta_{m_{1},m,,\ldots,m_{k}}^{*}$ ,

compos\’e des $\delta_{n_{1}^{(1)},n_{2}^{(1)},\ldots,n}^{(1)}i$ ) $\delta_{n_{1},n_{2}}^{(2)}(2)(2)$ .. $n_{k}\langle 2$
) $\delta_{n_{1}.n_{2}^{(k)}}^{(k)}(k)$

$n_{k}(k)$ ,

de rang $k$ de sch\’eme $\Delta$ est au moins de type $\beta$ au point $x$ . Con-
sid\’erons d’abord le cas o\‘u $\beta=1$ . Dans ce cas, la chose est \’evidemment

vraie. Ensuite, supposons que pour tout.nombre transfini $\beta^{\prime}$ inf\’erieur
\‘a $\beta$ la proposition soit vraie et montrons qu’elle est vraie pour $\beta$ .
Supposons que $\delta_{nf^{l)}\cdot n_{2}^{(l)}}^{(l)},$

$\ldots,$
$n_{k}^{(l)}$ ’ ou $k$ fixe et $l=1,2,3,$ $\ldots$ , sont au

moins de type $\beta$ au point $x$ . Consid\’erons tous les \’el\’ements:

(2) $\delta_{n_{1}^{(1)},n}^{(1)}t^{1)},$

$\ldots,$
$nt^{1)},$

$n^{(1)}’\delta_{n_{1}^{(2)},n}^{(2)}t^{2)},$

$\ldots,$
$nt^{2)},$ $n^{(2)}$ ,

$\delta_{n_{1}^{(l)},n}^{(t)}f^{l)}\ldots.,$
$n_{k}^{(l)},$ $n^{(l)}$ . . . .

qui sont successeurs au point $x$ des \’el\’ements de la suite (1) respec-
tivement.

On peut poser $\beta=\beta^{\prime}+1$ , puisque $\beta$ peut \^etre consid\’er\’e toujours
un nombre de premi\’ere espece. Nous avons donc deux cas:
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Premier cas $0\dot{u}\beta^{\prime}$ est de premi\’ere esp\’ece. Pour tout nombre
naturel $l$ , il existe dans la suite (2) au moins une suite illimit6e des
\’el\’ements

$\delta_{n_{1}.n^{\oint.,\ldots,t^{1)(1|}}}^{(1}\}_{1)}1)n.n’\delta_{n^{t},n}^{(21_{2)}}t^{2)}$ . $\ldots,$
$n_{k}^{(2)}.n^{(2)}$ , $\cdot$ . . ,

$\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n}^{t\iota)_{(l)(l)}}i^{l)(l)}n$ , $\cdot$ . .
qui sont au moins de type $\beta^{\prime}$ au point $x$ . Par l’hypoth\’ese admise,
l’\’el\’ement $\delta_{m_{1}.m_{2},\ldots.m_{k},m}^{*}$ compos\’e de ces \’e16ments ’de rang $k+1$

est au moins de type $\beta^{\prime}$ au point $x$ , et par suite, l’\’el\’ement $\delta_{m_{1}}^{*}$ , $m_{2}$ ,... . $m_{k}$ est au moins de type $\beta$ au point $x$ .
Deuxi\’eme cas o\‘u $\beta^{\prime}$ est de deuxi\’eme esp\’ece, soit $\beta_{1}<\beta_{2}<\ldots<$

$\beta j<\ldots$ et $\lim_{j->\infty}\beta_{j}=\beta$ . Dans oe cas, pour un nombre naturel quel-
conque $j$ il existe dans la suite (2) au moins une suite illimit\’ee des
\’el\’ements

$\delta_{n_{1}^{(1)},n_{2}^{(1)},\ldots,n_{k}^{(1)},n^{(1)}}^{(1)},$ $\delta_{n_{1}^{(2)},n_{2}^{(2)},\ldots,n}^{(2)}t^{2)\{2)}n$

’. .. ,

$\delta_{n_{1}^{(l)},n_{2}^{\langle l)},\ldots,n_{k}^{(l)},n^{(l)}}^{(l)}$ . ..
qui sont au moins de type $\beta_{j}$ au point $x$ . Par l’hypothese admise,
l’\’el\’ement $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k},m\{J)}^{\star}$ compos\’e de ces \’el\’ements est au moins
de type $\beta_{j}$ au point $x$ . D’apres la d\’efinition de type, l’\’el\’ement $\delta_{m_{1}}^{*}$ ,
$m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ qui est pr\’ed\’ecesseur de tous les \’el\’ements $\delta_{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k},m\emptyset 1}^{*}$

$(j=1,2,3, . . .)$ est au moins de type $\beta$ au point $x$ .
Cela pos\’e, nous allons d\’emontrer le lemme propos\’e. D’apres l’hypo-

thbse, $\gamma$ est deuxi\’eme, soit $\gamma_{1}<\gamma_{2}<\cdots<\gamma j<\cdots$ et $\lim_{j\rightarrow\infty}\gamma_{\dot{s}}=\gamma$ .
Or, chacun des sch\‘emes $\Delta_{k}(k=1,2,3, \ldots)$ \’etant de type $\gamma$ au point $x$ ,
il existe alors une suite des \’el\’ements $\delta_{n_{1^{1)}}^{t}}^{(1)},$ $\delta_{n_{1}^{(2)}}^{(2)},$

$\ldots$ , $\delta_{n_{1}^{1l)}}^{(l)},$

$\ldots$ de rang
1 tels que chacun de ces \’el\’ements est au moins de type $\gamma_{\dot{J}}$ au point $x$

pour tout nombre naturel $j$ .
Donc, d’apr\‘es le fait d\’emontr\’e plus haut et le lemme 1, nous

pouvons constater la v\’erit\’e de notre lemme, $c.q.f.d$ .
8. D\’etermination de la classe des constituantes sup\’erieures au

’sens de SIERPINSKI. Nous consid\’erons \‘a pr\’esent la proposition inverse
du th\’eoreme 1.
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Il est chair d’abord qu’un ensemble quelconque $\mathfrak{F}$ peut \^etre d\’efini
par un sch\’eme monotone de SOUSLIN qui est \’epuisable au sens de
$SIERPI\acute{N}$SKI et de type $\gamma$ donn\’e a l’avance. Car, prenons d’abord un
scheme primaire du type $\gamma$ , ou $\gamma$ est un nombre transfini (ou fini) quel-
conque de seconde classe. D\’esignons par { $(m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{k})\rangle$ le systeme
des indices des \’el\’ements non vides de ce scheme primaire et consid\’erons
le scheme $\langle\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\rangle$ o\‘u $\delta_{m_{1},m_{2}\ldots..m_{k}}=ensemble\mathfrak{F}$ donn\’e et
tous les autres sont vides. Nous avons alors un sch\‘eme \’epuisable de
type $\gamma$ et l’ensemble $\mathfrak{F}$ donn\’e coincide justement avec la constituante
sup\’erieure de ce scheme. Prenons $\gamma$ suffisamment grand et construisons
un sch\‘eme \’epuisable $\Delta$ tel que $CX=g_{0}+@_{\tau}$ et $g_{\tau}=\mathfrak{F}$ . Puis, soit
$\{\delta_{n_{1},n_{\Delta},\ldots,n_{l}}^{(k}(k).(k)(k)\}$ , ou $\Delta_{k}$ , pour tout nombre naturel $k$ , un scheme qui

$)$ .

d\’efinit l’ensemble $\mathfrak{F}^{\{k)}$ donn\’e \‘a l’avance, tel que $OX=@_{0}(k)+@_{\tau}(k)$ et 8 $\tau(k)$

$=\mathfrak{F}^{(k)}$ . Consid\’erons le sch\’eme $\{\delta_{n_{1},n_{2}}\ldots$ . $n_{l}\},$ $0\dot{u}\delta_{[k,n_{1}^{(k)}\rfloor.n4^{k)},\ldots,1^{k)}}n$

$=\delta_{n_{1}^{(},n_{2},\ldots,n_{\iota}^{(k)}}^{(k)_{k)(k)}}$ , form \’e de tous les schemes $\Delta_{1},$ $\Delta_{2},$ $\Delta_{3}$ ..:. .
Comme on peut facilement voir, le sch\’eme $\Delta$ ainsi d\’efini remplit les
conditions suivantes: $oX=g_{0}+g_{\tau}$ et $g_{\tau}=\sum_{k=1}^{\infty}\mathfrak{F}^{(k)}=\mathfrak{F}^{1}\circ\cdot$ Ce qui
montre qu un ensemble quelconque $\mathfrak{F}_{\sigma}^{1}$ peut \^etre d\’efini comme la
constituante sup\’erieure de sch\’eme monotone de SOUSLIN qui est \’epui-
sable au sens de SIERPIN’SKI et de type $\gamma$ .

Soit \langle $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n\}^{k)}}^{(k)}1k$) $(k)$ }, ou $\cdot\Delta_{k}$ , scheme de SOUSLIN qui est mono-
tone et de type $\gamma$ au sens de $SIERPI\acute{N}SKI$ . et dont chaque \’el\’ement est un
ensemble de $\mathfrak{F}$ . Supposons qu’il d\’efinit l’ensemble $t\mathfrak{F}_{\sigma}^{1})^{(k)}$ donn\’e \‘a
l’avanoe comme sa constituante sup\’erieuoe, de sorte que nous ayons
les relations suivantes:

$OX=g_{0}^{(k)}+g_{\tau}^{(k)}$ et $g_{\tau}^{(k)}=t\mathfrak{F}^{1}\sigma)^{(k)}$ .
De la m\^eme mani\’ere que celle dans \S 7, nous construisons un

nouveau scheme de SOUSLIN {$\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\rangle$ qui est le scheme du pro-
duit de tous les sch\’emes $\Delta_{1},$ $\Delta_{2},$ $\Delta_{3},$

$\ldots$ et nous l’\’ecrivons par $\Delta$. Alors
ee sch\’eme $\Delta$ est monotone et il a les propri\’et\’es suivantes:

$OX=g_{0}+g_{1}+\cdots+g_{\beta}+\cdots+g_{\tau}$ ou $\beta<\omega$ ,

et $@_{\tau}=\prod_{k-1}^{\infty}(\mathfrak{F}^{1}\circ)^{(k)}=\mathfrak{F}^{2}\delta$ ,

ce qui peut \^etre facilement v\’erifi\’e, d’apres les lemmes 1 et 2, si $\gamma$ est
de deuxieme espece.
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En suite. soit \langle $\delta_{nf^{k)},ni^{k)},\ldots.n_{l^{k)}}}^{(k)}$(}, ou $\Delta_{k}(k=1,2,3, \ldots)$ , un scheme

monotone de SOUSImN, qui est \’epuisable et de type $\gamma$ , tel que

$OX=@i^{k)}+@1(k)+\cdots+g^{(k)}+\cdots+@.(k)$ ou $\beta_{k}<\omega$

et $g_{\tau}^{(k)}=(\ovalbox{\tt\small REJECT})^{(k)}$ ,

ou $(\mathfrak{F}^{2}\delta)^{(k)}$ est un ensemble donn6 \‘a l’avanoe. Consid6rons un scheme
de la somme des schemes $\Delta_{1}\Delta_{2}\Delta s,$

$\ldots$ (voir \S 7). Ce sch\’eme satisfait
alors aux relations suivantes:

$OX=@0+g_{1}+\cdots+@\iota+\cdots+g_{\tau}$ , ou $\beta\leqq\omega$ ,

et $g_{\tau}=\sum_{k-1}^{\infty}(\mathfrak{F}^{2}\delta)^{\langle k)}=\mathfrak{F}^{3}\sigma$

’

oe $quI$ montre qu’un ensemble quelconque $\mathfrak{F}_{\sigma}^{8}$ peut \^etre d\’efini comme
la constituante sup\’erieure de scheme monotone de SOUSLIN qui est
\’epuisable et de type $\gamma$ o\‘u $\gamma$ est de deuxi\‘eme espece et $>\omega$ . En
g\’en\’eral, supposons que tout ensemble $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{a^{\prime}}$ et $\mathfrak{F}_{\sigma}^{2a^{\prime}+1}$ pour tout nombre
$a^{\prime}$ inf\’erieur \‘a $a$ donn\’e sont respectivement $d6finis$ par les sch\’emes

monotones de SOUSLIN $\langle\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\rangle$ et { $\delta_{n_{1}^{\prime},n_{2}^{\prime}}$ , ..., $n_{k}^{\prime\rangle}$ , qui sont
6puisables et de type $\gamma$ , de sorte que

(1) $ OX=@0+@_{1}+\cdots+g_{\beta}+\cdots+g_{\tau}\cdot$ , ou $\beta<\omega a^{\prime^{\tau}}.$ ,

et $@_{\tau}=\mathfrak{F}^{2a^{\prime}}$

(2) $OX=\S_{0}’+@_{1}’+\cdots+@;+\cdots+\S_{\tau}$’ o\‘u $\beta\leq\omega a^{\prime}$ ,

et 8 $\prime_{=\mathfrak{F}_{\sigma}^{2\alpha^{\prime}+1}}\tau$

’

ou $\gamma$ est de deuxi\’eme esp\’eoe et $\omega a^{\prime}\leqq\gamma$ ou $\omega a^{\prime}<\gamma$ suivant que le cas
est (1) ou (2).

Cela pos\’e, nous allons prouver que les formules (1) et (2) sont aussi
vraies pour $a$ lui-m\^eme.

Premier cas ou $a$ est de premiere, espece, soit $a=a^{\prime}+1$ . Soit
$\{\delta_{n}^{(k}1k)u^{k)}, \ldots, n\iota^{k)}\}$ ou $\Delta_{k}(k=1,2,3, \ldots)$ , un sch\‘eme monotone de
SOUSLIN, qui est \’epuisable et de type $\gamma$ , et qui d\’efinit l’ensemble
$(\Psi_{\sigma}^{\alpha^{\prime}+1})^{(k)}$ donn\’e de maniere que

$OX=@i^{k)}+@_{1}(k)+\cdots+@_{p_{k}^{k)}}^{t}+\cdots+@_{T}(k)$ ou $\beta_{k}\leqq\omega a^{\prime}$ ,

et $@_{\tau}^{(k)}=(\mathfrak{F}^{2\alpha^{\prime}+1}\circ)^{(k)}$ .
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Comme nous avons fait dans \S 7, construisons un nouveau sch\’eme de

$\Delta_{1}$ .$\Delta_{2},\Delta_{3},\ldots.\ddot{D}^{;}apr\acute{e}sleslemmeslet2,ilest\text{{\it \’{e}}} videntqueoesch\grave{e}meSoUSLIN\{\delta_{n_{1\prime}n_{1},,n_{k}}\}quIestunsch\text{\‘{e}} m.eduproduitdessch\grave{e}mes$

satisSlait aux relations suivantes:

$OX=\epsilon_{\bullet}+\epsilon_{1}+\cdots+g_{\beta}+\cdots+g_{\tau}$ ou $\beta<\omega a$

et $@_{\tau}=\prod_{k-1}^{\infty}(\Psi^{\prime}+1)^{\langle k)}=\mathfrak{F}^{2}\delta$ .
Nous pouvons, par suite, supposer que $\grave{c}haque$ ensemble $\mathfrak{F}_{\delta}^{2a}\backslash $ donn\’e est
d\’efini par un sch\’eme \’epuisable monotone de SOUSLm, form\’e des en-
sembles $\mathfrak{F}$ et qui satisfont \‘a la condition (1).

En suite, soit { $\delta_{n_{1}^{(k)}.\phi^{k)},\ldots.n\iota^{k)}}^{(k)}\rangle$ $(k=1,2,3, \ldots)$ un sch\‘eme \’epui-

sable monotone de SOUSLIN d\’efinissant l’ensemble ( $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha}X^{k)}$ , de sorte que
la condition (1) soit satisfaite. Nous consid\’erons le scheme de SOUSLIN
$\{\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\}$ qui est le sch\‘eme de la somme des schemes $\Delta_{1},$ $\Delta_{2},$ $\Delta_{3},$

$\ldots$

(voir \S 7). II est alors \’evident que oe scheme satisfait aux relations
suivantes:

$OX=g_{0+}g_{1}+\cdots+g_{\beta}+\cdots+\S_{\tau}$ o\‘u $\beta\leqq\omega a$

et $g_{\tau}=\sum_{k-1}^{\infty}(\mathfrak{F}^{2\alpha}\delta)^{(k)}=\mathfrak{F}^{2\alpha+1}\sigma$ .
Deuxi\’eme cas ou $a$ est de deuxieme espece, soit $ a_{1}<a_{2}<\cdots<a_{k}<\cdots$

et $\lim_{k\rightarrow\infty}a_{k}=a$ . Soit \langle $\delta_{nf^{k)},?d^{k)}\cdots,n\}^{k)}}^{(k)}$ } , ou $\Delta_{k}(k=1,2,3, \ldots)$ , un
scheme monotone de SOUSLIN, qui est \’epuisable et de type $\gamma$ , et qui
d\’efinit l’ensemble $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha_{k}}$ donn\’e, de sorte que

$OX=@_{0}(k)+g_{1}^{(k)}+\cdots+@_{\mathfrak{p}_{k}}(k)+\cdots+@_{\tau}(k)$ o\‘u $\beta_{k}<\omega a_{k}$ ,

et 8 $\tau^{k}()=\mathfrak{F}_{\delta}^{2\alpha_{k}}$ .
Comme nous avons fait dans \S 7, construisons un sch\‘eme {$\delta_{n_{1}}$ , $n_{2},$

$\ldots n_{k}\rangle$

du produit des sch\‘emes $\Delta_{1},$ $\Delta_{2},$ $\Delta_{3},$
$\ldots$ . D’apr\‘es les lemmes 1 et 2, il

est \’evident que ce scheme satisfait aux relations suivantes:
$OX=g_{0}+@1+\cdots+@\iota+\cdots+g_{\tau}$ , $0\dot{u}$ $\beta<\omega a$ ,

et $g_{\tau}=\prod_{k\approx 1}^{\infty}\mathfrak{F}^{2\alpha_{k}}\delta=\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ,

oe qui montre que la formule (1) est encore vraie pour un nombre
transfini de deuxi\’eme esp\’eoe.
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De la m\^eme mani\‘ere que celle du premier cas, nous avons la v\’erit\’e
de la formule (2) pour un nombre transfini $a$ de deuxi\’eme espece.

Nous en pouvons conclure le
Th\’eoreme 2. Tout ensemble $\mathfrak{F}_{\delta}^{2T}$ peut \^etre consid\’er\’e comme la

constituante sup\’erieure au sens de $SIERPl\acute{N}SKI$ d’un scheme \’epuisable
monotone de SOUSLIN de type $\omega\gamma$ .

En r\’esum\’e, nous sommes amen\’es au r\’esultat suivant:
Tout ensemble $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\tau}$ peut \^etre consid\’er\’e comme la constituante

sup\’erieure au sens de SIERPINSKI d’un scheme monotone de SOUSLIN,
qui est \’epuisable et de type $\omega\gamma$ . Inversement, toute constituante
sup\’erieure au sens de $SIERPI\acute{N}SKI$ d’un sch\’eme monotone de SOUSLIN
qui est \’epuisable et de type $\omega\gamma$ est un ensemble $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\tau}$ .

I1I. LA CLASSE DES CONSTITUANTES SUP\’ERIEURES
AU SENS DE LUSIN.

9. \’Evaluatio$n$ de la classe des constituantes sup\’erieures$\cdot$ de LUSIN.
D\’efinition. Soient $M$ un ensemble dans l’espaoe $OXY$ \‘a deux

dimensions, et $P_{x}$ la droite parall\‘ele \‘a l’axe $OY$ men\’ee par le point $x$

de l’axe $OX$. Nous appelons point-borne sup\’erieur de l’ensemble $M\cdot P$.
le point sur la droite $P_{x}$ dont l’ordonn\’ee est la borne sup\’erieure de
oelles des points de $M\cdot P_{x}$ .

Nous allons ensuite \’etudier le crible bien ordonn\’e au sens de
M. N. LUSIN.

Tout d’abord, nous avons le
Lemme 3. $N$ \’etant un ensemble bien ordonn\’e de type $\omega^{T}(1\leqq\gamma<\Omega)$

dans l’axe $OY$ , sa fermeture $\overline{N}$ est un crible bien ordonn\’e de type $\omega^{\tau}+1$ .
Pour le voir, nous allons d\’emontrer par l’induction transfinie. Dans

le cas ou $\gamma$ est un, il est clair que la proposition est vraie. Supposons
que la proposition est vraie pour tout nombre transfini $\gamma^{\prime}$ inf\’erieur \‘a

$\gamma$ donn\’e, $(1<\gamma<\Omega)$ , et montrons qu’elle est vraie pour $\gamma$ .
Premier cas ou $\gamma$ est de premiere esp\’ece: soit $\gamma=\gamma^{\prime}+1$ . L’en-

semble $N$ bien ordonn\’e de type $\omega^{\tau}$ peut \^etre d\’ecompos\’e en une infinit\’e

des ensembles biens ordonn\’es de type $\omega^{T^{\prime}}$ . Posons $N=a_{=}\infty N_{k}$ et
supposons que chaque ensemble $N_{k}$ est de type $\omega^{\tau^{\prime}}$ et que $N_{k+1}$ est
situ\’e au-dessus de $N_{k}$ pour tout‘nombre naturel $k$ . D’apres la pro-
pri\’et\’e d’ensemble bien ordonn \’e, il peut‘ \^etre facilement v\’erifi\’e que
$\overline{N}=\sum_{k\approx 1}^{\infty}\overline{N}_{k}+p$ , o\‘u $p$ est le point born\’e sup\’erieur de l’ensemble $\overline{N}$ , et
chaque $\overline{N}_{k}$ , par l’hypoth\’ese, est un ensemble bien ordonn\’e de type
$\omega^{\tau^{\prime}}+1$ . Donc, $\overline{N}$ est un ensemble bien ordonn\’e de type $\omega^{Y}+1$ .
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Deuxi\‘eme cas ou $\gamma$ est de deuxieme espeee: soient $\gamma$ des nombres
transfinis tels que $\gamma_{1}<\gamma_{2}<\cdots<\gamma_{k}<\cdots$ et $ k\lim\gamma_{k}=\gamma$ .

Il est \’evident que $N$ peut \^etre d\’ecompos\’e $\Re u me$ la r\’eunion des
ensembles $N_{k}$ biens ordonn\’es de. type $\omega^{\tau_{k}},$ $c.\cdot\acute{a}\triangleleft$ . $N=\sum_{k=1}^{\infty}N_{k}$ et $N_{k+1}$

est situ\’e au-dessus de $N_{k}$ , quel que soit l’entier positif $k$. D’apres la
m\^eme raison que celle du premier cas, il vient $\overline{N}=\sum_{-k=1}\overline{N}_{k}+p\infty$ , ou $p$ est
le point-borne sup\’erieur de $\overline{N}$. $Donc\backslash $ le type de $N$ est $\omega^{T}+1$ , $c.q$ .
$f.d$ .

Lemme 4. Sodmt $N$ un ensemble bien ordonn\’e de type $\omega^{\tau}$ dans
l’axe $OY$ et $p$ le point born\’e sup\’erieur de N. Alors le point $p$ est un
seul point limite d’ordre $\gamma$ de $\overline{N}$.

En effet, dans le cas ou $\gamma=1$ , notre lemme est \’evident. Supposons
que d’abord pour tout nombre $\gamma^{\prime}$ inf\’erieur \‘a $\gamma$ donn\’e la proposition est
vraie, et montrons sa v\’erit\’e pour $\gamma$ lui-m\^eme.

Premier cas. $\gamma$ est de premiere esp\’ece: soit $\gamma=\gamma^{\prime}+1$ . En vertu
du lemme 3, on peut supposer que $\overline{N}=\sum_{k=1}^{\infty}\overline{N}_{k}+p$ , ou $p$ est le point-
borne sup\’erieur de $\overline{N}$ et chaque $\overline{N}_{k}$ est de type $\omega^{\tau^{\prime}}+1$ et situ\’e au-des-
sous de $\overline{N}_{k+1}$ , quel que soit l’entier positif $k$ . D’apr\’es l’hypothese,
$\overline{N}_{k}$ a un seul point limite d’ordre $\gamma^{\prime}$ et le point $p$ est un seul point
limite de $p_{k}$ , ou $p_{k}$ est le point born\’e sup\’erieur de $\overline{N}_{k}$ . Par consequent,
le point $p$ est un seul point limite d’ordre $\gamma$ dans $\overline{N}$ .

Deuxieme cas: $\gamma$ est de deuxieme $esp^{J}e$ce: $\gamma_{1}<\gamma_{2}<\cdots<\gamma_{k}<\cdots$

et $\lim_{k\rightarrow\infty}\gamma_{k}=\gamma$ . Suivant le m\^eme raisonnement que celui du premier
cas, nous pouvons ais\’ement voir la v\’erit\’e de la proposition propos\’ee,
$c.q.f.d$ .

En employant le lemme 4, nous allons prouver le
Th\’eoreme S. $M$ \’etant un crible de type $\omega^{t}$ (au sens de LUSIN), $la$

constituante sup\’erieure $g_{\omega^{\Gamma}}$. au sens de LUSIN de $M$ est un ensemble
$\mathfrak{F}_{\delta^{T}}^{2}$ .

D\’emonstration. Prenons un cribIe $M$ dans le domaine OXY et
d\’esignons par $N$ la projection orthogonale \‘a l’axe $OY$ de M. $N$ 6tant
un ensemble bien ordonn\’e de type $\omega^{t}$ , selon le lemme 4, le point-borne
sup\’erieur de $\overline{N}$ , qui est la fermeture de $N$, est un seul point limite
d’ordre $\gamma$ dans $\overline{N}$ .

Consid\’erons la partie commune $P_{x}$ au crible $M$ et \‘a la droite $D_{x}$

parall\’ele \‘a l’axe $OY$ men\’ee par un point quelconque $x$ de l’axe $OX$ .
Comme $N$ est bien ordonn\’e, il est \’evident que $P_{x}$ est aussi bien ordonn\’e
et de type $\leqq\omega^{T}$ . Il existe donc seulement deux cas possibles:
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Premier cas. Le type de $P_{x}$ est $\omega^{Y}$ . Consid\’erons la fermeture
$P_{x}$ de $P_{x}$ . D\’esignons par $L$ la droite parall\‘ele \‘a l’axe $OX$ men\’ee par
le point $p$ bome sup\’erieur de $\overline{N}$. Il est clair que le point-borne sup\’erieur
de $P_{x}$ n’est jamais situ\’e au-dessus de $L$ . Si l’on fait remarquer que
chaque voisinage $V(p)$ dans l’axe $OY$ du point-borne sup \’erieur de $\overline{N}$

contient un ensemble bien ordonn6 de type $\omega^{T}+1$ et que la partie de
$\overline{N}$ en dehors de $V(p)$ est de type $<\omega^{\tau}$ , le point-bome sup\’erieur de
$P_{x}$ est situ\’e pr\’ecis\’ement sur $L$ et $\ddagger 1$ est un seul point limite d’ordre $\gamma$

dans $\overline{P}_{r}$ .
Deuxieme cas. Le type de $P_{x}$ est $<\omega^{\Gamma}$ . Selons le lemme 4, il

n’existe aucun point limite d’ordre $\gamma$ dans $\overline{P}_{x}$ .
Or, nous allons construire, dans l’espaoe $OXY$ , l’ensemble de tous

les points limites au moins d’ordre un dans $\overline{P}_{x}$ , lorsque $x$ parcourt dans
l’axe $OX$ . $\overline{N}$ \’etant un ensemble d\’enombrable, leurs points peuvent
\^etre arrang\’es en une suite, soit $r_{1},$ $r_{2},$ $\ldots,$ $r_{m},$ $\ldots$ . Prenons un point
quelconque $r_{m}$ de cette suite et menons une droite $L_{m}$ parall\‘ele \‘a l’axe
$OX$ men\’ee par le point $r_{m}$ . D\’esignons par $V_{m}^{n},$ $n=1,2,3,$ $\ldots$ , un
voisinage de $r_{m}$ dans $OY$ et par $S_{m}$ et $T_{m}$ respectivement les ensembles
qui sont la partie d’ensemble produit cart\’esien $OXx\overline{N}$ situ\’e au-dessus
de $L_{m}$ et situ\’e au-dessous de $L_{m}$ . Ecrivons par $L_{m}^{n}$ la partie comniune
\‘a $L_{m}$ et \‘a la projection orthogonale sur $L_{m}$ du sous-ensemble de $M$

contenu dans l’ensemble $OXxV_{m}^{n}-L_{m}$ . Posons $M^{(1)}=\Pi(S_{m}+L_{m}^{n}+T_{m})$ .
Alors cet ensemble $M^{(1)}$ est justement oe qu’il nous fautn trouver. En
effet, si le point commun, soit $q$ , \‘a $L_{m}$ et \‘a $D_{x}$ est un point limite de
$P_{x}$ , alors, tous les ensembles $L_{m}^{n}$ contiennent $q$ . Donc le point $q$ ap-
partient a $M^{(1)}$. Si $q$ n’est pas le point limi& de $P_{x}$ , il existe au moins
un voisinage $V_{m}^{n}$ tel que l’ensemble commun \‘a $P_{x}$ et a l’ensemble
OXx $V_{m}^{n}-L_{m}$ ne contient aucun point de $P_{x}$ . Il existe, par suite, un
ensemble $L_{m}^{n}$ qui ne contient pas le point $q$ . Il en r\’esulte que le point
$q$ n’appartient pas \‘a $M^{(1)}$ . Ce qui montre que $M^{(1)}$ est l’ensemble d\’esir\’e.
$M$ \’etant un ensemble form\’e d’une infinit\’e d\’enombrable d’ensembles
lin\’eaires, qui appartient \‘a la famille $\mathfrak{F}$ , parall\‘eles \‘a l’axe $OX$. il est
alors \’evident que $M^{(1)}$ est aussi form\’e d’une infinit\’e d\’enombrable
d’ensembles lin\’eaires $\mathfrak{F}_{\delta}^{2}$ parall\‘eles \‘a l’axe $OX$ . D\’esignons par $P_{x}^{(1)}$

la partie commune \‘a $M^{(1)}$ et \‘a la droite parallele \‘a l’axe $OY$ men\’ee
par $x$ et cherchons l’ensemble des points limites de $P_{x}^{(1)}$ , lorsque le
point $x$ parcourt dans $OX$ . Soit $N^{(1)}$ la projection orthogonale \‘a l’axe
$OY$ de $M^{(1)}$ . Si nous remplagons dans le raisonnement pr\’ec\’edent, $N$

par $N^{(1)}$ et $M$ par $M^{\langle 1)}$ , nous pouvons facilement obtenir l’ensemble \‘a
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trouver, soit $M^{(2)}$ . Il est clair que $M^{(2)}$ est un ensemble $\mathfrak{F}_{\delta}$ compos6
d’une infinit \’e d\’enombrable des ensembles lin\’eaires $\mathfrak{F}_{\delta}$ paralleles \‘a l’axe
$OX$. De la m\^eme maniere que nous avons faite plus haut, nous pouvons
v\’erifier que l’ensemble $M^{(\alpha)}$ qui est l’ensemble pour lequel chaque point
est un point limite au moins d.’ordre $a$ dans $P_{x},$ $ 1\leqq a\leqq\gamma$ , est un
$\Psi_{\delta}$ . Par cons$6quent$ , en particulier, $M$ \’etant un ensemble bien ordonn6
tel que sa projection orthogonale \‘a l’axe $OY$ est de type $\omega^{\tau}$ , la con-
stituante sup\’erieure $@_{\omega}\tau$ de $M$ comcide avec la projection sur l’axe $OX$

de $M^{(\tau)}$ qui est un ensemble $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\tau}$ situ\’e sur la droite parallele \‘a l’axe
$OX$ men\’ee par le point-borne sup6rieur de $\overline{N},$ $c.q.f.d$ .

Du th\’eoreme 3, nous pouvons ais\’ement d\’eduire le
Corouaire. $M$ \’etant un ensemble tel que sa projection orthogonale

\‘a l’axe $OY$ soit un ensemble bien ordonn\’e de type $\gamma,$
$ 0<\gamma<\Omega$ , la

constituante sup\’erieure $@_{\Gamma}$ de $M$ est un ensemble $\mathfrak{F}_{\delta}^{2l\circ g\tau(1)}$.
D\’emonstration. On sait que tout nombre transfini $\gamma$ peut \^etre \’ecrit

sous la forme $\gamma=\omega^{\gamma_{1}}+\omega^{\gamma_{2}}+\cdots+\omega^{\gamma k}$ , ou $\gamma_{1}\geqq\dot{\gamma}_{2}\geqq\cdots\geqq_{\gamma_{k}}\geqq 0$ et $k$

est un entier positif.
Ceci \’etant, divisons la projection orthogonale $N$ \‘a l’axe $OY$ de $M$

en parties $N_{1},$ $N_{2},$
$\ldots$ , $N_{k}$ tels que

1o $N_{1},$ $N_{2},$
$\ldots,$

$N_{k}$ sont de type $\omega^{\gamma_{1}},$ $\omega^{\gamma_{2}},$

$\ldots$ , $\omega^{\gamma k}$ respectivement.
$2^{o}$ Ni est situ\’e au-dessous de $N_{l+1},$ $i=1,2,3,$ $\ldots,$ $k-1$ .

$e$

$D$ \’esignons par $M_{:}$ la partie commune \‘a $M$ et au produit cart\’esien
$OXx$ Ni $(i=1,2, \ldots, k)$ , et par $@^{(l)}$ la constituante sup\’erieure de $M_{:}$ . Il
est clair que la constituante sup\’erieure $@_{\tau}$ du crible donn\’e $M$ est la
partie commune aux ensembles 8 (1) @, $\ldots,$ \S (k) D’apres le th\’eor\’eme
3, @(i) est $\wp_{\delta}\dot{\mathfrak{n}}$ et il est donc manifeste que $@_{r}$ est un $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\log\tau},$ $c.q$ .
$f.d$ .

10. Scheme normaux. Pour d\’emontrer la proposition r\’eciproque
de celle du th\’eoreme 3, il faut consid\’erer quelques notions auxiliaires.

D\’efinition. Nous disons qu’un sch\’eme de SOUSLIN $\langle\nu_{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}\rangle$ ,

qui est \’epuisable, est normal, s’il satisfait aux conditions suivantes:
1o Pour tout $m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots$ , $m_{k},$ $\ldots$ , $\nu_{m_{1},m,,\ldots,m_{k}}$ est ou bien

l’espaoe $OX$ tout entier, ou bien l’ensemble vide, et en particulier, pour
tout $m_{1}=1,2,3,$ $\ldots,$ $\nu_{m_{1}}$ est l’espaoe $OX$ tout entier.

$2^{o}$ A propos des successeurs de $\nu_{m_{1},m,,\ldots,m_{k}}$
, il n’y a que trois

cas possibles:

(1) Cf. N. LUSIN: Sur les ensembles analytiques nuls, Fund. Math., t. 25 (1935),

p. 116.
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(1}
$\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ ne possede aucun successeur;

(2)
$\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ possede un et un seul sueeesseur de rang $k+1$ ;

(3) tous les $\nu_{m_{\lambda},m_{2},\ldots,m_{k},m_{k+1}}(m_{k+1}=1,2,3, \ldots)$ sont des suc-
cesseurs de $v$

$m_{1},$ $m_{-}.,$ $\ldots,$ $m_{k}$
.

$3^{o}$ ‘Si le troisieme cas a lieu pour un $\nu_{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}$ , ce m\^eme
cas n’a lieu pour aucun des $v_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k},m_{k\$ 1}}.’\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k},m_{k+1}}$

$m_{k+2},$ $\ldots’\nu_{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k+m_{k+1}-1}}$ : le troisi\’eme cas n’a lieu pour aucun des
$\nu_{m_{1}}$ . $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots\prime}\nu_{m_{1},m_{-\prime}\ldots,m_{m_{1}}-1}$ .

$4^{o}$ Dans le troisi\’eme cas, le type de $\nu_{m_{1},m_{\vee}}\ldots,$ $m_{k},$ $m_{k+1}$
croit avec

$m_{k+1}$ , le type de
$\nu_{m_{1}}$ croit avec $m_{1}$ .

$5^{o}$ Faisons correspondre chaque \’el\’ement
$\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ tel que

$\nu_{m_{1},m,,\ldots,m_{k}}=OX\dot{a}$ un nombre rationnel

$y_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}=1-(\frac{1}{2^{m_{1}}}+\frac{1}{2^{m_{1}+m}}+\cdots+\frac{1}{2^{m_{1}+m_{2}+\cdots+m_{k}}})$ .
Si le type du scheme { $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\rangle$ est $\omega a(1\leqq a<9)$ , le type
d’ensemble de tous les nombres rationnels $y_{m_{1},m_{2}}$ , ... $m_{k}$

(ordonn \’e selon
la grandeur croissante) est $\omega^{\alpha}$ .

Remarque. Le type de $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ est toujours de premiere
$esp\dot{e}oe$ .

Dans eette d\’efinition, nous obtenons le
. Th\’eoreme 4. Pour tout $a,$ $ 1\leqq a<\Omega$, it existe un systeme normal

de SOUSLIN de type $\omega a$ .
D\’emonstration. La proposition est vraie pour $a=1$ . En effet,

consid\’erons le systeme $\{\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\}$ ou
$\nu\frac{m.m,\ldots,m}{l}=OX$

$(l=1,2,3, \ldots , m, m=1,2,3, \ldots)$ , et tous les autres sont vides.
1o $v_{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}=OX$ ou $C$. En particulier $\nu_{m_{1}}=OX$ .
$2^{o}$ Ici seulement le premier et le deuxi\‘eme cas sont possibles.
$3^{o}$ et $4^{o}$ Iae type de $v_{m_{1}}cro^{\wedge}1t$ avec $m_{1}$ .
$5^{o}$ Faisons correspondre un \’el\’ement quelconque

$\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ tel
que $v_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}=OX$ \‘a un nombre rationnel $y_{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}$ . Il est
\’evident que l’ensemble $\{y_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\}$ est bien ordonn\’e et de type $\omega$ .

Supposons donc la proposition vraie pour tous les nombres $a^{\prime}$

inf\’erieurs \‘a un nombre donn\’e $a$ , et d\’emontrons sa v\’erit\’e pour le
nombre $a$ lui-m\^eme. Nous avons deux cas \‘a consid\’erer.

Premier cas, $a$ est de premi\’ere espeoe, soit $a=a^{\prime}+I$ . Dans oe
cas, il existe, d’apres l’hypoth\‘ese, un systeme normal ( $\nu_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{\prime}$ }
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de,type $\omega a^{\prime}$ . Consid\’erons le systeme
$\{\nu_{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}\}0\dot{u}\nu\frac{m,m,\ldots,m}{l}$

$=OX,\cdot.(l=1,2, \ldots m;m=1,2,3, \ldots)$ ; $\nu$

$m\frac{\prime m\ldots.,m}{m},$

$n_{1},$ $n:’\ldots,$ $n_{k}$

$=\nu_{n_{1}.n_{2},\ldots,n_{k}}^{\prime}$ , et tous les autres sont vides.
Nous allons montrer que ce systeme est normal et de type $\omega a$ .
1o $\nu_{m_{1},m.,\ldots,m_{k}}=OX$ ou $O$. Pour $m_{1}=1,2,3,$ $\ldots.\nu_{m_{1}}=OX$ .
$2^{o}$ et $3^{o}$ Consid\’erons d’abord un \’el\’ement $\nu_{m_{1},m_{-},\ldots,m_{k}}$

o\‘u
$1\leqq k<m_{1}$ . Dans oe cas, d’apres la construction du systeme, il est
\’evident que l’\’el\’ement satisfait aux conditions $2^{o}$ et $3^{c}$ .

Si $k=m_{1}$ et si $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k^{-}}^{-}}OX$ , il existe une infinit\’e des
\’elements

$\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}.m_{k+l}}$
o\‘u $m_{k+1}=1,2,3,$ $\ldots$ , et $\nu_{\ddot{m}_{1},rn_{2}}\ldots$

peut \^etre consid\’er\’e comme l’\’el\’ement $\nu^{J}$ du $syst\acute{\grave{e}}me$ normal
$m_{k},$ $m_{k\star 1}$ $mk+1$

de type $\omega a^{\prime}$ . Donc $\nu_{m_{1},m_{-},\ldots.m_{k},m_{k+1}}$ satisfait a la condition $3^{o}$ .
Dans $\cdot$ le cas ou $k>m_{1}$ ,

$\nu_{m_{1},m_{-}\ldots.,m_{k}}$ peut \^etre consid\’er\’e comme
un el\’ement du systeme normal de type $\omega a^{\prime}$ et par suite il satisfait
aux conditions $2^{o}$ et $3^{o}$ .

$4^{o}$ S’il $y$ a une infinit\’e des \’el\’ements successeurs de $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$
,

qui est de rang $k+1$ . nous avons \‘a distinguer deux cas:
(1) Le cas ou $k=m_{1}$ . Il est clair que tous les \’el\’ements succes-

seurs de $\nu_{m_{1},m_{-},\ldots,m_{k}}$ sont $\nu_{m_{1},m,,\ldots rm_{k}.m}(m=1,2,3, \ldots)$ et,

d’apr\’es la construction du syst\’eme, le type de $\nu_{m_{1},m_{\phi}.,\ldots,m_{k}.m}$

coincide avec celui de l’\’el\’ement $v_{n}^{J}$ du syst\‘eme normal de type $\omega a^{\prime}$ .
Donc le type de $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}.m}$ est croissant avec $m$ .

(2) Le cas ou $k>m_{1}$ . Dans oe cas, l’\’el\’ement donn\’e peut \^etre
consid\’er\’e comme celui du systeme normal de type $\omega a^{\prime}$ . donc il satisfait
\‘a la condition $4^{o}$ .

D’ailleurs, comme nous pouvons facilement voir, le type de $v_{m_{1}}$

croit avec $m_{1}$ .
$5^{o}$ Il est \’evident que le syst\’eme $\langle\nu_{m_{1}.m\underline,\ldots,m_{k}}\rangle$ est de type

$\omega a$ . La correspondanoe \’etablie entre $v_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ et $y_{m_{1},m,,\ldots,m_{k}}$

transforme le systeMe $\{\nu_{m}$

$\nu_{m,m}\ldots.\nu_{\underline{m,m,}\frac{m}{m}}$ $v\frac{m,m,\ldots.m}{m}$

$n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$
} \‘a $1’ ensembl\dot{e}M_{m}$ bien ordonn\’e de type $\omega^{\alpha^{\prime}}+m$ et de

plus $M_{m+1}$ est situ\’e au-dessus de $M_{m}$ pour tout nombre naturel $m$ .
Le systeme $\{\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\}$ se transforme donc \‘a l’ensemble bien

ordonn\’e de type $\omega^{\alpha}$ , puisque $\omega^{\alpha}=\sum_{m\approx 1}^{\infty}(\omega^{\alpha^{2}}+m)$ .
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11. Sch\’emes congruents.

Deuxieme cas; $a$ est de deuxi\‘eme espeee: soit $ a_{1}<ag<\cdots$

$<a_{l}<\cdots$ et $\lim_{l\rightarrow\infty}q=a$ . Soit { $\nu^{(l)}(l)m_{1},$
$m4^{l}$

) $(t)$$ m_{k}\rangle$ $(l=1,2, \ldots)$ un
systeme normal de type $\omega a_{l}$ . Consid\’erons le syst\‘eme $\{\nu_{m_{1}.m_{2},\ldots.m_{k}}\}$

o\‘u $\nu_{l,l},$ $\ldots$ $\iota=OX(1\leqq i\leqq l, l=1,2,3, \ldots);\nu_{l}l,$
$\ldots,$ $l$ . $m_{1}^{(l)},$ $m_{2}^{(l),}$

$\overline{i}$ $\vee l$
... , $m1^{\iota)=v^{(l)}(\iota)}m_{1},$

$m_{2}^{\prime}(l)$ $mt^{\iota)}$ et tous les autres sont vides.
La d\’emonstration que oe systeme est normal et de type $\omega a$ peut

\^etre obtenu par la m\^eme consid\’eration que nous avons faite dans le
premier cas, $c.q$ . $f.d$ .

$\backslash $

Pour un nombre entier positif $n$ , d\’e-
signons par { $ n^{*}\rangle$ tous les nombres $n^{(l\urcorner}$ d\’etermin\’es par la formule
$n^{(l)}=2^{l-1}(2n-1)$ , o\‘u $l$ parcourt l’ensemble de tous les nombres
naturels. On sait que, si $n\neq n^{\prime},$ $n^{(l)}$ n’est jamais \’egal \‘a $n^{r(l^{\prime})}$ , quels
que soient $l$ et $l^{\prime}$ . Pour deux nombres $m^{*}$ et $n^{*}$ , s’I1 existe
trois nombres naturels $l$ , $m$ et $n$ tels que $m^{*}=2^{m-1}(2l-1)$ et
$n^{*}=2^{n-1}(2l-1),$ $m^{*}$ et $n^{*}$ seront dits congruents et d\’esign\’es par
$m^{*}\equiv n^{*}$ .

Dans cette correspondanoe entre $n$ et \langle $n^{*}$}, un nombre $n$ correspond
\‘a une infinit\’e des nombres { $ n^{*}\rangle$ qui sont congruents. R\’eciproquement,
il est clair que, pour un nombre quelconque $n^{*}$ dans \langle $n^{*}$ }, il existe
un et un seul nombre $n$ tel que $n^{*}=2^{l-1}(2n-1)$ pour un nombre
entier positif $l$ convenablement choisi. D\’esignons par $\varphi(n^{*})$ cette cor-
respondanoe. Il est alors \’evident que $\varphi(m^{*})\equiv\varphi(n^{*})$ pour le cas et
le seul case $0\dot{u}m^{*}\equiv n^{*}$ . Nous \’ecrivons par $(m_{1}^{*}, m_{2}^{*}, \ldots , m_{k}^{*})$

$\equiv(n_{1}^{*}, n_{2}^{*}\ldots. n_{k}^{*})$ si $m_{1}^{*}\equiv n_{1}^{*},$ $m_{2}^{*}\equiv n_{l}^{*},$
$\ldots$ , $m_{k}^{*}\equiv n_{k}^{*}$ et dis\‘ons,

dans ce cas, $(m_{1}^{*}, m_{2}^{*}, \ldots m_{k}^{*})$ et $(n_{1}^{*}, n_{2}^{*}, \ldots , n_{k}^{*})$ sont congruents
l’un l’autre.

Consid\’erons maintenant un sch\‘eme monotone de SOUSLIN
$\{\delta_{n_{1},m_{-},\ldots.n_{k}}\}$ . Nous transformons ce systeme a un scheme de
SOUSLIN {$\delta_{n_{1},n_{2},.,n_{k}}^{*}**..*\rangle$ , ou $n_{k}^{*}$ parcourt l’ensemble { $ n_{k}^{*}\rangle$ correspon-
dant \‘a $n_{k}$ , et posons $\delta_{n_{1},n_{2},.,n_{k}}^{*}**..*=\delta_{n_{1},n_{2}\ldots..n_{k}}$ si $\varphi(n_{1}^{*})=n_{1}$ ,
$\varphi(n_{2}^{*})=n_{2},$

$\ldots$ , $\varphi(n_{k}^{*})=n_{k}$ . $\delta_{m_{1}}^{*}*$ , $m_{2}..m_{k}*,.,*$ et $\delta^{*}**,.,*n_{1},$
$n_{2}..n_{k}$

sont
dits congruents l’un l’autre, si $(m_{1}^{*}, m_{2}^{*}, \ldots , m_{k}^{*})\equiv(n_{1}^{*}, n_{2}^{*}, \ldots, n_{k}^{*})$ .

Le sch\’eme \langle $\delta^{*}n_{1}*,$
$n_{2}*,$ $\ldots.n_{k}*$ } ainsi obtenu est dit congruent \‘a

$\{\delta_{n_{1\prime}n_{2},\ldots,n_{k}}\}$ .
Nous allons d\’emontrer que $\{\delta^{*}n_{1}*, n_{2}*, \ldots.n_{k}*\}$ satisfait aux conditions

suivantes :
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1o II est monotone.
$2^{o}$ $S’ i\downarrow$ existe au moins un \’el\’ement successeur \‘a un point $x$ d’un

\’el\’ement donn\’e, il existe alors une infinit\’e des \’el\’ements successeurs au
point $x$ de 1’\not\in l\’ement donn\’e.

$3^{o}$ Le tyPe de $\delta_{n_{1,n_{2}\ldots..n_{k}}^{;k**}}^{*}$ \‘a un point $x$ est \’egal \‘a celui de
$\delta_{\varphi(n_{1}).\varphi(n_{2}),\ldots.\varphi(n_{k})}***$ au point $x$ . Par suite, si $(m_{1}^{*}, m_{2}^{*}, \ldots, m_{k}^{*})$

$\equiv(n_{1}^{*}, n_{2}^{*}, \ldots, n_{k}^{*})$ , le type de $\delta_{m_{1},m_{2},.,m_{k}}^{*}**..*$ au $\kappa$ point $x$ coincide
avec celui de $\delta_{n_{1},n_{2},..n_{k}}^{*}*\#..*$ au point $x$ .

D\’emonstration. 1o La proposition est \’evidente:
$2^{o}$ Consid\’erons d’abord un \’el\’ement successeur $\delta_{n_{1}^{*},n_{2}^{*}\ldots..n_{k}^{*},n^{*}}^{*}$

au point $x$ de $\delta_{n_{1},n_{2},.,n_{k}}^{*}**..\star$ donn6, si celui-l\‘a a au moins un. D’apres

la propri\’et\’e de la transformation ex\’ecut\’ee, il existe deux \’el\’ements

$\delta_{\varphi(n_{1})}*\varphi(n_{2}^{\star}),$

$\ldots,$
$\varphi(n_{k}^{*}),$ $\varphi(n)*$ et $\delta_{\varphi(n_{1})}*\varphi(n_{2})*,$

$\ldots,$
$\varphi(n_{k})*$ et celui-l\‘a est suc-

cesseur au point $x$ de celui-ci. Comme il existe une infinit\’e de$s$

nombres qui sont transform\’es de $\varphi(n^{*}),$ $iI$ en r\’esulte que la proposition
$2^{o}$ est vraie.

$3^{o}$ Pour le d\’emontrer, nous montrons d’abord que $\delta_{n_{1},n_{2}..,n_{k}^{*}}^{*}**.$.
\’etant de type $\beta$ au point $x$ , alors $\delta_{\varphi(n_{1})}*\varphi(n_{2}*),$

$\ldots,$
$\varphi(n_{k}^{*})$ est aussi de

type $\beta$ au point $x$ . Ceci est \’evident pour $\beta=1$ . Supposons donc que
la proposition est vraie pour tous les nombres $\beta^{\prime}$ inf\’erieurs \‘a un
nombre donn\’e $\beta$ , et d\’emontrons sa v\’erit\’e pour le nombre $\beta$ .

Soit $\beta$ le type de $\delta_{n_{1}}^{*}*n_{2}..n_{k}*,.,*$ au point $x$ . Consid\’erons la totalit\’e
des \’el\’ements successeurs, $quI$ sont de rang $k+1$ , de $\delta_{n_{1}}^{*}*n_{2}^{*},$

$\ldots,$
$n_{k}^{*}$

au point $x$ et d\’esignons-les par $\delta_{n_{1},n_{2},.,n_{k},n}^{*}**..**$ . $\beta_{n}*\text{\’{e}} tant$ le type
de $\delta_{n_{1},n_{2},.,n_{k},n}^{*}**..**au$ point $x$ , il est clair que $\beta=(\max_{n^{*}}\beta_{n}*)+1$ . Puis,

prenons l’\’el\’ement $\delta_{\varphi\langle n_{1}),\varphi(n_{2}),\ldots,\varphi(n_{k})}***\varphi(n)*$ Par l’hypothese admise,

le type de cet \’el\’ement est $\beta_{n^{*}}$ au point $x$ . Donc, $\beta$ est le type de
$\delta_{\varphi(n_{1})}*\varphi(n_{2})*,$

$\ldots$
$\varphi(n_{k})*$ au point $x$ , et, par suite, il en r\’esulte que:

$\beta$ 6tant le type de $\delta_{n_{1},n_{2},.,n_{k}}^{*}**..*$ au point $x$ , celui de $\delta_{\varphi(n_{1})}*\varphi(n_{2})*$,

... . $\varphi(n_{k})*$ est encore $\beta$ au point $x$ .
De la m\^eme mani\‘ere que nous avons faite plus haut, nous obtenons

le r\’esultat suivant:
$\beta$ \’etant le type de $\delta$ au point $x$ . un \’el\’ement $\delta_{n_{1},n_{2}}^{*}**\ldots$

$n_{1},$ $m_{2’\cdots\prime}n_{k}$

$n_{k}*$ transform\’e de celui-l\‘a a aussi le type $\beta$ au point $x,$ $c.q.f.d$ .
Nous avons, par suite, le
Th\’eoreme 5. Soit $\{\delta_{n_{1}.n_{2},.,n_{k}}^{*}**..*\}$ un scheme congruent a un

scheme monotone de SOUSLIN \langle $\delta_{n_{1},n_{d},\ldots.,n_{k}}$ }. Le type de $\delta^{*}*n_{1},$
$\varphi^{r},$

$\ldots$ ,
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$n_{k}(m_{i^{P}}, m_{2}^{*}, \ldots m_{k}^{*})\equiv(n_{1}^{*},$
$n_{2}^{*},$

$\ldots$

$*$ et de $\delta_{\varphi(n_{1}^{*}),\varphi(n_{2}^{*}),\ldots,\varphi(n_{k}^{*})}$ sont \’egaux au point $x$ , et, par suite, $si$

, $nk$), le type de $\delta_{m_{1},m_{2},.,m_{k}}^{l}**..*$ et
de $\delta_{n_{1,n_{2},\ldots,n_{k}}^{***}}^{*}$ sont \’egaux au point $x$ . Le type de \langle $\delta^{*}n_{1}*.n_{2}*,$

$\ldots,$
$n_{k}*$ }

et de \langle$\delta_{n_{1}.n_{2},\ldots.n_{k}}$} sont donc \’egaux au point $x$ .
12. Normalisation des sch\‘emes donn\’es et les in\’egalit\’es qui s’y

rattachent. Th\’eor\‘eme 6. Soit $\{\delta_{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{k}}\}$ un sch\‘em$e$ monotone
de SOUSLIN, qui est de type $\omega a$ et qui satisfait \’a la condition sui-
vante:
$C0ngruents(n_{1}(0)\delta n_{1}n_{2}\ldots,n_{k}...,n_{k}^{\prime}$

Il existe alors un sch\‘eme monotone de SOUSLIN {$\delta_{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}\rangle$

et un qch\‘eme normal de SOUSLIN $\{\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\}$ , qui est de type
$\omega a$ , tels que

1) $\delta_{m_{1},m_{z},\ldots.m_{k}}^{*}\neq 0$ entraine $\nu$ $=OX$ .
$m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$

2) D\’estignons par $\beta_{x}^{n_{1}}$ et par $\gamma_{x}^{m_{1}}$ le type de $\delta n_{1}$ et de $\delta_{m_{1}}^{*}$ au point
$xrespect\dot{w}$ement, et par $\xi^{m_{1}}$ le type de $\nu_{m_{1}}$ . Posons $\beta_{x}^{n_{1}}=\omega\sigma_{x}^{n_{1}}+q_{x*}^{n_{1}}$

$\xi^{m_{1}}=\omega\tau^{m_{1}}+p^{m_{1}}$ . Alors nous pouvons faire correspondre tout $n_{1}$ et
tout $m_{1}$ biunivoquement, de sorte que nous ayons les in\’egaht\’es $su\dot{w}$antes:

a) si $\sigma_{x}^{n_{1}}=0$ , nous avons touiours
(1) $\gamma_{x}^{m_{1}}\leqq q_{x}^{n_{1}}$ ,

et il existe au moins un nombre entier positif n\’i congruent a $n_{1}$ tel que

(2) $\gamma_{x}^{m_{1=}^{\prime}}q_{x}^{n_{1}^{\prime}}$ ; $m_{1}^{\prime}=\varphi(n_{1}^{\prime})$ , $n_{1}^{\prime}\equiv n_{1}$ .
$\beta)$ si $\sigma_{x}^{n}‘\geqq 1$ , nous avons toujours

(3) $\gamma_{x}^{m_{1}}$. $\leqq\omega 2(\sigma_{x}^{n_{1}}+1)$ ,

et il existe au moins un nombre entier positif n\’i congruent a $n_{1}$ tel $qne$

(4) $\gamma_{x}^{m_{1\geqq(\beta_{x}^{n_{1}}-p^{m_{1}})+p^{m_{1}};}^{\prime}}$ $m_{1}^{\prime}=\varphi(n_{1}^{\prime})$ , $n_{1}^{\prime}\equiv n_{1}$ .
Remarque. D\’esignons par $\beta_{x}$ et $\gamma_{x}$ le type de \langle $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ } et

de { $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}\rangle$ au point $x$ respectivement. Nous avons alors
d’apr\’es la d\’efinition, $\beta_{x}=\max_{n_{1}}\beta_{x}^{n_{1}}$ et $\gamma_{x}=\max_{m_{1}}\gamma_{x}^{m_{1}}$ .
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D\’emonstration. Consid\’erons d’abord un sch\’eme normal $\{\nu_{m_{1},\underline{m}}\ldots$ ,
$ m_{k}\rangle$ qui est de type $\omega a$ .

Soit $\mu=$ $(m_{1}$ , $m_{2},$ $\ldots$ , $m_{k}$ , .. . $)$ un normbre irrationnel entre $0$ et
1. Faisons correspondre un nombre rationnel $ 0.\lambda_{1}\lambda_{2}\lambda_{3}\ldots$ . \‘a base 3
($c$ .-a-d. $\lambda_{k}=0,1$ ou 2; $\lambda_{k}=0$ \‘a partir d’un certain rang d\’ependant de
$\mu)$ , suivant la regle: Nous posons $\lambda_{1}=2$ et $\lambda_{k}=0,$ $\lambda_{k}=1$ ou $\lambda_{k}=2$ ,
$(k\geqq 2)$ , suivant que, pour l’\’el\’ement $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k-1}}(k\geqq 2)$ , le premier,
le second ou le troisieme cas dans la condition $2^{o}$ de la normalit\’e a
lieu (voir p. 198). D\’esignons par $a_{n}$ le num\’ero $k$ tel que $\lambda\propto n$ est le
n-ieme 2 et par $a^{*}$ le num\’ero du premier $0,$ $c$.-a-d. $\lambda_{\alpha_{i}}=\lambda_{\alpha},$ $=\ldots$

$=\lambda_{\alpha_{n}}=2$ et $\lambda_{\alpha^{*}}=0(a_{1}<a_{2}<\ldots<a_{n}<a^{*})$ . Pour tout $n$ , le syst\‘eme
\langle $n_{\alpha_{n-1}+1}$ , $n_{\alpha_{n-2}+2}\ldots,$ $n_{\alpha_{n}}$} \’etant d\’enombrable, nous pouvons les faire
correspondre \‘a $m_{\alpha_{n}}$ biunivoquement. Remarquons que, d’apres les
conditions $2^{o}$ et $3^{o}$ de la normalit\’e (voir p. 198), $\alpha_{n}$ d\’epend seulement
des $m_{\alpha_{1}},$ $m_{\alpha_{2}},$ $\ldots$ , $m_{\alpha_{n-1}}$ . Par suite, si $k=a_{n}(n=1,2,3, \ldots.)$ ,
$(n_{1}, n_{2}, \ldots.\cdot n_{k})$ et $(m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{k})$ se correspondent biunivoquement.
Nous pouvons d\’esigner cette correspondanoe par $n_{\alpha_{n-1}+v}=\varphi_{\alpha_{n}}^{\nu}(m_{a_{n}})$ ,
$\nu=1,2,$ $\ldots$ $a_{n}-a_{n-1}$ . Pour $a_{n-1}\leqq k<a_{n}$ ou $a^{*}(n>1)$ , nous posons

$\delta_{m_{1\prime}m_{2}\ldots.,m_{k}}^{*}=n_{\alpha_{n-1}+1},\sum_{n_{\alpha_{n-1}}+2},$

$\ldots,$

$k\delta\varphi_{\alpha_{1}(m_{\alpha_{1}})}\varphi_{\alpha_{2}(m_{\alpha})}^{1}$

$\varphi_{\alpha_{2}}^{2}(m_{\alpha_{2}}),$
$\ldots.\varphi_{\alpha}^{\alpha_{f}-\alpha_{1}}(m_{\alpha_{f}})$ ,

$\varphi_{\alpha_{3}}^{1}(m_{\alpha_{3}}),$ $\varphi_{a_{\theta}}^{2}(m_{*}),$ $\ldots,$
$\varphi_{\alpha_{s}}^{\alpha_{S}-\alpha_{2}}(m\alpha,\rangle$ ,

(00)

$\varphi_{\alpha_{n-1}}^{1}(m_{\alpha_{n-1}}).\varphi_{\alpha_{n-1}}^{2}(m_{\alpha_{n-1}}),$ $\ldots$ ,

$\varphi_{\alpha_{n-1}}^{\alpha_{n-1}-\alpha_{n-2}}(m_{\alpha_{n-1}}),$
$n_{\alpha_{n-1^{+1}}}$

$n_{\alpha_{n-1}}+2,$
$\ldots.k$

et tous les autres sont vides.
D\’esignons par $\beta_{x}^{n_{1},n_{2}}$ ’ $n_{k}$ et par $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2}}$ ’ $m_{k}$ le type de

$\delta_{n_{1},n_{2}\ldots..n_{k}}$ et de $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}$ au point $x$ respectivement, et par
$\xi^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ celui de $\nu_{m_{1},m_{2}}\ldots$ $mk$

. Posons $\beta_{x}^{n_{1},n_{2}\ldots..n_{k}}$

$=\omega\sigma_{x}^{n_{1}.n_{2}\ldots..n_{k}}+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}},$ $\xi^{m_{1},m_{2’\cdots\prime}m_{k}}=\omega\tau^{m_{1}}$ $m,$ $\ldots.mk$

$+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ . Supposons que $k=a_{n}(\lambda_{k}=8)$ . Donc $(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k})$

et $(m_{1} , m_{2}, \ldots m_{k})$ se correspondent biunivoquement.
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Alors nous avons les in\’egalit\’es suivantes:
a) si $\sigma_{x}^{n_{1},n_{2’\cdots\prime}n_{k}}=0$ , nous avons toujours

(1) $\gamma_{xx}m_{1},$$m_{2},$ $\ldots.mk\leqq qn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $nk$

et $sI$ de $plus$

{

$\xi m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}\geq\beta_{x}n_{1},$ $n_{2}\ldots.,$ $n_{k}$ , nous avons
(2) $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}=}q_{x}n_{1},$

$n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k_{*}}$

$\beta)$ si $\sigma_{x}^{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{k}}\geqq 1$ , nous avons tcujours

(3) $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2’\cdots\prime}m_{k\leq}}\varpi 2(\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}+1)$

et si de plus, $\xi m_{1},$ $m_{e},$ $\ldots,$ $m_{k},$
$\geqq\beta_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,\eta_{k}}$ , nous avons

(4) $\gamma_{x}^{m_{1\prime}m}$
, ..., $mk\geqq(\beta_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}-p^{m_{1\prime}m*}.$ , $m_{k)}$

$+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ .
En $\infty santk=1$ , par suite, $m\alpha_{1}=m_{1}$ , nous avons notre th\’eoreme,

$d’ aoe\dot{e}s$ la condition (0) (voir p. 202). Il nous suffit donc d’\’etablir oes
in6ga1it\’es.

Tout d’abord, selon la construction du systeme de SOUSLIN
\langle $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}$} , il est \’evident que $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}\# O$ entra\^ine

$\nu_{m_{1},m_{2}}$ :.. , $m_{k}$
$=OX$ . De plus, tout \’el\’ement de rang $k$ , quel que soit

$k$ , du syst\’eme { $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\rangle$ correspond \‘a un \’el\’ement de rang $k$ du
syst\‘eme $\{\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}\}$ , et chaque \’el\’ement de rang $k$ de celui-ci est
compos\’e des 616ments de rang $k$ de oelui-l\‘a. D’apres la propri\’et\’e de
la correspondanoe (00), comme nous pouvons sans peine $vo\ddagger r$ , le syst\’eme

. { $\delta_{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}^{*}\rangle$ est monotone.
Nous allons \’etablir les in\’egalit\’es donn\’ees plus haut.
$(^{*})$ : Consid\’erons d’abord le cas ou $\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}=0$ . Prenons un

point $x$ dans $OX$ . Alors, d’apr\’es l’hypothese, le type de $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$

au point $x$ est $q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ , $x$ appartient donc pr\’ecis\’ement \‘a un 61\’e-
ment $\delta$ et n’appartient \‘a aucun

$n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k},$ $n_{k\vdash 1},$ $\ldots,$ $n_{k+q_{x}^{n_{1}.n_{2}\ldots..n_{k}}-1}$

\’el\’ement de rang $(k+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}})$ successeur de $\delta_{n_{1},n_{2}}$ , ... $nk$
au point

$x$. Donc, d’apres la propri\’et\’e de la correspondance entre $\{\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\}$

et \langle
$\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$}, il n’existe aucun \’el\’ement de rang $(k+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}})$

successeur de $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}$ et qu\ddagger contient le point $x$ . Nous avons
donc
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(1) $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k\leqq}}q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ .
$(^{**})$ : Si de plus $\xi^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}\geqq\beta_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ , il $y$ a au moins

un \’e16ment de rang $(k+q_{l}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}-1)$ successeur de $\nu$

$m_{1},$ $m_{2}\ldots.,m_{k}$

et qui correspond $\cdot$ \‘a l’\’el\’ement $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2}}}},$ $\ldots.n_{k_{-1}}$ contenant le
point $x$. Donc, il $y$ a au moins un \’el\’ement $\delta^{*}n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$$n_{k-1}m_{1},m_{-},$$\ldots,m_{k+q_{l}}$

qui contient s\^urement le point $x$ . Nous avons ainsi l’\’egalit\’e suivante

(2) $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2\prime}\ldots.m_{k}}=q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ .
Nous consid\’erons ensuite le cas o\‘u $\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}=1$ . Nous dis-

tinguons deux cas:
Premier cas o\’u $p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\geqq q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}$ . Prenons tous les

\’el\’ements de rang $(k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}})$ successeurs de $\nu_{m_{1},m_{2},..,m_{k}}$
,

d’apr\’es la propri\’et\’e $3^{o}$ et le troisieme cas de $2^{o}$ de la normalit\’e de
$\{\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\}$ ($vo\ddagger r$ p. 198) et d’apres la propri\’et6 de la correspondanoe
(00),

$\nu_{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k+p}}.m_{1}.m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ et $\delta_{n_{1},n_{2}}$ , ... , $n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}\cdot O\dot{u}}}$

$m_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}$ et $n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}$ existe un nombre infini, se $\infty r-$

respondent biunivoquement. Comme $\sigma_{x}^{n_{1},n_{2}}$ ’ $n_{k=1}$ et $ p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\geqq$

$\geqq q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}$ , le type d’un \’el\’ement quelconque $\delta_{n_{1},n_{0},\ldots,n_{k}}\ldots$

$n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}$ est un nombre fini. Par cons\’equent, d’apres le eas
$m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots.m_{k}$

$(^{*})$ , il vient $\gamma_{l}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k},\ldots,m_{k+p}}$ $\leqq$

$\leqq q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}$

D’apres la d\’efinition de type, nous avons

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$

$=\left(\begin{array}{llllllllllll} & & \max & & & \gamma_{x}^{m_{1},m_{2}}\cdot & \cdots & mk & \cdots & m_{k+p^{m_{I}..m}} & \cdots & mk\\m_{k+1},m_{k+} & \cdots & m_{k+p^{m_{1},m_{2}}} & \cdots & ’ & mk & & & & & & \end{array}\right)$

$+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$

et Par suite
$\gamma_{x}^{m_{1},m,\ldots,m_{k}}$

$\leqq(n_{k+1},$

$n_{k+},$

$\ldots,n_{k\# p^{m_{1\prime}m_{2},\ldots m_{k}}}\max_{2},q_{x^{1}}^{n,n_{2},\ldots,n_{k,.\prime}.,n_{k+p^{m_{1},m,\ldots,m_{k}}}})$

$+pm_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}\leqq\omega 2$ .
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Nous avons ainsi l’in\’egalit\’e:

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{2}}$ $m_{k}\leqq\omega 2(\sigma_{x}n_{1}, n_{2}, \ldots.n_{k}+1)$ .
Deuxi\’eme cas ou $p^{m_{1},m_{2}}$ ’ $m_{k}<q_{x}^{n_{1},n_{2}}$

$n_{k}$ Consid\’erons
d’abord tous les \’el\’ements de rang $(k+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}})$ successeurs de
$\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ au point $x$ . Le type d’un \’el\’ement quelconque $\delta_{n_{1},n_{2}}\ldots$

$n_{k},$ $\ldots,$ $ n_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2}}}’\cdots$
, $n_{k}$ est alors un nombre fini et leur boge sup\’erieure

est $\omega$ . Soit $\nu_{m_{1},\dot{m}_{\underline{o}},\ldots,m_{k},\ldots,m_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2}\cdot,\ldots,n_{k}}}}$
un \’el\’ement corre-

spondant \‘a $\delta_{m_{1},m_{-}\ldots.,m_{k},\ldots,m_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2}}}}^{*},$ $\ldots$ , $n_{k}$ qui contient l’\’el\’ement

$\delta_{n_{1},n_{-}},$ ... , $n_{k},$ $\ldots,$ $n_{k+q_{x}^{n_{1}.n_{2},\ldots.n_{k}}}$
Prenons un \’el\’ement quelconque

$\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k},\ldots,m_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}}}$
. Puis, consid\’erons tous les \’el\’e-

ments $\nu$ $n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k_{+p}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots.m_{k\prime q_{x}^{n_{1}.n_{2},\ldots.n_{\dot{k}}}}$

$m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k},$ $\ldots m_{k+q_{x}}$

de rang $(k+q_{x}^{n_{1}.n_{-},\ldots,n_{k}}+p^{m_{1},m_{2}} , m_{k\vdash q_{x}^{n_{1},n,.,\ldots.n_{k}}})$ successeurs
de $\nu_{m_{1},m_{2}.,\ldots.m_{k},\ldots,m_{k+q^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}oe}}$

. $\{\nu_{m_{1},m_{2},\ldots m_{k}}\}$ \’etant normal,

il existe une infinit\’e des \’el\’ements des
$v_{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k\dagger q_{x}^{n_{1\prime}n_{2\prime}\ldots.n_{k_{+p}}m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}}}}}$

de rang $(k+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+q_{x}}})n_{1}n_{\phi},$
$\ldots n_{k}$ sueeesseurs de

$v_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}\ldots.,m\&+q_{x}^{n_{1}.n_{-}}}\ldots.$ . , $n_{k}$ et chacun de ces \’el\’ements cor-
respond biunivoquement \‘a 1’61\’ement
$\delta_{n_{1}.n_{2},\ldots.n_{k+q_{x}^{n_{1},n_{\underline{\phi}}}}},$ $\ldots$ , $n_{R_{+p}}m_{1}$ . $m_{2},$ $\ldots$ , $m_{k+q_{l}^{n_{1},n_{2},\ldots,\acute{n}_{k}}}$ qui comcide

avec l’\’el\’ement $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k\vdash q_{x}^{n_{1}}}}^{*}$ , no-, ... , $n_{k_{+p}}m_{1}$ , $ m_{-}\ldots$ . , $m_{k+q_{l}^{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}}$

D’apr\’es le cas $(^{*})$ , il vient

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{2};}$
$m_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2}}}’\ldots,$ $n_{k_{+p}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots.m_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2},.\ldots.n_{k}}}$

$\leqq q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2}}}}$
$n_{k_{+p}}m_{1},.m_{\mathfrak{n}}.,$

$\ldots.m_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}}$

Nous avons donc

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k+q^{n_{1}}}}xn\underline{\cdot},$
$\ldots,$ $n_{k_{rp}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k+q^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}x\leqq\omega}$

et Par suite

$\gamma_{\varpi}^{m_{1},m_{2}}$
$m_{k+q^{n_{1}}x}\cdot n_{2},$ $\ldots,$

$\prime n_{k}.n_{1\prime}\leqq\omega+p^{m_{1},m_{2\prime}\ldots,m_{k\vdash q}}xn2,$

$\ldots.nk$
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It en r\’esulte que $\gamma^{m_{1}}ae$

$\dot{m}_{2}$ , $m_{k+a_{x}^{n_{1}}}\cdot n_{2}$ ‘’ $nk\leqq w2$ et donc
$\gamma_{l}^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}\leqq\omega 2+q_{x}^{n_{1}.n_{t},\ldots,n_{k}}$ . Nous avons ainsi l’in\’egalit6
suivante et par suite (3)

$\gamma_{u}^{m_{1}.m,,\ldots.m_{k}}\leqq\omega 2(\sigma_{x}^{n_{1}.g,\ldots.n_{k}}+1)$ .
Puis, naus allons consid\’erer le cas ou $\epsilon^{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}\geq\beta_{x}^{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{k}}$ .

Nous distinguons deux cas:
Premier cas ou $p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\geqq q_{x}^{n_{1},n}$

$n_{k}$ . D’apr\’es les con-
ditions $2^{o},$ $3^{o}$ et $4^{o}$ de la normalit\’e, il existe une infinit\’e des succes $\cdot$

aeurs, qui sont.de rang $(k+p^{m_{1},m_{2}\ldots..m_{k}})$ , de $\nu_{m_{1},m_{f},\ldots,m_{k}}$ et nous
les d\’esignons par

$\nu_{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k+\Phi}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ . Dans la correspon-
danoe (CO) chaque \’el\’ement de ces \’el\’ements correspond \‘a un \’el\’ement
$\delta_{\eta_{1}.n_{2},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m}}}$ , qui est un successeur de $\delta_{n_{1}.\alpha_{t}\ldots..n_{k}}$

au point $x$ , et chaque type de $\delta_{n_{1}.n_{2},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}}}$ est un
nombre flni et leur borne sup\’erieure est $\omega$ . D’apr\’es la propri\’et\’e $4^{o}$ du
scheme normal (voir p. 198), le type de $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+p}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$

croissant infiniment avec $m_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}$ , et leur borne sup\’erieure
est $\omega\tau^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ , $0\dot{u}\tau^{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}\geqq 1$ . D’ailleurs, d’apr\’es la
propri\’ett\’e(0), il existe un nombre inflni d’\’el\’ements qui sont con-
gruents \‘a $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}}}$ , et, par suite, il existe un 41&
ment $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k+p^{m_{1},m_{2},.m_{k}}}^{\prime}}:..quI$ est congruent \‘a celui-la et qui
correspond \‘a $v_{m_{1}.m_{2},\ldots.m_{k+p}^{\prime}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ dont le type est plus grand
que celui de $\delta_{n_{1},n_{2}\ldots..n_{k+p}^{\prime}}m_{1}$ . $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ Par suite, d’apres les cas
$1^{**}),$

$\gamma_{r}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+p}^{\prime}}=q_{x^{14*}}^{n.\prime}m_{1}.m_{2},$$\ldots,$ $m_{k}\ldots.m_{1}n_{k+p}^{\prime}\cdot m_{2}$ ’ $mk$

D’apres la definition de type et d’apr\’es la condition $3^{o}$ de la normalit\’e,

nous avons donc l’in\’egalit\’e: $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k\star P^{m_{1}.m,\ldots,m_{k_{-1}}}}}=n$) $+1$ ,
il vient donc $\gamma_{x}^{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}=\omega+p^{m_{1},m_{2}\ldots..m_{k}}$ et par suite

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{\underline{0}},\ldots,m_{k}}\geqq(\beta_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}-p^{m_{1},\eta,\ldots m_{k}}f)+p^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}$.
$\bullet$

Deuxi\’eme cas ou $p^{m_{1},m_{z},\ldots,m_{k}}<q_{x}^{n_{1},n_{r}\ldots.,n_{k}}$ . II est \’evident
que le type de $\delta_{n_{1},n\underline,,\ldots.n_{k\star p^{m_{1}.m_{2},\ldots m_{k}}}}$ , qui est un successeur
de $\delta$ au point $x$ , est au plus $\omega+q_{x}^{n_{1}.n_{2}}$

$n_{k}$

$n_{1}$ . $n_{2},$ $\ldots..n_{k}$

$-p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ au point $x$ , et il existe au moins un \’el\’ement qui a
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pr\’ecis\’ement le type $\omega+q_{x}^{n_{1},n_{2}\ldots..n_{k}}-p^{m_{1}}$ ‘ $ m:’\ldots$ ’ $mk$ De plus, par la
proprie’t\’e (0), il existe un nombre infini des \’el\’ements de rang

\langle $k+p^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}$) dont les types sont \’egaux \‘a $\omega+q_{x}^{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{k}}$

$-p^{m_{1},m_{2’\cdots\prime}m_{k}}$ . D’ailleurs, d’apr\‘es la propri\’et\’e $4^{o}$ de la normalit\’e,
il n’existe qu’un nombre fini de $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+p}}m_{1},$ $m_{\vee},$ $\ldots,$ $m_{k}$ pour

lequel $\xi^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k+p^{m_{1},\ldots.m_{k}}}}<\beta_{\varpi}^{n_{1},n_{f},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m,,\ldots,m_{k}}}}$ ou

bien $p^{m_{1}.m_{2}}$
, $m_{k+p^{m_{1},m_{2}}}’$ . ‘ $mk<q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p}^{m_{1},m_{\wedge},\ldots,m_{k}}}$

Il existe donc deux \’el\’ements $\nu_{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k+p}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots$ , $m_{k}$ et

$B_{n_{1}.n_{2},\ldots.n_{k+p}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots$ . $m_{k}$ tels que $\xi^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}\geqq$

$\geqq\beta_{x}^{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}$ et $ p^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k+p^{m_{1},m_{2:}\ldots,m_{k}}}}\geqq$

$\geqq q_{x}^{n_{1}.n_{2},\ldots.n_{\dot{k}+p^{m_{1}..m_{2},\ldots,m_{k}}}}$ et qui se correspondent. Par la consid\’era-

tion analogue au premier cas, nous avons $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+p}}$ $\geqq$

$m_{1}.m,\ldots.,$ $m_{k}$

$\geqq(\beta^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m,\ldots.,m_{k}}}}ae-p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+p^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}}})$

$+p^{m_{1},m_{0}.,\ldots}$
, ‘ $mk$ Il en r6su1te imm\’ediatement que

(4) $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\geqq(\beta_{a}^{n_{1},n_{2’\cdots\prime}n_{k}}-p^{m_{1},m,\ldots,m_{k}})$

$+p^{m_{1}.m_{2}\ldots.,m_{k}}$ ,
car, il existe des \’el\’ement$s\delta_{n_{1},n_{2}\ldots..n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}$ qui sont de
type $\beta_{x}^{n_{1}.n_{2},\ldots,n_{k}}+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}-p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$

La proposition est vraie pour $\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}=1$ . Supposons donc
les in\’egalit\’es vraies pour tous les nombres inf\’erieurs \‘a un nombre
$\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ donn\’e, et montron $s$ sa v\’erit\’e pour le nombre
$\sigma_{l}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ lui-m\^eme. Nous avons deux cas \‘a distinguer:

Premier cas o\‘u $p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\geqq q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ . Consid6rons tous
les \’el\’ements de rang $(k+p^{m_{1}} ‘ m_{2}, \ldots ’ m_{k})$ successeurs de $\nu_{m_{1},m,,\ldots,m_{k}}$

;
de tels \’el\’ements existent en nombre infini. D’apr\’es la propri\’et\’e de
la correspondanoe (00), chacun de ces \’el\’ements correspond \‘a un \’el\’ement
de $\delta_{n_{1},n_{2}}\ldots,$ $ n_{k\vdash p^{m_{1},m_{2}}}’\cdots$ . $mk$ de rang $(k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}})$ sucoesseur
de $\delta_{n_{1}.n_{2},\ldots,n_{k}}$ biunivoquement. Il est 6vident que le type de

e chacun de $\delta_{n_{1}.n_{2},\ldots,n_{k+p}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ est \ddagger nf\’erieur \‘a $\omega\sigma_{x}^{n_{1},n_{d},\ldots,n_{k}}$

et leur borne sup\’erieure est $\omega\sigma_{x}^{n_{1}.n_{2},\ldots,n_{k}},$ $c$ .-\‘a-d. il est de la forme

$\beta_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}=\omega\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}$

$+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}$
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et $\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}<\sigma_{x}^{n_{1}}n_{1},$ $\ldots,$ $n_{k}$

D’apr\‘es l’hypoth\’ese, il vient toujours

$\gamma_{x}^{m_{1}}m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k\vdash p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}m_{1},m_{2}\ldots,m_{k}}}\leqq\omega 2(\sigma_{l}^{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{k+p}}+1)$

$\leqq\omega 2\sigma_{\varpi}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ .
Par cons\’equent, nous avons l’in\’egalit\’e

(3) $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\leqq\omega 21^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\sigma_{x}+1$).

Consid\’erons, en particulier, le cas $\xi m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}\geqq\beta_{l}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ .
Prenons tous les \’el\’ements de rang $(k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}})$ successeurs de
$\nu_{m_{1},m_{-}\ldots.,m_{k}}$ . D’apres la propri\’et\’e $4^{o}$ de la normalit\’e et par la
correspondanoe (00), tous ces \’el\’ements et tous les \’el\’ements de rang

\langle$k+p^{m_{1},m,,\ldots.m_{k}}$) qui sont des successeurs de $\delta_{n_{1}.n_{2},\ldots,n_{k}}$ au point
$x$ se correspondent biunivoquement. Il est 6vident que le type d’un
\’el\’ement quelconque $\delta_{n_{1}.n_{2},\ldots,n_{k\vdash p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}$ est inf\’erieur \‘a

$\omega\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ et leur borne sup\’erieure est $\omega\sigma_{x}n_{1},n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ D’apr\’es
la propri\’et\’e (0), il existe une infinit\’e de $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k\vdash p^{m_{1},m_{2}}}},$ $\ldots,$ $m_{k}$

qui sont congruents. Selon la propri\’et\’e $4^{o}$ de la normalit\’e (voir p. 198),
il n’existe qu’un nombre fin\ddagger de $\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+p}}m_{1},$ $m_{2}\ldots.,$ $m_{k}$ pour
lesquels le type est inf\’erieur \‘a oelui de l’\’el\’ement. $quelcon\grave{q}ue$

fixe $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}$ . II existe donc deux \’el\’ements

$\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+p}}m_{1},m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ et $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ et le
type de celui-la est plus grand que celui-ci, et ils se correspondent
dans la correspondance (00). D’apr\‘es l’hypothese, il vient

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{2}}$
$m_{k\# p^{m_{1}.m_{2}.\ldots,m_{k}m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}\geqq(\beta_{\varpi}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p}}$

$-p^{m_{1}}’ m,,$ $\ldots,$ $m_{k\vdash p^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}$) $+p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k\prime p}}$ .
Comme

$n_{k+1},$
$n_{k+2}\ldots.,\max_{m_{k}},$$\ldots,\beta_{l}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k\vdash p^{m_{1}}}}$

‘ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$

$=\omega\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}$ , il vient

$\gamma_{x}^{m_{1},m,,\ldots.m_{k}}\geqq(\beta_{x’}^{n_{1},n_{2\prime}\ldots,n_{k}}-p^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}})+p^{m_{1},m_{2\prime}\ldots,m_{k}}$

ce qui donne l’in\’egalit6 (4).
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Deuxi\‘eme cas ou $p^{m_{1},m,,\ldots,m_{k}}<q_{x}^{n_{1},n,,\ldots n_{k}}$ . Consid\’erons
d’abord tous les \’el\’ements de rang $(k+q_{x}^{n_{1},n} ’ n_{k})$ qui sont des
sucoesseurs de $\delta$ au point $x$ . Le type de chacun des \’el\’e-

$n_{1},$ $n_{2},|\ldots,$ $n_{k}$

ments est inf\’erieur \‘a $\omega\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}$ et leur bome sup\’erieure est
$\omega\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ . Soit $\nu_{m_{1},m.,\ldots.m_{k+q_{x}^{n_{1}.n_{2},\ldots,n_{k}}}}$ un \’el\’ement cor-
respondant \‘a $\delta_{m_{1},m_{-},\ldots,m_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}}}^{*}$ . Prenons un \’el\’ement quel-

conque
$\nu_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}}}$

et consid6rons tous les \’el\’ements

$vn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k_{+p}}m_{1},$ $m_{2},$$\ldots,m_{k+q_{x}}m_{1},$$m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k+q_{l}}$

$n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ qui sont des
suceesseurs de l’\’el\’ement donn6. La correspondance entre ces \’el\’ements

et ceux de rang ($k+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}+p^{m_{1},m_{2}}$ ’ , $m_{k+q_{\emptyset)}}n_{1},$
$ n_{2}\ldots$ ’ $n_{k}$

qui sont des successeurs de tous les \’el\’ements $\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k*v_{x}^{n_{1}.n_{1}\ldots.,n_{k}}}}$ ,

qui composent l’\’el\’ement $\delta^{*}n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$$n_{k}m_{1},m_{2},$$\ldots,$ $m_{k+q_{x}}$

, est biunivoque.
Or, chaque type des \’el\’ements

$\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+q_{l}}}n_{1}.n_{2},$ $\ldots$ . $n_{k_{+p}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k+q_{x}}n_{1},$
$n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$

au point $x$ est inf\’erieur \‘a $\omega\sigma_{x}^{n_{1},m_{-}}$ . ’ $nk$ et leur borne sup\’erieure est
$\omega\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ . Par suite, selon l’hypothese admise, nous avons
l’in\’egalit\’e suivante

$m_{1}.m_{2},$ $\ldots.m_{k+\alpha_{l}^{n_{1}}}’ n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k_{+p}}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k+0_{l}^{n_{1}}}’ n$ $\ldots,$ $n_{k}$

$\gamma_{l}$

$\leqq\omega 2(\sigma_{x}^{n_{1},n_{2}} n_{k\}q^{n_{1}}x}’ n\underline, \ldots, n_{k_{+p}}m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{k\vdash q_{l}^{n_{1},.n_{2}}}\cdots., n_{k}+1)$

$\leqq\omega 2\sigma_{\Phi}^{n_{1},n_{2\prime}\ldots,n_{k}}$

et par suite

$\gamma_{x}^{m_{1}}m_{2},$
$\ldots.m_{k^{q_{l}}}n_{1},$

$n_{\dot{2}},$

$\ldots,$
$n_{k}\leqq\omega 2\sigma_{l}^{n_{1}}n_{2},$ $\ldots,$ $nk$

$+p^{m_{1}}m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k+q^{n_{1}}x}’ n_{2}$ $\ldots.n_{k}\leqq\omega 2\sigma_{x}^{n_{1}}n_{2},$ $\ldots,$ $ n_{k}+\omega$

Nous avons donc

(3) $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\leqq\omega 2(\sigma_{x}^{n_{1\prime}n_{2},\ldots,n_{k}}+1)’$ .
Nous allons en particulier consid\’erer le cas $\xi^{m_{1}}’ m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$

$\geqq\beta_{x}^{n_{1},n_{2}}$
$n_{k}$ . Consid\’erons tous les \’el\’ements

$\nu_{m_{1}}$
$m_{2}$ , ....,
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$m_{k\vdash p}m_{1},$ $m_{2}$ , .... , $m_{k}$ et $\delta_{n_{1}}$

$n_{2}$ , .... , $n_{k\vdash v^{m_{1}}}’ m_{\underline{n}}$ , .... , $m_{k}$ de rang
$(k+p^{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}})$ . $Dans$ cette place, $\nu_{m_{1},m,\ldots,m_{k\vdash p}m_{1},m.,\ldots,m_{k}}$

et $\delta$ sont successeurs de $\nu$ et
$n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,n_{k\vdash p}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ $m_{1},$ $m_{2}\ldots.,$ $m_{k}$

de $\delta_{n_{1}.n_{2},\ldots.n_{k}}$ au point $x$ respectivement, et ils se correspondent
biunivoquement. D’apr\‘es la propri\’et\’e $4^{o}$ de la normalit\’e et la condition
(0), (voir p. 202), pour un \’el\’ement quelconque $\delta_{n_{1}.n_{\underline{0}},\ldots.n_{k\vdash p}m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}$

il existe deux \’el\’ements
$\nu_{m_{1}.m_{2},\ldots.m_{k*p}m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$

et $\delta_{n_{1},n_{2}}\ldots$

$n_{k+p}m_{1}.m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ ’ dont la deuxi\‘eme est congruent a $\delta_{n_{1},n_{2}}\ldots$

$n_{k+p}m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$
tels que

$\xi^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k\star p^{m_{1},m_{-},\ldots,m_{k}}}^{J}}=>\beta_{\varpi}^{n_{1},n_{3},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m_{2\prime}\ldots,m_{k}}}^{\prime}}$

et $p^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k+p^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}}^{\prime}}\geqq q_{l}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k+p^{m_{1},m.,\ldots,m_{k}}}^{\prime}}$

et ces deux \’el\’ements se correspondent. Comme il existe un \’el\’ement

$\delta_{n_{1},n_{2}\ldots.,n_{k\succ p}m_{1},m_{1},\ldots,m_{k}}$ dont le type au point $x$ est $\omega\sigma_{x}^{n_{1},n_{\mathfrak{n}}.,\ldots,n_{k}}$

$+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}-p^{m_{1},m_{-},\ldots,m_{k}}$ pr\’ecis\’ement, il en r\’esulte d’apres le
premier cas que

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+p^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}}^{\prime}}\geqq\omega\sigma_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$

$+q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}-p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ .
Or, comme nous avons $q_{x}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}>p^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ , $1’ in\acute{e}galIt\text{{\it \’{e}}}$

suivante est \’etablie:

(4) $\gamma_{x}^{m_{1},m_{\sim},\ldots,m_{k}}\geqq(\beta_{l}^{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}-p^{m_{1},m_{\sim},\ldots,m_{k}})$ .

$+p^{m_{1,\mathfrak{R}}}’\ldots,$
$m_{k}$

$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
D’apres le th\’eor\’eme 6, $a$ \’etant un nombre limite, nous pouvons

conclure le
Corouaire. Soient \S \mbox{\boldmath $\omega$}\mbox{\boldmath $\alpha$} et \S \mbox{\boldmath $\omega$}*\mbox{\boldmath $\alpha$} les constituantes sup\’erieures

$du$ sch\‘eme $\{\delta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\}$ et $du$ scheme $\{\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{\star}\}$ ce dernier
est le sch\‘eme normalis\’e de \langle $\delta_{n_{1},n_{0}.,\ldots,n_{k}}$

.
}. Nous avons toujours

$\S_{w\alpha}=@_{\omega g}^{*}$ .
La remarque suivante sera utile dans la d\’emonstration du

th\’eoreme 7.
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Remarque. D’apr\’es la propri\’et\‘e de la correspondanoe (00), nous
pouvons v\’erifier que: a propos des sucoesseurs, qui sont de rang $k+1$ ,
de $\delta_{m_{1},m.}^{k}\sim$ \‘a un point $x$ , il n’y a que trois cas possibles:

1) $\delta_{m_{1},m_{2}}^{*}\ldots,$
$m_{k}$

ne possede aucun successeur au point $x$ .
2) $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}|\backslash $ possede un et un seul successeur, et oe cas. a

lieu dans le seul cas ou $m_{1}+1$ ou $k\neq a_{n}-1(n\geqq 2)$ .
3) $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots.}^{*}$ possede un infinit\’e des successeurs, et oe cas

se produit dans le seul cas ou $m_{1}=1$ ou $k=a_{n}-1(n\geqq 2)$ .
D’ailleurs, d’apres la propri\’et\’e du sch\’eme congruent et d’apr\’es

celle de la correspondanoe (00), nous pouvons dire que, si $\nu_{m_{1},m}$
$..,$ $m_{k}$

poss\’ede une infinit\’e des successeurs de rang $k+1,$ $c$ .-\‘a-d. $k=a_{n^{-1}}$ ,
et si $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}$ poss\’ede au moins un successeur au point $x$ ,
$\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}$ en possede $\cdot$ une infinit\’e des sucoessurs de rang $k+1$ .
Par cons\’equent, comme on peut sans peine voir, si le type de
$\delta_{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}^{*}$ au wint $x$ est $\omega\sigma_{x}^{m_{1},m\underline,\ldots,m_{k}}+q_{x}^{m_{1}}m_{2},$ $\ldots,$ $mk$

$(\sigma_{x}^{m_{1},m,\ldots,m_{k}}:\geqq 1)$ , les successeurs, qui soint de rang $k+1,$ $k+2$ ,

. . . , $k+q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}-1$ respectivement, de $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}^{*}$ au point
$x$ se d\’eterminent unlquement.

13. Transformation des schemes de SOUSLIN aux cribles de
LUSIN.

Th\’eoreme 7. Soit \langle $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,rn_{k}}^{*}$ } un sch\‘eme d\’efini dans le
th\’eor\‘eme 6. Maintenant, faisons correspondre un \’el\’ement quelconque
$\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}(\neq 0)$ de ce sch\‘eme a un nombre rationnel $y_{m_{1},m,,\ldots,m_{k}}$

qui est donn\’e par $1-(\frac{1}{2^{m_{1}}}+\frac{1}{2^{m_{1}+m_{2}}}+\cdots+\frac{1}{2^{m_{1}+m,+\cdots+m_{k}}})$ et

d\’esignons par $\Delta$ le crible
$m_{1},$ $m_{2},$

$..m_{k}\sum.,\Delta_{m_{1}.m_{2}\ldots.,m_{k}}$
o\‘u

$J_{m_{1\prime}m_{2’\cdots\prime}m_{k}}=\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}\times y_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ .
D\’esignons par $\gamma_{x}^{*}$ et $\gamma_{x}$ le type(1) de $\langle\delta_{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}^{*}\rangle$ et de $\Delta$ au

point $x$ respectivement. Posons $\gamma_{x}^{*}=\omega\sigma_{x}+q_{x}$ o\‘u $ 0\leq q_{x}<\omega$ . Nous
avons alors les in\’egaht\’es $su$ivantes;

(1) Nous comprenons par le type de $\Delta_{m_{1}m_{2}\ldots.m_{k}}$ au point $x$ dans l’axe $OX$

celui de l’ensemble bien ordonn\’e des nombres rationnels obtenus par la transforma-
tion donn\’e plus haut des indices $(m1\cdot m2, \ldots mk)$ de l’\’el\’ement $\delta_{m_{1},m_{2}\ldots.m_{k}}^{*}$ et de
tous les \’el\’ements successeurs au point $x$ de $\delta_{m_{1}m_{2}\ldots,m_{k}}^{*}$ . Soint $\gamma_{x}^{n}1$ le type de $\Delta_{n_{1}}$

au point x. Le crible $\Delta$ est dit de type $\gamma_{x}$ au point x, si $\gamma_{x}=\sum_{n_{1}\leftarrow 1}^{\infty}\gamma_{x}^{n}1$ .
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$\omega^{\sigma_{x}}\leqq\gamma_{x}\leqq\omega^{2(\sigma_{x}+1)+1}$

et si de plus $\sigma_{x}$ est de deuxieme espece et $q_{x}=0$ , nous avons l’\’egalit\’e:

$\omega^{\sigma_{x}}=\gamma_{x}$ ,

o\‘u comprenons par $\omega^{0}$ le nombre nul.

D\’emonstration. D\’esignons par $\gamma_{x}^{m_{1\prime}m_{2},\ldots,m_{k}}*$ et $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$

le type de $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}^{*}$ et de $\Delta_{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}$ au point $x$ respective-

ment et posons $\gamma_{x}^{m_{1},m\ldots.,m_{k}}=*.\omega\sigma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}+q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ .
Alors, nous avons les in\’egalit\’es suivantes:

$\sim$

$\omega^{\sigma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}+q_{x}^{?n_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}\leqq\gamma_{\varpi}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$

$\leqq\omega^{2(\sigma_{x}^{m_{1},m.,\ldots.m_{k}}+1)}$

En premier lieu, nous allons d6montrer l’in\’egalit\’e suivante

$\omega^{\sigma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}+q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\leqq\gamma_{x}^{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}$ .

Nous le verrons par le raisonnement par recurrence.
Premier cas ; $\sigma_{x}^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}=0$ . D’apr\’es le fait que $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}$

est de type $q_{x}^{m_{1}}$ ’ $m_{2},$ $\ldots.m_{k}$ au point $x$ , il existe s\^urement un \’el\’ement

$\delta_{m_{1},m_{2}}^{*}\ldots,$
$m_{k+q_{l}^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}}-1$

de rang $(k+q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}-1)$ qui

contient le point $x$ . Il vient donc $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2\prime}\ldots,m_{k}}\geqq q_{x}^{m_{1},m_{\underline{o}},\ldots,m_{k}}$

puisque le systeme \langle $\delta_{m_{1},m_{2}\ldots..m_{k}}^{*}$ } est monotone.
Supposons que pour tout nombre inf\’erieur \‘a $\sigma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ donn6

l’in\’egalit\’e est vraie, et d\’emontrons sa v\’erit\’e pour $\sigma_{x}^{m_{1},m_{2’\cdots\prime}m_{k}}$ .
Consid6rons tous .les \’el\’ements $\delta_{m_{1}}^{*}m_{2}\ldots.,$

$m_{k\vdash q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}}$ de

rang $(k+q_{x}^{m_{1},m_{\underline{0}}} :. m_{k})$ successeurs au point $x$ de $\delta_{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}^{*}$

Alors, le type au point $x$ de chacun de ces \’el\’ements est inf\’erieur a
$\omega\sigma_{x}^{m_{1},m_{2\prime}\ldots,m_{k}}$ et leur borne sup\’erieure est $\omega\sigma_{x}^{m_{1}}$ ’ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ D\’esi-

gnons par
$\omega\sigma_{x}^{m_{1\prime}m_{2},\ldots,m_{k\vdash q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}+q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k\vdash q_{x}^{m_{1},\dot{m}_{\underline{\mathfrak{n}},}\ldots,m_{k}}}}$

et par $\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k\vdash q_{x}}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}$ le type de $\delta_{m_{1},m_{0}.,\ldots,m_{k\vdash q_{x}}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}^{*}$

et de $\Delta_{m_{1}}$ . $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k\vdash q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}$ au point $x$ respectivement. D’apr\‘es

$1’ hypoth|ese$ , nous avons toujours
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$\omega^{\sigma_{l}^{m_{1}}}m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k+q_{l}^{m_{1},m_{2}}}’\ldots.m_{k+q_{\varpi}^{m_{1},m,,\ldots.m_{k+q_{l}}}}m_{1},$
$m,,$ $\ldots,$ $mk$

$\leqq\gamma_{x}^{m_{1}}m,,$
$\ldots.m_{k+Q_{\Phi}^{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}}$

D’apres la remarque dans \S 12 (voir p. 212), on peut sans peine
v\’erifier que

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{2/}\ldots,m_{k}}=(,$
$m_{2},.,)mk+q_{x}^{m_{1}}\sum_{m_{k}}..\gamma_{u}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+q_{l}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}$

$+q_{x^{1\prime}}^{m,m,\ldots,m_{k}}$ .
Par suite,

. $(,$$\sum_{m_{2},m_{k+q^{m_{1}}x}}\ldots.m_{k}\omega^{\sigma_{x}^{m_{1}\cdot m_{2},\ldots,mk\$r_{x}^{m_{1}.m}}}$

$+q_{l}^{m_{1},m_{1},\ldots,m_{k*q}}xm_{1},$
$m_{2},$ $\ldots,$

$m_{k})$

$+q_{x}^{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}\leqq\gamma_{l}^{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}$ ,

il vient donc

$\omega^{\sigma_{\#}^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}}+q_{-}^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}\leqq\gamma_{a}^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}$ .
La premi\’ere partie de l’in\’egalit\’e est ainsi \’etablie. Nous en

prouvons ensuite l’autre partie:

$\gamma_{\varpi}^{m_{1},m.,\ldots.m_{k}}\leqq\omega^{2(\sigma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}}+1)}$ .
Consid\’erons le cas ou $\sigma_{l}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}=0$ . Dans oe cas, comme

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{2}}*\ldots$ . , $mk$ est 6gal \‘a $q_{\alpha}^{m_{1},m_{2}}$
, $mk$ il $n’ existe$ aucun \’el\’ement de

rang $(k+q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k}})$ qui est le successeur de. $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}$ au
point $x$ . D’apres la propri\’et\’e de la normalit\’e et celle de la correspon $\cdot$

danoe (00) et d’apres la remarque dans \S 12 (voir p. 212), nous pouvons
v\’erifier l’in\’egalit\’e suivante

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}\leqq\sum_{n=1}^{q_{x}^{m_{1},m,,\ldots.m_{k}}}\{\omega(n-1)+\omega(n-2)$

$+\cdots+\omega 2+\omega+\omega\}<\omega^{2}\leqq\omega^{2(\sigma_{l}^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}+1)}$ .
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L’in\’egalit6 \‘a \’etablir est donc vraie pour $\sigma_{\alpha}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}=0$ . Sup-
posons donc l’in\’egalit\’e vraie pour tout nombre inf\’erieur $\text{\‘{a}}_{\sigma_{\alpha}^{m_{1},m.,\ldots.m_{k}}}$

donn\’e, et \’etablissons-la pour $\sigma_{l}^{m_{1*}m_{2},\ldots,m_{k}}$ lui-m\^eme.
Consid\’erons tous les \’e]\’ements $\delta_{m_{1},m.,\ldots,m_{k+q_{l}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}}}^{*}$ de rang

$(k+q_{x}^{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}})$ qui sont des successeurs de $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots\prime,m_{k}}^{*}$ au
point $x$ . Comme le type de $\delta_{m_{1}}^{*},$

$m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ est $\omega\sigma_{x}^{m_{1},m_{-},\ldots,m_{k}}$

$+q_{x}^{m_{1},m_{-},\ldots,m_{k}}$ , celui de chaque 61\’ement de rang $(k+q_{x}^{m_{1},m.\ldots.,m_{k}})$

est inf\’erieur \‘a $\omega\sigma_{x}^{m_{1},m_{2}\ldots.,m_{k}}$ et leur borne sup\’erieure est
$\omega\sigma_{x}^{m}’*m_{2},$

$\ldots m_{k}$ D’apr\‘es l’hypoth\‘ese admise, comme
$\omega\sigma_{x}^{m_{1},m_{2}}$

, $m_{k\star q_{x+q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots.m_{k\vdash q_{x}}}}}m_{1},$
$m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}m_{1},$ $m_{3},$ $\ldots,$ $m_{k}$

est le type de $\delta_{m_{1},m_{2}}^{*}\ldots.m_{k}$ , $q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}$ on a l’in\’egalit\’e

$\gamma_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k+q_{x}}*\hslash}m_{1},$
$m,$ $\ldots m\leqq\omega^{2(+q_{x}^{m_{1},m_{0}\ldots,m_{k}}}\sigma_{\varpi}^{m_{1},m_{2*}\ldots.m_{A}\sim:+l)}$

$\leqq\omega^{2\sigma_{x}^{m_{1c}m_{f\prime}\ldots,m_{k}}}$ .
Comme chaque \’el\’ement $\delta_{m_{1},m_{3}}^{*}$

$m\iota(1\leqq l<k+q_{x}^{m_{1^{\prime}},m_{\underline{0}},\ldots,m_{k})}$ cor-
respond \‘a 1’61\’ement non vide $v_{m_{1},m_{2},\ldots,m\iota}$ de m\^eme rang du sch\‘eme
normal, le syst\‘eme des nombres rationnels $quI$ correspondent aux indioes
de tous les \’el\’ements, qui sont des successeurs de rang $k+1,$ $k+2$ , .. . ,
$k+q_{x}^{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}-1$ de $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k}}^{*}$ , forment l’ensemble bien
ordonn\’e de type $<\omega^{2}$ .

Il vient donc

$\gamma_{x}^{m_{1}.m,\ldots.,m_{k}}\leqq\omega^{2\sigma_{x}^{m_{1},m.,\ldots.m_{k}}}\cdot\omega^{2}=\omega^{2(\sigma_{n}^{m_{1}.m_{2},\ldots,m_{k}}+1)}$ .
L’in\’egalit\’e est ainsi \’etablie, et en posant $k=1$ , nous avons

d\’emontr\’e pour tout nombre naturel $m_{1}$

$t*)$ $\omega^{\sigma_{x+q_{x}^{m_{1}}\leq\gamma_{x}^{m_{1}}\leqq\omega^{2(\sigma_{x}^{m_{1}}+1)}}^{m_{1}^{1}}}$ .
Or, $\gamma_{x}^{*}$ ou $\gamma_{x}^{*}=\omega\sigma_{x}+q_{x}$ \’etant le type du syst\’eme \langle $\delta^{*}m_{1},$ $m.,$ $\ldots,$ $m_{k}$ }

au point $x$ , et $\gamma_{x}$ \’etant celui de $\Delta$ au point $x$ , il existe l’in\’egalit\’e

$\omega^{\sigma_{x}}\leqq\gamma_{x}\leqq\omega^{2(\sigma_{x}+1)+1}$ .
En effet, par la d\’efinition de type $\gamma_{x}^{*}=\max_{m_{1}}\gamma_{x}^{m_{1}}*$ et $\gamma_{x}=\sum_{m_{1}=1}^{\infty}\gamma_{x}^{m_{1}}$ .

Ici, par les $in_{\vee}^{A}galit\acute{e}s$ obtenues pr\’ecedemment, $\omega^{\sigma_{x}^{m_{1}}}+q_{x}^{m_{1}}\leqq\gamma_{x}^{m_{1}}$
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$\leqq\omega 2(\sigma_{x}^{m_{1}}+1)$ , quel que soit l’entier positif $m_{1}$ . Nous avons donc
imm\’ediatement

$\omega^{\sigma_{x}}\leqq\gamma_{\varpi}\leqq\omega^{2(\sigma_{x}+1)+1}$ .
Si $\gamma_{x}^{*}=\omega\sigma_{x}$ o\‘u $\sigma_{x}$ est de deuxi\’eme esp\’ece, d’apres l’in\’egalit6 $(*)$

nous avons l’\’egalit\’e suivante
$\gamma_{x}=\omega^{\sigma_{x}}$ , $c.q$ . $f.d$ .

Ainsi, nous avons le 4

Th\’eoreme 8. $g_{\omega\tau}$ \’etant la constituante sup\’erieure de sch\’eme
monotone de SOUSLIN de type $\omega\gamma$ , o\‘u $\gamma$ est de deuxi’me espece, il
existe un crible bien ordonn\’e de type $\omega^{T}$ (d’ensembles $\mathfrak{F}_{\sigma}^{1}$) et pour
lequel sa constituante sup\’erieure est \’egale a celle de celui-l\‘a.

14. D\’etermination de la classe des constituantes sup\’erieures au
sens de LUSIN.

Th\’eoreme 9. Tout ensemble $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\tau}$ peut \^etre consid\’ere comme la
constituante supe’rieure \S \mbox{\boldmath $\omega$} $r$ d’un crible bien ordonn\’e de type transfini
$\omega^{\tau}$ (d’ensembles $\mathfrak{F}_{\sigma}^{1}$).

D\’emonstration. Pour $\gamma=1$ , notre th6oreme est \’evidemment vrai.
En supposons qu’il est vrai pour tout nombre $\gamma^{\prime}$ tel que $ 1\leqq\gamma^{\prime}<\gamma$

$(1<\gamma.<\Omega)$ , et montrons sa v\’erit\’e pour $\gamma$ lui-m\^eme.
D’apr\’es le th\’eor\’eme 8, la proposition est vraie pour tout nombre

limite. Il est suffisant de consid\’erer le cas ou $\gamma$ est de premiere espeoe,
soit $\gamma=\gamma^{\prime}+1$ . Dans oe cas l’ensemble donn\’e $\mathfrak{F}8^{\tau}$ peut \^etre consid\’er\’e
comme l’ensemble limite complet d’une suite infinie d’ensembles $t\mathfrak{F}_{\delta}^{z\tau})^{(1)}$ ,
$t\mathfrak{F}_{\delta}^{2\tau^{\prime}})^{\langle 2)}$ , . .. . de classe $2\gamma^{\prime}$ . Or, d’apr\‘es l’hypothese admise, chacun
de ces ensembles $t\mathfrak{F}_{\delta}^{2\tau})^{(k)}$ est la constituante sup\’erieure d’un crible
$\Delta_{k}$ bien ordonn\’e de type $\omega^{Y^{\prime}}$ . Nous pouvons supposer ces cribles $\Delta_{k}$

choisis de mani\’ere que le crible $\Delta_{k+1}$ soit situ\’e au-dessus du crible
$\lrcorner_{k}$ quel que soit l’entier positif $k$ . D\’esignons par a la r\’eunion des
cribles $\Delta_{1}$ , $\Delta_{2},$ $\Delta_{3}$ , . . . . Il est clair que $\Delta$ est un crible bien ordonn6
de type $\omega^{\tau}$ et que l’ensemble donn\’e est la constituante sup\’erieure de
$\Delta,$ $c.q.f.d$ .

En r\’esum\’e, nous sommes arriv\’es \‘a la proposition finale:
Tout ensemble $\mathfrak{F}_{\delta^{Y}}^{\rho}$

’ peut \^etre consid\’er\’e comme la constituante
supe’rieure d’un crible bien ordonn\’e de type $\omega^{t}(d’ ensembles\mathfrak{F}_{\sigma}^{1})$ . In-
versement, la constituante sup\’erieure d’un crible (d’ensembles $\mathfrak{F}_{\sigma}^{1}$ ) bien
ordonn\’e de type $\omega^{T}$ est un ensemble $\mathfrak{F}_{\delta}^{2\tau}$ .


