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INTRODUCTION

Introduction. Soint & une famille d’ensembles linéaires dans
'espace 4 une dimension OX. Désignons par {s la famille borelienne
composée de F. Posons §° = §F, et pour tout nombre transfini (ou fini)

» 1<a<®), désignons par §* la famille (Z‘ %")o ou la famille
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( E( X*)s suivant que a est impair ou pair (les nombres limites étant
v=B<e

considérés comme pairs). La famille borelienne %e est alors la somme
d’une suite transfinie (de type £) des familles:

%B=%°+%1+....+%§'.|:....+%“+....Ig_

Dans son article *“Sur les ensembles analytiques nuls ’®, M. N.
LUSIN a donné une trés intéressante condition nécessaire et suffisante
pour qu’un ensemble de Fz soit de classe 22 (0 < a<£2), en introduisant
la notion de ‘‘ constituante supérieure ’’ de ’espace OX considéré comme
complémentaire de I'ensemble vide criblé au moyen du crible bien
ordonné. Mais, il semble que sa démonstration n’est pas claire®. Nous
allons done étudier de nouveau ces recherches de M. N. LUSIN.

En employant les constituantes introduites par MM. N. LUSIN et
W. SIERPINSKI pour le complémentaire d’un ensemble-noyau d’un
schéme de SOUSLIN, nous allons considérer d’abord (dans'le chapitre II)
la condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble de Fp soit de
classe 22 (0 < a << Q). :

Pour ce cas, les constituantes du complémentaire de noyau sont

définies comme il suit : Soient {&xn,,x,,...,nz} un schéme monotone de
SoUSLIN et E l’ensemble-noyau de ce schéme. Posons &, , .., ...,
— ) a+1 —_— N o - [N
- 8’"‘1""’2’ ooy Nk s Snlrnzv ooy N - 8"1!”’21'--1'”’6 "’E_lsnl’ Ngy ceoey N M
. L A — %
et pour 2 limite, &), .., ..., = igA 8, ma, ... mp+ FOSODS en outre
E,.=3S5%. Pour un point x qui n’appartient pas a E, on peut sans
n=1

peine voir qu’il existe un nombre transfini de seconde classe (ou fini)
a; bien déterminé tel que

zeE, pour B8<a, et xeE, pour B=ax.

Appelons partie constituante («) de I’ensemble complémentaire de
E ou simplement constituante §., 1’ensemble des points OX—E pour
lesquels nous avons l'identité a,= @, a étant un nombre fixe, fini ou
transfini de seconde classe, donné a I’avance. En particulier, nous disons
qu’un schéme de SOUSLIN est épuisable, si le noyau de ce schéme de
SousLIN est vide. Ces définitions posées, nous avons le théoréme :

(1) Cf. Fund. Math., t. 26 (1936), pp. 109-131. o

(2) En effet, M. N. LUSIN dans la démonstration des lemmes I et III, (voir p. 118
et p. 120 de M. N. LusIN, loc. cit.), en faisant appel 4 linduction transflnie, a
raisonné incomplétement le cas ol y (ou Y) est de seconde espéce.
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Tout ensemble F¥** peut &étre considéré. comme. la constituante
supérieure d’un schéme monotone de SOUSLIN, qui est épuisable et de
type® wy. Inversement, toute constituante supérieure d’un schéme
monotone de SOUSLIN, qui est épuisable et de type wy, est un ensemble
¥ . . .

En transformant un scheme de SOUSLIN 4 un crible blen ordonné
convenablement- choisi, nous obtenons la condltlon analogue a celle de
M. N. LusIN, (Chap. III), comme il suit :

Tout ensemble F** peut étre considéré comme la constltuante
supérieure d’un crible bieh ordonné de type® " (d’ensembles ,). In-
versement, la constituante supérieure d’un crible (d’ensembles %,) bien
ordonné de type " est un ensemble {?*.

Dans le chapitre I; nous y aJoutons la déﬁnltlon d’un crible, (dont
I’intersection par la droite paralléle a ’axe OY ne consiste pas nécessaire-
ment d’au plus d’une infinité dénombrable de points), qui donne, comme
cas particulier, la notion du schéme de SOUSLIN.

I. DEFINITIONS; REMARQUES PRELIMINAIRES.

1. Cribles de la relation ‘‘ > ’’. Etant donné un nombre irra-
tionnel ¢ entre 0 et 1, désignons par €= (&, &, ..., £,,...) son
développement en fractions continues, et appelons &, la n-iéme coor-
donnée de £. Si, pour deux nombres irrationnels entre & et 7, & = (&,
£2,€3,...) et = (n1, 72, s, ...), il existe un indice % tel que &, > 7.
pour n =k, nous disons que & est situé au-dessus de n au sens de
LUSIN, et écrivons-le en symboles £ %o 7. Si £ 75, ou bien si 5% &, ou
bien si § = 7, ces deux nombres & et 7 sont dits comparables, et sinon,
ils sont incomparables.

Prenons un espace 4 deux dimensions Sw @ et considérons, dans ce
domaine, un ensemble des points quelconques M. Soient p(x) un point de
I'abscisse (qui se trouve dans I'axe ), et D, la droite paralléle a I'axe
OY menée par le point p. Cela posé, désignons par P, I’ensemble des
points de M qui appartient 4 D,. Deux cas seulement sont possibles :

(1) Voir p. 183.

(2) Dans le chapitre I, avec M. N. LUSIN, nous déSJgnons par 3 ou bien par Q.,
Sy s Jt ete. I'ensemble de tous les points irrationnels dans un domaine lindaire, si
’on considére I’ensemble des points irrationnels comme appartenant aux axes OX,
OY, OT etc. L’ensemble produit cartésien J,X Sy ou bien [uxJyXx Iz sera désigné
par Jzy ou bien par Jxyz. Nous entendrons par OXY le produit cartésien OXx QY.
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Premier cas. Dans ’ensemble linéaire P,, il existe une suite des
points dont la coordonnée est (x, y™) tels que

09} YD 30 Y@ % Yy o it 0 Y™ %o el

Deuxiéme cas. Dans I’ensemble linéaire P,, il n’existe aucune
suite des points qui remplissent la relation (1).

Désignons par § la totalité des points p du domaine ., pour lesquels
le deuxiéme cas se produit, et par E I’ensemble des points p de ce

domaine pour lesquels le premier cas a lieu.

Nous disons que cet ensemble E est un ensemble criblé de I’ensemble
M® au moyen du crible de la relation ¢ > ”’,

Le crible de la relation ‘> '’ a des proprlétés analogues 2 celles du
crible bien ordonné de M. N. LusiN. Pour le voir, nous allons indiquer

d’abord :
Tout ensemble crible E au moyen d'un crible analytique M est

un ensemble analytique.

En effect, soient z = @(t), y = (t), t = F(x, y) les formules qui
,définissent une transformation du domaine ., en portion (0, 1) du
domaine linéaire J:, ou les fonctions @, 4 et F' sont continues dans
(0, 1). Considérons en méme temps une suite illimitée de fonctions

t1=_f1(‘1'), t2 =.f2(7'), eeey t'n=f'n(7'), cee

continues sur la portion (0, 1) du domaine . et qui jouissent de la
propriété suivante: quelle que soit la suite des nombres irrationnels
£,8,...,%, ... compris entre 0 et 1, il existe un nombre irrationnel

70, 0 < 70 <1, tel que
=.fn(7'0), n=1,2,3, es o o

Posons &, = @(fu(7)), Yn = V(fu(m). L’ensemble criblé E sera alors
donné en symboles :

[ceE] = | 7{@a, v e M} - B{z = p(fuim))} - T 01 v
=3 [11 (@n , Yn) € M} {cp(fm (7)) |
| = ¢(fmf(7'))} A {W(F@) X ¥ (o)) |-

(1) Souvent nous appelons ¢ crible ’’ ’ensemble M lui-méme.
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Comme on peut vérifier immédiatement : E[IT {(xn. yn)eM}] est un
- ensemble analytique, l;)‘[ 7 ’{fp(fm('r)) = ¢(fm'(7-))}:| est un ensemble

fermé et lj‘[ 1>7J {"I"(.ﬂ'(”r)) < \P(fa(-r))}] est un ensemble F,. L’ensemble

E est donc un ensemble analytique comme projection d’un ensemble
analytique, c.q.f. d.

2. Les cribles dérivés. Prenons ’espace a trois dimensions J.y.
et considérons un ensemble M@ dans I’espace & deux dimensions uy -
Désignons par D, la droite paralléle a 'axe OY menée par le point z
dans I’espace linéaire ¥, et par P{ la partie commune a D, et & M©,
Soit p(x, y) un point dans ’ensemble linéaire P . §’il n’existe aucun
point p*(z, y*) situé dans PQ® tel que y > y*, on dit que p est le point
minimum de M©, _

Cela posé, introduisons la notion de crible dérivé en suivant ’'idée de
M. N. LusiN pour le crible bien ordonné ; C’est un ensemble déduit du
crible donné M@ en enlevant tous les points minima de I’ensemble M@,

Tout d’abord, dans le domaine $¥.., nous considérons un ensemble
M transformé de M©® de la maniere suivante : Prenons un point quel-
conque p de M@, Soit (x, y) les coordonnées du point p. Dans I’espace
.2, considérons le point ¢ dont les coordonnées sont (x, y). M est
’ensemble formé de tel point ¢. Puis, formons, dans le domaine &, ,
un ensemble N qui est un ensemble des points dont les coordonnées
(y, z) remplissent la relation y > z. On peut immédiatement vérifier que
cet ensemble N est un F,. Considérons l’ensemble M® défini par
MO = [Proj.{(%x x N)-(M x .&"gy)}] - M© ou Proj. A signifie la projection
de I’ensemble A sur le domaine Say €t AXB “est I’ensemble composé de
tous les couples ordonnés de a, b ou ae A et be B. 1l est facile de voir
que M® est justement le crible desiré. Si le crible M@ est dénombrable®
et mesurable B, M® est encore un crible dénombrable et mesurable B.
En général, pour un nombre transfini « (ou fini), nous allons définir le
crible dérivé M d’ordre a.

Premier cas ou « est un nombre isolé: Posons a =a'+1. Nous
définissons M@ comme le crible dérivé de M ",

Deuxiéme cas ou « est un nombre limite. Dans ce cas, définissons
le crible dérivée M® comme la partie commune aux cribles d’ordres

inférieurs a a.

(1) Un crible M est dit dénombrable, lorsque la partie commune &4 M et ala
droite paralléle & I’axe OY menée par chaque point x dans J;; est au plus dénombrable.
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M® &tant un crible dénombrable et mesurable B, il est évident que
le crible dérivé d’ordre quelconque 1’est aussi.

3. Les constituantes. Soient M© un crible quelconque situé dans
Sy et E 'ensemble criblé au moyen de M. Prenons un point quel-
conque z dans &,. Désignons par D, la droite paralléle & 'axe OY et
menée par z, et considérons I’ensemble P® qui est la partie commune
aM©@etaD,. Si P“” contient au moins un pomt minimum, supprlmons
I’ensemble de tous les points minima de P® et désignons par P
I’ensemble restant. En général, nous définirons P{? pour un nombre
transfini « (ou fini), de la maniére suivante : -
" Pour le cas oti « est un nombre isolé, soit a=a'+1, P est
I’ensemble déduit en supprimant tous les points minima de PS.

Pour le cas ou a est un nombre limite, nous déﬁmrons P comme
la partie commune a tous les ensembles P ol £ < a.

D’apres cette définition, si le crible M© ‘est un ensemble dénom-
brable, 4 chaque point  de . correspond un nombre transfini (ou fini)
a, bien déterminé de seconde classe tel que

P‘(:a:) < P;ﬂ) pour B < az et Pé“”) == P:(;) pour B z Ay

Cela posé, considérons un point quelconque situé dans .. 11 existe
alors deux cas possibles.

Premier cas. Si z est un point de §, il existe un nombre transfini
(fini) a, tel que

PO +0 pour £€<a, et P =0 pour &= a,.

Deuxiéme cas. Si x est un point de E, il existe un nombre transfini
(finl) «, tel que :

PO>SPL? pour £<a, et PP =PF? pour §&=a,.

Ceci étant, nous posons les définitions suivantes :

Appelons partie constituante (z) de I’ensemble criblé E ou simple-
ment constituante E., l’ensemble des pomts xz de E qui correspondent
a un nombre a donné, a = a,.

Appelons aussi partle constituante (a) de complémentaire 8 de
I’ensemble criblé E ou simplement constituante §.,1’ensemble des points
x de & pour lesquels nous avons l'identité a = a;, a étant un nombre
fixe, fini ou transfini de seconde classe, donné a I’avance.
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.On voit bien que-les constituantes E. et §. sont sans points com-
muns deux a deux et, par suite, que les ensembles E et § sont
décomposés complétement en leurs constituantes

E =FE+E+E+----+E,+---- |2
et : & = &+ 81+ 82t +8ut - | 2.

Or, en suivant la marche de M. N. LUSIN, nous pouvons démontrer
la proposition suivante : )

St le crible donne est dénombrable et mesurable B, toutes les
constituantes E, et §. sont mesurables B. '

Considérons ensuite ’espace a trois dimensions ... Prenons, dans
I’espace J.,, un ensemble queleconque M. Nous transposons chaque point
o(x, y) de M au point p*(x, ¥) dans le domaine ... Ainisi, désignons
par M* I’ensemble transformé de M. Puis, prenons dans le domaine
Jy- Un ensemble N pour lequel chaque point g(y, z) remplit la relation
z » y. Enfin, considérons la projection sur le domaine ., de la partie
commune aux ensembles produits cartésiens J,xM* et J,x N, et
désignons par M** cet ensemble. Alors, M** a la propriété suivante :
p(x, y) étant un point quelconque de M, M** contient tous les points
p**(x, y**), dans .., tels que y > y**. Nous disons que l’ensemble
M** est un ensemble situé au-dessous de M. ‘

Selon cette remarque, nous avons la proposition :

.St un crible analytique dénombrable M n’est pas borné sur l’espace
Xa» tl existe alors, dans ., au moins un point crible au moyen de M.

4. Le systtme v. Prenons le nombre irrationnel » = (22, 33, ...,
n+1)*1, ...). Arrangeons d’abord la suite illimitée (1, 2, 8, ...) a une’
suite double illimitée comme il suit:

rl 3 b T ........

2 6 10 14 ........
1) / 14 12 20 28........

Supposons que (e;zl , eﬁh y vees e’;zl , ...) est le n;—-iéme rang dans la
suite (1), ec.-a-d. e’;bl =2""1@r —1). Prenons, d’autre part, le
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nombre irrationnel ». Soustrayons le nombre k; de la e’f;l—iéme co-~
ordonnée de », et le nombre 1 de toutes les autres coordonnées de v».
Désignons par », le nombre irrationnel ainsi défini. Ensuite, posons

k1= ,’ff , et soustrayons le nombre k; de la € 1—iéme coordonnée de Yy s
et le nombre 1 de toutes les autres coordonnées de v,, sauf la premiére.

Appelons », , le nombre irrationnel ainsi défini. Posons maintenant

ke = elca et soustrayons le nombre k%:; de la ekl—léme coordonnée de
Y, my? ‘et le nombre 1 de toutes les autres coordonnees de v,  ,, sauf
la premlere et la deuxiéme. Eecrivons par » , my, my 1€ DOMbre frration-
nel ainsi défini. Continuons ainsi de sulte.

Nous avons done un systéme {v

ny ., mg, oo, m) 1Ormé des nombres

irrationnels définis comme il précéde. Le systéme {», , . . )} sera
dit systéeme ».
Soient » et v, s (k =Fk'), deux nombres irra-

Ny Mgy eees N AR YA (Y
tionnels quelconques du systéme p. D’apres la construction du systéme
y ces deux nombres irrationnels sont comparables dans le cas et seule-
ment dans le cas ou =0, M2 =05, ..., Ny = N} .

Si nous appliquons le systéme » et le crible de la relation ““ > *’, le
crible rectangulaire® de M. N. LUSIN peut étre considéré comme un crible
rectiligne. En effet, comme les rectangles de Baire de rang 1 dans le
domaine ., sont au plus une infinité dénombrable, nous faisons cor-
respondre entre tous les rectangles et tous les nombres irrationnels Yo,
de rang 1 du systéme » biunivoquement et transposons parallélement
la base du rectangle a la place dont 1’ordonnée est le nombre irra-
tionnel correspondant. Supposons que le rectangle R, de rang 1
.correspond au nombre irrationnel Yy, » COMIME il existe dans R, au
plus une infinité dénombrable des rectangles de rang 2, faisons corre-
spondre biunivoquement entre tous les rectangles et tous nombres
irrationnels »,, , M qui sont au-dessous de Yim, et transposons parallele-
ment la base de Rn n, SUr la droite dont ’ordonnée est »,, . ,, . Ainsi,
si le rectangle R,nl’ n, ..., n, d¢ rang k correspond au nombre irra-
tionnel Vg, Mg,y one, M faisons correspondre biunivoquement tous les
rectanglesde rang k+1 R, , . .. enfermésdans R, ,

a tous les nombres 1rrat10nnels Yy, My - ve s My Mis1

ceey NE
qui sont au -dessous

(1) Voir N. LusiN: Sur les classes des constituantes des complémentaires
analytiques, Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa (Scienze Fisiche e
Matematiche), Serie II, Vol. II (1933-XI), pp. 5-6.
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de Yy, mg, ..., mp €0 transposons la base de- Rnl‘, Ny o) Moy sy SUT la
droite dont I’ordonnée coincide avec ce nombre irrationnel correspondant.

Ainsi nous avons un crible de la relation ‘‘ >’’, formé des rectilignes,
qui est équivalent au crible rectangulaire de M. N. LUsIN. Done, notre
crible donne, comme cas particulier, la notion du schéme de SOUSLIN,
et des constituantes introduites par MM. W. SIERPINSKI et N. LUSIN®.
Dans la suite, les constituantes d’ensemble complémentaire a un ensemble
criblé par le crible de la relation ‘% ’’ seront appellées constituantes
au sens de SIERPINSKI, et celles qui sont criblées par le crible bien
ordonné seront appellées constituantes au sens de LUSIN.

Nous considérons, avec M. N. LUSIN, le cas ou I’ensemble criblé est
un ensemble vide. Dans ce cas nous avons le développement de tout
espace en une série transfinie des constituantes :

(—o0, +o0)= o+ 81+ -+ 8u+----|8B.

Pour le crible de la relation ‘“ > ’’, nous considérons seulement le
cas ou le crible correspond a4 un schéme de SoUSLIN. Ce crible (ou le
scheéme correspondant) est appellé un crible (ou un schéme) epuisable au
sens de SIERPINSKI. ,

Ainsi, pour les deux ecas, on a 0<8< L. Si 8 est de premiére
espéce, nous pouvons poser 8 = 8*+1. §px sera nommée la constituante
supérieure au sens de SIERPINSKI quand il s’agit du crible de la relation
““%» 7 (ou du schéme de SOUSLIN), et la constituante supérieure au sens
de LUSIN quand il s’agit du crible bien ordonné. :

Un crible (ou un schéme de SOUSLIN) épuisable au sens de
SIERPINSKI est dit de type B, s’il posséde la constituante supérieure a
Pordre 8. Quand il s’agit du crible bien ordonné, ce crible est dit
d’aprés M. N. LUSIN de type B, si la projection orthogonale de ce
crible sur I'axe OY est un ensemble bien ordonné de type 8.

II. LA CLASSE DES CONSTITUANTES SUPERIEURES
AU SENS DE SIERPINSKI.

5. Evaluation de la classe des constituantes supérieures au sens de
SIERPINSKI. Soit & une famille d’ensembles de I’axe OX multiplicative.

(1) Voir SIERPINSKI et LUSIN: Sur un- ensemble non mesurable B, Journal de
Mathématiques (9e série), t. 2(1928), pp. 53-72 ; HAUSDORFF : Mengenlehre, Leipzig u.
Berlin, 1935, p. 187 ; SIERPINSKI: Sur une propriété des ensembles (A), Fund. Math.,
t. 8 (1926), pp. 362-369. :
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Posons d’abord §°= . Désignons par F et F% les familles (F%.
et (FL)s respectivement. Supposons qu’on définit FP et F¥*! pour
tous les B inférieurs 4 « (1 <a<#2). Nous définissons FZ* et F2*+
respectivement comme il suit :

Premier cas ou « est un nombre de premiére espéce. Soit « = o’ +1.
Posons dans ce cas :

BT = (F s et = Fr=(F¥).
Deuxiéme cas ou « est de deuxiéme espéce. Posons dans ce cas
Fr=(> s et  FF=(Fo-
0spg<e

Dans cette définition, nous allons considérer un scheme monotone
de SOUSLIN (8, , ... )+ quiest épuisable et de type wy(l < v <9),
et dont tous les éléments sont d’ensembles de . Posons 8"

I CYRNN %
o 4

= & <+1 —_ R . o et

Ty Mgy eees Nk P Ny, Moy ee. s N Ny N2y eony M £ "Ny, N2y eoey Nhs M

3 - A —_ 43 i -
pour 2 limite &, , .. . = g A Posons en outre: FE,
= Z}iS? . Il vient alors FE, = Z 8 s Dbuisque. {Sn My e, ng? €St
monotone. Comme &), , ., est un T D et F est multiplicative,
8 s, ..., my €St UD %L pour tout nombre naturel n. On peut sans
peine voir que: &, , . ., estun 33 et &7, . est un F.

D’aprés I'induction transfinie, nous pouvons verifier que 8;‘;‘ Rgy oen s T
est un ¥% et ;7. . est un FT pour tout nombre transfini a
inférieur a et tout entier positif n. Par conséquent, il vient E, = &5,
Eoorn = %}%"}*l(n =0,1,2,...). Nous avons par suite 8ur = <H.., TE,
= %% . Nous obtenons donc le théoréme suivant:

Théoréme 1. M étant un schéme monotone de SOUSLIN qui est
épuisable au sens de SIERPINSKI et de type oy, sa constituante supérieure
8.r est un ensemble de FZ.

6. Schémes primaires. Pour démontrer la proposition réciproque
de celle du théoréme 1, il faut considérer une notion auxiliaire.

Etant donné un schéme monotone de SOUSLIN (5, , . . .}, ou
Bn,  n, ..., m; = OX ou O, qui est épuisable au sens de SIERPINSKI et
qui donne le développement de tout espace OX en une constituante telle

(1) Souveut nous désignons par § ou bien par §%*, ou bien par $2*+1 un. en-
semble appartenant 4 §, ou bien 4 §%*, ou bien & §2*'1.
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que OX = 8.1 < a << 2), nous disons alors que le schéme ou le crible
correspondant est primaire de type . C

Nous allons voir qu’il existe des schemes primaires pour tout a
A= a<<9). Soit ¢ un nombre transﬁnl de seconde classe (ou fini).
a peut étre représenté sous une et une seule forme telle que

a=o"Mm+oZnt-ccr+o*n,

ol 71> > +++ > =0 et tous les nombres 71, nz, ..., nx sont des
entiers positifs. Done, il suffit de considérer deux cas suivants:

1° Former un schéme primaire de type 8+, lorsque deux schémes
primaires -de type 8 et de type  respectivement sont donnés.

2° Construire un schéme primaire de type »® ou 8 est un nombre
transfini de seconde classe (ou fini).

Premier cas. Solent (& . .. o) et {8, «,.. n) deux

schémes primaires de type 8 et de type v respectlvement Prenons le

schéeme (87, . = ) 00 &Y 011w, ., L el = 87;»1,%,--.,0%’

811, n1, 1, 7ads -« o [L, 7acdy [22 241, (2, 7L, oo, (20 W] = Omyy s oeiymie™Onf i, ooy e ?

et tous les autres sont vides. Dans cette place ci, le symbole [m, n]

(m+n—1)(m+n—
‘ 2

sans peine voir, la correspondance entre (m, n) e

2) +m® et, comme nous pouvons
¢ (m+n—1)(m+n—2)
2

+m est biunivoque. Alors, il est manifeste que le schéme obtenu plus
haut est un schéme primaire de type 8+v.

Deuxiéme cas. Nous considérons d’abord le cas ou B est nombre
1. Considérons un schéme formé de la totalité des {8, dun, «-->»
Snum ey =1,2,8,...) OU 8pp ... =O0X(A k< m)et tous les

signifie le nombre

autres sont vides. Il est évident 'q(fe ce schéme est un schéme primaire
de type w. :

Nous définirons un schéme primaire de type o® par I'induction
transfinie. Supposons que le schéme primaire de type o pour tout
nombre B’ inférieur & B est construit, et nous allons en former-un de
type »°.

Le cas ou B est de premiére espece soit 8= B’+1. D’apres le
premier cas, on peut alors construire un schéme primaire de type "'k,

(1) Dans la suite nous désignons toujours par [m, »] le nombre
(m + n—1(m+n—2)
) +
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quel que ‘soit I'entier positif 2. Supposons que {Sn(k) nf®, ..., nio) est
le schéme primaire de type o*%k, (k=1, 2, 3, . ..) . Considérons le
schéme {3, . ... m, formé de la totalité des {8, n(oy, (x, nf0, ...

[k, n(] } ou S[k n(k)] ke, 2§01, ..., [k, n0] = 8% n®, n®, ..., ngo. Il est clair
que le schéme ainsi obtenu est primaire de type o® .
"Le cas ou B est de deuxiéme espéce, soit £ < ---<Br<...et

hm Br=pR8. Soit {5n""') n®, ..., n{®} un schéme primaire de type o =
(Ic =128, ...). Consxdérons la totalité des 3k, n(M], n{®, ..., n ou
Ok, n®], n{P, n(, ..., nf) = anu:) n®, ..., n{ . Nous pouvons sans peine

vérifier que le scheme obtenu est un schéme primaire de type «°.

7. La somme et le produit d’une infinité dénombrable de con-
stituantes supeneures de schémes épuisables au sens de SIERPINSKI.

Soit {Sn(k) n$®, ..., nfM}, ou di, pour tout nombre naturel %k, un

schéme de type v au sens de SIERPINSKI qui définit I’ensemble E®
comme sa constituante supérieure, c.-a-d.

0X = 8810_'_ @(k)+,,,,+8(k) .,.+8¥Ic) et 8~(rk)=E(k)-

Définition. Un schéme {8y, n,, ..., n,} épuisable au sens de SIER-

PINSKI, qui est de type v, est dit un schéme de la somme (ou bien un
schéme du produit) des schémes 41, 41, d3, ..., sl le schéme satisfait
a la condition suivante: '

OX = o+ &1+----+8&s+----+8; et 8T=k2.:1E(k)

(ou bien  OX = ot G144+ 8ot --+-+ 8, et 8-T=k1=°1°1E<"’).

“Supposons d’abord que les nombres B; sont limites par un nombre
fixe inférieur a v et nous allons construire un schéme de la somme
des 4y, 43, 43, ... . Considérons un schéme {8y, , n,,..., m} OU

(k) : . .
Sk, n{M], n?, ..., nfk) = Snf, n . nf . On peut voir sans peine que
le schéme est de type v et qui satisfait 4 la condition:

OX = 8ot 81t - -+ &t -+ 8, o0 Bmaxg,

et 8. =SE®
) k=1
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ce qui nous montre qu'il y a toujours un schéme de la somme des
schémes 4y, 41, 45, ..., si la borne supérieure des B: est inférieure
a.

Puis, supposons que chaque schéme 4. (k =1, 2, 3, ...) est mono-
tone décroissant, c.-a-d.

%) (k) ‘
Sn}k), (k) cevesy nik) ‘2 Bn{k), ’n'.gk); cecey nk)l nik) (k "l - 1’ 2" 3’ e°* .) >

ne -, +1
et posons les défininitions suivantes:
Définition. Soient 8u,,n,, ..., n €t 8nf, u), ..., nf (K> FK'), deux

éléments d’un schéme de SOUSLIN. Si mi=n{, n2=mn3, ..., N =nks,
nous disons que &/, nl,...,n), est prédécesseur de &n, m,, ..., ngs

ou bien 8y, n,, ..., n, est successeur de 8!, x}, ..., n}, & un point z,
lorsque le point x appartient a ces éléments.

Définition. Soit Ony, Moy nns n,c'un élément d’un schéme de SOUSLIN
{n,, no, ..., nx}- Sidn,, m,,..., nm e contient pas un point x, il est dit
de type 0 au point x. Si &, n,, ..., n; contient un point 2, nous
disons que 8n;, e, ..., n, €St de type v au point z, lorsque le systéme
de l'indice (ny, n2, ..., nx) et ceux des successeurs de cet élément
au point x est de type 7.

Nous allons maintenant construire un schéme du produit des schémes
monotones de type v 41, d2, d3, ..., ceux-ci étant donnés.

Pour élément de rang 1 du schéme cherché 4, nous prenons les
éléments de rang 1 de 4, . Posons 8;‘;%1 = b‘gin, ou m1=n§”, et adoptons 8:,7,1
comme un élément de rang 1 de 4. Pour élément de rang 2 de 4, nous
prenons comme il suit: 8;';7,1, me = 32§n, n{® . Sgiz), n® , 00 My = n? et
me = [['nél’, n{?], néz)] . En général, pour élément de rang & de 4,
nous prenons les éléments suivants : '

* a @ )
Smy, Mo, ..., mp = Bn)fl), wP, ..., e 8n§2), U Snfk), P L

(1) Soit {(ny, 12, ..., Mx)} un systéme des couples des nombres naturels. Nous

disons que le systéme est de type v, lorsque le erible A= ) OXXvp m,. ... my.
) 19 7925 see "7y
ml ’ m2 y oee My
ol (my, me, ..., mgs) € {(ny, N2, ..., nE)} et Ym, , m,, ..., mgs €5t le nombre irrationnel

du systéme v (voir p. 181), est de type Y au sens de SIERPINSKI.
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on  m=nf, m ——4"[[7151’, i}, ‘-‘ n(z’]

my = [[[ b, w1, 0P, n |, 0], ..,

my = ['n}}’ n?], 'n(s’], I I S BP0 IO I PN
o[ 1

Comme nous pouvons sans peine. voir, la correspondance entre le
systeme (n{®, nf, ..., n®, n@, n®, ..., 0P, ..., nf¥, n®, ..., nfP)
et le systéme (m1 y M2, ..., mg) est biunivoque.” Done la condition

nécessaire et suffisante pour que Si‘nl, Mma, ..., my SOt successeur de
* . :
Om], my; ... ,mfy» OO k>K, est quen posant & . sm.,....m

M ’ @ / (%)

=8p®, nh, ..., n® - On®, n{, ..., nf -  Onfl), pgo), ., ni) €t Sm 'm,é ,
' (1) ‘ : ' 2

ooy mppy = O D o ) S, D, .., @ * Sn/{k')’ ee s WD

Sgi ,nfd, ..., nfds Sgie), n®, ..., 2@, ..., Sf,:{l)c/)’ ng, ..., nfk soient des

Successeurs de 8;,1}{1), Wi, ..., n) 8,(,3{2), P, ..., w2, ..., Bg‘/?k/) , WD,

..., n/%" respectivement, c.-a-d. que n{? = n’{) pour tout 4, j =1, 2,

3, ...,k . Il est évident que I’élément de 4 est encore monotone

décroissant, c.-a-d. &m,, m,, ..., mx2my, ma, ..., mi, mes, *=1,2,3,...).
Nous allons chercher a présent quelque propriété de 4.

Lemme 1. 4 étant de type B au point 2V, 4 est au plus de type
[B—(k—1)]+(k—1)® au point x.

Démonstration. Nous considérons d’ abord la propos1t10n suivante :
Si I’élément Sifgk), ), ..., o0 (I =Fk) est au plus de type 8 au point
x, I'élément 8, ., ... m; de 4 composé en appliquant S:f{)k), P, ...,
nf® est au plus de type 8 au point #. Nous démontrons la proposi-
tion par I'induction transfinie. En effet, elle est d’abord évidemment
vraie pour 8= 1. Supposons qu’elle est vraie pour tout nombre trans-
fini B/, 1 < B’ <B, et montrons-la pour B lui-méme.

On peut poser B8=pg+1, pulsque B est touJours un nombre de

premiére espéce. Considérons tout élément Bn(k) n®, ..., nfk, nm=1,
§]

(1) ‘Soit 8,; un élément de schéme monotone de SOUSLIN et de type By, au point x.
Le schéme est dit de type 8 au point x, si f = max Bny -

7
(2) Nous adoptons ici les notations des nombres transfinis dues 4 M. N. LUSIN.
Cf. N. LusIN : Sur les ensembles analytiques nuls, Fund. Math., t. 25 (1936), p. 116.
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2,38,...) de rang l+1 de 4. Pour de tels élements, I’élément
8my, Mas ..., my, m fOormé en apphquant I’élément Sn{k) n®, ., nf®,
est, d’aprés I’hypothése, au plus de type B’ au point 2. Donc, 1’élé-
ment Sy, , m,, ..., my est au plus de type 8 au point x, puisque les
éléments 8,’,'}1 . ms, ..., m, m Successeurs de Sml, May oo, my SODL formés
nécessairement en employand: les éléments &, Zk) P, ..., o, n .

Or, nous allons établir le lemme proposé Consnderons tous Ies
&léments de rang k de 4. D’aprés I’hypothése, tout élément S {k)
a0, ..., o est au plus de type [B—(k— 1)] au point z. Par suite,
tout élément de rang %k de 4 est au plus de type [8—(—1)} au point .
Done, 4 est au plus de type [8—(%—1)]+(k—1) au point z, c.q.f.d.

- Lemme 2. Pour un point x dans le domaine OX, chaque schéme
4o k=1, 2, 8,...) étant de type v au point x, ou v est un nombre
trcmsﬁni de deuxiéme espeéce, 4 est encore de type v au point x .

Pour le voir, nous cons1dérons une suite illimitée des éléments de

rang k
1) 8 u) . 8 (2) n®, . n@ e 8 a) I { P

s N2y eee

Pour tout nombre naturel 1, si tous les éléments 82)50, n§), ..., nfd dans
la suite (1) sont au moins de type 8 au point , I’élément 8;",,,1 S Mgy e s Mo
composé des Sn, nfd, ..., nf's Sn®, n®, ..., n®, ..., S, ng0), ..., nf®
de rang k de sehéme 4 est au moins de type 8 au point . Con-
gidérons d’abord le cas o 8 = 1. Dans ce cas, la chose est évidemment
vraie. Ensuite, supposons que pour tout.nombre transfini 8’ inférieur
a B la proposition soit vraie et montrons qu’elle est vraie pour 8.

Supposons que 82,){1) P, ..., P ouk fixeetl=1,2,8,..., sont au
moms de type B au pomt 2. Considérons tous les éléments:

a. , : |
- (2) 8, ;1)’-.__ , ng)’ o Sngz), n?, .., nD, a® e

a)

Sm(z)’ 'nél), s m(cl'). ,n(l), cee

qui sont successeurs au pomt x des éléments de la sulte (1) respec-
tivement.

On peut poser B8 =g’ +1 puisque B peut étre considéré toujours
un nombre de premiére espéce. Nous avons donc deux cas:
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Premier cas ou B’ est de premiére espéce. Pour tout nombre
naturel [, il existe dans la suite (2) au moins une suite illimitée des
é]éments

(2)

Suix 1 1) 8 2 2
),ng),...,'n},,nm’ ‘2) %’....,n ),'n(z), e

()

8,0, ;z), PR R ) S

qui sont au moins de type 8’ au point x. Par I’hypothése admise,
I'élément &m,, m,, ..., my, m composé de ces éléments de rang k+1

est au moins de type 8’ au point x, et par suite, I’élément 5, , m,,
.., my €St au moins de type @ au point x. _

Deuxiéme cas ou ﬁ’ est de deuxiéme espéce, soit 81 <L < ... <

Bi<... et hm Bi= . Dans ce cas, pour un nombre naturel quel-

conque 7 i1’ ex1ste dans la suite (2) au moins une suite illimitée des
éléments

()

(@)
Bng), 'ngl), ceey nf.-,n, W 8n§2), n:‘;z), R nff), @ eee

()

Sn{l)) nz(l)’ eeey ﬂ;ﬂl)’ n(l)’ ce

qui sont au moins de type B; au point x. Par I’hypothése admise,
I'élément &, , ms, ..., ms, m» composé de ces éléments est au moins
de type B; au point x. D’aprés la définition de type, I’élément Sm, ,
mq, ..., my dui est prédécesseur de tous les éléments Sm, s Mgy oeny Mg, M)
(=1, 2, 8, ...) est au moins de type @ au point z.

Cela posé, nous allons démontrer le lemme proposé. ID’aprés I’hypo-
thése, v est deuxiéme, soit o1 <ogp<leeo <qo;<--- et hm v=r.
Or, chacun des schémes 4. (k=1,2,8, .. ) étant de type v au pomt z,.
il existe alors une suite des éléments 8(1(1), 54 @ e 8“(1), ... de rang
1 tels que chacun de ces éléments est au moins de type v; au point x
pour tout nombre naturel 5.

Done, d’aprés le fait démontré plus haut et le lemme 1, nous
pouvons constater la vérité de notre lemme, c.q.f.d.

8. Détermination de la classe des constituantes supérieures au
sens de SIERPINSKI. Nous considérons i présent la proposition inverse
du théoréme 1. ‘
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" I1 est clair d’abord qu’un ensemble quelconque' ¥ peut étre défini
par un schéme monotone de SOUSLIN qui est épuisable au sens de
SIERPINSKI et de type v donné a l’avance. Car, prenons d’abord un
scheme primaire du type v, ou v est un nombre transfini (ou fini) quel-
conque de seconde classe. | Désignons par {(m;, mz, ..., my))} le systéme
des indices des éléments non vides de ce schéme primaire et considérons
le scheme {3, , . .} od &, . . . ., =ensemble F domné et
tous ‘les autres sont vides. Nous avons alors un schéme épuisable de
type v et I’ensemble $ donné coincide justement avec la constituante
supérieure de ce schéme. Prenons v suffisamment grand et construisons
un schéme épuisable 4 tel.que OX = §o+ 8§; et &. = & . Puis, soit
{S:fi)k)’ P, ..., nt(lc)), ou 4, pour tout nombre naturel %, un schéme qui
définit ’ensemble F* donné a I’avance, tel que OX = &P+ &% et §¥
= %@, . Considérons le schéme (Sn“ S ) ou 3k, 2@, 2, ..., nfO
=840, ug, .. qw, formé de tous les schémes 41, 4, 4 .....
Comme on peut facilement voir, le schéme 4 ainsi défini remplit les
conditions suivantes: OX = §o+ §, et &, = Z W =F. Ce qui

montre qu’un ensemble quelconque F: peut etre défini comme la
constituante supérieure de schéme monotone de SOUSLIN qui est épui-
sable au sens de SIERPINSKI et de type + .

Soit {89 @, n$0, ..., n) OU-di, schéme de SOUSLIN qui est mono-
tone et de type v au sens de SIERPINSKI, et dont chaque élément est un

ensemble de . Supposons qu’il définit I’ensemble (FL)* donné a
I’avance comme sa constltuante supérieure, de sorte que nous ayons

les relations suivantes:
OX=8M+8P et  &¥ = (FH®.

De la méme maniére que celle dans § 7, nous construisons un
nouveau schéme de SOUSLIN <3n, P, | qui est le schéme du pro-
duit de tous les schémes 4;, 42, ds, ... et nous I’écrivons par 4. Alors

ce schéme 4 est monotone et il a les propriétés suivantes:
OX = §o+ &1+ +8&+---+8; ou <o,
et 8= ﬁ(?;l)(k)___

ce qui peut stre facilement vérlﬁé d’apres les lemmes let 2 st y est
de deuxiéme espece. :
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- En suite, soit {8} ik) ngc) L, i) ou Ak =1,2,38,.. .), un schéme
monotone de SOUSLIN, qui est épuisable et de type v, tel que

OX = 83’°"+8{’°’+---+8§’;3+---+8,$’°’. ol B<w,
et - g® = (TP,

ot (%)™ est un ensemble donné & I'avance. Considérons un schéme
de la somme des schémes 41, 42, ds, ... (voir §7). Ce schéme satisfait
alors aux relations suivantes: ‘ '

. OX = §o+ &1+ + &+ - +8&, ol Bxo,
et ’ . 81‘ = ki;l(%g)(k) = %g )

ce qui montre qu’un ensemble quelconque F% peut étre défini comme
la constituante supérieure. de schéme monotone de SOUSLIN qui est
épuisable et de type v ou v est de deuxiéme espéce et > w. En
général, supposons que tout ensemble FZ et F='*! pour tout nombre
o’ inférieur 4 « donné sont respectivement définis par les schémes
monotones de SOUSLIN {8, , . . .} e {8 » . x}, qui sont
épuisables et de type , de sorte que

(1) OX = 8o+ &1+ -+ 8+---+8;, ou B<ewd,

et i 81‘:? 6"”
(2) OX= @i+ Bi+---+8i+---+8%, ot BSwd,
et 8/ — a'+1’ :

ou v est de deuxiéme espéce et wa’ _S_fy ou wa’ <« suivant que le cas
est (1) ou (2).

Cela posé, nous allons prouver que les formules (1) et (2) sont aussi
vraies pour e lui-méme.

Premier cas ou a« est de premlere, espéce, soit @ = o’+1. Soit
{8t ;k) o, .. yc)} ou 4, (k=1,2,8, ...), un schéme monotone de
SOUSLIN, qu1 ‘est épuisable et de type v, et qui définit l’ensemble
(F*H® donné de maniére que

OX = B+ 8P+ - - (%(k) -+ 8% . ou B gb‘wa’ ,
et | g = (%%a’+1)(k). )
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Comme nous avons fait dans §7, construisons un nouveau schéme de

SOUSLIN {3, . ..., m, dui est un schéme du produit des schémes

dvy d2, 43, ... . D’aprés les lemmes 1 et 2, il est évident que ce schéme
satisfait aux relations suivantes:

 OX = 8ot it + 8ot 8 o Blwa
et A 8 __ﬂ(gacln)(k)_%za

Nous pouvons, par suite, supposer que chaque ensemble %2" donné est
défini par un schéme épuisable monotone de SOUSLIN, formé des en-
sembles ¥, et qui satisfont a la condition (1). ‘

En suite, soit {ijfk)’ n®, ... a0} (k=1,2,3,...) un schéme épui-

sable monotone de SOUSLIN définissant 1’ensemble (F3°)*, de sorte que
la condition (1) soit satisfaite. Nous considérons le schéme de SOUSLIN
{8y, ny, ..., n Qui est le schéme de la somme des schemes 41, 4z, 4s, . ..

(voir §7). 1l est alors évident que ce schéme satisfait aux relations
suivantes: |

OX = o+ &1+ - +&+---+8& oU B wa
et 8= kil(%%a)(k) = Q2o+l

Deuxiéme cas ol a est de deuxiéme espéce, soit a; < az < -+ < ap< oo
et lima; = a. Soit {S(YC) g, .. }k)) , ou 4 (k=1,2,8,...), un

k>0

schéme monotone de SOUSLIN, qu1 est épuisable et de type 'y , et qui
définit 'ensemble J¥%* donné, de sorte que

OX'— 8(k)+ 8(]6)_'_ + g(k) -+ 8(") ou Bk<wak,
et e =g |

Comme nous avons fait dans § 7, construlsons un schéme {3, , o)

du produit des schémes 4, 42, 43, .... D’ apres les lemmes 1 et 2, 11
est évident que ce schéme satisfait aux relatlons suivantes:

OX_ 80+81+ +8B "'+8-“ Ou E<wa’
et | . | { _”%20%_%% .

ce qui montre que la formule (1) est encore vraie pour un nombre
transfini de deuxiéme espéce. ‘
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- De la méme maniére que celle du premier cas, nous avons la vérité
de la formule (2) pour un nombre transfini « de deuxiéme espéce.

Nous en pouvons conclure le

Théoréme 2. Tout ensemble F%F peut étre conszdere comme la
constituante supérieure au sens de SIERPINSKI d’un schéme épuisable
monotone de SOUSLIN de type ‘@Y.

En résumé, nous sommes amenés au résultat suivant:

Tout ensemble 3" peut étre consideré comme la constituante
supérieure au sens de SIERPINSKI d’un schéme monotone de SOUSLIN;
qui est épuisable et de type wy. Inversement, toute constituante
supérieure au sens de SIERPINSKI d’un schéme monotone de SOUSLIN
qui est épuisable et de type wy est un ensemble FF .

1. LA CLASSE DES CONSTITUANTES SUPERIEURES
' AU SENS DE LUSIN. '

9. Evaluation de la classe des constituantes supérieures de LUSIN.

Définition. Soient M un ensemble dans ’espace OXY a deux
dimensions, et P, la droite paralléle 4 ’axe OY menée par le point x
de I'axe OX. Nous appelons point-borne supérieur de l’ensemble M-P,
le point sur la droite P, dont l’ordonnée est la borne supérieure de
celles des points de M-P,.

Nous allons ensuite étudier le crible bien ordonné au sens de
M. N. LusiN. :

Tout d’abord, nous avons. le

Lemme 8. N étant un ensemble bien ordonné de type w* a Sfy< 2)
dans Uaxe OY , sa fermeture N est un crible bien ordonneé de type o* + 1.

Pour le voir, nous allons démontrer par I'induction transfinie. Dans
le cas ou y est un, il est clair que la proposition est vraie. Supposons
que la proposition est vraie pour tout nombre transfini o’ inférieur a
v donné, (1 <y < £2), et montrons qu’elle est vraie pour .

Premier cas ou v est de premiére espéce: soit v=¢'+1. L’en-
semble N bien ordonné de type " peut etre décomposé en une infinité

des ensembles biens ordonnés de type o' . Posons N = ; N, et

supposons que chaque ensemble N; est de type »™ et que Ni.: est
situé au-dessus de N, pour tout nombre naturel k. D’aprés la pro-
prlété d’ensemble bien ordonné, il peut’ étre facilement vérifié que
N = ZNk+p , ou p est le point borné supérieur de I’ensemble N, et

chaque N, par. I’hypothése, est un ensemble bien ordonné de type
o”+1. Done, N est un ensemble bien ordonné de type " +1.
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Deuxiéme cas ou vy est de deuxiéme espéce: soient v des nombres
transfinis tels que 71 <wa<l--- <o <--- et llm YE="Y.

Il est évident que N peut étre décomposé comme ]a réunion des
ensembles N biens ordonnés de type ', c.-a-d. N = ZNk et Ni+1
est situé au-dessus de N, quel que soit I’entier positifk;f:1 ‘D’apreés la
méme raison que celle du premier cas, il vient N = ZN »+p, ou p est
le point-borne supérieur de N. Donc le type de Nk est o +1, c.q.
f.d.

Lemme 4. Sotent N un ensemble bien ordomné de type o dans
Uaxe OY et p le point borné su_pé-rieur de N. Alors le point p est un
seul point limite d’ordre o de N.

En effet, dans le cas ou v = 1, notre lemme est évident. Supposons
que d’abord pour tout nombre ' inférieur &  donné la proposition est
vraie, et montrons sa vérité pour  lui-méme.

Premier cas. v est de premiére espéce soit y =o/+1. En vertu

du lemme 3, on peut supposer que N = 2 Ni+p, ou p est le point-

borne supérleur de N et chaque N, est de type " +1 et situé au-des-
sous de N1, quel que soit I'entier positif k. D’aprés 1’hypothése,
N a un seul point limite d’ordre v’ et le point » est un seul point
limite de px, ou px est le point borné supérieur de N,. Par conséquent,
le point p est un seul point limite d’ordre v dans N.

Deuxieme cas: v est de deuxiéme espéce: o e <l+vr e <---
et ]im vx = 7. Suivant le méme raisonnement que celui du premier
cas, nous pouvons alsément voir la vérité de la proposition proposée,
c.q.f.d.

En employant le lemme 4, nous allons prouver le

Théoréme 3. M étant un crible de type »° (au sens de LUSIN), la
constituante superieure 8..,7 au sens de LUSIN de M est un ensemble

2T

Démonstration. Prenons un crible M dans le domaine OXY et
désignons par N la projection orthogonale a 'axe OY de M. N étant
un ensemble bien ordonné de type »*, selon le lemme 4, le point-borne
supérieur de N, qui est la fermeture de N, est un seul point limite
d’ordre  dans N.

Considérons la partie commune P, au crible M et a la droite D,
paralléle 4 'axe OY menée par un point quelconque = de I’axe OX.
Comme N est bien ordonné, il est évident que P, est aussi bien ordonné
et de type < w’. Il existe donc seulement deux cas possibles:
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Premier cas. Le type de P, est o*. Considérons la fermeture
P, de P,. Désignons par L la droite paralléle a2 ’axe OX menée par
le point p borne supérieur de N. Il est clair que le point-borne supérieur
de P, n’est jamais situé au-dessus de L. Si I'on fait remarquer que
chaque voisinage V(p) dans I'axe OY du point-borne supérieur de N
contient un ensemble bien ordonné de type o' +1 et que la partie de
N en dehors de V(p) est de type < »™, le point-borne supérieur de
P, est situé précisément sur L et il est un seul point limite d’ordre v
dans P,. :

Deuxiéme cas. Le type de P, est <o'. Selons le lemme 4, il
n’existe aucun point limite d’ordre  dans P,.

Or, nous allons construire, dans 1’espace OXY , 1’ensemble de tous
les points limites au moins d’ordre un dans P,, lorsque = parcourt dans
I’axe OX. N étant un ensemble dénombrable, leurs points peuvent
étre arrangés en une suite, soit 71, 72, ..., 4, ... . Prenons unpoint
quelconque 7,, de cette suite et menons une droite L,, paralléle a I’axe
OX menée par le point 7, . Désignons par V2, n=1,2,8, ..., un
voisinage de 7, dans OY et par S,, et T, respectivement les ensembles
qui sont la partie d’ensemble produit cartésien OX x N situé au-dessus
de L,, et situé au-dessous de L,,. Ecrivons par L® la partie commune
a L, et a la projection orthogonale sur L,, du sous-ensemble de M
contenu dans I’ensemble OX x V:—L,,. Posons M® = IT (S, + L2+ T'm).

Alors cet ensemble M® est justement ce qu’il nous gﬁt trouver. En
effet, si le point commun, soit ¢, a L,, et & D, est un point limite de
P,, alors, tous les ensembles L}, contiennent q. Donc le point q ap-
partient a MW, Si q n’est pas le point limite de P,, il existe au moins
un voisinage V2 tel que I’ensemble commun & P, et a l’ensemble
OX x V2—L,, ne contient aucun point de P,. Il existe, par suite, un
ensemble L7 qui ne contient pas le point q. Il en résulte que le point
g n’appartient pas a MV, Ce qui montre que MY est I’ensemble désiré.
M étant un ensemble formé d’une infinité dénombrable d’ensembles
linéaires, qui appartient a la famille ¥, paralléles a 'axe OX, il est
alors évident que MW est aussi formé d’une infinité dénombrable
d’ensembles linéaires {¥3% paralleles a 1’axe OX. Désignons par P
la partie commune a M® et a la droite parallele a 'axe OY menée
par = et cherchons I’ensemble des points limites de PV, lorsque le
point. x parcourt dans OX. Soit N® la projection orthogonale a I'axe
OY de M®, Si nous remplacons dans le raisonnement précédent, N
par N® et M par M®, nous pouvons facilement obtenir ’ensemble a
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trouver, soit M®. Il est clair que M@ est un ensemble {4 composé
d’une infinité dénombrable des ensembles linéaires %4 paralléles & I'axe
OX. De la méme maniére que nous avons faite plus haut, nous pouvons
vérifier que ’ensemble M qui est I’ensemble pour lequel chaque point
est un point limite au moins d’ordre « dans P,, 1<a=<vy, est un
%% . Par conséquent, en particulier, M étant un ensemble bien ordonné
tel ‘que sa projection orthogonale a I’axe OY est de type »*, la con-
stituante supérieure §.r de M coincide avec la projection sur I'axe OX
de M qui est un ensemble {%" situé sur la droite parallele & P'axe
- OX menée par le point-borne supérieur de N, c.q.f.d.

Du théoréme 38, nous pouvons aisément déduire le

Corollaire. M étant un ensemble tel que sa projection orthogonale
¢ Vaxe OY soit un ensemble bien ordonmé de type v, 0 <y <8, la
constituante supérieure & de M est un ensemble F3°=™ O,

Démonstration. On sait que tout nombre transfini y peut étre écrit
sous la forme ¢y = o'+ 0¥+ - +o%, ol == =Zn=0et k
est un entier positif.

Ceci étant, divisons la projection orthogonale N a I’axe OY de M
en parties N;, Nz, ..., N; tels que

1° Ni, Nz, ..., N sont de type o, »', ..., o' respectivement.

2° N; est situé au-dessous de Ni;u1, 2=1,2,3, ..., k1.

Désignons par M; la partie commune a M et au produit gartésien
OXxN;(:=1,2,...,k), et par §® la constituante supérieure de M;. Il
est clair que la constituante supérieure §. du crible donné M est la
partie commune aux ensembles §?, §®, ..., 8@, D’aprés le théoreme
8, 8@ est FF* et il est donc manifeste que &, est un F3eT, c.q.
f.d.

10. Schéme normaux. Pour démontrer la proposition réciproque
de celle du théoréme 3, il faut considérer quelques notions auxiliaires.

Définition. Nous disons qu’un schéme de SOUSLIN {v,, 4., ... my)»
qui est épuisable, est normal, 8’il satisfait aux conditions suivantes:

1° Pour tout 71, Mz, eeesMay eees Yy, m,, ..., my €St OU bien
’espace OX tout entier, ou bien I’ensemble vide, et en particulier, pour
tout m1=1,2,8, ..., v, estl'espace OX tout entier.

2° A propos des successeurs de v,, . .. m,» il D'y aque trois

cas possibles: ‘

(1) Cf.N. LusiN: Sur les ensembles analytiques nuls, Fund. Math., t. 25(1935),
p. 116,
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() vp,, my, ..., m, D€ Dosséde aucun successeur ;
@ vy m,, ..., m Posséde un et un seul successeur de rang k+1;

(3) tous les » (Wlki-l‘—- 1,2,3,...) sont des suc-

q my, My, «.oc, M, Mf+y
cesseurs de Ying, Moy oen s mp®

3° Si le troisiéme cas a lieu pour un v,
cas n’a lieu pour aucun des vm mg,

Mgy eee s B cerméme

-..,mk,mkq-l m1,M2,...,7nk,Mk+1,

v le troisieme cas n’a lieu pour aucun des

ME+2s ceo > "My, Mo, ooy mk+mk+

Yyt Vmy,mg, ot Yy, e, o..y Mgt .

4° Dans le troisiéme cas, le type de »
Mmi+1, le type de »,, "y croit avee m;.

m" se e 9 mk’ mk+l crOIt avec

5° Faisons correspondre chaque élément iy, Mg,y e s tel que
Ym,, mg, ..., mp = OX & un nombre rationnel
_ 1 1 ' 1 )
Ymy, mg, oo, mp = 1 ! + 2’m1+mg+ +2mx+m2+"'+mlc ‘

Si le type du schéme {v,, ,, = ..} est wa(l1<a<<Q), le type
d’ensemble de tous les nombres ratxonnels Ym,, ms, ..., mk.(ordonné selon
la grandeur croissante) est o®.
Remarque. Le type de v,
espéce.
Dans cette déﬁmtlon, nous obtenons le
.Théoréme 4. Pour tout e, 1 < a<< 2, il existe un systéme normal
de SOUSLIN de type wa. ’
Démonstration. La proposition est vraie pour a=1. En effet,

considérons le systéme {”'ml, Mg, ..., mu OB Py m, ..., m= 0X

, Ma, ..., my; €St toujours de premiere

15 .
(=12,38,..., m, m=1,2,3,...), et tous les autres sont vides.
1° ,my = OX ou O. En particulier Y, = 0X.

My, Moy o0e
2° . Ici seulement le premier et le deuxiéme cas sont possibles.

3° et 4° ILe type de Yo, croit avec m;.

5° Faisons correspondre un élément quelconque Ve s My vy Mk tel
que vy, m,, ..., m = OX 4 un nombre rationnel y,,, ,, . my e 1lest

évident que l’ensemble {ym1 May .., mk) est bien ordonné et de type o.

Supposons donc la proposition vraie pour tous les nombres o
inférieurs 4 un nombre donné «, et démontrons sa vérité pour le
nombre « lui-méme. Nous avons deux cas a considérer.

Premier cas, « est de premiére espéce, soit & =a’+1. Dans ce

cas, il existe, d’aprés I’hypothése, un systéme normal {}, STy e )
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’
de type wa’. Considérons le systéme (v, . = .0 00 vy p
Nem——
=0X, (=12 ....m;m=12,8,...)5 Yy ... mong, e, m
- D

— .
= VY me, .., nk

Nous allons montrer que ce systéme est normal et de type wa.

, et tous les autres sont vides. m

1° vy mg, ..., mp=0X 01 O.Pourm=1,2,3, ..., v, =0X.
2° et 3° Considérons d’abord un élément » ol

” Myy Ma, ooy, Mg
1< k< m;. Dans ce cas, d’aprés la construction du systéme, il est
évident que 1’élément satisfait aux conditions 2° et 3°.

Si- k= m, et si Ving, ma, e, mi 0x, il existe une infinité des
eléments vy, ., ‘ ou mr1=1,2,8 ..., et vy L,
mz, mus, DEUL étre considéré comme 1’élément ”mk du systéme normal

- - * o
de type wa’. Done v, ... . m, m,, Satisfait & la condition 3°.

Dans le eas ou k> m,, Ym, , ms, ..., ms PEUL étre considéré comme
un élément du systéme normal de type wa’ et par suite il satisfait
aux conditions 2° et 3°. .

- 4° 8’il y a une infinité des éléments successeurs de Vi, mg, enn s M
qui est de rang k+1, nous avons a dlstmguer deux cas:

(1) Le cas ou k= m;. Il est clair que tous les éléments succes-
seurs de vy, . g SOOE vy L e (M =1, 2,8,...) et,
d’aprés la construction ’du systéeme, le type de v, .. ... mp,m
coincide avec celui de I’élément 1, du systéme normal de type wa'.
Done le type de Ymy, est croissant avec m .

Mgy euey Mp, M . .
(2) "Le cas ou k> mi. Dans ce cas, I’élément donné peut etre

considéré comme celui du systéme normal de type wa’, donc il satisfait
a la condition 4°.

D’ailleurs, comme nous pouvons facllement voir, le type de Yo
croit avee m; .

5° 1I est évident que le systéme {0 ey enns mk) est de type
we . La correspondance établie. entre Yim, , ms, e € Y ma, o
transforme le systéme (v,

ceey MEy M+

Ym,m,...,. ”m Myeeesm, Ym,m, ..., m,

Mgy Moy ens ,nk} a D’ensemble M,. bien ordonné de type o*+m. “et de

plus M, est situé au-dessus de M,, pour tout nombre naturel m .

] 1 Hd s
Le systéme (v, ., ..., m, Se transforme donc & Iensemble bien

ordonné de type %, puisque o* = i (0% +m).
m=1
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Deuxiéme cas; « est de déuxiéme espece: Soit o <ap<l+--
<a<l--retlma=a. Soit (R0 ,0 L@} (=12 ..) un

systéme normal de type wa;. Considérons le systéme {v,, m2 )
b trts i = OX QSIS E =1 28 vy g, i
' \—\;——' '
. mg) =00 o .o et tous les autres sont vides.

La démonstratlon que ce systéme est normal et de type wa peut
étre obtenu par la méme considération que. nous avons faite dans le
premier cas, c.q.f.d. N

11. Schémes congruents. Pour un nombre entier positif n, dé-
signons par {n*} tous les nombres 7n® déterminés par la formule
n® = 2-(2n — 1), ou ! parcourt I’ensemble de tous les nombres
naturels. On sait que, si n==n’, n® n’est jamais égal a n’¢®), quels
que soient [ et I/. Pour deux nombres m* et n*, s’il existe
trois nombres naturels I, m et n tels que m* =212/ —1) et

2”—1(2l —1), m* et n* seront dits congruents et désignés par
m* = n*

Dans cette correspondance entre n et {n*}, un nombre n correspond
a une infinité des nombres {n*} qui sont congruents. Réciproquement,
il est clair que, pour un nombre quelconque n* dans {n*}, il existe
un et un seul nombre n tel que =»n* =2"1(2n—1) pour un nombre
entier positif ! convenablement choisi. Désignons par @(n*) cette cor-
respondance. Il est alors évident que @(m*)==2¢(n*) pour le cas et
le seul case ou m*=n*. Nous écrivons par (m, m¥, ..., m})
= (nf, nf, ..., ny) si m1 :ni“, my=nf, ..., mi =mn; et disons,
dans ce cas, (m}, m¥, ..., m}) et (nf, n¥, ..., nf) sont congruents
I'un 1’'autre. |

Considérons maintenant un schéme monotone "de SOUSLIN
{Sn1 ey nk). Nous transformons ce. systéme & un schéme de
SousLIN ({3} nids ou nj} parcourt 1’ensemble {n})} correspon-

* o — 3 KY e
dant a #, et posons Bn I —-Bn”nz,“_,,nk si p(n) =ny1,

pny) =nz, ..., @ng) = ng. 8’;”1, mi, ..., mpy €t &y k. x sont
dits congruents 1'un l'autre, si (mf, mf, ..., m¥) = @}, nf, ..., n}).
Le schéme {8*

1

e ,n;;} ainsi qbtenu est dit ‘congruent a

{s’nl y Ngy . ... ’ 'nk} °
Nous allons démont;'er que {&*

- mf} satisfait aux conditions
sulvantes :
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1° Il est monotone.

2°  S'il existe au moins un élément successeur a4 un point  d’un
élément donné, il existe alors une infinité des éléments succésseurs au
point z de I’élément donné.

3° Le type de 5%+ * é. un point « est égal a celui de

ni, ”29---7”’]0
3 - 3 * * ) *®
?(nx).(p(nz)....w(nk) au point x. Par suite, si (mf, m¥, ..., m})

=N, 15, ..., Wi ), le type de 8%, ,% - ,* au point x colncide

*
avec celui de 83x .« - % au point .
Démonstration. 1° La proposition est évidente, |
20 Considérons‘ d’abord un élément successeur Spx ¥ ok %
au point z de & x ‘ donné si celui-la a au moms un D’apreés

la propriété de la transformatlon exécutée, il existe deux éléments
Sotnl), 9, - s wn), o0y €t Sotnd), stni), ... , stniy €¢ celuila est suc-
cesseur au point z de celui-ci. Comme il existe une infinité des
nombres qui sont transformés de <p(n*) il en résulte que la proposition
2° est vraie.

3° Pour le démontrer, nous montrons d’abord que SpX md, ... mi
étant de type B8 au point x, alors o), wnd), ... , o(ni) est aussi de

type 8 au point z. Ceci est évident pour 8 = 1. Supposons donc que
la proposition est vraie pour tous les nombres B’ inférieurs a un
nombre donné B, et démontrons sa vérité pour le nombre 8.

Soit 8 le type de 8%x ,x ., au point x. Considérons la totalité

des éléments successeurs, qui sont de rang k+1, de &;x ,* ¥

au point x et désignons-les par &yx ,x ~ x x. B, * étant le type
de 83x % ux n*au point 2, il est clair que 8 = (max B,*)+1. Puis,
n

prenons I’élément Sonly, o(nd), ... , o), en*) - Par ’hypothése admise,
le type de cet élément est 8,« au point x. Done, 8 est le type de
3 *) au point z, et, par suite, il en résulte que:

o(ni), onz), ... , #ni ) .
B étant le type de ¥ ,x i au pomnt , celui de 8,,) o(n3),

..., o(ni) st encore 8 au point z.

De la méme maniére que nous avons faite plus haut, nous obtenons
le résultat suivant:

B étant le type de & au point «, un élément &%

nl'”‘Z,-.--”nk ni, n2’0"l
nt transformé de celui-la a aussi le type 8 au point «, c.q.f.d.

Nous avons, par suite, le
Théoréme 5. Soit {&px ,x ,x} un schéme congruent a un
Le type de &% %

schéme monotone de SOUSLIN {3, , = = n.}-
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nt €t de Sq,(nze). 2 (), ..., o(n)) SONL egaux au point x, et, par suite, st
(mf, m3, ..., mE) =, nf, ..., n}), le type de S  mi, ..., mp €t
de Spk, n, ..., n SOnt égaux au point x. Le type de {Sm . ,nk}
et de {B,n“ Ng,yeen mc} sont donc égaux au point x.

12. Normalisation des schemes donnés et les inégalités qui s’y
rattachent. = Théoréme 6. Soit {3, R, ..., msl UM Schéme monotone

de SOUSLIN, qui est de type wa et qui satisfait & la condition sui-
vante :

O 8wy, = ah, ., ";c pour toule paire des indices
congruents (ny, ng, ..., nx) et (nj, 1%, ..., nj).
Il existe alors un schéme monotone de SOUSLIN {&*

my, Mo, ..., mk}
et un schéme normal de SOUSLIN (”ml,mg,.... mk} qut est de type
wa , tels que

1) anl' my, ..., m;, F O entraine Vi, ma, ..., my = OX.

2) Deésignons par B3' et par vi* le type de dn, et de 8;';11 au point
x respectivement, et par £™ le type de Yy, - [Posons B = wot+qt,
™ = wr™+p™. Alors nous pouvons faire correspondre tout n; et
tout m, biunivoquement, de sorte que nous ayons les tnegalites suivantes :

a) st o' =0, nous avons toujours

(1) ' "< g,

et il existe au moins un nombre entier positif n congruent ¢ n. tel que

14
1

/’
(2) Yo1=q1; mi=o), ni=mn,
B) st or 2 1, nous avons toujours

3) ¥ < w2(c™+ 1),

et il existe au moins un nombre entier positif n} congruent & n; tel que

4 Y Z (BT —p™) + ™ mi =), W=m.
Remarque. Désignons par B, et v, le type de {S,nl Resenn, nk} et
de {8;*”“ me, ..., my a0 point z respectivement Nous avons alors

d’aprés la déﬁnmon, B = max B! et v, = max v

7y
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Démonstration. Considérons d’abord un schéme normal {v,, ,,. .
m;,) Qui est de type wa.

ceoy

Soit # = (my, mz, ..., Mx, ...) un normbre irrationnel entre 0 et
1. Faisons correspondre un nombre rationnel 0.4;424s.... & base 3
(c.-a-d. 2, =0, 1 ou 2; A, = 0 & partir d’un certain rang dépendant de
#), suivant la régle: Nous posons i1 =2 et 4=0, =1 ou i =2,
(k = 2), suivant que, pour ’élément Vi, Mgy - vn s Mo (k =2), le premier,
le second ou le troisieme cas dans la cond1t1on‘ 2° de la normalité a
lieu (voir p. 198). Désignons par a, le numéro k tel que 4, est le
n-ieme 2 et par o* le numéro du premier 0, c.-a-d. Au;= duy= ...
=As, =2 €t dax =0 (a1 < a2 < ... < a,<a*). Pour tout n, le systeme
(Mg, 1115 Mo, 4o~ Ny, ) étant dénombrable, nous pouvons les faire
correspondre & m., biunivoquement. Remarquons que, d’apreés les
conditions 2° et 8° de la normalité (voir p. 198), a, dépend seulement
des Moy, May, «o. , Mayy. Par suite, si k=a, (n=1,2, 3, ....),
(m,nz,...,n) et (my, me, ..., mz) se correspondent biunivoquement.
Nous pouvons désigner cette correspondance par =, .., = @, (ma_n),
vy=1,2, ..., ap—an1. Pour e,1 <k <a, ou a* (n_>>1), nous posons

' 1
Sml y Mo,y oo, ME = Py k8¢°‘l(m°‘1)’ q’uz(ma,) ,

n%_1+1, ’nan_l + 2y ecey

DL (May), ..ns Pl may)

PL (M), P (Mag), .ner Py (mag),

(00) e e PN

¢:‘n —1(m°‘-n—1 ) ‘¢2°‘n—1 (mdn-vl ) BRTR

¢a,,_1 (m“n—l)’ Ny g +15
Mgy +25 oons k-
et tous les autres sont vides. | :
<Mk e type de

Désignons par 8™’ ™’ '™ et par o e

et de & au pomt x respectivement, et par

Ny, No2s ooy Nf - Myy M2y eeey Mk

m, oo "n ees sy M
gM Mareer M celui de vy, ..., mg - POSODS Gty Terce T
__ma_'n,,ng,....nk+q’;zl,'n2,...,nk, Eml,mg,...,mk_mel, M, ooy Mk

4 p™ M eee s ME - Qunposons que k = a, (4 = 2).. Done (71, ng, ..., m)
et (my, mz, ..., m;) se correspondent biunivoquement.
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Alors nous avons les inégalités suivantes:
a) si oxt?™’°» ™ =0, nous avons toujours

(1) o ‘ 'y;nn'mz»---.mk_g__q:lm’”z,-o-,nk

et si de plus, &mi, ma, ..., mkgﬂ;'n Mg, ..., Mk, NOUS avons

(2) ‘ o 'Y;”l’m‘l" cees Mk ="q:1‘;'ng, cees Mk,
B) si ;’n”nz' e R >1, nous.avoné tck)ﬁ'jours.
(3) ‘ B My, ouns mkng'(o_;li,‘nz', ;..,nk+1) B
et si de plus, ‘Eml.m,...,mk,;_z_ﬁz,l,ng, ...»7k, nous avons
(4) vinl’%""’mk‘z(ﬂ:“nz’ e nk—pmnm.::;‘-.‘.,mk)
' +pma, me, oo, M,

- En posant k& = 1, par suite, m«, = m;, nous avons notre théoréme;
d’aprés la condition (0) (voir p. 202). Il nous suffit donc d’établir ces
inégalités.

Tout d’abord, selon la construction du systéme de SOUSLIN
(8%, ma, ..., mut» 1 est évident que &7 , . . ==O entraine
Yoy, mg, .., mp = OX. De plus, tout élément de rang k, quel que soit
k, du systéme {3, , .. )} correspond a un élément de rang & du
systéme {8y, ... ..., m, s et chaque élément de rang k de celui-ci est
composé des éléments de rang k de celui-la. D’aprés la propriété de
la correspondance (00), comme nous pouvons sans peine voir, le systéme

Sy, Mg, . m,] €st.monotone. .
Nous allons établir les inégalités données plus haut.
(*): Considérons d’abord le cas ot - gt* ™22 - "™ = (), Prenons un

point ¢ dans OX. Alors, d’apres I’ hypothese, le type de & P Mas een s T
au point x est gt’ ™’ - "% g appartient done preclsément un élé-

) .
ment am, Moy oees Nhy ety ooe s Mhigpls T2e s Tk g et n’appartient a aucun
élément de rang (k+q;*’ ™ """’ ") successeur de 5, , . .  , aupoint
- Done, d’aprés la propriété de la correspondance entre Oy Mgy enns mpt

Ny, N ess sy M
et (V mz,---,’mk}’ 19 12, ’ k)

%
successeur de &, m.,...,m
donc

il n’existe aucun élément de rang (k+q.
k et qui contient le point . Nous avons
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(1) ry;nl,M2,...,mkS_qn1,ng,...,nk.
- X

(**): Si de plus &™:» ™M2r 00 M >> M> M2y ---» BE  §] vy 3 qu moins
un élément de rang (k+qg5t’ ™ - ' ™—1) successeur de v,
et qui correspond-a I’élément 8y, gy s, Rlorg™ > P20 e My contenant le
point 2. Doneg, il y a au moins un élément S,

y M2y ooy ME

sy M2y o0 ,mk+ nl’ N2y eves nk_l
qui contient sirement le point . Nous avons ainsi l’égahté suivante

(2) fy;nlvmz') -'-:mk=q:’1’n2;--~:'nk.
Nous considérons ensuite le cas ou o'’ ™’ '™ =1, Nous dis-
tinguons deux cas: :
Premier casou p™’ May onn s M =g M ---» "k Prepons tous les

éléments de rang (k+p™'’ "™’ ** ™) successeurs de vy, .. ..., o

d’aprés la propriété 3° et le troisiéme cas de 2° de la normalité de

{vm, T my) (voir p. 198) et d’aprés la propriété de la correspondance

(00), » Vi, Moy eee s mk+pml’m2""’mk et 8y, ng,rn s mprp™s Mas ooes Migs OU
Mo My, My, ooy M et Mot pMa > Mas - s M existe un nombre infini, se cor-

respondent biunivoquement. Comme o2’ ™’ **** ™ =1 et p™ "% - M=
=gyt ™ 02", le type d’un élément quelconque &, ., .. ..

Nk+p
. . m Moy eeey ME
(*).,’ il vient 'le’mz""'mk""’mm 1 ’ ’ <

my, M, ..., my €St un nombre fini. Par conséquent, d’aprés le cas

gq'nl,’ng,...,nk,...,nk+pm!’m2’°'°’mk.
»

D’aprés la définition de type, nous avons

,ymlv M2y oue, Mk

max My Mgy o5 MLy vers MEspD M35 oo ey M,
= (mk+1» MErge « ooy MErp'T1r Moy voey Mk v k)
+pma, Mo, oo, MK
et par suite

ry;';nlt Moy eeey M

( : max q’nl’nﬁ’ ceey MK, ~-P°,nk+Pml,m2’"...’mk
&

T ”k+1,nk+g,.-.,nk+pm1vm2,---,mk | )

+pm1,m2) ..-,mkéwz.
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Nous avons ainsi 'inégalité :

'Y:;nl,mg, ...,'mkng( Ny, N2, .-.,’nlg+1).

Deuxiéme cas ou p"™> "M g™ M Considérons

d’abord tous les éléments de rang (k-+q™’ ™+’ ™) guccesseurs de

Ry, Mg, ey np B point . Le type d’un élément quelconque S, ) gs wen s

Mhy on s Rigegls Mas oo s T est alors un nombre fini et leur borne supérleure

est . Soit iy My ot My o ey Mipeg M +ee s ME UN élément corre-

Vs eee s My ey MU s e s T qui contient I’élément

My My eees Moy oen s Mpeg™s M2 oo s T = Prenons un élément quelconque

spondant a 8*

Vg, Mgy ey My «nn s Mg Mer oo s mi - PUIS, considérons tous les élé-

ments Y, YRCY cevs Mk, ml,mg, ooy Mgl M2r eee s Nk

,mg,;..,mk,...mk+q
'nl,’no,...,’nk 1,m0,...,mk+q’nl’n0”"’
de rang (k+q. +p™ ‘

de ”ml,mg,...,mk,..., Miprgit? M2y 00 LA {v m,,mo,...mk

il existe une infinité des éléments des o |
nl. Mgy een s Mh, )My My oen s mk+q'”'l’ N2y eees Nk

" ) succésseuré
Y étant normal

Yoy, Mmay vy Mg

Dy ooy y » seny nl Nay eoey ML
de rang (k+gz** ™" Tk . p™ M2 Misrayt* P20 200 My gheeesseurs de

VL Mgy o en s Mis one s muq”“ me, ..., ni €t chacun de ces éléments cor-

respond biunivoquement a 1’élément ..

n1:no,....nk+n1:”n,---,nk mlvm"v'--’mk+q’nl’no’”"nk quil COinCIde

avee 1’élément 8,";, Moy oo s Mirg”

Mgy Nay ey N, m,,m«,...,mmnl'"h'--’”k
’ ] .
D’apres le cas (*), il vient

'n Noy.eeoy Nk
My, Mo; ...,mk+q;7'1,nz,---,7lk My, My, ooy Mirg 1 72200000

Y

n cee s M
Sqnl,nz,...,nk+q”xs"~»---. 'nk mla Mgy ooey Mirq 11'"'2:» " .

Nous avons done

MNyy Moy o6y Nk
s M2y o oo mk+qgl’ Moy ooy Moy Mgy M2y oovy Migray,t* T2 ’
x

et par suite

My, Mo,y ooy 'mkwn" Moy oves Mk

” , Mprg™r M2s ooy M
@

g'w_i_pml’m‘:v--- +4,, | .
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, Nis Moy ooy N L
II en résulte que vyl”"""’?’ sees Mikraylt T2 < w2 et donc

vy Mes s ees Mh << 59 4. gM1r P25 ---2 Mk Nous avons ainsi I'inégalité
suivante et par suite (3)

,*:’h-’mq, ooy mkng(a.z:n'ﬂz, .--.nk+1) .

Puis, nous allons considérer le cas ou £712 ™22 <+ Mk > @M1 N2o ooy M

Nous distinguons deux cas:

Premier cas ou p™*™er - Mk > oM Tes oo Mk Daprés les con-
ditions 2°, 3° et 4° de la normalité, il existe une infinité des succes-

: My 9 ese g M

seurs, qui sont de rang (k+p™ > ™ ), de v ., ..., m; € DOUS
les désignons par v, o, ..., my.zms ma, ..., me . - Dais la correspon-
dance -(00) chaque élément de ces éléments correspond & un élément
s oy .. Mpprp™s s oo mi » QUi €St un successeur de 8, L. . . .,
au point x, et chaque type de 8, ,. . . 4., ™, ™,...,m €st un
nombre fini et leur borne supérieure est . D’apres la propriété 4° du
schfeme normal (voir p. 198), le type de » Ving, Mgy e s Misp
croissant infiniment avee m tpMis May oo s mi s €6 leur borne supérieure
est wr ou ™ Mes e M > 1. D’ailleurs, d’aprés la
propriétté (0), il existe un nombre infini d’éléments qui sont con-
gruents a 9, Moy . s Mprp™1s Mas --, mi » €, par suite, il existe un élé-
ment 8, ., . .t om,m,..,me qui est congruent a celui-la et qui
correspond a My, My e s m',’”pm, , mg, ..., m dont le type est plus grand
que celui de 5,  MpagMs Mas cos s M » Par suite, d’apres les cas

’nz,...
’
**), mlrmZ:-o-’mk+p s My evey Ml nl,n,.....,nmpm » My eeees Mic

D’apres la definition de type et d’apres la condition 3° de la normahté

ml’ mz, LICIIN ] mk

Mys M2y eee, M
’

e . » M2y oo mk_
nous avons donc Uinégalité: o> Mes =e» Merp'™ ’ =w+1,

il vient donc o> ™2 =2 M — "™ Mo <20 ME ot par suite

Ny, Mo, ..., ML Y n ceey N m. .oey Mk My, M cs ey Mk
'Yxl" ’ ’ Z:(Bm“,z’ ’ ___p 1y M2, » )+p 19 Mgy » .

Ty My ne s M~ My Mes oo M ] egt &vident

Deuxiéme cas ou p
que le type de § y Moy ene s M Me, oo me, Qqui est un successeur

de 5, ,. ... 3au point x, est au plus o +gh* " e TR

— M1 M2, ..., me gu point x, et il existe au moins un élément qui a
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nlo'nzv---vnk_pmlme:---ymk

précisément le type w+q, . De plus, parla

propriété (0), il existe un nombre infini des éléments de rang
Nyy N2y eoey Nk

(k+p™ ™ ---» ™) dont les types sont égaux & w+gg

—p™as My -y ME - Tygilleurs, d’aprés la propriété 4° de la normalité,

il n’existe qu’un nombre fini de »,, My, Moy ..., ms POUr

l’m“” .--,mk+p
Emlsmza---)mk+pml’ ""mk<6’n1. Noy eves nk+pm1’mz’ f“’mk\
£

<q’:n’n2,--- » NEk+p

lequel ou

bién pml’ Mgy coes mk+pm1’ Moy «oe y Mi
Il existe donc deux &léments v, . . s e, ..., my €l

My Moy eee y ML

.

» m‘l’m2, ceey mk+pm1’m2’ cee ,mk
Ny, nz,...,’nk+pml!m2,---,mk tels que I3 ‘

: ﬁn1.n2’-..,nk+pml,m2’-..9mk et ml’mz’.’.’mk+pm1,m2,~...,mk
== x

D
.. s My Mo,y ooey ME . D .
= gy My oo Mherp TR 1T T ot qui se correspondent.  Par la considéra-

° . m May ooey ML
tion analogue au premier cas, nous avons o’ ™22 -+ Mhip L ’

g(B;"l!nZ,-.--"nki—pmlthn-.-’mk_pml,mz, e ’mk+pml,m2,...’mk)

s Mescc2 ME 1] en résulte immédiatement que

Y%

Y

+pm1, Moy eeey ME+p
(4) fy:nl’ me, --ovm’CZ(B:bl’ n?! °'-’”k_pml’ me, --;’mk)

+pm1, mqe, ..-,mk’

car, il existe des éléments 8, .. .. . np.,™>me, ..., me qui sont de
type B:‘l: nz”--- ’nk"*’q:bl’ Noy oee s'nk__pmlym2’ cesy ML .

La proposition est vraie pour o,'’ "™’ -***"™ =1, Supposons donc

les inégalités vraies pour tous les nombres inférieurs a un nombre
My Maseee s e g .
oy onné, et montrons sa vérité pour le nombre

g Mer oo™k Juiméme. Nous avons deux cas a distinguer :

Premier cas ou p™* ™t Mk > gts T2s-ecs Mk Considérons tous
les éléments de rang (k+p™* ™2 **** ") successeurs de vy, | s, ..., my
de tels éléments existent en nombre infini. D’aprés la propriété de
la correspondance (00), chacun de ces éléments correspond a un élément

de 8, iy, ..., mpipis Maseens my, de rang (k+ pmi, ms, ..., mr) successeur
de ¢ biunivoquement. Il est évident que le type de

N1y Moy coe sy N :
chacun de 8, , ... .7 ™, ..., m est inférieur 4 wotr e e Tk

et leur borne supérieure est won!’™’:-* " ¢.-a-d. il est de la forme

My, Moy ooes Mk '1,”2;---’nk+pml’m2""’mk
x

M1y Ny ceoy Nitp —
Bz = o,

‘+q’:'l’ Na, "'v'nk‘l-pml' Moy eoey ML
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et o.;"l’ N2y ovey nk*pml’mz’ ""mk<a_;21, Nyy ey N

D’aprés I’hypothése, il vient toujours

My, Moy .., mk‘_pml!m‘.” eoey 7nk£w2(o-nl"n'2° _..’nk+pm‘, Mo ooy MK
== @

Y + 1)

S(DZO’?:I’ Ny ooy 'nk.
Par conséquent, nous avons I’'inégalité
(3) ,.anl’mﬂyo-o’mkng(o.gl’ 'n2’---’nk+1).

Considérons, en particulier, le cas &mi,mz, ..., mx > By Mgy e oo Tk,

Prenons tous les éléments de rang (k+p™’ ™2’ -’ ™) successeurs de
Ymi,mg, ..., my - DaDreés la propriété 4° de la normalité et par la
correspondance (00), tous ces éléments et tous les éléments de rang
(ke+p™> ™2 --0» k) qui sont des successeurs de 8, ., ..., », 3 boint
x se correspondent biunivoquement. Il est évident que le type d’un
élément quelconque Sy s Rtprg™is My <o e s Mie est inférieur a
wort?™r o2 ™ ot leur borne supérieure est way'’™’ "’ ™ . D’aprés
la propriété (0), il existe une infinité de 3, ., . . 5, .70 m2s ..o, M
qui sont congruents. Selon la propriété 4° de la normalité (voir p. 198),
il n’existe qu’un nombre fini de v,, .. ... mg.,m4. M., m POUr
lesquels le type est inférieur a celui de I'élément quelconque
fixe 8, o, ..., mjpmMismes .., mp . Il existe done deux éléments
Yiy s Moy eue s MpspTis M2s o ooy ME et S'nl,'n,, ey MpprpThs M2y oo s M et le
type de celui-la est plus grand que celui-ci, et ils se correspondent
dans la correspondance (00). D’aprés I’hypothése, il vient '

m19m2’ ‘..,mk*pml,mz. ”"me(Bnl"n’ﬂ' cee) nk+pm1, m2, ...,')'nk
== »

Y |
_ bml, Mgy onn s Migrp™is Mas eoes 'mk) p™s My er Mg M2y ey K
Comme max Mgy Moy oees Nprpths M2s oous M
Nht1s Nkt2y oooy NEipMyis M2y ooy 'mk. 2
= woyt’ ™ ™ il vient

%:nl, Mey eoey ng(ﬁrl, e, ...,nk__pml, mo, ...’Mk) +pm,,'mg, eesy Mk

ce qui donne I’inégalité (4).
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Deuxiéme cas ou p™ ™ Mk gty My Congidérons
d’abord tous les éléments de rang (k+ght’™’***™) qui sont des

successeurs de &, , . . , au point z. Le type de chacun des élé-

ments est inférieur & won'’™’***™ et leur borne supérieure est

Tyy Mgy ooy NEe : -
wagp' "t T L Soit Viy, My oue s Mpego Ter coe s M UN élément cor

respondant & &, ., ... .MM -..,nk . Prenons un élément quel-
- 4

conque v, ny, N, ..., n; €t considérons tous les éléments

19 M2y oo ,"nk-}-qm

le,mz,..,,mk+q21.n2’---,nk+pm1,mz,....mk+qgl’n2’""'nk qui sont des

successeurs de 1’élément donné. La correspondance entre ces éléments

et ceux de rang (kgl’ ™ e Mg g Mas coee s Mgl T eee s Thy
‘qui sont des successeurs de tous les éléments L, P R
qui composent 1’élément iy s s nen s et s M2 e s T s est biunivoque.
Or, chaque type des éléments

Oy, mas ..., Rirg s T2y oo s Moy 01, Mo, o » Mgt ? T2 s eoe s M
au point x est inférieur & woy?’ ™’ '™ et leur borne supérieure est
wg M ™ Par suite, selon I’hypothése admise, nous avons

I’inégalité suivante

n .
My, Mey eeey mkm;’,,“’ May eoes Moy M1y Moy ooy Miigyl? s ey TR

Yo

, MpiaPly Moy eoey N, Myy Moy aeey Mgt ¥ N2r <00 N
Ny, Moy eaey N, 1s 702 ’ 19 g, ’ +
ng(o.ml: 2 s Nktq, +p ' + 1)

Swza;"l, ’ng, -o.o’nk
et par suite

Mye Moy eoey ME g 12 T*29 ’ o.n ceey M
,le » ’ = S&’?O’wl' s, » Nk

Ny, Moy een. Nk
+pm1| m2r~--’mki'qz ’ ’ ngo.gl’ Ng, o-opnk_l_w.

Nous avons done

(3) ,.y:;”'l’m2; o-c)mkng(a,;zlv nﬁ’---vmk_*_l).

Nous allons en particulier considérer le cas &™1» M2s ooccs Mk

=Gt M2y -eees Mk Considérons tous les éléments Yy mgs s,
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My ™s My vees mi €6 Oy ) my, Mme, ...., mp G€ rang

YOS ‘eeeey NE+tp

Myy Moy eee y ME .
(k+p» ). ‘Dans cette place, v,  m,, ... ;mypmi,ms, ..., ms

. Q
et Snl,'n,, ey MiorpTy s My oeny M sont successeurs de Vi, mg, ..., mp et

de b‘nl, Mgy e, ng B0 point x respectivement, et ils se correspondent

biunivoquement. D’apreés la propriété 4° de la normalité et la condition
(0), (voir p. 202), pour un élément quelconque 8, ., . w m. ..., mas

il existe deux éléments Yoty My +en Tl s T ey T et 8, ...,

dont la deuxiéme est congruent a &

n’+pm1,m2,...,mk’ Nys Moy oees

k
NE+pMy, M2y «osy Mk ’ tels que

4
my, My, ""mk>8n1,n2_p eeey Niitp
= NM®

’
&mlim‘.” csey MEtp” My, Moy 0oy Mk

4 ’
my, Mo, _."mk+pm1’ Moy «aey Mk Zq’nl,’nz,...,nk.,.pml’m2’ ceey ME
= 12

et D

et ces deux éléments se correspondent. Comme il existe un élément

: Nyy Noy eeey NE
Ty Mgy o vy MlobpTy s Mgy =oe s Mo dont le type au point x est wo, ,

4 gl Mes ce s ME__ M M5 oo o5 ME pracigément, il en résulte d’aprés le
premier cas que

, .
Myy Mgy euey MpipTits M2y oo M > o

Niy Ngy eeey Nk
Y .

x

Mis N2y eee s N My, M2y oo, Mk

Ya p

Or, comme nous avons gpi*™er -0 Mk pMis Mz, e M Pinbgalité
suivante est établie :

My, Moy ooy M
(4) ')’:nl’mg,.”’mk_____>__(_ﬁ;&1’ ”2’--~’ﬂk__p 1 )
+pm1’m2’°”’mk, c.q-f.d.

D’aprés le théoréme 6, « étant un nombre limite, nous pouvons
conclure le :

Corollaire. Soient 8&.. et 8%, les constituantes superieures
du schéme {5, } et du schéeme {8,;;2“,”2, o mg €€ dernier
est le schéme mormalist de {9,
8wa = gia .

La remarque suivante sera utile dans la démonstration du
théoréme 7. ‘ '

15 M2y oo, VL

_— , ”k} . Nous avons toujours
] Dy s
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Remarque. D’aprés la propriété de la correspondance (00), nous
pouvons vérifier que: a4 propos des successeurs, qui sont de rang k+1,

* v . . . .
de &m,, m., ..., ms @ un point z, il n’y a que trois cas possibles :
1) &, ,m,, ..., my D€ posséde aucun successeur au point x.
2) &, my,.s., m; DOSséde un et un seul successeur, et ce cas a

lieu dans le seul cas ou M;=F1 ou k=Fa,—1(n=2).
8) &, mq, ..., m Possede un infinité des successeurs, et ce cas
se produit dans le seul cas ou m1=1 ou k =a,—1(n=2).
D’ailleurs, d’aprés la propriété du schéme congruent et d’aprés
celle de la correspondance (00), nous pouvons dire que, si v, m., ..., mp
posséde une infinité des successeurs de rang k+1, ¢c.-a-d. k= an—1,

et si &,  m,,..., m; DOSSEde au moins un successeur au point x,

8., ma, ..., my €N posséde une infinité des successurs de rang k+1.

Par conséquent, comme on peut sans peine voir, si le type de

C . My, Moy eoey M Myy M2y eoeey, M

8y, my, .... my au point x est woy ! R Y M » Mie

(g71» M2y -+ Mk > 1) | les successeurs, qui soint de rang k+1, k+2,
. * .

eens kg™ ™E—1 respectivement, de &m,, ms, ..., m; au point

x se déterminent uniquement.

13. Transformation des schémes de SOUSLIN aux cribles de
LUSIN.

Théoréme 7. Soit {8y  m,, ..., m,H UN Schéme défini dans le
théoréme 6. Maintenant, faisons correspondre un élément quelconque
8. ms, ..., mp(== O) de ce schéme ¢ un nombre rationnel Y,  m,, ..., m

. -, 1 1 1
qui est donme par 1 (2m1 ‘o Tt 2m1+m2+”_+mk) et
désignons par 4 le crible PN A g, .., mi ou
My M2y ooy Mk ‘
Doy mgs ey mie = Omy, myy ooy mi™ Yy, mgy ovny M+

Deésignons par vy et v, le type® de (an“ Moy eens mys € de 4 au
point x respectivement. Posons v = wo,+ ¢, o 09, < w. Nous
avons alors les inegalités suivantes :

(1) Nous comprenons par le type de By, my, ..., my AU point # dans I’axe OX
celui de ’ensemble bien ordonné des nombres rationnels obtenus par la transforma-
‘tion donné plus haut des indices (m1, m2, ... 2 mg) de 1’élément 6"‘1 my, ..., my et de
tous les éléments successeurs au point = de Bml my, ..., mpe Soint M le type de Bp,
au point .. Le crible A est dit de type vz au point z, siyy = 21 Y21

=
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et i de plus o, est de deuxiéme espéce et q, =0, nous avons l'égalite :

Tg __
@ = Yz »

ou comprenons par «° le nombre nul.

Démonstration. Désignons par r"};nn Mes eves M €L yMay My .oy Mic
le type de 8} . m,...., m: €6 9€ dp . ... m, 8u point x respective-
ment et posons 'y’)nlpmng oo-’mk — wo,;nl.m», ceey ME + qml, M2y oeee, Mg,

Alors, nous avons les inégalités suivantes:

wa-:nx,mz, ---’mk+qm1,mz, ""mkS ml,m'g,...,mk

< Rl M e M)

En premier lieu, nous allons démontrer I'inégalité suivante

a.ml. Mgy eeey ML

&% +qm1,m2,...,mk§ ml,mo,...,mk.

Nous le verrons par le raisonnement par recurrence.
- v o *
Premier cas; ootr™2»---»™Me=(, D’apres le fait que ém,, m., ..., mz
est de type gz’ M2y -+ Mk g point , il existe slirement un élément

Sjrem.mz, ceey Miiq, 1,’”&0,...,')%]9 1 de rang (k+qm1,M7,...,m1‘;-—1) qul

contient le point x. I1 vient donc ttr ™2 -cc2 Tk > gt Mes e ees Mk
puisque le systéme {8y, .. ..., m;! est monotone.

Supposons que pour tout nombre inférieur a oy’ ™2’ - * ™k donné

'inégalité est vraie, et démontrons sa vérité pour gjn: ™ e Mk

Considérons tous les éléments Sy, ms, ..., mpi™s Mar o0 Me de

rang (k+qJ ™ "”m") suceesseurs au point x de Sml,m,,...,mk.

Alors, le type au point  de chacun de ces éléments est inférieur a

woy’ ™ o202k et Jeur borne supérleure est woytr ™2 e Dési-

Myy May mr My May oo oy Mk
m Moy ooy M, i ’ °r My, M3y - m 1
gnons par owo. 1» 702 » Mhktray +Qa: 19 M2y ooes Micta,

5y e ml May «oey M . * .
et par ml, Moy .oy MkHI ’ ’ . le type de 8m11 May eeey mk‘_qml, M2y coey M

et de dm;, mq, ..., mpdT> M2r -oo M AU point « respectivement. D’apreés
I’hypothese, nous avons toujours



214 T. Inagak:

My Moy e0ey ML My, Mey ooy Mk
wd':nln m2,.-o-’mk+0m ’ +q;ﬂl, 'mg,...,mm% ’ ’ ’

<97 Mys Mgy oeey mkwg‘“mz’“"m"
[

D’aprés la remarque dans §12 (voir p. 212), on peut sans peine
vérifier que

My, Moy oeey M 2 ' 72@1,M2,.-.,mk+q21’1’m2’-'-smk)

Y
mk+_qm1, Mo,y eoey ML

m) ’-cc’m .
+qwl m! k-

Par suite,

E wa.‘)w?’bl.?nz,...,Mk+q:zlpm2y---omk
mk+qm1’m2v-o-’ mi
£
m m csey ML
M , M eesy M 1 2 ’
+qml! 1 ’ ki—qx )

My, Moy ooy ME Mys Moy eoey Mk
+qxl’ 2y ’ gymln ’ ’ ,

il vient done

m19m29 veey Mk

m m ® e e L) m
@Ca __,l.q“l’ 2 » smkgvz’"l’mzn coy k,.

La premiére partie de I’'inégalité est alnSl établie. Nous en
prouvons ensuite I’autre partie: '

2y oo My My, «oey ME
‘y;n'l, M, . ’mkémz(o-m 1 2 "‘l‘l).

Considérons le cas ou aml »M2s.ee» Mk = (0, Dans ce cas, comme
%
g Mas eee s Mi oot bgal § got» ™2» -+ Mk §] pn’existe aucun élément de

rang (k+q™* ™ +++» ™) qui est le successeur de.dm,, ms,..., mi au
point . D’aprés la propriété de la normalité et celle de la correspon-
dance (00) et d’aprés la remarque dans § 12 (voir p. 212), nous pouvons
vérifier I'inégalité suivante

qmlrm29-°-’mk
@

pgir MM s {e(n—1)+o(n—2)

+ oo FeRtoto) <ot <@g T TEED,
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L’inégalité a établir est donc vraie pour oy M2y Mk = (0, Sup-

posons donc 1’inégalité vraie pour tout nombre 1nfér1eur A gyt My ey ME
donné, et établissons-la pour ¢ ™2+ ™k lyi-méme. '

Considérons tous les éléments &m,, ms,, ..., mprgMr M2s -+ M de rang

(fe+ g™ ™22 ---»™k) qui sont des successeurs de Om,, ms, ..., mz AU
point x. Comme le type de 8;;@1, Moy ..o, mp €St wopt? M2r e e
+ g™y M2s ---» Mk celui de chaque élément de rang (k+g7"’ Myy - nes M)
est inférieur & «wor»™2r--»™k ot leur borne supérieure est
coa-;”‘ »M2s -» Mk D’aprés ’hypothése admise, eomme

.’mk..l. My s M2y oo smk+-qm1’m2"°-ymk
qx

my, My, ..., mp, ON @ l'inégalité

00 m,, ma, ...,Mqu Ny s Moy o

est le type de &

MNMiyy M2y o0y mk!'q

ml’ Mo. ooopmk

my, Ma, ...,mk+q'g"1’ Mz, ... ’mkng(o-‘g’h» M2y ooy Miiq, +1)

Ya

<w20";n1um2: seey ME .
Comme chaque élément Sm e 1L <k4gmsMer - mk) cor-
respond a 1’élément non vide Ymy, mq, ..., my 9€ méme rang du schéme
normal, le systéme des nombres rationnels qui correspondent aux indices

de tous les éléments, qui sont des successeurs de rang k+1, k+2, ...,
k + g™ ™ oo M1 de § forment [I’ensemble bien

ordonne de type << o?.
I1 vient donc

m,,mg,...,mk’

,Y:%l,'mg, ...,ngwza"g"l’ ma , ---ka'wz — wZ(a-?:zlnm}r -.-’mk_l_l).

- L’inégalité est ainsi établie, et en posant k=1, nous avons
démontré pour tout nombre naturel

(#) a,a'gl‘l+q’m < mlswz(d'ml‘{‘l)

Or, v* ou v¥ = wo,+q, étant le type du systéme {S*m,, Moy vnn, ME)
au point =, et v, étant celui de 4 au point z, il existe I’inégalité

(e =]

En effet, par la déﬁmtlon de type ¥ = max 'yml et v. =27 y™.

'm4==1

Ici, par les inégalités obtenues ‘précedemment, T + i <
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my , .
< 2@z +1) , quel que soit l’entier positif m,. Nous avons done
immédiatement

ma';,c § o < w2(a',,+1)+1 .

Si v* = wo, OU o, est de deuxiéme espéce, d’aprés I’inégalité ()

nous avons 1’égalité suivante
ve = &°%, | c.q.f.d.

Ainsi, nous avons le ’ ' '

Théoréeme 8. &.r etant la constituante supérieure de schéme
monotone de SOUSLIN de type wy, o 7 est de deuxiéme espéce, il
eriste un crible bien ordonné de type o° (d’ensembles Fi) et pour
lequel sa comstituante superieure est égale a celle de celui-la.

14. Détermination de la classe des constituantes supérieures au
sens de LUSIN. '

Theoréeme 9. Tout ensemble ¥3F peut étre comsidere comme la
constituante supérieure v d’'un crible bien ordonné de type transfini
o’ (d’ensembles ).

Démonstration. Pour v =1, notre théoréme est évidemment vrai.
En supposons qu’il est vrai pour tout nombre o’ tel que 1+o' vy
‘(1 <<y < 2), et montrons sa vérité pour v lui-méme.

D’aprés le théoréme 8, la proposition est vraie pour tout nombre
limite. Il est suffisant de considérer le cas ou v est de premiere espéce,
soit v =¢’+1'. Dans ce cas I’ensemble donné F%" peut étre considéré
comme I’ensemble limite complet d’une suite infinie d’ensembles (F%)®,
(FFH@, ... . de classe 2y’. Or, d’aprés I’hypothése admise, chacun
de ces ensembles (FF)® est la constituante supérieure d’'un crible
A, bien ordonné de type »*. Nous pouvons supposer ces cribles dx
choisis de maniére que le crible 4.1 soit situé au-dessus du crible
di quel que soit I’entier positif £#. Désignons par J la réunion des
cribles 4y, 42, d3, ... . Il est clair que 4 est un crible bien ordonné
de type »° et que l’ensemble donné est la constituante supérieure de
4, e.q.f.d.

En résumé, nous sommes arrivés a la proposition finale:

Tout ensemble Fi' peut étre consideré comme la constituante
supérieure d’un crible bien ordonné de type »* (d’ensembles FL). In-
versement, la constituante supeérieure d’un crible (d’ensembles FL) bien
ordonné de type o est un ensemble Fi . .



