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SUR LES OPERATIONS ANALYTIQUES DANS LA
THEORIE DES ENSEMBLES ET QUELQUES
PROBLEMES QUI S8'Y RATTACHENT, I

Par
Motokiti KONDO

I. INTRODUCTION

1. Les opérations analytiques des ensembles. M. M. L. KAN-
TOROVITCH et E. LIVENSON [2]® ont introduit la notion des opérations
analytiques dans la théorie des ensembles. Cette notion des opérations
détermine un des domaines trés importants des opérations d’ensembles,
et beaucoup des opérations d’ensembles qui jouissent du rdle essentiel
dans la théorie contemporaine des ensembles appartient a ce domaine
des opérations.

En autre part, la notion des opérations analytiques donne un des
domaines trés utiles des familles des ensembles, et on peut trouver
dans ce domaine des familles, diverses familles des ensembles traités
dans la théorie contemporaine des ensembles.

Les opérations analytiques ont été étudiées par divers auteurs, en
particulier, M. M. F. HAUSDORFF, W. SIERPINSKI, L. KANTOROVITCH,
E. LIVENSON et A. KOLMOGOROFF. Or, il me parait que nous ne savons
que un peu des propriétés de ces opérations. Dans ce travail, nous
étudierons systématiquement ces opérations et quelques ensembles qui
s’y rattachent. |

2. Les représentations des opérations analytiques. Pour recher-
cher les opérations analytique des ensembles, il faut d’abord, les re-
présenter sous les formes convenantes. Nous avons les trois méthodes
pour représenter les opérations analytiques, ¢’est-a-dire,

I. La représentation par les opérations de M. F. HAUSDORFF.

II. La représentation par les cribles fermés.
II. La représentation par les cribles fonctionnels.

(1) Voir la bibliographie de la page 34.
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M. M. F. HAUSDORFF [1], W. SIERPINSKI [10, 11], L. KANTOROVITCH
et B. LIVENSON [2] ont recherché les opérations analytiques en se servant
de la représentation par les opérations de M. F. HAUSDORFF. Selon le
théoréme de M. M. L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [2], toute opéra-
tion analytique @(E,) définie sur une suite {E,} (n=1,2,...) des
sous-ensembles de I’ensemble R peut étre représentée par une opération
de M. F. HAUSDORFF sous la forme

OE,) = v I Fg ,

(nlan’ ...)e?)% k=1

ol Fopy = E, et Fou = R—E,(n=1,2,...), ou bien

d(E,) = ) II dvi(Ex) , -
(Wi Vo5 o.0) EN* k=1

o1 (v1,v2,...) désigne une suite des nombres +1 ou bien —1, et
4,(E) désigne 'ensemble E ou bien R—FE, suivant qu'on a v= +1
ou bien —1. Dans cette représentation, la recherche des opérations
analytiques reduit celle des bases N ou MN* de ces opérations, et par
suite, celle des sous-ensembles des nombres irrationnels..

En autre part, les cribles fermés ont été etudiés premiérement par
M. W. SIERPINSKI [12] et en suite par M. M. C. KURATOWSKI, E. SZPIL-
RAJN [7], L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [3]. D’apres le théoréme
de M. M.W. SIERPINSKI [12], L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [3],
étant donnés un espace métrique J compact indénombrable et une
opération analytique &(E.,) des ensembles, on peut donner une famille
N des sous-ensembles fermés de J de fagon que, quelle que soit la suite
{E,) (n=1,2,...) des sous-ensembles fermés d’un espace métrique
R, il existe un sous-ensemble fermé H de l’espace produit RxJ dont
I’ensemble I'(R; H) de tous les points # de R tels qu’on ait H®eN
est précisement ’ensemble @(E,), ou H® désigne I’ensemble de tous
les points de H dont la projection sur R est précisement le point x .
Dans ce cas, la recherche des opérations analytiques réduit celle des
sous-familles N de la famille G(J) de tous les sous-ensembles fermés
de J. Or, d’aprés la méthode de M. F. HAUSDORFF [1], on peut con-
sidérer la famille G(J) comme un espace métrique compact et en se
servant des propriétés topologiques des sous-ensembles de €(J), on
peut deduire diverses propriétés des opérations analytiques.

Enfin, les cribles fonctionnels ont été étudiés premiérement par
M. D. MONTGGOMERY [9]. De méme que le cas précédent, nous pouvons
représenter les opérations analytiques par les cribles fonctionnels, c’est-
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a-dire, étant donnés J un espace métrique compact indénombreble et
&(E,) une opération analytique, il existe une famille N des fonctions
continues définies sur J telle que, quelle que soit la suite {E,)
(n=1,2,...) des sous-ensembles fermés d’un espace métrique R, on
peut définir une fonction continue @(z,y) sur ’espace R xJ de sorte
que I'ensemble de tous les points «, de R, tels qu’on ait o(x,, y) € N,
soit précisement 1’ensemble @(E,). On peut deduire la distance entre
les fonctions continues sur J, et grace aux propriétés topologiques des
familles des fonetions continues sur J, on peut rechercher les opérations
analytiques. :

Dans ce travail, nous allons rechercher les opérations analytiques
au point de vue des cribles fermés et fonctionnels.

II. LES OPERATIONS ANALYTIQUES
DES ENSEMBLES

3. La définition des opérations analytiques. Nous savons diverses
définitions des opérations analytiques des ensembles. Or, pour tirer
Ianalyticité de ces opérations au clair, nous prendrons la définition
suivante. Pour les définir, tout d’abord, nous poserons quelques défini-
tions préliminaires. Soient &(x,) une opération qui résulte d’un nombre
réel a une suite {x,) (n =1, 2, ...) de nombres réels et R un en-
semble de quelques éléments. Alors, étant donnée une suite { @)}
(n=1,2,...) des fonctions définies sur ’ensemble R, on peut définir
une opération &(@,(x)) qui résulte d’une fonction & la suite {Pu(x))
(r=1,2,...) des fonctions. Il y a dans I'analyse mathématique
diverses opérations définies de cette fagon. Supposons maintenant que
Popération @(®,(x)) des fonctions ne prend que les deux nombres réels
0 et 1 comme les valeurs de la fonction @(p,(x)). Nous définirons une
opération analytique des ensembles comme il suit.

Etant donnée une suite {E,) (n=1,2,...) des sous-ensembles de
R, considérons la suite {Pg, (@)} (n=1,2,...) des fonctions caractéris-
tiques @5 (¥) des ensembles FE,. pg () est alors une fonction
caractéristique d’un sous-ensemble de R, on peut définir une opération
des ensembles—désignons par @(E,) cette opération—qui resulte d’un
ensemble défini par Ia fonection caractéristique O(pp @) a la suite
{E,}) (n=1,2,...) des ensembles, et nous entendrons par une opéra-
tion analytique cette opération ainsi obtenue. Or cette définition et
celle de M. M. L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [2] sont équivalentes
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deux-a-deux, c¢’est-a-dire, nous avons le

Théoréme 1. L’opération O(E,) des ensembles effectuées sur la
suite {E,} (n =1,2, ...) des sous-ensembles de R est analytique, il faut
et il suffit que Uopération O(E,) remplisse la condition suivante (*):
quelles que soient les deux suites {E} (k=1,2; n=1, 2,...) des
sous-ensembles de R, pour deux éléments x® et x? les relations suivantes

2VEQED) et 2@ e HED)

entrainent Uexistence d’un mombre naturel n tel qu'on ait

(1 gWEE®M et 2@PeE®,
ou bien
(1) - . axWeEW® et @ EED |

Démonstration. Etant donnée une opération analytique @ (E,),
admettons qu’il satisfait 4 la condition (*). Soient (EPYy (k=1,2;
n=1,2, ...) deux suites des sous-ensembles de R, supposons qu’on
ait pour deux éléments 2 et 2@ de R, ™ € ¢(E,P) et 2@ € o(E®). Nous
avons alors d’aprés la définition de @(E),)

(@ Eg)(m(l’)) =1 et X pp@@®) =0,

ce qui entraine l’existence d’un nombre naturel n tel qu'on ait
¢Eg)(x(1’) =0 et tpEr(lz)(oc(z’) =1, ou bien @ Eg)(x“’) =1et® E}g)(x@’) =0,
d’ot1 nous avons les relations (1;) ou bien (1), c’est-a-dire, la condition
est necéssaire pour que I'opération @(F,) soit analytique.

Puis, @(E,) étant une opération des ensembles, supposons que o(E,)
remplisse la condition (*). Maintenant nous définirons une opération
#(x,) des nombres comme il suit, si I'on a #, =1 ou bien 0, suivant
que E, contient un élément x ou bien non, et si 'on a x € O(FE,),
posons ¥(x,) =1 et, sinon, posons P(x,) = 0. En se servant de cette
opération ainsi obtenue, nous définirons une opération P(E,) des en-
sembles de méme que le cas précédent. On voit alors sans peine qu’on
a O(FE,) = ¥(E;) pour toute suite (E,} (n=1,2,...) des sous-ensembles
de R et par suite, @(E,) est une opération analytique. C.Q.F. D.

Définition. Etant donnée une opération analytique @(E.), désig-
nons par @(R) pour un espace métrique R la famille de tous les
ensembles @(E,), lorsque {E,} (n=1,2,.. .) parcourt toutes suites
des sous-ensembles fermés de E. '
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Remarque 1. Toute opération analytique peut étre représentée
comme il suit. Désignons par 9 l'ensemble de toutes les suites (i)
(k=1,2,...) de nombres réels telles qu’on ait », =0oul (k=1,2,...)
et qu'on ait &(v;) = 1; et posons pour tout sous-ensemble E de R

d(E)=0, WE)=E et J.(E)=R—E.

On voit alors sans peine que

OE,)= = [I{dB+d,_, (R—Ep).
{vyeRN x-1
Remarque 2. Quelles que soient les opérations analytiques @.(E,)
(=0,1,2,...), I'opération @(PFE,)) est aussi analytique.

4. La définition descriptive des opérations analytiques. Nous
avons donné dans la section précédent une définition des opérations
analytiques, mais pour voir la relation entre les opérations analytiques
et quasi-analytiques données par M. M. L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON
[2], nous donnerons une définition descriptive des opérations analytiques.
Pour cela, considérons d’abord une opération @(E,) des ensembles qui
satisfait & la condition (}): quelle que soit la suite {E,} (n=1,2,...)
des sous-ensembles de R et le sous-ensemble N de R, nous avons

ou H désigne un sous-ensemble de R indépendant des ensembles N et
E,(r=1,2,...). En posant N=0 dans (2), nous avons H = @(0).
Maintenant, nous multiplierons I’ensemble N aux deux cotés de (2).
Nous avons alors N@(NE,) = N@(E,), en particulier pour tout élément
p de R (p)d((p)E,) = (p)@(E,), d’oir nous avons

o(E,) = pgR(p)(p(En) = p‘egR(p)(p((p)En) =p§R(pp(En) ’

ou @,(F,) désigne I'opération analytique définie selon 1’égalité @,(F,)
= (p)&((P)F,). D’ou, &(E,) est d’aprés la définition de M. M. L. KAN-
TOROVITCH et E. LIVENSON une opération quasi-analytique. Inversement,
il est évident que toute opération quasi-analytique satisfait a la condi-
tion (¥). Nous avons donc le

‘Théoréeme 2. Pour qu’une opération &(E,) des ensembles soit quasi-
analytique, il faut et il suffit que @(E,) remplisse la condition ().

Or, toute opération analytique satisfait & la condition suivante (%) :
pour toute transformation biunivoque X(¢) qui transforme R en un
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sous-ensemble de R, nous avons toujours X(&(E,) = @&(X(E,); et toute
opération quasi-analytique qui satisfait & la condition (;x,) est analytique.
Nous avons donc le

Théoréeme 3. Pour qu'une opération @(E,) des ensembles soit
analytique, il faut et il suffit que O(E,) remplisse les conditions (¥) et ().

III. LES CRIBLES FERMES

5. Les cribles fermés. FEtant donné un espace métrique J com-
pact et indénombrable, considérons la famille € (J) de tous les sous-
ensembles fermés de J. Maintenant définissons la distance dis (E, F)
entre les deux ensembles E et F' de G(J) comme il suit, si les deux
ensembles E et F' sont non-vides en méme temps, désignons par dis
(E, F) la borne supérieure de dis (x, F)+dis (y, E'), lorsque x et y
parcourent les ensembles E et F' respectivement, et sinon, par dis
(E, F') les nombre réel 0 ou 1, suivant qu'on a £ = F' ou non. Il est
alors évident que € (J) est un espace métrique compact.

R é&tant un espace métrique, prenons un sous-ensemble fermé H
de RxJ. Pour un point z de R, désignons par H, ’ensemble de tous
les points de H dont la projection sur l’espace R est précisement le
point z et par H® la projection de H sur I’espace J.

Etant donné un sous-ensemble N de E(J), désignons un de
'R, J, R; H), 'R, J; H) ou I'(N; H) I'ensemble de tous les points
x de R tels qu'on ait H®eN et nous appellons cet ensemble celui
criblé au moyen de I’ensemble H par rapport a R, H un crible ferme,
et N la base du crible fermé H. Maintenant, désignons par I'(R, J, R)
ou I'M, R) la famille de tous les sous-ensembles I'(R, H), lorsque H
parcourt tous les sous-ensembles fermés de R x J, et nous appellons cette
famille celle criblée de la classe (I") par rapport 4 N. N; et N2 étant
deux bases des cribles fermés, si I’on a toujours pour tout espace
métrique quelque B I'(My, R) = I'(Mz2, R), nous dirons que les deux
bases M; et N sont équivalentes deux-a-deux, et désignons ce fait par
la notation M;~Ns ou Na~N:. En prenant maintenant 1’espace métri-
que &(J), considérons I’ensemble H de tous les points (&, x) de €(J) xJ
tels qu'on ait x € E. H est alors fermé dans €(J)xJ et nous avons
N=ICN; H). . '

Remarque. Etant donnée une opération analytique @(E,), et une
suite (M) (K =1, 2,...) des sous-familles de &(J), nous avons toujours

(I Ry ; H)) = I'(@N) 5 H).
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6. La relation entre les opérations analytiques et les cribles
fermés. La relation entre les opérations analytiques et les cribles fermés
a été étudiée par divers auteurs, en partiqulier, M. M. W. SIERPIN-
SKI [12], L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [3], mais pour obtenir les
résultats plus précis, nous étudierons encore ce probléme dans la suite.

Lemme 1. Soient J et J* les deux espaces métriques compacts
indénombrables. N étant une base des cribles fermés contenus dans
la famille € (J), on peut définir dans la famile & (J*) une base N* telle
qu’on ait M~N*.

Démonstration. Considérons d’abord le cas ou1 J* est le discontinu
4 de G. CANTOR. Comme J est un espace métrique, on peut trouver
une transformation continue @(x) qui transforme 4 en J. Maintenant,
désignons par N* la famille de tous les sous-ensembles fermés E de 4
tels qu’on ait @(E)eN. On voit alors I'(N, R) = I'(N*, R) pour tout
espace métrique K. En effet, prenons d’abord un ensemble E contenu
dans I'(R, R). On peut alors définir un sous-ensemble fermé H dans
RxJ tel qu'on ait £ = I'(N, R). Désignons par H* I’ensemble de tous
les points (x, y) de R x 4 tels qu’on ait (x, @) € H. 1l est alors évident
que H* est fermé dans Rx 4, mais on peut voir que I'(N; H) =
I’'(R*; H*). En effet, pour un point 2 de E, nous avons H®e N. Or,
nous avons d’apres la définition H® = @(H*®), d’oti on a x € I'(N*; H*),
ce qui donne I'(N; H) T I'(M*; H*). De méme, on peut voir que
r(M; H*) < I'(R; H), et par suite I'(N; H) = r(*; H). 11 en re-
sulte qu’'on a E e I'(M*, R), d’ou nous avons I'(N, R) < I'(M*, R). De
méme, on voit que I'(N*, R) < I'(N, R) et par suite I'(N, R) = I'(N*, R).

Puis considérons le cas ou J* est un espace métrique compact
indénombrable quelconque. Or, comme nous avons fait précédemment,
on peut trouver dans € (4) une famille N, telle qu’on ait N~Ns. Done,
pour démontrer qu’il existe une famille 3* dans G (J*) telle qu’on ait
N~N*, il suffit de démontrer qu’il existe une famille N* dans G (J*)
telle qu’on ait N, ~ N*. Par suite, on peut supposer, sans perdre la
généralité, qu’on ait J = 4. Puisque J* est un espace métrique com-
pact indénombrable, on peut prendre une transformation topologique
@(x) qui transforme 4 en un sous-ensemble de J*. Maintenant, désig-
nons par N* la famille de tous les sous-ensembles fermés E de J* tels
qu’on ait @ W(Ee(d) € N. Nous avons alors I'(N; R) = I'N*, R). En
effet, pour un ensemble £ de I"(N; R), on peut trouver dans R xJ un
sous-ensemble fermé H tel qu’on ait £ = I'(N; H). Or, d’apres la
transformation o(p): ¢’ =« et ¥y’ = @¢(y), H est transformé en un sous-
ensemble fermé H* de RxJ* et nous avons o(H™) = H*® pour tout
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point z de R, d’ou nous avons d’aprés la définition de N* £ = r(R*; H*)
et par conséquent E € I'(N*, R), d’out nous avons I"(N, R) < I'(N*, R).
En autre part, pour un ensemble E de I'(%*, R), on peut trouver dans
R xJ* un sous-ensemble fermé H* tel qu’on ait £ = I'(N*; H*). Or,
nous avons d’apreés la définition de M* E = I'(N*; H*(R x ¢(d)), ce qui
entraine E = I'M; o (H*(Rx9(4))), d’ou nous avons E e I'(N, R) ou
I'(N*, R) < I'(R, R) et donc nous avons I'(N*, R) = I'(R, R).
C.Q.F.D.

En se servant de ce lemme, nous étudierons la relation entre les
opérations analytiques et les cribles fermés. Prenons un point p d’ac-
cumulation de J et une suite {pz} (k =1, 2, ...) de points de J, telle
qu’on ait llm pr =p et p=Fpi=Fp; pour ¢ =i=,7 Et, désignons par N,
la famille de tous les sous-ensembles fermés de J qui contienent le
point Px. Ltant donnée une opération analytique @(F,) des ensembles,
posons maintenant N = @&(N;); nous avons alors pour tout espace
métrique R .

(1) d(R) = I'(R, R).

En effet, E étant un ensemble de @(R), on peut trouver une suite
(E:) (=1,2,...) de sous-ensembles fermés de R telle qu’on ait

E = &(Ey). Prenons dans Rx.J la ferméture H =k§'1Ek x (px). On peut

voir alors que I'R; H) = &(E,). En effet, étant donné un point o
de I'(; H), supposons qu’on ait 2, € @(Ex). Or, comme x, est contenu
dans I'(N; H), nous avons H @) ¢ ¢ = @(M). 11 existe donc d’apres
le théoréme 1 un nombre naturel %, tel qu’on ait

( 21) H(wO) € Wko et Xo € Eko .
ou bien ’
(22) H@ER, et ek, .

Or, la relation H (o) ¢ ER entraine Py, € H®) ou xoe Ek , et la rela-

tion H@)e th entraine p EH®) ou x,€ Ek , et par suite, les deux

cas (2;) et (22) donnent respectlvement une contradiction. Par suite,
nous avons o€ @(E%), ce qui entratine I'N; H) < &(Ey). De méme,
on peut démontrer qu’'on a @(Ex) < I'(; H) et par suite O(Ep) =
(N ; H). 11 en suit que @#(R) > I'(N, R). :

Puis, pour un ensemble E de I'(:R, R), considérons un sous-ensemble
fermé H de RxJ tel qu'on ait E = I'(M; H). Désignons par Ej
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I’ensemble de tous les points  de R tels qu’on ait (z, px) € H. Les
ensembles E; (k=1,2,...) sont fermés et, de méme que nous avons
fait précédemment, on peut voir que @(Ey) = I'(N; H), ce qui entraine
Ee¢ ®(R), d’ou nous avons I'(N, R) < &(R), et par suite nous avons
d(R) = I'(N, R), c’est-a-dire, quelle que soit I’opération analytique
@o(E;) des ensembles, il existe une base N telle qu’on ait &(R) = I'(N, R)
et N est donné par &(N:). En autre part, considérons une famille
criblée I'(R, J, R) de classe (I’). On peut supposer d’apres le lemme
1 que J soit le discontinu 4 de G. CaNTOR. Etant donné un sous-
ensemble fermé H de R xJ, considérons dans I’espace produit Ry = R
xJxN les ensembles suivants

Fi=HxN—RxU et Fo=RxU—HxN,

ou U désigne l'ensemble de tous les points (x, E) du produit JxN
tels qu’on ait x € E. Nous avons alors

(8) I'(N; H) = Projr {Rx N—Projrxa(F1+ F2)} .

En effet, 2o soit un point de I"'(M; H). Nous avons alors H®) e,
d’ou on peut trouver un ensemble E, dans N tel qu’on ait E, = H ®o.
Or, comme nous avons F;, @ £ — g _ g = 0 et Fi%» Eo) = F,— Fr(%o)
= 0, le point x, est d’aprés (xo, E,) € R x N contenu dans le c6té droit
de (3). Puis, z, soit un point contenu dans le c6té droit de (8). 11
existe alors un ensemble E, dans 9 tel qu’on ait

(xO) E) € Rx%—ProjRXSR(Fl'FF» ’

d’ou nous avons (%o, Eo) € projrxx F: (¢=1,2), ce qui entraine -
F®or Fo) — ¢ et par suite Ep = H(””‘)) le point x, est donc contenu dans
I’'(N; H) et par conséquent, nous avons 1’égalite (3) .

Posons maintenant pour un intervalle dmn,...n; du discontinu 4
de G. CANTOR

Hum,...n, = Projr H(R x dnyns ... n1) «

Il est alors évident que les ensembles Hnmng...nz (k=1,2, ...; =0

ou 1) sont fermés, et qu'on a H —kl°;1 2‘ H’ﬂl’ng X dnme ... ng .
ning .
Or, comme la famille des intervalles dnn.. nk de 4 est dénombrable,

on peut ranger ces intervalles en une sulte infine {I.) .=1,2,...),
et pour simplifier la description, posons H; = Projr H(R x I;)
(k=1,2,...). Etant donné un sous-ensemble fermé E de 4, nous
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définirons une suite }A.(E) = {w} (k=1,2,...) de nombres naturels
comme il suit, si I'on a I,£ =0, posons y; = —1, et sinon, posons
ve=0.

Considérons maintenant le c6té gauche de (3). Or, comme nous

avons pour un ensemble E de N

Projrxn F{E) = Projexn (H—RxE) = X {H®—(Rx E)®)} = EEH(Z’),
pEA v PE
Projexs Fi¥) = X {((RxE)?—H®) = ¥ (R—H®) .
PEA PEE
Nous avons par suite
(4) Projr {RxN—Projexs (Fi+Fp} = I {R—Projr.u (F{® +F{™))
Y {R— ( H(”) + by (R —H®)))
beﬁ
= X IIH(P) [I (R H‘P’)
Een peFk
Or, d’aprés la définition de A(E'), nous avons
(5) II H® = ” CAD];(H]‘;) et R—H®™ =A%') A"’Ir'lc(ly-k) ’
D

neE
et par conséquent, nous avons selon les égalités (8), (4) et (5)

(6) F(ER; H)= ‘GS:R II CAuk(Hk) ﬂ AE Avk(Hk) .

En autre part, étant donnee une sulte {Hk) k=1,2,...) des sou(s—
ensembles fermés de R, posons H = IT < H;x I;, ou la sommatlon >

s’étend sur tous les intervalles de I d’ordre %k, I’ensemble H est
alors un sous-ensemble fermé de Rxd et de méme que nous avons
fait plus haut, nous pouvons démontrer (6) pour les ensembles H et
H.(k=1,2,...). Par suite, il existe une opération analytique @(E,)
telle qu’on ait I’(N; R) = &(R) et &(E,) est donnée par le coté gauche
de (6). Nous avons donc le

Theoreme 4. Toute opération analytique O(E)) peut étre repre-
sentee par un crible fermé I'(N; H), et inversement, quel que soit le
crible fermé I'(N; H), il existe une opération analytique @(E,) telle
qu'on ait A(R) = I'(N, R); et les relations entre W (E,) et I'(N; H)
sont donnees par (1) et (6).

7. Les opération analytiques positives. M. M. L. KANTOROVITCH
et E. LIVENSON [2] ont caractérisés les opérations de M. F. HAUSDORFF
par les cribles fermés et les opérations analytiques. Or, on peut aussi
déduire les résultats plus précis comme il suit. Pour cela d’abord,
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nous donnerons quelques définitions selon. M. M. L. KANTOROVITCH et
E. LivENsON [3]. '

Définition. I'(R, 4; H) étant un crible fermé, si I’on peut trouver
une base N* des cribles fermés équivalent a M telle que tout sous-
ensemble fermé de J, qui contient au moins un ensemble de N*, appar-
tient aussi a la famille N*, nous dirons que le crible I'(N; H) et la
base N* sont monotones croissants. X

Théoreme 5. Tout crible fermé I'N, 4; H) ayant la base mono-
tone croissante represente une operation de M. F. HAUSDORFF

O(Ey) = 3 II Cav(EL),
Een A(E)

ou A(E) désigne, étant une suite {I;} (k=1,2,...) des intervalles du
discontinu de G. CANTOR, une suite {u) (k=1,2,...) de nombres
naturels telle que st l'on a I,E=0, on a v = —1 et sinon, vr=20;
et inversement, toute opération de M. F. HAUSDORFF peut élre repre-
sentée par un crible ferme ayant une base monotone croissante.

Démonstration. Etant donné un crible fermé I'(R, 4; H), suppo-
sons que I soit monotone croissant. Selon le théoréme 4, I'(N; H)
‘peut étre représenté sous la forme (6). Posons maintenant pour un
ensemble E de la base 9

Hp= =~ A Cdvi(Hy) o = dvi(Hy)

ECF A

ou la sommatlon 5.' s’étend sur tous les sous-ensembles F' fermés de
J tels qu’on ait E’ < F. Or, on peut démontrer qu’on a

(7) Hg= IT Cavi(Hy) .
A(E)

En effet, soit x un point de Hz. Il existe alors un sous-ensemble
fermé F' de 4 tel qu’on ait £ F et z¢€ (H) Cduk(Hk) II = Jvk(Hk)
ce qui entraine x € II Civi(Hy) < 1T Cdpk(Hk), c est-a—dlre, nous avons
HE< ]7 CAuk(Hk) Puls, soit un(pomt de IT Cayvi(H;). Maintenant,
dés1gnons par P l’ensemble de tous les pomts p de 4 tels qu'on ait
x EAI({) ) Cdvi(H;). 11 est alors évident qu'on a E<P. Or, P est un
sous-ensemble fermé de 4. En effet, p étant un point d’accumulation,
de P contenu dans 4, prenons une suite {nz)} (k= 1,2, ...) de nombres
naturels telle que I’intervalle dnmn,... n; contient le point p et au moins

un point de P, désignons par pr un point de P dnmn,...n;. lIeci, d’aprés
la définition de la suite (I} (k=1,2,...) des intervalles de 4, il
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existe des nombres naturels {4} (=1, 2, ...) tels qu’'on ait
dnmg...mp = Dyp(k=1,2,...). Comme nous avons p;€ P, nous avons
we II CAVk(Hk) ('n =1,2,...) et par suite xe A (k=1,2,...). Or,

nous avons pE [1 Jn1n2 .nx, €t par suite, d’aprés la définition de H,,

tous les ensembles H; tels qu’on ait p € H; sont donnés par H»; et par
conséquent, nous avons d’aprés x e Hy, x € [1 Cavr (H;), d’ou nous

avons p € P, c’est-a-dire, P est fermé, et de plus P contient E.
Il en resulte que nous avons d’aprés le définition de Hg

(8) II Cavi(Hy) 1T X auvi(Hp) < Hg.
A(P) PER A(p)

Or, pour tout point p de 4—P, nous avons z 'éAg) Cavi(Hy), d’ou
: eAﬁ‘(‘p)Auk(Hk), et par suite le c6té gauche de (8), et donc Hr contient
le point z, ce qui entraine 11{J Cidvi(Hy) < Hg. Par consequent, nous
avons I’égalité (7). Done, nous avons d’aprés (6), (7) et la monotonité

de N

Yy

I”(ER; H) = 7 Cdbk(Hk) H ,}: vk(Hk)
: EN A(E) €E A(p

=3 X I CJvk(Hk) ” Auk(Hk) S 7 Cdvk(Hk).
EGR ECF A(F FGM A(E)

Puis, considérons une opération CD(E'n) de M. F. HAUSDORFF.
Prenons dans un espace métrique J compact indénombrable un point
p d’accumulation et une suite {p:)} (k=1,2,...) de points telle qu'on
ait p=p;==p; pour ©=7 et }clglc pr = p. Désignons par N, la famille
de tous les sous-ensembles fermés de J qui contiennent le point p;, et
posons maintenant N = @(N;). Nous avons alors d’aprés le théoréme 4
O(R) = I'(N; R). Done, pour démontrer que @(E}) peut étre représenté
par un crible fermé ayant une base monotone croissante, il suffit de.
démontrer que N est monotone croissant. Etant donné un ensemble
E de R, considérons un sous-ensemble fermé F de J tel qu’on ait
E CF. Or, la relation EeN; entraine d’ aprés la définition de N
FeMN;, et par suite nous avons Fe d(9) = N, c’est-a-dire, N est
monotone croissant. C.Q.F.D.

8. Les opérations de SOUSLIN généralisées. D’aprés M. M. L.
KANTOROVITCH et E. LIVENSON [2], on peut définir les opérations de
SOUSLIN généralisées comme il suit; étant donné un schéme de SOUSLIN
{(Enmge..my (b, ma=1,2,...),
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P(Enmy ... mx) = X IT Engn, ... nx
: VEN k=1
est appelée une opération de SOUSLIN généralisée. Or, on peut carac-
tériser ces opérations par les cribles fermés.
Théoreme 6. Une opération SN k”1 Enm,...n, de SOUSLIN géne-
vV E -
ralisée et un crible fermé I'(N; H) dont N satisfait ¢ la condition (§):
N* é&tant un sous-ensemble de J homéomorphe ¢ N, N est la famille
de tous les sous-ensembles fermes E de J qui contiennent au moins un
point de N*, définissent une meme opération analytique.

Démonstration. Ktant donnée une opération @ (Enyn,...nx)
= 3 [TEnm,...niz de SOUSLIN généralisée, considérons un crible

ferr?n% k]”l(%; H) dont satisfait & la condition (§). Nous avons d’aprés
la définition de N I'(N; H) = Projr(Rx N*)H et done, I'(N, R) est la
famille de toutes les projections (sur ’espace R) des ensembles fermés
relativement 4 RxN*. Nous avons done d’aprés le théoréme de

M. M. L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [2] @(R) = 1'(N; R).
C.Q.F.D.

9. Les cribles fermés du type (F). Dans les familles criblées de
la classe (I’), il existe celles qui ressemblent & la famille de tous les
sous-ensembles fermés. Nous entendrons dans la suite par les cribles
fermés du type (F) ceux qui définissent ces familles criblées. Les
cribles fermés de ce type jouissent d’un réle important dans la suite.
On peut définir les cribles fermés du type (F') comme il suit.

Définition. R étant un espace métrique, nous dirons qu™un crible
fermé I'(N; H) est du type (F'), si la partie commune d’un ensemble
de I'(R, R) et un sous-ensemble fermé de R appartient toujours a la
famille I"(N, R).

Théoréme 7. Pour qu'un crible fermé I'(N; H) est du type (F),
il faut et il suffit qu’il existe une base N* des criblés fermés équivalent
& N dont tous les ensembles de N* sont non vides.

Démonstration. 11 est évident que la condition donnée est suffisante,
et par suite, démontrons que la condition donnée est nécessaire. Soit
(N ; H) un crible fermé du type (F). Prenons maintenant un espace
métrique compact J* qui contient I’espace métrique J comme une
partie. Ktant donné un point p, de J*—J, désignons par N* la famille
de tous les sous-ensembles fermés E de J tels qu’on ait po€ £ et K
JeN. On peut voir alors qu'on a N~N*. En effet, soit E un
ensemble de I'(M, R), il existe alors un sous-ensemble fermé H de
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RxJ tel qu’'on ait I'(R; H) = E. Or, I'ensemble H* = H+ R x (p,)
est fermé dans RxJ* et on a E=I(M*; H*), d’ou nous avons
I'(R; R) X I'(R*, R). Puis, E étant un ensemble de I"(N*, R), il
existe un sous-ensemble fermé H* de RxJ* tel qu’on ait E = I"(N*,
H?™). Or, en posant Q = Projr H (R % (po)), nous avons E = QI'(N; H*
(RxJ)), et Q@ est un sous-ensemble fermé de R. Nous avons done
d’aprés la définition- de I'(N, R), EeI'(N, R) et par conséquent
I'(R*, R) Z I'(R, R), d’ot nous avons I’(RN, R) = I"'(N*, R).
C.Q.F.D.

Etant donné un espace métrique J compact indénombrable, con-
sidérons une base N des criblés fermés contenus dans la famille E ).
Une des familles i et € (J)—N ne contient pas I’ensemble vide. Or,
(E(W)—N, R) est d’aprés la définition des cribles fermés la famille de
tous les complémentaires des ensembles contenus dans I'(R, R), et nous
avons done le .

Corollaire. Un erible fermé I"(N; H) ou bien le crible fermé, qui
définit la famille de tous les complémentaires des ensembles contenus
dans I"(RN, R), est du type (F). 4

Or, on peut déduire sans peine diverses propriétés d’une famille
crible fermé I'(N; H) du type (F), p. ex.,

1°, I'(R, R) contient tous les sous-ensembles fermés de R,

2°, E et F étant deux ensembles de I'(!, R) tels que leurs
fermétures £ et F soient disjointes deux-a-deux, la somme E+F
appartient aussi a la famille "(N, R),

3°, . E étant un ensemble de I'(M, R), tout ensemble F homéo-
morphe & F, tel qu’une transformation topologique entre E et F peut
étre prolongée sur les deux ensembles fermés qui contiennent E et F'

respectivement en conservant la topologicité, appartient aussi a Ia
famille I"(N, R).

IV. LA TOPOLOGICITE DES FAMILLES
CRIBLEES I'(%, R)

10. La topologicité des familles criblées. Nous savons diverses
opérations analytiques @(E,) telles que les familles @(R) soient topolo-
giques, c’est-a-dire, tout sous-ensemble de R homéomorphe a un en-
semble de @(R) appartient aussi & @(R). Il serait done intéressant
de trouver une condition pour qu’une famille @(R) définie par une
opération analytique @(FE,) soit topologique. Nous consacrerons ce
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chapitre a la recherche de cette condition. Nous donnerons d’abord
la définition.

Définition. ['(N; H) étant un crible fermé. Quel que soit I'es-
pace métrique complet R, si la famille criblée I'(N, R) est toujours
topologique, c’est-a-dire, tout sous-ensemble de R homéomorphé a un
ensemble de I"'(MN, R) appartient a la famille I"(N, R), nous dirons que
le crible I'(MN; H) ou la base N est topologique.

Théoréme 8. Pour qu’une base N d’un crible fermé soit topologique,
il faut et il suffit que, R étant un espace métrique complet, la partie
commune d’un ensemble de I'(R, R) et un ensemble 85 de R appartient
ausst & la famille I'(N, R).

Démonstration. Comme on peut démontrer, suivant la marche de
la démonstration donnée par M. W. SIERPINSKI [12], que la condition
donnée est suffisante, nous démontrerons que la condition donnée est
nécessaire. Pour cela, supposons que la base 3t d’un crible fermé soit
topologique. R étant un espace métrique complet, considérons un
ensemble E de I'(R, R) et un sous-ensemble &8 G de R. Comme R
est complet, il existe un espace métrique complet R, homéomorphe a
G. Désignons par @(x) une transformation topologique qui transforme
G en Ry,. Ici, on peut supposer, sans perdre la généralité, que R et
R, soient disjoints deux-a-deux et que R+ ER, soit aussi un espace
métrique complet. Or, il existe un sous-ensemble fermé H de 1’espace
RxJ tel qu'on ait I'(N; H) = E. La transformation o(p): z' = @(x)
et ¥’ = y transforme H(G x.J) en un sous-ensemble fermé o(H(G xJ))
de (R+Ro)xJ et nous avons donc d’aprés la définition de o(p) I'(R;
oc(H(GxJ)))=@(GE) d’ou nous avons @(GE)eI’"(N, RxR;). Or,
I'(R, R+ R,) est d’aprés la définition de N topologique et par conséquent
GE appartient a la famille I"'(N, R+R,) et par suite a la famile
I’'(N, R), c’est-a-dire, la partie commune d’un ensemble de I"(N, R) et
un sous-ensemble B de R appartient a la famille I"'(:N, R).

C.Q.F.D.

Corollaire. Soient I'(3; H) un crible fermé et R un espace
métrique complet, la famille de tous les sous-ensembles E'F' de R, tels
qu’on ait e I'(N, R) et F e ®s, est topologique.

Grace au théoréme 8, on peut trouver diverses conditions pour
qu’une base R d’'une crible fermé soit topologique.

Théoréeme 9. J étant un espace metrique compact indénombrable,
pour qu’une base N( < CWJ)) d’un crible fermé soit topologique, il faut
et il suffit qre N soit équivalente ¢ une base N* d’un cridble, telle que
chaque ensemble de N* soit non dense dans J.
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Démonstration. Démontrons d’abord que la condition donnée est
nécessaire. J étant un espace métrique compact indénombrable, sup-
posons qu’une base N( T E(J)) d’un crible fermé soit topologique.
Pour un espace métrique complet R, la famille criblée I'(N, R) est
topologique et par suite, le partie commune d’un ensemble de I"(R, R)
et un ensemble &8 de R appartient aussi a la famille criblée I"(N, R).

Prenons maintenant dans J un sous-ensemble parfait J* non dense.
On peut alors choisir dans la famille €(J*) un sous-ensemble N* tel
qu’on ait

(1) rw*, J* R)y=IM, J, R).

J* est un sous-ensemble fermé de J et par suite, N* est un sous-
ensemble de €(J). Or, nous avons

(2) P, J,R) =T, J, R).

En effet, soit £ un ensemble de I'(R, J, R), nous avons d’aprés (1)
EeIr(w* J*, R) et par suite, on peut choisir dans I’espace RxJ* un
sous-ensemble fermé H tel qu’on ait E = I"'(N*, J*; H), ce qui entraine
E =T (%%, J; H) et par suite nous avons I'(R, J R) < I’'(N*, J, R).

Puis, E soit un ensemble de I"(N*, J, R), il existe alors un sous-
ensemble fermé H de l'espace R xJ tel qu’on ait E = I'(N*, J; H).
Posons maintenant G = R—Projz (H—R xJ*). G est alors un sous-
ensemble &5 de R et nous avons '

(3) E=G Ir(n J*; HRxJ").

Or, I'(N*, J*; H(RxJ*) appartient a I"(N, J; R) et done nous avons
d’aprés I’ hypothese sur N et I'égalité (83) E€ I'(N, J, R), ce qui donne
I, J*, Ry T I'(M, J, R) et par conséquent nous avons I’égalité (2),
c’est- a-dlre N est équivalente a N* et tout ensemble de N* est non
dense dans J et done la condition donnée est nécessaire.

Puis, nous démontrerons que la condition donnée est suffisante.
Etant donné un espace métrique compact J et une base R d’un crible
fermé dans € (J), supposons que tout ensemble de 9t soit non dense
dans J. Puisque J est un espace métrique compact, on peut définir
un systéme dyadique {Jums...n} iz =0o0ul, k=1,2,...) des sous-
ensembles fermés de J tel qu’on ait

1°, J=Jo+J1, €t Jumg... np = Jnms ... ngo+Jnm, ... nat,

2°, lim max S(nmy...nm) =0 oU 8(Jnm,...ns) désigne le dia-
koo n1n2 «NE !
meétre de Jnmn,... nk, '
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3°, Jum,...n; continent une portion de J.
d étant le discontinu de G. CANTOR; correspondons pour tout point
v=_(N,MN2, ..., M, ...) (mz=0 ou 1) de 4 un point ¢(») de J défini

par l’égalité ¢( ) = 1[ Jnng ... ni. Il est alors évident que @(x) est

continue sur J et que nous avons @(4) =J. De plus, N étant un
sous-ensemble fermé non dense dans J, @ (N) est aussi non dense
dans 4. En effet, si ’ensemble @-(N) contient un intervalle dnn, ... ng
de 4, N contient d’aprés la définition dans une portion Jumn,...n; de
J, ce qui donne une contradiction. @ (N) est non dense dans .J.
Maintenant, désignons par N* la famllle de tous les sous-ensembles N
fermés de J tels qu’on ait (V) € M. Suivant la marche de la démon-
stration du lemme 1, nous pcuvons démontrer qu’on a 'R, J, R)
= I'(R*, 4, R) pour tout espace métrique R. Nous pouvons done sup-
poser, sans perdre la généralité, que J soit le discontinu de G. CANTOR..

Soient E un ensemble de I"(R, J, R) et G un sous-ensemble &3
de R. R—G est alors un sous-ensemble §o de R et par suite, il
existe une suite {Fk) (k=1,2,...) des ensembles fermés de R telle

qu'on ait R—G = “ Fk et Fr Fra(k=1,2, ...). Maintena‘nt.

désignons par H, lensemble de tous les points maximum de H, lors-
que x parcourt tous les points de R, et par H; I’ensemble de tous les
points (z, y) de ’espace R x J tels qu’il existe un nombre naturel % et
un point (x, y) de H, qui satisfassent aux conditions: e Fr et

yo—%§y§y0+% , ou H, désigne la ferméture de Hy,. On peut

alors voir que H,+ H; est fermé dans R xJ. En effet, soient
Dn = (fvn. yn) (n=1,2,...) les points de H,+ H; tels qu’on ait
hm Pn = Do = (%o, yo) €t po€ RxJd. Or, puisque H, est fermé, il suffit
de ne cons1derer que le cas ou nous avons p,cH,(n=1,2,...). 1l
existe d’aprés la définition de H; les nombres naturels k., et les points

=@, yz) 0=1,2,...) de Ho tels qu’on ait z,¢€F)_ et y;';—ki
Sy +ki . Or, lasuite {y*} (®»=1,2,...) a un point d’accumu-

lation au moins, et par suite, on peut admettre, sans perdre la génér-
alité, que la suite {y*) converge vers un point y* du disecontinu 4 de
G. CANTOR. Considérons d’abord le cas ou il existe un nombre naturel
k tel qu'on ait k =k, pour une infinit¢ dénombrable de nombres
naturels ». Dans ce cas, on peut supposer, sans perdre la généralité,
qu'on a k = k,, pour tous les nombres naturels . Nous avons alors
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v, €Fy(n=1,2,...) et limx, = %, d’oi nous avons d’aprés la défini-

n>oo
1

tion de F%, xo € Fx. En autre part, nous avons y,’f———}-‘; S T Ty +~E

(n=1,2,...), d’ol1 nous avons y*—“llZ <% gy*+71;- . D’ailleurs, nous

avons lim (2., %) = (%o, ¥*) et par conséquent, le point (xo, ™) ap-
partiem’:z "a 'ensemble H,. Done, nous avons d’aprés la définition de
H; (2o, ¥o) € Ho+H,. Puis, considérons le cas ou il n’existe aucun
nombre naturel & tel qu’on ait k =k, pour une infinité dénombrable
de nombres naturels n. Dans ce cas, on peut supposer, sans perdre
la géneralité, que les nombres naturels %, (n =1, 2, ...) soient distinets

deux-a-deux et qu’'on ait %, < k,+1. Donc, en tendent n vers l'infini

dans les inégalités y,";--kl— L.y +%1 -(n=1,2,...), nous avons

g <y <y* ou y*=uyo, d’ol nous avons lim (., ¥}) = (x0, ¥*)

= (o, Yo), ce qui entraine (2o, yo) € Ho < H. o+ H,. Nous avons done
dans tous les cas (%o, %o) € Ho+ Hi, et par suite Ho+ H; est fermé.

Pour un point # de ’espace R, considérons I’ensemble (Ho+ Hy)™,
Nous avons d’aprés la définition (Ho+Hy)® = 0 pour tout point de
I’ensemble R—Projr H, et (Ho+ Hi)® < H™ pour tout point « de I'en-
semble (Projr H)G; et (Ho+ Hi)® contient d’apres la définition de H;
une portion de 4 pour tout point x de (Projr H)—G et par suite
(Ho+ Hy)® n’est pas non dense dans 4. Il en resulte que nous avons
EG=T®, 4; H+H,+ H1), c’est-a-dire, la partie commune d’un en-
semble E de I'(N, R) et un sous-ensemble &8 G de R appartient aussi
3 la famille "N, R) et par suite I'(N, R) est d’aprés le théoréme 8
topologique. C.Q.F.D.

Puis, en se servant de la mesure des ensembles, nous allons donner
une condition pour qu’une base d’un crible fermé soit topologique.
Pour cela, nous donnerons d’abord la définition. J étant un espace
métrique compact, si une mesure de M. C. CARATHEODORY est définie
sur les sous-ensembles de J de facon que la mesure de tout sous-
ensemble ouvert de J est positive, nous dirons que cette mesure est
localement positive.

Théoréme 10. J étant un espace meétrique compact, une mesure
de M. C. CARATHEODORY étant définie sur les ensembles de J et élant
localement positive. Pour qu’une base N d’un crible ferme contenu
dans la famille G(J) soit topologique, il faut et il suffit qu’il existe
dans G (J) une base N* équivalente a N telle que tout ensemble de N*
soit de mesure nulle.
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Démonstration. Démontrons d’abord que la condition donnée est
nécessaire. 9 étant une base d’un crible fermé, supposons que RN soit
topologique. Prenons dans ’espace J un sous-ensemble parfait P de
la mesure nulle. On peut alors choisir dans la famille € (P) une base
N* d’un crible tel qu’'on ait I'(N, R) = I'(N*, P, R). Or, de méme
que nous avons fait dans la démonstration du théoréme 9, on peut
voir que nous avons I'(W*, P, R) = I'(N*, J, R) et d’ol nous avons
I'R, R) = I'(N*, J, R). Donc, la condition donnnée est nécessaire.

Puis, démontrons que la condition donnée est suffisante. Suppo-
sons qu’une base N d’un crible fermé satisfait & la condition donnée.
Soient R un espace métrique complet, £ un ensemble de la famille
criblée I"(N, R) et G un sous-ensemble &5 de R. On peut alors choisir
un sous-ensemble fermé H tel qu’on ait E = I'N; H). Or, comme nous
avons fait dans la démonstration du théoréme 9, on peut définir une
transformation continue x’ = @(x) qui transforme le discontinu 4 de
G. CANTOR en J de fagon que pour tout sous-ensemble E fermé non
dense de J, »"}E) est non dense dans 4. Etant donnée une trans-
formation continue o(p): 2’ =z, ¥’ = @(y) qui transforme Rx 4 en
RxJ. L’ensemble o 1(H) est alors fermé et nous avons o 1(H®)
= (c"UH))™ pour tout point x de RB. Or, comme nous avons fait dans
la démonstration du théoréme 9, on peut définir un sous-ensemble
fermé Hy de Rxd de maniére que nous ayons pour tout point z de
R—G H{ contient une portion de 4 et pour tout point x de G, H®
contient un point au plus. Nous avons alors d’aprés la définition de
o(p) pour tout point x de R—@G, o(c-YH )+ Ho)?=0o(oc Y H)?+ H®), d’ou
cet ensemble contient une portion de J et par suite cet ensemble est
de la mesure positive, et nous avons pour tout point x de G
a(c™(H)+ Hp)® = H®, Done, nous avons EG = I'(R; o(c™Y(H)+ Hy)),
c’est-a-dire, la partie commune EG d’un ensemble E de I'R, R) et
un sous-ensemble &8 G de R appartient aussi a la famille /°(R, R),
d’ou I"(MN, R) est topologique. : C.Q.F.D.

Enfin, nous considérons la relation entre une base 9% d’un crible
fermé et I'espace métrique J compact qui contient tous les ensembles
de la base N.

Theoréme 11. J étant un espace meétrique compact indénombrable,
et N une base d’un crible Jermé contenue dans G (J). Pour qu'on ait
I'R, J, R) =T(R, J*, R), quels que soient Uespace métrique compact
J* qui contient I'espace J et I'espace meétrique R, il faut et il suffit
que la base N soit topologique.
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Démonstration. J* étant un espace métrique compact qui contient
I’espace J, tout sous-ensemble H fermé de R xJ est aussi fermé dans
R x J* et par suite, nous avons I'(R, J; H) = I"'(RN*, J*; H), d’ou
-nous avons I'(M, J, R) < I'(R, J*, R). Par conséquent, pour démon-
trer le théoréme, il suffit de considérer une condition pour qu’on ait
' J* Ry I'(N, J, R). Or, H étant un sous-ensemble fermé de
R x J*, nous avons

(4) PR, J*; H) =G I'R, J; HRxJ)),

ou G désigne la projection sur l'espace K de I’ensemble H—(R xJ).
Il est évident que G est un ensemble &8 de R et par suite, sila base
N est topologique, nous avons d’apres le théoréme 8 I'R, J*, R)
< IR, J, R). Inversement, soient G un sous-ensemble &5 de R et
E un ensemble de I'(N, J, R), on peut choisir un sous-ensemble fermé
H de I'espace R x J* tel qu’on ait d’aprées (4) £ =G (N, J; HR xJ)).
Par conséquent, I'(N, J*, R) < I'(R, J, R) entraine d’apres le théoréme
8 la topologicité de la base M. Done, la condition donnée est nices-
saire et suffisante. C.Q.F.D.

V. LES CRIBLES FONCTIONNELS

11. Les cribles fonctionnels. Ktant donné un espace métrique J
compact et indénombrable, considérons la famille ‘F(J) de toutes les
fonctions continues®, uniformes, réelles et définies sur J. Nous défini-
rons la distance dis (1), #4x)) entre les fonctions @i(x) et Px(z) de
X (J), comme il suit,

| &) @) |
llpi@)+1  |pa()| +1

La famille ¥(J) est alors'un espace métrique compact. E étant un
espace métrique quelconque, prenons une fonction F'(x, y) continue
définie sur l’espace produit R x.J. Etant donné un sous-ensemble N
de §(J), désignons par un de ' :

IR, J, R: Fa, 9), O, J; Fa,y) ou HR; F@, v

dis (1), Pox)) = la borneG §upérieure

I’ensemble de tous les points x, de R tel que la fonction F(x, y) de
la variable y, x, étant fixé, appartient & ’ensemble Rt et nous appellons

(1) Nous admettrons dans la suite que une fonction continue peut étre pris
les deux nombres infinis —w et + o comme les valeurs.
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cet ensemble celui criblé au moyen de la fonction F'(x, y) par rapport
a N et F'(x, y) un crible fonctionnel. Maintenant, désignons par 7/(N, R)
ou I/(°R, J, R) la famille de tous les ensembles 77(N, F(x, ) de R, lorsque
F(x, y) parcourt toutes les fonctions continues uniformes définies sur
R xJ, et nous appellons cette famille celle criblée de la classe (77) par
rapport a N et N 1a base de II(N, R). N et N» étant deux bases des
cribles fonctionnels, si ’on a toujours pour tout espace métrique quel-
conque R IT(Ny; R) = II(Nz, R), nous dirons que les deux bases N; et
N, sont équivalentes deux-a-deux et désignons ce fait par la notation
Fu~Nz ou Ne~N;. En prenant maintenant l’espace métrique 5 ),
considérons la fonction F(x, y) définie sur F(J)xJ selon I’égalité
F(z, y) = o(y), ou @(y) désigne la fonction contenue dans F(J) repré-
sentée par x. Il est alors évident que la fonction F'(x, y) est continue
et qu’'on a N = T(N; F(x, y)).

12. La relation entre les opérations analytiques et les cribles
fonctionnels. Maintenant, considérons la relation entre les opérations
analytiques et les cribles fonctionnels.

Théoréme 12. Soient R un espace métrique, J un espace métrique
compact indénombrable et @ (E,) une opération analytique. On peut
alors définir un crible fonctionnel II(N; F(x, y)) tels qu’on ait

(1) IR, R) = &(R) .

- Démonstration. Prenons dans I’espace J un point p d’accumulation
de J et une suite {p,} (n=1,2,...) de points de J telle qu’on ait
Llﬂ Pn=1p et p=p;3=p; pour i==7, et désignons par N l’ensemble
de toutes les fonctions continues #(¢) définies sur J telles qu’on ait

P (pr) = -1’;— et posons N = @(Nx). Nous pouvons alors voir que la

famille N satisfait a 1a condition (1). En effet, E étant un ensemble
de @(R), on peut trouver une suite {E,}) (=1, 2,...) des sous-en-
sembles fermés de R telle qu’on ait E = &(E,). Maintenant, nous
définirons la fonction F'(x, y) sur ’espace produit R xJ comme il suit.
Puisque F, est fermé dans R, on peut définir une fonection continue
@i(x) sur I'espace R de facon qu’on ait j@u(x)| <1 pour tout point z
de R et que E} estl’ensemble de tous les points x de R tels qu’ on ait

?u(x) = 1. Posons sur tout point de I’ensemble X 0R><(1o,,)

F(x, o) = %:4’1:(%) et F(x, po)=0
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et prolongeons continuellement F'(x, y) sur I’espace Rx.J. De méme
que nous avons fait dans la démonstration du théoréme 4, on peut alors
voir qu'on a E = II(N, F(x, y)). Nous avons donec II(R, R) > &(R).
Inversement, étant donnée une fonction continue F'(xz, y) sur l’espace
R x J, désignons par Ej 1’ensemble de tous les points x de R tel qu’on

ait F(x, pr) = % . Les ensembles Ei(k =1, 2, ...) sont alors fermés

dans R et de méme que nous avons fait plus haut, on peut démontrer
qu'on a &(E.) = II(F(x,y)), ce qui entraine II(N, R) > &(R); et par
suite nous avons 1’égalité (1). C.Q.F.D.®

Maintenant, on peut poser le probléme suivant.

Etant donnés un espace métrique R, un espace métrique J com-
pact indénombrable, et un crible fonctional II(R, J; F(z, y)), peut-on
trouver une opération analytique @(E,) telle qu’on ait &(R) = /1(N, R)?

Or, on peut donner un crible fonctionnel I7(N; F(x, ¥) qui n’est
représenté par aucune opélration analytique. Nous avons donner un
tel crible fonctionnel dans la section suivante.

13. L’exemple d’un crible fonctionnel. Maintenant, considérons
le cas ou les espaces R et J sont lintervalle [0, 1] en méme temps.
Etant données deux opérations analytiques @i(E),) et @»(FE,) distinctes
et du type (F'). On peut choisir, d’apres la remarque du théoréme 12,
dans la famille $§(J) deux bases N; et N des cribles fonctionnels de
facon qu’on ait

10, (pk(R) = H(%k ’ R) (k = 1’ 2)’

20,  toute fonction ¢(x) de la base N prend la valeur k, au point
x = 0 c’est-a-dire, ¢(0) = k.

Nous avons alors pour chaque fonetion ¢i(x) de la famille N.(K = 1, 2) dis
(P1(x), Po@)) =1, et par suite, nous avons I,Nz = 0, ou N désigne la
ferméture de la famille Nx. F(x, y) étant une fonction continue sur
Pespace R x.J, considérons 1’ensemble criblé 77(31+Nz; F(x, ). Nous
avons d’aprés la définition des bases Ny et e, T(Vu+Ne; Flr, ) =
I (R; Fle, )+ 1 (Re; Flx, ), et TO4; F@, ) I(NRz; Fx, ) = 0.
Done, tout ensemble E de la famille /7(%+ Nz, B) peut étre repré-

(1) Considérons, en particulier, le cas odi @(E,) est du type (F). En prenant
un point ¢ de Pespace J tel qu’on ait g==p et g3 p» (n =1, 2, ...), désignons par
N7 la famille de toutes les fonctions ¢(x) continue sur J telle qu’on ait o(pr) = %

et ¢(g) = 1.
Et, posons M* = ¢(N). Nous avons alors ¢(R) = II(N*, R) pour tout espace

métrique R.
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senté comme la somme de deux ensembles E; et E: tels qu'on ait
E.e I, R) (k=1,2) et E1E, =0. Or, tout sous-ensemble E de R
qui peut étre représenté sous cette forme appartient a la famille
II(NR1+N2, B). En effet, soient E; et E: deux sous-ensembles de R
tels qu’on ait Eye TN, R) (k =1, 2) et E1E: = 0. 1l existe alors les
deux fonctions continues Fi(z, ¥) (k = 1, 2) définies sur I’espace R x J tel-
les qu’on ait B}, = [I(Ny; Filx, y)) Maintenant considérons une fonction
F'(z, y) définie sur I’ensemble (E',+ E3) x J de maniére qu’on ait F(x, Y) =
F(z, y) sur I’ensemble Ej, x J. F(z, y) est alors continue sur (E;+E») xJ
et par suite, on peut prolonger cette fonction sur l’espace Rx.J de
fagon que F'(x, y) est continue sur RxJ et que F'(x, 0) ne prend pas
les deux nombres réels 1 et 2 comme la valeur sur I’ensemble {R—
(E1+E») xJ. Nous avons alors d’aprés la définition E = Ey+Es =
I(R+N;; Fx, y)) et done, E appartient a la famille 17(N;+N2, R).

D’ailleurs, on peut démontrer que la famille criblée IT(N1+N:, R)
ne peut étre représentée par aucune opération analytique. Pour le
voir, supposons par contre, qu’il existe une opération analytique @(E),)
telle qu’on ait @(R) = II(Ry+Nz, R). Or, d’aprés le lemme de M. W.
SIERPINSKI [138], nous pouvons définir dans le carré Q: 0z, y=.1
les ensembles fermés {U,) (n = 1, 2, ...) tels que, quels que soient les
ensembles fermés E,(n=1,2,...) dans R, il existe un point y, de
axe OY tel qu’on ait U,(.y") =FE,mn=1,2,...). Il est alors évident
que U = @(U,) appartient & 11(R1+ N2, Q) et qu’il existe une fonction
continue F(z, y) telle qu’on ait U = (94 +Ne; F(x, y)) . En posant
U 17(922;;, F(x, ), nous avons alors U = Z(}) +l(3') et ﬁ') fJ) 0, et done
dis (U, U) =8>0. En autre part, prenons dans l’espace R les
deux ensembles E, et E; tels que 1° Epell (N, R) (k=1, 2),
2° EyE> = 0, 3° E,+E: est contenue dans un intervalle de la longueur
<8, 4° E; € II(N;, R) (i==j5). E,+E, alors appartiene a IT(O41+Nz, R)

et par suite, il existe un point y, sur I’axe OY tel qu’on ait
)

U@ =@ 4 e — E\+E;, ce qui entraine ﬁ')(y"),E'k $+=0((k=1,2)
et done dis (5’), ((j')) <8, c’est contradictoire avec la définition du nombre
8. Il en résulte que la famille 77(N;+ N2, R) ne peut étre représenté
par aucune opération analytique.

Enfin, remarquons que, si les ‘deux opérations analytiques @1(E))
et @(F,) sont topologiques, la partie commune d’un ensemble de la
famille 77(N1+ N2, R) et un ensemble &8 de R appartlent aussi a cette
famille, mais cette famille n’est pas topologique.
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14. Le probleme de la représentation des familles /7(N, R).
Dans la théorie des opérations analytiques des ensembles, il serait trés
important de trouver une condition pour qu’un crible fonctionnel puisse
étre représenté par une opération analytique. Nous donnerons dans
cette section une condition pour qu’un ecrible fonctionnel puisse étre
représenté par un crible fermé topologique.

Théoréme 13. Soient R un espace métrique complet, J un espace
meétrique compact indénombrable et N une base d’un crible fonctionnel
contenue dans F(J), pour qu’un crible fonctionnel puisse étre représenteé
par un crible fermé topologique, il faut et il suffit que, quel que soit
le sous-ensemble &8 G de R, IT(N, J, R) contienne la famille criblée
II(R, J, Q). . .

Démonstration. Supposons d’abord qu’un erible fonctionnel /7(R, J,
F(x, y)) peut étre représenté par un crible fermé topologique I"(N*, H).
G étant un sous-ensemble &8 de R, on peut définir un espace métri-
que complet R* homéomorphe a G et disjoint a R. La famille criblée
11N, R+ R*) est d’aprés ’hypothése, topologique, et part suite tout
sous-ensemble de R homéomorphe & un ensemble de I7(RN, R*) appar-
tient aussi a la famille I7(N, R+ R*) et par suite /7(N, R). Or, tout
ensemble de IT(N, G) est homéomorphe 4 un ensemble de I/(N, B*) et
donc la famille I7T(N, G) est contenue dans /7(N, R). Par conséquent
la condition donnée est necéssaire. ‘

Puis, démontrons que la condition donnée est suffisante. Pour cela,
supposons que, quel que soit le sous-ensemble &8 G de R, II(R, R)
contient la famille /7(R, G). Maintenant, en désignant par L !’inter-
valle fermé [— oo + o], posons J* = Jx L et encore désignons par N*
la famille de toutes images géométriques des fonctions appartenant a
la famille M. Nous avons.alors I7(N, R) = I'(N*, J*, R). En effet, £
étant un ensembles de la famille /7(N, R), on peut choisir une fonction
continue F'(x, y) sur I'espace RxJ telle qu’on ait E = II(N; F(, v)).
L’image géométrique H de F'(x, y) est fermé dans I’espace R x.J et
nous avons d’aprés la définition de N* E = I'(N*; H), et par suite
nous avons II(R, R) < I'(N*, J*, R). Puis, E soit un ensemble de
'(M*, R). Nous avons alors un sous-ensemble fermé H de RxJ* tel
qu’on ait E = I'(N*; H).

Maintenant, désignons par {r;} (k=1,2,...) tous les nombres
rationnels, et posons

(+) o | (=) -
Hry,=H(RxJx[rx,+]), Hri=H(RxJx[—o,r])),
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oo (+) )
et H* = Projrxs H+l§ ProijJ Hri Projrxs Hry .

H* est alors un sous-ensemble o de 'espace R xJ, et par suite la
projection F' de H* ‘sur I'espace R est aussi un sous-ensemble o .
Or, H{(R—F)xJ*) est fermé dans (R—F)xJ*, et pour tout point
p de (R—F)xJ, I'ensemble H® est précisement un point, d’ou
H{R—F)xJ*} est une image géométrique d’une fonction continue—
désignons par F'(z, y) cette fonction— définie sur I’ensemble (R—F) x J.
Comme (R—F) est un sous-ensemble &5 de R, nous avons d’apres
I’hypothése 11(N, F, y) € (I(N, R—F) < 1IN, R). Or, tout ensemble
de la famille N* est une image géométrique d’une fonction de N, et
par conséquent nous avons E = I'(N*; H) = II(N; Fx, v)), d’ou nous
avons E € IT(N, R), nous avons done I'(MN*, R) < II(N, R), et par suite
(W, R) = II(N, R). 1l est évident que II(N, R) topologique.
C.Q.F.D.

Griace au théoréme 13, on peut établir une représentation des
opérations analytiques. Pour cela commencons par la définition.

Définition. Soient J un espace métrique compact indénombrable
et R un espace métrique. KEtant donnée une sous-famille Nt de F(J),
désignons par IT*(N, R) la somme de toutes les familles 1/(NR, J, G),
lorsque G parcourt tous les sous-ensembles 88 de R, et nous appellons
IT*(MN, R) la famille criblée généralisée par rapport & un crible fonc-
tionnel I7(N; F'(x, v)).

Théoréme 14. Soient J un espace métrique compact indénombrable,
R un espace métrique, et N une base d’un crible fonctionnel contenue
dans §(J). La famille cribléee généralisée IT*(N, R) par rapport ¢ un
crible fonctionnel ITI(N; F(x, y)) peut étre représentée par une opéra-
tion analytique O(E,), c’est-a-dire, II(N, R) = I(R).

Théoréeme 15. Soient R* un espace métrique complet separable, N
un sous-ensemble de R*, R un espace meétrique, et § la famille de tous
les sous-ensembles E de R tels qu’il existe un sous-ensemble 88 G de
R et une transformation continue #(x) qui transforme G en un sous-
ensemble de R* de sorte qu’on ait E = @ Y(N). II existe une operation
analytique topologique O(E,) telle qu'on ait F = I(R).

Démonstration. Etant donné un intervalle fermé I = [0, 1], con-
sidérons la famille () de toutes les fonctions continues sur I. Comme
R* est métrique séparable, on peut définir une sous-famille I de F(I)
homéomorphe a R*. Maintenant, désignons par N I’'image topologique
de I’ensemble N par une transformation topologique Xx(x) entre R* et
M. Or, nous pouvons démontrer qu’on a II(N, R) = F. En effet, £
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étant un ensemble de &, on peut choisir un sous-ensemble &5 G de R
et une transformation continue #(¢), qui transforme G en un sous-
ensemble de R*, de sorte qu’on ait E =@ Y(N). Or, X(®({) est une
fonetion continue définie sur 1’ensemble G x I et nous avons E = II(N;
x(@()) d’ou nous avons F < IT*(N, R). Puis, soit £ un ensemble de
IT*(R, R), on peut définir un sous-ensemble B8 G de R et une fonction
continue F'(x, y) définie sur I’ensemble G x I telle qu’on ait E = 17(N;
F(x, ). "Or, ’ensemble G* = 11(IN; F(x, y)) est un sous-ensemble Gs
de R, et @(t) = X YF(x, y) est une transformation continue qni est
définie sur ’ensenmble &8 G* G et transforme G* G en un sous-
ensemble de R*. De plus, nous avons d’aprés la fonction F'(x, y)
E = ¢7(N), ce qui entraine K€, d’ot nous avons //*(N, R) > F et
par suite, ¥ = IT*(N, R). Il en resulte qu’il existe d’apres le théoréme
14 une opération analytique &(E.) telle qu’on ait #(R) = IT*(N, R) = J.
' C.Q.F.D.

VI. LA PROJECTION DES ENSEMBLES CRIBLES

15. La projection des ensembles criblés. Soient J un espace
compact indénombrable, M une sous-famille de E(J) qui définit un
crible fermé, R* un espace métrique complet séparable, et R un espace
métrique. Il serait trés intéressant de rechercher la famille de la
projectien sur I’espace R des ensembles de I'(R, R x R*). Nous étudie-
rons ce probléme dans ce chapitre. Pour cela nous donnerons d’abord
la définition. -

Définition. Q étant un espace métrique séparable. Quel que soit
I’espace métrique R, désignons par P(Q, R) la famille de la projection
des ensembles fermés dans ’espace R x Q.

Lemme 3. Quel que soit 1’espace metrlque R, il existe une opéra-
tion @(E,) de SOUSLIN généralisée telle qu’on ait O(R) = PB(Q, R).

Es effet, comme on le sait, @ est homéomorphe & un sous-ensemble
Q* d’un espace métrique compact. Or, nous avons P(Q, R) = P(Q*, R)
pour tout espace métrique R et il existe d’aprés le théoréme 6 une
opération &(E,) de SOUSLIN généralisée telle qu’on ait &(R) = L(Q*, R),
d’ou nous avons B(Q, R) = &(R). . C.Q.F.D.

Etant donnés un espace métrique compact J indénombrable, une
sous-famille N de € (J) et un espace métrique R, considérons un sous-
ensemble fermé H de l’espace Rx.J. En désignant par H* la projec-
tion de H sur I’espace R, nous définirons une transformation. uniforme
#(x) qui transforme H™* en un sous-ensemble de G (J) de facon qu’on
ait ¢(r) = H®, La transformation o(x) est d’aprés le théoréme de
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M. M. C. KURATOWSKI [6] la fonction de Baire de la prémiére classe.
Par suite, I'image géométrique Z de cette fonction dans l’espace
Rx@E(J) est mesurable (B), d’ou il existe d’aprés le théoréme de
M. K. KUNUGUI [5] un sous-ensemble fermé S dans 1’espace R x €(J) x L*
tel que la projection de S sur 'espace R x € (J) soit précisement I’en-
semble Z, ou L* désigne ’ensemble de tous les nombres irrationnels.
Nous avons alors

PrOJR(RxERXL*)S PN =IN; H),

ce qui entraine I'(MN; R) < P(N x L*, R). En particulier, @ étant un
espace métrique complet séparable, nous avons I'(N; Rx Q) < PN x
L*, Rx Q), et par suite la famille § de la projection des ensembles de
I'MN; Rx Q) sur I'espace R est contenue dans celle de la projection
des ensembles P(N x L*, R x Q) sur ’espace R. 1l en resulte que nous
avons § PN x L*, R).

Or, lorsque le crible fermé I'(N; H) est topologique et lorsque @
contient un sous-ensemble parfait, nous avons & > PN x L*, R). Pour
le voir, commengons par quelques préparations. Etant donné le dis-
continu 4 de G. CANTOR, considérons une transformation continue @(x)
qui transforme 4 en G (J), c’est-a-dire, <p(A) € (J). Nous pouvons
alors voir le

Lemme 4. PN x L*, R) = P(p~YN) x L*, R).

Démonstration. Soit E un ensemble de PN xL*, R). Il existe
un sous-ensemble fermé F' de I’espace M x L*x R dont la projection
sur I’espace R est précisement E. Or, I’ensemble F'* de tous les points
(«, ¥, 2) de l'espace oY W xL*xR tels qu’'on ait (@, y, 2) € F' est
fermé dans @ }(N)x L*x R et leur projection sur R est E, d’ou nous
avons Ee P(e1MN)x L*, R), et par suite PN xL*, R)  P(p 1N
x L* R). ,

Puis, considérons un ensemble E de B(e 1N)xL*, R). On peut
alors choisir dans I’espace @ 1(N)x L*x R un sous-ensemble fermé H
dont la projection sur I’espace R est E. Il existe alors un sous-ensemble
fermé H, de I'espace 4x L*x R tel qu’on ait H = Hy (@7 '() x L* x R).
Or, étant donnée une transformation continue o(p): ' = @(x), ¥’ = v,
2’ =z qui transforme d4xL*xR en G(J)xL* xR, nous avons o(H)
= (N x L* x R)o(H,) et o(H,) est fermé dans C(J)xL*x R, d’ou o(H)
est fermé dans 'espace N x L*x R; et de plus nous avons Projro(H)
= Projr H=FE, d’ou nous avons EeP(N xL*, R) et par suite
B AN x L*, B) < PN x L*, R). Il en resulte qu’on a PN x L*, R)
= P(e~1(N) x L*, R). C.Q.F.D.
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Lemma 5. 1l existe dans la famille criblée I'(RN, Q) un ensemble
homéomorphe a @ }(N) x L*, -

Démonstration. Comme @(x) est continue sur ’ensemble 4, I’en-
semble H de tous les points (x, y) de ’espace JxJ tels qu’on ait
y € ¢(x) est fermé et nous avons I"(N; H) = o~Y(N), d’ou nous avons
P (N) e ’'(N, d). R* étant un espace métrique complet homéomorphe
a L*, nous avons donc @ '(M)xRel'(N, 4x R*). Or, I'espace 4x R*
est complet et I'(MN; H) est topologique, et done il existe dans la
famille criblée I'(N, 4), et par suite dans I"'(N, @), un ensemble
homéomorphe 2 »~}(N) x B* ou o~ Y(N) x L*, | C.Q.F.D. '

Grace au lemme 4, pour démontrer F > P(N x L*, R), il suffit de
démontrer qu'on a F > P(P MW xL*, R). Soit £ un ensemble de
P (M= L*, R), il existe un sous-ensemble fermé H de I’espace
P Y (N)x L*x R dont la projection sur I’espace R est précisement E.
Maintenant, prenons d’aprés le lemme 5 dans @ un ensemble Q*
homéomorphe a @~ 1(N) x L*, et désignons par x(¢) une transformation
topologique qui transforme @~ 1(N) x L* en Q*. D’aprés la transforma-
tion o’ =z, ¥y =X(y), ot xe R et ye o (N)x L*, 'ensemble H est
transformé en un sous-ensemble fermé H* dans I’ensemble Q* x R.
Selon la topologicité du erible I'(N; H), H* appartient a la famille
I'M; RxQ) et par suite nous avons E = Projr H* €&, d’ou nous
avons P( ' N x L*, R) < K.

En résumant le résultat ainsi obtenu, nous avons le

Théoréme 160, Soient J un espace métrique complet indénom-
brable, N une sous-famille de & (J) qui définit un crible Jerme topologique,
Q un espace métrique complet séparable, et R un espace metrique. La
famille de la projection des ensembles de la famille criblée I'(N, R x Q)
est precisément P(Nx L*, R), on L* désigne Uensemble de tous les
nombres irrationnels. Et, il existe ume opération @(E,) de SOUSLIN
genéralisée telle qu’on ait P(R)® = P(N x L*, R).

(1) Grice au théorie des espaces abstraits, on peut établir un résultat analogue
au théoréme 16 pour un espace quassi-accesible. Nous étudierons ce probléeme plus
loin. :

(2) Cette opération est, d’aprés le théoréme de M. M. L. KANTOROVITCH et

E. LIVENSON, donnée par rapport 4 un schéme {Bnmy...npy by nx=1,2,...) de
SOUSLIN comme il suit, : » .

(I)}(Enlng cee ""Ic) = X [} En n

VG‘R* k=1 1 2...nk’

ou M* est un sous-ensemble de L* homéomorphe & I’ensemble ¢—(N)x L*. En parti-
culier, si J est le discontinu de G. CANTOR, la transformation () peut étre choisie
comme la transformation identique, c’est-a-dire, ¢(f)=¢.
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16. La représentation paramétrique des ensembles criblés. N
étant un ensemble, nous dirons qu’un ensemble linéaire £ admet une
représentation paramétrique par rapport a ’ensemble N, si E est I’en-
semble des valeurs d’une fonction continue sur l’ensemble N. &(E,)
étant un opiration analytique, cn peut voir que tout ensemble de la
famille @(L) ou L désigne I’ensemble de tous les nombres réels, admet
d’aprés le théoréme de M. W. SIERPINSKI [13] une représentation para-
métrique par rapport & un ensemble. Or, en se servant de la considé-
ration dans la section précédente, on peut établir le

Théoréme 17. Soient N une sous-famille de G(d) qut définit un
crible fermé, ou 4 designe le discontinu de G. CANTOR, et R un espace
métrique complet séparable. Tout ensemble de la famille criblee
I'(M, R) admet une représentation paramétriqgue par rapport a Uen-
semble Mx L*, ou L* désigne I’ensemble de tous les nombres irration-
nels.

En effet, d’aprés la considération dans la section précedente, nous
avons I'M, R) < PNRxL*, R). Or, comme l'espace R est complet
séparable, tout ensemble de la famille criblée I'(R, R) admet d’aprés
le théoréme 16 une représentation paramétrique par rapport a l’en-
semble N x L*.

VIL. LA REPRESENTATION PARAMETRIQUE
REGULIERE

17. La représentation paramétrique réguliecre. Pour un ensemble
N, nous appelons réguliére sur N toute fonction @(t) définie dans cet
ensemble qui ne prend jamais des valeurs égales, c’est-a-dire, on a
toujours @(t1) 2=¢(tz) pour deux points distinets ¢ et £; contenus dans
N. Nous dirons maintenant qu’un ensemble linéaire E quelconque
admet une représentation paramétrique réguliére par rapport a N si
E est 'ensemble des valeurs d’un fonction @(t) définie sur N, continue
et régulére sur cet ensemble. M. N. LusiN [8] a démontré le

Théoréme. Tout ensemble non dénombrable mesurable (B) admet
une représentation paramétrique réguliére par rapport a I’ensemble de
tous les nombres irrationnels quand on négliege une infinité dénombrable
de points de cet ensemble.

De méme, on peut établir un théoréme sur la représentation para-
métrique régulidre des ensembles analytiques [4]. Dans ce chapitre,
nous étudierons la représentation paramétrique réguliére des ensembles
d’une famille criblée. |
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Théoréme 18. Soient &(E,) une opération analytique du type (F')
et L U'ensemble de tous les nombres réels. Si tout ensemble indénom-
brable de la famille &(L) contient un sous-ensemble parfait, on peut
définir un ensemble linéaire N de Jacon que tout ensemble indénom-
brable de la famille &(L) admet une représentation parameétrique re-
guliére par rapport ¢ N quand on méglige une infinité dénombrable de
points de cet ensemble.

Démonstration. En désignant par I* ’ensemble de tous les nom-
bres irrationnels contenus dans l’intervalle [0, 1], il suffit de démon
trer que tout emsemble indénombrable de la famille #(I*) admet une
représentation paramétrique demandée.

D’aprés le théoréme de M. W. SIERPINSKI [13], on peut définir dans
le plan I3 = I*xI* un couple doublement universel U; et U, tel que,
quels que soient I’ensemble E; de la famille ¢(I*) et le sous-ensemble
&8 E: de I*, il existe une droite parallele a ’axe OX qui coupe U; et
Uz en E, et E; respectivement. Posons maintenant V = U;—U,.

Or, I’ensemble de tous les rectangles Q: 0 <z, lz<lxX<1, et
0=y<y<y:<1, ot #1, 22, ¥ et yz désigne les nombres rationnels,
est effectivement dénombrable, et par suite, on peut ranger ces rectangles
en une suite simplement infinie {Q,) (n=1,2, ...). Puis dans le
carré: k<o <rFk+1, j<y<j+1, ou k et j désigne les nombres
naturels, prenons un ensemble homéomorphe 4 Q,V et désignons par
Qr; cet ensemble ainsi obtenu; et dans le carré: k<x <k+1,
— Y=< —j+1, ou k et j désigne les nombres na‘tl}\rels, prenons un
ensemble homéomorphe a Q,—V et désignons par Qr; cet ensemble
ainsi obtenu: posons enfin

N=V+3Qu+ > Q.
k,g=1 k,g=1

Alors, tout ensemble indénombrable de la famille @(I*) admet une
représentation paramétrique réguliére par rapport i cet ensemble N.
Pour le voir, étant donné un ensemble indénombrable £ de la famille
&(I*), considérons une repsésentation paramétrique réguliére de cet
ensemble. L’ensemble E, de tous les points de condensations de ’en-
semble E qui appartient a cet ensemble est relativement fermé par
rapport a I’ensemble E, et par suite, £, appartient a la famille d(I*)
et de plus, E, est partout indénombrable. Or, quelques soient le point
p de E) et 'intervalle fermé I qui contient p dans I’intérieur, IE, est
indénombrable et appartient a la famille @(I*), d’ou IE contient
un sous-ensemble parfait. Donc, on peut définir les sous-ensembles
Fi;(,7=1,2,...) de E comme il suit,
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1°, F;(#,7=1,2,...) sont homéomorphes & l’ensemble I*, et
disjoints deux-a-deux,
2°, pour tout nombre naturel % le diamétre de I’ensemble F,;:

B(Fw) <L, |

8°, pour tout nombre naturel n, chaque point de E, est celui de
condensation de I’ensemble E Fnk .
Il existe un point ¥o dans I’axe OY tel qu ‘on ait U =E, et

Uo) = =2z k"‘ F,k c’est-a-dire, V) = F,— zl k‘ Fj.. Posons mainte-
drlk=1 F=1k=1

nant F = Eo—. = Fk, Ensuite, prenons les nombres rationnels s,,

t.(n=1,2,.. ) comme il suit,

10 s <<spn<yp<trnm<le(k=1,2,...),5s=0et ti=1,
29, hmsk—hmtk——yo.

k>0

Puis, désignons par Sy la partie de I’ensemble I} centenue entre les
deux droites y = s, et y = sz41; et de méme par T la partie de I’en-
semble I} contenue entre les deux droites y=1¢, et ¥y = txs1. Et
encore, désignons par S;; la partie de I’ensemble S; contenue entre
les deux droites x = k9t et ©x = k9, et de méme par T%; la partie de
I’ensemble T contenue entre les deux droites y = k9*! et y = k.

- Et enfin, posons Sg; = Si;V et T35 = Tw; V. Ici, on peut supposer,
sans perdre la généralité, qu’on ait S0 et T35 ==0.

Maintennnt, nous définissons une transformation @(x) qui trans-
forme V en un sous-ensemble de la droite y =y,. Tout d’abord,
‘posons @(x) = x pour tout point © de F. Pour la projection Si; et T
des ensembles Sz; et T sur la droite y = y,, posons -

ox; = la borne inférieure {dis (Sij, Fer_1,:))
(-1,2,..) k,3=1,2,...)

% = la borne 1nfer)1eure {dis (T%i, For. 7)) .

=1

Prenons un des ensembles F_;; tel qu’on ait dis (Sk, Fer—i,4)
<ak,-+% et désignons par S;; cet ensemble. De méme, en prenant

un des ensembles Fi ; tel qu’on ait dis (7%, Fex, i) < —rk,-+—}c— , désignons

par T;; cet ensemble. Or, selon la supposition sur les ensenbles Fj;,
on peut choisir les ensembles S;; et Ty; de facon qu’ils soient disjoints
deux-a-deux. Ici, on peut supposer, sans perdre la généralité, qu’il
existe un nombre infini dénombrable des ensembles restants par le
choix des ensembles Si; et 7%; parmi les ensembles Fy(k, 5 =1,2,...).
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Nous rangeons ces ensembles restants en une suite doublement infinie,
et nous désignons par {Gy) (k,7=1,2,...) cette suite. Or, comme
les ensembles Si; et Si;, Ti; et Tk; sont homémorphes & I§ = I* x I*,
on peut définir les transformations topologiques ax(x) et 74;(x) qui trans-
forment Si; en Si; et T en Ty respectivement.

Ceci étant, nous définirons le transformation @(x) sur l’ensembles
V—F comme il suit: quand un point x de V—F appartient a 1’en-
semble S, posons ¢(x) = orj(x) et, quand le point x appartient a
I’ensemble T, posons @(x) = 7x(x). On voit alors sans peine que o(x)
est biunivoque sur l'ensemble V et qu’on a

(V)= F+ X o(S5) + T o(TF) » -
k,g=1 ki j=1
d’ou nous avons
(6)) = @(V) +k 3-]Gk_7+ S (»Ska-¢( j))'*;c}-‘il(Tkj—?’(Tk"})) .

Or, ®(x) est continue sur ’ensemble V. En effet, soit z, un point de
I’ensemble V. Lorsque le point x, appartient a I’ensemble S, on peut
choisir un voisinage U(x,) du point x, tel qu’on ait VU(xo) = Si U(xo)
et on a @(x) = ox(x) sur 'ensemble S;, d’ou @(x) est continue sur le
point x,. De méme, lorsque le point w, appartient a ’ensemble T3,
@(x) est continue sur ce point. Enfin, considérons le cas ou le point
xo appartient & I’ensemble F. Etant donné un nombre posmf €, oOn
peut choisir un nombre positif § de facon qu’on ait

1°, §<e,

2°, la relation S U(t, 8) =0 entraine 8&(Sy) <e y on< e et

k <e, ou Ulxo, 8) désigne un voisinage du point 2 du diameétre &
et 3(S;) désigne le diamétre de ’ensemble Sj , v
8°, la relation T3 U(xo, 8)=+0 entraine 8(T%) <e, mi<le et
<e

Soit x point de I’ensemble VU (o, 8). Si le point « appartient a
I’ensemble F, nous avons @(r) = x et par suite dis (<P(xo), @(x)) = dis
(%o, x) <e. Sile point x appartient a ’ensemble S5, le pomt P(x)
appartient a I’ensemble St;. Or, nous avons

dis (¢, Sio) < dis (zo, S5) <8 <e et dis (Suys Sw) <ot o< 2e.»

et donc nous avons d’aprés les relations 1° et 2°
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dis (P@o) , P)) = dis (o, @) < dis (w0, Sks) +8(Sks) + dis (Sk.n Sis)
+8(Sw;) << e+e+2e+e = be.

De méme, lorsque le point x appartient a l’ensemble TZ;, nous avons
dis (@(xo) , #(®)) < 5e. Par conséquent, nous avons dans tous les cas
dis (¢(@o) , #(x)) < 5e et done ®(x) est continue sur le point xo, et par
suite sur tous les points de V. »

En autre part, nous avons

. Ski—P(Si) = Sti—oxd(Si) = o1ASri—Si) ,
e

Tyi~P(T) = Ti—1 T = mil Tii—T) -
Or, il existe les nombres naturels u(%k, ) et (%, 7) tels qu’on ait

Sti = Quik, 5 et Tlca Qv -

Maintenant, nous définirons la transformation X(x) comme il suit.

'1°, Posons X(z) = @(x) pour tout point x de 1’ensemble V.

2°, FEtant donnée une transformation topologique Xzix) qui trans-
forme Q. i1 en Si;—Sj5, posons X(r) = ow(Xzi(@)) pgur tout point
de I’ensemble ch 1.

3°, KEtant donnée une transformation topologique X;i(x) qui trans-
forme Qv(k a1 en Tp— Ti#, posons X(x) = 7xj (Xk,(m)) pour tout point «
de ’ensemble Qw1 .

4°, Etant donnée une transformation continue et biunivoque Xzi(x)
qui transforme Qug, i+ Quek i1 €0 G, iz, Posons X(x) = Xxu(x) pour
tout point x de '’ensemble Q,, 5+ Qu i, et -

5°, KEtant donnée une transformation continue et biunivoque Xz;(x)
qui transforme Q, «, i+ Qvw, 21+1, en Gy, »i, posons X(x) = Xu(w) pour
tout point x de ’ensemble Q. i+ Q. (e, DI+1

6°, Pour un nombre naturel m tel qu’on ait m == u(k,s) et
m=Fuk,j)(k,j=1,2,...), étant donnée une transformation continue
et biunivoque ®m.(%) qui transforme Q.+ Qmrn €0 Gumn, posons X(z) =
Pmn(x) pour tout point = de Qun+ Qe -

La transformation X(x) est continue et biunivoque sur 1’ensemble
N et nous avons d’aprés (1) X(N) = E,. Or, I’ensemble E—E, est
d’aprés la définition au plus dénombrable et par suite, £ admet une
représentation paramétrique réguliére par rapport & N quand on néglige
une infinité dénombrable de points de cet ensemble. C. Q. F.D.
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L’APPENDICE: LA TOPOLOGICITE DES
CRIBLES FONCTIONELS.

Pour éclaircir le contenu du théoréme 13, nous donnerons dans la suite une
remarque.. Pour cela, commengons par la définition: [ (R ; F(x, y)) étant un crible
fermé. Quel que soit ’espace métrique complet B, si J/I(N, R) est toujours topolo-
gique, c’est-a-dire, tout sous-ensemble de R homéomorphé & un ensemble de J7(%; R)
appartient a J7(R; R), nous dirons que le criblé fonectionnel J7(N, F(x, ¥)) ou leur
base N est topologique. Nous pouvons alors établir le théortme suivant, de méme
que nous avons fait dans la démonstration du théoréme 8.

Théoréme 19, Pour qu’'un base R d'un crible fonctionnel soit topologique, il
Jaut et il suffit que, R étant un espace métrique complet, quelque soit le sous-ensemble
©8 G de R, IT(R, R) contient la famille criblée [I (N, G).

Par suite, grice aux théoréme 18 et 13, on peut enoncer le

Théoréme 13/, Tout crible fonctionnel topologique peut étre représenté par un
crible fermé topologique. :



