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SUR LES OP\’ERATIONS ANALYTIQUES DANS LA
TH\’EORIE DES ENSEMBLES ET QUELQUES

PROBL\‘EMES QUI S’Y RATTACHENT, I

Par

Motokiti KOND\^O

I. INTRODUCTION
1. Les op\’erations anaIytiques des ensembles. M. M. L. KAN-

TOROVITCH et E. LIVENSON [2] (1) ont introduit la notion des op\’erations
analytiques dans la th\’eorie des ensembles. Cette notion des op\’erations
d\’etermine un des domaines tres importants des op\’erations d’ensembles,
et beaucoup des op\’erations d’ensembIes qui jouissent du r\^ole essentiel
dans la th\’eorie contemporaine des ensembles appartient \‘a ce domaine
des op\’erations.

En autre part, la notion des op\’erations analytiques donne un des
domaines tres utiles des familles des ensembles, et on peut trouver
dans ce domaine des familles, diverses familles des ensembles $t\acute{r}$aite’s
dans la th\’eorie contemporaine des ensembles.

Les oP\’erations analytiques ont \’et\’e \’etudi\’ees par divers auteurs, en
particulier, M. M. F. HAUSDORFF, W. SIERPINSKI, L. KANTOROVITCH,
E. LIVENSON et A. KOLMOGOROFF. Or, il me parait que nous ne savons
que un peu des propri\’et\’es de ces op\’erations. Dans ce travail, nous
\’etudierons systematiquement ces op\’erations et quelques ensembles qui
s’y rattachent.

2. Les repr\’esentations des op\’erations anaIytiques. Pour recher-
cher les op\’erations analytique des ensembles, il faut d’abord, les re-
Pr\’esenter sous Ies formes convenantes. Nous avons les trois m\’ethodes
pour repr\’esenter les oP\’erations analytiques, c’est-a-dire,

I. La repr\’esentation par les op\’erations de M. F. HAUSDORFF.
II. La repre’sentation par les cribles ferm\’es.

III. La repr\’esentation par les cribles fonctionnels.
$[Return]$) Voir la bibliographie de la page 34.
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M. M. F. HAUSDORFF [1], W. SIERPIN’SKI $[10, 11]$ , L. KANTOROVITCH
et E. LIVENSON [2] ont recherch\’e les op\’erations analytiques en se servant
de la repr\’esentation par les op\’erations de M. F. HAUSDORFF. Selon le
th\’eoreme de M. M. L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [2], toute op\’era-
tion analytique $\Phi(E_{n})$ d\’efinie sur une suite $\{E_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ des
sous-ensembles de l’ensemble $R$ peut \^etre repr6sent\’ee par une op\’eration
de S. F. HAUSDORFF sous la forme

$\Phi(E_{n})=(n_{1},n_{l},..)\in \mathfrak{N}\sim^{\nabla}.k=1$

$ IIFn_{k}\infty$ ,

ou $F_{2n-1}=E_{n}$ et $F_{2n}=R-E_{n}(n=1,2, \ldots)$ , ou bien

$\Phi(E_{n})=\Sigma(\nu_{1}, \nu_{2},\ldots)\in \mathfrak{N}^{*k=1}$

$ II\Delta\nu_{k}(E_{k})\infty$ ,

ou $(\nu_{1}, \nu_{2}, \ldots)$ d\’esigne une suite des nombres +1 ou bien $-1$ , et
$\Delta_{v}(E)$ d\’esigne l’ensemble $E$ ou bien $R-E$. suivant qu on a $\nu=+1$

ou bien $-1$ . Dans cette repr\’esentation, la recherche des op\’erations
analytiques reduit celle des bases $\mathfrak{N}$ ou $\mathfrak{N}^{*}$ de ces op\’erations, et par
suite. celle des sous-ensembles des nombres irrationnels.

En autre part, les cribles ferm\’es ont \’et\’e etudi\’es premi\‘erement par

M. W. SIERPINSKI [12] et en suite par S. M. C. KURATOWSKI, E. SZPIL-
RAJN [7], L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [3]. D’apres le th\’eoreme

de M. S. W. SIERPIN’SKI [121, L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [3],

\’etant donn\’es un espace m\’etrique $J$ compact ind\’enombrable et une
op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$ des ensembles, on peut donner une famille
$\mathfrak{N}$ des sous-ensembles ferm\’es de $J$ de fagon que, quelle que soit la suite
{ $ E_{n}\rangle$ $(n=1,2, \ldots)$ des sous-ensembles ferm\’es d’un espace m\’etrique

$R$, il existe un sous-ensemble ferm\’e $H$ de l’espace produit $RxJ$ dont
l’ensemble $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ de tous les points $x$ de $R$ tels qu’on ait $H^{(x)}\in \mathfrak{N}$

est pr\’ecisement l’ensemble $\Phi(E_{n})$ , ou $H^{(x)}$ d\’esigne l’ensemble de tous
les points de $H$ dont la projection sur $R$ est pr\’ecisement le point $x$ .
Dans ce cas, la recherche des op\’erations analytiques r\’eduit celle des
sous-familles $\mathfrak{N}$ de la famille $\mathfrak{E}(J)$ de tous les sous-ensembles ferm\’es

de $J$. Or, d’apres la m\’ethode de M. F. HAUSDORFF [1], on peut con-
sid\’erer la famille $\mathfrak{E}(J)$ comme un espace m\’etrique compact et en se
servant des propri\’et\’es topologiques des sous-ensembles de $\mathfrak{E}(J)$ , on
peut deduire diverses propri\’et\’es des op\’erations analytiques.

Enfin, les cribles fonctionnels ont \’et\’e \’etudi\’es premierement par
S. D. MONTOGOMERY [9]. De m\^eme que le cas pr\’ec\’edent, nous pouvons
repr6senter les op\’erations analytiques par les cribles fonctionnels, c’est-
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\‘a-dire, \’etant donn\’es $J$ un espace m\’etrique compact ind\’enombreble et
$\Phi(E_{n})$ une op\’eration anaIytique, il existe une famille $\mathfrak{N}$ des fonctions
continues d\’efinies sur $J$ telle que, quelle que soit la suite $\{E_{n}\}$

$(n=1,2, \ldots)$ des sous-ensembles ferm\’es d’un espace m\’etrique $R$ , on
peut d\’efinir une fonction continue $\varphi(x, y)$ sur l’espace $R\times J$ de sorte
que l’ensemble de tous les points $x_{0}$ de $R$ , tels qu’on ait $\varphi(x_{0}, y)\epsilon\backslash |?$ ,
soit pr\’ecIsement l’ensemble $\Phi(E_{n})$ . On peut deduire la distance entre
les fonctions continues sur $J$, et gr\^ace aux propri\’et\’es topologiques des
familles des fonctions continues sur $J$, on peut rechercher les op\’erations
analytiques.

Dans ee travail, nous allons rechercher les op\’erations analytiques
au point de vue des cribles ferm\’es et fonctionnels.

II. LES OP\’ERATIONS ANALYTIQUES
DES ENSEMBLES

3. La d\’efinition des op\’erations analytiques. Nous savons diverses
d\’efinitions des op\’erations analytiques des ensembles. Or, pour tirer
l’analyticit\’e de ces op\’erations au clair, nous prendrons la d\’efinition
suivante. Pour les d\’efinir, tout d’abord, nous poserons quelques d\’efini-
tions pr\’eliminaires. Soient $\Phi(x_{n})$ une op\’eration qui r\’esulte d’un nombre
r\’eel \‘a une suite { $ x_{n}\rangle$ $(n=1,2, \ldots)$ de nOmbres r\’eels et $R$ un en-
semble de quelques \’el\’ements. Alors, \’etant donn\’ee une suite $\{\varphi_{n}(x)\}$

$(n=1,2, \ldots)$ des fonctions d\’efinies sur l’ensemble $R$ , on peut d\’efinir
une op\’eration $\Phi(\varphi_{n}(x))$ qui r\’esulte d’une fonction \‘a la suite { $\varphi_{n}(x)\rangle$

$(n=1,2, \ldots)$ des fonctions. Il $y$ a dans l’analyse math\’ematique
diverses op\’erations d\’efinies de cette fagon. Supposons maintenant que
l’op\’eration $\Phi(\varphi_{n}(x))$ des fonctions ne prend que les deux nombres r\’eels
$0$ et 1 comme les valeurs de la fonction $\Phi(\varphi_{n}(x))$ . Nous d\’efinirons une
op\’eration analytique des ensembles comme il suit.

\’Etant donn\’ee une suite $\{E_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ des sous-ensembles de
$R$ , consid\’erons la suite \langle $\varphi_{E_{n}}(x)$ } $(n=1,2, \ldots)$ des fonctions caract\’eris-
tiques $\varphi_{E_{n}}(x)$ des ensembles $E_{n}$ . $\Phi(\varphi_{E}(x))$ est alors une fonction
caract\’eristique d’un sous-ensemble de $R,$

$o^{n}n$ peut d\’efinir une op\’eration
des ensembles–d\’esignons par $\Phi(E_{n})$ cette op\’eration--qui resulte d’un
ensemble d\’efini par Ia fonction caract\’eristique $\Phi(\varphi_{E_{n}}(x))$ \‘a la suite
$\{E_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ des ensembles, et nous entendrons par une op\’era-
tion analytique cette op\’eration ainsi obtenue. Or cette d\’efinition et
celle de M. M. L. KANTOROViTCH et E. LIVENSON [2] sont \’equivalentes
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deux-a-deux, c’est-\‘a-dire, nous avons le
Th\’eor\’eme 1. L’op\’eration $\Phi(E_{n})$ des ensembles eJfectu\’ees sur la

suite \langle $E_{n}$ } $(n=1,2, \ldots)$ des sous-ensembles de $R$ est analytique, il faut
et il suffit que l’op\’eration $\Phi(E_{n})$ remplisse la condition su’ivante $(^{*})$ :
quelles que soient les $d$eux suites $\langle E_{n}^{\langle k)}\rangle(k=1,2;n=1,2, \ldots)$ des
sous-ensembles de $R$ , pour deux \’el\’ements $x^{(1)}$ et $x^{(2)}$ les relations suivantes

$x^{\langle 1)}\overline{\in}\Phi(E_{n}^{(1)})$ et $x^{\{2)}\in\Phi(E_{n}^{(2)})$

entrainent l’existence d’un nombre naturel $n$ tel qu’on ait

(1) $x^{(1)}\overline{\in}E_{n}^{(1)}$ et $x^{(2)}\in E_{n}^{(2)}$ ,

ou bien
(1) $x^{\langle 1)}\in E_{n}^{(1)}$ et $x^{(2)}\overline{\in}E_{n}^{(2)}$ .

D\’emonstration. Etant donn\’ee une op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$ ,

admettons qu’il satisfait \‘a la condition $t^{*}$). Soient \langle $E_{n}^{(k)}$}($k=1,2$ ;

$n=1,2,$ $\ldots$ ) deux suites des sous-ensembles de $R$ , supposons qu on
ait pour deux \’el\’ements $x^{(1)}$ et $x^{(\dot{\sim})}$ de $R,$ $x^{(1)}\in\Phi(E_{n}^{(1)})$ et $x^{(2)}\overline{\in}\Phi(E_{n}^{(2)})$ . Nous
avons alors d’apr\’es la d\’efinition de $\Phi(E_{n})$

$\Phi(\varphi_{E_{n}^{(1)}}(x^{(1)}))=1$ et $\Phi(\varphi_{E_{n}^{(2)}}(x^{(2)}))=0$ ,

ce qui entraine l’existence d’un nombre naturel $n$ tel qu’on ait
$\varphi_{E_{n}}(1)(x^{(1)})=0$ et $\varphi_{E_{n}}(2)(x^{(2)})=1$ , ou bien $\varphi_{E_{n}}(1)(x^{\langle 1)})=1$ et $\varphi_{E_{n}}(2)(x^{(2)})=0$ ,

d’ou nous avons les relations (1) ou bien (1), c’est-a-dire, la condition
est nec\’essaire pour que l’op\’eration $\Phi(E_{n})$ soit analytique.

Puis, $\Phi(E_{n})$ \’etant une op\’eration des ensembles, supposons que $\Phi(E_{n})$

remplisse la condition $(^{*})$ . Maintenant nous d\’efinirons une op\’eration
$\Psi(x_{n})$ des nombres comme il suit, si l’on a $x_{n}=1$ ou bien $0$ , suivant
que $E_{n}$ contient un \’el\’ement $x$ ou bien non, et si l’on a $x\in\Phi(E_{n})$ ,

posons $\Psi(x_{n})=1$ et, sinon, posons $\Psi(x_{n})=0$ . En se servant de cette
op\’eration ainsi obtenue, nous d\’efinirons une op\’eration $\Psi(E_{n})$ des en-
sembles de m\^eme que le cas pr\’ec\’edent. On voit alors sans peine qu’on

a $\Phi(E_{n})=\Psi(E_{n})$ pour toute suite $\{E_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ des sous-ensembles
de $R$ et par suite, $\Phi(E_{n})$ est une op\’eration analytique. C. Q. F. D.

D\’efinition. Etant donn\’ee une op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$ , d\’esig-

nons par $\Phi(R)$ pour un espace m\’etrique $R$ la famille de tous les
ensembles $\Phi(E_{n})$ , lorsque \langle $E_{n}$ } $(n=1,2, \ldots)$ parcourt toutes suites
des sous-ensembles ferm\’es de $R$ .
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Remarque 1. Toute op\’eration analytique peut \^etre repre’sent\’ee
comme il suit. D\’esignons par $9l$ l’ensemble de toutes les suites \langle $\nu_{k}$ }
$(k=1,2, \ldots)$ de nombres r\’eels telles qu on ait $\nu_{k}=0$ ou 1 $(k=1,2, \ldots)$

et qu’on ait $\Phi(\nu_{k})=1$ ; et posons pour tout sous-ensemble $E$ de $R$

$\Delta_{0}(E)=0$ , $\Delta_{1}(E)^{\prime}=E$ et $\lrcorner_{-1}(E)=R-E$ .
On voit alors sans peine que

$\Phi(E_{n})=\sim^{\nabla}.\prod_{k\{\nu_{k\}\epsilon \mathfrak{N}}=1}^{\infty}\{\Delta\nu_{k}(E_{k})+\Delta_{1-\nu_{k}}tR-E_{k})\}$ .

Remarque 2. Quelles que soient les op\’erations analytiques $\Phi_{k}(E_{n})$

$(k=0,1,2, \ldots)$ , l’op\’eration $\Phi_{0}(\Phi_{k}(E_{n}))$ est aussi analytique.

4. La d\’efinition descriptive des op\’erations analytiques. Nous
avons donn\’e dans la section pr\’ec\’edent une d\’efinition des op\’erations
analytiques, mais pour voir la relation entre les op\’erations analytiques
et quasi-analytiques donn\’ees par M. M. L. KANTOBOVITCH et E. LIVENSON
[21, nous donnerons une d\’efinition descriptive des op\’erations analytiques.
Pour cela, consid\’erons d’abord une op\’eration $\Phi(E_{n})$ des ensembles qul
satisfait \‘a la condition $(_{*}^{*})$ : quelle que soit la suite \langle $E_{n}$ } $(n=1,2, \ldots)$

des sous-ensembles de $R$ et le sous-ensemble $N$ de $R$ , nous avons
(2) $\Phi(E_{n}N)=N\Phi(E_{n})+(H-N)$ ,

ou $H$ d\’esigne un sous-ensemble de $R$ ind\’ependant des ensembles $N$ et
$E_{n}(n=1,2, \ldots)$ . En posant $N=0$ dans (2), nous avons $H=\Phi(O)$ .
Maintenant, nous multiplierons l’ensemble $N$ aux deux c\^ot\’es de (2).
Nous avons alors $N\Phi(NE_{n})=N\Phi(E_{n})$ , en particulier pour tout \’el\’ement
$P$ de $R(p)\Phi((p)E_{n})=(p)\Phi(E_{n})$ , d’o\’u nous avons

$\Phi(E_{n})=_{p\epsilon R}\sim^{\nabla}(p)\Phi(E_{n})=_{p\epsilon}\sim v_{R}(p)\Phi((p)E_{n})=\sum_{p\epsilon R}\Phi_{p}(E_{n})$ ,

o\‘u $\Phi_{p}(F_{n})$ d\’esigne l’oP\’eration.analytique d\’efinie selon l’\’egalit\’e $\Phi_{p}(F_{n})$

$=(p)\Phi((p)F_{n})$ . D’ou, $\Phi(E_{n})$ est d’apres la d\’efinition de M. M. L. KAN-
TOROVITCH et E. LIVENSON une op\’eration quasi-analytique. Inversement,
il est \’evident que toute op\’eration quasi-analytique satisfait \‘a la condi-
tion (“). Nous avons donc le

Th\’eor\’eme 2. $Pou\acute{r}$ qu’une op\’eration $\Phi(E_{n})$ des ensembles soit quasi-
analytique, il faut et il $su$.ffit que $\Phi(E_{n})$ remplisse la condition $(_{*}^{*})$ .

Or, toute op\’eration analytique satisfait \‘a la condition suivante $(_{**}*)$ ;
pour toute transformation biunivoque $\chi(t)$ qui transforme $R$ en un
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sous-ensemble de $R$ , nous avons toujours $\chi(\Phi(E_{n}))=\Phi(\chi(E_{n}))$ ; et toute
op\’eration quasi-analytique qui satisfait a la condition $(_{**}^{*})$ est analytique.

Nous avons donc le
Th\’e$o$ r\’eme 3. Pour qu’une op\’eration $\Phi(E_{n})$ des ensembles soit

analytique, il faut et il suffit que $\Phi(E_{n})$ remplisse les conditions $(_{*}^{*})$ et $(_{**}^{*})$ .

III. LES CRIBLES FERM\’ES

5. Les cribles fermes. \’Etant donn\’e un espace m\’etrique $J$ com-
pact et ind\’enombrable, consid\’erons la famille $\mathfrak{E}(J)$ de tous les sous-
ensembles ferm\’es de $J$. Maintenant d\’efinissons la distancc dis $(E, F)$

entre les deux ensembles $E$ et $F$ de $\mathfrak{E}(J)$ comme il suit, si les deux
ensembles $E$ et $F$ sont non-vides en m\^eme temps, d\’esignons par dis
$(E, F)$ la borne sup\’erieure de dis $(x, F)+dis(y, E)$ , lorsque $x$ et $y$

parcourent les ensembles $E$ et $F$ respectivement, et sinon, par dis
$(E, F)$ les nombre r\’eel $0$ ou 1, suivant qu’on a $E=F$ ou non. Il est
alors \’evident que $\mathfrak{E}(J)$ est un espace m\’etrique compact.

$R$ \’etant un espace m\’etrique, prenons un sous-ensemble ferm\’e $H$

de $RxJ$. Pour un point $x$ de $R$ , d\’esignons par $H_{(x)}$ l’ensemble de tous
les points de $H$ dont la projection sur l’espaoe $R$ est pr\’ecisement le
point $x$ et par $H^{(x)}$ la projection de $H_{(x)}$ sur l’espace $J$.

\’Etant donn\’e un sous-ensemble $\mathfrak{N}$ de $\mathfrak{E}(J)$ , d\’esignons un de
$\Gamma(\mathfrak{N}, J, R;H)$ . $\Gamma(\mathfrak{R}, J;H)$ ou $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ l’ensemble de tous les points
$x$ de $R$ tels qu’on ait $H^{()}xe\mathfrak{N}$ et nous appellons cet ensemble celui
cribl\’e au moyen de l’ensemble $H$ par rapport \‘a $\mathfrak{N},$ $H$ un crible ferm\’e,

et $\mathfrak{N}$ la base du crible ferm\’e $H$. Maintenant, d\’esignons par $\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$

ou $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ la famille de tous les sous-ensembles $\Gamma(\mathfrak{N}, H)$ , lorsque $H$

parcourt tous les sous-ensembles ferm\’es de $RxJ$, et nous appellons cette
famille celle cribl\’ee de la classe $(\Gamma)$ par rapport \‘a $\mathfrak{N}$ . $\mathfrak{N}_{1}$ et $\mathfrak{N}_{2}$ \’etant

deux bases des cribles ferm\’es, si l’on a toujours pour tout espace
m\’etrique quelque $R\Gamma(\mathfrak{N}_{1}, R)=\Gamma(\mathfrak{N}_{2}, R)$ , nous dirons que les deux
bases $\mathfrak{N}_{1}$ et $\mathfrak{N}_{2}$ sont \’equivalentes deux-\‘a-deux, et d\’esignons ce fait par
la notation $\mathfrak{N}_{1}\sim \mathfrak{N}_{2}$ ou $\mathfrak{N}_{2}\sim \mathfrak{N}_{1}$ . En prenant maintenant l’espace m\’etri-

que $\mathfrak{E}(J)$ , consid\’erons l’ensemble $H$ de tous les points $(E, x)$ de $\mathfrak{E}(J)\times J$

tels qu’on ait $x\in E$. $H$ est alors ferm\’e dans $\mathfrak{E}(J)\times J$ et nous avons
$\mathfrak{N}=\Gamma(\mathfrak{N};H)$ . $s$

Remarque. \’Etant donn\’ee une op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$ , et une
suite { $\mathfrak{N}k\rangle$ $(k=1,2, \ldots)$ des sous-familles de $\mathfrak{E}(J)$ , nous avons toujours

$\Phi(\Gamma(\mathfrak{N}_{k} ; H))=\Gamma(\Phi(\mathfrak{N}_{k});H)$ .
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6. La relation entre les operations analytiques et les cribles
ferm\’es. La relation entre les op\’erations analytiques et les cribles ferm\’es
a \’et\’e \’etudi\’ee par divers auteurs, en partiqulier, M. M. W. $SIERPI\acute{N}-$

SKI [12], L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [3], mais pour obtenir les
r\’esultats plus pr\’ecis, nous \’etudierons encore ce probleme dans la suite.

Lemme 1. Soient $J$ et $J^{*}$ les deux espaces m\’etriques compacts
ind\’enombrables. $\mathfrak{N}$ \’etant une base des cribles ferm\’es contenus dans
la famille $\mathfrak{E}(J)$ , on peut d\’efinir dans la famile $\mathfrak{E}(J^{*})$ une base $\mathfrak{N}^{*}$ telle
qu’on ait $\mathfrak{N}\sim \mathfrak{N}^{*}$ .

D\’emonstration. Consid\’erons d’abord le cas ou $J^{*}$ est le discontinu
$\Delta$ de G. CANTOR. Comme $J$ est un espace m\’etrique, on peut trouver
une transformation continue $\varphi(x)$ qui transforme $\Delta$ en $J$. Maintenant,
d\’esignons par $\mathfrak{N}^{*}$ la famille de tous les sous-ensembles ferm\’es $E$ de $\Delta$

tels qu’on ait $\varphi(E)\in \mathfrak{N}$ . On voit alors $\Gamma(\mathfrak{R}, R)=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)$ pour tout
espace m\’etrique $R$ . En effet, prenons d’abord un ensemble $E$ contenu
dans $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ . On peut alors d\’efinir un sous-ensemble ferm\’e $H$ dans
$R\times J$ tel qu’on ait $E=\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ . D\’esignons par $H^{*}$ l’ensemble de tous
les points $(x, y)$ de $ R\times\Delta$ tels qu’on ait $(x, \varphi(y))\in H$. Il est alors \’evident
que $H^{*}$ est ferm\’e dans $ R\times\Delta$ , mais on peut voir que $\Gamma(\mathfrak{N};H)=$

$\Gamma(\mathfrak{N}^{*} ; H^{*})$ . En effet, pour un point $x$ de $E$, nous avons $H^{(x)}\in \mathfrak{N}$. Or,
nous avons d’apres la d\’efinition $H^{(x)}=\varphi(H^{*x}())$ , d’ou on a $x\in 1(\mathfrak{N}^{*} ; H^{*})$ .
oe $quI$ donne $\Gamma(\mathfrak{N}:H)C\Gamma(\mathfrak{N}^{*}iH^{*})$ . De m\^eme, on peut voir que
$\Gamma(\mathfrak{N};H^{*})C\Gamma(\mathfrak{N};H)$ , et par suite $\Gamma(\mathfrak{N};H)=\Gamma(\mathfrak{N}^{*} ; H)$ . Il en re-
sulte qu’on a $E\in\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)$ , d’o\‘u nous avons $\Gamma(\mathfrak{N}, R)C1^{\prime}(\mathfrak{R}^{*}, R)$ . De
m\^eme, on voit que $F(\mathfrak{N}^{*}, R)C\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ et par suite $\Gamma(\mathfrak{N}, R)=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}. R)$ .

Puis consid\’erons le cas ou $J^{*}$ est un espace m\’etrique compact
ind\’enombrable quelconque. Or, comme nous avons fait pr\’ec\’edemment,
on peut trouver dans $\mathfrak{E}(\Delta)$ une famille $\mathfrak{N}_{\Delta}$ telle qu’on ait $\mathfrak{N}\sim \mathfrak{N}_{4}$ . Donc,
pour d\’emontrer qu’il existe une famille $\mathfrak{N}^{*}$ dans $\mathfrak{E}(J^{*})$ telle qu’on ait
$\mathfrak{N}\sim \mathfrak{N}^{*}$ , il suffit de d\’emontrer qu’il existe une famille $\mathfrak{N}^{*}$ dans $\mathfrak{E}(J^{*})$

telle qu’on ait $\mathfrak{R}_{\Delta}\sim \mathfrak{N}^{*}$ . Par suite, on peut supposer, sans perdre la
g\’en\’eralit\’e, qu’on ait $ J=\Delta$ . Puisque $J^{*}$ est un espace m\’etrique com-
pact ind\’enombrable, on peut prendre une transformation topologique
$\varphi(x)$ qui transforme $\Delta$ en un sous-ensemble de $J^{*}$ . Maintenant, d\’esig-
nons par $\mathfrak{N}^{*}$ la famille de tous les sous-ensembles ferm\’es $E$ de $J^{*}$ tels
qu’on ait $\varphi^{-1}(E\varphi(\Delta))\epsilon \mathfrak{R}$ . Nous avons alors $\Gamma(\mathfrak{N}iR)=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)$ . En
effet, pour un ensemble $E$ de $\Gamma(\mathfrak{N};R)$ , on peut trouver dans $RxJ$ un
sous-ensemble ferm\’e $H$ tel qu’on ait $E=\Gamma(\mathfrak{N};H)$ . Or, d’apr\‘es la
transformation $\sigma(p);x^{\prime}=x$ et $y^{\prime}=\varphi(y),$ $H$ est transform\’e en un sous-
ensemble ferm\’e $H^{*}$ de $RxJ^{*}$ et nous avons $\sigma(H^{(x)})=H^{*(x)}$ pour tout
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point $x$ de $R$ , d’ou nous avons d’apres la d\’efinition de $\mathfrak{N}^{*}E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}jH^{*})$

et par cons\’equent $E\in\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)$ , d’ou nous avons $\Gamma(\mathfrak{R}, R)r\sim\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)$ .
En autre part, pour un ensemble $E$ de $\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)$ , on peut trouver dans
$R\times J^{*}$ un sous-ensemble ferm \’e $H^{*}$ tel qu’on ait $E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*} ; H^{*})$ . Or,

nous avons d’apr\’es la d\’efinition de $\mathfrak{N}^{*}E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*} ; H^{*}(Rx\varphi(\Delta)))$ , ce qui
entraine $E=\Gamma(\mathfrak{N};\sigma^{-1}(H^{*}(Rx\varphi(\Delta))))$ , d’ou nous avons $E\in\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ ou
$\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)C\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ et donc nous avons $\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)=\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ .

C. Q. F. D.
En se servant de ce lemme, nous \’etudierons la relation entre les

op\’erations analytiques et les cribles ferm\’es. Prenons un point $p$ d’ac-
cumulation de $J$ et une suite $\{pk\}(k=1,2, \ldots)$ de points de $J$ , telle
qu’on ait $\lim_{k->\infty}p_{k}=p$ et $p\neq p_{i}\neq p_{j}$ pour $i\neq i$ Et, d\’esignons par $\mathfrak{N}_{k}$

la famille de tous les sous-ensembles ferm\’es de $J$ qui contienent le
point $p_{k}$ . Etant donn\’ee une op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$ des ensembles,
posons maintenant $\mathfrak{N}=\Phi(\mathfrak{N}_{k})$ ; nous avons alors pour tout espace
m\’etrique $R$

(1) $\Phi(R)=\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ .
En effet, $E$ \’etant un ensemble de $\Phi(R)$ , on peut trouver une suite
\langle $E_{k}$} $(k=1,2, \ldots)$ de sous-ensembles ferm\’es de $R$ telle qu’on ait

$E=\Phi(E_{k})$ . Prenons dans $RxJ$ la ferm\’eture $H=\sum_{k-1}^{\infty}E_{k}x(p_{k})$ . On peut

voir alors que $\Gamma(\mathfrak{N}:H)=\Phi(E_{k})$ . En effet, \’etant donn\’e un point $x_{0}$

de $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ , supposons qu’on ait $x_{0}\overline{\in}\Phi(E_{k})$ . Or, comme $x_{0}$ est contenu
dans $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ , nous avons $H^{(x_{0})}\in \mathfrak{N}=\Phi(\mathfrak{N}_{k})$ . Il existe donc d’apr\’es
le th\’eoreme 1 un nombre naturel $k_{0}$ tel qu’on ait

(2) $H^{(x_{0})}\in \mathfrak{N}_{k_{0}}$ et $x_{0}\overline{\in}E_{k_{0}}$ .
ou bien

(2) $H^{(x_{0})}\overline{\in}\mathfrak{N}_{k_{0}}$ et $x_{0}\in E_{k_{0}}$ .
Or, la relation $H^{(x_{0})}\in \mathfrak{N}_{k_{0}}$ entraine $p_{k_{0}}\in H^{(x_{0})}$ ou $x_{0}\in E_{k_{0}}$ , et la rela-

tion $H^{(x_{0})}\overline{\in}\mathfrak{N}_{k_{0}}$ entraine $p_{k_{0}}\overline{\in}H^{(x_{0})}$ ou $x_{0}\overline{\in}E_{k_{0}}$ , et par suite, les deux
cas (2) et (2) donnent respectivement une contradiction. Par suite,

nous avons $x_{0}\in\Phi(E_{k})$ , ce qui entratine $\Gamma(\mathfrak{N};H)C\Phi(E_{k})$ . De m\^eme,
on peut d\’emontrer qu’on a $\Phi(E_{k})C\Gamma(\mathfrak{N};H)$ et par suite $\Phi(E_{k})=$

$\Gamma(\mathfrak{N};H)$ . Il en suit que $\Phi(R)\supset\Gamma(\mathfrak{R}, R)$ .
Puis, pour un ensemble $E$ de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ , consid\’erons un sous-ensemble

ferm\’e $H$ de RxJ tel qu’on ait $E=\Gamma(\mathfrak{N};H)$ . D\’esignons par $E_{k}$
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l’ensemble de tous les points $x$ de $R$ tels qu’on ait $(x, p_{k})\in H$. Les
ensembles $E_{k}(k=1,2, \ldots)$ sont ferm\’es et, de m\^eme que nous avons
fait pr\’ec\’edemment, on peut voir que $\Phi(E_{k})=\Gamma(\mathfrak{N};H)$ , ce qui entraine
$E\in\Phi(R)$ , d’ou nous avons $\Gamma(\mathfrak{N}, R)C\Phi(R)$ , et par suite nous avons
$\Phi(R)=\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ , c’est-a-dire, quelle que soit l’op\’eration analytique
$\Phi(E_{k})$ des ensembles, il existe une base $\mathfrak{N}$ telle qu’on ait $\Phi(R)=\Gamma(\mathfrak{N}, R)$

et $\mathfrak{N}$ est donn\’e par $\Phi(\mathfrak{N}_{k})$ . En autre part, consid\’erons une famille
cribl\’ee $\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$ de classe $(\Gamma)$ . On peut supposer d’apr\’es le lemme
1 que $J$ soit le discontinu $\Delta$ de G. CANTOR. \’Etant donn\’e un sous-
ensemble ferm\’e $H$ de $RxJ$, consid\’erons dans l’espace produit $R_{0}=R$

$xJ\times \mathfrak{N}$ les ensembles suivants

$F_{1}=H\times \mathfrak{N}-R\times U$ et $F_{2}=RxU-H\times \mathfrak{N}$ ,

ou $U$ d\’esigne l’ensemble de tous les points $(x, E)$ du produit $Jx\mathfrak{N}$

tels qu’on ait $x\in E$. Nous avons alors

(3) $\Gamma(\mathfrak{N};H)=Proj_{R}\langle Rx\mathfrak{N}-Proj_{R\times\Re}(F_{1}+F_{2})$}.

En effet, $x_{0}$ soit un point de $\Gamma(\mathfrak{N}:H)$ . Nous avons alors $H^{(x_{0})}\in \mathfrak{N}$ ,

d’o\‘u on peut trouver un ensemble $E_{0}$ dans $\mathfrak{N}$ tel qu’on ait $E_{0}=H^{(x_{0})}$ .
Or, comme nous avons $F_{1}^{(x_{0},E_{0})}=H^{(x_{0})}-E_{0}=0$ et $F_{2}^{1x_{0},E_{0})}=E_{0}-H^{(x_{0})}$

$=0$ , le point $x_{0}$ est d’apres $(x_{0}, E_{0})\in R\times \mathfrak{N}$ contenu dans le c\^ot\’e droit
de (3). Puis, $x_{0}$ soit un point contenu dans le c\^ot\’e droit de (3). Il
existe alors un ensemble $E_{0}$ dans $\mathfrak{N}$ tel qu’on ait

$(x_{0}, E)\in R\times \mathfrak{N}-Proj_{R\times\Re}(F_{1}+F_{2})$ ,

d’o\‘u nous avons $(x_{0}, E_{0})\overline{\in}proj_{R\times\Re}F_{i}(i=1,2)$ , ce qui entraine
$F_{i}^{(x_{0},E_{0})}=0$ et par suite $E_{0}=H^{(x_{0})}$ , le point $x_{0}$ est donc contenu dans
$\Gamma(\mathfrak{N};H)$ et par cons\’equent, nous avons l’\’egalite (3).

Posons maintenant pour un intervalle $a_{n_{1}n_{2}\ldots n_{k}}$ du discontinu $\Delta$

de G. CANTOR
$H_{n_{1}n_{2}\ldots n_{k}}=Proj_{R}H(Rx\Delta n_{1}n_{2}\ldots n_{k})$ .

Il est alors \’evident que les ensembles $Hn_{1}n_{2}\ldots n_{k}(k=1,2,$ $\ldots$ ; $n_{k}=0$

ou 1) sont ferm\’es, et qu’on a $H=1I$ $\Sigma$ $Hn_{1}n_{2}\ldots n_{k}\times\Delta n_{1}n_{2}\ldots n_{k}$ .
k-l $n_{1}n_{2}\ldots n_{k}$

Or, comme la famille des intervalles $\Delta n_{1}n_{2}\ldots n_{k}$ de $\Delta$ est d\’enombrable,
on peut ranger ces intervalles en une suite infine \langle $I_{k}$ } $(k=1,2, \ldots)$ .
et pour simplifier la description, posons $H_{k}=Proj_{R}H(R\times I_{k})$

$(k=1,2, \ldots)$ . Etant donn\’e un sous $\cdot$ ensemble ferm\’e $E$ de $\Delta$, nous
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d\’efinirons une suite $\Lambda(E)=\{\nu_{k}\rangle$ $(k=1,2, \ldots)$ de nombres naturels
comme il suit, si l’on a $I_{k}E=0$ , posons $\nu_{k}=-1$ , et sinon, posons
$\nu_{k}=0$ .

Consid\’erons maintenant le c6t\’e gauche de (3). Or, comme nous
avons pour un ensemble $E$ de $\mathfrak{N}$

$Proj_{R\times \mathfrak{R}}F_{1}^{\{E)}=Proj_{R\times \mathfrak{R}}(H-R\times E)=_{p\epsilon}\sim^{v_{\Delta}}\langle H^{(p)}-(R\times E)^{(p)}\}=\sum_{p\overline{\epsilon}E}H^{p)}$,

$Proj_{R\times \mathfrak{R}}F^{(E)}=_{p\Delta}\{(RxE)^{(p)}-H^{(p)}\}=_{p\epsilon}\sim^{v_{E}}(R-H^{(p)})$ .
Nous avons par suite

(4) $Proj_{R}\{R\times \mathfrak{N}-Proj_{R\times 9t}(F_{1}+F_{2})\}=_{E\epsilon}\sim^{v_{\mathfrak{R}}}\{R-Proj_{R\times \mathfrak{R}}(F_{1}^{(F_{\lrcorner})}+F_{2}^{(E)})\rangle$

$=_{A\epsilon}\sim^{v_{\mathfrak{R}}}\{R-(\sum_{p\overline{\epsilon}E}H^{(p)}+p\frac{\nabla}{\epsilon}E(R-H^{(p)}))\}$

$=_{E\epsilon}\sim^{v_{\mathfrak{R}}}\prod_{p\epsilon E}H^{\{p)}\prod_{p\overline{\epsilon}E}(R-H^{(p)})$ .
Or, d’apr\’es la d\’efinition de $\Lambda(E)$ , nous avons

(5) $p\epsilon EIIH^{(p)}=\prod_{\Lambda(E)}C\Delta\nu_{k}(H_{k})$ et $R-H^{(p)}=_{\Lambda(p)}\sim^{\nabla}\Delta\nu_{k}(H_{k})$ ,

et par cons\’equent, nous avons selon les \’egalit\’es (3), (4) et (5)

(6)
$\Gamma(\mathfrak{N};H)=_{E\epsilon\Re}\sim^{\nabla}\Lambda(E)1IC\Delta\nu_{k}(H_{k})\prod_{p\overline{\epsilon}E\Lambda(p)}\sim^{\nabla}\Delta\nu_{k}(H_{k})$ .

En autre part, \’etant donn\’ee une suite $\{H_{k}\}(k=1,2, \ldots)$ des sous-
$\infty(k)$ $(k)$

ensembles ferm\’es de $R$ , posons $H=\prod_{k-1}\Sigma H_{\dot{J}}xI_{j}$ , ou la sommation $\Sigma$

s’\’etend sur tous les intervalles de $I_{j}$ d’ordre $k$ , l’ensemble $H$ est
alors un sous-ensemble ferm\’e de $ R\times\Delta$ et de m\^eme que nous avons. $fa\ddagger t$ plus haut, nous pouvons d\’emontrer (6) pour les ensembles $H$ et
$H_{k}(k=1,2, \ldots)$ . Par suite, il existe une op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$

telle qu’on ait $l^{7}(\mathfrak{R};R)=\Phi(R)$ et $\Phi(E_{n})$ est donn\’ee par le c\^ot\’e gauche
de (6). Nous avons donc le

Th\’eor\’eme 4. Toute op\’eration analytique $\Phi(E_{k})$ peut \^etre repre-
sent\’ee par un crible ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ , et inversement, quel que soit le
crible ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ , il existe une op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$ teue
qu’on ait $\Phi(R)=\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ ; et les relations entre $\Phi(E_{n})$ et $\Gamma(\mathfrak{N};H)$

sont donn\’ees par (1) et (6).

7. Les op\’eration analytiques positives. M. S. L. KANTOROVITCH
et E. LIVENSON [2] ont caract\’eris\’es les op\’erations de M. F. HAUSDORFF
par les cribles ferm\’es et les op\’erations analytiques. Or, on peut aussi
d\’eduire les r\’esultats plus pr\’ecis comme il suit. Pour cela d’abord,
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nous donnerons $quelques|$ d\’efinitions selon. M. M. L. KANTOROVITCH et
E. LIVENSON [3].

D\’efinition. $\Gamma(\mathfrak{N}, \Delta;H)$ \’etant un crible ferm\’e, si l’on peut trouver
une base $\mathfrak{N}^{*}$ des cribles ferm\’es \’equivalent a $\mathfrak{R}$ telle que tout sous-
ensemble ferm\’e de $J$, qui contient au moins un ensemble de $\mathfrak{N}^{*}$ , appar-
tient aussi \‘a la famille $\mathfrak{N}^{*}$ , nous dirons que le crible $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ et la
base $\mathfrak{N}^{*}$ sont monotones croissants.

Th\’eor\’eme 5. Tout crible ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{N}^{\backslash }, \Delta;H)$ ayant la base mono-
tone croissante repr\’esente une op\’eration de M. F. HAUSDORFF

$\Phi(E_{k})=\sum_{E\epsilon \mathfrak{R}}\prod_{\Lambda(E)}C\Delta\nu_{k}(E_{k})$ ,

o\‘u $\Lambda(E)$ d\’esigne, \’etant une suite { $ I_{k}\rangle$ $(k=1,2, \ldots)$ des intervalles $du$

discontinu de G. CANTOR, une suite $\langle\nu_{k}\rangle(k=1,2, \ldots)$ de nombres
naturels telle que si l’on a $I_{k}E\neq 0$ , on a $\nu k=-1$ et sinon, $\nu k=0$ ;
et inversement, toute ope’ration de M. F. HAUSDORFF peut \^etre repr\’e-
sent\’ee par un crible ferm\’e ayant une base monotone eroissante.

D\’emonstration. Etant donn\’e un crible ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{N}, \Delta;H)$ , suppo-
sons que $\mathfrak{N}$ soit monotone croissant. Selon le th\’eor\’eme 4, $\Gamma(\mathfrak{N};H)$

peut \^etre repr\’esent\’e sous la forme (6). Posons maintenant pour un
ensemble $E$ de la base $\mathfrak{N}$

$H_{E\sim^{v}}=_{E\subset F}\prod_{\Lambda(F)}C\Delta\nu_{k}(H_{k})\prod_{p\overline{\epsilon}F\Lambda(p)}\rightarrow\nabla\Delta\nu_{k}(H_{k})$ ,

o\‘u la sommation $\sum_{ECF}$ s’\’etend sur tous les sous-ensembles $F$ ferm\’es de
$J$ tels qu’on ait $ECF$. Or, on peut d\’emontrer qu’on a

(7)
$H_{E}=\prod_{\Lambda(E)}C\Delta\nu_{k}(H_{k})$ .

En effet, soit $x$ un point de $H_{E}$ . Il existe alors un sous-ensemble
ferm\’e $F$ de $\Delta$ tel qu’on ait $ECF$ et $ x\in\prod_{\Lambda(F)}C\Delta\nu_{k}(H_{k})\Pi$

$\Sigma\Delta\nu_{k}(H_{k})$ ,
$p\overline{\epsilon}F\Lambda(p)$

ce qui entraine $x\in\Pi C\Delta\nu_{k}(H_{k})CIIC\Delta\nu_{k}(H_{k})\Lambda(E)$
c’est-a-dire, nous avons

$H_{E}<\prod_{\Lambda(E)}C\Delta\nu_{k}(H_{k})$ .
$\Lambda$ )
$Puis$ , soit $x$ un point $de\prod_{\Lambda tE)}C\Delta\nu_{k}(H_{k})$ . Maintenant,

d\’esignons par $P$ l’ensemble de tous les points $p$ de $\Delta$ tels qu’on ait
$x\in\prod_{\Lambda(p)}C\Delta\nu_{k}(H_{k})$ . Il est alors \’evident qu’on a $ECP$. Or, $P$ est un
sous-ensemble ferm\’e de $\Delta$ . En effet, $p$ \’etant un point d’accumulation,
de $P$ contenu dans $\Delta$, prenons une suite { $ n_{k}\rangle$ $(k=1,2, \ldots)$ de nombres
naturels telle que l’intervalle $\Delta n_{1}n:\ldots n_{k}$ contient le point $p$ et au moins
un point de $P$, d\’esignons par $p_{k}$ un point de $P\Delta n_{1}n_{2}\ldots n_{k}$ . Ici, d’apr\’es
la d\’efinition de la suite \langle $I_{k}$ } $(k=1,2, \ldots)$ des intervalles de $\Delta$, il
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existe des nombres naturels \langle $\lambda_{k}$ } $(k=1,2, ...)$ tels qu’on ait
$\Delta n_{1}n_{2}\ldots n_{k}=I)_{k}(k=1,2, \ldots)$ . Comme nous avons $p_{k}\in P$, nous avons
$x\in IIC\Delta\nu_{k}(H_{k})(n=1,$ 2

$\Lambda(p_{n\infty})$
) et par suite $x\in H)_{k}(k=1,2, \ldots)$ . Or,

nous avons $p\in Il\Delta n_{1}n_{2}\ldots n_{k}$ , et par suite, d’apres la d\’efinition de $H_{k}$ ,
$k\Rightarrow 1$

tous les ensembles $H_{k}$ tels qu’on ait $p\in H_{k}$ sont donn\’es par $H)_{k}$ et par
cons\’equent, nous avons d’apr\‘es $x\in H)_{k}x\in\prod_{A(p)}C\Delta\nu_{k}(H_{k})$ , d’o\‘u nous
avons $peP$, c’est-\‘a-dire, $P$ est ferm\’e, et de plus $P$ contient $E$.

Il en resulte que nous avons d’apres le d\’efinition de $H_{B}$

(8)
$\prod_{\Lambda(P)}C\Delta\nu_{k}(H_{k})\prod_{p\overline{\epsilon}R}\Lambda(p)\sim^{\nabla}\Delta\nu_{k}(H_{k})<H_{E}$ .

Or, pour tout point $p$ de $\Delta-P$, nous avons $x\overline{\in}\Pi C\Delta\nu_{k}(H_{k})$ , d’ou
$x\in\sum_{\Lambda(p)}\Delta\nu_{k}(H_{k})$ , et par suite le c\^ot\’e gauche de (8), et $donc$

)
$H_{E}$ contient

le point $x$ , ce qui entraine $\Lambda(E)lIC\Delta\nu_{k}(H_{k})CH_{E}$ . Par consequent, nous
avons l’\’egalit\’e (7). Donc, nous avons d’apr\‘es (6), (7) et la monotonit\’e
de $\mathfrak{R}$

$\Gamma(\mathfrak{N};H)=\sum_{E\epsilon \mathfrak{R}}\Lambda\langle E)IIC\Delta_{k}|(H_{k})\prod_{p\overline{\epsilon}E\Lambda p)}\frac{\backslash ^{\urcorner}}{(}\nu_{k}(H_{k})$

$=_{E\epsilon}\sim^{v_{\mathfrak{R}}}E\subset\sim^{v_{F\Lambda(F)}}IIC\Delta\nu_{k}(H_{k})\prod_{p\overline{\epsilon}F}\sum_{\Lambda(p)}\Delta\nu_{k}(H_{k})=_{E\epsilon}\sim_{\mathfrak{R}}^{\nabla}\prod_{\Lambda(E)}C\Delta\nu_{k}(H_{k})$ .
Puis, consid\’erons une op\’eration $\Phi(E_{n})$ de M. F. HAUSDORFF.

Prenons dans un espace m\’etrique $J$ compact ind\’enombrable un point
$p$ d’accumulation et une suite $\langle p_{k}\rangle(k=1,2, \ldots)$ de points telle qu on
ait $p+p_{i}\neq p_{j}$ pour $i\neq j$ et $\lim_{k\rightarrow\infty}p_{k}=p$ . D\’esignons par $\mathfrak{N}_{k}$ la famille
de tous les sous-ensembles ferm\’es de $J$ qui contiennent le point $p_{k}$ , et
posons maintenant $\mathfrak{N}=\Phi(\mathfrak{N}_{k})$ . Nous avons alors d’apres le th\’eor\’eme 4
$\Phi(R)=\Gamma(\mathfrak{N};R)$ . Donc, pour d\’emontrer que $\Phi(E_{k})$ peut \^etre repr\’esent\’e
par un crible ferm\’e ayant une base monotone croissante, il suffit de,
d\’emontrer que $\mathfrak{N}$ est monotone croissant. \’Etant donn\’e un ensemble
$E$ de $\mathfrak{N}$ , consid\’erons un sous-ensemble ferm\’e $F$ de $J$ tel qu’on ait
$ECF$. Or, la relation $E\in \mathfrak{N}_{k}$ entraine d’apres la d\’efinition de $\mathfrak{N}_{k}$

$F\in \mathfrak{N}_{k}$ , et par suite nous avons $F\in\Phi(\mathfrak{N}_{k})=\mathfrak{N}$ , c’est-\‘a-dire, $\mathfrak{N}$ est
monotone croissant. C. Q. F. D.

8. Les op\’erations de SOUSLIN g\’en\’eralisees. D’apr\‘es M. M. L.
KANTOROVITCH et E. LIVENSON [2], on peut d\’efinir les op\’erations de
SOUSLIN g\’en\’eralis\’ees comme Il suit; \’etant donn\’e un scheme de SOUSLIN
$\{En_{1}n_{2}\ldots n_{k}\}(k, n_{k}=1,2, \ldots)$ ,
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$\Phi(En_{1}n_{2}\ldots n_{k})=_{\nu N}\frac{\nabla}{\epsilon}\prod_{k-1}^{\infty}En_{1i}\ldots n_{k}$

est appel\’ee une op\’eration de SOUSLIN g\’en\’eralis\’ee. Or, on peut carac-
t\’eriser ces op\’erations par les cribles ferm\’es.

Th\’eoreme 6. Une op\’eration $\Sigma$
$ IIEn_{1}n_{2}\ldots n_{k}\infty$ de SOUSLIN g\’en\’e-

$\nu\epsilon Nk-1$

ralis\’ee et un crible ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{R};H)$ dont $\mathfrak{N}$ satisfait \’a la condition (\S ):
$N^{*}$ \’etant un sous-ensemble de $J$ hom\’eomorphe a $N,$ $\mathfrak{N}$ est la famille
de tous les $s\backslash $ous-ensembfes ferm\’es $E$ de $J$ qui contiennent au moins un
point de $N^{*}$ , d\’efinissent une m\^eme op\’eration analytique.

D\’emonstration. Etant donn\’ee une op\’eration $\Phi(En_{1}n_{2}\ldots n_{k})$

$=_{\nu\epsilon N}\sim^{S}\Pi En_{1}n,$ $\ldots n_{k}$ de SOUSLIN g\’en\’eralis\’ee, consid\’erons un crible
ferm6 $k-1\Gamma(\mathfrak{N};H)$ dont satisfait \‘a la condition (\S ). Nous avons d’apres
la d\’efinition de $\mathfrak{N}\Gamma(\mathfrak{N};H)=Proj_{R}(R\times N^{*})H$ et donc, $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ est la
famille de toutes les projections (sur l’espace $R$) des ensembles ferm\’es

relativement \‘a $R\times N^{*}$ . Nous avons donc d’apres le th\’eoreme de
M. M. L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON [2] $\Phi(R)=l^{\prime}(\mathfrak{N};R)$ .

C. Q. F. D.

9. Les cribles ferm\’es du type (F). Dans les familles cribl\’ees de
la classe $(\Gamma)$ , il existe celles qui ressemblent \‘a la famille de tous les
sous-ensembles ferm\’os. Nous entendrons dans la suite par les cribles
ferm\’es du type $(F)$ ceux qui d\’efinissent $ce_{3}$ familles cribl\’ees. Les
cribles ferm\’es de ce type jouissent d’un r\^ole important dans la suite.
On peut d\’efinir les cribles ferm\’es du type $(F)$ comme il suit.

D\’efinition. $R$ \’etant un espace m\’etrique, nous dirons qu’un crible
ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ est du type $(F)$ , si la partie commune d’un ensemble
de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ et un sous-ensemble ferm\’e de $R$ appartient toujours \‘a la
famille $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ .

Th\’eoreme 7. Pour qu’un crible ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ est $du$ tyPe $(F)$ ,
il faut et il suffit qu’il existe une base $\mathfrak{N}^{*}$ des cribl\’es ferm\’es \’equivalent

\’a $\mathfrak{N}$ dont tous les ensembles de $\mathfrak{N}^{*}$ sont non vides.
D\’emonstration. Il est \’evident que la condition donn\’ee est suffisante,

et par suite, d\’emontrons que la condition donn\’ee est n\’ecessaire. Soit
$\Gamma(\mathfrak{N};H)$ un crible ferm\’e du type $(F)$ . Prenons maintenant un espace
m\’etrique compact $J^{*}$ qui contient l’espace m\’etrique $J$ comme une
partie. \’Etant donn\’e un point $p_{0}$ de $J^{*}-J$, d\’esignons par $\mathfrak{N}^{*}$ la famille
de tous les sous-ensembles ferm\’es $E$ de $J$ tels qu’on ait $p_{0}\in E$ et $E$

$J\in \mathfrak{N}$ . On peut voir alors qu’on a $\mathfrak{N}\sim \mathfrak{N}^{*}$ . En effet, soit $E$ un
ensemble de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ , il existe alors un sous-ensemble ferm\’e $H$ de
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$RxJ$ tel qu’on ait $\Gamma(\mathfrak{N};H)=E$. Or, l’ensemble $H^{*}=H+Rx(p_{0})$

est ferm\’e dans $RxJ^{*}$ et on a $E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*} ; H^{*})$ , d’ou nous avons
$\Gamma(\mathfrak{N};R)<\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)$ . Puis, $E$ \’etant un ensemble de $I^{\urcorner}(\mathfrak{N}^{*}, R)$ , il
existe un sous-ensemble ferm\’e $H^{*}$ de $RxJ^{*}$ tel qu’on ait $E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}$ ,
$H^{*})$ . Or, en posant $Q=Proj_{R}H(R\times(p_{0}))$ , nous avons $E=Q\Gamma(\mathfrak{R};H^{*}$

$(R\times J))$ , et $Q$ est un sous-ensemble ferm\’e de $R$. Nous avons donc
d’apres la d\’efinition. de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ , $E\in\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ et par cons\’equent
$\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)C\Gamma(\mathfrak{R}, R)$ , d’ou nous avons $\Gamma(\mathfrak{N}, R)=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)$ .

C. Q. F. D.
Etant donn\’e un espace m\’etrique $J$ compact ind\’enombrable, con-

sid\’erons une base $\mathfrak{N}$ des cribles ferm\’es contenus dans la famille $\mathfrak{E}(J)$ .
Une des familles $\mathfrak{N}$ et $\mathfrak{E}(J)-\mathfrak{N}$ ne contient pas l’ensemble vide. Or,
$(\mathfrak{E}tJ)-\mathfrak{N},$ $R$) est d’apr\’es la d\’ePnition des cribles ferm\’es la famille de
tous les compl\’ementaires des ensembles contenus dans $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ , et nous
avons donc le

Corollaire. Un crible ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ ou bien le crible ferm\’e, $quI$

d\’efinit la famille de tous les compl\’ementaires des ensembles contenus
dans $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ , est du type $(F)$ .

Or, on peut d\’eduire sans peine diverses propri\’et\’es d’une famille
crible ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ du type $(F),$ $p$. ex.,

$1^{o}$ , $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ contient tous les sous-ensembles ferm\’es de $R$ ,
$2^{o}$ , $E\underline{et}F$ \’etant deux ensembles de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ tels que leurs

ferm\’etures $L^{\prime}$ et $\overline{F}$ soient disjointes deux-\‘a-deux, la somme $E+F$
appartient aussi \‘a la famille $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ ,

$3^{o}$, . $E$ \’etant un ensemble de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ , tout ensemble $F$ hom\’eo-
morphe \‘a $E$, tel qu’une transformation topologique entre $E$ et $F$ peut
\^etre prolong\’ee sur les deux ensembles ferm\’es qui contiennent $E$ et $F$

respectivement en conservant la topologicit\’e, appartient aussi \‘a la
famille $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ .

IV. LA TOPOLOGICIT\’E DES FAMILLES
CRIBL\’EES $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$

10. La topologicit\’e des familles cribl\’ees. Nous savons diverses
op\’erations analytiques $\Phi(E_{n})$ telles que les familles $\Phi(R)$ soient topolo-
giques, c’est-a-dire, tout sous-ensemble de $R$ hom\’eomorphe \‘a un en-
semble de $\Phi(R)$ appartient aussi \‘a $\Phi(R)$ . Il serait donc int\’eressant
de trouver une condition pour qu’une famille $\Phi(R)$ d\’efinie par une
op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$ soit topologique. Nous consacrerons ce
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chapitre \‘a la recherche de cette condition. Nous donnerons d’abord
la d\’efinition.

D\’efinition. $\Gamma(\mathfrak{R};H)$ \’etant un crible ferm\’e. Quel que soit l’es-
pace m\’etrique complet $R$ , si la famille cribl\’ee $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ est toujours
topologique, c’est-\‘a-dire, tout sous-ensemble de $R$ hom\’eomorph\’e \‘a un
ensemble de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ appartient a la famille $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ , nous dirons que
le crible $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ ou la base $\mathfrak{N}$ est topologique.

Th\’eor\’eme 8. Pour qu’une base 9} d’un crible ferm\’e soit topologique,
il faut et il suffit que, $R$ \’etant un espace m\’etrique complet, la partie
commune d’un ensemble de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ et un ensemble $\mathfrak{G}\delta$ de $R$ appartient
aussi a la famille $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ .

D\’emonstration. Comme on peut d\’emontrer, suivant la marche de
la d\’emonstration donn\’ee par M. W. SIERPINSKI [12], que la condition
donn\’ee est suffisante, nous d\’emontrerons que la condition donn6e est
n\’ecessaire. Pour cela, supposons que la base $\mathfrak{N}$ d’un crible ferm\’e soit
topologique. $R$ \’etant un espace m\’etrique complet, consid\’erons un
ensemble $E$ de $\Gamma(\mathfrak{R}, R)$ et un sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta G$ de $R$ . Comme $R$

est complet, il existe un espaoe m\’etrique complet $R_{0}$ hom\’eomorphe \‘a
$G$. D\’esignons par $\varphi(x)$ une transformation topologique qui transforme
$G$ en $R_{0}$ . Ici, on peut supposer, sans perdre Ia g\’en\’eralit\’e, que $R$ et
$R_{0}$ soient disjoints deux-a-deux et que $R+R_{0}$ soit aussi un espace
m\’etrique complet. Or, il existe un sous-ensemble ferm\’e $H$ de l’espace
$RxJ$ tel qu’on ait $\Gamma(\mathfrak{N};H)=E$. La transformation $\sigma(p):x^{\prime}=\varphi(x)$

et $y^{\prime}=y$ transforme $H(G\times J)$ en un sous-ensemble ferm\’e $\sigma(HtG\times j))$

de $(R+R_{0})\times J$ et nous avons donc d’apr\‘es la d\’efinition de $\sigma(p)\Gamma(\mathfrak{N}$ ;
$\sigma(H(GxJ)))=\varphi(GE)$ d’o\‘u nous avons $\varphi(GE)\in\Gamma(\mathfrak{N}, RxR_{0})$ . Or,
$I’(\mathfrak{N}, R+R_{0})$ est d’apres la d\’efinition de $\mathfrak{N}$ topologique et par cons\’equent
$GE$ appartient \‘a la famille $\Gamma(\mathfrak{N}, R+R_{0})$ et par suite \‘a la famile
$\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ , c’est-\‘a-dire, la partie commune d’un ensemble de $\Gamma(\mathfrak{N}. R)$ et
un sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta$ de $R$ appartient \‘a la famille $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ .

C. Q. F. D.
Corollaire. Soient $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ un crible ferm\’e et $R$ un espace

m\’etrique complet, la famille de tous les sous-ensembles $EF$ de $R$ , tels
qu’on ait $E\in\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ et $ F\in \mathfrak{G}\delta$ , est topologique.

Gr\^ace au th\’eoreme 8, on peut trouver diverses conditions pour
qu’une base $\mathfrak{N}$ d’une crible ferm\’e soit topologique.

Th\’eoreme 9. $J$ \’etant un espace m\’etrique compact ind\’enombrable,
pour qu’une base $\mathfrak{N}(C\mathfrak{E}(J))$ d’un crible ferm\’e soit topologique, il faut
et il suffit qre $\mathfrak{N}$ soit \’equivalente a une base $\mathfrak{N}^{*}d’ un$ cribfe, telle que
chaque ensemble de $\mathfrak{N}^{*}$ soit non dense dans $J$.
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D\’emonstration. D\’emontrons d’abord que la condition donn\’ee est
n\’ecessaire. $J$ \’etant un espaoe m\’etrique compact ind\’enombrable, sup-
posons qu’une base $\mathfrak{N}$( $C$ or $(J)$) d’un crible ferm\’e soit topologique.
Pour un espaoe m\’etrique complet $R$ , la famille cribl\’ee $\Gamma(\mathfrak{N}, R)e$st
topologique et par suite, le partie commune d’un ensemble de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$

et un ensemble $\mathfrak{G}\delta$ de $R$ appartient aussi a la famille cribl\’ee $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ .
Prenons maintenant dans $J$ un sous-ensemble parfait $J^{*}$ non dense.

On peut alors choisir dans la famille $\mathfrak{E}(J^{*})$ un $sous\cdot ensemble\mathfrak{N}^{*}$ tel
qu’on ait

(1) $\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, J^{*}, R)=\Gamma$ ( $\mathfrak{N}$ , J. $R$).

$J^{*}$ est un sous-ensemble ferm\’e de $J$ et par suite, $\mathfrak{R}^{*}$ est un sous-
ensemble de $\mathfrak{E}(J)$ . Or, nous avons

(2) $\Gamma(\mathfrak{R}^{*}, J, R)=\Gamma(\mathfrak{R}, J, R)$ .
En effet, soit $E$ un ensemble de $\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$ , nous avons d’apres (1)
$E\in\Gamma(\mathfrak{R}^{*}, J^{*}, R)$ et par suite, on peut choisir dans l’espace $RxJ^{*}$ un
sous-ensemble ferm\’e $H$ tel qu’on ait $E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, J^{*};H)$ , ce qui entraine
$E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, J;H)$ et par suite nous avons $\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)c_{\sim}^{\prime}\prime I^{\cdot}(\mathfrak{N}^{*}, J, R)$ .
Puis, $E$ soit un ensemble de $\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, J, R)$ , il existe alors un sous-
ensemble ferm\’e $H$ de l’espace $RxJ$ tel qu’on ait $E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, JiH)$ .
Posons maintenant $G=R-Proj_{R}(H-RxJ^{*})$ . $G$ est alors un sous-
ensemble $\mathfrak{G}\delta$ de $R$ et nous avons

(3) $E=G\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, J^{*} ; H(R\times J^{*}))$ .
Or, $I’(\mathfrak{N}^{*}, J^{*} ; H(R\times J^{*}))$ appartient \‘a $\Gamma(\mathfrak{N}, J;R)$ et donc nous avons
d’apr\’es l’hypothese sur $\mathfrak{N}$ et l’\’egalit\’e (3) $E\in\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$ , ce qui donne
$\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, J^{*}, R)C\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$ et par cons\’equent nous avons l’\’egalit\’e (2),
c’est-\‘a-dire, $\mathfrak{N}$ est \’equivalente \‘a $\mathfrak{N}^{*}$ et tout ensemble de $\mathfrak{N}^{*}$ est non
dense dans $J$ et donc la condition donn\’ee est n\’ecessaire.

Puis, nous d\’emontrerons que la condition donn\’ee est suffisante.
Etant donn\’e un espace m\’etrique compact $J$ et une base $\mathfrak{N}$ d’un crible
ferm\’e dans $\mathfrak{E}(J)$ , supposons que tout ensemble de $\mathfrak{N}$ soit non dense
dans $J$. Puisque $J$ est un espace m\’etrique compact, on peut d\’efinir
un systeme dyadique $\langle Jn_{1}n_{2}\ldots n_{k}\rangle$ ($n_{k}=0$ ou 1, $k=1,2,$ $\ldots$ ) des sous-
ensembles ferm\’es de $J$ tel qu’on ait

$1^{o}$ , $J=J_{0}+J_{1}$ , et $Jn_{1}n_{2}\ldots n_{k}=Jn_{1}n_{\sim},$ $\ldots n_{k}o+Jn_{1}n_{2}\ldots n_{k^{1}}$ ,
$2^{o}$ ,

$\lim_{k\rightarrow\infty n_{1}}\max_{n_{2}\ldots n_{k}}\delta(n_{1}n_{2}\ldots n_{k})=0$ ou $\delta(Jn_{1}n_{2}\ldots n_{k})$ d\’esigne le dia-

metre de $Jn_{1}n_{2}\ldots n_{k}$ .
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$3^{o}$ , $j_{n_{1}n_{2}\ldots n_{k}}$ continent une portion de $J$.
$\Delta$ \’etant le discontinu de G. CANTOR; correspondons pour tout point
$\nu=(n_{1}, n_{2}, \ldots n_{k}, \ldots)$ ($n_{k}=0$ ou 1) de $\Delta$ un point $\varphi(\nu)$ de $J$ d\’efini
par l’\’egalit\’e $\varphi(\nu)=_{k=1}[IJn_{1}n_{2}\ldots n_{k}\infty$ . Il est alors \’evident que $\varphi(x)$ est
continue sur a et que nous avons $\varphi(\Delta)=J$. De plus, $N$ \’etant un
sous.ensemble $fe$rm\’e non dense dans $J,$ $\varphi^{-1}(N)$ est aussi non dense
dans $\Delta$ . En effet, si l’ensemble $\varphi^{-1}(N)$ contient un intervalle $\Delta n_{1}n_{\mathfrak{n},\sim}\ldots n_{k}$

de $\Delta,$ $N$ contient d’apr\’es la d\’efinition dans une portion $Jn_{1}n_{2}\ldots n_{k}$ de
$J,$ oe qui donne une contradiction. $\varphi^{-\iota}(N)$ est non dense dans $J$.
Maintenant, d\’esignons par $\mathfrak{N}^{*}$ la famille de tous les sous-ensembles $N$

ferm\’es de a tels qu’on ait $\varphi(N)\in \mathfrak{N}$ . Suivant la marche de la d\’emon-
stration du lemme 1, nous pcuvons d\’emontrer qu’on a $\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$

$=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, \lrcorner, R)$ pour tout espaoe m\’etrique $R$ . Nous pouvons donc sup-
poser, sans perdre la g\’en\’eralit\’e, que $J$ soit le discontinu de G. CANTOR.

Soient $E$ un ensemble de $\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$ et $G$ un sous-ensembIe $\mathfrak{G}\delta$

de R. $R-G$ est alors un sous-ensemble $\mathfrak{F}\sigma$ de $R$ et par suite, il
existe une suite $\{F_{k}\}(k=1,2, \ldots)$ des ensembles fermes de $R$ telle
qu’on ait $R-G=_{k\rightarrow 1}\sim^{\nabla}F_{k}$ et $F_{k}CF_{k+1}(k=1,2, \ldots)$ . Maintenant,

$\overline{d}$\’esignons par $H_{0}$ l’ensemble de tous les points maximum de $H_{(x}$) lors-
que $x$ parcourt tous les points de R. et par $H_{1}$ l’ensemble de tous les
points $(x. y)$ de l’espaoe $ Rx\Delta$ tels qu’il existe un nombre naturel $k$ et
un point $(x, y_{0})$ de $\overline{H}_{0}$ qui satisfassent aux conditions: $x\in F_{k}$ et
$y_{0}-\frac{1}{k}\leqq y\leqq y_{0}+\frac{1}{k}$ , o\’u $\overline{H}_{0}$ d\’esigne la ferm\’eture de $H_{0}$ . On peut
alors voir que $\overline{H}_{0}+H_{1}$ est ferm\’e dans $ Rx\Delta$ . En effet, soient
$p_{n}=(x_{n}, y_{n})(n=1,2, \ldots)$ les points de $\overline{H}_{0}+H_{1}$ tels qu’on ait
$\lim_{n\rightarrow\infty}p_{n}=p_{0}=(x_{0}, y_{0})$ et $p_{0}\in Rx$ J. Or, puisque $\overline{\overline{H}}_{0}$ est ferm\’e, il suffit
de ne consid\’erer que le cas o\’u nous avons $p_{n}\in H_{1}(n=1,2, \ldots)$ . Il
existe d’apr\’es la d\’efinition de $H_{1}$ les nombres naturels $k_{n}$ et les points
$p_{n}^{*}=(x_{n}, y_{n}^{*})(n=1,2, \ldots)$ de $\overline{H}_{0}$ teIs qu’on ait $x_{n}\epsilon F_{k_{n}}$ et $y_{n}^{*}-\frac{1}{k_{n}}$

$\leqq y_{n}\leqq y_{n}^{*}+\frac{1}{k_{n}}$ . Or, la suite $\langle y_{n}^{*}\rangle(n=1,2, \ldots)$ a un point d’accumu-
lation au moins, et par suite, on $pe$ut admettre, sans perdre la g\’ener-
alit\’e, que la suite $\{y_{n}^{*}\}$ converge vers un point $y^{*}du$ disc0ntinu $\Delta$ de
G. CANTOR. Consid\’erons d’abord le cas o\‘u il existe un nombre naturel
$k$ tel qu’on ait $k=k_{n}$ pour une infinit\’e d\’enombrable de nombres
naturels $n$ . Dans oe cas, on peut supposer, sans perdre la g\’en\’eralit\’e,
qu’on a $k=k_{n}$ pour tous les nombres naturels $n$ . Nous avons alors
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$x_{n}\in F_{k}(n=1,2\ldots.)$ et $\lim_{n\rightarrow\infty}x_{n}=x_{0},$

$d\cdot 0\acute{u}$ nous avons d’apr\’es la d\’efini-

tion de $F_{k}$ , $x_{0}\in F_{k}$ . En autre part, nous avons $y_{n}^{*}-\frac{1}{k}\leqq y_{n}\leqq y_{n}^{*}+\frac{1}{k}$

$(n=1,2, \ldots),$ $d’ 0\dot{u}$ nous avons $y^{*}-\frac{1}{k}\leqq y_{0}\leqq y^{*}+\frac{1}{k}$ . D’ailleurs, nous

avons $\lim_{n\rightarrow\infty}(x_{n}. y_{n}^{*})=(x_{0}, y^{*})$ et par cons\’equent, le point $(x_{0}, y^{*})$ ap-

partient \‘a l’ensemble $\overline{\overline{H}}_{0}$ . Donc, nous avons d’apres la d\’efinition de
$H_{1}(x_{0}. y_{0})\in\overline{H}_{0}+H_{1}$ . Puis, consid\’erons le cas o\‘u il n’existe aucun
nombre naturel $k$ tel qu’on ait $k=k_{n}$ pour une infinit\’e d\’enombrable
de nombres naturels $n$ . Dans ce cas, on peut supposer, sans perdre
la g\’eneralit\’e, que les nombres naturels $k_{n}(n=1,2, \ldots)$ soient distincts
deux-\‘a-deux et qu’on ait $k_{n}<k_{n+1}$ . Donc, en tendent $n$ vers l’infini

dans les in\’egalit\’es $y_{n}^{*}\frac{1}{k_{n}}\leqq y_{n}\leqq y_{n}^{*}+\frac{1}{k}n(n=1,2, \ldots)$ , nous avons
$y^{*}\leqq y_{0}\leqq y^{*}$ ou $y^{*}=y_{0}$ , d’ou nous avons 1Im $(x_{n}, y_{n}^{*})=(x_{0}, y^{*})$

$=(x_{0}, y_{0}),$ oe qui entraine $(x_{0}, y_{0})\in\overline{H}_{0}C\overline{H}_{0}+H_{1}^{n\rightarrow\infty}$ Nous avons donc
dans tous les cas $(x_{0}, y_{0})\epsilon\overline{H}_{0}+H_{1}$ , et par suite $\overline{H}_{0}+H_{1}$ est ferm\’e.

Pour un point $x$ de l’espaoe $R$ , consid\’erons l’ensemble $(\overline{H}_{0}+H_{1})^{(x\rangle}$.
Nous avons d’apres la d\’efinition $(\overline{H}_{0}+H_{1})^{(x)}=0$ pour tout point de
l’ensemble $R-Proj_{R}H$, et $(\overline{H}_{0}+H_{1})^{(x)}CH^{(x)}$ pour tout point $x$ de l’en-
semble $(Proj_{R}H)G$ ; et $(\overline{H}_{0}+H_{1})^{(x)}$ contient d’apres la d\’efinition de $H_{1}$

une portion de $\Delta$ pour tout point $x$ de $(Proj_{R}H)-G$ et par suite
$(\overline{H}_{0}+H_{1})^{(x)}$ n’est pas non dense dans $\Delta$ . Il en resulte que nous avons
$EG=\Gamma(\mathfrak{N}, \Delta;H+\overline{H}_{0}+H_{1})$ , c’est-\‘a-dire, la partie commune d’un en-
semble $E$ de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ et un sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta G$ de $R$ appartient aussi
\‘a la famille $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ et par suite $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ est d’apres le th\’eor\’eme 8
topologique. C. Q. F. D.

Puis, en se servant de la mesure des ensembles, nous allons donner
une condition pour qu’une base d’un crible ferm\’e soit topologique.
Pour cela, nous donnerons d’abord la d\’efinition. $J$ \’etant un espaoe
m\’etrique compact, si une mesure de M. C. CARATHEODORY est d\’efinie
sur les sous-ensembles de $J$ de fagon que la mesure de tout sous-
ensemble ouvert de $J$ est positive, nous dirons que cette mesure est
localement positive.

Th\’eor\’eme 10. $J$ \’etant un espace m\’etrique compact, une mesure
de M. C. CARATHEODOR $Y$ \’etant d\’efinie sur les ensembles de $J$ et \’etant

localement positive. Pour qu’une base $\mathfrak{N}$ d’un crible ferm\’e contenu
dans la famille $\mathfrak{E}(J)$ soit $\iota ol\ell$ , il faut et il $suf\dot{fi}t$ qu’il existe
dans $\mathfrak{E}(J)$ une base $\mathfrak{N}^{*}$ \’equivalente a $\mathfrak{N}$ telle que tout ensemble de $\mathfrak{N}^{*}$

soit de mesure nulle.



Sur les Op\’erations Analytigues dans la Th\’eorie des Ensembles 19

D\’emonstration. D\’emontrons d’abord que la condition donn\’ee est
n\’ecessaire. $\mathfrak{N}$ \’etant une base d’un crible ferm\’e, suPposons que $\mathfrak{N}$ soit
topologique. Prenons dans l’espaoe $J$ un sous-ensemble parfait $P$ de
la mesure nulle. On peut alors choisir dans la famille $\mathfrak{E}(P)$ une base
$\mathfrak{N}^{*}$ d’un crible tel qu’on ait $\Gamma(\mathfrak{N}, R)=I^{\gamma}(\mathfrak{N}^{*}, P, R)$ . Or, de m\^eme
que nous avons fait dans la d\’emonstration du th\’eoreme 9, on peut
voir que nous avons $\Gamma(\mathfrak{R}^{*}, P, R)=\Gamma$ ( $\mathfrak{N}^{*}$ , J. $R$) et d’ou nous avons
$\Gamma(\mathfrak{N}, R)=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, J, R)$ . Donc, la condition donnn\’ee est n\’ecessaire.

Puis, d\’emontrons que la condition donn\’ee est suffisante. Suppo-
sons qu’une base $\mathfrak{N}$ d’un crlbie ferm\’e satisfait \‘a la condition donn\’ee.
Soient $R$ un espace m\’etrique complet, $E$ un ensemble de la famille
cribl\’ee $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ et $G$ un sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta$ de $R$. On peut alors choisirun sous-ensemble ferm\’e $H$ tel qu’on ait $E=\Gamma(\mathfrak{N};H)$ . Or, comme nousavons fait dans la d\’emonstration du th\’eoreme 9, on peut d\’efinir une
transformation continue $x^{\prime}=\varphi(x)$ qui transforme le discontinu a de
G. CANTOR en $J$ de fa\caon que pour tout sous-ensemble $E$ ferm\’e non
dense de $J,$ $\varphi^{-1}(E)$ est non dense dans $\Delta$ . Etant donn\’ee une trans-
formation continue $\sigma(p);x^{\prime}=x,$ $y^{\prime}=\varphi(y)$ qui transforme $ R\times\Delta$ en
$R\times J$. L’ensemble $\sigma^{-1}(H)$ est alors ferm\’e et nous avons $\sigma^{-1}(H^{(x)})$

$=(\sigma^{-1}(H))^{(x)}$ pour tout point $x$ de $R$ . Or, comme nous avons fait dans
la d\’emonstration du th\’eor\’eme 9, on peut d\’efinir un sous-ensembleferm\’e $H_{0}$ de $ Rx\Delta$ de maniere que nous ayons pour tout point $x$ de
$R-GH_{0}^{(x)}$ contient une portion de $\Delta$ et pour tout point $x$ de $G,$ $H_{0}^{(x)}$

contient un point au plus. Nous avons alors d’apr\‘es Ia d\’efinition de
$\sigma(P)$ pour tout point $x$ de $R-G,$ $\sigma(\sigma^{-1}(H)+H_{0})^{(x)}=\sigma(\sigma^{-1}(H)^{(x)}+H_{0}^{(x)})$ , d’ou
cet ensemble contient une portion de $J$ et par suite cet ensemble est
de la mesure positive, et nous avons pour tout point $x$ de $G$

$\sigma(\sigma^{-1}(H)+H_{0})^{(x)}=H^{(x)}$ . Donc, nous avons $EG=\Gamma(\mathfrak{N};\sigma(\sigma^{-1}(H)+H_{0}))$ ,
c’est-\‘a-dire, la partIe commune $EG$ d’un ensemble $E$ de $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ etun sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta G$ de $R$ aPpartient aussi \‘a Ia famille $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ ,
d’ou $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ est topologique. C. Q. F. D.

Enfin, nous consid\’erons la relation entre une base $\mathfrak{N}$ d’un crible
ferm\’e et l’espaoe m\’etrique $J$ compact qui contient tous les ensembles
de la base $\mathfrak{N}$ .

Th\‘eor me 11. $J$ \’etant un espace m\’etrique compact ind\’enombrable,
et $\mathfrak{N}$ une base d’un crible ferm\’e contenue dans $\mathfrak{E}(J)$ . Pour qu’on ait
$\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)=\Gamma(\mathfrak{N}, J^{*}, R)$ , quels que soient l’espace m\’etrique compact
$J^{*}$ qui contient l’espace $J$ et l’espace m\’etrique $R$ , il faut et il suffitque la base $\mathfrak{N}$ soit topologique.
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D\’emonstration. $J^{*}$ \’etant un espaoe m\’etrique compact qui contient
l’espace $J$, tout sous-ensemble $H$ ferm\’e de $R\times J$ est aussi ferm\’e dans
$Rxj^{*}$ et par suite, nous avons $\Gamma(\mathfrak{N}, J;H)=I^{7}(\mathfrak{N}^{*}, J^{*} ; H)$ , d’ou

. nous avons $\Gamma$ ( $\mathfrak{N}$ , J. $R$) $r\sim\Gamma(\mathfrak{R}, J^{*}, R)$ . Par cons\’equent, pour d\’emon-

trer le th\’eoreme, il suffit de consid\’erer une condition pour qu’on ait
$\Gamma(\mathfrak{N}, J^{*}, R)C\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$ . Or, $H$ \’etant un sous-ensemble ferm\’e de
$RxJ^{*}$ , nous avons

(4) $\Gamma(\mathfrak{N}, J^{*} ; H)=G\Gamma(\mathfrak{N}, J;H(RxJ))$ ,

o\‘u $G$ d\’esigne la projection sur l’espace $R$ de $1^{\cdot}ensembleH-(RxJ)$ .
Il est \’evident que $G$ est un ensemble $\mathfrak{G}\delta$ de $R$ et par suite, si la base
$\mathfrak{N}$ est topologique, nous avons d’apres le th\’eoreme 8 $\Gamma(\mathfrak{N}, J^{*}, R)$

$C\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$ . Inversement, soient $G$ un sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta$ de $R$ et
$E$ un ensemble de $\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$ , on peut choisir un sous-ensemble ferm\’e

$H$ de l’espaoe $R\times J^{*}$ tel qu’on ait d’apres (4) $E=G\Gamma(\mathfrak{N}, J;H(RxJ))$ .
Par cons\’equent, $\Gamma(\mathfrak{N}, J^{*}, R)C\Gamma(\mathfrak{N}, J, R)$ entraine d’apr\’es le th\’eor\‘eme

8 la topologicit\’e de la base $\mathfrak{N}$ . Donc, la condition donn\’ee est $n^{6}oes-$

saire et suffisante. C. Q. F. D.

V. LES CRIBLES FONCTIONNELS

11. Les cribles fonctionnels. \’Etant donn\’e un espaoe $m$\’etrique $J$

compact et ind\’enombrable, consid\’erons la famille $\mathfrak{F}(J)$ de toutes les
fonctions continues, uniformes, r\’eelles et d\’efinies sur $J$. Nous d\’efini-

rons la distanoe dis $(\varphi_{1}(x), \varphi_{2}(x))$ entre les fonctions $\varphi_{1}(x)$ et $\varphi_{2}(x)$ de
$\mathfrak{F}(J)$ , comme il suit,

dis $(\varphi_{1}tx),$ $\varphi_{2}(x))=1aborne\sup_{x\epsilon J}erieure|\frac{\varphi_{1}(x)}{|\varphi_{1}(x)|+1}-\frac{\varphi_{2}(x)}{|\varphi_{2}(x)|+1}|$ .

La famille $\mathfrak{F}(J)$ est alors $\cdot$ un espaoe m\’etrique compact. $R$ \’etant un
espaoe m\’etrique quelconque, prenons une fonction $F(x, y)$ continue
d\’efinie sur l’espaoe produit $R\times J$. \’Etant donn\’e un sous-ensemble $\mathfrak{N}$

de $\mathfrak{F}(J)$ , d\’esignons par un de

$\Pi(\mathfrak{N}, J, R;F(x, y))$ , $\Pi(\mathfrak{N}, J;F(x, y))$ ou $\Pi(\mathfrak{N};F(x, y)$

l’ensemble de tous les points $x_{0}$ de $R$ tel que la fonction $F(x_{0}, y)$ de

la variable $y,$ $x_{0}$ \’etant fix\’e, appartient \‘a l’ensemble $\mathfrak{N}$ et nous appellons

(1) Nous admettrons dans la suite que une fonction continue peut \^etre pris

les deux nombres inflnis $-\infty$ et $+\infty$ comme les valeurs.
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cet ensemble celui cribl\’e au moyen de la fonction $F(x, y)$ par rapport
\‘a $\mathfrak{R}$ et $F(x, ?J)$ un crible fonctionnel. Maintenant, d\’esignons par $\Pi(\mathfrak{R}, R)$

ou $II(\mathfrak{N}, J, R)$ la famille de tous les ensembles Il $(\mathfrak{N}, Ftx, y))$ de $R$ , lorsque
$F(x, y)$ parcourt toutes les fonctions continues uniformes $d6finies$ sur
$RxJ$, et nous appellons cette famille celle cribl\’ee de la classe $(\Pi)$ par
rapport \‘a $\mathfrak{N}$ et $\mathfrak{R}$ ga base de $\Pi(\mathfrak{R}, R)$ . $\mathfrak{R}_{1}$ et $\mathfrak{N}_{2}$ \’etant deux bases des
cribles fonctionnels, si l’on a toujours pour tout espace m\’etrique quel-
conque $R\Pi(\mathfrak{R}_{1}, R)=\Pi(\mathfrak{N}_{2}, R)$ , nous dirons que les deux bases $\mathfrak{N}_{1}$ et
$\mathfrak{N}_{2}$ sont \’equivalentes deux-a-deuT et d\’esignons oe fait par la notation
$\mathfrak{N}_{1}\sim \mathfrak{N}_{2}$ ou $\backslash y\}_{2}\sim \mathfrak{N}_{1}$ . En prenant maintenant l’espaoe m\’etrique $\mathfrak{F}(J)$ ,
consid\’erons la fonction $F(x, y)$ d\’efini$e$ sur $\mathfrak{F}(J)\times J$ selon l’egalit\’e
$F(x, y)=\varphi(y)$ , ou $\varphi(y)$ d\’esign$e$ la fonction contenue dans $\mathfrak{F}(J)$ repr\’e-
sent\’ee par $x$. Il est alors \’evident que la fonction $F(x, y)$ est continue
et qu’on a $\mathfrak{R}=\Pi(\backslash \sim|l;F(x, y))$ .

12. La relation entre les op\’erations analytiques et les cribles
fonctionnels. Maintenant, consid\’erons la relation entre les op\’erations
analytiques et les cribles fonctionnels.

Th\’eor\’eme 12. Soient $R$ un espace m\’etrique, $J$ un espace m\’etrique
compact ind\’enombrable et $\Phi(E_{n})$ une op\’eration analytique. On peut
alors d\’efinir un crible fonctionnel $\Pi(\mathfrak{N};F(x, y))$ tels qu’on ait

(1) $\Pi(\mathfrak{N}, R)=\Phi(R)$ .
D\’emonstration. Prenons dans l’espaoe $J$ un point $p$ d’accumulation

de $J$ et une suite {$ p_{n}\rangle$ $(n=1,2, \ldots)$ de points de $J$ telle qu’on ait
Jim $p_{n}=p$ et $p\neq p_{i}\neq p_{j}$ pour $i\neq j$, et d\’esignons par $\mathfrak{N}_{k}$ l’ensemble
$n\rightarrow\infty detoutes$ les fonctions continues $\varphi(t)$ d\’efinies sur $J$ telles qu’on ait
$\varphi(p_{k})=\frac{1}{k}$ et posons $\mathfrak{N}=\Phi(\mathfrak{N}_{k})$ . Nous pouvons alors voir que la
famille $\mathfrak{N}$ satisfait \‘a la condition (1). En effet, $E$ \’etant un ensemble
de $\Phi(R)$ , on peut trouver une suite \langle $E_{n}$ } $(n=1,2, \ldots)$ des sous-en-
sembles ferm\’es de $R$ telle qu’on ait $E=\Phi(E_{n})$ . Maintenant, nous
d\’efinirons la fonction $F(x, y)$ sur l’espaoe produit $RxJ$ comme il suit.
Puisque $E_{n}$ est ferm\’e dans $R$ , on peut d\’efinir une fonction continue
$\varphi_{k}(x)$ sur l’espaoe $R$ de fa\caon qu’on ait $|\varphi_{k}(x)|\leqq 1$ pour tout point $x$

de $R$ et que $E_{k}$ est l’ensemble de tous les points $x$ de $R$ tels qu’on ait
$\varphi_{k}(x)=1$ . Posons sur tout point de l’ensemble $n-0\sim^{\nabla}R\times(p_{n})$

$F(x, p_{k})=\frac{1}{k}\varphi_{k}(x)$ et $F(x, p_{0})\equiv 0$
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et prolongeons continuellement $F(x, y)$ sur l’espaoe $R\times J$. De m\^eme

que nous avons fait dans la d\’emonstration du th\’eor\‘eme 4, on peut alors
voir qu’on a $E=\Pi(\mathfrak{N}, F(x, y))$ . Nous avons donc $\Pi(\mathfrak{N}, R)\supset\Phi(R)$ .
Inversement, \’etant donn\’ee une fonction continue $F(x, y)$ sur l’espace
$R\times J$, d\’esignons par $E_{k}$ l’ensemble de tous les points $x$ de $R$ tel qu’on

ait $F(x, p_{k})=\frac{1}{h}$ . Les ensembles $E_{k}(k=1,2,$ $\ldots\rangle$ sont alors ferm\’es

dans $R$ et de m\^eme que nous avons fait plus haut, on peut d\’emontrer
qu’on a $\Phi(E_{k}.)=\Pi(F(x, y)),$ oe qui entraine $\Pi(\mathfrak{N}, R)>\Phi(R)$ ; et par
suite nous avons l’\’egalit\’e (1). C. Q. F. $D^{(1)}$

Maintenant, on peut poser le probleme suivant.
\’Etant donn\’es un espaoe m\’etrique $R$ , un espace m\’etrique $J$ com-

pact ind\’enombrable, et un crible fonctional $\Pi(\mathfrak{N}, J;F(x, y))$ , peut-on
trouver une op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$ telle qu’on ait $\Phi(R)=\Pi(\mathfrak{N}, R)$ ?

Or, on peut donner un crible fonctionnel 11 $(\mathfrak{N};F(x, y))$ qui n’est
repr\’esent\’e par aucune $op^{6}ratIon$ analytique. Nous avons donner un
$te1$ crible fonctionnel dans la section suivante.

13. L’exemple d’un crible fonctionnel. Maintenant, consid\’erons
le cas ou les espaces $R$ et $J$ sont l’intervalle $[0,1]$ en m\^eme temps.
\’Etant donn\’ees deux op\’erations analytiques $\Phi_{1}(E_{n})$ et $\Phi_{2}(E_{n})$ distinctes
et du type $(F)$ . On peut choisir, d’apres la remarque du th\’eoreme 12,
dans la famille $\mathfrak{F}(J)$ deux bases $\mathfrak{N}_{1}$ et $\mathfrak{N}_{2}$ des cribles fonctionnels de
fagon qu’on ait

$1^{o}$ , $\Phi_{k}(R)=\Pi(\mathfrak{N}_{k}, R)(k=1,2)$ ,
$2^{o}$ , toute fonction $\varphi(x)$ de la base $\mathfrak{N}_{k}$ prend la valeur $k$ , au point

$x=0$ c’est-a-dire, $\varphi(0)=k$ .
Nous avons alors pour chaque fonction $\varphi_{k}(x)$ de la famille $\mathfrak{N}_{k}(K=1,2)$ dis
$(\varphi_{1}(x), \varphi_{2}(x))\geqq 1$ , et par suite, nous avons $\overline{\}Jl}_{1}\overline{\mathfrak{N}}_{2}=0,0\dot{u}\overline{\mathfrak{R}}_{k}$ d\’esigne la
ferm\’eture de la famille $\mathfrak{N}_{k}$ . $F(x, y)$ \’etant une fonction continue sur
l’espaoe $R\times J$, consid\’erons l’ensemble cribl \’e $\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{2} ; F(x, y))$ . Nous
avons d’apr\‘es la d\’efinition des bases $\mathfrak{N}_{1}$ et $\mathfrak{N}_{2},$ $\Pi(\mathfrak{R}_{1}+\mathfrak{N}_{2} ; F(x. y))=$

$\Pi(\mathfrak{N}_{1}; F(x, y))+\Pi(\mathfrak{N}_{2}; F(x, y))$ , et $\overline{II(\mathfrak{R}_{11}F(x,y))}\overline{\Pi(\mathfrak{N}_{2,}\cdot F(x.y)}$) $=0$ .
Donc, tout ensemble $E$ de la famille $\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{2}, R)$ peut \^etre repr\’e-

(1) Consid\’erons, en particulier, le cas o\‘u $\Phi(E_{n})$ est du type $(F)$ . $fn$ prenant
un point $q$ de l’espace $J$ tel qu’on ait $q\neq p$ et $q\neq p_{n}(n=1,2, \ldots)$, d\’esignons

$pa_{1}r$

$\mathfrak{N}_{k}^{*}$ la famille de toutes les fonctions $\varphi(x)$ continue sur $J$ telle qu’on ait $\varphi(pk)=\overline{k}$

et $\varphi(q)=1$ .
Et, posons $\mathfrak{N}^{*}=\Phi(\mathfrak{N}_{k}^{*})$ . Nous avons alors $\Phi(R)=\Pi(\mathfrak{N}^{*}, R)$ pour tout espace

m\’etrique $R$.
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sent\’e comme la somme de deux ensembles $E_{1}$ et $E_{2}$ tels qu’on ait
$E_{k}\in\Pi(\mathfrak{N}_{k}, R)(k=1,2)$ et $\overline{E}_{1}\overline{E}_{2}=0$ . Or, tout sous-ensemble $E$ de $R$

qui peut \^etre repr\’esent\’e sous cette forme appartient \‘a la famille
$\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{2}, R)$ . En effet, soient $E_{1}$ et $E_{2}$ deux sous-ensembles de $R$

tels qu’on ait $E_{k}\in\Pi(\mathfrak{N}_{k}, R)(k=1,2)$ et $\overline{E}_{1}\overline{E}_{2}=0$ . Il existe alors les
deux fonctions continues $F_{k}(x, y)(k=1,2)$ d\’efinies sur l’espaoe $RxJ$ tel-
les qu’on ait $E_{k}=\Pi(\mathfrak{N}_{k} ; F_{k}(x, y))$ . Maintenant consid\’erons une fonction
$F(x, y)$ d\’efinie sur l’ensemble $(\overline{E}_{1}+\overline{E}_{2})\times J$ de mani\’ere qu’on ait $F(x, y)=$

$F_{k}(x, y)$ sur l’ensemble $\overline{E}_{k}\times J.$ $F(x, y)$ est alors continue sur $(\overline{E_{1}}+\overline{E}_{2})xJ$

et par suite, on peut prolonger cette fonction sur l’espaoe $R\times J$ de
fagon que $F(x, y)$ est continue sur $RxJ$ et que $F(x, 0)$ ne prend pas
les deux nombres r\’eels 1 et 2 comme la valeur sur l’ensemble $\langle R-$

$(\overline{E}_{1}+\overline{E}_{2})\rangle\times J$. Nous avons alors d’apres la d\’efinition $E=E_{1}+E_{2}=$

$\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{2} ; F(x, y))$ et donc, $E$ appartient \‘a la famille $\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{1}, R)$ .
D’ailleurs, on $\cdot$ peut d\’emontrer que la famille cribl\’ee $\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{2}, R)$

ne peut \^etre repr\’esent\’ee par aucune op\’eration analytique. Pour’ le
voir, supposons par contre, qu’il existe une op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$

telIe qu’on ait $\Phi(R)=\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{2}, R)$ . Or, d’apres le lemme de M. W.
SIERPINSKI [13], nous pouvons d\’efinir dans le carr\’e $Q:0\leqq x,$ $y\leqq 1$

les ensembles ferm\’es { $ U_{n}\rangle$ $(n=1,2, \ldots)$ tels que, quels que soient les
ensembles ferm\’es $E_{n}(n=1,2\ldots.)$ dans $R$ , il existe un point $y_{0}$ de
l’axe $OY$ tel qu’on ait $U_{n}^{(y_{0})}=E_{n}(n=1,2, \ldots)$ . II est alors \’evident
que $U=\Phi(U_{n})$ appartient \‘a $\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{2}, Q)$ et qu’il existe une fonction
continue $F(x, y)$ telle qu’on ait $U=II(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{2}; F(x, y))$ . En posant
$(k)U=\Pi(\mathfrak{N}_{k} ; F(x, y))$ , nous avons alors $U=U+U(l)\langle 2$

)

et $UU=0\overline{(1}$
) $\overline{(2}$)

et donc
(1) (2)

dis $(U, U)=\delta>0$ . En autre part, prenons dans l’espaoe $R$ les
deux ensembles $E_{1}$ et $E_{2}$ tels que 1o $E_{k}\in\Pi(\mathfrak{N}_{k}, R)(k=1,2)$ ,
$2^{o}\overline{E}_{1}\overline{E}_{2}=0,3^{o}E_{1}+E_{2}$ est contenue dans un intervall$e$ de la longueur
$<\delta,$ $4^{o}E_{i}\overline{\in}\Pi(\mathfrak{N}_{j}, R)(i+j)$ . $E_{1}+E_{2}$ alors appartiene \‘a $\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{R}_{2}, R)$

et par suite, $iI$ existe un point $y_{0}$ sur l’axe $OY$ tel qu’on ait
$U=U+U=E_{1}+E_{2}$ , oe qui entraine $U(y_{0})E_{k}(k)\neq 0(k=1,2)$

et donc dis $(U(1)U)(2)<\delta$ , c’est contradictoire avec la d\’efinition du nombre
$\delta$ . Il en r\’esulte que la famille $\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{2}, R)$ ne peut \^etre repr\’esent\’e
par aucune op\’eration analytique.

Enfin, remarquons que, si les ’deux op\’erations analytiques $\Phi_{1}(E_{n})$

et $\Phi_{2}(E_{n})$ sont topologiques, la partie commune d’un ensemble de la
famille $\Pi(\mathfrak{N}_{1}+\mathfrak{N}_{2}, R)$ et un ensemble GS de $R$ appartient aussi \‘a cette
famille, mais oette famille n’est pas topologique.
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14. Le probl\’eme de la repr\’esentation des familles $II(\mathfrak{R}, R)$ .
Dans la th\’eorie des op\’erations analytiques des ensembles, il serait tr\’es
important de trouver une condition pour qu’un crible fonctionnel puisse
\^etre repr\’esent\’e par une op\’eration analytique. Nous donnerons dans
cette section une condition pour qu un crible fonctionnel puisse \^etre
repr\’esent\’e par un crible ferm\’e topologique.

Th\’eoreme 13. Soient $R$ un espace m\’etrique complet, $J$ un espace
metrique compact ind\’enombrable et $\mathfrak{N}$ undo $b(xse$ d’un crible fonctionnel
contenue dans $\mathfrak{F}(J)$ , pour qu’un crible fonctionnel puisse \^etre $rep?\cdot\acute{e}sent\acute{e}$

par un crible ferm\’e topologique, il faut et il suffit que, quel que soit
le sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta G$ de $R,$ $\Pi(\mathfrak{N}, J, R)$ contienne la famille cribl\’ee
$\Pi(\mathfrak{N}, J, G)$ .

D\’emonstration. Supposons d’abord qu’un crible fonctionnel $\Pi(\mathfrak{N},$ $J$ ,
$F(x, y))$ peut \^etre repr\’esent\’e par un crible ferm6 topologique $\Gamma(\mathfrak{R}^{*}, H)$ .
$G$ \’etant un sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta$ de $R$ , on peut d\’efinir un espaoe m\’etri-
que complet $R^{*}$ hom\’eomorphe \‘a $G$ et disjoint \‘a $R$. La famille cribl\’ee
$\Pi(\mathfrak{N}, R+R^{*})$ est d’apr\’es l’hypoth\’ese, topologique, et part suite tout
sous-ensemble de $R$ hom\’eomorphe \‘a un ensemble de $\Pi(\mathfrak{N}, R^{*})$ appar-
tient aussi \‘a la famille $\Pi(\mathfrak{N}, R+R^{*})$ et par suite $\Pi(\mathfrak{N}, R)$ . Or, tout
ensemble de $\Pi(\mathfrak{N}, G)$ est hom\’eomorphe a un ensemble de $\Pi(\mathfrak{N}, R^{*})$ et
donc la famille $\Pi(\mathfrak{R}, G)$ est contenue dans $\Pi(\mathfrak{N}, R)$ . Par cons\’equent
la condition donn\’ee est nec\’essaire.

Puis, d\’emontrons que la condition donn\’ee est suffisante. Pour cela.
supposons que, quel que soit le sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta G$ de $R,$ $\Pi(\mathfrak{N}, R)$

contient la famille $\Pi(\mathfrak{N}, G)$ . Maintenant, en d\’esignant par $L$ l’inter-
valle ferm\’e $[-\infty+\infty]$ , posons $J^{*}=J\times L$ et encore d\’esignons par $\mathfrak{N}^{*}$

la famille de toutes images g\’eom\’etriques des fonctions appartenant a
la famille $\mathfrak{N}$ . Nous avons.alors $\Pi(\mathfrak{N}, R)=\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, J^{*}, R)$ . En effet, $E$

\’etant un ensembles de la famille $\Pi(\mathfrak{N}, R)$ , on peut choisir une fonction
continue $F(x, y)$ sur l’espace $RxJ$ telle qu on ait $E=\Pi(\mathfrak{N};F(x, y))$ .
L’image g\’eom\’etrique $H$ de $F(x, y)$ est ferm\’e dans l’espace RxJ et
nous avons d’apres la d\’efinition de $\mathfrak{N}^{*}E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*} ; H)$ , et par suite
nous avons $\Pi(\mathfrak{R}, R)C\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, J^{*}, R)$ . Puis, $E$ soit un ensemble de
$\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)$ . Nous avons alors un $s$ous-ensemble ferm\’e $H$ de $R\times J^{*}$ tel
qu’on ait $E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*} ; H)$ .

Maintenant, d\’esignons par \langle $r_{k}$ } $(k=1,2, \ldots)$ tous les nombres
rationnels, et posons

$Hr_{k}=H(RxJ\times(*)[r_{k}, +\infty])$ , $(-)Hr_{k}=H(RxJx[-\infty, r_{k}])$ ,
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et $H^{*}=Proj_{RxJ}H+\wedge^{\backslash }\urcorner Proj_{R\times J}Hr_{k}k=1\infty(+)$ Proj ${}_{j}Hr_{k}(-)$

$H^{*}$ est alors un sous-ensemble $\mathfrak{F}\sigma$ de l’espaoe $R\times J$, et par suite la
projection $F$ de $H^{*}$ sur l’espace $R$ est aussi un sous-ensemble $\mathfrak{F}\sigma$ .
Or, $H\langle(R-F)\times J^{*}$ } est ferm\’e dans $(R-F)xJ^{*}$ , et pour tout point
$p$ de $(R-F)\times J$, l’ensemble $H^{(p)}$ est pr\’ecisement un point, d’ou
$ H\langle R-F)xJ^{*}\rangle$ est une image g\’eom\’etrique d’une fonction continue-
d\‘esignons par $F(x, y)$ cette fonction-d\’efinie sur l’ensemble $(R-F)xJ$.
Comme $(R-F)$ est un sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta$ de $R$ , nous avons d’apres
l’hypothese II $(\mathfrak{N}, F(x, y))\in\Pi(\mathfrak{N}, R-F)$ $( \Pi(\mathfrak{N}, R)$ . Or, tout ensemble
de la famille $\mathfrak{N}^{*}$ est une image g\’eom\’etrique d’une fonction de $\mathfrak{N}$ , et
par cons\’equent nous avons $E=\Gamma(\mathfrak{N}^{*} ; H)=\Pi(\mathfrak{N};Ftx, y))$ , d’o\‘u nous
avons $E\in\Pi(\mathfrak{N}, R)$ , nous avons donc $\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)C\Pi(\mathfrak{R}, R)$ , et par suite
$\Gamma(\mathfrak{N}^{*}, R)=\Pi(\mathfrak{N}, R)$ . Il est \’evident que $\Pi(\mathfrak{N}, R)$ topologique.

C. Q. F. D.
Gr\^ace au th\’eoreme 13, on peut \’etablir une repr\’esentation des

op\’erations analytiques. Pour cela commen\caons par Ia d\’efinition.
D\’efinition. Soient $J$ un espace m\’etrique compact ind\’enombrable

et $R$ un espaoe m\’etrique. \’Etant donn\’ee une sous-famille $\mathfrak{N}$ de $\mathfrak{F}(J)$ ,
d\’esignons par $\Pi^{*}(\mathfrak{N}, R)$ la somme de toutes les familles Il $(\mathfrak{N}, J, G)$ ,
lorsque $G$ parcourt tous les sous-ensembles $\mathfrak{G}\delta$ de $R$ , et nous appellons
$\Pi^{*}(\mathfrak{N}, R)$ la famille cribl\’ee g\’en\’eralis\’ee par rapport \‘a un crible fonc-
tionnel $\Pi(\mathfrak{N};F(x, y))$ .

Th\’eoreme 14. Soient $J$ un espace m\’etrique compact ind\’enombrable,
$R$ un espace m\’etrique, et $\mathfrak{N}$ une base d’un crible fonctionnel contenue
dans $\mathfrak{F}(J)$ . La famille cribl\’ee g\’en\’eralis\’ee $\Pi^{*}(\mathfrak{N}, R)$ par rapport a un
crible fonctionnel $\Pi(\mathfrak{N};F(x, y))$ peut \^etre repr\’esent\’ee par une op\’era-
tion analytique $\Phi(E_{n})$ , c’est-a-dire, $\Pi(\mathfrak{N}, R)=\Phi(R)$ .

Th\’eoreme 15. Soient $R^{*}un$ espace m\’etrique complet s\’eparable, $N$

un sous-ensemble de $R^{*},$ $R$ un espace m\’etrique, et $\mathfrak{F}$ la famille de tous
les sous-ensembles $E$ de $R$ tels qu’il existe un sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta G$ de
$R$ et une transformation continue $\varphi(x)$ qui tran,Qforme $G$ en un sous-
ensemble de $R^{*}$ de sorte qu’on ait $E=\varphi^{-1}(N)$ . Il existe une op\’eration
analytique topologique $\Phi(E_{n})$ telle qu’on ait $\mathfrak{F}=\Phi(R)$ .

D\’emonstration. \’Etant donn\’e un intervalle ferm\’e $I=[0,1]$ , con-
sid\’erons la famille $\mathfrak{F}(I)$ de toutes les fonctions continues sur $I$. Comme
$R^{*}$ est m\’etrique s\’eparable, on peut d\’efinir une sous-famille $\mathfrak{M}$ de $\mathfrak{F}(I)$

hom\’eomorphe \‘a $R^{*}$ . Maintenant, d\’esignons par $\mathfrak{N}$ l’image topologique
de l’ensemble $N$ par une transformation topologique $\chi(x)$ entre $R^{*}$ et
$\mathfrak{M}$ . Or, nous pouvons d\’emontrer qu’on a $\Pi(\mathfrak{R}, R)=\mathfrak{F}$ En effet, $E$
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\’etant un ensemble de $\mathfrak{F}$ , on peut choisir un sous-ensemble GS $G$ de $R$

et une transformation continue $\varphi(t),$ $quI$ transforme $G$ en un sous $\cdot$

ensemble de $R^{*}$ , de sorte qu on ait $E=\varphi^{-1}(N)$ . Or, $\chi(\varphi(t))$ est une
$f^{\backslash }\grave{O}\mathfrak{R}tion$ continue d\’efinie sur l’ensemble $Gx$ $I$ et nous avons $E=\Pi(\mathfrak{N}$ ;
$\chi(\varphi(t)))$ d’ou nous avons $\mathfrak{F}C\Pi^{*}(\mathfrak{N}, R)$ . Puis, soit $E$ un ensemble de
$\Pi^{*}(9t, R)$ , on peut d\’efinir un sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta G$ de $R$ et une fonction
continue $F(x, y)$ d\’efinie sur l’ensemble $Gx$ $I$ telle qu’on ait $E=\Pi(\mathfrak{N}$ ;
$F(x, y))$ . Or, l’ensemble $G^{*}=\Pi(\mathfrak{M};F(x, y))$ est un sous-ensemble $\mathfrak{G}\delta$

de $R$ , et $\varphi(t)=\chi^{-1}(Ftx,\dot{y}))$ est une transformation continue $qnI$ est
d\’efinie sur l’ensenmble $\mathfrak{G}\delta G^{*}G$ et transforme $G^{*}G$ en un sous-
ensemble de $R^{*}$. De plus, nous avons d’apr\’es la fonction $F(x, y)$

$E=\varphi^{-1}(N)$ , ce qui entraine $E\in \mathfrak{F}$ , d’o\‘u nous avons $\Pi^{*}(\mathfrak{N}, R)\supset \mathfrak{F}$ et
par suite, $\mathfrak{F}=\Pi^{*}(\mathfrak{N}, R)$ . Il en resulte qu’il existe d’apres le th\’eor\’eme
14 une op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$ telle qu’on ait $\Phi(R)=\Pi^{*}(\mathfrak{N}, R)=\mathfrak{F}$.

C. Q. F. D.

VI. LA PROJECTION DES ENSEMBLES CRIBL\’ES
15. La projection des ensembles cribl\’es. Soient $J$ un espace

compact ind\’enombrable, $\mathfrak{N}$ une sous-famille de $\mathfrak{E}(J)$ qui d\’efinit un
crible ferm\’e, $R^{*}$ un espaoe m\’etrique complet s\’eparable, et $R$ un espace
m\’etrique. Il serait tres int\’eressant de rechercher la famille de la
projectien sur l’espaoe $R$ des ensembles de $\Gamma(\mathfrak{N}, RxR^{*})$ . Nous \’etudie-
rons ce probl\‘eme dans ce chapitre. Pour oela nous donnerons d’abord
la d\’efinition.

D\’efinition. $Q$ \’etant un espaoe m\’etrique s\’eparable. Quel que soit
l’espaoe m\’etrique $R$ , d\’esignons par $\mathfrak{P}(Q, R)$ la famille de la projectIon
des ensembles ferm\’es dans l’espace $R\times Q$ .

Lemme 3. Quel que soit l’espaoe m\’etrique $R$ , il existe une op\’era-
tion $\Phi(E_{n})$ de SOUSLIN g\’en\’eralis\’ee telle qu’on ait $\Phi(R)=\mathfrak{P}(Q. R)$ .

Es effet, comme on le sait, $Q$ est hom\’eomorphe a un sous-ensemble
$Q^{*}d’ un$ espace m\’etrique compact. Or, nous avons $\mathfrak{P}(Q, R)=\mathfrak{P}(Q^{*}, R)$

pour tout espaoe m\’etrique $R$ et il existe d’apres le th\’eor\‘eme 6 une
op\’eration $\Phi(E_{n})$ de SOUSLIN g\’en\’eralis\’ee telle qu’on ait $\Phi(R)=\mathfrak{P}(Q^{*}, R)$ ,
d’o\‘u nous avons $\mathfrak{P}(Q, R)=\Phi(R)$ . C. Q. F. D.

\’Etant donn\’es un espace m\’etrique compact $J$ ind\’enombrable, une
sous-famille $\mathfrak{N}$ de $\mathfrak{E}(J)$ et un espace m\’etrique $R$ , consid\’erons un sous,
ensemble ferm\’e $H$ de l’espace $R\times J$. En d\’esignant par $H^{*}$ la projec-
tion de $H$ sur l’espaoe $R$ , nous d\’efinirons une transformation uniforme
$\varphi(x)$ qui transforme $H^{*}$ en un sous-ensemble de $\mathfrak{E}(J)$ de fagon qu’on
ait $\varphi(x)=H^{(x)}$. La transformation $\varphi(x)$ est d’apres le th\’eor\‘eme de
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M. M. C. KURATOWSKI [6] la fonction de Baire de la premiere classe.
Par suite, l’image g\’eom\’etrique $Z$ de cette fonction dans l’espace
$R\times \mathfrak{E}(J)$ est mesurable $(B)$ , d’ou il existe d’apres le th\’eor\’eme de
M. K. KUNUGUI [5] un sous-ensemble ferm\’e $S$ dans l’espaoe $R\times \mathfrak{E}(J)xL^{*}$

tel que la projection de $S$ sur l’espace $R$ )\langle $\mathfrak{E}(J)$ soit pr\’ecisement l’en-
semble $Z,$ o\’u $L^{*}$ d\’esigne l’ensemble de tous les nombres irrationnels.
Nous avons alors

$Proj_{R}(Rx\mathfrak{N}\times L^{*})S=\varphi^{-1}(\mathfrak{N})=\Gamma(\mathfrak{N};H)$ ,

oe qui entraine $\Gamma(\mathfrak{N};R)C\mathfrak{P}(\mathfrak{N}\times L^{*}, R)$ . En particulier, $Q$ \’etant un
espace m\’etrique complet s\’eparable, nous avons $\Gamma(\mathfrak{N};R\times Q)<\mathfrak{P}(\mathfrak{N}x$

$L^{*},$ $R\times Q$), et par suite la famille $\mathfrak{F}$ de la projection des ensembles de
$\Gamma(\mathfrak{N};RxQ)$ sur l’espace $R$ est contenue dans celle de la projection
des ensembles $\mathfrak{P}(\mathfrak{N}xL^{*}, RxQ)$ sur l’espaoe $R$. Il en resulte que nous
avons $\mathfrak{F}C\mathfrak{P}(\mathfrak{N}xL^{*}, R)$ .

Or, lorsque le crible ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ est topologique et lorsque $Q$

contient un sous.ensemble parfait, nous avons $\mathfrak{F}>\mathfrak{P}(\mathfrak{N}\times L^{*}, R)$ . Pour
le voir, commengons par quelques pr\’eparations. \’Etant donn\’e le dis-
continu $\Delta$ de G. CANTOR, consid\’erons une transformation continue $\varphi(x)$

qui transforme $\Delta$ en $\mathfrak{E}(J)$ , c’est-\‘a-dire, $\varphi(\Delta)=\mathfrak{E}(J)$ . Nous pouvons
alors voir le

Lemme 4. $\mathfrak{P}(\mathfrak{N}\times L^{*}, R)=\mathfrak{P}(\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\times L^{*}, R)$ .
D\’emonstration. Soit $E$ un ensemble de $\mathfrak{P}(\mathfrak{N}\times L^{*}, R)$ . Il existe

un sous-ensemble ferm\’e $F$ de l’espaoe $\mathfrak{N}xL^{*}\times R$ dont la projection
sur l’espaoe $R$ est pr\’ecisement $E$. Or, l’ensemble $F^{*}$ de tou$s$ les points
$(x, y, z)$ de l’espace $\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\times L^{*}xR$ tels qu’on ait $(\varphi^{(x)}, y, z)\epsilon F$ est
ferm\’e dans $\varphi^{-1}(\mathfrak{N})xL^{*}xR$ et leur projection sur $R$ est $E$, d’o\‘u nous
avons $E\in \mathfrak{P}(\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\times L^{*}, R)$ , et par suite $\mathfrak{P}(\mathfrak{N}xL^{*}, R)C\mathfrak{P}(\varphi^{-1}(\mathfrak{N})$

$\times L^{*},$ $R$).
Puis, consid\’erons un ensemble $E$ de $\mathfrak{P}(\varphi^{-1}(\mathfrak{N})xL^{*}, R)$ . On peut

alors choisir dans l’espaoe $\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\times L^{*}\times R$ un sous-ensemble ferm\’e $H$

dont la projection sur l’espaoe $R$ est $E$. Il existe alors un sous-ensemble
ferm\’e $H_{0}$ de l’espaoe $\Delta\times L^{*}\times R$ tel qu’on ait $H=H_{0}(\varphi^{-J}(\mathfrak{N})\times L^{*}\times R)$ .
Or, \’etant donn\’ee une transformation continue $\sigma(p):x^{\prime}=\varphi(x),$ $y^{\prime}=y$ ,
$z^{\prime}=z$ qui transforme $\Delta\times L^{*}\times R$ en $\mathfrak{E}(J)\times L^{*}\times R$ , nous avons $\sigma(H)$

$=(\mathfrak{N}xL^{*}xR)_{\sigma}(\dot{H}_{0})$ et $\sigma(H_{0})$ est ferm\’e dans $\mathfrak{E}(J)\times L^{9(}\times R$ , d’ou $\sigma(H)$

est ferm\’e dans l’espaoe $\mathfrak{N}\times L^{*}xR$ ; et de plus nous avons $Proj_{R}\sigma(H)$

$=Proj_{R}H=E$ , d’o\‘u nous avons $E\in \mathfrak{P}(\mathfrak{R}\times L^{*}, R)$ et par suite
$\mathfrak{P}(\varphi^{-1}(\mathfrak{N})xL^{*}, R)<\mathfrak{P}(\mathfrak{N}xL^{*}, R)$ . II en resulte qu’on a $\mathfrak{P}(\mathfrak{N}xL^{*}, R)$

$=\mathfrak{P}(\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\times L^{*}, R)$ . C. Q. F. D.
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Lemma 5. Il existe dans la famille cribl\’ee $\Gamma(\mathfrak{N}, Q)$ un ensemble
hom\’eomorphe \‘a $\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\times L^{*}$ .

D\’emonstration. Comme $\varphi(x)$ est continue sur l’ensemble $\Delta$ , l’en-
semble $H$ de tous les points $(x, y)$ de l’espace $\Delta xJ$ tels qu’on ait
$y\in\varphi(x)$ est ferm\’e et nous avons $I^{\urcorner}(\mathfrak{N};H)=\varphi^{-1}(\mathfrak{N})$ , d’ou nous avons
$\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\in\Gamma(\mathfrak{N}, \Delta)$ . $R^{*}$ \’etant un espace m\’etrique complet hom\’eomorphe
\‘a $L^{k}$ , nous avons donc $\varphi^{-1}(\mathfrak{N})xR\in\Gamma(\mathfrak{R}, \Delta\times R^{*})$ . Or, l’espaoe $\Delta xR^{:_{k}}$

est complet et $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ est topologique, et donc il existe dans la
famille cribl\’ee $\Gamma(\mathfrak{N}, \Delta)$ , et par suite dans $\Gamma(\mathfrak{R}, Q)$ , un ensemble
hom\’eomorphe a $\varphi^{-1}(\mathfrak{R})\times R^{\#}$ ou $\varphi^{-1}(\mathfrak{N})xL^{*}$ . C. Q. F. D.

Gr\^ace au lemme 4, pour d\’emontrer $\mathfrak{F}\supset \mathfrak{P}(\mathfrak{R}\times L^{*}, R)$ , il suffit de
d\’emontrer qu’on a $\mathfrak{F}\supset \mathfrak{P}(\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\times L^{*}, R)$ . Soit $E$ un ensemble de
$\mathfrak{P}(\varphi^{-1}(\mathfrak{N})xL^{*}, R)$ , il existe un sous-ensemble ferm\’e $H$ de l’espace
$\varphi^{-1}(\mathfrak{R})\times L^{*}xR$ dont la projection sur l’espaoe $R$ est pr\’ecisement $E$.
Maintenant, prenons d’apr\’es le lemme 5 dans $Q$ un ensemble $Q^{*}$

hom\’eomorphe \‘a $\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\times L^{*}$ , et d\’esignons par $\chi(t)$ une transformation
topologique qui transforme $\varphi^{-1}(\mathfrak{N})xL^{*}$ en $Q^{\#}$ . D’apres la transforma-
tion $x^{\prime}=x,$ $y^{\prime}=\chi(y),$ $oi_{\dot{\iota}}x\in R$ et $y\in\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\times L^{k}$ , l’ensemble $H$ est
transform\’e en un sous-ensemble ferm\’e $H^{*}$ dans l’ensemble $Q^{t:}\times R$ .
Selon la topologicit\’e du crible $\Gamma(\mathfrak{N};H),$ $H^{*}$ appartient \’a Ia famille
$\Gamma(\mathfrak{N};R\times Q)$ et par suite nous avons $E=Proj_{R}H^{=}’=\in \mathfrak{F}$ , d’ou nous
avons $\mathfrak{P}(\varphi^{-1}(\mathfrak{N})xL^{\#}, R)\subset \mathfrak{F}$

En r\’esumant le r\’esultat ainsi obtenu, nous avons le
Th\’eoreme $16^{(1)}$. Soient $J$ un espace m\’etrique complet ind\’enom-

brable, $\mathfrak{N}$ une sous-famille de $\mathfrak{E}(J)$ qui d\’efinit un crible ferm\’e topologique,
$Q$ un espace m\’etrique complet s\’eparable, et $R$ un espace m\’etrique. $La$

famiue de la projection des $ens\dot{e}mbles$ de la famille cribl\’ee $\Gamma(\mathfrak{N}, R\times Q)$

est pr\’ecis\’ement $\mathfrak{P}(\mathfrak{N}\times L^{\kappa}, R)$ , o\‘u $L^{*}’$. d\’esigne l’ensemble de tous les
nombres irrationnels. $Et$ , il existe une op\’eration $\Phi(E_{n})$ de SOUSLIN
g\’en\’eralis\’ee telle qu’on ait $\Phi(R)^{\langle 2)}=\mathfrak{P}(\mathfrak{N}\times L^{*}, R)$ .

(1) Gr\^ace au th\’eorie des espaces abstraits, on peut \’etablir un r\’esultat analogue
au th\’eor\‘eme 16 pour un espace quassi-accesible. Nous \’etudierons ce probl\‘eme plus
loin.

(2) Cette op\’eration est, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme de M. M. L. KANTOROVITCH et
$f$ . LIVENSON, donn\’ee par rapport \‘a un sch\’eme $\{E_{n_{1}n_{\underline{0}}\ldots n_{k}}\}(k, n_{k}=1,2, \ldots)$ de
SOUSLIN comme il suit,

$\Phi(E_{n_{1_{\sim}^{n_{o}\ldots n_{k}}}})=\sum_{\Re^{*}\nu\epsilon}\prod_{k-1}E_{n_{1}n_{\mathfrak{n}}.\cdots n_{k}}\infty$ ,

o\‘il $\mathfrak{N}^{*}$ est un sous-ensemble de $L^{*}$ homeomorphe \‘a $1’ ensemble\varphi^{-1}(\mathfrak{N})\times L^{*}$ . $fn$ parti-
culier, si $J$ est le discontinu de G. CANTOR, la transformation $\varphi(t)$ peut \^etre choisie
comme la transformation identique, c’est-\‘a-dire, $\varphi(t)\equiv t$ .
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16. La repr\’esentation param\’etrique des ensembles cribl\’es. $N$

\’etant un ensemble, nous dirons qu un ensemble lin\’eaire $E$ admet une
repr\’esentation param\’etrique par rapport \‘a l’ensemble $N$, si $E$ est l’en-
semble des valeurs d’une fonction continue sur l’ensemble N. $\Phi(E_{n})$

\’etant un $op\vee\acute{\circ}$ration analytique, cn peut voir que tout ensemble de la
famille $\emptyset(L)$ o\‘u $L$ d\’esigne l’ensemble de tous les nombres r\’eels, admet
d’apres le th\’eor\’eme de M. W. SIERPINSKI [13] une repr\’esentation para-
m\’etrique par rapport \‘a un ensemble. Or, en se servant de la consid\’e-
ration dans la section pr\’ec\’edente, on peut \’etablir le

Th\’eor\‘eme 17. Soient $\mathfrak{N}$ une sous-famille de $\mathfrak{E}(\Delta)$ qui d\’efinit un
crible ferm\’e, o\‘u $J$ d\’esigne le discontinu de G. CANTOR, et $R$ un espace
m\’etrique complet s\’eparable. Tout ensemble de la famiue cribl\’ee
$\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ admet une repr\’esentation param\’etrique par rapport a l’en-
semble $\mathfrak{N}\times L^{*}$ , o\‘u $L^{*}$ d\’esigne l’ensemble de tous les nombres irration-
nels.

En effet, d’apr\‘es la consid\’eration dans la section pr\’ecedente, nous
avons $\Gamma(\mathfrak{N}, R)C\mathfrak{P}(\mathfrak{N}\times L^{*}, R)$ . Or, comme l’espaoe $R$ est complet
s\’eparable, tout ensemble de la famille cribl\’ee $\Gamma(\mathfrak{N}, R)$ admet d’apr\’es
le th\’eor\‘eme 16 une repr\’esentation param\’etrique par rapport \’a l’en-
semble $\mathfrak{R}xL^{*}$ .

VII. LA REPR\’ESENTATION PARAM\’ETRIQUE
R\’EGULI\‘ERE

17. La repr\’esentation param\’etrique r\’eguli\’ere. Pour un ensemble
$N$, nous appelons r\’eguli\’ere sur $N$ toute fonction $\varphi(t)$ d\’efinie dans cet
ensemble qui ne prend jamais des valeurs \’egales, c’est-a-dire, on a
toujours $\varphi(t_{1})\neq\varphi(t_{2})$ pour deux points distincts $t_{1}$ et $t_{2}$ contenus dans
$N$. Nous dirons maintenant qu’un ensemble lin\’eaire $E$ quelconque
admet une repr\’esentation param\’etrique r\’eguliere par rapport \‘a $N$ si
$E$ est l’ensemble des valeurs d’un fonction $\varphi(t)$ d\’efinie sur $N$, continue
et r\’egul\‘ere sur oet ensemble. M. N. LUSIN [8] a d\’emontr\’e le

Th\’eoreme. Tout ensemble non d\’enombrable mesurable $(B)$ admet
une repr\’esentation param\’etrique r\’eguli\’ere par rapport \‘a l’ensemble de
tous les nombres irrationnels quand on n\’egliege une infinit\’e d\’enombrable
de points de cet ensemble.

De m\^eme, on peut \’etablir un th\’eor\’eme sur la repr\’esentation para-
m\’etrique r\’eguliere des ensembles analytiques [4]. Dans ce chapitre,
nous \’etudierons la repr\’esentation param\’etrique r\’eguli\‘ere des ensembles
d’une famille cribl\’ee.
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Th\’eoreme 18. Soient $\Phi(E_{n})$ une op\’eration analytique $du$ type $(F)$

et $L$ l’ensemble de tous les nombres r\’eels. Si tout ensemble ind\’enom-
brable de la famille $\Phi(L)$ contient un sous-ensemble parfait, on peut
d\’efinir un ensemble lin\’eaire $N$ de facon que tout ensemble ind\’enom-
brable de la famille $\Phi(L)$ admet une repr\’esentation param\’etrique r\’e-
guliere par rapport a $N$ quand on n\’eghge une infinit\’e d\’enombrable de
points de cet ensemble.

D\’emonstration. En d\’esignant par $I^{*}$ l’ensemble de tous les nom-
bres irrationnels contenus dans l’intervalle $[0,1]$ , il suffit de d\’emon
trer que tout emsemble ind\’enombrable de la famille $\Phi(I^{*})$ admet une
repr\’esentation param\’etrique demand\’ee.

D’apres le th\’eoreme de M. W. SIERPINSKI [13], on peut d\’efinir dans
le plan $I_{2}^{*}=1^{*}xI^{*}$ un couple doublement universel $U_{1}$ et $U_{2}$ tel que,
quels que soient l’ensemble $E_{1}$ de la famille $\Phi(I^{*})$ et le sous-ensemble
$\mathfrak{G}\delta E_{2}$ de $I^{*}$ , il existe une droite parall\’ele \‘a l’axe $OX$ qul coupe $U_{1}$ et
$U_{2}$ en $E_{1}$ et $E_{2}$ respectivement. Posons maintenant $V=U_{1}-U_{2}$ .

Or, l’ensemble de tous les rectangles $Q:0\leqq x_{1}<x<x_{g}\leqq 1$ , et
$0\leqq y_{1}<y<y_{2}\leqq 1,$ o\’u $x_{1},$ $x_{2},$ $y_{1}$ et $y_{2}$ d\’esigne les nombres rationnels,
est effectivement d\’enombrable, et par suite, on peut ranger ces rectangles
en une suite simplement infinie \langle $Q_{n}$ } $(n=1,2, \ldots)$ . Puis dans le
carr\’e: $k\leqq x\leqq k+1,$ $i\leqq y\leqq j+1$ , o\‘u $k$ et $i$ d\’esigne les nombres
naturels, prenons un ensemble hom\’eomorphe \‘a $Q_{k}V$ et d\’esignons par
$Q_{kj}$ cet ensemble ainsi obtenu; et dans le carr\’e: $k\leqq x\leqq k+1$ ,
$-j\leqq y\leqq-j+1$ , o\‘u $k$ et $j$ d\’esigne les nombres naturels, prenons un
ensemble hom\’eomorphe a $Q_{k}-V$ et d\’esignons par $Q_{kj}^{A}$ cet ensemble
ainsi obtenu: posons enfin

$ N=V+\rightarrow\backslash Q_{kj}+.\sum_{kk.j-1j-1}^{\infty}\hat{Q}_{kj}\infty$ .
Alors, tout ensemble ind\’enombrable de la famille $\Phi(I^{*})$ admet une

repr\’esentation param\’etrique r\’eguliere par rapport a oet ensemble $N$.
Pour le voir, \’etant donn\’e un ensemble ind\’enombrable $E$ de la famille
$\Phi(I^{*})$ , consid\’erons une reps\’esentation param\’etrique r\’eguliere de cet
ensemble. L’ensemble $E_{0}$ de tous les points de condensations de l’en-
semble $E$ qui appartient \‘a cet ensemble est relativement ferm\’e par
rapport \‘a l’ensemble $E$, et par suite, $E_{0}$ appartient \‘a la famille $\Phi(I^{*})$

et de plus, $E_{0}$ est partout ind\’enombrable. Or, quelques soient le point
$p$ de $E_{0}$ et l’intervalle ferm\’e $I$ qui contient $P$ dans l’int\’erieur, $IE_{0}$ est
ind\’enombrable et appartient \‘a la famille $\Phi(I^{*})$ , $d’\dot{o}\grave{u}IE$ contient
un sous-ensemble parfait. Donc, on peut d\’efinir les sous-ensembles
$F_{ij}(i, j=1,2, \ldots)$ de $E$ comme il suit,
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$1^{o},$ $F_{ij}(i, j=1,2, \ldots)$ sont hom\’eomorphes \‘a l’ensemble $I^{*}$ , et
disjoints deux-a-deux,

$2^{o}$ , pour tout nombre naturel $k$ le diametre de l’ensemble $F_{nk}$ :
$\delta(F_{nk})<\frac{1}{n}$ ,

$3^{o}$ , pour tout nombre naturel $n$ , chaque point de $E_{0}$ est celui de
condensation de l’ensemble $\sim^{\nabla}\infty F_{nk}$ .
Il existe un point $y_{0}dans1’ axek-1OY$ tel qu’on ait $U_{1}^{\langle y_{0})}=E_{0}$ et
$ U_{2}^{ty_{0})}=\Sigma^{\infty}\underline{\nabla}F_{\dot{g}k}j-1k=1\infty$ c’est-a-dire, $ V=E_{0}-\sum_{-j=1k^{\wedge^{\backslash }}1}^{\infty}F_{jk}\infty$ . Posons mainte-

nant $ F=E_{0^{-}\sim^{\nabla}}\infty\sim^{\nabla F_{kj}}\infty$ Ensuite, prenons les nombres rationnels $s_{n}$ ,
$t_{n}(n=1, 2, j=lk-l)com$me il suit,

$1^{o},$ $s_{k}<s_{k+1}<y_{0}<t_{k+1}<t_{k}(k=1,2, \ldots),$ $s_{1}=0$ et $t_{1}=1$ ,
$2^{o},$

$\lim_{k\rightarrow\infty}s_{k}=\lim_{k\rightarrow\infty}t_{k}=y_{0}$ .
Puis, d\’esignons par $S_{k}$ la partie de l’ensemble $I_{2}^{*}$ centenue entre les
deux droites $y=s_{k}$ et $y=s_{k\star 1}$ ; et de m\^eme par $T_{k}$ la partie de l’en-
semble $I_{2}^{*}$ contenue entre les deux droites $y=t_{k}$ et $y=t_{k+1}$ . Et
encore, d\’esignons par $S_{kj}$ la partie de l’ensemble $S_{k}$ contenue entre
les deux droites $x=k^{-j+1}$ et $x=k^{-j}$, et de m\^eme par $T_{kj}$ la partie de
l’ensemble $T_{k}$ contenue entre les deux droites $y=k^{-j+1}$ et $y=k^{-J}$ .

Et enfin, posons $S_{kj}^{*}=S_{kj}V$ et $T_{kj}^{\star}=T_{kj}V$. Ici, on peut supposer,
sans perdre la g\’en\’eralit\’e, qu’on ait $S_{kj}^{*}\neq 0$ et $T_{kj}^{*}+0$ .

Maintennnt, nous d\’efinissons une transformation $\varphi(x)$ qui trans-
forme $V$ en un sous-ensemble de la droite $y=y_{0}$ . Tout d’abord,
posons $\varphi(x)=x$ pour tout point $x$ de $F$. Pour la projection $S_{kj}$ et $\hat{T}_{kj}$

des ensembles $S_{kj}^{*}$ et $T_{\dot{v}}^{*}$ sur la droite $y=y_{0}$ , posons

$\sigma_{kj}=1aborne\inf_{(i-1.2}$\’e.rieure) \langle dis $(S_{kj}, F_{2k-Li})$},
$(k, j=1,2, \ldots)$

$\tau_{kj}=1aborne\inf_{(i-1.2}$\’e.rieure) \langle dis $t^{\prime}\hat{1}_{kj}^{\prime},$

$F_{2k,j)}$)}.

Prenons un des ensembles $F_{2k-1.:}$ tel qu’on ait dis $(S_{w}, F_{2k-1.i})$

$<\sigma_{kj}+\frac{1}{k}$ et d\’esignons par $\overline{S}_{kj}$ cet ensemble. De m\^eme, en prenant

un des ensembles $F_{lk,i}te1$ qu’on ait dis $(\hat{T}_{kj}, F_{2k,i})<\tau_{kj}+\frac{1}{k}$ , d\’esignons

par $\overline{T}_{kj}$ cet ensemble. Or, selon la supposition sur les ensenbles $F_{kj}$ ,
on peut choisir les ensembles $\overline{S}_{kj}$ et $\overline{T}_{kj}$ de fagon qu’ils soient disjoints
deux-a-deux. Ici, on peut supposer, sans perdre la g\’en\’eralit\’e, qu’il
existe un nombre infini d\’enombrable des ensembles restants par le
choix des ensembles $\overline{S}_{kj}$ et $\overline{\prime}1_{kj}$ parmi les ensembles $F_{kj}(k, j=1,2, \ldots)$ .
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Nous rangeons ces ensembles restants en une suite doublement infinie,
et nous d\’esignons par $\{G_{kj}\}(k, j=1,2, \ldots)$ cette suite. Or, comme
les ensembles $S_{kj}$ et $A\backslash _{kj}\urcorner$ $T_{kj}$ et $\overline{T}_{kj}$ sont hom\’emorphes \‘a $I_{2}^{*}=I^{*}\times I^{*}$ ,
on peut d\’efinir les transformations topologiques $\sigma kj(x)$ et $\tau_{k\dot{g}}(x)1$ qui trans-
forment $S_{kj}$ en $\overline{S}_{kj}$ et $T_{kj}$ en $\overline{T}_{kj}$ respectivement.

Ceci \’etant, nous d\’efinirons le transformation $\varphi(x)$ sur l’ensembles
$V-F$ comme il suit: quand un point $x$ de $V-F$ appartient \‘a l’en-
semble $S_{kj}^{*}$ , posons $\varphi(x)=\sigma_{kj}(x)$ et, quand le point $x$ appartient \‘a
l’ensemble $T_{kj}^{*}$ , posons $\varphi(x)=\tau_{kj}(x)$ . On voit alors sans peine que $\varphi(x)$

est biunivoque sur l’ensemble $V$ et qu’on a

$\varphi(V)=F+\sim^{\kappa}\varphi(S_{kj}^{*})k.j\infty 1\infty+_{\frac{\infty\nabla}{j} ,k.-1}\varphi(T_{kj}^{*})$ ,

d’o\‘u nous avons

(1) $ E_{0}=\varphi(V)+\wedge^{\backslash \prime}G+\urcorner(\overline{S}_{kj}-\varphi(S_{kj}^{*}))+\frac{\infty\backslash ^{\urcorner}}{j}(\overline{T}_{kj}-\varphi(T_{u}^{*}))k.j-1k,j-1k.-1\infty\infty$

Or, $\varphi(x)$ est continue sur l’ensemble V. En effet, soit $x_{0}$ un point de
l’ensemble $V$. Lorsque le point $x_{0}$ appartient \‘a l’ensemble $S_{k\dot{g}}^{*}$ , on peut
choisir un voisinage $U(x_{0})$ du point $x_{0}$ tel qu’on ait VU$(x_{0})=S_{kj}^{*}U(x_{0})$

et on a $\varphi(x)=\sigma_{k};(x)$ sur l’ensemble $S_{kj}^{*}$ , d’ou $\varphi(x)$ est continue sur le
point $x_{0}$ . De m\^eme, lorsque le point $x_{0}$ appartient \‘a l’ensemble $T_{kj}^{*}$ ,
$\varphi(x)$ est continue sur ce point. Enfin, consid\’erons le cas ou le point
$x_{0}$ appartient \‘a l’ensemble $F$. \’Etant donn\’e un nombre positif $\epsilon$ , on
peut choisir un nombre positif $\delta$ de fagon qu on ait

$1^{o}$ , $\delta<\epsilon$ ,
$2^{o}$ , la relation $S_{kj}^{*}U(t_{0}, \delta)\neq 0$ entraine $\delta(S_{kj}^{*})<\epsilon$ , $\sigma_{kj}<\epsilon$ et

$\frac{1}{k}<\epsilon$ , ou $U(x_{0}, \delta)$ d\’esigne un voisinage du point $x_{0}$ du diametre $\delta$

et $\delta(S_{k\dot{g}}^{*})$ d\’esigne le diametre de l’ensemble $S_{kj}^{*}$ ,
$3^{o}$ , la relation $T_{kj}^{*}U(x_{0}, \delta)\neq 0$ entraine $\delta(T_{kj}^{*})<\epsilon$ , $ Tkj<\epsilon$ et

$\frac{1}{k}<\epsilon$ .
Soit $x$ point de l’ensemble VU $(x_{0}, \delta)$ . Si le point $x$ appartient a

l’ensemble $F$, nous avons $\varphi(x)=x$ et par suite dis $(\varphi(x_{0}), \varphi(x))=dis$

$(x_{0}, x)<\epsilon$ . Si le point $x$ appartient \‘a l’ensemble $S_{kj}^{*}$ , le point $\varphi(x)$

appartient \‘a l’ensemble $\overline{S}_{kj}$ . Or, nous avons

dis $(x_{0}, S_{kj})\leqq dis(x_{0}, S_{kj}^{*})<\delta<\epsilon$ et dis $(S_{kj},\overline{S}_{kj})<\sigma_{h}+\frac{1}{k}<2\epsilon$ ,

et donc nous avons d’apr\‘es les relations 1o et $2^{o}$
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dis $(\varphi(x_{0}), \varphi(x))=dis(x_{0}, \varphi(x))\leqq dis(x_{0}, S_{kj})+\delta(S_{kj})+dIs(S_{M},\overline{S}_{kj})$

$+\delta(S_{kj})<\epsilon+\epsilon+2\epsilon+\epsilon=5\epsilon$ .
De m\^eme, lorsque le point $x$ appartient a l’ensemble $T_{kj}^{*}$ , nous avons
dis $(\varphi(x_{0}), \varphi(x))<5e$ . Par cons\’equent, nous avons dans tous les cas
dis $(\varphi(x_{0}), \varphi(x))<5\epsilon$ et donc $\varphi(x)$ est continue sur le point $x_{0}$ , et par
suite sur tous les points de $V$ . $\sim$

En autre part, nous avons
$\dot{\overline{S}}_{kj}-\varphi(S_{kj}^{*})=@_{kj^{-\sigma_{kj}}}(S_{kj}^{*})=\sigma_{kj}(S_{kj}-S_{kj}^{*})$ ,

et
$\overline{T}_{yj}-\varphi(T_{kj}^{*})=\overline{T}_{kj}-\tau w(T_{kj}^{*})=\tau/tj(T_{kj}-\dot{T}_{kj}^{*})$ .

Or, il existe les nombres naturels $\mu(k, j)$ et $\nu(k, j)$ tels qu’on ait
$S_{kj}=Q_{\mu(k_{J}}.$’ et $T_{k\dot{p}}=Q_{\nu Ik_{J})}$ .

Maintenant, nous d\’efinirons la transformation $X(x)$ comme il suit.
$1^{o}$ , Posons $\chi(x)=\varphi(x)$ pour tout point $x$ de l’ensemble $V$.
$2^{o},$

$\alpha$

\’Etant donn\’ee une transformation topologique $\chi_{kj}(x)$ qui trans-
forme $Q_{\mu(k_{J})1}$ en $S_{H}-S_{h}^{*}$ , posons $\chi(x)=\sigma_{kj}(\chi_{kj}(x))$ pgur tout point $x$

de l’ensemble $\hat{Q}_{\mu\langle k,j)1}$ .
$3^{o}$ , Etant donn\’ee une transformation topologique $\chi_{k\dot{g}}^{*}(x)$ qui trans-

forme $\hat{Q}_{\nu(k.j)1}$ en $T_{kj}$ $T_{kj}$ , posons $\chi(x)=\tau_{kj}(\chi_{k_{J}}^{*}(x))$ pour tout point $x$

de l’ensemble $\hat{Q}_{v(k_{J}}.\gamma_{1}$ .
$4^{o}$ , \’Etant donn\’ee une transformation continue et biunivoque $\chi_{kjl}(x)$

qui transforme $Q_{\mu(k_{J)l}},+Q_{\mu(k_{J}1l+1}$ en $G_{\mu(k,j)l}$ , posons $\chi(x)=\chi_{kJl}(x)$ pour
tout point $x$ de Vensemble $Q_{\mu(hj)l}+\hat{Q}_{\mu(k,j)l+1}$ .

$5^{o}$ , \’Etant donn\’ee une transformation continue et biunivoque $\chi_{kjl}^{*}(x)$

qui transforme $Q_{\nu(k.j)l}+\hat{Q}$, $(k,j)t+1$ , en $G_{\nu(k.j)i}$ , posons $\chi(x)=\chi_{k_{J}?}^{*}(x)$ pour
tout point $x$ de l’ensemble $Q_{\nu(k.j1l}+\hat{Q}_{\nu(k.j)l+1}$ .

$6^{o}$ , Pour un nombre naturel $m$ tel qu’on ait $m\#\mu(k_{!}j)$ et
$m\neq\nu(k, j)(k, i=1,2, \ldots)$ , \’etant donn\’ee une transformation continue
et biunivoque $\varphi_{mn}(x)$ qu\ddagger transforme $Q_{mn}+\hat{Q}_{mn}$ en $G_{mn}$ , posons $\chi(x)=$

$\varphi_{mn}(x)$ pour tout point $x$ de $Q_{mn}+\hat{Q}_{mn}$ .
La transformation $\chi(x)$ est continue et biunivoque sur l’ensemble

$N$ et nous avons d’apr\‘es (1) $\chi(N)=E_{0}$ . Or, l’ensemble $E-E_{0}$ est
d’apr\‘es la d\’efinition au plus d\’enombrable et par suite, $E$ admet une
repr\’esentation param\’etrique r\’eguli\’ere par rappo$rt$ \‘a $N$ quand on n\’eglige
une infinit\’e d\’enombrable de points de cet ensemble. C. Q. F. D.
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L’APPENDICE: LA TOPOLOGICIT\’E DES
CRIBLES FONCTIONELS.

Pour \’eclaircir le contenu du th\’eoreme 13, nous donnerons dans la suite une
remarque. Pour cela, commen\caons par la d\’efinition: $\Pi.\langle \mathfrak{N};F(x, y))$ \’etant un crible
ferm\’e. Quel que soit l’espace m\’etrique complet R, si $\Pi(\mathfrak{N}, $R) est toujours topolo-
gique, c’est-a-dire, tout sous-ensemble de R hom\’eomorph\’e a un ensemble de $\Pi(\mathfrak{N};$ R)
appartIent \‘a $\Pi(\mathfrak{N};$ R), nous dirons que le cribl\‘e fonctionnel $\Pi(\mathfrak{R}, F(x, y))$ ou leur
base $\mathfrak{N}$ est topologique. Nous pouvons alors \’etablir le thdor\‘eme suivant, de m\^eme
que nous avons fait dans la d\’emonstration du th\’eor\‘eme 8.

Th\v{c}or\‘eme 19. Pour qu’un base $\mathfrak{N}$ d’un crible fonctionnel soit topologique, il
faut et il suffit que, R \’etant un espace m\’etrique complet, quelque soit le sous-ensemble
G\‘o G de R, $\prod(\mathfrak{N}, $R) contient la famille cribl\’ee $\prod(\mathfrak{N}, $G).

Par suite, grace aux th\’eor\‘eme 18 et 13, on peut enoncer le
Th6or\‘em\mbox{\boldmath $\epsilon$} $13^{\prime}$. Tout crible fonctionnel topologique peut \^etre repr\’esent\’e par un

crible ferm\’e topologique.


