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DIE PROJEKTIVE THEORIE EINES SYSTEMS
DER “PATHS” HOHERER ORDNUNG, II

Von

Hitoshi HOMBU

UBERSICHT.

In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, welche auf die Koordi-
naten (i =1, 2, ..., n) bezogen ist, werden die parametrisierten Lo-
sungskurven des Differentialgleichungssystems

2™y Hit, @, 2, ..., g™D) =0

(@ = dvx?/dt*) ‘‘paths’’ m-ter Ordnung genannt. Eine Kurve heisst
Integralkurve dieses Gleichungssystems, wenn sie durch passende
Wahl eines Parameters ein ‘‘path’’ wird. Wir zeigen in §2: dafiir,
dass durch jedes Kurvenelement (m—1)-ter Ordnung eine einzige In-
tegralkurve des Systems der ‘‘paths’’ lquft, was als Eigenschaft I”
bezeichnet wird, soll H* die Gestalt

H‘L(t: x, x(l), ceey m(m-l)) = *H'i(x’ x(l)’ ceey x(m--l))
+*H(t’ x’ x(l); e o o y x(m-l))x(l)i

annehmen und weiter die folgenden Differentialgleichungen erfiillen:
m-1 . . ) . »
23 7Hy, " = mH+ Py x®*
( )H( (st = -('m’)x(’” st Pog® (2 s< m—1)

(fiv; = 8f/9x™9), wo die Skalare P;, Pz, ..., P,-1 Funktionen von ¢, ¢,
2 ., =i gind.- Und die Integralkurven des Systems geniigen
dann alle einem System der Differentialgleichungen

Map® g 8 M —1,08

d z::n +f“(x*‘ . dx dmig

23 S, ) =0 @B=1,2...,n])

(z=2"), und umgekehrt. Das letzte System heisst dem urspriinglichen
System der ‘‘ paths’’ assoziiert. Wenn alle Integralkurven des Systems
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der ‘‘paths”’ (H")~ mit denjenigen eines neuen Systems der ‘‘paths’’
m-ter Ordnung (H?) vollig iibereinstimmen, so heissen zwei Systeme
miteinander projektiv verwandt, und besteht

Hi = H + pgWi (p: von t, 7, g®i . gm-Di abhiingig) .

Umgekehrt, wenn das System (H?) die Eigenscllaft I” besitzt und p
eine beliebige Funktion ist, so ist das System (H?) mit dem System
(H*) projektiv verwandt. Solche Transformation der Systeme sowie
eine Klasse der Systeme der ‘‘paths’’, von denen jede zwei Systeme
miteinander projektiv verwandt sind, heissen projektiv. Unter der
projektiven Theorie der ‘‘paths’’, mit der wir uns in dieser Arbeit
beschiéiftigen mochten, verstehen wir die Theorie (das Equivalenz-
problem, das Problem der Differentialkomitanten) eines Systems der
‘‘ paths’’ gegeniiber den projektiven Transformationen sowie den Ko-
ordinaten- (oder Punkt-) transformationen. Da jedes System einer
projektiven Klasse dasselbe assoziierte System besitzt und die Zuord-
nung einer projektiven Klasse und des assoziierten Systems eineindeutig
ist, ist die projektive Theorie nichts anderes als die Theorie eines Differen-
tialgleichungssystems d™x*/dz™+f* = 0 gegeniiber den Koordinaten- (oder
Punkt-) transformationen.

In 81 leiten wir aus den Grundiibertragungen in der affinen Theorie®
der ‘‘paths”’ eine Reihe der Skalare S, S@, ...» Stn-n her. Im Fall
des Systems mit der Eigenschaft I” stehen die Skalare S, (u = 2, 8,
..., m—1), welche wir aus S, durch Modifizierung mit P;, P, ...,
P,,_1 gewinnen, mit den Torsionsgrissen in der affinen Theorie in enger
Beziehung, und weiter bestehen zwischen ihnen einfache Relationen
(2. 30, 31). Unter einer projektiven Transformation sind die Skalare

S3 s S3)s « . » Slu-2 Invariant, widhrend der Skalar S%_,) sich in der
Weise
b = Bem) T m—1)

transformiert und somit die Grosse

i = Fi m(m—1) Sz
° T =D m+n "

(1) Das bedeutet die Betrachtung unter den Koordinatentransformationen sowie
den linearen Parametertransformationen. ‘
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invariant ist. Das System der ‘ paths’’
2™+ H =0,

das projektiv invariant ist, gehort der projektiven Klasse an, da es mit
dem System (H?) projektiv verwandt ist, und wird durch &_;) = 0
gekennzeichnet. Aus diesem Grund nennen wir es das ausgezeichnete
System einer projektiven Klasse. Die projektiven Invarianten S, (u=2,
3, ..., m—2) stehen mit den Skalaren ., Ps, ..., P.n.-2 des ausgezei-
chneten Systems in den Beziehungen '

B = (nﬁ(lﬂ)%('r—nl-{)-l)<m8—2)s&_8) C<s<m—2).

Da das ausgezeichnete System von der Wahl des Koordinatensystems
unabhiingig ist, so schliessen wir, dass die Differentialkomitanten einer
projektiven Klasse der Systeme der *‘paths’’ diejenigen ihres aus-
gezeichneten Systems sind und das Equivalenzproblem zweier projek-
tiven Klassen in zwei Mannigfaltigkeiten sich auf dasjenige ihrer aus-
gezeichneten Systeme unter der Gruppe der Punkttransformationen
reduziert. Der projektiven Theorie ist so prinzipiell eine Grundlage
angegeben, da die affine Theorie der *‘‘paths’’ schon von Herrn Prof.
A. KAWAGUCHI und dem Verfasser ([7]%) gegriindet worden ist.

In §4 finden wir eine Anwendung auf die Theorie des KAWAGUCHI-
schen Raumes, der durch Angabe einer verallgemeinerten Massbestim-
mung

s = fF(x, M, ..., x™)dt

entsteht; es wird vorausgesetzt, dass das Integral unter jeder Para-
metertransformation invariant ist. Da ndmlich durch ein Differential-
gleichungssystem

d d

1 1 _
Z Fmyi—— Fip_1yi+— (m—1)F Foi—F = 0
g Femi— - Fon-yy 2( ) mi

eine projektive Klasse der Systeme der ‘‘paths’’ (m-+1)-ter Ordnung
gegeben. wird, so ziehen wir das ausgezeichnete System der Klasse
heraus und leiten aus diesem System ein Ubertragungsschema in der
Mannigfaltigkeit des Linienelementes m-ter Ordnung her. Mit Hilfe

(1) Vgl. Literaturverzeichnis am Schluss dieser Arbeit.’
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des Ubertragungsschemas kann man offenbar das Equivalenzproblem
des KAwAGUCHIschen Raumes behandeln.

§1. DAS SYSTEM DER SKALARE Sz, S, - -+ » Sonet) -

l . Formeln aus der affinen Theorle der ““paths’’. Sei ein System
der ‘‘paths’’ m-ter Ordnung ‘

1.1 e+ Hit, x, 2@, ..., 2™ V) =0

gegeben. Wir setzen voraus, dass H*® beziiglich ihrer Argumente hin-
reichend vielmal differenzierbar ist. Wir wollen die grundlegenden
Formeln der allgemeinen Theorie der ‘‘paths’ unter Koordinaten-
transformationen aus den Arbeiten [4, 7] vergleichen.

Herr Prof. A. KAWAGUCHI hat in der Arbeit [4] den fo]genden
Satz bewiesen :

Ein Affinor T (mit einem Gewicht oder micht) sei vom Linien-
element s (= 1)-ter Ordnung abhingig. Ist ein Velcto'r v? von t abhdngig,
so sind

(1.2) DATY = p| (p) Tt (1< p<s)

(v = d*v9/dt*) die Bestimmungszahlen eines A jﬁnors von derselben
Art wee T,

und durch Anwendung dieses Satzes auf den Vektor® 7%= z¥% 4+ Hi hat
er verschiedene Ableitungen lings jeder mit ¢ parametrisierten Kurve

m- . lm—
(1.3) Tdvi= v"""”*+(’£’) ( A):cd ,w-m 1<p<m—1)
definiert. Insbesondere ist die Ableitung
1 X L ) 1 +ps
(1.4) 4V = v Wit Gi? (G;- = ;;H:m_l,,-)
von frither her nach D. D. Kosamsl bekannt ([8, 91). \
Zweitens erkldren wir in der Mannigfaltigkeit *K@ " des Linien-

elementes (m—1)-ter Ordnung 2%, 2%, ..., 2"~ und des Parameters
t durch die folgenden Formeln das kovariante Differential Dv* eines

(1) Da bei x* = 22 (xi) xm? = A} alm)i+or(z, 20, ..., zm-V) ist, so hat man
H) = A'?Hi—‘?l) somi‘t T = A:T'I‘ (A% = axl/axi). .
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Vektorfelds +* und die Grundiibertragungen &z, ..., Sx™~¥ (das
System der Pfaﬁ.‘schen Ausdriicke) :

(1.5) Dyt = d'v‘+zol" L videk |

(1.6) sr = dz@i+ 51 QIR (1<g<m—1),
wobei . |

1.7 I = “;1 Hennijse 0<u<m—2),

a8 Q= Lty L 0<r<¢<m—D)

sind. Und durch
. . m-1 . !
Dv* = pvi-dt+ > piovt. Sz @*
g=0

definieren wir die kovarianten Ableitungen rv¢, F{Pvi. Setzen wir nach
(1.6)

. . og=l . A st S .
(1.9)  dx = 5= 31 QI du = ox@i—5] RIS 0¥
wobei R{;) durch die rekurrenten Formeln
1) — .
(1102) R = Qi RiS) = Qif— S RO
oder

(1.10b) RS = QiS0, R = Qi%) ZQzéﬁ}cR{:‘f}

(@) @i
gegeben wird, so lassen sich die kovarianten Ableitungen in die Form
Pot = 9*, PV = v, 1, |
1.11) P = vig— sglRl‘S’%”f‘”*'{ P
=pvi+ It (09 m—2)
schreiben, wo )

(1.12) I =i— '3 RI) I3
q

qQ 8-q+

ist. In der affinen Theorie der ‘‘paths’’ sind dann die Strukturgréssen
dieser Ubertragung sowie der Vektor
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- m—l - .
(1.18) Ki= HL% S Hg 20

fundamental. ,
Nebenbei fiigen wir einige Bemerkungen iiber die Koeffizienten
Qi%) und R{%) in 8x@ und dx hinzu. Aus (1.8) sehen wir gleich

1 (r—
(1.14a) Q) = ‘Z’—_(_ﬁu—)—,“—)lQ?é'-:‘z .

und aus (1.10a oder b)

1 (r— ! 2 (r—u
(1.14b) Ry = ¢ IS UIRE .

Aus der Formel (1.10a) erhilt man durch Ersetzung von RIY),

8=r+l u=g+l

R = Q&— Q?é‘i’k A+ & B Q@ Q61

und durch wiederholte Ersetzung aus (1.10a) driickt R{$%} sich in der
Summe aller Glieder von der Gestalt aus:

(e ) hy(a,) () . : .
( 1)8Q(q)}} qll)}fﬂ. LY Q(qs;; (hl ’ hz 9 ooy ksy . Summlert)(l) 'y

WO Ogsgq—r—l, 9 >q1 >qz... >q.>7r sind. Somit haben wir

i(a,) h 1(a9) 1 (r)
(1.10c) Rgi= 2 (—1)Qqgh Q-+ Qo -
>q1>"'>qs 1 8
8=0

Versteht man nun unter 9 einen Differentialoperator® (z.B. Differen-
tiation), der auf Q%) angewendet wird, so hat man aus (1.10c)

2(qy) (Gg+y) (r)
SR =, 2 B0 - Qg Qi) @=a, qn=1)
320 N
R Z 2 2 ( l)a -1 Q‘l(ql) hg—1(ag)
= @y~ - %—1)"

020> + 12T 921> 205, g 4>

x SQ a(qa.+1)( 1)3 a- IQ a+1(%a+y) . Q({f:;) ,

(9)kg 11 @g+1)'a+2

(1) Fur s = 0 bedeutet dieses Glied Q;gr;

2 D(U+V)=DU+DV, D(UV)=UDV+VIU.
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wo im Fall q, = q bzw. q..1 = r das zweite bzw. dritte Summations-
symbol beseitigt werden muss. Daraus leitet man unter Beriicksich-
tigung von (1.10c)

1.15) SR = 5 Risk QU B
9=q’>q r
her, setzend
(1.104) Ry = —8& (u: nicht summiert).

2. Die Torsionsgrossen. In iiblicher Weise konnen wir leicht die
Krimmungs- und Torsionsgrossen unserer Ubertragung (1.5—12)
berechnen. Zum spiteren Zweck betrachten wir besonders die Tor-
sionsgrossen (|71, (2.31a—f));

@ 251 = 2Qil— 5 RQI @+1<9),

(b) 28{¢) = g’z’é‘%'-—fi“i, (©) 28 =TI @<n),
(1.16) @ 2501 =PIQiR— 5 RIEPOQI @<s<r),

(&) 2P = — I+ ﬁmm—u’i RGPS @<,

(£) 2807 =P Qil—PiPQs — R AT

s=-1 .
| + ZIRZSS%V}:" R W=r<9,
U=-r
wobei

R m-1 m-1
(1.17) POf = f(q)k“s 2+1 R fen = — S RS fion
- s~q

gesetzt ist. Nach (1.7, 8; 10a, b; 12; 14a, b) kann man leicht die fol-
genden Beziehungen beweisen :

@ = (J)Sin @+1<s), SEY = SOY @<,
SIS = 250 @>0, SRR = (5) SR @<s<n,
SO = L SPGE ¢> 1, sper = ("7 Sperel 1>,

S}CO)(? (}')‘{ ny = 0 s S(O)sl) d) J— S(O)io)(o)
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SR, = — Sy, +< }ﬁo) i >q>0),

. ! —g)! .
S = 2 (f; ':"'; ' 8)! [S+p-9 g —Sarr-aa)d) — Satr=aa+r-a i ]

@=r<s=q+7).

Somit erhalten wir die folgenden Torsionsgrossen, welche voneinander
linear unabhingig sein mogen : '

S (1<s) aus (a); SPP¢ aus (b);
SIP@d (m—2=¢>0) aus (¢); SPH @ <s<<r<<m—1) aus (d);
SPM 1<r<m—1) aus (6); SN @< r, g+r<s) aus £ .

3. Die Skalare Sz, S®, - » Sm-n. In der projektiven Theorie
der ‘“paths”’ dritter bzw. vierter Ordnung haben wir mit Hilfe eines
Skalars S bzw. T aus jeder projektiven Klasse ein ausgezeichnetes
System herausgezogen. Im Fall der Systeme hoherer Ordnung mochten
wir aus den Grundiibertragungen eine Reihe der Skalare herleiten, die
die Verallgemeinerung von S und 7T sind. Wir haben aus der Arbeit [7]
den folgenden Satz: .

Ist 4vi = vWi+ G ein kovariantes Ableitungsverfahren, wo Gj von
dem Linienelement s-ter Ordnung und t abhingt, so transformieren
sich die PFAFFschen Ausdriicke

APH(d) = 32 Pidar e+ 32 [%15,;' + G}f’,i] e

r=0

bei Koordinatentransformation wie ein Vektor, wenn Gleiches fiir die
Ausdricke

Pi(d) = S) Pida*

r=0

gilt, die auch von dem Linienelement s-ter Ordnung und t abhdngig
sind.

Wendet man diesen Satz auf Pi(d) = sz« ¥ (q=1,2, ..., oder m—1)
an, wo 4 = 4, s = m sind, so erhilt man
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A2 ) = dr@ + (Gi+Q GG P dwaD

+ 2 _Q(q‘-l);) + Gl Q(q—l&:’ + Q( i (r—l)] dxi
+ [‘gz q—l)J + Gz Q(ql 1‘)3’] dx’

= Spla¥i— 2 q——'r Qit— Q(q-1§ Gi Q- )]dx(r)i’

r=0

da nach (1.4, 8) Gi+QJ%? = Q" Q%" = ?Q(q? sind. (Sx™¥

=A(dx")) . Driickt man nach (1.9) die rechte Seite in &x®* aus, so
hat man

, 1 , g-2 .
8r— 430D = 33 Sif) 80k,
8=
WO

S(QSL q (qalz - _Q(q-ISk G; Q(ql-lsalz

q-2
— E Qt(r) yr Q(qm 1()]) G' Q(z 1(”)) Rgr ”11

r=s+l

gesetzt ist. Da nach (1 14a, b) SR = (q 1) S(q‘ 49 ist, so haben
wir schliesslich

(1.18) sz @i—J (3x@-D) = "i“z (971) St dpsze* @ <q<m—1)

und, beriicksichtigend Gj}= -I—Q(;g‘;" ,
u

(1.19) SEQ) = QEN—S14=T Qi R(‘S"’-——Q(u S”+ZR<,SIZ~—Q<,. )

(©=2,3,...,m—1). Aus (1.18) sieht man, dass S{{] wegen der
Vektoreigenschaft von den Ausdriicken $z®* ein Affinor ist, der in <
bzw. k kontra- bzw. kovariant ist. Durch Uberschiebung nach ¢ und
k ergibt sich ein System der Skalare Sy =2,38, ..., m~-1):
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w-1
Sew=Qi--S 14— ’”QJ{}R“”——Q(J 1‘>"3+2R<’r‘i’3 d 0
(1.20) o dt

u—r d
= — 2 QIR + 2 R€J§‘2-Q<J 5.

r=0

Bisher bedeutete df/dt die Ableitung lings einer beliebigen parame-
trisierten Kurve

d i Y C
f__.__ Btf+f(o)jx(n’+ « o+ fim-2)i x(m 15 +f(m_1)5x(m)’ ,

aber wir wollen jetzt unter df/dt in Su) die AbIeltung ldngs eines
‘““path’>’ verstehen:

d

(1.21) th_f = atf+f(0)j Wiy ... +ﬁm—2)jx(m"1’j-f(m-1)j Hi.

Swu=2,38,...,m—1), die von ™ nicht abhingen, sind je wieder
ein Skalar, da unter Koordinatentransformation zwei Wertesysteme
(xf, 2%, ..., 2 und (xf, 2%, ..., x=-%, — H) sich in ganz derselben
Weise transformieren. ,

Im Fall m = 3 bzw. 4 berechnet man leicht

1 1 d
Se = —3*Hu ‘ng(z)a Heyi— 3 3 ——H;
(Sizy = 28S; [3], (8.24)) bzw.
) 1 1 d
S(z) = 'é—H(z)i 16H(s)yH(a)z —4— dt H(s):
Se = iH('i)' ——lH(;',-Hg;)-+lH(§)~H(§,,,H(’§,-
g T g TR gt ¢
1 d 174 1 d :
_E-ﬁﬂtm +t3 H(s)iE;H(a)j

(S(Z) = 2U, S(3) = ZT; [311 (4-21’ 303))-

4. Die Operatoren dy, dg .... f sel eine von t und dem Linien-
element N-ter Ordnung abhingige Funktion. Wir definieren die Opera-
toren 4y, 4z, ... durch : :
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w22)  af=3(0)feuet Y =1,2,...,N).

r=3

Da nach (1.2) 4f in die Form Jf = Dy(f)e® (s=1,2, ..., N) ge-
schrieben wird, ersehen wir, dass, wenn f ein Affinor (mit einem Gewi-
cht oder nicht) ist, 4,f ein Affinor derselben Art wie f ist.

Man kann leicht die folgenden Formeln bestitigen

(1.28) dofior=(4ef) s dsSre=(dsf )(u)k—(u +:_ 1)f(u+s-1)k u=1).
Mit deren Hilfe berechnet man _
[dsdt] S=dodsf— dsdo f = %(2) Senrid sw(r-tﬂ)j_% (:) f(m. Ay x(’r-—sfl):i
oder

1.24) [dd]f = ‘s"”-s‘f 't",t*”’ dyrerf -

§ 2. DIE EIGENSCHAFT I" DES SYSTEMS DER “ PATHS”’.

5. KAWAGUCHIsche Formel bei Parametertransformation. f sei
eine Funktion von £. Bei einer allgemeinen Parametertransformation

(2.1) =1
driickt sich die r-malige Ableitung f? nach ¢ durch die Ableitungen
S® nach £ von der transformierten Funktion in der Form aus:
(2.2) | fO =g f®
8=1

wobei < ein Polynom der Ableitungen von f nach ¢ ist und von den
rekurrenten Formeln

a,=tr fiir r=s,
—d—a};‘l fir »r>s>1,
dt

= z('r) f'lil‘ s=1

(2.3) = ;71T +

bestimmt wird. Betreffs der Gestalt vom Polynom a: ist nach Herrn
Prof. A. KawaAGucHI die folgende Formel bekannt:
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9 L+ (T r-q
(2.4) Ssa=(p)mt a<a<n,

wo aber *(u<<v) =0, =1, a¥u>0)=0. Aus (2.2,4) haben wir

(2.52) L = (U 1<a=n),
(2.5b) [ativ f(r)] = (2) f(f-e*l) ,

wobei das Zeichen [G] den Wert von G fiir iV = 1, {® =0 (s =2) be-
deutet. (Vgl. [7], (1.34)).

6. Die Eigenschaft I. Nach der Arbeit [3] wollen wir sagen,
dass ein System der Werte 2*(a =1, 2, ..., n—1), z=2" (eine Urvari-
able), dx*/dz, d?x°/dz?, ..., d*x’/dz’ ein Kurvenelement »-ter Ordnung
bestimmt. Léngs jeder Kurve werden die Bestimmungszahlen des
Kurvenelementes v-ter Ordnung durch diejenigen des Linienelementes
y-ter Ordnung bestimmt, und jede zwei Linienelemente mit demselben
Kurvenelement entsprechen zwei verschiedenen Parametrisierungen auf
jeder Kurve, die das Kurvenelement durchlduft. Nach (2.1, 2) (f=x)
sicht man, dass das Linienelement ¢, 2% (r=1,2, ..., ) und das-
jenige von nur der Gestalt

(2.6) x, 21 L@ r=1,2, ...,

dasselbe Kurvenelement bestimmen, wo o (a) das aus o} durch Er-
setzung von {@ = g, erhaltene Polynom bedeutet und a1==0, as, ...,
a, ganz beliebige Konstanten sind. _

Wir fragen nun: Unter welcher Bedingung lduft durch jedes
Kurvenelement (m—1)-ter Ordnung eine einzige Integralkurve des
Systems der ‘“paths’’ (1.1) ? Diese Eigenschaft wollen wir einfach-
heitshalber mit /” bezeichnen. Dafiir ist es notwendig, dass alle ‘‘ paths’’
des Systems, die durch ein Kurvenelement (m—1)-ter Ordnung hin-
durchgehen, ein dieses letztere enthaltendes Kurvenelement m-ter
Ordnung gemeinsam haben. Zunichst gehen wir aus dieser Voraus-
setzung fort. Unter der Anfangsbedingung

w=uh, aW=g@ ..., zmV=g@ fiur t=1t

bzw.  af=ai, W =yOi, ..., = Di=ymD figr ¢=14¢
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besitzt das System (1.1) einen ‘‘path’’ (eine Losung) K bzw. K’, dessen
Linienelement m-ter Ordnung am Anfangspunkt
x«’: ’ x(ll))i 9 ee ey x(om—l)i ’ —H‘(to s Xo, x((l)) 9 s ey x(ﬁn'”)
sz. xg ’ y((l])i )9 S ey y(Um—l)i ’ —'Hi(té » xO s y((l)) s o * ey y(zn—l))
ist. Setzt man

¥ =@ (r=1,2 ..., m—1)

(a1=0, az, ..., an,-1: beliebige Konstanten), so haben K und K’ nach
(2.6) ein Kurvenelement (m—1)-ter Ordnung am Anfangspunkt ge-
meinsam. Dafiir, dass die Linienelemente m-ter Ordnung von K und
K’ dasselbe Kurvenelement m-ter Ordnung bestimmen, soll nach (2.6)
eine passende Funktion a,, von to, #;, 5, %% ..., 22D, a;, az, ...,
am-1 €xistieren, so dass

- - m_l - .
—H&, @, Zalal”) = —arH (b, %0, 2{7) + 23 (@)l + ama
=
besteht, oder
. . -1 . .
(2.7 H, x, y”)—aTH'(E, ©, ™) + 3 (@) + @™ = 0,

8=2

- r - Y
wo Yy = Zla:x(s’* ist. Setzt manerstens a; =1, a2=as= ... = @m-1
= 0 und ¢’ = Konst., so erkennt man, dass H* von der Gestalt

Hi(t, x, 20, ..., ™) = *Hiz, 20, ..., zD)

(2.8)
+*H(t, x, x(l), cee, x(m—l))xu)i

sein soll, woraus die gleichbedeutende Beziehung

(2.8") 3. H = PypWi

mit einer Funktion P, von ¢, o7, 2%, . ., x(-2% folgt. Differenziert man
zweitens (2.7) nach a, und setzt dann ¢’ = ¢, a1 =1, az= ... = a,,-1=0,
so erhalten wir unter Beriicksichtigung von (2.5a oder b)
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(@) AH' = mHi+Pa®

2.9 ,
29) (b) Ast=—(’;’)xm'a*”wﬂm“ﬁ 2<s<m-—-1),

wo P;, P, ..., P,-1 Funktionen von %, a4, 2%, ... , ™= gind. Von
*H* in (2.8) gelten auch

AFH = m*Hi+*PaWé, 4*H = _(7;?') gim-s+1)i 4 *P_ ()i
*P, = Pi—afH+(m—1)*H , *P,= P,—4}H).

Umgekehrt, wenn (2.8) und (2.9a, b) erfiillt sind, so besteht (2.7) fiir
eine passend gewihlte Funktion a,, wie im Folgenden bewiesen w1rd
Da nach (2.8)

. - m=1 )
H'W, x, y)—aTHE, x, x(”’)+§_“éaz'(a)x‘“"
= ‘

= (*H(t,, @, y(‘r))___*H(t, x, y('r))) y(l)i+Ki
ist, wo

. m-1 .
2.10) =K'= H(t, z, y")—alH L, z, ) +E2az"(a)x(“"

gesetzt ist, so ist zu zeigen, dass K* zu x proportional ist. Beriick-
sichtigend (2.5a), haben wir aus (2.10) '

(2.11) ?Cf ( )H(,.,(y) z"‘“’””—l—(m)z("‘ i (2<3<m—1),

wo |
. r+1 .
z(r+1)1 = 2 aur_l(a)m(u)z
w=1
gesetzt ist. Differenziert man z® = {’x@ r-mal, so erhilt man
(2.12) Z(l)(x(l)%)(r) m(r’rl)w_.z )Z(uu)(xu_)i)(r—u) .
Ersetzt man (x®)0), (p@)r-w), g+ dqurch die Ausdricke in x%, so
wandelt (2.12) sich in eine Identitit in x®%, x2%, .. ., gr+Di O @,

£+ ym. -Wenn wir also a,, £ statt £@, z™i schreiben, so folgt die
Beziehung
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ay z(r+l)i —_— y('H l)i__i (Z)au_'_lz(r—u-ﬂ)i .
w=1

Aus (2.11) haben wir somit nach (2.9b)

1 r—s
0, 2K —AGH‘(y)+("")y<m sl ( )(" s)auuH(m(y)Z‘* omuri

aa, r=s+l w=1

—_\" m m""S) (m-—s~u+l)_i
u}-‘l(s)( w )0

= (a1 Pu(y) —(’f) am-s+l) Wi

ms—

u=1 (u) Burt [r-8+u(3 + u)H(r)a(y)z(r—s-u“)J + (S + u)z(""s L 1)‘]

oder nach (2.11)

(2.18) alaali: — (aIP,(y)—(Z”)am_“l)x(m ’”u:( )au+] dK?

C<s<m—1).

Somit folgt
0K*

Am -1

ai

= (@81Pm -1(y) — maz)x i ,

und nach Induktion hat man 9K%3a, aus (2.18) in der Form

IK*
da,

= Max®™ 2<Ls<<m—1

daraus schliesst man K®= Mz + Ni, wo Nt von dz, A3y, ..., Apm-1 UN-
abhingig ist. Wir setzen '

Ki= Mg+ N'=K' fiir gg=as=... =apn_ ;=0
= Hilt, », ;x™, ..., ap-lgm-D)—opHi¢, 2, 20, ..., xm-D)
(K* = (M—Mo)x"¥ + K}) und erhalten wegen (2.9a)
alaKg

= mK{+aPi(t, z, aix®, ..., ar-lgtn-D)gay
a1

oder

\ »é—-[al mKi] = af P,(t x, axV, ..., aplygtm-D)p®k,
a,
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Da K fiir a; = 1 verschwindet, so folgt
- - a i
Ka - ainx(l)‘sllafmpl(t, x‘ alx(l) g ooy a‘]'_n‘l x(m-l))dal .

Die Behauptung ist jetzt klar. M—M, wird aus (2.13) nach Integra-
tion erhalten. :

Die Funktionen Po, Py, Pz, ...+ Pn-1in (2.8’; 93, b) sind nicht un-
abhingig. Wenn sie nidmlich vorgegeben sind, sollen (2.8") und (2.9a, b)
eine Losung {H*) besitzen. Nach (1.24) (f = H?) erhalten wir wegen
(2.9a, b)

(2.14a) - hPe— 4Py = (m—s)P, 2L9)

und fir 2<s, t<m—1

AsPt——AtP (s; t)s('s—;-'t 1)" P,,¢ 1 fir s+t£m

@140) — b=0briml)! fir s+t=m+1,
sl t! |

( =0 fir s+t=m+2;

die letzte Beziehung (2.14b). driickt sich einfacher in der Form aus:

(s—t).(s+t—1)!
8' t' Ps+t 1

(2.14c¢) 4,Pi— 4:Ps = 2<s t<m—1),

wo aber P,, = 1, P.(u=m+1) = 0. Weiter, da 9: und 4,1 =s<m—1)
vertauschbar sind, erhalten wir

(2.14d) | 4Py = 9Pi+(m—1)Po, 4Py =3P | 2Z3).

Da die Beziehungen (2.8’; 9a, b) in die Form
0T = Pu®™, 4T —mT* = Pa®, 4T = Pa®™ (T¢=am"+HY)

umgeschrieben werden konnen und T* ein kontravarianter Vektor ist;
so erkennt man nach Nr. 4, dass P, P, ... s Pn-1 unter Koordinaten-
transformation je ein Skalar sind.
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7. Das assoziierte Differentialgleichungssystem. Nun mochten
wir beweisen, dass, wenn (2.8) und (2.9a, b) erfiillt sind, das System
der ‘““paths’’ die Eigenschaft /” besitzt. Wihlt man auf einer Kurve
eine Urvariable (etwa 2® =2) als ein Parameter, so besteht zwischen
den Bestimmungszahlen des L1n1enelementes und denjenigen des Kurven-
elementes nach (2.2)

(2.15) 2 =N @)L @=1,2, ..., m—1),
s=1 dz?

wobei a4(z) den aus «F durch Ei'setzung von t™ = z® erhaltenen Aus-
druck bedeutet. Somit erhilt man ldngs jedes ‘‘path’’ von (1.1)

(2.16) —%’"—f =f*= z(”'m[H“—H” +m§ (@) ara” ]

Ersetzt man z@* durch (2.15), so hiingt f* vom Kurvenelement (m—1)-
ter Ordnung z°, 2, dz*/dz, ..., d™x*/dz™"! und im allgemeinen von
t, 20, 2@, ..., 2™V ab. Wir behaupten, dass, wenn (2.8) und (2.9a, b)
giiltig sind, f* nicht von ¢, 2, 2®, ..., 2D abhingig ist. Erstens, da
nach (2.8) :

dx* da®

H Hn fr— *H¢ * Hn

dz dz
ist, so hiangt f* von ¢ nicht ab Zweitens haben wir aus (2.16) wegen
(2.4, 5a) :

™ afc _ 3H* H*® dx“ m-— l( ) : dx® )(r—s)
2.17) =z PE) PYRE + g @? 'r-s+1 x(’"’

(m-3s)

oH™ , °H" de’ , " (r oH™ ( dx’ )(" & dx
@ 3 dz  r=s+1\S/3xMP\ dz

wo die griechischen Indizes a, B, v die Werte 1, 2, ..., n—1 durch-
laufen. Da nach (2.9b, 12)

; ; B -1
z(l) oH* AH* dx _— m ( 8H xr- s.,.])j__("b)x(m-s”)i+Psm(1)i’
X" x®* dz rZat1\8/ g 8

x(r+1)5_ i@_ﬁ)(r) - ( )(dxﬂ (r-u) L+ D)
dz u-l U
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ist, so lautet

(1)‘"”‘1 af K 1(7') 0H" . oH™ dx’]z(,._,+1)+[ 9H* _ °oH™ dx’]
92®  r5\8/lLgx"”  ax dg X Jx* dz

[ () ()]

='_.m (U s+1)f aHa BH” dx"
2 ( ) rn  PzrtIn dg

oH* 3H" dx‘; dxt\r-=»
+2 )[ax("“ x? dz] dz) u

u=g+l

dx*\m-»
dz > } ’
woraus nach (2.17) folgt

L oS af” "is (u>z(u—s+l) af°

az("’ u=3+1\ 8 9z )

Das besagt, dass 8f®/a21 =0 und induktiv

9f
az(”-o fir 2s<<m—1

f* hdangt nicht von z2®, 2®, ..., 2D ab. Wir haben also aus (2.16),
setzend 2@ =20 = ... =2V =0,

fo = z(l)"”(H an-’;’ ) , 2P = 20" C;;‘fﬂ .

Drittens differenzieren wir f* nach z®:

“ — -
Ly = s 2 S

_1m-1 o
[ BH" 4 207 3 rHeye x(,,;,]_dx
r=1 dz

dapOn

=0 nach (2.9a) ;

°* hingt auch von 2z nicht ab. Aus (2.16) erhalten wir

dmx®
dzm

(2.18)

(x",z;@f, dm lx)— l

dz dzm?
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Wir erkennen also, dass jeder ‘‘path’’ von (1.1) eine Integralkurve
eines Systems der Differentialgleichungen (2.18) ist. Dieses System
besitzt unter jeder Anfangsbedingung
dx* _ b dx* ., dm1x®

= = C cee gy —m——
dz ©de? T demt

z* = a°®, =[* {ir z=c¢

eine einzige Losung, anders gesagt, durch jedes Kurvenelement (m—1)-
ter Ordnung liuft eine einzige Integralkurve des Systems. 2°* = *(2)
sei eine Integralkurve und &= 2(t) eine Losung der Differentialgleich-
ungen

2™+l 2,20, ..., 2m D) =0,

welche aus der letzten Gleichung von (1.1) (¢ = #) durch Ersetzung
von xz*=2%(2) erhalten wird. {2®*=x(2(f)), z = 2(f)} ist dann eine
Lésung von (1.1), da aus (2.15, 16) ' + H* =0 folgt. Somit ist die
Eigenschaft I” des Systems (1.1) bewiesen.

Aus dieser Uberlegung erkennen wir weiter, dass jedem System
m-ter Ordnung, fiir welches (2.8’) und (2.9a, b) erfiillt sind, ein Dif-
ferentialgleichungssystem (2.18) zugeordnet wird und dass die Inte-
gralkurven beider Systeme vollig uibereinstimmen. Wir wollen (2.18)
das assoziierte System von (1.1) nennen. Wenn aber ein System von
der Gestalt (2.18) vorgegeben ist, so gibt es nicht ein einziges sondern
unendlich viele Systeme der *‘paths’’ m-ter Ordnung, deren assozi-
iertes System das gegebene ist und welche natiirlich miteinander pro-
jektiv verwandt® sind, da wir in (2.16) z.B. die Funktion H™ ganz
willkiirlich wihlen konnen und

H® -—z(l) f¢+H'n¢(i2x "‘2 m(z) d‘x .

Da die Integralkurven zweier verschiedenen Systeme von der Gestalt
(2.18) niemals alle tibereinstimmen, ist die Zuordnung einer projektiven
Klasse® der Systeme m-ter Ordnung (mit der Eigenschaft ") und des
assoziierten Systems eineindeutig.

8. Geometrische ﬂbersetzung. Wir haben in [3] solche Systeme
untersucht, welche eine Gruppe von Parametertransformationen zulas-

(1) Siehe [3], Nr. 9.

(2) Eine Klasse aller Systeme der ‘ paths’’, die miteinander projektiv verwandt
sind.
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sen. Daraus erkennt man, dass das System der ‘‘paths’ (1.1) unter
jeder linearen bzw. linear gebrochenen Parametertransformation un-
verindert bleibt, wenn die Beziehungen gelten:

9.H' =0, 4H'=mH?
bzw. :H! =0, MH' =mH! 4&LH'= _(?)x(mﬂ)i .

Der Parameter heisst dann affin bzw. projektiv. Im Fall des Systems
zweiter bzw. dritter Ordnung, das den affinen bzw. projektiven Para-
meter tragt, besitzt das System wegen (2.8; 9a, b) die Elgenschaft Ir
(Py= Py =P, =0).

Im Fall der Systeme hoherer Ordnung geben wir mittels der
kovarianten Ableitungen 4 in (1.3) den Beziehungen (2.8’; 9a, b) eine
geometrische Deutung. Da nach (1.3)

"7 0 = gneroiy (T 4
yy
ist, so wird (2.9a, b) in die Form geschrieben:

m-~ N\ 1 3
P — (m) P (2<p<m—1),
(2.19) p

m-1 . | X
4 gWi = gtmi 4 i = Pue®: .
m

Wenn auf einer Kurve die kovariante j—Ableltung eines Vektors vi
verschwindet oder solche Funktion A(¢) gibt, dass A(zv") verschwmdet,

so wollen wir sagen, dass der Vektor »* oder seine Richtung A-paral]el
ist. Dann gilt der Satz:

. Satz. Wenn von einem System der *‘ paths’ m-ter Ordnung (1.1)
durch jedes Kurvenelement (m—I1)-ter Ordnung eine einzige Integral-
kurve lauft, so ist lungs jeder Kur've bzw langs jedes ** path ” die
Richtung thres Tangentenvektors d- A- J parallel bzw. A-pa'rallel
und hat der Vektor 9.H*® dieselbe Rz‘chtung wie der Tangentenvektlor ;
und umgekehrt.

Da namhch

A (,wz) — (m p)z(u),v(m - u)t+(m)_1m PR r— p)z(u)H( ),v('r p-u)i

r=p u-o p

= plm- p),v,_*_m"z:-l(m—p) A(u)[,v(m-p-u)i_i_ 2 H‘ - p—u):]
u )7

r<ptu p+u
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oder o

m A m-p —_ m-p-u [

a4 ) = uz_}:(mu p) 2007 g g (av* = )
ist, haben wir nach (2.19)

mjp(zx(l)i) — (?) 1me ”(10+u) P A(‘u)x(l)‘b

u=0

Wéihlt man also ldngs der Kurve die Funktion A(f) so, dass
m:‘p p+u %) —

so verschwindet die kovariante Ableitungmjp(zx‘m) .
Man kann auch die Beziehung (2.9a2) nach (1.13) in der Gestalt
schreiben :

(2.20) Ki=—1 pgwi
m

Der Vektor K* hat auch dieselbe ﬁichtung wie x(l)“

Bemerkung. Da nach (1.3, 6, 8) 8z @%/dt = Wi ist, so kann man
(2.9a, b) mittels der Grundiibertragungen umschreiben.

9. Die Torsionsgrossen und die Skalare Sp). Um einige Bezie-
hungen zwischen den Torsionsgrossen und den Skalaren Sg)(u = 2, 3,
., m—1) herzuleiten, beweisen wir zunichst die Hilfsformeln

(2.21) R S‘»xu)’ = —pplatDi_p Z( 1)=- 1( !)'st(q—s+l)i
._.z%( l)s 1( )’st(q—s+1)z ((1=1. 2’ v ,m—-l),

wobei Ky =1 und die Koeffizienten K, die von ¢ unabhingigen Poly-
nome von P;, Pz, ..., Pp-1 sind. Im Fall ¢ =m—1 muss man (¥
in der rechten Seite von (2.21) durch —H*® ersetzen.

Da nach (1.8, 10a)

R(S’}xu)a — Q(S}-’x“” J— 7]7;’ A1 Hi = —_—p @1 + p- Pm- 1 s

ist, so gilt (2.21) fir ¢ =1, wo K; = % .. Wenn (2.21) fiir g = 1,
2, oo, u(<m—1) gilltig ist, so haben wir nach (1.10b)
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. - . - u . -
Ryif) ™ = Qi) aWi— E Q(JHS.’ Rz
u u -1
— 2 2 (1) T ——— K, Qi ) x|
8=07r=g ('r-—- )'

Da nun nach (1.8), (2.9a, b)

r! . - — — 1
Quivaf) wir-e+Dh — (m—u+s—1)! (u+1)! R

7=z (r—s)! m!
= ___(_d(z:t-_'::_-)i!)_'_w(u—uz)i +(7n—u+8,;z‘]'-)! (v+1)! Poseg 205

ist, wo 2% durch —H'® ersetzt wird, so erhalten wir

R (i — < —1)*-! (u+1)! K.p(w-8+2)i
(+1$.1 Z( ) (u__ +1)' s

— (=1 1‘”’*“**“;})' WAD b rs K

Setzen wir also d

—1)e+1 _
(2.22) Ko=1, I{a+1"—'(—'m’l—')qﬁsi0 (—1)8-1(”2_11‘*'3“1) ! Progis-1Ks

(@=0,1, ..., m—2), so folgt (2.21) (¢ = u+1). Somit schliesst man
nach Induktion die Richtigkeit von (2.21). Wir bemerken, dass (2.21)
fur ¢ = 0 wegen (1.10d) trivialerweise richtig ist. 7

Die Polynome K, (0 <s=<m—1) von P,, P2, ..., P,,_, lassen sich
durch die rekurrenten Formeln (2.22) bestimmen. Man kann (2.22)
unter der Voraussetzung P,, =1 so umschreiben:

(2.22) iﬁ; (1P —%+8)! Prssa Ko =0 (u=1,2, ..., m—1).

Bildet man aus den Operatoren P in (1.17) neue Operatoren zW*pQ,
so hat man nach (1.14b, 22), (2.21)

, m-—1 —
eWEp@f = ’Z) Seurt E (—1)*t (u—q)! K au-a-s+1l
u=q

(u—q—s)!

="V (— 1)8“1; @+ g grof

5-0
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oder

(2.23) xa’"?‘é”f =mg—l(—1)sg%$ﬂ&dq+af (q=0, 1, ..., m—l) ’

wo ‘
Aof = Foi 8V 4 Loy 8@ 4 « « « + Fim g 6™ Vi fpe 1 H4

gesetzt ist. Wenn f von ¢ unabhingig ist, so ist 4of = df/dt und aus
(2.23) folgt insbesondere

(2.23") F Wk POF — d—{ +"§i (—1ys! K. 4.f .
Weiter kann man leicht nach (1.8, 23), (2.9a, b) die folgende Bezie-
hung herleiten: .
2.24)  4,QiQ = M—T-‘?Z)—!"Ps(m—v)j P8
m !

m—v).v! (m—v+s—1)! ,,;
—'( ) ( + ) H(m—'v+s—1).1'

m!s!
1 —mst Laeasi figr s> 2,
+ —P,8m"18 + 8
m
+mQLY fir s=1.

Wenn wir aus einer Torsionsgrosse S@7% (0<¢q, r, s<m—1) in
(1.16b—f) durch Multiplikation mit xz®* wund durch Uberschiebungen
einen Skalar SY)xW* oder S x™* bilden, so wird dieser Skalar
durch einen der Skalare S,y und die Skalare P, P:, ..., P,-1 aus-
gedriickt (Ausnahmefall: ¢ =r =0, s = m—1). Wir mochten im Fall
der Torsionsgrﬁssen aus (1.16f)

259 = SR PPQin — S RINTOQED (6 <m—1)

diese Umstéinde klarmacheh. Wir setzen hier voraus, dass H* nicht von
t abhingt (vgl. Nr. 11, Bemerkung). - Man berechnet nach (2.21, 23’):

25O Ok — 2 REQ o(lit Q(S‘;}+02 E=( 1)"v! KRES 4.Q053
L

=TI+A;+A: (gesetzt).
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Unter Beriicksichtigung von (1.8), (2.24) erhalten wir

-]
[

m-1

! _— 1!
4, =5F (—ppstnostuinl g,
=0 m:.u!

Poyim-o1wn RES) 2®7

8
<
-

< a-1 .
— 5 (—prenlmosto). S'Ks_u+1R?‘°’—mK1% QIIRES)

ol acu m—s—u s'(m—s+u+v—1 !
_u=0 'v=1( 1)’”( ) m' u' ) KH(m-8+u+v—1)hR(u)5
8—-1m-1 ' ' 1
y o (T —1= (mmvs:;?) UKo Pom-srumn RES)2M
®w=0 v=
2l m—v+1). 8! :
B M Aty S T

0__$ 5V _qyp(m—s+ u) s!
+MK1R(s),1 'vz=‘i g( ) ( _ 1) N Kv
= B+ As+ As+ As  (gesetzt)

Q(i—'u +1 (u)R( ®

u)i

und
=5ty ) KR<,, oS (—1p (m—=s+ 0! g 40sipOP,....
8-1 g-1 ‘ol
+3 2V Rl R RS
= A¢+ B:+ A7 (gesetzt),
da
82-:\' u! r(O)Q.?(u)m(u -v+Dh 7('0) 2 ' Qg;s,,;i)x(u_v-ﬂ)h]
u=v (Uu—v)! u=v (u—v) !
+,,§_—-,", (u— v)! Q“Su)R(““"””
! _ ! o
(8— ) 'R(s—v+$ +S : (mm .'9+1)) : x(l)apg,ﬂ)Pm_s+v

_sl(m—s+v)! 0y =Y u.s! 0)
p Pm«s-v-'vR(ng + E —(8"—'0+1) 1 Q( v+1) R(us
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Und wir berechnen _
. 8 U -
K R(s v+§()]:)i + 21 mQé...(f)lz R(’S))

1)° (m—s). s!

As+ A =
° T '02=1( (s—v+1)!
= Ag+1I (gesetzt),
(—1)*n(m—s).s! Ksy1 .

(0) ___
N5

~ist.

As+ A4+ A+ As = R{,
Somit erhalten wir wegen (1.10b, 20)
25080 = R0+ 31 QAR+ 3 RS- Qi
—(—1)*n(m—s). s! Ks,1+Bi+ B:
= Sesn—(—1)*n(m—s). s! Kss1+ B+ B:

Ferner berechnet man. unter Beriicksichtigung von (2.14a, ¢; 21, 23')
— 1 !
sl(m—s+u)!v! KK Poom—ssup@® 2Dk

-1 8-1 «
Bi+ B; = 2 2 S (— 1)v+w- -1
v=1 u=0 w==0 m! (u-—w)l
2 :2 ( 1)v+w sl (m—‘;—l" 'U) Lw! KvaAme—s+v
| { — 1
S ystimostiig dp
8—1 m-1 1 1 _ 1
== Z 2 (_1)'v+w8. w (m' S+’U) .KngZA[me_s+v]
v=0 w=1 m!
s—1 ' _ 1
+ S (—ypstn—st)l g dp .,
»=0 m! d
8—1 1
= — 3 (— l)v(s v). s! (’l"n S+'U)'Pm .
=0 m!
=1 m=-1 - . ! _ 1 1
— 5 (—1yrew (m—s+v—w). s (7:'& s+v+w—1)
=0 w=2 m!
'(m— ! d
1 v dt Pm~s+v

s~—1
X Pm_ssvsw lKva+Zo(--1)”s (mms+v)rK

Ci1+ Co+IIT (gesetzt)
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Wegen P, (u>m) =0 und (2.22’) hat man

! s+l s—w+l
Ce=—2_31S" (1) “(m—s+v—w). (m—s+v+w—1)!
- mw=2 =0

x Pm—s+v+w—1 KDKW

8+1 8—

L'E:, 2( 1)+ (@—1w). (M—8+0+w—1)! Prosrviwri KoK

—(—=1)*"Y (m—s). 8! K, .1

= LS (1w, m—s+w—1)! Pprsru 1Ko +(—1)"(m—s). 8! Ki.

lw-

2_]( 1)*(1—w). (m—s+w)'P,,, s+ wKu Ky

= JV+V+C; (gesetzt)

und

CitC=—Sm=8)p g
m!

Zusammenfassend erreichén wir die Beziehung

2SO0 gk = S —(—1)"(n—1) (m—3). s! Kou1

(2.25)
(s=12,...,m—2),
wobei
S(s+1) = S(8+1)+ % (_l)ww (m-——s+w 1) ! Pm s+w-—lK
(2.26)

+_; 2 (—-1)”(7?'&"—8’*‘7)) ! Kv“‘d‘“Pm—s+v
m!io dt

ist. Nebenbei beachten wir, dass das zweite Glied in der rechten Seite
von (2.26) in die Gestalt

-.% §.s“—"o(—"].)w(s_'u)""'1)- (m—s+w—1) ! Pm—s+w-—1Kw

geschrieben werden kann.
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Die neu definierten Skalare S, spielen in unserer projektiven
Theorie eine wichtige Rolle (vgl. Nr. 18, 14).

10. Einige Hilfsformeln. Erstens, wenn f eine von ¢ unabhéngige
Funktion ist, gelten die Formeln

(a) Asf+ds 1f—Pedm-1f (@RX3),

(2.27)

(b) A1~—f—- _d; 1f+—f—P1Jm 1
z.B.

d ro g (S i . 5)
42 f = 4 S e —fomriHl

. m-2 — .
= (4™ + 2 [(x-’lsf )(m'—(r+: l)f (r+s—l):i] g+

m+2

+ >._| (7'+ 1>.f( (T s+2)g_f(m ])JJaH

r=sg~-1

«Jaf + 2 s_”: 1>f(r)a' w2 — Py fim-1i 2 (2 9).

r=s-1

Zweitens, wenn ein Differentialoperator % fiir die Funktionen
Py, P,, ..., P,_1 definiert ist, so driickt DK, sich in der Form

(2.28) SK. = (-3 5 (—hmreti=Diggop, .,
| r=1,2,...,m-—1)
aus. Da 9K, = *—,@Pm y ist, so gilt (2.28) offenbar fiir »r = 1. Sei
nun die Formel fiir rgq giiltig, so haben wir nach (2. 22) 2.28) (»<q)
(=D m! SKos = 23 (=1 m—g+7—1)! K DPngoras

+2‘1}"}-—%">-i‘1( 1),,+t(m g+r—1!(m+s+t—n)!

r=1 8=0 t=0 m'

X Pm—q+‘r—1KaKt$Pm+s+t-r

[
)
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=3 (=) Hm—v—1)! Ky-s DPmos-s
+ 5 B (e m—gr=D ! (m—v—1)!
r=1 =0 v=0 o m!

X Pm—q+r—1KsK'r—s—v-1$Pm—1:-;1 .
Da > S =5 &1 ist und nach (2.22)

r=1 g=0 v-0 v=0 8=0r=s+e+l
q
>_.\—‘ 1(_1)7_0—1(7n_q-|"'r'_1)! Pm—-q +r—-1Kr-—s—'v—l = ("'" 1)"‘”‘1m ! Kq—s-v
r=stvt » '

ist, so folgt

(—=1)"*m ! DKy = S qi)(—l)q‘”‘?(m—v—l)! KoKo-sv DPr—v-1

v=0 8=0

Q-

k]

(=D Y m+s+t—q—1)! K. K; DPomisitg-1«

[/4
= ;

s}

8=

i

(=]

Drittens wenden wir 4, (m—1>s>>1) auf R{?} (¢ <m—1) an.
Es gelten

. 1RO = qRiIO+ S S (112 (m—a +¢")!
(2.298) AR = aRa+ 3 D o Te

x Kvx“""' —v+hip, l(m—q"-ra")hR(g"()o} ’

i — q! - T er N R ©@
2.29b) 4RSS s!(q-—s—l—l)!(m s+1+g—s+1)Ri_,. )

e’ 1 ¢l (m—q' +q")!
+ 5 Sy timod+a))!
42¢’>9""20 v=0 m! (@—q'—v)! ¢!

x K@@~ iPy, g omBRES) (22),

wo RS (w<C0)=0 ist. Hier wollen wir (2.29b) beweisen. Nach
-(1.14a, 15), (2.24) (¢’—q’’ <m—1) hat man

m—q" +q¢").q"! (m—q" +q¢"+s5—1)!

4R} = —

9=29">q"’ =0 m! s! q'r!
., e R’ (0 .
x REWHE - o +qrrva-nn-BES] :
m—s+1 q! -1, Ri @) RO
—_——_ ,5-1, Y (Al — Al 18;'—q”R(1q$7s’ Ry
s aze’>0720 "' (" —q")!

< ¢!m—a'+d piw , "
<7 (= ! qny . (RESHIEOY) Popmegr + oy RS -
a=q’>q"’ 20 m.q . .
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Das dritte Glied in der rechten Seite geht nach (1.14b), (2.21) sogleich
in das zweite Glied von (2.29b) iber, und, da HE o iqrss-nnee fUr
q’—q’’ < s verschwindet, erhilt man nach (1.8, 14b)

das erste Glied

— (m——q +q") q R ) ’ (¢ ")Rh"
a- qu%Zq"zo s! (q —s+ 1)' % Q(q ’~g+1)h/* V(g S

—_ q!
{(g—s+1)!s !q—qu’-ESZtI”ZO

- ll hll
(m - q’ + q”)R‘zq(?-s-l-sl;}y Q(q’—s+{)h'2 5

— q! S
(g—s+1)!s!a-s+12r>¢720

=5+ 1—r+q" )R- QT RES)

@) »

das zweite Glied

=4 >
sl (@g—s+1)!q-s+12r0

(m—s+ l)R(q—s-i-l)(;z R? 5

3 >

daraus folgt unter der Voraussetzung Q{%) = &

die Summe dieser Glieder

— q! b
8! (q—s+1) ! a-s+15720720

> 4 24 44
(m—s +1—r+ q”)R(:,-m)‘Z? Q?r)(qh'ZR &

(qlf .1 )

[ ]

Da nach (1.10a, b)

2, QURES) =0 far r>0,
Q‘s*l k2(a’’) . ”
r?;u R(q s+1)h’ Q(r)?w =0 fiir q___8+ 1 > q

sind, so hat man

<Y

,, hl 7 hll 0
G—a+l‘Z‘:‘2q;'20(m s+1— —r+q ) R(q-sﬂ)h' (r)(z”) R(q" )

+1 »r

3 (m—s+1—1) Ré o QUSE? RES)

a-

Ms

b ]
i
(=

g—8+1 g—s8+1 ,; (r) h’(q’’) h” 0)
+ quE.._o ,_Eq;, R(a 8+1)h' Q(r)’qlll (Q’S
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0) Q1 (0) RRh*(©
(m—s+1)B¢_,. % Q(o)}g'2 Ry

+(@—8+1) RG-S Q% REZ, D;

= —(m—s+1+q—s+1) Ri_... .
Somit ist (2.29b) bewiesen. Ganz analog konnen wir (2.29a) beweisen.

11. Beziehungen zwischen den Skalaren S} . Die Skalare Sg,

» Sm-v, welche in Nr. 3 aus den Grundiibertragungen hergeleitet
werden, beziehen sich eng mit den Torsionsgrossen in der affinen
Theorie, wie man in Nr. 9 sieht. Im Folgenden mochten wir die
Beziehungen zwischen den modifizierten Skalaren S klarmachen,
welche in unserer projektiven Theorie zu wichtigem Resultat fithren
werden (Nr. 14). Es bestehen

Fir 2<u<<m—1, 2<s<m—1
4hSay =uS¢),

Ass(t) = u;-l)S(:_a+1) fﬁl‘ [/ g s+ 1 ’
(2.30) ‘

= ( ‘ fir u=s,
= (=1 (m+1) fir v =s8—1
Cu(u+1)

=0 , fir «<s—2;

4SE -y =(m—1)S¢ (""t;z‘_"_" ;; Vp,

(2.31) | 4sS(m-n= (m Z)S*—; (n—}zn(ml-;l)P fir 2<s<m—2,

_(n—1) ('m+1)P

fi =m—1.
mm—1) ir s=m

Im Fall m = 8 bzw. 4 gehen diese Formeln iiber in

(2.82)  4Sg =2s;;,—_§.-(n--—1)P1, 4SE = ——g——(n—l)Pz,
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‘bzw.

( 418 = 33(5)*1%("&—1)1’1 » 4SEH = 28§,

(2.33) | 484 = S(’{)"fé(n—.l)Pz , &SEH =0,

45SE = ——5-(ﬁ~1)Ps , £5S3 = %(n-—l) ;

(131, (3.30b) und (4.30a, b)).

Beweis. Unter der Voraussetzung, dass H°® nicht von ¢ abhang't
(vgl. Bemerkung), wollen wir hier den Beweis im Fall 2 <ssSm—1
vorausschicken. Aus (1.20) haben wir, beriicksichtigend (2.27a),

(2.34) A.S(u, = — 2 U= A,Q(us )R — “EJ:“;"Q«A )4, RE)

+ S arm F Qi+ R a0l

+ 41QE ) — Padm Q) 1k
wobei nach (2.24, 29b)

1 (;m— .
A,Q — ul(m—u+7)!
m! !

Ps(m—ui-r)jxu)l + ‘-"—*(m I)P zz:l 8‘

__(m—u+r).u!(m—u+r+s’—1)!H1 _
m’ T' 8' " (m—-wu+r+s-1)7

_ —-s+1( _1)8; 1 5

= 4;1;+/21}+,119;3+12?;3 ~ (gesetzt),

j 1 rl(m—q’ +q")! —@+veD)j
4RO = Y(—1)-LT K, xr— +v+li
RN = r=q’ >Eq"20 v-O( ) m! (r—qg —v)! g’ "’

X Pg(m_q' q”)h"R(q SO)
r!
sl (r—s+1)!

(m—s+ 1 +r—8+1)R{_,.\?

= it B;z (gesetzt),



66 H. Hombu

(u—1)! ('m.—-u+'r+1)'
m! r!

ds Q(u 1r) = s(m u+r+1)_1'xu)‘

_(m—u+r+1). (u—1)! (m—u+r+s)!
m! r!s!

H(:n—u-l-r+a).‘i

+Konst. = 421;'-+ §§+Konst. - (gesetzt),

N = (u—1)! (m—u+r+1)!
m! »r!

(1)¢

ds-1 Q(‘- “P, s—1(m-u+r+1)5T

_(m—u+r+1). (u—1)! (m—u+r+s—1)!
m! r! (s—1)!

H(:n-—u-#r-u—l).i

m—s+2 . '
M—8¥Zpp2 8 fur s=3
+(“ 1) I s—1 1%, W8

mQE - - | filr s=2

= L+B+B;  (gesetzt),

— _— ’ |
(u 1! (Z‘ :"+'r+]') Pm-l(m—u+r+1)ﬂ(n‘

An1Q¢-3)

2
m—1

—1\ qu- .
::b—z) Bu-f—ls?i
= A ;Z+.;1;3 (gesetzt)

sind. Wegen (1.8, 14a) haben wir dann

I=— z “=T(Bi+ BYR{SI— S u—r Q(us>Bf+2 R{S)(Bi+B)

(u_l)! u—8+1 _ . _ o
= STu—s+ D)1 Tgo[(u rYim—u+r)—(u—r—s+1)

 x(mt+r—s+l)—s(m—u+r+ 1)] Qé-a+IRET

Die Zahl in grosser Klammer ist —(u—s)(u—s+1—r)—(m+1); somit
erhalten wir wegen (1.10b)
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- — 1\ =8y — +1 .
(u ) I f_s_,_l LTS Q- S RE) fiur u>s+1,
0 fiir u =3s ,
n(m + ‘
uw+1) fﬂ. = _1’
u(u+1) ru=s
S0 fir u < s—2.
Setzt man ‘ ,_

d s (r u;2 y d
“dr Qi-57 +,§ Ré&‘%’—dt—B;

r=0

m=-5 “=T ASRI—P, z R4},
s0o haben wir ganz analog

(u—-l) 2 R(SO) Q(u_s? fﬁr u=s8+1,

(2.36) II =
0 fir u<s,
@.87) II= —2m+Dsm.p
m(m—1) *
Da nach (2.21) |
-1 (m— ! ) .
(2.38) ::_T::] .(_"ZI’__rp_"tL)_ P (m—p+r).1'R(:'SOz) ANy

-1
= r}__:b (=D Y m—p+v)! dpp..P.K,

ist, gewinnen wir

Cl___zu "'Az .10)

r=0

—_ ! vu=1u-1 —_ . .
(u 1) Tl a2 1)o-1= "‘)(’:Tv);u+r)vp sm—-u+ri BTV,

u

ng_j uurQ (r)Aa

r=1
- " ‘P .,
1'20 r+1207>¢720 vz-]o (=1) m! (r—q —v+ 1) 19! s(m—a’+a’")n’’

’r -
(}:1”0)Q(u 1')3) x(’r q’ v+2)3Kv ,
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u=2 . .
=S1472 QL &
z‘_b 31 dt Q(u 181

_ (=1l o -l u g2 o1 (M~ +q") ! (m—u+q' +v+1)!
m! Fr o m! g"!

d.
x P, s(m—a’ + qu)h//R(}:],r’fs? dt

dm—u+q’+v+1 H‘- Kv

2 -1 ! —_ "y
1y-1.rlom q +q")!
r==1 q’=1q’—0v§j0( ) m'('r q )'q”'

X Q(:o—l(;‘}x(r—q K, ,

Ps(m—-q’ +a’")h'? R(':J”,'g(:)
2 R
(St dt

= =D vty et o+ 1) 1%t 0niPs. Ko
m! v=0 dt

u-2 u—-2 !
+ vz::) ,Z;,( l)v (m (u—-'-q;;*-l) Ps(m u+‘r+1)ix(r v+2)1K

=} (m—u+r+1)! o
+ 7‘220 ( :" + ) Ps(m—u+r+l)jR(’_So‘.)x(2,;] ,

" piogi — (u— 1)' v~1
=§R(’r8s"gj T ( =1 m—u+v+1)! dn-wiviiPo1. Ky,

— U2 i) A — _ U— 1)' -1
Ce=—Ps§__‘bR(’,S,-43,- - PE( 1) (m—u+v+1)!

v=0

X dn-uivil Pm-1 . Ky »

Wenn wir beriicksichtigen, dass

u-2 r+1¢’ -1r-q¢’+1 -2 r ¢ -17r-q¢

uw=2 r
Y Y @ o ¢+ —y ¢ o
r=0¢q ~1 q’>-’—-—‘-0 02_6 ,gl,;:‘ 201%‘6 r}:b qZ—OqZ @ =r-v+l >y

so konnen wir nach (2.9b, 38) ohne Schwierigkeit berechnen:

Cot Com — W=D E ST (_ppovw

m! =1 'v-O w=0

™ . —_— !
 u—g'—v). (m u-’l;g' +v)! (m—q'+w)! Pm- u+q,+,,4m_q,,,wP K.,K.,
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—_ ! u-2u-v-2
_(u 1)'l~Pm-12 2( 1)**"*(m—u+v+w+1)!
mom- v=0 w=0

X Am-u+v+tw+1Ps . Kva

+(u——1)!’§“‘>‘1—3‘2‘:g:1( 1)q,ﬂ,,(m u+qg +v+1)! (m—q' +w)!

m! -1 v=0 m!
¢ p KK,
xbd? m-u+q’ +v+1° Am—q'+is vilw

u—1)! L¥m—u+q”+1)! D
N ( m! ) 97 0( qllqy ) Ps(m—-u+q”+1)h"R(’,LII/$%)x‘2)1 .

Daraus folgt durch die Transformation ¢ = q’+v im ersten und dritten
Glied :

Ci4 Cot Cot Cy = (B~ 1)' PSY (1) m—u+ v+ 1) 1% 4 s 0s1Ps . Ko
m! Tm! & I dt

N
g-n

u—-

g-1q

v-1 - ‘
+ ST (— 1)‘,,4.,,,(m —u+g+1)! (:n g+v+w)!
g=1 »=0 w=0 m!
d
- X _d_i-Pm-u+q+1 Am—q+v+wP K Kw}

— u-1 .
+ %7,—11)”,?—%, (—1)*(u—v). (Mm—u+v)! Kpdm-u+oPs

_“‘1"“1‘"}1’{1( )1,+w(u qQ).(m—u+q)! (m—aqg+v+w)!
=0 m!

x Pm_u+a Am-—q+'v+'is . Kva}

_ (u—1)!

o D1+——————(u’;z"1)!E1 (gesetzt) ;

(4:Sey = I+IT+III+ Cs + Cs + (u—1)! /m!. (D;+ E)) nach (2.34)). Aus
(2.26) hat man nun nach (2.27a)

As(S(u)—'S(u))—&,n—l)L{E( 1)q(m u+Q+1)'———P —u+g+1 dsKq

: )
‘Ast—u+'v+ . Kv
dt '

u=-2
+ _Z;(——l)”(m—u+v+1) !
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—_— ! u-2
— (um '1) ‘P, E_% (—1y(m—u+v+1)! Kodm_1Pm-sivs1

—1)!
ium_lL =( 1)’(m—u+v+1)! Ky doe1 Prsivi1

v

—1)! = |

+ iu__'l_)L ‘E=1: (—1)"1}. (m—u+’v)! (despm—-u-kv Pm—“+”A3K”)
= 1)!(D2+D + E:+ E g
== s+ FE2+ E3) (gesetzt).

Wegen (2.14¢), (2.28) (9 = 4,) und P,(w > m) = 0 erhilt man.

u- 3 1 — —
Dy+ Dy=— ( 1),,(m utv s+t)' (m—u+v+s)! jtp”"

U+V+8 * Ko

u—-2¢g-s+lg-s8-v+1

+ 5SS e

g=8-1 v=0 w=

x m—q+v+w—s). (m—u+q+1)! (m—qg+v+w+s—1)!
m! s!

d

X Pm_giviwis-1 Kva‘;lz‘Pm-u+q+1 >

g—-8+l g~v-3+1 ¢-s+lq-w-s8+l .

da > > = > 3> ist, so lautet nach (2.22/)

v=0 w=0 w=0 =0
g—-8+1 g-8-v+1

> Z (1) (m—g+v+w—s). (m—q+v+w+s—1)!

»=0 w=0

x Pm_q+v+w+3_1Kva = (——l)q_s+1(m+q—38+2). m! Kq—s+1 .

Folglich gewinnen wir

@39) 1v="L"Dlp,+py = L= GoDIS gy,
m! m! v=0

x (m—-u+s+v)!Kq,gt— M-V +8

Setzt man nun V—=-C6+(u—1)!/m! . D3, so folgt gléich nach (2.14¢)

(2.40) V=—m"38sm1p
: m—1
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| Da wir leicht nach (2.22/, 28)

a-v-1

v viw®—q).(m—u+q)! (m—q+v+w)!
wz:‘o( D m!

HMI

-1
vz P m-swu+q
X AoPm—qrvswKoKw+ 20 (—1)*(u—v).(m—u+v)! KydsPm_uro =0
beweisén konnen, so ergibt sich

VI=Cot YD (E, 1 Bor )
(u;n“l)' {2( —1)" Y m—u+v+1)! 2dm-usv:1Psy

+ 5 (~1)"—v). (n—u+2)! 2mu.oPs

uw—-1 ¢g-1¢g-v-1

Y +w —d4qd). _ - !
-5 (—1)o+w 2—9). (m u+q)'(m q+'v+W)
v=0 w=g m!

HO

Q
[

X P”;_u.*_q . 2&”[m-q+v+is] Kva} ;
daraus folgt nach leichter Rechnung wegen (2.14a, ¢; 22’)

[(u—s). (u—1)1%5"

E (—1)”1}.(m—u+8+’0—1)! Pm—u+g+v-1Kv
sl m! -1
+ﬁ_‘i33»—1ps fir vw>=s,
(2.41) VI= m
m+1 .
— L fii =s—1,
2@+ r u=s:s
0 . fir u<s—2.

Da 48wy = I+ I+ II+IV+ V+ VI ist, so folgen die Beziehungen
(2.30, 31) filr s =2 sofort nach (2.35, 36, 37, 39, 40, 41).

Mittels (2.14a, 227, 28, 29a) konnen wir analog die Beziehungen
(2.30, 31) filr s=1 beweisen. Wir werden aber spidter aus anderer
Betrachtung die Beziehungen fiir 4S{, erkennen (vgl. Nr. 14, Bemer-
kung).

Bemerkung. Die Beziehungen (2.25, 26) zwischen den Torsions-
grossen und den Skalaren S, sowie die gegenseitigen Beziehungen dieser
Skalare (2.30, 31) haben wir unter der Voraussetzung, dass H® nicht
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von ¢ abhéngt, hergeleitet. Diese Beziehungen sind aber dann auch
giiltig, wenn H*® von t abhidngt, also von der Gestalt (2.8) ist. Man

kann némlich leicht sehen, dass (2.23’) und (2.27a, b) auch fiir die
Funktion f, die von ¢ abhingen mag, bestehen, indem man E%— durch
4o ersetzt ; und dass die Beziehungen (2.25, 26) sowie (2.30, 81), deren

Beweis sich auf (2.23’), (2.27a, b) stiitzt, deshalb giiltig sind, wobei

man 7‘% in S¢) durch 4 ersetzen muss. Andererseits, wenn wir die

Grosse, welche aus S, durch diese Ersetzung entsteht, mit 'S¢, be-
zeichnen, so ist nach (1.20), (2.26)

S(Z) S(u) = 2 R(rSO)BtQ(u 1‘{7) %:QL 2 ( l)r(m*u+r+ 1)'
X ath—u-x-r+1 . Kr,v
da df/dt = 4of+9:f ist. Da nach (1.8), (2.8, 9b)

1 —_ ! .
2QE_§ = (u—1)! (Z' :5'+7'+1) (3 H)(m wrrsn i T

9P, = 34 H (v= 2)

sind, so hat man unter Beriicksichtigung von (2.38)
: —1)!
Sgy—'Sé = %ﬁ«v( D"(m—u+r+1)! (4,9, H—8:dF H)EK,;

da 4,, 9; vertauschbar sind, folgt ‘S% = S%,. Somit ist die Behaupt-
ung klar. Neben (2.30, 31) bestehen noch die Beziehungen

(2.42) | 3S%H=0 Zu<m—2), 8,S%._ 1)___(n7—nz)n(_qiz14)-1)P

(vgl. Nr. 14, Bemerkung).

§3. PROJEKTIVE TRANSFORMATION. DAS AUSGE-
ZEICHNETE SYSTEM EINER PROJEKTIVEN KLASSE.

12. Projektive Transformation. Nun seien zwei Systeme der
‘“ paths ”’ m-ter Ordnung (1.1) und
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(3:1) i /i, 2, &0, ..., 2@ D) =0

vorgelegt. Wenn jede Integralkurve eines der beiden Systeme auch
diejenige des anderen ist, d.h. die beiden Systeme der *‘ paths’’ vollig
itbereinanderliegen, so wollen wir, wie im Fall der Systeme zweiter
Ordnung, sagen, dass sie miteinander projektiv verwandt sind. Zwei
Systeme unterscheiden sich dann voneinander nur durch ihre Para-
metrisierung auf gemeinsamen Integralkurven. In der Arbeit [3] haben
wir im allgemeinen die Beziehung zweier projektiv verwandten Systeme
studiert. Wir zeigen im Folgenden, wie die Beziehung, falls die Systeme
die Eigenschaft I’ besitzen, sich gestaltet.

Zunichst setzen wir voraus, dass jede Integralkurve von (3.1) eine
von (1.1) ist. Wir betrachten eine Losung des Systems (3.1) ¢ = x¢ ()
(die Integralkurve C) mit der Anfangsbedingung

ot =gl gV = gD | Vi = - Di fir T=1,.

Durch passende Wahl des Parameters ¢ wird die Kurve C eine _L6s1_mg
von (1.1). t und t beziehen sich auf C mit einer Funktion & = {(?),

welche sich durch die Anfangsbedingung oder durch %, xi, 2%, ...,
2@ V¢ bestimmt. Lings C bestehen dann nach (2.2)

(38.2) 2V = Zr]a;‘x(?"' r=1,2,..., m.
8=1
Setzt man x™%¢ = —Hi xm¥ = — [, so erhilt man nach (2.3)

(3.8) Hit,z, 2@, ..., a™ D) —F"HiE, x, 2D, ..., 2™ D)
m=-1 —_
+ Z;; e =0 .
Andererseits erhilt man aus (2.7)
Hi(t, x, x(l)’ cee y x(m—l)) = i”nH"'(z’ x, x(_f)’ ceos x(W:T))
m-g — _—
—_— >: a:"x(s)‘b._amx(])‘ ,
8=2
wo 2% die Gestalt (3.2) annimmt, indem man bzw. ¢, t/, &%, o™, ...,

x(m_l)‘i, al’ az’ eoey am_l durch sz. f, t’ x’i’ x(_l)i’ eee y x(m——f)i’ i" i’l’ ey
tm-1 ersetzt. Somit geht (3.8) nach (2.3) iiber in



74 H. Hombu

(3‘4) Hi(-t" x) a;(l_)’ LR L 4 x(m))—ﬁi(fp x; w(l_)-’ e s e yx(m)

+ [f‘m’——am(f, t,z, 2D, ..., gD 0 F@ f‘"“l’)]x(-l)i =0.

Die zu t inverse Funktion ¢= t(f) hingt wie £ von &, 2, %, ...,
x> ab. Setzt man also £ =1, sind dann ¢, ¢/, I, ..., ™ yon %,
x§, ..., 2D abhéingig, somit schliessen wir aus (3.4) durch diese Er-
setzung und dann durch Beseitigung von 0 und -, dass eine Funk-
tion p von ¢, 2%, 2%, ..., 2™~ yorhanden sein soll, so dass

ﬁ-i(t, x, x“’, eeey x('m-l)) = H'.(t’ x, x(l)’ cens x(m—l))

(3.5) +P(t, x, x(x)’ ciey x(m-n)x(uc .

Besteht umgekehrt diese Beziehung, so haben die zwei Systeme (H?)
und (H ‘) nach (2.16) das assoziierte System gemeinsam, da

dx® dx
He—H" = H*—H"
dz dz

sie sind also miteinander projektiv verwandt.

Die Bedingung (3.5) ist daher notwendig und hinreichend dafiir,
dass zwei Systeme mit der Eigenschaft I projektiv verwandt sind.
Auf einer gemeinsamen Integralkurve der Systeme beziehen sich ihre
Parameter ¢ und ¢ nach (3.4, 5) mit der Differentialgleichung

= p(t, x, 2D, ..., ™Dy,

Wir wollen (3.5) die projektive (oder bahntreue) Transformation der
Systeme der ‘“paths’’ nennen, wo p beliebig sein darf. Z.B. ist jedes
System (1.1) mit der Eigenschaft 7" nach (2.8), (8.5) mit dem System
™+ *Hi = (0, das die Gruppe der Verschiebungen zulédsst, projektiv
verwandt. Andererseits, da 7% = 2™+ H* und Té = gm¥i+ Hi Vektoren
sind und nach (8.5) T—T% = px% ist, so ist p ein Skalar.

Besitzt das SysEem (H?) die Eigenschaft I, so ist auch das trans-
formierte System (H?) in (3.5), somit gelten nach Nr. 6

3. Hi=Pya®i, aH =mHi+ P a0, dsH"=—(?)x‘"’"”"'+P,m‘”‘.
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Setzt man darin (38.5), so erhilt man nach (2.8’: 9a, b)

(a) atp=ﬁ0"“POs
3.6) (b) 4p = (m—1)p+P1—P;,
(c) dep = P,—P, fir 2 <s<m-—1.

Betrachten wir die Differentialgleichungen
%p=—Py, dp=m—1)p—P, &p=—P:,

so sehen wir leicht [41dslp = —42p und die Vertauschbarkeit von 3¢, 4,
(s= 1, 2) wegen (2.14a, d). Eine Losung sei p, so verschwinden Po, P1
und P; fiir das System H®= Hi+px®% nach (8.6). Nach [3] oder Nr.
8 bleibt dann das Gleichungssystem (8.1) unter jeder linear gebrochenen
Parametertransformation unveridndert. Somit erkennen wir, dass in
jeder projektiven Klasse der Systeme m(=3)-ter Ordnung, die die
Eigenschaft I" besitzen, solche Systeme sich ergeben, welche den Para-
meter ¢ als projektiv tragen.

Das Hauptproblem der projektiven Theorie besteht darin, zu ent-
scheiden, ob zwei Systeme der ‘‘paths’’ in zwei Mannigfaltigkeiten
unter geeigneter Punkttransformation sowie geeigneter projektiven
Transformation equivalent sind, und alle Differentialkomitanten einer
projektiven Klasse zu suchen.

13. Die projektiv invarianten Grossen. Neben (38.5) wollen wir
die Transformation

(8.7a) Hit, 2z, ..., 2™ V; ¢ = Hit, 2, ..., x™D)
+ep(t, 2, ..., 2 D)
betrachten, wo man Hj} statt H* schreibt und e reelle Zahl im Intervall
[0, 1] ist. Das System Hi(e) = Hi(t, z, ..., 2™ D; ¢) ist fiir jedes €

mit dem System (H*0) = H{) projektiv verwandt und H¥(1) =
Aus (3.7a) haben wir

(3.7b) A (e) = paxV?;
Qe
9/3e ist nichts anderes als der Operator der infinitesimalen projektiven

Transformation. Bezeichnen wir die dem System (Hi(e)) gehorigen
Skalare P. mit P.(e). so ergeben sich nach (3.6b, ¢)
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(@) —:—Pl(e)ﬂm-—l)p = dp,
(3.8) €

(b) :P,(e)=a.,p C<s<m—1).
€

Nach (1.8), (8.7b) hat man gleich

. ! —_
m! !

P(m-—u+v)jx(l)i + ‘;——873_186’ 8;,)
' m

o <u§m—‘1). Somit erhidlt man nach (1.15) ($ = 9/%3¢) fiir
0 r<m—1 .

3 i(0) — Y t (o’ 3 R (g’’ 1 Y4
”FG:R & = . 2‘,21,,20138373 E;Q(q' W RS

PN g4

— 2 ST (—1)v-1 r! (m—q'+4q")!

Pim—q’+g"Yhrr

r2a’S'720 920 m!q"! (r—q'—w)!
x READ gr—d' v+ i g

oder

- 9 , r-1r-vqg -1 ' a7l (m—q + H)'
.9b _R@ro) — —1)v-1 q q): B
(8.90) Be 5 1?;"'—041?'"=1a'}"10( 1 ml g’ (r—g—v) 1l "

x RE/D gtr-a'-ov i g
Wir haben nach (1.21) den Operator

d . o .
Ei-f = %S+ f0i®D + . ..+ fom-2 €™ Y — fion_1);H?

definiert; wegen (8.7b) erhalten wir leicht

: 2 ( d d (af
_ 2 (2 )= 2 (2 ptpsrf.
(3.10) de dtf) dt ae) pdm-1S
Nun untersuchen wir das Verhalten der Skalare S¢, (u = 2, 3, ...,
m—1) bei einer projektiven Transformation (8.5) oder (8.7a). Da nach
(1.20)
(o —r—1 i (r 1 o d t (r
Sy = = 2T 2Qi BRI+ S REN-Q-8)

ist, setzen wir unter Beriicksichtigung von (8.10) .
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(3.11) f—s(m_l, =I+I+II+IV+V,
€ .
wo
_m <+ m—r—1 a T (r = Im—r—1 r) 3
I=—5 212 Qi BRE, H=—"35""""2Q4 )R,

NN & Y ms ‘¢
I = E,Rgsot)_d? "a‘:Q(:n—é)}) ’ IV="‘P %R{r?zdm-lQ(m— J) ’

m-8 a d
Dy 7(0)
V= F"laeR(hdtQ -4

gesetzt sind, welche wir im Folgenden nacheinander berechnen. (i):
Nach (8.9a) lautet

I= — o Riflp — 5 tm—r 1)+ Dpee nRES 2

oder nach (1.10d), (2.21)

= n, 1 = vi(m—r—1).(r+1)!
(312) I=-p— 1)?:”}1( 1) oy

X P(r+l)h x(r-—v+1)hK" .
(i): Nach (1.8), (3.9b) erhilt man gleich

813) I=-—L1 _3"SV'ST S (e

'm('m.-——l)v=o =1 q"=0r=v+q

(m—'r—l) (r+1)! ('m—q +q')! (r-a’ —v+Dh
m) "'('r q ’U)' A H(-H)hx e

% pmear s RS

(iif): Nach (2.21), (3.92) hat man

Il = S+ 1)(r+2) prrson 1) 2

m(m—1) 3 vl (’)"+2) ' d (r-v+DR R .
m(m—1) o ,,go (-1) (r—o)! dt Pr+n.T s
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das geht ohne weiteres iiber in

3.14) I = _-(—-_-B”if(w 1) +2) prrr oy RIO 23

m-—8 p-1 d
1 (-1 ‘”*2”37(

9
m(m—l) = 9e Pv+2 Kv

1 =P e (rD! R
—_— N (—1)? Pir vt DR
m(m_l) »=0 r:";l-l«l( ) (r—’l)—‘l) ! F(r+Dh . v

(iv): Da nach (2.24)

Am—lQ(fn_ ’.;’ .(”' +1)(r+ 2)Pm—-l(r+2).i ai— . 2
m(m—1) m—1

88}

ist, so ist wegen (2.38)

w=—2p L o (1) 0+2)! duiPriK, .
m—1 m(m—l) v=0

Ersetzt man nach (2.14c)
dyr2 Py = 47;1—1 Pv+2-m1%—-—3)~5?, ’

so erhilt man

— _(_2n —3 v
(3165) IV = (24 M= )p _1)?3( 1)°(w+2)!

x Pdm~l Pv+2K-u .

- (v): Nach (8.9b) ist

_ m_:‘ar 1 r-v q’\:‘ . 1(,'.+2) (m__q +qn)y
[ m(m 1),->J1v021q"=o 1) m! ¢! (r—q —v)!

d 175 s
x P("t—a'+v”)lcR(]qc"‘)°}7d—t~H(L+2)h g~ ~o+rDRE

1 ”“’“’3“‘ 1@ +v+2)! (m—q +q")!
m(m—-—l)go %1 q%()( 1 m!q'!

d ,
X P(m- 0"+q")kR(’q°”()?‘d—t“Aa’+v+2H ’. K,
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1 3l md r+2)! (m—q' +q'")!
EEZE( )1:1( )”( g +q")!
m(m—1)v=0 =1 =0 rZv+e’ m! q"! (r—q' —v)!
x H('Z'+2)h x(’r—()'—'v+2)h Pm—qr +a77)k R(’;”?K'v .
Da wegen (2.9b)

_gt—d"'*"*’H (q' ro+ 2) S T%Pé’*”*z a4 Py g™

m—4 m—v—38 m—3 m—-qg’'—8

qzl = qz.q g und wegen (2.22)

m-8 ¢’-1m-¢’~8 ( - Y1
F(—1)e 2@ +o+2)! tn—g'+¢")!
a’-1¢"7=0 v=0 (=1) m!q”!

P(m—q’+q”)kR(z" (_;)Pq' +v+2Kv

q"!

m-3 g/ -1 — 7y
2..: ; (=)™ (m ¢+q")! Pin-a +a R ENNKm o2
m-—

q"!

-8m-v-8 4 !
(— 1)1»@..._3_,.__ +2)! P +vsRE T K,
=0

sind, gewinnen Wir
1 m-4 m-—v—

m‘(m¥1)§) «?'31

8q¢’-1 ) 74%]
v-1_ (m—q'+q")!
q;:o( 1) q"! (m—q¢—v—2)!

xp (m-q’+a’’)e R(q" } (m—q’ - 'U).‘IK',

1 memg 3“%1( 7)o+ (@ +v+2)! (m—g'+w)!

3.16 +
( ) m(m——l)?-;ﬁ q§1 w=0 , m!
9 d
X—Phgriwe Ky Kio——Pyr v
3 " ° dt” Tt
1 23dmys @' +v+2)! ke, 0) g3
—_— S v 174 [ n) (2 v
mm—T) o oz VT g PR STE,

Lt 89 (D) in +)!
— —1)* 1
m(m—1) »= 2-_ll ng Ev: ) m!q"! (r—q —v)!

M..

x H(r+2)h x(r-q’—v-!—_Z)h P(m_qp_'_qu)k R({:ll Y Kv ’

das zweite Glied in der rechten Seite gehtA durch die Transformation
¢’ = r—v und nach (2.28) ilber in &

P-r+2-

—m S;: (" 1)"(r+2)! K,.(e)
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m—2 m-2 m-8 m-2 m-2
Mit Riicksicht auf Eo o= 2: PN 1¢+20(0,.,.,, berechnet man lei-
v=0 r=v v=0r-vi v=

cht aus (3.12, 14)

VI=das zweite Glied von I 4 das letzte Glied von IIT

1 %R (m—v—1). (r+1)! _
= 1 1)* ” (r-v+Dh T
m (m—1)+-0 'rs'u( ) (r—uv)! Per+np T K,

1 m-2
— <\ — » —y— '
m(m_l) 1’2:6( 1) (m v 1). (’U-I—l). A‘,U+1Po Ko ,

d.h. wegen (3.8b)

@1y Vi="=loy 1 B iyim—r—1). (r+1)!

m m (m—1) »=o
X a Pr+1 . Kr .
Oe

Setzt man im letzten Glied von (8.16) » an Stelle von »+1 und
beriicksichtigt

ST e=S"S T o0+3% ¥ 0pr,

-8m-v-2m-2 m-4dm-v-8 m-2 m-8 m-2
v=0 ¢'=1r=q

+o v=0 ¢’ =1r=¢"+v+1 v=0 r=v+1
so erhédlt man aus (3.18, 16)
IT + das letzte Glied von V'

- 1 m-3 "‘51:‘2 ‘g}‘ ’"i—j’- (—1)” (m—q'—v—1). (r+1)! (m—q' +q"")!
m(m—1) =0 =1 =0 r-0"+v m!qg"! (r—q" —v)!-
| % H({-+1)h -’ <v+Dh P(m-—q’+q”)kR(§/l ?Kv s

da

m-2 ! . , | .
2"‘ f-‘(_’"irll)_;“H}£+l)hx(r_q TorDA, = (q,+'v+1)! Aa’+v+1H"
r=q¢’+v (r—q —v)! "

ist, so ist wegen (2.9b, 38), (8.8b)
IT + das letzte Glied von V

— 1 mmre q’z_l(_l)v‘ (m—q'+q")!
m(m—1) 50 =1 o Q" (m—q' —v—2)!

x P(m—q’+q")kR(g"Sg)x(m-q'"v)ij
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1 m2—3 mi*Z q"‘l( 1)u+w
m(m—1) 550 =1 &
xm—q¢'—v—1). (@’+v+1)! (m—q’ +w)lp, 2 p. o
m! de

Das zweite Glied in der rechten Seite wandelt sich durch Ersetzung
von ¢’ = r—v und wegen (2.28) in

L >i( 1)7(m—r—1). (o~+1)'Pma

_— K,
m(m—1) =1

-

m-3m-v-2 m-4m-—v- m—-3

»-3
um. Da EO 0= S P+ 3 Py_m_v_s ist, erhidlt man somit
v= /= = 4 v=0
aus (3.13, 16)q

e

1

8.18) II+V = ﬁE( 1) (m—r—1).(r+1)! Pp,1-2 2 K,
R AT P P
m(m—l) r=1 dt
1 ’
_m 2 (Q’/ + 1)(q ’+2) p(q,,+2)kR(q,,SO)x(2),

Aus (3.11, 12, 14, 15, 17, 18) haben wir wegen (3.10) und Ko =1

9 (n—1) (m+1)
2 Sy = —
9 m(m—l) P

L1 wr ~ |
m(m—1) ae ,2( 1) (m—r—1). (r+1)! PMK,]

—— 1 S e K,

m(m—1) 9

Pr+2]

Deshalb erreichen wir nach (2.26)

3 ox _ _(m—1)(m+1)
(3.192) e mn = Tmm—1)

Daraus erhalten wir auch durch Integration die Transformationsformel
von S ;) bei (8.5)

(n—1) (m+1)

(3.19b) Stnn = Stan =" n—1)
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Wir sehen also, dass der Skalar S _; nicht projektiv invariant ist.
Andererseits, wie wir im Folgenden beweisen, sind die anderen Skalare
S& (w=2,38, ..., m—2) projektiv invariant, d.h. bei (3.5)

(3.20) §(:) = S(ﬁ) (2 _S_u _S_._ m—2) .

Setzt man nidmlich

‘ i — IJi m(m—1) * 0
(8.21) O'=H *—1) (m +1)S(m-nx ,

so ist ©¢ projektiv invariant, da nach (8.7b, 19a) oder nach (3.5, 19b)
2 =0 oder & =9
¢

‘ist. Andererseits leitet man nach (2.9b, 31)

e (T pim—st1)i m(m—1) (m—2\ g« i
(3.22) 40 (S)x( ’ +(n—1) (m+1\ 8 )S(,,,_,,x(l)

2=s=m—2)

(analog fir 4, & mit S;%_,) her. Aus 4% = 4,9 folgt somit S¢_,=
Sito @<s<m—2).

Wir haben nun m—2 projektiv invariante Grossen, d.h. die Grosse
& und die Skalare S¢§) (v = 2,3, ..., m—2). Wir wollen S&y die funda-
mentalen projektiven Skalare nennen. Im Fall m =3 gibt es keine

fundamentalen Skalare, im Fall m = 4 einen einzigen fundamentalen
Skalar S = 2U* (vgl. Nr. 3; [3], (4.30a)).

14. Das ausgezeichnete System einer projektiven Klasse. Ziehen
wir nun ein neues System der ‘‘paths’’ m-ter Ordnung

(mYe 4 §yf = gp(m¥ 4 FIi 4 m(m—1) S _ Wi = 0
(3.23) r B r (n—1) (m+1) (m-1n%

in Betracht, so ist das System nach voriger Nr. von der Wahl des
der projektiven Klasse gehorigen Systems und weiter von der Wahl
des Koordinatensystems unabhingig, da T¢= ™"+ H® bzw. Sm-n
ein Vektor bzw. ein Skalar ist und infolgedessen Ii=z™¥+H* ein
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Vektor ist. Vergleichend (8.21) mit (3.5), sieht man, dass dieses System
mit dem System (1.1) projektiv verwandt ist. Das besagt, dass aus
jeder projektiven Klasse der Systeme der ‘‘paths’ m-ter Ordnung
(mit der Eigenschaft I") ein einziges System invarianterweise heraus-
gezogen werden kann, das durch Verschwinden des Skalars Sim-1 (Sek-1y
von (3.23)) gekennzeichnet wird : '

(3.24)

Sen-n=0. ,

In der Tat, da ©° projektiv invariant ist, so ist nach (8.21)

= ®1+(nzzgn(;2 1)@'(";‘_1):1;(1)"5 folglich &¢ _yH =0

und umgekehrt. Das System heisst ausgezeichnet, welches mit H* und
deren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung aufgebaut ist. Wir haben
somit den

Fundamentalsatz. In jeder projektiven Klasse der Systeme m-ter
Ordnung, vén denen durch jedes Kurvenelement (m—1)-ter Ordnung
etne einzige Integralkurve lauft, gibt es ein ausgezeichnetes System,
das durch Verschwinden des affinen Skalars S %_, gekennzeichnet
wird. Die Equivalenz zweier projektiven Klasse in zwes Mannigfaltig-
keiten reduziert sich auf diejenige ihrer ausgezeichneten Systeme unter
Punkttransformationen. Und alle Differentialkomitanten des ausgezeich~
neten Systems einer projektiven Klasse bilden Differentialkomitaten
der Klasse.

Denn das ausgezeichnete System transformiert sich bei einer
Punkttransformation in dasjenige der transformierten projektiven
Klasse und alle Differentialkomitanten der projektiven Klasse sollen
durch jedes Systems der Klasse ausgedriickt werden.

‘Nach (2.8; 93, b; 42), (3.21) lauten

9,9°=0;
(3.25) 4D = mD, L 1D = —max®”,
413@‘. = _(7:’) pm—s+l)y 4 q;sx(l)i (2 _S_s g m_2) ,
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wobei

Lo=P1=Pwn-1=0,

. m(m—1) m—2\ o x
S‘B"—(n—-l)(mﬂ)( s )Sio @Ss<m—2)

(3.26)

sind. Aus (3.26) sieht man, dass die projektiven Skalare S, bis auf
konstante Faktoren den Skalaren L.? des ausgezeichneten Systems

gleich sind. Weiter lassen sich die gegenseitigen Beziehungen der
Skalare P. nach (2.30, 42), (3.26) herleiten:

Fir 25u<m—2, 2<s<m—1:
at$u = 0 ’
4Py = (m—u)Pu ,

' _ (m—u—1). (u+s—1)! . _
(3.27) 4:Pu = slul Busrer fur u+s < m—1,

=0 ’ fir u+s=m,

ey '
= (m :" ul').m. fir u+s=m+1,

=0 fiir u+sgm+2§

insbesondere sind (2.14a, ¢, d) notwendig erfiillt, und die projektiven
Skalare Bz, Bs, - - - » Pm-2 sind nicht konstant, da dm-u+1Pu von Null
verschiedene Konstante ist. Es ist bemerkenswert, dass im Fall m =5
Bss ...» Pmzaus dem einzigen Skalar P, durch Anwendung der Opera-
toren 2, ..., dm-s abgeleitet werden:

2

=mds_1$2 (s=3,4,...,m—-2).

Ps

Bemerkung. Man setze voraus, dass das System (H®) den affinen
Parameter trigt: 9.H:=0, s1H*=mH (Po=P1=0). Wenn fiir
eine Funktion f 9:f = 0, 41.f = kf sind, so bestehen fiir fi» und df/dt
nach (1.23), (2.27b) ‘

(1) Diese Skalare sind nach dem Fundamentalsatz projektiv.
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9:fni=0, hfri=F—7) o ; at(Ti—dt—f): 0, Jl(bgtf) = (k+ 1)—(%‘]’ .

Wegen dieser Tatsache ergeben sich gleich aus (1.8, 102), (2.14a, d)
P, =0, 2:Q) =0, wR) =0,
4hPs = (m—s)Ps, 4QF) = (a—1QY}, 4R = (q—7)RE);
somit haben wir nach (1.20), (2.26), (3.21)

%Sty =0, 4Sy =uSf @RZu<m-—1),
3D =0, 4D =mP.

Da Sg) w=2,3, ..., m—2) und ¢ projektiv invariant sind und in
jeder projektiven Klasse ein System sich ergibt, das den affinen Para-
meter trigt, so sind die letzten Beziehungen fiir jede Klasse giiltig;
hieraus folgen (2.80, 31) fiir 4hSG w=2,8,...,m—1) und (2.42)
durch Ersetzung von (3.21).

Wie wir gesehen haben, ist die Zuordnung einer progektlven Klasse
und eines Differentialgleichungssystems von der Gestalt (2.18) ein-
eindeutig. Die projektive Klasse ist die Gesamtheit solcher Systeme
der ‘‘paths’’, deren Integralkurven diesem Differentialgleichnungs-
system geniigen. Also nach dem Fundamentalsatz wird jedem Dif-
ferentialgleichungssystem von der Gestalt (2.18) ein System der
“paths’’, das (3.24, 25) erfiillt und in der projektiven Klasse aus-
gezeichnet ist, von der Wahl des Koordinatensystems unabhingig
eineindeutig zugeordnet. Um aus (2.18) das ausgezeichnete System
herzuleiten, darf man von einem beliebigen System der *‘ paths’’ aus-
gehen, das (2.16) geniigt, z.B.

m-1
H*»=0, H®=0"fc_ 22 ol

nach (2.9a, b) (: = n) sind dabei
P.=0, P, = (Zz')z‘m“"”)/z(l’ 2<s<m—1).

Somit driickt £° sich nach (1.20), (2.26), (3.21) in den Funktionen f*
und deren partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung aus. Fir
den Fall m = 3 vgl. [3], Nr. 17. Wir erreichen den

Satz. Jedem Differentialgleichungssystem m-ter Ordnung
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dmx® a( 8 dxl‘ dm—1pt =0
g P e )

lasst sich ein System der ‘‘ paths’’ m-ter Ordnung, das die Eigen-
schaft I" besitzt und durch S, ;) = 0 gekennzeichnet wird, eineindeutig
zuordnen. Das Equivalenzproblem (unter Punkttransformationen) und
das Problem der Differentialkomitanten reduzieren sich auf diejenigen
des zugeordneten Systems der ‘‘ paths’’

15. Die projektiv invarianten ﬁbertragung in der Elementman-
nigfaltigkeit K™ V. Aus dem ausgezeichneten System konnen wir
nun nach (1.5-12) ein Ubertragungsschema, das offenbar projektiv
invariant ist, in der Mannigfaltigkeit des Linienelementes (m —1)-ter
Ordnung K™V konstruieren: Wir haben

m=2 ..
, Dyt = dv+ > 11 v°datF
(8.28) .“=°:_1 ' .
S0 = x@% }:“‘)Q(‘lq(g de™ (q=1,2,..., m—1),

wobei

u+1
m

@(fn—m'(un)k O=u<m—-2),

. '
Q(‘Lq(')r.;') (m—q+r)! Dén—qemi O=r<<g=m-—1)
m! r!

gesetzt sind. Die kovarianten Ableitungen @v* verschiedener Arten
werden durch

m-1 .
Dyt = S piat. Sx@*  (Sx 0% = dx¥)
a-0
definiert. Setzt man

dp@ = Sp(@¥— f‘:m &5 |
(3.30) B
' E)"{(q.'ll) = Qz(% v, ER r) = Q(qr)—' E SR(M Q(-':J.a ’

so gewinnen wir die Ableitungen in der Gestalt

_ Fiovt = vig,— Z RER véu+ H v (0=¢g<m—-2),
(3.31)

Py = vé, 1



Die projektive Theorie eines Systems der * paths’’ hoherer Ordnung, II 87

WO
(3.32) %5 = I, —
q q

' REGUTS, .
8=q+1 8

Der Vektor & verschwindet nach P3; = 0. Man kann in iiblicher
Weise die Kriimmungs- und Torsionsgrossen unserer Ubertragung
berechnen (vgl. [7], (2.31, 32)). ‘

Letztens bemerken wir besonders, dass unsere Ubertragung nicht
in der Mannigfaltigkeit des Kurvenelementes (m—1)-ter Ordnung de-
finiert ist, aber in der Mannigfaltigkeit des Linienelementes (m—1)-ter
Ordnung.

§4. ANWENDUNG AUF DIE THEORIE DES
KAWAGUCHISCHEN RAUMES.

16. Vorbemerkung. Wenn in einer n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit die Bogenlinge jeder parametrisierten Kurve oder die all-
gemeine Massbestimmung durch ein Integral

s = sF(t, xz, 20, ..., x™)dt

gegeben wird, so nennen wir nach H. V. CRAIG und J. L. SYNGE diese
Mannigfaltigkeit den KAWAGUCHIschen Raum von der Dimension 7 und
der Ordnung m. Dafiir, dass die Bogenlinge s bei jeder Parameter-
transformation invariant bleibt d.h. von Parametrisierung auf der
Kurve unabhingig ist, ist es notwendig und hinreichend, dass F nicht
von ¢ abhidngt: .

4.1) s = SF(x, W, 2@, . x™)dt
und dass die bekannten Beziehungen
(4.2) WF=F, 4L,F=0 fir 2<s<m

gelten®, Als Beispiel dienen die Bogenlidngen von allen Geometrien
im KLEINschen Sinne. Von vielen Untersuchungen® iiber den KAWA-

(1) Dafir, dass eine Funktion 7T vom Linienelement N-ter Ordnung sich bei

t = {(t) in der Weise T = #kT transformiert, wo man Tz, z(, ..., (™) mit T be-
zeichnet, sollen
“4.3) 4T =kT, 4T =0 (2<s8<N)

bestehen (vgl. [2], I).
(2) Nach A. KAwAgGucHI, J. L. SYNGE, H. V. CRAIG, E. CARTAN, S. HOKARI, T.
OHKUBO und dem Verfasser. '
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cucHischen Raum sind diejenigen der Herren Prof. E. CARTAN ([1])
und A. KAWAGUCHI wichtig. In [5, 6] war es Herrn Prof. A. KAWA-
GUCHI gelungen, aus (4.1) in der Mannigfaltigkeit des Kurvenelementes
(2m—1)-ter Ordnung ein ﬂbertragungsschema herzuleiten und dadurch
zur Theorie des KAWAGUCHIschen Raumes eine Grundlage anzugeben.
Wir mochten hier mittels unserer projektiven Theorie in K¢ ein neues

t{Ybertragungsschema einfithren.

Im KAawAGUcHIschen Raum sind schon nach den Untersuchungen
von H. V. CrAIG, J. L. SYNGE usw. verschiedene kovarianten Vektoren
von der folgenden Gestalt bekannt:

(4.4) T:i=fyx™ +h:,

wo fi;, hi vom Linienelement hochstens (N—1)-ter Ordnung abhidngig
sind. Wir wollen einen solchen Vektor T; in Betracht ziehen; bei
einer Koordinatentransformation x* = x*(2’) und deren Erweiterung

(4.5) o = prxd), x? = e, 2 ..., ) (r>1)
transformiert sich 7; in der Weise
T; = AT, (A} = 8x*/3x) .
Unter Beriicksichtigung der nach H. V. CRAIG ([2], I) bekannten Formel
4.6) A =owP ez, A= (7)ar-ot=(})@he-,
ergibt sich daraus durch Differentiation nach z™
fis = AYA} fau s

fi ist ein kovarianter Tensor zweiter Stufe.

Wir setzen nun voraus, _dass T; sich bei jeder Parametertrans-
formation ¥ = #(t) in T; = ¥*T: transformiert; nach (4.3) gelten

4.7) LT =kT;, 4.T;=0 (2<s=<N).
Ersetzt man (4.4), so ergeben sich aus den Koeffizienten vdn AR

(4.82) Mfs=Ek—N)fii, &bfi=0 @<s<N-—-1),
(4.8Db) fijx® =0 . |
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Daraus sieht man, dass bei I = #(t) fi; = t/*~VNf; ist und dass der Rang
der Matrix (f;;) hochstens n—1 ist. Im Folgenden setzen wir weiter
voraus, dass die Ringe von zwei Matrizen

(4.92) (f5), (fuhks) G,3=12,...,m)

beide n—1 sind. Wenn der Tensor f;; symmetrisch ist (fi; = fi), so
wird diese Voraussetzung ausgedriickt, wie folgt: Der Rang von (f)
ist n—1 und es besteht

(4.9b) hxW =0 d.h. T =0.
Mittels T; betrachten wir das System der Differentialgleichungen
(4.10) T; Eﬁ,-xm"+h,- =0,

welches wegen |f;|=0 nicht ein System der ‘‘paths’’ ist, aber, wie
wir im Folgenden klarmachen, sich mit einer projektiven Klasse der
Systeme der ‘‘paths’’ eng bezieht. Sieht man (4.10) als die simultanen
Gleichungen mit den Unbekannten ™7 an, so besitzt das System wegen
der Voraussetzung betreffs der Matrizen (4.92a) eine Losung 2™ = — H?,
wo H*¢ von o7, W, ..., x™1Di agbhingt. Das System

(4.11) N+ H* =0

124

ist nichts anderes als ein System der ‘‘paths’’ N-ter Ordnung, und
jede seiner Losungen ist auch die des Systems (4.10). T; wird mittels
H* in der Form

T; = fi; (N + HY)

geschrieben. Ersetzt man das in (4.7), so ergeben sich gleich
foaHI—NH)=0 , fif 455 +(N)aw-s)=0 @<s<N-1).

Da der Rang von (fi) n—1 ist, so ist +%, das f}fv”' = (0 geniigt, nach
(4.8b) zu z% proportional. Somit haben wir

4L H — NHi=Pa® AsHi+(1;7 ) W= i = Pai (2 < g < N—1),
wo Py, P, ..., Py_, gewisse Funktionen von x4, oW, ..., x@™-7 gind.

Das System der ‘‘paths’ (4.11) hat daher nach (2.9a, b) die Eigen-
schaft I".
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x¢ = x%(t) sei eine Losung von (4.10). Aus T; = fi(x™+H%) =0
hat man gleich ™+ H? = —px® lings der Losungskurve, wo p eine
Funktion von ¢t. Also gehort die Losung z* = 2%(t) einem System der
““ paths’’ ' '

™Y+ Hi+p(t)xW = 0

an, das wegen der Eigenschaft I” nach (3.5) mit dem System (4.11)
projektiv verwandt ist. Wenn ein System (H ‘) umgekehrt mit (4.11)
projektiv verwandt ist, d.h. (H Y) von der Gestalt (8.5) ist, so ist jede
Losung des Systems z™i4+Hé= 0 auch eine Losung von (4.10), da
wegen (4.8b) ™= —fi (4.10) erfilllt. Somit erkennen wir, -dass
jede Losung des Differentialgleichungssystems (4.10) eine Losung eines
geeigneten Systems der ‘“paths’’ ist, welches einer bestimmten pro-
jektiven Klasse der Systeme mit der Eigenschaft I" angehort, und
umgekehrt ; oder dass durch (4.10) eine projektive Klasse der Systeme
der ‘““paths’ gegeben wird. Man kann auch ohne Schwierigkeit un-
mittelbar aus (4.10) das assoziierte System der Klasse erreichen.

17. Herleitung eines Ubertragungsschemas in K, Da F in
(4.1) ein Skalar ist, ergeben sich nach (4.5, 6) durch Differentiation

Fimy = A@)'\F(m)l s Fon-ni = A«?F(m-l)z'*"n’LAng(mn ’

somit auch
m_d—F(m)i—F(m-l)i = A5<m—d~F(m)x—F(m-1)x) ,
dt ‘N dt
WO man unter ; fiir eine Funktion vom Linienelement N-ter Ord-
nung df/dt = Z(})f Y yersteht. Fi,: und mg ——Fmyi— Fm-1% sind

je ein kovarianter Vektor. Sie sind bis auf den Faktor (—1)™ nichts
anderes als der m- und (m—1)-te der nach J. L. SYNGE bekannten
Vektoren (vgl. [10]):

(4.12) B = ;::( 1)*( )(F( WD (0 <s < m).

137.-. ist der wohlbekannte EUuLERsche Vektor.
Wie man leicht sieht, besteht

Asf‘l" As—l.f (8 Z 2)
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Beriicksichtigt man dies und (1.23), (4.2), erhilt man

d
AsffﬁF = SZF , AsFmi =0
dt (m)

und

d m(m—1)
As( — Fimyi —Fm-1ni) = ————28F i .
m dt (m) ( 1)) 2 (m)

Setzen wir daher

413)  Ti= L Foni—

1

— Fm-1; + l('m— 1)FFiyi——F ,
m 2 s

d

so ist 4. 7T; =0. Da

d d d
h——f = 4
ldtf dt W+ dtf

ist, so hat man leicht nacil (1.23), (4.2) H1T;: = 2—m)T;. Also bei
einer Parametertransformation ¢ = #(f) transformiert sich 7; in der
Weise T; = t2-=T;. T;ist von der Gestalt (4.4), wo N = m+1 ist und

Ji5=F myimyi + %(’m— DF 'FonyiFmyi
@14

n; 1 1 - oy ;
hi =7§ F(m)i(r)jw(r_‘ l)g'v_'EF(m—l)i + E(m_ 1)F IF(m)i E)F(T)g’x(r+l)’ .

Andererseits, da nach (4.2) 4,,F = F(max = 0 ist, so ist
1

' ——=F fir m=2,
(4.15) TogW=—1,y p=1 m
m

0 fir m=3.

Setzt man letztens den Rang der symmetrischen Matrix (f;;) gleich
n—1 voraus, so geniigt 7; (4.13) fiir m =3 nach (4.9b, 15) allen Vor-
aussetzungen in voriger Nummer, wo N = m+1, k = 2—m sind.

Betrachten wir nun das System der Differentialgleichungen 7’;=0,
so ldsst sich nach der Uberlegung in Nr. 16 eine projektive Klasse
der Systeme (m+1)-ter Ordnung (mit der Eigenschaft I) geben. Aus
dieser Klasse konnen wir nach dem Fundamentalsatz in §3 von der
Wahl des Koordinatensystems unabhingig das ausgezeichnete System
herausziehen :



92 H. Hombu

(4.16) 2§ =0,

das mit F' und dessen Ableitungen bis zur vierten Ordnung aufgebaut
ist. ™t = —O¢ geniigt ohne Zweifel T; = 0. Somit erkennen wir,
dass T; = 0 nicht ein System der ‘‘paths’’ ist, aber wir ein solches
(4.16) als das ausgezeichnete System derjenigen projektiven Klasse
gewinnen konnen, welches durch 7T:= 0 definiert ist. Das System
(4.16) ist von der Wahl des Koordinatensystems unabhingig dem
KAwAGucHIschen Raum adjungiert. Folglich wird nach Nr. 15 eine
Ubertragung in K™ hergeleitet, welche von F und dessen Ableit-
ungen bis zur sechsten Ordnung abhingt.

Fundamentalsatz. Im KAWAGUCHIschen Raum von der Ordnung
m(=3) wird durch

T; = :l(th(m)i—i—F(m_‘l)i +%(m—1)F"1F(m)¢—%F =0
eine projektive Klasse der Systeme der ‘‘paths’ (m+ D-ter Ordnung
gegeben und aus ithrem ausgezeichneten System wird ein Ubertragungs-
schema in der Mannigfaltigkeit K{™ definiert, unter Zugrundelegung
von welchem das FEquivalenzproblem des KAWAGUCHIschen Raumes
vollstindig diskutiert werden kann. ,

Bemerkung 1. Nach Nr. 15 kann man unter Zugrundelegung irgend-
eines Koordinatensystems aus einem speziellen System (4.11) (N = m+1)
das ausgezeichnete System berechnen. Um eine Losung von den
Gleichungen

fii H? = h;
zu gewinnen, bezeichnen wir mit D** bzw. D% # diejenige Unterdeter-
minante (n—1)- bzw. (r—2)-ter Ordnung, welche aus |f;| durch

Streichung der i-ten Zeile bzw. der - und j-ten Zeilen und der k-ten
Spalte bzw. der k- und I-ten Spalten entsteht, und setzen

f""k _— (-—1)"+ka s fij, Kl — (__1)1:+j+k+l sign {('L—j)(k——l)) Dij. ki .
Da man leicht
Jo(Bef# ¥ hy) = hpoBif** (p=F1)

beweisen kann, wo f%# fiir 1t =75 bzw. k =l verschwindet und B
beliebige Konstante ist und da wegen der Voraussetzung betreffs des
Rangs von (fi;) die binire Form

Ainf'i. k — 5_; (_1)i+kDi-, kAin
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nicht identisch verschwindet, haben wir eine spezielle Lisung

A B fu klh
4.17 H, = ABx ,
(4.17) ABFE

wo A;, Bx beliebige Konstanten sind.
2. Nimmt man im Fall m = 2 an Stelle von T; (4.13) den EULER-
schen Vektor aus (4.12)

0

Ei = Fay & Fo:

d
g Tt =g

dt
0

auf, so kann man leicht ersehen, dass durch E;= 0 — die EULER-

LAGRANGEschen Gleichungen der Variationsrechung SSds = (0 — eine

projektive Klasse der Systeme der ‘‘ paths’’ vierter Ordnung gegeben
wird. In dhnlicher Weise wie in 7T; gewinnen wir sogleich eine Uber-
tragung in K©.

3. Es scheint uns moéglich, dass wir in speziellen KAWAGUCHI-
schen Riumen andere Anwendungen unserer Theorie finden. Als ein
Beispiel betrachten wir die spezielle Massbestimmung

(4.18) s = S(Aix‘"‘”+ By#eidt (m=3),

wo A;, B Funktionen vom Linienelement (m—1)-ter Ordnung sind.
Setzt man G = Agx™"+ B, so bestehen nach (4.2)

(4.19) 4G = l’?_zila, 4G=0 @<s<m),

- . oy mrl . . .
dabei t=1%(t) G= (') 2 G ist. Da G ein Skalar ist, so ist
(4.20) U=m :li G(m)w_‘G(m ~1)¢
m-2 .
= (MAim-1y7— Ajim-1)1) g +m };:)Ai(r)j 2V — Bm-1yi

ein kovarianter Vektor (vgl. T;(4.18)). Auf Grund von (4.19) erzeugt
man leicht

4U; = —"""2‘3Uz- L AU:i=0 (2<s)

und
Ui 2 = 0 .,
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Somit wird durch U; = 0 wieder eine projektive Klasse der Systeme
der ‘‘ paths’ m-ter Ordnung angegeben, womit wir ein Ubertragungs-
schema in K{"V definieren konnen, unter der Voraussetzung, dass der
Rang von der Matrix (mAim-1ni—Ajm-1x) n—1 ist.

Zum Schluss moéchte ich Herrn Prof. A. KAwaAGucHI fiir seine
Anregungen und sein Interesse, das es meiner Arbeit gegonnt hat,
herzlich danken.
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