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LE PROBL\‘EME DE SOUSLIN
ET LES ESPACES ABSTRAITS

Par

Takeshi INAGAKI

Introduction. SOUSLIN et M. SIERPIN’SKI ont pos\’es les problemes
suivants (Fund. Math., t. 1 (1920), p. 223-224):

Un ensemble ordonn\’e (lin\’eairement), sans sauts et sans lacunes,
possedant cette propri\’et\’e que tout ensemble d’intervalles (contenant plus
d’un point) n’impi\’etant pas les uns sur les autres est toujours au plus
d\’enombrable, est-il n\’ecessairement un continu lin\’eaire (ordinaire) ?
(Probleme de SOUSLIN).

Peut-on d\’emontrer sans l’hypoth\‘ese $du$ continu $(2^{e_{0}}\sim=\backslash ^{\backslash }1)$ qu’une
somme de $\backslash _{b^{\backslash }1}$-ensembles de $p$remiere cat\’egorie n’est pas n\’ecessairement
de premi\‘ere cat\’egorie ? (Probl\’eme de M. SIERPIN’SKI).

Margl\’e des efforts d’un grand nombre de math\’ematiciens, jusqu’\‘a
pr\’esent ces deux probl\‘emes n’ont encore aucune solution. M. KUREPA
a \’etudi\’e profond\’ement le probleme de SOUSLIN et a donn\’e un grand
nombre des r\’esultats importants.(1)

Or, .le probl\‘eme de M. SIERPINSKI s’agit des ensembles des
nombres r\’eels. Cepandent, nous ne connaissons aucun espace abstrait
v\’erifiant affirmativement le probleme de M. SIERPIN’$SKI-un$ tel espace
abstrait sera dit satisfait \‘a la condition de SIERPINSKI. Il sera donc
int\’eressant \‘a chercher un espace abstrait v\’erifiant la condition de
SIERPIN’SKI.

Au premier abord, il semble que ces deux problemes sont ind\’e-
pendents l’un l’autre, mais, il existe r\’eellement une relation suivante:

Si le probl\‘eme de SOUSLIN a la r\’eponse n\’egative, alors il $y$ a un
espace abstrait v\’erifiant la condition de $SIERPI\acute{N}SKI$ offirmativement.

Dans le \S 2 de cette Note, nous allons \’etudier d’abord quelques
propri\’et\’es des espaces (v). Dans le \S 3, nous montrerons une relation
entre le probl\‘eme de SOUSLIN et celui de M. SIERPIN’SKI.

(1) G. KUREPA, Ensembles ordonn\’es et ramifi\’es. Publ. Math. Belgrade, 4 (1935),
p. 1-138. G. KUREPA, Le probl\‘eme de SOUSLIN et les espaces abstraits. C. R. $t$ .
204 (1937), p. 325-327.
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\S 1. G\’en\’eralit\’es. Un ensemble $M$ est dit ordonn\’e par rapport \‘a
la relation $R$ , si, pour toute couple d’\’el\’ements $x$ et $y$ distincts et
appartenant \‘a $M$, les deux relations suivantes soient remplies:

(1) Asym\’etrie: Il existe une et une seule des deux relations
xRy ou $yRx$ .

(2) Transitivit\’e: Si xRy et si $yRz$ , alors $xRz$ .
Pour abr\’eger, d\’esignons dans ce qui suit par $x\prec y$ la relation

$xRy$ .
Nous adoptons la terminologie suivante: Si $x\prec y$ , nous dirons

que $x$ pr\’ec\’ede $y$ ou $y$ suit $x$ . Si $x$ pr\’ecede $y$ et $y$ pr\’ec\’ede $z$ , alors
nous dirons que $y$ est entre $x$ et $z$ .

Soient $M$ un ensemble ordonn\’e et $x$ un \’el\’ement de $M$ . S’il
n’existe aucun \’el\’ement de $M$ qui pr\’ec\‘ede (ou suit) $x$ , l’\’el\’ement $x$

est dit le premier (ou le dernier) \’el\’ement de $M$ .
Soient $M$ un ensemble ordonn\’e par rapport \‘a la relation $\prec$ et

$M^{*}$ un ensemble ordonn\’e par rapport \‘a la relation $\prec*$ Nous dirons
que les ensembles $M$ et $M^{*}$ sont sembrables l’un l’autre, lorsqu’il
existe une correspondance biunivoque entre tout \’el\’ement de $M$ et
celuieux de $M^{*}$ , telle que, pour deux \’el\’ements $m_{1},$ $m_{2}$ quelconques de
$M$ et pour les deux \’el\’ements $m_{1}^{*},$ $m_{2}^{*}$ correspondant a $m_{1},$ $m_{2}$

respectivement, de. $m_{1}\prec m_{2}$ r\’esulte.toujours $m_{1}^{*}\prec*m_{2}^{*}$

Consid\’erons deux ensembles non vides $A$ et $Z$ tels qu’ils pos-
s\’edent $\cdot les$ propri\’et\’es suivantes:

1) Si l’ensemble $A$ contient un \’el\’ement $x_{0}$ de $M$ , il contient
aussi tout \’el\’ement $x$ de $M$ tel que $x\prec x_{0}$ .

2) Si l’ensemble $Z$ contient un \’el\’ement $y_{0}$ de $M$ , il contient
aussi tout \’el\’ement $y$ de $M$ tel que $y_{0}\prec y$ .

3) Soient $x$ et $y$ deux \’el\’ements appartenants \‘a l’ensembles $A$

et $Z$ respectivement. Alors, il existe toujours la relation $x\prec y$ .
4) Chaque \’el\’ement de $M$ appartient \‘a l’un des deux ensembles

$A$ et $Z$ .
Dans cette condition, nous dirons que les deux ensembles $A$ et

$Z$ constituent une coupe de $M$ . Pour une coupe de $M,$ $M=A+Z$ ,
un et un seul des trois cas suivants est possible:

1o L’ensemble $A$ poss\’ede le dernier \’el\’ement et l’ensemble $Z$

possede le premier.
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$2^{o}$ L’ensemble A possede le dernier \’el\’ement et l’ensemble $Z$

ne poss\‘ede pas le premier ou bien l’ensemble $A$ ne poss\‘ede pas le
dernier et l’ensemble $Z$ poss\‘ede le premier.

$3^{o}$ L’ensemble $A$ ne poss\’ede pas le dernier et l’ensemble $Z$ ne
poss\‘ede pas le premier.

Cela pos\’e, nous dirons que la coupe $A+Z$ de $M$ est un saut,
un continu une lacune suivant que le premier, le deuxieme ou le
troisleme cas a lieu.

Soient $x,$ $y$ deux \’ele’ments appartenants \‘a un ensemble ordonn\’e
$M$ tels que $x\prec y$ . Alors nous appelons un intervalle l’ensemble de
tout \’el\’ement de $M$ tel qu’il est entre $x$ et $y$ .

Si 1 on prend tout intervalle contenant un \’el\’ement $x$ comme un
voisinage de $x$ , l’ensemble ordonn\’e $M$ peut \^etre consid\’er\’e comme
un espace (v) introduit par M. FR\’ECHET. De plus, comme on sait,
l’espace ainsi d\’efini est r\’eellement un espace r\’egulier.

Soit $M$ un sous-ensemble d’un espace (v). Lorsque nous con-
sid\’ererons l’ensemble $M$ comme un espace (v), nous d\’efinirons un
voisinage d’un \’el\’ement $x$ de $M$ comme la partie commune \‘a $M$ et
au voisinage de $x$ dans l’espace (v). Ainsi nous pouvons consid\’erer
l’ensemble $M$ comme un espace (v), et dans ce cas nous appelerons
sous.espace de l’espace (v) l’espace $M$ ainsi d\’efini.

SOUSLIN a consid\’er\’e un ensemble ordonn\’e (S) poss\’edant les quatre
propri\’et\’es suivantes:

$(a)$ Dans l’ensemble $(S)$ il $n’ y$ a qu’au plus une infinit\’e d\’enom-
brable des intervalles n’impi\’etant pas $l’ uns$ sur les autres.

$(\beta)$ L’ensemble $(S)$ ne poss\‘ede aucun saut.
$(\gamma)$ L’ensemble $(S)$ ne possede aucune lacune.
$(\delta)$ L’ensemble $(S)$ poss\’ede ni le premier \’el\’ement ni le dernier

\’el\’ement.

Dans ce qui suit, nous consid\’erons l’ensemble (S) comme un
espace (v) et l’appelons l’espace de SOUSLIN.

\S 2. Quelques th\’eor\‘emes dans les espaces abstraits. Dans ce
\S , nous allons chercher quelques propri\’et\’es de l’espace (v). Tout
d’abord, nous citons un th\’eor\’eme bien connu sur l’espace (v).

Th\’eor\‘eme 1. Dans l’espace (v) les quatre propri\’et\’es suivantes
des ensembles sont \’equivalentes:

(A) Soit $M$ un sous-ensemble quelconque dans l’espace (v). Une
famille {V} d’ensembles couvrant $M$ teue que, pour un \’el\’ement $x$
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quelconque de $M$, il existe un ensemble $V$ contenant l’\’el\’ement $x$ \’a son
int\’erieur, contient une sous-famiue {V}ee couvrant $M$ telle que la
puissance de { $V\rangle^{*}$ est au plus d\’enombrable.

(B) Tout sous-ensemble non d\’enombrable de l’espace (v) contient
au moins un \’el\’ement de condensation au sens de M. LINDELOF.

(C) Tout ensemble clairs\‘eme dans l’espace (v) est au plus d\’enomb-
rable.

(D) Chaque famille $\mathfrak{F}=\{F_{\alpha}\}$ bien ordonn\’ee d’ensembles monotones
d\’ecroissants telle que $F_{\alpha}$ ne sont pas contenus dans la fermeture de
$F_{\alpha+1}$ , est au plus d\’enombrable.

Ensuite nous allons d\’emontrer que l’\’equivalence suivante, que
M. SIERPIN’SKI a d\’emontr\’e dans l’espace $(\mathfrak{L})^{(1)}$ , est r\’eellement vraie
dans l’espace (v).

Th\’eoreme 2. Dans l’espace (v) les propri\’et\’es suivantes sont \’equi-

valentes:
(E) Tout $sous\cdot espace$ de l’espace (v) est s\’eparable.
(F) Chaque famille $\mathfrak{F}=\langle F_{\alpha}$ } bien ordonn\’ee d’ensembles monotones

$cror\dot{s}$sants telle que la fermeture de $F_{\alpha}$ ne contient pas l’ensemble $F_{\alpha+1}$ ,
est au plus d\’enombrable.

D\’emonstration. $(E)\rightarrow(F)$ . Consid\’erons l’espace (v) jouissant
de la propri\’et\’e (E) et soit $\mathfrak{F}=\{F_{\alpha}\}$ une famille bien ordonn\’ee
d’ensembles monotones croissants telle que la fermeture de $F_{a}$ ne
contient pas $F_{\alpha+1}$ tout entier. On peut alors d\’emontrer que la
famille $\mathfrak{F}=\{F_{\alpha}\rangle$ est au plus d\’enombrable. Par impossible, supposons
que la famille $\mathfrak{F}=\langle F_{a}$ } n’est pas d\’enombrable. Alors, d’apres
l’hypothese admise, pour tout nombre ordinal $a$ de seconde classe
ou fini, l’ensemble $F_{\alpha+1}$ contient au moins un \’el\’ement $p_{\alpha}$ tel que
$p_{\alpha\in}^{--}F_{\alpha}$ . D\’esignons par $M$ l’ensemble de tous les \’el\’ements $p_{\alpha}$ . Or,
je dis que l’ensemble $M$ comme un sous-espace n’est pas s\’eparable.
En effet, supposons que $M$ est s\’eparable et soit $N$ un sous-ensemble
d\’enombrable de $M$ tel qu’il soit dense dans $M$. Comme $N$ est d\’enomb-
rable, tout \’el\’ement de $N$ peut \^etre rang\’e comme il suit:

$p_{\alpha_{1}}$ , $p_{\alpha_{2}}$ , . . . , $p_{\alpha_{n}}$ , . . . $(a_{n}<\Omega)$ .
Tout $a_{n}$ est un nombre ordinal de seconde classe (ou fini), et par

suite il existe un nombre ordinal $a$ de seconde classe sup\’erieur \‘a

(1) W. $SIERPI\acute{N}SXI$ , Sur l’\’equivalence de trois propri\’et\’es des ensembles abstraits.
Fund. Math., t. 2 (1921), p. 179-180.
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tout $a_{n}$ . Selons les propri\’et\’es de $F_{\beta}$ et de $p_{\beta}$ , il est \’evident que
$N\subseteqq F_{\alpha}$ . Comme $N$ est dense dans $M$ , nous en concluons \’a plus
forte raisons que $F_{\alpha}$ est dense dans $M,$ $c$ . $-|a-d$ . $M\subseteqq\overline{F}_{\alpha}$ . Ce qui
contient cepandent une contradiction, car il $y$ a dans l’ensemble $M$

un \’el\’ement $p_{\alpha}$ tel qu’il n’appartient pas \‘a la fermeture de. $F_{\alpha}$ .
$(F)\rightarrow(E)$ . Supposons que toute famille $\mathfrak{F}=\{F_{\alpha}\}$ bien ordonn\’ee

d’ensembles monotones croissants telle que la fermeture de $F_{\alpha}$ ne
contient pas l’ensemble suivant $F_{\alpha+1}$ est au plus d\’enombrable, et
soit $M$ un sous-ensemble non d\’enombrable de l’espace consid\’er\’e.
Nous allons d\’emontrer que $M$ est s\’eparable. En effet, par contre
supposons que $M$ n’est pas s\’eparable. Soit

(1) $p_{1}$ , $n$ , . . . , $ p_{\alpha}\ldots$ ,

une suite bien ordonn\’ee form\’ee de tout \’el\’ement de $M$ . Cette suite
sera un ensemble du type $\geqq\Omega$ , puisque d’apr\’es l’hypoth\‘ese pos\’ee,
la puissance de $M$ est non d\’enombrable. Nous d\’efinirons une suite
transfinie d’\’el\’ement du type $\Omega$ ;

(2) $q_{1}$ , $q_{2}$ , . . . , $q_{\alpha}$ , . . . $|\Omega$

d’\’el\’ement de $M$ comme il suit: Posons $q_{1}=p_{1}$ . Soit $a$ un nombre
ordinal donn\’e $<\Omega$ et supposons que nous avons d\’ej\‘a d\’efini tous
les \’el\’ements $q_{S}$ pour tout $\xi$ inf\’erieur \‘a $a$ . Posons $F_{a\sim^{\nabla}}=_{e<\alpha}q_{\xi}$ . $F_{\alpha}$

\’etant au plus d\’enombrable et $M$ n’\’etant pas s\’eparable, $F_{\alpha}$ n’est
pas.dense dans $M$ . Il existe donc des \’el\’ements dans la suite
(1) qui n’appartient pas \‘a la fermeture de $F_{\alpha}$ . Nous d\’efinirons $q_{\alpha}$

comme le premier d’entre eux. La suite (2) est ainsi d\’efini par
induction transfini. La famille $\mathfrak{F}=\langle F_{\alpha}\rangle$ est \’evidemment monotone
croissante, et d’apres la d\’efinition de $F_{\alpha}$ , la fermeture de $F_{\alpha}$ ne
contient pas l’ensemble suivant $F_{\alpha+1}$ . Ce qui est contraire \‘a la
propri\’et\’e (E) de l’espace (v) consid\’er\’e. C. Q. F. D.

Pour simplicit\’e, dans ce qui suit, je dis que l’espace (v) jouit
de la propri\’et\’e $(G^{*})$ , lorsque tout sous-espace $M$ de l’espace consid\’er\’e
possede cette propri\’et\’e que chaque famille d’ensembles disjoints dont
chaque ensemble contient au moins un \’el\’ement int\’erieur par rapport
au sous-espace $M$ est au plus d\’enombrable.

Cela \’etant pos\’e, nous allons d\’emontrer le

Th\’eoreme 3. Dans $l^{;}espace(v)$ les deux propri\’et\’es suivantes sont
\’equwalentes :
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(G) L’espace possbde la propri\’et\’e $(G^{*})$ .
(H) Tout ensemble isol\’e dans. tout sous-espace de l’espace est au

plus d\’enombrable.
D\’emonstration. $(G)\rightarrow(H)$ . Consid\’erons l’espace (v) jouissant de

la propri\’et\’e (G) et soit $M$ un sous-espace. Soit $N$ un ensemble isol\’e
dans l’espace $M$ . Alors, par l’hypoth\’ese, comme $N$ est un ensemble
isol\’e dans $M,$ $p_{\backslash }our$ chaque \’el\’ement $p$ de $N$ , il existe un voisinage
$V_{M}(p)$ dans l’espace $M$ tel que $p=V_{M}(p)\cdot M$ . Par cons\’equent,
chaque \’el\’ement de $N$ peut \^etre consid\’er\’e comme un ensemble
contenant un \’el\’ement int\’erieur dans $N$ . D’apres l’hypoth\‘ese que
l’espace (v) jouit de la propri\’ete (G), le sous-espace form\’e de tout
\’el\’ement de $N$ est au plus d\’enombrable. Il en r\’esulte que tout en-
semble isol\’e dans tout sous-espace est au plus d\’enombrable.

$(H)\rightarrow(G)$ . Supposons que l’espace consid\’er\’e poss\’ede la propri\’et\’e
(H) et qu’il ne possede pas la propri\’et\’e (G). Il existe alors un sous-
espace $M$ dans l’espace (v) tel qu’il existe dans $M$ une famille $\{V_{M}\}$

non d\’enombrable d’ensembles disjoints et dont chaque ensemble
contient au moins un \’el\’ement int\’erieur dans $M$ . Extrayons mainte-
nant un et un seul \’el\’ement int\’erieur de chaque ensemble $V_{M}$ .
D\’esignons par $N$ l’ensemble de tous tels \’el\’ements. Soit $p$ un \’el\’ement
quelconque aPpartenant \‘a $N$ . Selon la d\’efinition de $N$ , il existe un
ensemble $V_{M}(p)$ contenant $p$ \‘a son int\’erieur (l’int\’erieur \’etant pris
par rapport \‘a $M$ ) et qui appartient \‘a la famille $\{V_{M}\}$ . D’apr\‘es la
propri\’et\’e de la famille $\{V_{M}\}$ , $V_{M}(p)$ est disjoint de tous les autres
de la famille. Il existe donc un voisinage $V(p)$ dans l’espace (v) tel
que $V_{M}(p)\supseteqq V(p)\cdot M$ et $V_{M}(p)\cdot V_{M}\cdot M=0$ . Par cons\’equent, $N$ est
un ensemble isol\’e et non d\’enombrable, ce qui est impossible, puisque
l’espace consid\’er\’e jouit de la propri\’et\’e (H). C. Q. F. D.

Comme on sait, dans l’espace (v) le th\’eoreme suivant est vrai.

Th\’eoreme 4. L’espace (v) iouissant d’au moins l’une des deux
propri\’et\’es $(B)$ et $(E)$ possbde la propri\’et\’e $(G)$ .

Il est bien connu que la propri\’et\’e (G) entraine ni la propri\’et\’e
(B) ni la Propri\’et\’e (E). Quelle condition est sujjisante pour que la
propri\’et\’e $(G)$ entraine au moins l’une des deux propri\’et\’es $(B)$ et $(E)$ ?
Il me semble que c’est assez dificile \‘a donner une telle condition
pour l’espace (v) g\’en\’eral. Mais, si le systeme des voisinages dans
I’espace (v) satisfait a la condition de M. HAUSDORFF:
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A deux voisinages $U(p)$ , $V(p)$ quelconques de m\^eme \’el\’ement $p$, il
exi$steto\dot{w}ours$ au $mo\dot{j}ns$ un voisinage $W(p)$ de l’el\’ement $p$ tel que
$W(p)\subseteqq U(p)\cdot V(p)$ ,

nous avons alors une proposition suivante qui peut \^etre consid\’er\’e
comme un r\’eciproque du th\’eoreme 4.

Th\’eoreme 5. Dans l’espace (v) sat,isfaisant $d$ la condition de $M$ .
HAUSDORFF, les deux propr i\’et\’es sont \’equivalentes:

(1) L’espace iouit de la propri\’et\’e $(G)$ .
(2) Tout sous-ensemble non denombrable de l’espace ou bien est

s\’eparable, ou bien contient au moins un \’el\’ement de condensation au
sens de M. LINDEL\"oF.

D\’emonstration. (1) $\rightarrow(2)$ . Supposons que l’espace consid\’er\’e jouit
de la propri\’et\’e (G) et soit $M$ un sous-ensemble non d\’enombrable de
l’espace (v). Supposons que $M$ n’est pas s\’eparable et montrons que
$M$ contient au moins un \’el\’ement de condensation. En effet, par
contre, supposons que $M$ ne poss\’ede aucun \’el\’ement de condensation
de lui-m\^eme. Prenons un \’el\’ement $p_{1}$ quelconque de $M$ . D’apres
l’hypoth\‘ese admise, il existe donc un voisinage $V(p_{1})$ tel que $M\cdot V(p_{1})$

est au plus d\’enombrable. Soit maintenant $a$ un nombre ordinal
donn\’e $<\Omega$ et supposons que nous avons d\’ej\‘a d\’efini pour tout $\xi(<a)$

les \’el\’ements $p_{\mathfrak{k}}$ et la famille $\{V(p_{\zeta})\}$ des voisinages tell que
$M\cdot V(p_{e})$ est au plus d\’enombrable et que $M\cdot V(p_{\xi})\cdot V(p_{S^{\prime}})=0$ .
Nous, d\’efinirons \‘a pr\’esent un \’el\’ement $p_{\alpha}$ et un voisinage $V(p_{\alpha})$

comme il suit: Posons $Q_{\alpha}=\underline{\backslash }M\cdot V(p_{\tilde{\sigma}})$ . L’ensemble $Q_{a}$ est au
plus d\’enombrable, puisque $ a<^{\xi<\alpha}\Omega$, et d’apres l’hypoth\’ese que $M$ rl’est
pas s\’eparable, il existe des el\’ements de $M$ qui n’appartiennent pas
\‘a la fermetrue de $Q_{\alpha}$ . D\’esignons par $p_{\alpha}$ un \’el\’ement appartenant \‘a

l’ensemble $M-\overline{Q}_{\alpha}$ . Or, d’apres l’hypothese pos\’ee, $M$ ne contienF
aucun \’el\’ement de condensation, il existe donc un voisinage $U(p_{\alpha})$

tel que $M\cdot U(p_{\alpha})$ est au plus d\’enombrable. En outre, l’\’el\’ement
$p_{\alpha}n$ appartient pas \‘a la fermeture de $Q_{\alpha}$ , il existe donc un voisinage
$W(p_{a})$ disjoint de $Q_{\alpha}$ . Par l’hypothese que l’espace consid\’er\’e satis-
fait \‘a la condition de M. HAUSDORFF, il existe un voisinage $V(p_{\alpha})$

appartenant \‘a la partie commune a $U(p_{\alpha})$ et \‘a $W(p_{a})$ . Par eon-
s\’equent, il est \’evident que l’ensmble $M\cdot V(p_{\alpha})$ est au plus d\’enom-
brable et que $Q_{a}\cdot V(p_{\alpha})$ est vide, $c$ . -\‘a-d. pour tout $\xi(<a)M\cdot V(p_{\alpha})$ .
$V(p_{e})$ est vide. Par suite dans le sous-ensemble $M$ , il $y$ a une
famille $\{M\cdot V(p_{\alpha})\}$ d’ensembles disjoints deux \‘a deux contenant un
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\’el\’ement int\’erieur dans l’ensemble $M$. Mais ce qui est contraire \‘a
l’hypothese que l’espace consid\’er\’e jouit de la propri\’et\’e (G).

(2) $\rightarrow(1)$ . Supposons que l’espace consid\’er\’e jouit de la propri\’et\’e
(2) et soit $M$ un ensemble non d\’enombrable ne jouissant pas de la
propri\’et\’e (1). D’apres l’hypothese par rapport \‘a $M$, il existe une
famille ( $V_{\alpha}$ } non d\’enombrable des voisinages tels que pour tout $a$.

et $a^{\prime},$ $a\neq a^{J},$ $M\cdot V_{\alpha}$ n’est pas vide et que $M\cdot V_{\alpha}\cdot V_{\alpha^{\prime}}$ est vide.
D\’esignons par $p_{\alpha}$ un \’el\’ement int\’erieur de $V_{\alpha}$ dans le sous-espace $M$

et consid\’erons l’ensemble $N$ form\’e de tous les \’el\’ements $p_{\alpha}$ . Selon
la raison que $M\cdot V_{\alpha}\cdot V_{\alpha^{\prime}}$ est vide, il r\’esulte que $(N-p.)\cdot V_{\alpha}$ est
vide, $c$ . -\‘a-d. l’ensemble $N$ non d\’enombrable n’a aucun \’el\’ement de
accumulation. Par cons\’equent, $N$ n’est pas s\’eparable et qui ne
contient aucun \’el\’ement de condensation. Par suite, l’espace consid\’er\’e
ne jouit pas de la propri\’et\’e (2). Ce qui contredit l’hypothese que
l’espace consid\’er\’e jouit de la propri\’et\’e (2). C. Q. F. D.

\S 3. Le probl\‘eme de SOUSLIN et celui de M. SIERPI\’{N}SKI. Dans
ce \S , nous chercherons une relation entre le probleme de SOUSLIN
et celui de M. SIERPIN’SKI.

Tout d’abord, voici quelques propri\’et\’es trouv\’ees par M. KUREPA
dans l’espace (S):

1) L’espace (S) poss\‘ede la proprie’t\’e (B) dans le th\’eoreme 1.
2) Dans l’espace (S), la propri\’et\’e (B) et la propri\’et\’e que l’en-

semble ouvert est un ensemble $F_{0}$ sont \’equivalentes.
3) Un ensemble ouvert se compose d’une somme des intervalles

au plus d\’enombrable $n$ impi\’etant pas l’un sur l’autre.
4) Le premier axiome de s\’eparabilit\’e (erstes Abz\"ahlbarkeits-

axiom) de M. HAUSDO. $FF$ est v\’erifi\’e dans l’espace (S).
Ensuite, nous ins\’erons quelques lemmes qui sont n\’ecessaires dans

ce qui suit.
D’apr\’es la propri\’et\’e que l’espace (S) ne possede aucun saut et

aucune lacune, nous avons le lemme suivant:

Lemme 1. Soit $M$ un ensemble infini contenu dans un intervalle
ferm\’e $[a, b]$ dans l’espace $(S)$ . Alors, il $y$ $a$ au moins un \’el\’ement
d’accumulation de $M$.

Selon le lemme 1, nous avons ais\’ement le

Corollaire 1. Soit $ F_{1}\supseteq F_{2}\supseteq\ldots\supseteq F_{n}\supseteq\ldots$ une suite $d’ en$.
sembles ferm\’es d\’ecroussants telle que $F_{I}$ est contenu dans un intervalle



Le probl\‘eme de SOUSLIN et les espaces abstraits 199

ferm\’e $[a, b]$ . Il existe alors au moins un \’el\’ement appartient a tout
ensemble $F_{n}(n=1,2,3, \ldots)$ .

Comme on sait, dans l’espace accesible-donc aussi l’espace (S)
$-$-les lemmes suivants sont v\’erifi\’es:

Lemme 2. Pour qu’un ensemble $M$ soit non dense, il faut et il
suffit que, pour un ensemble ouvert quelconque $G$ , il existe un ensemble
ouvert $H$ appartenant \’a $G$ tel que la partie commune a $H$ et \’a $M$

soit vide.

Lemme 3. Tout ensemble fronti\‘ere $F_{a}$ est de premiere cat\’egorie.
Par la m\^eme raisonnement que dans l’espace complet, nous

pouvons v\’erifier le

Lemme 4. Dans l’espace $(S)$ , chaque ensemble de premiere cat\’e-
gorie est un ensemble frontiere.

Ces pr\’eliminaires \’etant pos\’es, nous allons chercher une relation
entre le probleme de SOUSLIN et celui de M. $SIERPI\theta sKI$ . Si le
probl\‘eme de SOUSLIN ne possede pas la r\’eponse affirmative, il est
clair que l’espace (S) n’est pas s\’eparable. En vertu de la propri\’et\’e 1)

et le th\’eoreme 3, nous pouvons donc supposer qu’il existe un inter-
valle ferm\’e $[a, b]$ dans l’espace (S) tel qu’il n’est pas s\’eparable.
Dans cette condition, il r\’esulte du th\’eoreme 2 qu’il existe une suite
transfinie d’ensembles ferm\’es $\{F_{\alpha}\}$ contenus dans l’intervalle ferm\’e
$[a, b]$ telle que

$1*)$ $F_{1}CF_{2}$ C. . . $CF_{\alpha}$ C. . . $|9$ .
Pour l’ensemble $F_{1}$ , s’il existe d’ensembles $F_{\alpha}$ tels que $F_{\alpha}-F_{1}$

contient un intervalle, d\’esignons par $F\alpha_{1}$ le premier de tels ensembles
$F_{\alpha}$ . Ensuite, s’il existe d’ensembles $F_{\alpha}$ tels que $F_{\alpha-}F\alpha_{1}$ contient un
intervalle, d\’esignons par $F\alpha_{\partial,\sim}$ le premier de tels ensembles. $\gamma$ \’etant

un nombre ordinal de seconde classe ou fini, et supposons que, pour
tout nombre $\beta$ inf\’erieur \‘a $\gamma$ , nous avons d\’eja d\’efini l’ensemble
$F_{\alpha_{\beta}}$ tel que $F_{\alpha_{\beta}}-F_{\alpha_{\beta}}$ , o\‘u $\beta^{\prime}<\beta<\gamma$ , contient un intervalle. Cela
pos\’e, nous allons d\’efinir l’ensemble $F_{\alpha_{\rceil}}$. comme il suit: Consid\’erons
un ensemble $F_{\alpha}$ ($a>a_{\beta}$ pour tout $\beta$ inf\’erieur \‘a $\gamma$) pour lequel tous
les ensembles $F_{\alpha}-F_{\alpha_{\beta}}$ contiennent un intervalle et d\’esignons par
$F\alpha_{\tau}$ le premier de tels ensembles $F_{\alpha}$ . Ainsi, nous avons une suite
transfinie des ensembles $F_{\alpha_{\beta}}(\beta<\Omega)$ tels que $F_{\alpha_{\beta}}-F_{\alpha_{\beta^{\prime}}}(\beta^{\prime}<\beta)$ con-
tiennent un intervalle pour tout nombre ordinal de seconde classe
ou fini. Mais ce qui est contraire a la premier propri\’et\’e $(a)$ de
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SOUSLIN, et, par suite, nous pouvons supposer que la suite $(*)$ satisfait
\‘a la condition que, pour tout ensemble $F_{\alpha}$ , il existe un ensemble
$F_{\beta}(\beta<a)$ tel que l’ensemble-diff\’erence $F_{\alpha}-F_{\beta}$ ne contient aucun
intervalle.

Dans cette condition, si l’ensemble $F_{\mathfrak{a}}-F_{\beta}(\beta<a)$ ne contient
$au\grave{c}$un intervalle. il est \’evident que, selon le lemme 3, l’ensemble
$F_{\alpha}-F_{1\backslash }$ est de premi\‘ere cat\’egorie, puisque $F_{\alpha}-F_{\theta}$ est un ensemble
fronti\‘ere et qui est un ensemble $F_{\sigma}$ d’apres la propri\’et\’e 2).

Ceci \’etant pos\’e, nous pouvons d\’emontrer la

Proposition. Si l’espace $(S)$ n’est pas sembrable \’a l’espace des
nombres r\’eels, la proposition de M. $SIERPI\theta SKI$ poss\‘ede la r\’eponse
affirmative dans l’espace de SOUSLIN.

D\’emonstration. D’apres le fait \’enonc\’e plus haut, dans un in-
tervalle ferm\’e $[a, b]$ de l’espace (S), il existe une suite transfinie:

$F_{1}CF_{2}$ C. . . $CF_{\alpha}C\ldots|\Omega$

telle que, pour chaque ensemble $F_{\alpha}$ , il existe un ensemble pr\’ec\’edent
$F_{\beta}(1\leq\beta<a)$ et que $F_{\alpha}-F_{\beta}$ est frontiere. $c$ . -\‘a-d. $F_{a}-F_{\beta}$ est de
premiere cat\’egorie. D\’esignons par $F$ la somme de tous les ensembles
$F_{\alpha},$ $F=$ $\Sigma$ $F_{\alpha}$ , et nous allons montrer que l’ensemble $F$ est ferm\’e.

Pour le $l\leq\alpha<\Omega voir$, prenons un \’el\’ement $x$ quelconque de P. Selon la
prepri\’et\’e 4), comme l’espace (S) satisfait au premier axiome de
s\’eparabilit\’e (erstes Abzahlbarkeitsaxiom), on peut supposer qu’il
existe au plus d\’enombrable des voisinages $V_{n}(x)(n=1,2,3, \ldots)$

d’\’el\’ement $x$ . Or, $x$ \’etant un \’el\’ement appartenant \‘a $\overline{F}$ , il existe
pour tout voisinage $V_{n}(x)$ un ensemble $F\propto n$ tel que la partie commune
\‘a $\backslash V_{n}(x)$ et \‘a $F_{\alpha_{n}}$ n’est pas vide. Pour tout nombre naturel $n,$ $a$.
\’etant un nombre ordinal de seconde classe ou fini, il existe donc un
nombre ordinal $a$ de seconde$\cdot$ classe sup\’erieur \‘a tout $a_{n}(n=1,2,3, \ldots)$ .
Si l’on prend l’ensemble $F_{\alpha}$ , il est clair que, pour tout voisinage
$V_{n}(x)$ de $x$ , la partie commune \‘a $V_{n}(x)$ et \‘a $F_{\alpha}$ n’est pas vide, et,
par suite, l’\’el\’ement $x$ appartient \‘a la fermeture de $F_{\alpha}$ . Or, comme
l’ensemble $F$ est ferm\’e, il r\’esulte que $F_{\alpha}$ coincide avec sa fermeture,
et par suite l’\’el\’ement $x$ est contenu dans $F_{\alpha}$ . A plus forte raison,
l’\’el\’ement $x$ appartient \‘a $F$, et donc l’ensemble $F$ est ferm\’e.

Or, d’apr\’es la propri\’et\’e 2), nous pouvons donc poser que
$ CF=\sum_{n=1}(a_{n}, b_{n})\infty$ ou $a_{n}\epsilon F$ et $b_{n}\in F(n=1,2,3, \ldots)$ . $F$ \’etant une
somme de $A_{1}$-ensembles des ensembles ferm\’es $F_{a}$ , pour tout $a_{n}$ et
$b_{n}$ , il.existe un ensemble $F_{\alpha}$ tel qu’il contient tous les \’el\’ements $a_{n}$
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et $b_{n}$ . Posons maintenant $CF_{\alpha}=r\backslash \infty(a_{n}^{\langle\alpha)}, b_{n}^{(\alpha)})$ , ce qui est possible
n-l

d’apres la propri\’et\’e 2). Selon le fait que $a_{n}\in F_{\alpha}$ et $b_{n}\in F_{\alpha}$ pour
tout nombre naturel $n$ , il existe un intervalle $(a_{(n)}^{(\alpha)}b_{\tau(n)}^{\langle\alpha)})$ tel que
$(a_{\varphi\langle n)}^{\langle\alpha)} , b_{\varphi(n)}^{(\alpha)})=(a_{n}, b_{n})$ . D’apr\’es le fait que $F_{\alpha}CF$ , il existe un in-
tervalle non vide $(a_{k}^{\langle\alpha)}, b_{k}^{(\alpha)})$ et qui est disjoint de tout intervalle
$(a_{n}, b_{n})(n=1,2,3, \ldots)$ . Par cons\’equent, il r\’esulte que $(a_{k}^{\langle\alpha)}, b_{k}^{\langle\alpha)})CF$

et $(a_{\theta}^{(a)}, b_{k}^{\{\alpha)})\cdot F_{\alpha}=0$ . Il en r\’esulte que l’intervalle $(ai^{\alpha)}, b_{k}^{(\alpha)})$ est
contenu dans la somme $\sum_{\alpha<\emptyset<\Omega}$

$(F_{\beta+1}-F_{\beta})$ . D’apr\’es la propri\’et\’e de la
suite $\{F_{\alpha}\}$ , l’ensemble $F_{\beta+1}-F_{\beta}$ est de premi\’ere cat\’egorie. Par le
lemme 4, l’intervalle $(a_{k}^{(\alpha)}, b_{k}^{(\alpha)})$ est de deuxi\’eme cat\’egorie. Il en
r\’esulte que la somme de $\backslash \backslash 1$-ensembles de premiere cat\’egorie peut
\^etre de deuxieme cat\’egorie. C. Q. F. D.


