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- ZUR NEUEN BEHANDLUNG DER GEOMETRIE
" DES SYSTEMS DER GEWOHNLICHEN |
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
- HOHERER ORDNUNG

Von

Shisanji HOKARI

Die Geometrié des Systems der Differentialgleichungen, die von
der Schule von Princeton entwickelt wurde, ist am Anfang von
J. DougLAs im Falle eines Systems der Differentialgleichungen

P j
‘é; +Hi(2, ”;’)=0 G, 7=12 ...,mn)

entwickelt worden(”. D.D. KosaMBI®, E. CARTAN® und W. SLEBOD-
ZINSKI® haben die Abhingigkeit der Funktionen H¢ auch vom Para-
meter ¢t angenommen, indem sie die Gruppe der Koordinatentrans-
forgnationen

BF=x0@2, ...,2") oder z ==zx(@" 2% ..., 2"; )

und der identischen Parametertransformation ¢ = ¢ zugrundelegen.
Von D.D. KosaMBI® ist danach der erste Schritt in die Geometrie
des Systems der gewohnlichen Differentialgleichungen hoherer
Ordnung ' ‘

_ . dm dx dm 1z
1) - Hi(t, z, —, ..., “)=0
' (1) ' dit™ + ( i dt dt’"‘1>

(1) J.DoucGLAs, The general geometry of paths, Anpals of Mathematlcs Ser
2, Bd. 29 (1928), S. 143-168.

(2) D.D. KosawmBI, Parallelism and path-space Mathematlsche Zeitschrift, Bd.
37 (1933), S. 608-618.

(8) E. CARTAN, Observations sur le mémoire précedent ibid., S. 619-622.

4) W. SLEBODZINSKI Sur deux connexions affines genera.hsés Prace Mathe-
matyezno-Fizyczne, Bd. 43 (1935), S. 167-205.

(5) D.D. KosAMBI, An affine calculus of variations, Proceedings of the Indian
Academy, Bd. 2 (1935), S. 333-335; Path-space of higher order, Quartely Journal of
Mathematics, Oxford Ser., Bd. 7 (1936), S. 97-104,
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gemacht worden, aber diese Theorien s1nd im Sinne von E. BORTO-
LOTTI nicht intrinsek.

Es ist zu beachten, dass Herren Prof. A. KAWAGUCHI und
H. HoMBU® in der intrinseken Theorie des dbigen Systems Erfolg
mittels der Differentialquotienten von H* bis zur (m+1)-ten Ordnung
gehabt haben. Im speziellen Falle m = 3 éenthalten die affinen Uber-
tragungsparameter in ihrer Theorle nur die dreimaligen Ableltungen

von H* (t x, d:tc , O(fltog ): und bald ist von T. OHKUBO® die intrinseke
Theorie durch die Eliminationsmethode mltt’els der Differential-

quotienten von H*(t, x, —%, dt‘“’) bis zur zwelten Ordnung ent—

wickelt.

~ In dieser Arbeit mochten wir eine neue Methode skizzieren zur
‘Behandlung der Geometrie des Systems der gewohnlichen Differential-
gleichungen hoherer Ordnung. Durch die Anwendung der Variations-
methode, die von D.D. KOSAMBI erst gegeben worden ist, lédsst sich die
intrinseke Theorie des Systems der Differentialgleichungen hoherer
Ordnung systematisch entwickeln, indem man die Gruppe aller Ko-
ordinaten- und Parametertransformationen zugrundelegt ; und iiber-
dies konnen wir die Ordnung der Ableitungen von H® fiir m >3 um
eins vermindern, d.h. in unserem Falle gibt es die zwei Syst@ne
I, und Ak der Ubertragungsparameter, welche beide nur die
m-malige Ableitungen von H¢ enthalten. Im Falle m = 38 gibt es
die drei Systeme I'%, A% und /A% der Ubertragungsparameter.
Es ist interessant, dass das System ' A% von ihnen s1ch mit dem-
selben von T. OHKUBO identifizieren.

1. Erste Variation. Wir ziehen jetzt das System der. gewohn-
hchen Differentialgleichungen m-ter Ordnung

(2) Ti=ax™r+H'(E, x, 29, ..., 2" ) =0 f(z' =1,2, ..., n)
in Betracht, wo 2 = ‘iltx sind. Die sogenannte intrinseke Theorle

(1) A. KawagucHI und H. HoMBU, Die Geometrie des Systems der partiellen
Differentialgleichungen, Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial Uni-
versity, Ser. I, Bd. 6 (1937), S. 21-62; besonders siehe S. 55-61.

(2) T.OukuBo, Die Geometrie der Differentialgleichungen dritter Ordnung,
Japanese Journal of Mathematics, Bd. 14 (1938), S. 59-66.
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besagt, dass sie unter der Gruppe der Koordinatentransformatiohen
3) 5 =7 (o, 22, ez G=1,2 ..., m)
und -der Parametertransformationgn
(4) |

invariant ist. Wir benutzen die Verkiirzung

)]

=1 (t)

_ of "2 i1y OF _ ge af
DS = S5+ 2% g~ H g

fiir die Funktion ‘f(¢, z, @, ..., D), Dies ist nichts anderes als
die Ableitung von f lings der Integralkurve von (2). :

Wenn die Grossen f(f z, 2, ..., 2™ D) und f(¢, z, 29, ..., 2m=D)
bei der Parametertransformation (4) sich miteinander folgendermassen
verbinden : ' : '

7 7 . 2 |
f(t,z, 20, ..., 2" D)= %) Sz, 2@, ...,z D),

so heissen wir f. Grosse mit dem Gewicht &, wobei z% abkiirzend

Fiir einen Vektor v¢, dessen Bestimmungszahlen

gesetzt ist fur ng .
von t, o7, x| gpm=1% abhingig sind, mit dem Gewicht & werden
die Ableitungen von ¢ ldngs der Integralkurve von (2) durch die

Beziehung
(5) 8:v° = Dy + Ivd + QA

definieren, wo I'}! und %A auch von ¢, 2%, W, ..., x™ D abhingen
mogen und mittels der gegebenen Grosse H°® sich bestimmen sollen.

Ein kontravarianter Vektor 4* mit dem Gewicht Null bei der
Parametertransformation sei von ¢, a9, 2@, ..., x™ Y% abhingig. Wir
betrachten dann eine infinitesimale Transformation der Koordinaten :

(6) o o= il

WO & eine infinitesimale Zahl bedeutet. Differenzierend nach ¢ haben
wir ‘ _

(7) M =i D, r=1,2,...,m,
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wo Dizt abkiirzend fiir die r-malige Differenzierung Dt‘Dt. ..D; ein-
gefilhrt ist. Im Koordinatensystem # wird das Bahnsystem (2) mit
der Gestalt '

Ti=gmiy Hi(t, 8, 89, ..., 3™ D) =0

gegeben. Zwischen T¢ und T bestehen die Beziehung'en gemaiss (6)
und (7) :

Ti=Ti+ ¢U* -'I-)[ez] ,

vwobei [¢2] Glieder zweiter und héherer Ordnung in bezug auf ziisa‘m-
men darstellt und ‘ o :
r=0
Fur Invarianz von T¢= 0 erhalten wir also die Beziehung Ui =0,
indem wir die Glieder zweiter und hoherer Ordnung in bezug auf e
fortfallen lassen. Zusammenfassend konnen wir also erhalten den
Satz 1. Dafiir, dass in unserem Raume das Bahnsystem (2) bei

der infinitesimalen Transformation (6) invariant bleibt, ist es ‘not-
wendig, dass die Bestimmungszahlen des Vektors 2* den Gleichungen

. _ . . m=1__. p .\

(8) Ut=Dpx + > HeDi2 =0
. i r=0 .
geniigen. . - ‘
Da das Gewicht von 2* gleich Null ist, so folgt wegen (5)

| §:4 = DX + Ix,
wo &' ein intrinseker kontravarianter Vektor mit dem Gewicht
eins ist. In derselben Weise findet man fiir den Vektor &:4*:
' 8’%11’ = 8t8t27' = Dt5t2‘+ C‘SM-"-&-%I&P
= DX+ QIF+ASSN+(I}—TiTH 2,

wo 821 ein kontravarianter Vektor mit dem Gewicht zwei ist. Wir’
haben also im allgemeinen den intrinseken Vektor mit dem Gewicht 7 :

S A = Diit+ {rl}‘ +7;(%1_)213;I}35—115+ e o

(1) Hierbei setzen wir Ddi= 1.
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Mlt Hilfe dieser Formeln kann man \(8) so umschreiben, dass
(9) B A+ ASE I+ - + AN =0
. m- 0
ist, wobei gesetzt sind :

‘A}l"—— -H-(Zm—l)a_ml—;_m“(%:y‘%sz ’ usw.

Da &4 (r = 0, 1, ..., m) jedes intrinsek sind, so kann man schliessen,
dass A% ..., A mit dem Gewicht 1, 2, ..., m der Reihe nach auch

m-1 0 ‘ .
intrinseke Affinoren sind. Setzen wir voraus, dass der Affinor A}

m-1

identisch verschwindet, so geht hervor, dass

(10) | FJ = %—*H@-l)ﬁ“‘ m2 %Sa .

2. Zweite Variation. Setzen wir jetzt
a = dt a(r) —_ d a

dt '’ dt

fir r=1, 2,.‘... ,

so gilt der

Satz 2. Wenn [+F Glieder, welche jeder das Produkt von a® und
q“” (p, g = 1) enthalten, zusammen darstellt, so bestehen' die Formeln®

Y ‘ - r—z - . )
(11) () = g ﬁz ( g )a(ia(r—ﬂ—l)x(ﬂﬂ)z_'_[*]z’ r=1,2, ....
. =0 -

Beweis. Es ist klar, dass die Formeln (11) fur » =1, 2 richtig
sind. Demnach lassen sich die iibrigbleibenden Beziehungen nach '
Induktion beweisen. Wenn (11) ndmlich fiir r richtig ist, so ist es
auch richtig in bezug auf das dem » unmittelbar Nachfolgende, d.h.
wenn man (11) nach  differenziert, so ergibt sich

x(r+ 1% a'r+1m('r+ 1) + ra’ -la(l) x('r)i

-9 ) .
S+ ’S l’g) {as alm=B) B+ aa+1a(r--ﬂ-1)x(s+2)i} +[*T
=0 _

b ‘ . .

. (1) Unter einem Symbol 3 fiir a > b versteht man, dass die Summe nicht
B=a

eintritt. -
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= gt lprtly 4 {,,. + (7”12)] ér—l a? x(r3i+a(r) 2y

+ S () +(p70 et maomr ey,

Da r+ r— 2) ('r+1 und (2)+(311>=(721> béstehen, S0
lautet. ' ‘

g+t = Gr+lp(r+l)i 4 ("' + %v)ar—la(l)x(r)i
! r—

22 r+1\ B) m(B+1)i ) (D)3 ;
+ >) g ) a7 P P () (Vi 4 [ ]E
f=1\ . ,

= g *lplr+hi g Tj ’I‘+1)a ol B)x((i-rl)z_'_[*]z
=0

daraus folgt die Behauptung des Satzes.

Um die Grosse 2 aus H* und ihren Ableitungen nach x(m % zu
- bestimmen, betrachten er im Folgenden die zweite Variation. Wir
denken uns nidmlich eine infinitesimale Parametertransformation

az E=t+enlt), f -

wobei u(t) eine Grosse mit dem Gewicht —1 ist. Da /w‘ ein Skalar
ist, so folgt die Ableitung von u lidngs der Integralkurve von (2)
‘vermoge (5) .

Sip = Dip—Ap;

und hierbei ist &;u ein intrinseker ‘Skalar mit dem Gewicht Null.

‘In derselben Weise ergeben sich leicht fiir den Skalar & u:
(13) 8%# = Dm Seu—(A2+ Dy A)ps
SEp = D3p» (2Dt%I+9I2) Sy b — (2[3+321Dt2l+D2%I)M ,

wo 8%# bzw. & -ein Skalar mit dem Gewicht 1 bzw. 2 ist. Eine
einfache Rechnung lehrt uns, dass im allgemeinen die Formel

14 S = Diw + i’”zii)wg-lw[r—z]
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gilt, in welcher [r»—2] 'Glieder, die die Ableitungen von & nach ¢
hochstens bis zur (r—2)-ter Ordnung enthalten, zusammen darstellt.
Aus (12) folgt

an e=(%)=q o1 '
‘ a=\_r = (14+eD:p) ‘—1"'€Dt/"’+[€2]'

und in gleicher Weise findet man, diﬁ’erenzierend « nach t, '
(16) d” = —eDi  p+ [ fuir r=1, 2,

Ersetzen wir (15) und (16) in (11), erglbt sich unmlttelbar

() = x("”-—e{'rDt,w A 2( )D P ol 1)’} +[%]
fir r = 1 2,

Unter Berucksmhtlgung dieser Formeln ldsst sich ohne Schwierigkeit
der folgende Satz beweisen.

Satz 3. Damit das Bahnsystem (2) bei der infinitesimalen Parameter-
transformation (12) invariant blezbt ist es motwendig, dass der Skalar
©(t) den Beziehungen ‘

- an 20 Dy o+ {mne® + H, s 009} Dy~ '+ [m—2] = 0O

geniigen muss.
Mit Hilfe von (14) kann man (17) sogleich in die Gestalt um-

schreiben :

e Spp+ B Ipt - + B p+Bip =0,
’ m—1 1 0
wobei man Kiirze halber setzt

(18) B = mm‘2”+H( _1y; ac‘l)’ ——-—-—m("; 3)9190(1” usw.
m-1
Es ist bemerkenswert, dass &u (r =0, 1, ..., m) jedes intrinsek ist
und das Gewicht bei der Parametertransformation »—1-hat; demzu-
folge erkennen wir, dass 'Bii ..., B¢ alle intrinseken kontravarianten
. . m- .0
Vektoren mit dem Gewicht 2, 3, ..., m+1 der Reihe nach ist. In

(1) Hier stellt [m—2) Glieder, welche héchstens die Ableitungen Dju fur
r=20,1, ..., m—2 enthalten, zusammen dar. .

“a )

-
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unserem Raume spielen die Vektoren R (r=0,1, ..., m—1), insbeson-
ders R fiir m>3 eine wichtige: Rolle bei der Erklirung der Paral-

lelubertragung in sich. Wir wollen- diese Tatsache im Folgenden
klar machen.

3. Bestimmung der ﬁbertragungsparaméter; Unter den be-
treffenden Transformationen (3) und (4) haben wir '

= 0% pwi g = B e B wigan
- o’ 9x’ 3x7 32k
(19) | S
2@ = grgmip YO 2 mper-mig ool L 1)
und
—H = (__Hj +Rzm))+ ’m(m 1) m=2 (1) glm=1)i g . .
9 |

Aus der letzten Transformationsformel von H* fithren wir nach den
wiederholten leferentlatlonen in bezug auf die hochsten Ableitungen
2= fiir m =38

— dx" 2 ( 9xt AFDN | m(m—1) (9%
—aH{, _ = o ——H"- ; + m + aV=_.
| ( Hr o (m—-1)7 3-’1)" ’690" 2 L 3

H(m Dh(m-1)3 " 8 » 'c)x” = H(m—l)p(m—l)q‘é'x*,;, o

daraus geht hervor, dass H, 1);n-1 €in 1ntr1nseke'r Affinor mit dem
Gewicht 2—m ist. .

Da der Vektor B‘ das Gewicht 2 hat, so 1st(1’

(21) . 60 H(m—l)'/.('m 1)7 Bl bZW' @ H(m l)z(m 13 x(l)g

/
ein intrinseker Skalar mit dem Gewicht 4—-m bzw. 3—m. Nun

setzen wir voraus, dass

(1) Der Fall, wo H¢ in bezug auf die enthaltenden hochsten Ableitungen
2(m=1)7 linear ist, d.h.

Hi = AY(t, x, ), ..., a0))am=1] + Bi(t, x, 2O, ... 5 26), (r, s = m=—2), -
soll man an Stelle von H(m 1)im-nr den Atﬁnor A% benutzen.

: S



Geohwtrie des Systems der Dz;ﬁ'erentialql\eichu;tgen . bb
(22) =0 und S0
sind, so lautet wegen (18) fiir m ==3

(23) A= “‘mz“:g)@‘l H(im-—l)i(m—l)j(mx(z)j + H{,,_1),xV%) |

Wir schhessen hler den PFall m =3 aus, aber der Fall wird im
néchsten Paragraphen untersucht.

Ersetzen wir 2 in (10), so folgt
i 1 gy m—1 16 Ik 2)l l DA
(24) IF= ——Hp 1y ——7—= & 8 HE 1ypeim-1p(mae® + HEp 1),
m , m(m—38)
Es ist zu beachten, dass die aus H¢ abgeleiteten Grossen A und I}
jede nur die ein- und zweimalige Ableitung von H® nach den hiochsten
Ablzitungen x™ Vi enthalten; daher wird die Ubertragung langs der
Integralkurve von (2) fur beliebigen Vektor v¢ mit dem Gewicht R
durch (5) vollstandig bestimmdt.
Wir wollen jetzt die Transformationsformeln von A und 77} bel
den simultanen Transformationen (3) und (4) klar machen. :
Satz 4. Bei den simultanen Transformationen (3) und (4) ldsst
stch A bzw. I': nach die Formel transformieren :

(25) . | a = az‘ﬁl—a(”’

(26) | P"’ ax" — ol ax * G Dk

k axh e 9x*ox”

Bewets. Setzen wir E¢ = mg®@ + Hi, 12, so ist gemiss (19)
und (20)

B = {az Ei— m(m—3) oD x(m} oz .
‘ 2 oz’

Da & 'H}, 1:;(m-1; €in kovarianter Vektor mit dem Gewicht ~—1 ist,
so ergibt sich aus (21)

' S = _ . : m(m——3) 1
aS Hipn-1yitm-15E° = &S lH(%~1)¢(m—1)jE"f*—é*_-a( ),
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daraus geht unter Beriicksichtigurig von (21) und (23) hervor, dass
(25) richtig ist.
Aus den ersten Beziehungen von (20) treten auf

‘ 03 2% )_m—14" o5 |
27 H - (—Hm_ ) ,
( ) ( Vi 5 7. 3 ( 1)k dx h axk a ﬁxk

infolgedessen haben wir (26) mit Hilfe von (10) und (25).

Wenn 'man unsere Grosse A bzw. [ mit der KAWAGUCHI-
HomBUschen $ bzw. & vergleicht, so sieht man, dass sich ihre
Transformationsformeln vollstindig identifizieren(.

Fassen wir nun einen Vektor v* mit dem Gew1cht ! ins Auge,
so ist die Ableitung 8¢ lings der Integralkurve von (2) kovariant
und von dem Gewicht £+1, da nach (25), (26) bei den simultanen
Transformatlonen (3) und (4)

5?—}—1 0
ot = S’ 0%
8 7]

ist; 8° ist demnach die 1ntr1nseke Ableitung.

Das System der intrinseken Grundiibertragungen in unserem
Raume ist von Herren Prof. A. KAWAGUCHI und H. HOMBY in den
ausgezeichneten Ausdr‘iicke

' r=1 . | L
(28) S = dxpt V4 Z Sida¥  (r=1,2, ..., m——l)

gegeben worden wobel die rekurrenten Formeln von den Koefﬁz1enten
S8 sind:

C%.S:i’m (§+1)I7 +L32+~1lats;: | 0<s<m—2),
(29) @ff;ﬁ}; = G5+ D SG Y + HiSHH™Y +sASE Y

0r, r+2<s<m-2),
Sl = DSIQ+TESEP+5ASKY (1 <s<m—2).

Wenn f ein Skalar mit dem Gewicht & ist, so sind ihre intrinseken
kovarianten Ableitungen durch den Ausdriicke

(1) Siehe A. KaAwaGgucHI und H. HoMBU, a.a. O., S. 56.
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o L q
rf a7 +8AS,

' . m-1 . k
P = fon— El%;zr,ﬁs’f r=0,1,...,m—1)

s=7r+

‘gegeben, da

df+'@2[fdt =pf-dt+ Zp}cr)f Sx('r)k

» r=0
ist.
"Wenden wir rein formelhaft die Operation F{? auf I} an, indem

wir sie in bezug auf ihre oberen bzw. unteren Indizes-als kontra-
bzw. kovariant ansehen, und setzen

30) | Th=rPry,

so konnen wir leicht bestitigen, dass sich I}, wie affine Ubertra-
gungsparameter transformiert, wihrend Fr} fir r =2,3, ..., m—1
in bezug auf 7, 4, k Affinoren sind. .

Ausser I} gibt es ein anderes System der Ubertragungspara-

meter, d.h. da H¢, ;,; bei den simultanen Transformationen (3) und
(4) die Transformationsformeln (27) haben, so gilt der :

Satz 5. Bei den simultanen Transformationen (3) und (!;) sind
FOHE,-1y; Sir r=238,...,m—1 in bezug auf %, j, k Affinoren,
wihrend aus FQHE, ; ein System der Ubertragungsparameter ent-
steht : * .

(31) Nk =

deren Transformationsformeln mit denen des Systems der affinen Uber—
tragungsparameter vollstindig iibereinstimmen, d.h.

0%z’

i 0F OFF 4 ’dx
NG gt /o " 2aPext

Aus (27), (30) und (31) ergeben sich fiir beliebigen Vektor v* mit
dem Gewicht & die intrinseken kovarianten Ableitungen
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rot = +R?Iv‘
: 3t

A m=1 . u

r;cr)‘v" = 'v,fr)k"_ 2 @ﬁﬂl«"’;’)v" ('r =m—1 ’ m—2 » crey 1) ’
(32) (6)) - | '
V’co,)’v‘ = 'v(o)k 2 @{SZF}S)'U +1__’:k'vj

oder : . ‘ .

@
P = vioy — 2 Sk "’v’ AV

h1erbe1 die Ableitung F® (r =0,1, ..., m—1) erniedrigt das Gewicht
einer Grosse um r, dagegen erhoht die: Ableitung I das Gewicht um
eins. Die so-angegebenen Ableitungen sind von H' und deren Diffe-
rentialquotienten bis zur m-ter Ordnung abhdngig.

4. Der Fall m = 3. In diesem Falle ist das System ». der
Ubertragungsparameter von Herren Prof. A. KAWAGUCHI und H.
HomBU ausgefiihrt worden, welche aus den zwei- und. dreimaligen
Ableltungen von H* bestehen

1 ppe g | ;
—Hgy ( u— 'S—H & i@ G Hypoman »

= 3

G = Hépaiew »  GaG? = 8,5

und danach hat T. OHKUBO durch die Eliminationsmethode gezeigt,

dass das andere System *I1j der affinen Ubertragungsparameter aus

den ein- und zweimaligen Ableitungen von H* eingefiihrt wird, d.h.

%k ) 1 [ 2 4 h h L - * @

(33) = g{Hw)jmk‘*EH(z)mmH(mk— Héyien 91} .
Nun wollen' wir durch die Variationsmethode die drei Systeme
s N\ und ‘A% der Ubertragungsparameter ableiten und mlt

H,,, Oder * % vergleichen.

_ (1) Mittels I%, lasst sich das kovariante Differential eines Vektors vi definieren,
das von ‘H? bis zur dritten Ordnung abhingt, aber scheint es uns, dass die Auf-
stellung der Grundiibertragung und somit der kovarianten Ableitungen der Diffe-
rentialquotienten vierter Ordnung bedarf.

(2) Die Beziehung (1.14) in der OHKUBOschen Arbeit ist Druckfehler, und sie
muss wie (33) verbessert werden.
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)

Aus (13) erhalten wir y,
w“"83#+B‘8 B+ Ii?"sm +1§% =0,
'wobel gesetzt sind :
gz = 3@ 4 Hf ;a0 ,
= 2D, A+ WD) M+ g?’ + 2 Hgy; 2™
+ Hiy;aV—8 H
= (D} A+ %Dtgr)x<l>i+BiD, A — D, H— Hy;a ™9 .

[

(34)

Da B’ das aufzusuchende Skalar mcht enthilte, sollen wir hier.
den Vektor B* mit dem Gewicht 3 benutzen. 2D A+A? bzw. A ist

nicht 1ntr1nsek dagegen (2D;A+ A2)s); bzw. QI(Q), jeder ist ein “intrin-
seker kovarianter Vektor mit dem Gewicht Null bzw. —1; damit
erkennen wir, dass die Grosse

Ci= {5"('2)5 — (2 D: A + A (2561 — W 2y 129
= sz)j A+2 Hfz)k(z)j ®®% 4 Hypiz) ;60— He,);

e1n intrinseker Affinor mlt dem Gewicht eins-ist.
Wenn man dann voraussetzt, dass

@5 . Blgi==0 und Ci=0
2
sind, so lautet L
(36) A= (ffzw) U Hgyp—2 H) jone®® — Hyion vV ;
und somit folgt aus (10)
(87) I3 = 3Hp,—%8

1 - % 2)l K 1
EH&)J '(12??2)1:\) I{H('%)kf 2 Higyene®® — Hy oo 2 } .

Die erste _Bedingung von (85) wird nach (34) so geschrieben, dass
sz)i = 3n+H(‘l:2).;(2)i W = 0
2

ist; dies ist nichts anderes als die OHKUBOsthe Bedingung.
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Aus der erstén Bezi»ehung von (34) erhalten wir
@ — % ( Bi— Hip;a%).
Wenn wir diese Grosse in (36) ersetzen und
B = ﬁ+.§(§f2)t)_]H(§)j(g)k-§j
setzen, so lautet

(38  B= (?'fzn') _I{H(’é)k + %H{E)a‘(mkﬂ by 20— HE jiay 2 ”} .

Da %(sz)e)‘lH{g,j(z)k B’ ein intrinseker Skalar mit dem Gewicht eins
2 2 .

ist, ldsst sich das Skalar B bei der Parametertransformation (4)
ganz analog wie 2 transformieren; somit kénnen wir das Skalar 8B
an Stelle von 2 benutzen. ‘

Aus (28) haben wir fir m = 3 die sogenannten Grundubertra-

gungen
S = daeW+ S, da’
Sa®i = da®i+ Sif)); o™ + SifYyd? ,
wobei
c & = I3, S = 20} + A,
(39) o .
| S8y = DI+ Lirf+ATY .
Wir habén auch ”Wiej,- (30) ein System der Ubertragungsparameter
TG =rP T = Chye— S Lo :

und dies wird aus (37) so umgeschrieben, dass

(40) o T = ( L Hy;— 913 ) H(z)r— A )(2)h St

(l)k

ist. Dieses System I7, ist von dem KawaGucHI-HoMBUschen TIj, und
dem OHKUBOschen *IIj, ganz verschieden.

Da nach Satz 5 sich die Funktionen %V}}’H&}j bei den simultanen

Transformationen (8) und (4) wie die Parameter einer affinen {Jber-
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tragung transformieren, so ergibt sich das zweite System der Uber-
tragungsparameter, d.h.

(41) - Nix = -14" P HE; .

Nach (89) und der Definition (32) von F® w1rd auch das System
gegeben mit der Gestalt

(42) Nie = %—{Hmamk @I+ A8 Hisyjeom } -
Aus den ersten Beziehungen von (37) folgt

21—?4"%[8; = -—23——H("2)_,*918; ; -
o .

und wenn man diese Grosse in (42) ersetzt so haben w1r die Dar-

stellungen -

§

[]
Griae— '"’“H(Z)a(2)h Hiy,+ H (2):(2)k91}

;(43) | /\;Ik= { 3

iy
3
Benutzen wir B statt A, so trltt ein anderes System der Uber-
tragungsparameter auf:

‘ i 1 i ‘ i
49 INR= E‘{H(Z)j(nk"%H(z)j(z)hﬂ('%)k‘*' H(z)j(z)k%} .

Mittels der oben erhaltenen Systeme I, /\j und 'k konnen
wir fur beliebigen Vektor v° mit dem Gewicht R die intrinseken
Ableitungen ganz analog wie (32) definieren, die von' H* und deren
Differentialquotienten bis zur 3-ten Ordnung abhingig sind.

Das System A% oder 'AY%, ist von dem KawagucHI-HoMBUschen
114 verschieden, aber wir erkennen unter Beriicksichtigung von (33)
und (44), dass sich die so sich ergebenden Ubertragungsparameter 'A%
mit denselben von T. OHKUBO ganz iibereinstimmen, wenn man seine
Aufmerksamkeit auf 8 = —*3 richtet. Im Falle m = 3 finden sich
also ausser KawaAGucHI-HoMBUschen T die drei so-angegebenen
Ubertragungsparameter I'j,, A% und ‘A%, welche jedes von H* und
d(;:-renvDif’ferentialquotienten bis zur zweiten Ordnung abhingig sind.
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Bemerkung. Die Berechnung der Struktufgrtissen sowie die
Aufstellung der Biancuischen Identitdten fiir m >3 lassen wir aus-
fallen, da sie ganz dieselben wie in der KAwAguUcHischen Arbeit
sind®, - : ‘ )

. - | " August 1939.

(1) A.KawaGucHI, Die Differentialgeometrie in der verallgemeinerten Mannig-
faltigkeit, Rendiconti di Palermo, Bd. 56 (1932), S. 245-276. « : :
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