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BEWERTUNGSTHEORETISCHER AUFBAU DER

MULTIPLIKATIVEN IDEALTHEORIE

Von

Mikao MORIYA

EINL\’EITUNG.

Die Bewertungstheorie, die zum erstenmal von HENSEL $[1]^{(1)}$ als
die Theorie der $\mathfrak{p}$-adischen Zahlen in die Zahlentheorie eingefuhrt und
.dann sp\"ater von K\"URSCHAK [1] axiomatisch begrUndet worden ist,
.spielt heute in der Arithmetik eine grotSe Rolle. Man $wei8$ wohl,
,da6 die Klassenk\"orpertheorie in algebraischen Zahlk\"orpern mit Hilfe
der Bewertungstheorie vereinfacht worden ist (HASSE [1] , CHEVALLEY
$i[1])$ . Es ist aber bisher immer so gewesen, $daB$ man zunachst die
DEDEKINDsche Idealtheorie entwickelt und danach die Bewertungs-

’theorie eingefUhrt hat. Man. kann auch die Bewertungstheorie mit
$groBem$ Erfolge auf die arithmetische Untersuchung der algebraischen
Funktionen einer Ver\"anderlIchen anwenden. Um di\‘e Punkte auf
einer RIEMANNschen Flache arithmetisch als die Primdivisoren der

$l$Funktionenk\"orper aufzufassen, $muBte^{r}man$ fr\"uher wie bei DEDEKIND-
WEBER [1] und F. K. SCHMIDT [1], [2] in algebraischen Funktionen-
$:k6rpern$ ein Analogon zur Idealtheorie in algebriaschen Zahlk\"orpern
.entwickeln. Heute ist dieser umst\"andliche Weg ganz entbehrlich,
. und man kann durch die Bewertungen der Funktionenk\"orper direkt
,zum Punktbegriff gelangen (F. K. SCHMIDT [3]).

Anderseits zeigt uns noch die eingehende Untersuchung der Be-
.wertungstheorie, daB zwischen der Arithmetik der Ideal-und Bewer-
tungstheorie an manchen Stellen Parallelismus existiert; z.B. zwischen
der Zerlegung eines Primideals und der Fortsetzung einer Bewertung
in einer algebraischen Erweiterung, und in der DEDEKIND-HILBERT-
schen Theorie f\"ur die Primideale und Bewertungen in galoisschen
Erweiterungsk\"orpern (KRULL [1], DEURING [1]). AuBerdem kann
man manche idealtheoretische S\"atze aus denen der Bewertungstheorie
ablesen.

(1) Die Zahlen zwischen eekigen Klammem beziehen. sieh auf das Literatur-
verzeichnis am SchluB dieser Arbeit.
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Daher scheint es mir nicht unwichtig, die Idealtheorie in algebrai-
schen Zahl-und Funktionenk\"orpem auf Grund der Bewertungstheorie
mit m6g1ichst wenigen idealtheoretischen Vorkenntnissen aufzubauen.
Dieses Problem ist schon einmal von KRULL ([2] , \S \S 5, 6) in Angriff
genommen worden, aber sein Beweisgang ist doch, meiner Ansicht
nach, mehr idealtheoretisch eingestellt und erfordert noch ziemlich
viele idealtheoretische Vorkenntnisse. Deswegen will ich in der vorlie-
genden Arbeit zu zeigen versuchen, wie man, von den bewertungs-
theoretischen Axiomen ausgehend, das genannte Problem erledigen
kann.

In \S 1 stellen wir drei Axiome auf und fUhren den Begriff der
Werte der Ideale ein. Da6 diese Axiome voneinander unabhtingig
sind, erfahren wir sp\"ater in \S 5. In \S 2 deflnieren wir die Quasi-
.gleichheit der Ideale und entwickeln die ARTIN-VAN DER WAERDEN-
sche Idealtheorie (VAN DER WAERDEN [2], \S 103). Wie schon KRULL
([1], \S 5) bemerkt, ist unsere Theorie Uber die von ARIIN-VAN DER
WAERDEN hinaus auf gewisse Ringe, in denen der Teilerkettensatz
nicht mehr gilt, anwendbar. In \S 3 fUgen wir auBer den obigen
drei Axiomen noch ein neues Axiom hinzu, und leiten ohne besondere
Schwierigkeit die DEDEKINbE. $NoETHERsche$ Idealtheorie her (E.
NOETHER [1], VAN DER WAERDEN [2], \S 100-\S 102). In \S 4 beweisen
wir das ErfUlltsein dieser vier Axiome in einer beliebigen (Ieparablen
oder inseparablen) endlichen algebraischen Erweiterung, wenn sie
bereits im Grundk\"orper erfUllt sind. Dabei benutzen wir die von
KRUm[1] und DEURING [1] entwickelte galoissche Theorie der be-
werteten $|Normalk0rper$ . ${\rm Im}$ letzten Paragraphen zeigen wir ohne
groBe MUhe das ErfUlltsein unserer Axiome bei einigen bekannten,
arithmetisch wichtigen Beispielen. SchlieBlich beweisen wir, da6 die
vier Axiome voneinander unabhangig sind, und sie umgekehrt aus
einigen gewonnenen Resultaten hergeleitet werden k\"onnen.

\S 1. Werte der Ideale.
${\rm Im}$ folgenden versteht man unter einer Bewertung $w$ eines

K\"orpers $k$ stets eine nicht-trzviale, diskrete Exponentenbewertung;
d.h. $w$ genUgt den Exponentenbewertungspostulaten (VAN DER
WAERDEN [1], \S 73-76) und besitzt. daneben noch folgende Besehaf-
fenheiten:
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1) Es existiert in $k$ ein Element $\gamma\neq 0$ mit $w(\gamma)\neq 0$ ,
2) es gibt ein Primelement $\pi$ von $w$ ; d.h. $w(\pi)$ ist positiv, aber

am kleinsten unter allen positiven Bewertungen.
Der Einfachheit halber wollen wir $w(a)$ den Wert von $a$ in bezug
auf $w$ nennen.

Zwei Bewertungen $w,$ $w^{\prime}heiBen$ bekanntlich einander \"aquivalent,
wenn es eine solche positive’ Zahl $\kappa$ gibt, daB fur jedes Element $\xi$

aus $k$ stets $w^{\prime}(\xi)=\kappa w(\xi)$ ist. Aus der Definition sieht man sofort
’ ein, da6 die zu $w$ und $w^{\prime}$ geh\"origen Bewertungsringe zusammenfallen.

Es bezeichnet $W$ eine Menge von endlich oder unendlich vielen
Bewertungen von $k$ , und $0$ ist ein Ring mit $k$ als Quotientenk\"orper,
in dem folgende drei Axiome erfullt sind:

I. $0$ ist der Durchschnitt auer Bewertungsringe, welche den Be-
wertungen aus $W$ zugehoren.

II. Jedes Element aus $0$ besitzt fir hochstens endlich vtele ver-
$\epsilon chiedene$ Bewertungen aus $W$ einen von $Nuu$ verschiedenen Wert.

III. Zu zwei beliebigen verschiedenen Bewertungen $w_{1},$ $w_{2}$ aus
$W$ existieren in $0$ Elemente $\gamma_{1},$ $\gamma_{2},$ f\"ur welche $w_{1}(\gamma_{1})>0$ , $w_{2}(\gamma_{1})=0$

und $w_{1}(\gamma_{l})=0$ , $w_{g}(\gamma_{2})>0$ gelten.
Da wir in diesem Paragraphen durchweg die Bewertungen aus

$W$ in Betracht ziehen, so sprechen wir oft schlechthin von einer
Bewertung. Femer wollen wir der K\"urze wegen jede Bewertung
aus $W$ als normiert annehmen; d.h. der Wert jedes Primelementes
ist stets gleich 1. Nach I ist $0$ offenbar ein Integritatsbereich.
Ferner schlieBt man leicht aus I, da8 jedes Element aus $ofUr$ alle
Bewertungen (aus $W$) einen nicht negativen Wert besitzt und umge-
kehrt $e\ddagger n$ Element, welches fur alle Bewertungen einen nicht nega-
tiven Wert besitzt, zu $\mathfrak{v}$ geh\"ort. Das Axiom III besagt, daB je zwei
verschiedene Bewertungen aus $W$ nicht \"aquivalent sind. Aus III
folgt nun

Hilfssatz 1. Wenn $w_{1},$ $w_{2}$ , . . .. , $w_{r}$ voneinander verschiedene
Bewertungen aus $W$ sind, so gibt es in $\mathfrak{o}$ ein $\tau$ und. ein $\rho$ derart,
$daB$

$wx_{\tau})>0$ , $w_{i}(\tau)=9$ fur jedes $j\neq i(1\leqq i\leqq r)$ ,

(1) $W$ ist keine Ntlinenge.
(2) Der Ring $0$ ist eine endliche diskrete Hauptordnung und umgekehrt erfUllt

eine endliche diskrete Hauptordnung diese drei Axiome (KRULL [2], 1S).
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und
$w_{i}(\rho)=0$ , $w_{j}(\rho)>0$ $fUr$ jedes $j\neq i(1\leqq j\leqq r)$

sind.
Beweis. FUr jeden Index $j$ kann man nach Axiom III ein Ele-

ment $\rho_{j}$ aus $0$ so bestimmen, $daBw_{i}(\rho_{\dot{f}})=0$ und $w_{j}(\rho_{j})>0$ ist,
wo $i$ ein festgelegter Index und $i,\neq i$ ist. Fur das Produkt
$\rho=\rho_{1}\ldots\rho_{i-1}\rho_{i+1}\ldots\rho_{r}$ gilt effenbar:

$w_{i}(\rho)=0$ , $w_{j}(\rho)>0$ $(j\neq i, 1\leqq j\leqq r)$ .
Nun bestimmt man nach dem eben Gezeigten f\"ur jeden Index

$l(1\leqq l\leqq r)$ ein Element $\tau_{t}$ aus $0$ so, $daBw_{l}(\tau_{l})=0$ und $w_{\dot{f}}(\tau_{t})>0$

$(l\neq j, 1\leqq j\leqq r)$ ist. Dann ist $\tau=\tau_{1}+\cdots+\tau_{i-1}+\tau_{i+1}+\cdots+\tau_{r}$ f\"ur $w_{i}$

positivwertig, aber fUr $w_{j}(i\neq j, 1\leqq i\leqq r)$ nullwertig.
Hilfssatz 2. Ist $w$ eine beliebige Bewertung aus $W$ und sind

$w_{1},$ $w_{2}$ , . . . , $w_{r}$ beliebige von $w$ verschiedene Bewertungen aus $W$,
so gibt es in $n$ ein Primelement von $w$ , das $fUrw_{1}$ , .. . , $w_{r}$ null-
wertig ist.

Beweis. Ein Primelement $\pi_{0}$ von $w$ kann nach Axiom II fUr
h\"ochstens endlich viele Bewertungen aus , $W$ einen von Null ver-
schiedenen Wert haben. Es seIen $w_{1}$ , ... , $w_{r},$ $w_{r+1}$ , ... , $w_{\epsilon}$ die-
jenigen von $w$ verschiedenen Bewertungen aus $W,$ fur welche $\pi_{0}$

einen von Null verschiedenen Wert besitzen kann. Nach Hilfssatz
1 existiert in $0$ ein Element $\rho$ mit $w(\rho)=0$ und $w_{i}(\rho)>0(i=1, \ldots, s)$ .
Dabei kann man $\rho$ auch so w\"ahlen, da6 $w_{i}(\rho\pi_{0})>0$ ($i=1,$ $\ldots$ , s)
ist. $\rho\pi 0$ ist offenbar Element aus $0$ . Bestimmt man nun f\"ur jedes
$l(1\leqq l\leqq r)$ ein Element $\tau_{l}$ aus $0$ so, $daBw_{l}(\tau_{l})=0,$ $w(\tau_{l})>w(\rho\pi 0)$

und $w_{j}(\tau_{l})>0(j\neq l, 1\leqq i\leq r)$ ist, so gilt f\"ur $\pi=\rho\pi_{0}+\sum_{l=1}^{r}\tau_{l}$ \ddagger

$w(\pi)=w(\rho\pi_{0})=w(\pi_{0})=1$ , und $w_{t}(\pi)=w_{t}(\pi_{l})=0(l=1 , ... , r)$ ,
$w$ . $z.b$ . $w$ .

Unter einem Ideal aus $k$ versteht‘ man einen Modul aus $k$ mit
$0$ als Multiplikatorenbereich, der sich durch Multiplikation mit einem
geeigneten von Null verschiedenen Element aus $0$ in einen Modul
aus $0$ verwandelt(1). Ein Ideal, dessen Elemente alle zu $0$ geh\"oren,
nennt man ein ganzes Idea1. Ist nun $a$ ein Ideal aus $k$ und $w$ eine

(1) Das Nullideal schlieBen wir ${\rm Im}$ folgenden von unserer Betrachtung aus.
\langle 2) Dagegen ist ein nicht (ganzes Ideal aus $k$ oft ein gebrochenes Ideal in bezug

auf $\mathfrak{v}$ genannt.
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Bewertung aus $W$ , so besitzt die Wertmenge $w(a)$ aller Elemente $a$

aus $\mathfrak{a}$ die untere Grenze. F\"ur ein geeignetes von Null verschiedenes
Element $\lambda$ aus $\mathfrak{o}$ wird namlich $\lambda \mathfrak{a}$ ganz. Die Wertmenge $w(\lambda a)$ aller
$\lambda a$ aus $\lambda \mathfrak{a}$ besitzt die endliche nicht-negative untere Grenze $a$ . Ferner
existiert in $\lambda \mathfrak{a}$ ein Element $\gamma$ , dessen Wert $w(\gamma’)=a$ ist, weil $w$

diskret ist. Das Element $\frac{\gamma}{\lambda}$ geh\"ort dem Ideal $\mathfrak{a}$ an und $w(\frac{\gamma}{\lambda})$ ist
gleigh der unteren Grenze der Wertmenge $w(a)$ . Wir bezeichnen
$\ddagger m$ folgenden mit $w(\mathfrak{a})$ die untere Grenze der Wertmenge $w(a)$ und
nennen $w(\mathfrak{a})$ den Wert von a in bezug auf $w$ . Aus der Definition
der Werte folgt:

Hilfssatz 3. Ist a ein beliebiges Ideal aus $k$ und $w$ eine Bewertung
aus $W$ , so ist $w(\mathfrak{a})$ stets endlich. Ferner ist der Wert des Produktes
aus endlich vielen Idealen aus $k$ gleich der Summe der Werte der
Faktoren.

Nach II sieht man sofort $ei^{r}n$ , da6 ein Ideal aus $k$ fiir h\"ochstens
endlich viele Bewertungen einen von Null verschiedenen Wert besitzt.
Man kann offenbar einem Ideal $\mathfrak{a}$ einen Vektor zuordnen, dessen
Komponenten aus den Werten von $\mathfrak{a}$ in bezug auf alle Bewertungen
aus $W$ bestehen. Diesen Vektor nennen wir den Wertvektor von $\mathfrak{a}$ .
Die Wertvektoren von a und $b$ heiBen gleich, wenn f\"ur jede Bewertung
$w$ stets $w(a)=w(b)$ ist. Unter der Summe der Wertvektoren von $\mathfrak{a}$

und $b$ versteht tman wie \"ublich einen Vektor, dessen Komponenten
aus $w(\mathfrak{a})+w(b)$ bestehen, wo $w$ alle Bewertungen aus M7 durchl\"auft.
Nun gilt folgender.

Satz 1. Der Wertvektor eines Ideals aus $k$ besitzt hochstens endlich
viele von Null verschiedene Komponenten. Ferner ist der Wertvektor
des Produktes aus endlich vielen Idealen gleich der Summe der Wert-
vektoren $d$er Faktorenideale.

Satz 2. Es sei $\mathfrak{a}$ ein Ideal aus $k$ und $w_{1},$ $\ldots$ , $w_{r}$ seien beliebige
voneinander verschiedene Bewertungen aus W. Dann existiert in a
ein Element $a$ mit $w_{i}(\mathfrak{a})=w_{i}(a)(i=1, \ldots , r)$ .

Beweis. Offenbar enth\"alt $\mathfrak{a}$ ein Element ai mit $w_{i}(\alpha)=w_{1}(\mathfrak{a})$ .
Nach Hilfssatz 1 kann man in $0$ ein Element $\gamma$: so w\"ahlen, da6
$uj_{i}(\gamma:)=0$ und $w_{j}(\gamma_{i})>0(i\neq j, 1\leqq j\leqq r)$ ist. Dann gilt:

$w_{i}(a_{i}\gamma_{i})=w_{i}(a_{i})+w_{i}(\gamma_{i})=w_{\iota}(\alpha:)=w_{\mathfrak{i}}(\mathfrak{a})$

und
$w_{j}(a:^{\gamma_{i})=w_{j}(a_{i})+w_{j}(\gamma)>w_{j}(a_{i})\geqq w_{j}(\mathfrak{a})}: (i\neq i, 1\leq j\leqq r)$ .
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Die Summe $:-1\sim\backslash \urcorner 1a_{i}\gamma$: besitzt fur $w_{1},$ $\ldots$ , $w_{r}$ bzw. die Werte $w_{1}(a)$ ,
... , $w_{1}(\mathfrak{a})$ .

Satz 3. Enthdlt $W$ nur endlich viele Bewertungen von $k$ , so ist
iedes Ideal aus $k$ stets Hauptideal.

Beweis. Es seien $w_{1}$ , .... , $w_{1}$ die s\"almtlichen verschiedenen
Bewertungen aus $W$. Dann kann man nach Satz 2 aus einem Ideal
$\mathfrak{a}$ aus $k$ ein solches Element $a$ herausgreifen, da3 $w_{i}(\mathfrak{a})=w_{l}\{a$) ist
$(i=1 , ... , r)$ . FUr ein beliebiges Element $\gamma$ aus $\mathfrak{a}$ ist $\gamma a^{-1}$ fur
$w_{1}$ , . . . , $w_{r}$ nicht negativwertig; d.h. $\gamma_{a^{-1}}\in 0$ . Hieraus folgt sofort
$(a)=\mathfrak{a}$ .

Wenn $B$ den Bewertungsring einer Bewertung $w$ aus $W$ bezei-
chnet, so bildet die Gesamtheit aller in bezug auf $w$ positivwertigen
Elemente aus $B$ ein Primideal $\mathfrak{P}$ aus $B$ (VAN DER WAERDEN [1], S.
249). Bildet man nun den Durchschnitt $\mathfrak{p}$ von $\mathfrak{P}$ mit $0$ , so ist $\mathfrak{p}$ ein
$Pr\ddagger mideal$ aus $0$ , welches seinerseits aus allen in bezug auf $w$ positiv-
wertigen Elementen aus $0$ besteht. Wir wollen im folgenden $\mathfrak{p}$ das
zu $w$ gehorige Primideal aus $0$ nennen.

Hilfssatz 4. Es seien $w_{1},$ $w_{2}$ nicht \"aquivalente Bewertungen aus
W. und $\mathfrak{p}_{1},$ $\mathfrak{p}_{2}$ bzw. die zu $w_{1},$ $.w_{2}$ geh\"origen Primideale aus $0$ . Dann
sind $\mathfrak{p}_{1}$ und $\mathfrak{p}_{2}$ voneinander verschieden.

Beweis. Nach Axiom III existiert in $\mathfrak{o}$ ein Element $\pi$ mit fol-
gender Eigenschaft: $w_{1}(\pi)>0$ und $w_{2}(\pi)=0$ . Offenbar geh\"ort $\pi$

zu $\mathfrak{p}_{1}$ , aber nicht zu $\mathfrak{p}_{2},$ $w$ . $z$ . $b$ . $w$ .
Satz 4. Es sei $w$ eine Bewertung aus $W$ und $\mathfrak{p}$ das zu $w$ gehtjrige

Primideal aus $0$ . Ist dann $q$ ein durch $\mathfrak{p}$ teilbares Prim\"arideal aus
$0$ , so besitzt $\mathfrak{q}$ nur fur $w$ einen von Null verschiedenen Wert.

Beweis. Da $q\subseteqq \mathfrak{p}$ ist, so ist offenbar $w(q)\geqq w(\mathfrak{p})=1$ . Wir setzen
$w(q)=e$ . Es sei $w^{\prime}$ eine beliebige, zu $w$ nicht \"aquivalente Bewertung
aus $W$ . Dann kann man nach Hilfssatz 2 in $\mathfrak{p}$ ein solches Prim-
element $\pi$ von $w$ auffinden, da8 $w^{\prime}(\pi)=0$ ist. Da in $q$ ein Element
$\lambda$ mit $w(\lambda)=w(q)$ existiert, so ist $w(\frac{\lambda}{\pi^{e}})=0$ . Nach Hilfssatz 1
existiert ein Element $\eta\neq 0$ aus $0$ derart, daB $\frac{\lambda}{\pi^{\epsilon}}\eta$ zu $\mathfrak{v}$ geh\"ort und
$w(\frac{\lambda}{\pi^{e}}\eta)=0$ ist. Setzt man nun $\frac{\lambda}{\pi^{e}}\eta=\zeta$ , so ist $\zeta\pi^{e}=\lambda\eta$ in $qen^{t}t-$

halten. Da $w(\zeta)=0$ ist, so ist $\zeta$ in $q$ nicht enthalten, weil $w(q)>0$

ist. Daher mu6 eine geeignete Potenz $(\pi^{e})^{e^{\prime}}$ von $\pi^{e}$ zu $q$ geh\"oren,

(1) VAN DER WAERDEN [2], S. 31.
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weil $q$ prim\"ar ist. Nach der Wahl von $\pi$ ist $w^{\prime}(\pi^{ee^{\prime}})=0$ ; d.h. es
gibt in $q$ ein Element, dessen Wert f\"ur $w^{\prime}$ Null ist, $w$ . $z$ . $b$ . $w$ .

Zusatz. Ist $\mathfrak{p}$ das zu $w$ geh\"orige Primideal aus $\mathfrak{o}$ , .so ist f\"ur
jede von $w$ verschiedene Bewertung $w^{\prime}$ aus $W$ stets $w^{\prime}(\mathfrak{p})=0$ .

Es seien $\mathfrak{a},$
$b$ Ideale aus $k$ . Dann bedeutet $\mathfrak{a}:b$ die Gesamtheit

aller derjenigen Elemente aus $k$ , welche, mit jedem Element aus $b$

multipliziert, zu $\mathfrak{a}$ geh\"oren. Da6 $a:b$ einen Modul mit $0$ als Multi-
plikatorenbereich bildet, folgt ohne weiteres aus der Definition. Ist
nun $\beta$ ein beliebiges von Null verschiedenes Element aus $b$ , so kann
man aus $0$ ein Element $\lambda(\neq 0)$ so herausgreifen, daB $\lambda \mathfrak{a}\subseteqq 0$ und
$\lambda\beta\in 0$ ist. Dann gilt:

$(\mathfrak{a}:b)(\lambda\beta)=\lambda((\mathfrak{a}:b)\beta)\subseteqq\lambda \mathfrak{a}\subseteqq \mathfrak{a}_{2}$

$\mathfrak{a}:b$ bildet wirklich ein Ideal aus $k$ . Wenn insbesondere $\mathfrak{a}=0$ ist,
so bezeichnet $b^{-1}$ den Modulquotienten $0:b$ . Weil $(\mathfrak{a}b^{-1})b=a(b^{-1}b)$

$\leqq \mathfrak{a}0=\mathfrak{a}$ ist, so ist offenbar

$\mathfrak{a}b^{-1}\subseteqq \mathfrak{a}:b$ .
Wir beweisen nun:
Satz 5. Ist $\mathfrak{a}\subseteqq b$ , so ist $a:b$ ein ganzes Ideal.
Beweis. Angenommen, es ware $\mathfrak{a}:b$ nicht ganz. Dann enthalt

$a:b$ mindestens ein Element $\xi$ , welches f\"ur eine passend gewtihlte
Bewertung $w$ aus $W$ einen negativen Wert besitzt: $w(\xi)<0$ . Multi-
$pliziert$

’

man nun $\xi$ mit einem $\beta$ aus $b$ , dessen Wert in bezug auf
$w$ gleich $w(b)$ ist, so ist $\xi\beta$ ein Element aus $\mathfrak{a}$ , und es gilt:

$w(\xi\beta)<w(b)\leqq w(\mathfrak{a})$ ,

weil aus $\mathfrak{a}\subseteqq b$ , $w(\mathfrak{a})\geqq w(b)$ folgt; aber die Relation $w(\xi\beta)<u(\mathfrak{a})$

ergibt sicher einen Widerspruch. Damit ist der Beweis fertig.

Ein Ideal aus $k$ heiBe nuuwertig, wenn sein Wertvektor der
Nullvektor ist. Nach Definition ist $0$ ein nullwertiges Ideal, und
jedes nullwertige Ideal stets ganz.

Satz 6. Wenn $0$ ein Hauptidealring ist, so ist $0$ ein einziges
nuuwertiges Ideal in $k$ .

Beweis. Zu einem nullwertigen Ideal $\mathfrak{m}$ gibt es ein Element $\mu$

aus $k$ derart, $da8(\mu)=\mathfrak{m}$ ist. Offenbar ist $\mu$ fur alle Bewertungen



116 M. Moriya

aus $W$ nullwertig, es ist also auch $\mu^{-1}$ nullwertig; d.h. $\mu^{-1}$ ist Ele-
ment aus $0$ . Hieraus folgt ohne weiteres: $\mathfrak{m}=\mathfrak{o}$ .

Satz 7. Ist $a$ ein Ideal aus $k$ , so ist $\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1}$ stets nullwertig.
Beweis. Wenn $W$ nur endlich viele verschiedene Bewertungen

enthalt, so ist a nach Satz 3 ein Hauptideal, woraus
$\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1}=\mathfrak{o}$

folgt.
Wir wollen also annehmen, $daBW$ unendlich viele verschiedene

Bewertungen enth\"alt und $\mathfrak{a}$ f\"ur h\"ochstens $r$ verschiedene Bewertungen
$w_{1}$ , ... . , $w_{r}$ einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Dann
existiert nach Satz 2 ein Element $a$ aus $\mathfrak{a}$ , das f\"ur $w_{1}$ , .. . , $w_{r}$ bzw.
die Werte $w_{1}(\mathfrak{a})$ , .. . . $w_{r}(a)$ besitzt. Dabei kann $a$ fur eine noch
beliebig zu bestimmende, von $w_{1}$ , ... , $w_{r}$ verschiedene Bewertung
$w_{0}$ aus $W$ den Wert Null besitzen.

Wenn $a^{-1}$ f\"ur einige von $w_{0},$ $w_{1}$ , . . . , $w_{f}$ verschiedene Bewer-
tungen aus $W$ einen negativen Wert besitzt, so kann man nach
Hilfssatz 1 ein Element $\tau$ aus $0$ so bestimmen, daB

$w_{0}(a^{-1}\tau)=0,$ $w_{1}(a^{-1}\tau)=-w_{1}(a)=-w_{1}(\mathfrak{a})$ , .. . , $w_{r}(a^{-1}\tau)=-w_{r}(\mathfrak{a})$

und f\"ur jede von $w_{0},$ $\ldots$ , $w_{r}$ verschiedene Bewertung $w^{\prime}$ aus $W$

stets $w^{\prime}(a^{-1}\tau)\geqq 0$ wird.
Ist nun $a^{\prime}$ ein beliebiges Element aus $\mathfrak{a}$ und $w$ eine beliebige

Bewertung aus $W$, so ist stets $\iota$

$w(a^{\prime}a^{-1}\tau)=w(a^{\prime})+w(a^{-1}\tau)\geqq w(\mathfrak{a})-w(\mathfrak{a})=0$ .
Also ist $ a^{-1}\tau$ Element aus $\mathfrak{a}^{-1}$ . Offenbar geh\"ort $ a\cdot a^{-1}\tau$ zu $\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1}$, und
es ist $w_{i}(a\cdot a^{-1}\tau)=0(i=0,1, \ldots , r)$ . $\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1}$ enth\"alt ein Element,
dessen Werte f\"ur $w_{0},$ $w_{1}$ , .. . , $w_{r}$ alle Null sind. Weil dabei $w_{0}$

alle von $w_{1},$ $\ldots.w_{r}$ verschiedenen Bewertungen aus $W$ durchlaufen
kann, so ist $\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1}$ nullwertig.

Aus Satz 7 folgt sofort
Zusatz. Wenn $w(\mathfrak{a})=e$ ist, so ist $w(a^{-1})=-e$ .
Denn es ist einerseits $w(\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1})=w(\mathfrak{a})+w(\mathfrak{a}^{-1})$ und anderseits

$w(\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1})=0$ , woraus die Behauptung folgt.
Satz 8. Ein Ideal aus $k$ ist dann und nur dann nullwertig,

wenn sein Reziprokes gleich $0$ ist.
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Beweis. Wir bezeichnen mit $\mathfrak{m}$ ein nullwertiges Ideal. Ist dann
$w$ eine beliebige Bewertung aus $W$ , so ist nach Zusatz zu Satz 7
$w(\mathfrak{m}^{-1})=-w(\iota \mathfrak{n})=0$ , es ist also $\mathfrak{m}^{-1}\subseteqq 0$ . Da aus $\mathfrak{m}\leqq 0,$ $\mathfrak{m}^{-1}\geqq 0$

folgt, so mu6 $m=0$ sein.
Ist umgekehrt fur ein Ideal $\mathfrak{m}$ aus $k\mathfrak{m}^{-1}=0$ , so gilt f\"ur eine

beliebige Bewertung $w$ aus $W$ stets:
$w(\mathfrak{m})=-w(\mathfrak{m}^{-1})=0$ ;

d.h. $\mathfrak{m}$ ist ein nullwertiges Ideal.
Satz 9. Ist $\mathfrak{m}$ ein nullwertiges ldeal aus $k$ und $\mathfrak{a}$ ein beliebiges

Ideal aus $k$ , so ist
$(\mathfrak{a}\mathfrak{m})^{-1}=\mathfrak{a}^{-1}$ .

Beweis. Weil $\mathfrak{a}\mathfrak{m}\subseteqq \mathfrak{a}$ ist, so ist $(\mathfrak{a}\mathfrak{m})^{-1}\supseteqq \mathfrak{a}^{-1}$ . Ist nun $\xi$ ein
Element aus $(\mathfrak{a}\mathfrak{m})^{-1}$ , so ist

$0\supseteqq\xi(\mathfrak{a}\mathfrak{m})=(\xi \mathfrak{a})\mathfrak{m}$ ,

woraus $\xi \mathfrak{a}\in\iota \mathfrak{n}^{-1}$ folgt. Da nach Satz 8 $\mathfrak{m}^{-1}=0$ ist, so geh\"ort $\xi$

’

offenbar zu $\mathfrak{a}^{-1}$ .
Satz 10. Wenn es in $0$ \"uberhaupt ein von $0$ verschiedenes nuu-

wertiges Ideal gibt, so gibt es ein nullwertiges pr\’imideal aus $0$ .
Beweis. Wir bringen alle von $\mathfrak{o}$ verschiedenen, nullwertigen

Ideale aus $0$ in eine Wohlordnung: $\mathfrak{m}_{1}$ , . . . , $\mathfrak{m}_{\mu}$ , . . . , und bilden
durch die transfinite Induktion eine Teilmenge der von $0$ verschie-
denen nullwertigen Ideale: $\mathfrak{m}_{1}^{*}=\mathfrak{m}_{1}$ , . . . , $\mathfrak{m}_{\mu}^{*},$ ... . mit folgender
Eigenschaft :

FUr $\mu<\nu$ ist $\mathfrak{m}_{\mu}^{*}\subseteq-\mathfrak{m}_{\nu}^{*}$ .
Es genugt, unter Annahme, daB alle $\mathfrak{m}_{\mu}^{*}$ mit $\mu<\lambda$ gegeben sind,
$\mathfrak{m}_{\lambda}^{*}$ zu konstruieren. Wir setzen

$\mathfrak{m}_{\lambda}^{*}=$
$(\mathfrak{m}_{\mathfrak{u}}^{*}\mu<\lambda , \mathfrak{m}_{\lambda})$ , wenn $(\mathfrak{m}_{\mu}^{*}\mu<\lambda , \mathfrak{m}_{\lambda})\neq 0$

ist,

$\mathfrak{m}_{\lambda}^{*}=(\mathfrak{m}_{\mu}^{*})\mu<\lambda$ wenn $(\mathfrak{m}_{u}^{*}\mu<\lambda , \mathfrak{m}_{\lambda})=0$ ist.

Wie man leicht best\"atigt, ist die Vereinigungsmenge $\mathfrak{m}^{*}$ aller $\mathfrak{m}_{1}^{*}$ ,
$\mathfrak{m}_{1}^{\star}$ , . . . , $\mathfrak{m}_{\nu}^{*},$

$\ldots$ . ein nullwertiges Ideal und von $\mathfrak{o}$ verschieden.
Denn enth\"alt $\mathfrak{m}$ das Einselement, so muB es schon in einem $\mathfrak{m}_{\nu}^{*}$ ent-
halten sein, was unm\"oglich ist. Nach der Konstruktion besitzt $\cdot$ $m^{*}$

nur $\mathfrak{o}$ als echten Teiler, d.h. $\mathfrak{m}^{*}$ ist in $0$ teilerlos. Hieraus folgt,

wie bekannt, $daB\mathfrak{m}^{*}$ ein Primideal ist (VAN DER WAERDEN [1] , S. 58).
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\S 2. Die Darstellung eines Ideals als Primidealpotenz-
produkt im quasigleichen Sinne.

In diesem Paragraphen bedeutet $k$ bzw. $0$ den im vorigen Para-
graphen definierten K\"orper bzw. Integrit\"atsbereich. Ferner ist
vorausgesetzt, $daB$ die Axiome I, II, III in $0$ erfUllt sind.

Die Ideale $\mathfrak{a},$
$b$ aus $k$ heiBen quasigleich, wenn ihre Wertvektoren

gleich sind: in Zeichen, $\mathfrak{a}\sim b$ . Die Quasigleichheit ist offenbar re-
flexiv, symmetrisch und transitiv. Ferner folgt aus der Definition
sofort:

Satz 11. Ist $\mathfrak{a}\sim b$ und $\mathfrak{a}^{\prime}\sim b^{\prime}$ , so ist $\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{\prime}\sim$ bb’.
Der folgende Satz charakterisiert die Quasigleichheit idealtheore-tisch:
Satz 12. Zwei Ideale $\mathfrak{a},$

$b$ aus $k$ sind dann und nur &nn quasi-
$gle\cdot ich$ , wenn $\mathfrak{a}^{-1}=b^{-1}$ ist. Ist $\mathfrak{a}\sim b$ , so existieren $zwei$ nullwertige
Ideale $\mathfrak{m}_{1},$ $\mathfrak{m}_{2}$ derart, $daB$

$\mathfrak{a}r\mathfrak{n}_{1}=b\iota \mathfrak{n}_{2}$

ist.
Beweis. Wenn $\mathfrak{a}^{-1}=b^{-1}$ ist, so gilt $fUr$ eine beliebige Bewertung

$w$ aus $W$ :
$w(\mathfrak{a})=-w(\mathfrak{a}^{-1})=-w(b^{-1})=w(b)$ ;

d.h. $\mathfrak{a}\sim b$ .
Ist umgekehrt $\mathfrak{a}\sim b$ , so bilde man das Ideal $\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1}b$ . Dann ist

$\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-l}b=\mathfrak{a}(\mathfrak{a}^{-1}b)=(\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1})b$ .
Setzt man $\mathfrak{a}^{-1}b=\mathfrak{m}_{1}$ und $\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1}=\mathfrak{m}_{2}$ , so sind mi und $\iota \mathfrak{n}_{2}$ nullwertig.
Ferner folgt aus Satz 9:

$\mathfrak{a}^{-1}=(\mathfrak{a}\mathfrak{m}_{1})^{-I}=(b\mathfrak{m}_{2})\rightarrow=b^{-1}$ .
Mit Hilfe der Quasigleichheit kann man al\’ie vom Nullideal ver-

schiedenen Ideale aus $k$ in die Klassen derart einteilen, daB je zwei
Ideale aus einer und derselben Klasse stets einander quasigleich sind,
aber je zwei Ideale aus verschiedenen Klassen niemals quasigleich
sind. Sind $\mathfrak{a}_{1}$ und $\mathfrak{a}_{2}$ bzw. Ideale aus den Klassen $K_{1}$ und $K_{2}$ , so
deflniert man die $\mathfrak{a}_{1}a_{2}$ enthaltende Klasse als die $Produktkla8se$ .
Offenbar ist die Produktklasse durch $K_{1}$ und $K_{8}$ eindeutig bestimmt,
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aber sie ist unabhangig von der Wahl von $\mathfrak{a}_{1}$ und $\mathfrak{a}_{2}$ . Damit ist die
Multiplikation der Klassen definiert. Wie man leicht bestiitigt, bilden
die s\"amtlichen Klassen hinsichtlich der Klassenmultiplikation eine
abelsche Gruppe, deren Einheitselement die $0$ enthaltende Klasse ist.

Da allen Idealen aus einer und derselben Klasse und nur solchen
gleiche Wertvektoren zugeordnet werden, so gilt offenbar folgender

Satz 13. Die Gruppe der Klassen von quasigleichen Idealen aus
$k$ ist isomorph der (additiven) Gruppe der Wertvektoren aller vom
Nullideal verschiedenen Ideale aus $k$ .

Satz 14. Ist $\mathfrak{p}*ein$ Primideal aus $0$ und nicht nullwertig, $so$

existiert in $W$ eine Bewertung $w$ derart, $daB\mathfrak{p}*das$ zu $w$ gehOrige
Primideal ist.

Beweis. Sei f\"ur eine Bewertung $w$ aus $Ww(\mathfrak{p}^{*})>0$ . Dann
ist f\"ur das zu $w$ geh\"orige Primideal $\mathfrak{p}$ stets $\mathfrak{p}*\subseteqq \mathfrak{p}$ . Ist nun
$w(\mathfrak{p}^{*})=e>w(\mathfrak{p})$ , so gibt es in $\mathfrak{p}^{*}$ ein Element $\pi^{*}$ mit $w(\pi^{*})=e$ ;
$fUr$ ein Primelement $\pi$ von $w$ aus $\mathfrak{p}$ wird $\frac{\pi^{*}}{\pi^{e}}\xi=\zeta\in 0$ und $w(\frac{\pi^{*}}{\pi^{e}}\xi)=0$ ,

wenn $\xi$ nach Hilfssatz 1 in $0$ passend gew\"ahlt ist. Da $\pi^{e-1}\cdot\pi\zeta\in \mathfrak{p}*$

ist, so $muB$ mindestens eines von $\pi^{e-1}$ und $\pi\zeta$ zu p*geh\"oren, was
ein Widerspruch ist. Es ist also

$w(\mathfrak{p})=w(\mathfrak{p}^{*})$ .
Nach Satz 12 gibt es zwei nullwertige Ideale $\mathfrak{m}$ , $\iota \mathfrak{n}^{*}$ derart, $da8$

$pm=p^{*}m^{*}\subseteqq P^{*}$ ist, weil $\mathfrak{p}*nach$ Satz 4 nur f\"ur $w$ von Null verschie-
denen Wert besitzt. Existiert in $\mathfrak{p}$ ein in $\mathfrak{p}^{*}$ nicht enthaltenes Element
$\pi_{0}$ , so besteht $fUr$ ein in $\mathfrak{p}*nicht$ enthaltenes Element $\mu$ aus $\mathfrak{m}$ :

$\pi_{0}\mu\epsilon \mathfrak{p}*$ ,

was aber unm\"oglich ist. Also ist $\mathfrak{p}\subseteqq \mathfrak{p}*$ , woraus wegen $\mathfrak{p}*\subseteqq \mathfrak{p}$

$\mathfrak{p}^{*}=\mathfrak{p}$ folgt.
Aus dem obigen Satz folgt nun:
Zusatz. Das zu einer Bewertung aus $W$ geh\"orige Primideal aus

$0$ ist minimales Primideal; d.h. es besitzt $au8er$ dem Nullideal kein
echtes Vielfaches.

Satz 15. Ein $nuuwertige8$ Primideal aus $0$ enthdlt unendlich
viele minimale Primideale aus $0$ .

Beweis. Nach Voraussetzung und nach den S\"atzen 3 und 6
existieren in $W$ unendlich viele verschiedene Bewertungen. Bezei-



120 M. Moriya

chnet nun $\mathfrak{m}$ ein nullwertiges Primideal aus $\mathfrak{o}$ und $\mu\neq 0$ ein Element
aus $\mathfrak{m}$ , so gibt es endlich viele verschiedene Bewertungen $w_{1}$ , ... .
$w_{r}$ aus $W,$ $fUr$ welche $\mu$ gerade einen positiven Wert besitzt. Denn
sonst w\"are $\mu$ f\"ur alle Bewertungen aus $W$ nullwertig, es w\"are also
auch $\mu^{-1}$ nullwertig, woraus entgegen der Voraussetzung $\iota \mathfrak{n}=0$

folgte. Es seien die Werte von $\mu$ f\"ur $w_{1}$ , .. . , $w_{r}$ bzw. $e_{1},$ $\ldots$ , $e_{r*}$

und $\mathfrak{p}_{i}$ sei das zu $w_{i}$ geh\"orige Primideal aus $0$ $(i=1 , ... , r)$ . Dann
ist

$\mathfrak{m}\geqq(\mu)\geqq \mathfrak{p}_{1^{1}}e\mathfrak{p}_{2}e_{2}\ldots \mathfrak{p}_{r}e_{r}$ .
Denn $(\mu)^{-1}\mathfrak{p}_{1^{1}}e$

$\mathfrak{p}_{1}e$

, ist nullwertig und infolgedessen ist
$P_{t}$

$\mathfrak{p}_{1}e_{1}$ $\mathfrak{p}_{1}e_{r}=(\mu)(\mu)^{-1}\mathfrak{p}_{1}^{e_{1}}\ldots.\mathfrak{p}e_{r}\subseteqq(\mu)\subseteqq\iota \mathfrak{n}$ .
Da $\iota \mathfrak{n}$ ein Primideal aus $0$ ist, so muB eines von den $\mathfrak{p}_{1}$ , . .. , $\mathfrak{p}_{r}$ in
$\mathfrak{m}$ enthalten sein.

Nun seien $\nu$ verschiedene, nicht nullwertige Primideale $\mathfrak{p}^{(1)},$

$\ldots$ ,
$\mathfrak{p}^{(\nu)}$ in $\mathfrak{m}$ enthalten. Dann gibt es in $ W\nu$ verschiedene Bewertungen
$w^{(1)}$ , ... , $w^{(\nu)}$ derart, daB $\mathfrak{p}^{(1)}$ , ... , $\mathfrak{p}^{(\nu)}$ bzw. die zu $w^{(1)},$

$\ldots$ , $w^{(\nu)}$

geh\"origen Primidaeale aus $0$ sind. Da $\mathfrak{m}$ nullwertig ist, so gibt es
nach Satz 2 ein Element $\mu^{\prime}$ aus $\mathfrak{m}$ , welches f\"ur $w^{(1)}$ , ... , $w^{(\nu)}$ null-
wertig ist. Fur passend gew\"ahlte, nicht nullwertige Primideale
$\mathfrak{p}_{1}^{\prime}$ , . . . , $\mathfrak{p}_{s}^{\prime}$ aus $0$ gilt dann:

$(\mu^{\prime})\sim \mathfrak{p}_{1}^{\prime e_{1}^{\prime}}\ldots.\mathfrak{p}_{\epsilon^{\epsilon}}^{\prime e^{\prime}}$ .
Dabei sind $\mathfrak{p}_{1}^{\prime},$

$\ldots$ , $\mathfrak{p}_{*}^{\prime}$ alle von $\mathfrak{p}^{(1)},$

$\ldots$ , $\mathfrak{p}^{(\nu)}$ verschieden und $e_{1}^{\prime},$

$\ldots$ , $e_{l}^{\prime}$

alle positiv. Wie beim obigen $\mu$ schlieBt man leicht, daB eines von den
$\mathfrak{p}_{1}^{\prime}$ , . . . , $\mathfrak{p}_{\epsilon}^{\prime}$ in $\mathfrak{m}$ enthalten ist. Somit ist gezeigt, daB in $\mathfrak{m}$ ein von
$\mathfrak{p}^{(1)}$ , .. . , $\mathfrak{p}^{\langle\nu)}$ verschiedenes, nullwertiges Primideal aus $0$ enthalten
ist.

Da $W$ unendlich viele verschiedene Bewertungen enth\"alt, so
k\"onnen wir in $\mathfrak{m}$ wie oben unendlich viele nicht nullwertige Prim-
ideale auffinden. Nach Zusatz zu Satz 14 sind diese nicht nullwertigen
Primideale alle minimal in $0$ , $w.z$ . $b$ . $w$ .

Nach den S\"atzen 14 und 15 gilt:
Zusatz. Dann und nur dann ist ein Primideal aus $0$ minimales

Primideal, wenn es nicht nullwertig ist. Ist $\mathfrak{p}$ ein minimales Prim-
ideal aus $\mathfrak{o}$ , so gibt es in $W$ eine Bewertung $w$ derart, daB $\mathfrak{p}$ das
zu $w$ geh\"orige Primideal wird.
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Satz 16. Es sei $w^{\prime}$ eine zu jeder Bewertung aus $W$ nicht aqui-
valente (aber nicht notwendig diskrete) Bewertung von $k$ , und $B^{\prime}$ der
zu $w^{\prime}$ gehorige Bewertungesring in $k$ . Enth\"alt dann $B^{\prime}$ den Ring $\mathfrak{o}$ ,
so ist das zu $w^{\prime}$ gehorige Primideal $\mathfrak{p}^{\prime}$ aus $\mathfrak{o}$ nullwertig.

Beweis. Ist $\mathfrak{p}^{\prime}$ nicht nullwertig, so existiert nach Satz 14 eine
Bewertung $w$ aus $W$ derart, daB $\mathfrak{p}^{\prime}$ das zu $w$ geh\"orige Primideal
wird. Wenn also f\"ur ein Element $\xi$ aus $ow(\xi)=0$ ist, so $muB$

auch $w^{\prime}(\xi)=0$ sein, weil sonst $\xi\in \mathfrak{p}^{J}$ sein m\"usste. Ebenso ist f\"ur ein
Element $\xi^{\prime}$ aus $0$ mit $w^{\prime}(\xi^{\prime})=0$ stets $w(\xi^{\prime})=0$ . F\"ur ein Primele-
ment $\pi$ von $w$ aus $0$ ist jedes Element $\zeta\neq 0$ aus $k$ eindeutig von
der Form $\zeta=T^{P}\eta$ mit $w(\eta)=0$ . Multipliziert man $\eta$ mit einem passend
gewahlten Element $\tau$ aus $0$ mit $w(\tau)=0$ , so geh\"ort $\eta\tau$ zu $0$ . Da
$\eta\tau$ Element aus $0$ und $w(\eta\tau)=0$ ist, so ist $w^{\prime}(\eta\tau)=0$ , woraus wegen
$w^{\prime}(\tau)=0$ auch $w^{\prime}(\eta)=0$ folgt. Aus $\zeta=\pi^{P}\eta$ schlie6t man, daB dann
und nur dann $w^{\prime}(\zeta)>0$ ist, wenn $\rho>0$ ist. Hieraus’ folgt sofort,
$daB$ das Primelement $\pi$ von $w$ auch Primelement von $w^{\prime}$ ist. Setzt
man hier fur eine geeignete positive Zahl $\kappa$

$w^{\prime}(\pi)=\kappa w(\pi)$ , so ist fur jedes Element $\zeta=T^{P}\eta$ stets
$w^{\prime}(\zeta)=w^{\prime}(\pi^{P}\eta)=\kappa w(\pi^{P})=\kappa w(\zeta)$ ;

d.h. $w,$
$w^{\prime}$ sind \"aquivalent. Dies steht aber im Widerspruch mit der

Voraussetzung. $\mathfrak{p}^{\prime}$ muB also nullwertig sein.
Satz 17. Ein $0$ nicht quasigleiches Ideal aus $k$ ist bis auf die

Reihenfolge der Faktoren eindeutig quasigleich einem Potenzprodukt
von endlich vielen minimalen Primidealen aus $0$

Beweis. Es sei $\mathfrak{a}$ ein $0$ nicht quasigleiches Ideal aus $k$ , und
$w_{1}$ , .. . , $w_{r}$ seien die s\"amtlichen verschiedenen Bewertungen aus $W$,
f\"ur welche $\mathfrak{a}$ bzw. von Null verschiedene Werte $e_{1}$ , . . . , $e_{r}$ besitzt.
Da f\"ur das zu $w$: geh\"orige Primideal $\mathfrak{p}_{i}w_{i}(\mathfrak{p}_{i})=1$ ist, so ist
$\mathfrak{a}\sim \mathfrak{p}_{1^{1}}e\ldots.\mathfrak{p}_{r}e_{r}$ weil die Ideale $\mathfrak{a}$ und $\mathfrak{p}_{1}e_{1}\ldots.\mathfrak{p}_{r}e_{r}$ gleiche Wertverktoren
besitzen. Dabei sind $\mathfrak{p}_{1}$ , .. . , $\mathfrak{p}_{r}$ nach Zusatz zu Satz 14 alle minimal
in $0$ .

Nun sei f\"ur $s$ verschiedene minimale Primideale $\mathfrak{p}_{1}^{\prime}$ , . . . , $\mathfrak{p}_{\epsilon}^{\prime}$

$\mathfrak{a}\sim \mathfrak{p}_{1}^{r_{e_{1}^{\prime}}}\ldots.\mathfrak{p}_{s}^{\prime_{e_{\epsilon}^{\prime}}}$ , wo $e_{1}^{\prime}$ , . . . , $e_{s}^{\prime}$ alle von Null verschieden sind. Dann
existieren nach Zusatz zu Satz 15 $s$ verschiedene Bewertungen
$w_{1}^{\prime}$ , . . . , $w_{\epsilon}^{\prime}$ aus $W$ derart, daB $\mathfrak{p}_{1}^{\prime},$ $\ldots.\mathfrak{p}_{s}^{\prime}$ bzw. die zu $w_{1}^{\prime},$

$\ldots$ , $w_{l}^{\prime}$

geh\"origen Primideale sind. ${\rm Im}$ Wertvektor von $\mathfrak{a}$ sind einerseits
genau die zu $w_{1}$ , . .. , $w_{r}$ geh\"origen Komponenten und anderseits

$



122 M. Moriya

genau die zu $w_{1}^{\prime}$ , . . . , $w_{*}^{\prime}$ geh\"origen Komponenten von Null ver-
schieden. Daher mUssen die Bewertungen $w_{1}$ , . . . , $w_{r}$ im Ganzen
mit $w_{1}^{\prime}$ , . . . , $w_{*}^{\prime}$ ubereinstimmen. Ohne Einschr\"ankung der All-
gemeinheit k\"onnen wir annehmen, $daBw_{1}=w_{1}^{\prime}$ , . .. , $w_{r}=w_{s}^{\prime}$ und
$r=s$ ist. Dann Ist $\mathfrak{p}_{:}=\mathfrak{p}_{:}^{\prime}$ $(i=1, \ldots , r)$ . Da offenbar

$e_{i}w_{i}(\mathfrak{p}_{i})=w_{i}(\mathfrak{a})=e_{i}^{\prime}w_{i}(\mathfrak{p}_{i})(i=1, \ldots r)$

ist, so ist $e_{i}=e_{:}^{\prime}$ , $\grave{w}$ . $z$ . $b$ . $w$ .
Satz 18. Es seien in der Darstellung $\mathfrak{a}\sim \mathfrak{p}_{1^{1}}e\ldots \mathfrak{p}_{r}e$

, und
$b\sim \mathfrak{p}_{1^{e_{1}^{\prime}}}^{\prime}\ldots.\mathfrak{p}_{\epsilon}^{\prime_{e_{s}^{\prime}}}\mathfrak{p}_{1},$

$\ldots$ , $\mathfrak{p}_{r}bzw$ . p\’i, . . . , $\mathfrak{p}_{\epsilon}^{\prime}$ voneinander verschiedene
(aber nicht notwendig minimale) Primideale aus $0$ . Ist dann $a\subseteqq b$ ,
so kommt in $\mathfrak{p}_{1}e_{1}\ldots \mathfrak{p}_{r}e_{r}$ iedes minimale Primideal aus $\mathfrak{p}_{1}^{\prime}$ , . . . , $\mathfrak{p}_{s}^{r}$

mindestens so oft vor als in $\mathfrak{p}_{1^{e_{1}^{\prime}}}^{\prime}\ldots.\mathfrak{p}_{1^{e_{\epsilon}^{\prime}}}^{\prime}$ . Die Umkehrung dieser Tat-
sache gilt $dann_{\cap}auch$ , wenn $b$ Hauptideal ist.

Beweis. Setzt man $c=ab^{-1}$ , so ist $c$ nach Satz 17 entweder
quasiglich $0$ oder einem Potenzprodukt von endlich vielen minimalen
Primidealen aus $0$ mit positivem Exponenten, weil $\mathfrak{a}b^{-1}\subseteqq \mathfrak{a}:b$ und
$\mathfrak{a}:b$ nach Satz 5 ganz ist. Da $\mathfrak{a}\sim bc$ ist, so ist die erste Halfte des
Satzes bewiesen.

Nun sei $b$ ein $\nwarrow Hauptideal$ und $\beta$ ein erzeugendes Element von
$b$ . Dann ist nach Voraussetzng $\mathfrak{a}b^{-1}=\mathfrak{a}(\beta)^{-1}$ quasigleich einem
ganzen Ideal. Also ist $\mathfrak{a}=(\mathfrak{a}(\beta)^{-1})\cdot(\beta)\subseteqq(\beta)=b$ .

Ein Ideal $\mathfrak{a}$ aus $k$ heiBt b-Ideal, wenn $(\mathfrak{a}^{-1})^{-1}=\mathfrak{a}$ ist. Fur jedes
Ideal $c$ aus $k$ ist $c^{*}=(c^{-1})^{-1}$ stets b-Ideal. Denn nach Zusatz zu
Satz 7 Ist $c^{*}\sim c$ , es ist also nach \S atz 12 $c^{*-1}=c^{-1}$ und folglich
$(c^{*-1})^{-1}=(c^{-1})^{-1}=c^{*},$ $w$ . $z$ . $b$ . $w$ . Wie eben bewiesen, folgt aus
$\mathfrak{a}\sim b(\mathfrak{a}^{-1})^{-1}=(b^{-1})^{-1}$ . Da $\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1}\subseteqq \mathfrak{o}$ und $(\mathfrak{a}^{-1})^{-1}\mathfrak{a}^{-1}\subseteqq 0$ ist, so ist
$Q\subseteqq(\mathfrak{a}^{-1})^{-1}$ . Ebenso ist $b\leqq(b^{-1})^{-1}$ . Hieraus schlieBt man:

Jede Klasse von quasigleichen Idealen aus $k$ enthdlt ein und sogar
ein einziges b-Ideal, welches seinerseits die Vereinigung aller ihm
quasigleichen Ideale ist.

Ist namlich $\mathfrak{a}$ ein beliebiges Ideal aus einer Klasse, so geh6rt
$(\mathfrak{a}^{-1})^{-1}$ zu derselben Klasse wie $\mathfrak{a}$ . Da aus $\mathfrak{a}\sim b$

$b\subseteqq(b^{-1})^{-1}=(\mathfrak{a}^{-1})^{-1}$

folgt, so ist die Vereinigung aller Ideale aus der Klasse einerseits
in $(\mathfrak{a}^{-1})^{-1}$ enthalten und muB anderseits $(\mathfrak{a}^{-1})^{-1}$ enthalten, mu6 also
gleich $(a^{-1})^{-1}$ sein; d.h. jedes b-Ideal aus einer Klasse stimmt mit
der Vereinigung aller Ideale aus der Klasse Uberein, $w$ . $z.b$ . $w$ .

$0$
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Nun beweise ich:
Satz 19. Jedes minimale Primideal aus $\iota$) ist stets ein b-Ideal.
Beweis. Ist $\mathfrak{p}$ ein minimales Primideal aus $0$ , so ist es nach

Satz 12 nicht nullwertig. Da $\mathfrak{p}$ und $(\mathfrak{p}^{-1})^{-1}$ denselben Wertvektor
besitzen, so ist nach der Definition von $\mathfrak{p}$

$\mathfrak{p}\geqq(\mathfrak{p}^{-1})^{-1}$ ,

woraus wegen $\mathfrak{p}\subseteqq(\mathfrak{p}^{-1})^{-1}$ die Gleichung $\mathfrak{p}=(\mathfrak{p}^{-1})^{-1}$ folgt, $w$ . $z$ . $b$ . $w$ .
Ein Ideal $\mathfrak{a}$ aus $khei8t$ umkehrbar, wenn $\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{-1}=0$ ist. Bezeichnen

nun $\mathfrak{a}_{1}$ , ... , $\mathfrak{a}_{r}$ umkehrbare Ideale aus $k$ , so ist das Pr\‘odukt
$\mathfrak{a}_{1}\ldots.\mathfrak{a}_{r}$ auch umkehrbar. Denn es gilt offenbar:

$\mathfrak{o}\geqq(\mathfrak{a}_{1}\ldots.\mathfrak{a}_{r})(\mathfrak{a}_{1}\ldots.\mathfrak{a}_{r})^{-1}\geqq(\mathfrak{a}_{1}\mathfrak{a}_{1}^{-1})\ldots.(\mathfrak{a}_{r}\mathfrak{a}_{r}^{-1})=\mathfrak{o}$ ,

woraus $(\mathfrak{a}_{1}\ldots.\mathfrak{a}_{r})(\mathfrak{a}_{1}\ldots.\mathfrak{a}_{r})^{-1}=0$ folgt, $w$ . $z$ . $b$ . $w$ .
Nach dem eben Gezeigten bilden alle umkehrbaren Ideale aus

$k$ hinsichtlich der Idealmultiplikation eine (abelsche) Gruppe.
Satz 20. Die Gesamtheit auer b-Ideale aus $k$ bildet dann und

nur dann hinsichtlich der Idealmultiphkation eine Gruppe, wenn alle
minimalen Primideale aus $\mathfrak{o}$ umkehrbar sind.

Beweis. Wenn die Gesamtheit aller b-Ideale aus $k$ eine Gruppe
bildet, so ist jedes minimale Primideal aus $0$ sicher umkehrbar, weil
es nach Sach 19 ein b-Ideal ist.

Es seien umgekehrt alle minimalen Primideale aus $0$ umkehrbar‘.
Bezeichnet dann $\mathfrak{a}^{*}$ ein von $0$ verschiedenes b-Ideal aus $k$ , so gilt
nach Satz 17:

$\mathfrak{a}^{*}\sim \mathfrak{p}_{1}e_{1}$
$\mathfrak{p}_{r}e_{r}$

wo $\mathfrak{p}_{1}$ , . .. , $\mathfrak{p}_{1}$ verschiedene minimale Primideale aus $0$ bedeuten und
$e_{1}$ , .. . , $e_{1}$ von Null verschieden sind. Nach der Maximaleigenschaft
von $\mathfrak{a}^{*}$ ist

$\mathfrak{a}^{*}\geqq \mathfrak{p}_{1^{1}}e\ldots.\mathfrak{p}_{1}e_{r}$

Da nach Voraussetzung $\mathfrak{p}_{1},$

$\ldots$ , $\mathfrak{p}_{r}$ alle umkehrbar sind, so ist das
Produkt $\mathfrak{p}_{1}^{e_{1}}\ldots.\mathfrak{p}_{r}*$ auch umkehrbar. Hieraus folgt:

$0\geqq \mathfrak{a}^{*}\mathfrak{a}^{*-1}\geqq(\mathfrak{p}_{1^{1}}e\ldots.\mathfrak{p}_{r}e_{r})(\mathfrak{p}_{1}^{e_{1}}\ldots.\mathfrak{p}_{1}^{e_{r}})^{-1}=0$ .
Also sind alle b-Ideale umkehrbar.
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Nun gen\"ugt zu zeigen, daB das Produkt von zwel beliebigen $b$.
Idealen $\mathfrak{a}^{*},$ $b^{*}$ auch b-Ideal ist. Dies folgt einfach aus folgender
Relation:

$((\mathfrak{a}^{*}b^{*})^{-1})^{-1}=(\mathfrak{a}^{*-1}b^{*-1})^{-1}=(\mathfrak{a}^{*-1})^{-1}(b^{*-1})^{-1}=\mathfrak{a}^{*}b^{*}$ .
Zusatz 1. Wenn alle minimalen Primideale aus $0$ umkehrbar

sind, so ist jedes von $\mathfrak{v}$ verschiedene b-Ideal $\mathfrak{a}^{*}$ eindeutig als Potenz-
produkt von endlich vielen minimalen Primidealen aus $0$ darstellbar.

Beweis. Nach Satz 17 existieren zu $\mathfrak{a}^{*}$ endlich viele verschiedene
minimale Primideale Pi , . .. , $\mathfrak{p}_{r}$ aus $0$ derart, da6 $\mathfrak{a}^{*}\sim \mathfrak{p}_{1^{1}}^{e}\ldots.\mathfrak{p}_{r}e_{r}$

$ipt$ . Da nach Satz 19 $\mathfrak{p}_{1},$

$\ldots$ , $\mathfrak{p}_{r}$ alle b-Ideale sind, so ist nach Satz 20
$\mathfrak{p}_{1^{1}}e$ $\mathfrak{p}_{r}^{e_{r}}$ auch b-Ideal. Da in einer Klasse von quasigleichen Idealen
nur ein einziges b-Ideal enthalten ist, so ist

$\mathfrak{a}^{*}=\mathfrak{p}_{1}e_{1}$
$\mathfrak{p}_{r}e_{r}$

Die Eindeutigkeit der obigen Darstellung folgt daraus, daB $\mathfrak{p}_{1^{1}}e$
$\mathfrak{p}_{r}^{e_{f}}$

nach Satz 17 durch $a$ eindeutig bestimmt ist.
Zusatz 2. Sind alle minimalen Primideale aus $0$ Hauptideal, so

ist jedes b-Ideal stets Hauptideal.
Beweis. Es gen\"ugt zu zeigen, $daB$ ein von $\mathfrak{o}$ verschiedenes $k$

Ideal $\mathfrak{a}^{*}$ Hauptideal ist. Da jedes minimale Primideal aus $0$ Haupt-
ideal ist, so ist es umkehrbar. Nach dem obigen Zusatz gilt;

$\mathfrak{a}^{*}=\mathfrak{p}_{1}e_{1}\ldots.\mathfrak{p}_{r}e_{r}$

wo $\mathfrak{p}_{1}$ , . , $\mathfrak{p}_{r}$ voneinander verschiedene minimale Primideale aus $0$

und $e_{1},$ $\ldots$ , $e_{r}$ alle von Null verschieden sind. Nach Voraussetzung
wird $\mathfrak{a}^{*}$ ein Hauptideal.

Satz 21. Wenn alle minimalen Primideale aus $0$ umkehrbar sind,
$so$ ist iedes Ideal aus $k$ darsteubar als Produkt aus hochtens endlich
vielen minimalen Primidealen aus $0$ und einem $0$ quasigleichen Ideal.

Beweis. Wenn $a$ ein nullwertiges Ideal ist, so bleibt nichts zu
beweisen. Wenn $\mathfrak{a}e\ddagger n$ nicht nullwertiges Ideal aus $k$ ist, so gibt
es ein $\mathfrak{a}$ quasigleiches b-Ideal $\mathfrak{a}^{*}$ , und es gilt: $\mathfrak{a}\subseteqq \mathfrak{a}^{*}$ . Offenbar ist
$\mathfrak{a}(\mathfrak{a}^{*})^{-1}=c$ ein $0$ quasigleiches Ideal. Also ist

$\mathfrak{a}=\mathfrak{a}(\mathfrak{a}^{*})^{-1}\mathfrak{a}^{*}=c\mathfrak{a}^{*}$ ,

weil nach Satz 20 $(\mathfrak{a}^{*})^{-1}\mathfrak{a}^{*}=0$ ist. Da nach Zusatz 1 zu Satz 20 fur
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endlich viele verschiedene minimale Primideale $\mathfrak{p}_{1}$ , .. .. , $\mathfrak{p}_{r}$ aus $0$

$\mathfrak{a}^{*}=\mathfrak{p}_{1^{1}}e\ldots.\mathfrak{p}e_{1}$ gilt, so ist
$\mathfrak{a}=\mathfrak{p}_{1^{1}}e\ldots.\mathfrak{p}_{r}e_{r}c$ .

\S 3. Die DEDEKIND-E. NOETHERsche Idealtheorie.

Zu den bisherigen drei Axiomen wollen wir in diesem Para-
graphen noch ein neues Axiom hinzuf\"ugen:

IV. In $0$ existiert ein einziges nullwertiges Ideal.
Da $0$ nullwertig ist, so kann es au6er $0$ kein nullwertiges Ideal

geben. Nach Zusatz zu Satz 15 ist jedes Primideal aus $0$ stets in $0$

minimal. Nun wollen wir beweisen:
Satz 22. Es seien in $0$ die Axiome $I,$ $\Pi$ und III erfu $llt$. Dann

$\dot{r}st$ das $lV$. Axiom damit gleichbedeutend, $daB$ iedes minimale Prim-
ideal aus $0$ teilerlos in I) ist.

Beweis. Es sei das IV. Axiom erf\"ullt. Dann ist ein echter
Teiler eines minimalen Primideals aus ‘

$\mathfrak{v}$ stets nullwertig, muB also
nach Voraussetzung gleich $0$ sein; d.h. ein minimales Primideal ist
teilerlos.

Nun seI umgekehrt jedes minimale Primideal aus $0$ teilerlos.
Existiert dann ein von $0$ verschiedenes, nullwertiges Ideal aus $0$ ,
so gibt es nach Satz 10 ein nullwertiges Primideal, welches nach
Satz 15 sicher ein minimales Primideal enth\"alt, was aber ein Wider-
spruch ist.

Zwei Ideale aus $0$ heiBen teilerfremd, wenn das von ihnen
erzeugte Ideal $0$ ist. Man beweist nun:

Satz 23. Das IV. Axiom ist damit gleichbedeutend, $daB$ ie zwei
verschiedene, minimale Primideale aus $\sigma te\dot{b}lerfremd$ sind.

Beweis. Sind $\mathfrak{p}_{1},$ $\mathfrak{p}_{2}$ verschiedene minimale Primideale aus $0$ ,
so ist nach Zusatz zu Satz 4 das Ideal $(p_{1}, p_{2})$ nullwertig, es ist also
$t\mathfrak{p}_{1},$ $\mathfrak{p}_{2}$) $=0$ , wenn das IV. Axiom erfullt ist.

Es seien umgekehrt je zwei verschiedene minimale Primideale
teilerfremd. Existiert dann ein von $0$ verschiedenes nullwertiges
Ideal, so gibt es in $\mathfrak{o}$ ein nullwertiges Primideal $\mathfrak{m}$ . Da nach Satz 15
$\iota \mathfrak{n}$ unendlich viele minimale Primideale enth\"alt, so $muB$ entgegen
der, Voraussetzung $\iota \mathfrak{n}=0$ sein, $w$ . $z.b$ . $w$ .

Ferner schlieBt man aus Satz 21:
Satz 24. Jedes Ideal aus $k$ ist entweder gleich $0$ oder eindeutig

einem Potenzprodukt von endlich vielen Primidealen aus $0$ .
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Den vorangehenden Satz kann man auch ohne Kenntnis voh
Satz 21 folgendermatSen beweisen. Dazu schicke ich zunachst einen
Hilfssatz voraus:

Hilfssatz 5. Wenn die Wertvektoren von ganzen Idealen $\mathfrak{a}$ und
$b$ gleich sind und $\mathfrak{a}\leqq b$ ist, so ist $\mathfrak{a}=b$ .

Beweis. Wir greifen aus $b$ ein beliebiges Element $\beta$ heraus.
Dann ist offenbar $\mathfrak{a}\subseteqq$ $(\mathfrak{a} , \beta)\subseteqq b$ . Es besitze der Wertvektor von $\mathfrak{a}$

h\"ochstens fur die Bewertungen $w_{1}$ , .. . , $w_{r}$ aus $W$ einen von Null
verschiedenen Wert. Dann existiert nach Satz 2 ein Element $a$ aus
$\mathfrak{a}$ derart, da6 $w_{1}(a)=w_{1}(\mathfrak{a})$ , . .. , $w_{r}(a)=w_{r}(\mathfrak{a})$ ist. Betrachtet man
den Quotienten $\frac{\beta}{a}$ , so besitzt er f\"ur $w_{I},$ $\cdot\ldots$ , $w_{r}$ einen nicht nega-

tiven Wert. Man kann daher nach Hilfssatz 1 ein Element $\tau$ mit
$w_{j}(\tau)=0$ ($i=1$ , .. . , r) so wahlen, daB $\frac{\beta}{a}\tau=\zeta$ zu $ogeh6rt$ ; d.h.
$\beta\tau=a\zeta\in \mathfrak{a}$ . Also ‘ist $(\tau)(\beta, \mathfrak{a})=(\tau\beta, \tau 0)\subseteqq \mathfrak{a}$ . Der Idealquotient
$\mathfrak{a}:(\beta, \mathfrak{a})$ enth\"alt offenbar $\tau$ . $\cdot$ Beachtet man nun, da6 $\mathfrak{a}:(\beta, \mathfrak{a})$ das
Ideal $\mathfrak{a}$ und $\tau$ enth\"alt, so erkennt man sofort, daB $\mathfrak{a}:(\beta, \mathfrak{a})$ ein null-
wertiges Ideal ist und infolgedessen nach dem IV. Axiom $a:(\beta, a)=0$

ist. Da aber $\mathfrak{a}\subseteqq o(\beta, \mathfrak{a})=(\mathfrak{a}:(\beta, a))(\beta, \mathfrak{a})\subseteqq \mathfrak{a}$ ist, so $mu8\mathfrak{a}=(\beta, \mathfrak{a})$

sein, woraus $\beta\in \mathfrak{a}$ folgt. Weil $\beta$ alle Elemente aus [$\iota$ durchlaufen
kann, so ist $\mathfrak{a}=b$ .

$\backslash $

Zusatz. Ist $B$ der Bewertungsring einer zu $W$ geh\"origen Be-
wertung $w$ und $\mathfrak{P}$ das zu $w$ geh\"orige Primideal aus $B$ , so ist $fUf$

eine natUrliche Zahl $e\mathfrak{p}^{e}=\mathfrak{P}^{a}$ A $0$ , wo $\mathfrak{p}$ das zu $w$ geh\"orige Primideal
aus $0$ bezeichnet.

Beweis. Da $\mathfrak{p}$ ein Primelement von $w$ enthtilt, so ist der Wert-
vektor von $\mathfrak{p}^{e}$ gleich dem von $\mathfrak{P}^{e}$ A $0$ . Ferner ist offenbar $\mathfrak{p}^{e}\subseteqq \mathfrak{P}^{e}\cap 0.$,
woraus nach dem obigen Hilfssatz $\mathfrak{p}^{e}=\mathfrak{P}^{e}\cap 0$ folgt.

Ist a ein von $0$ verschiedenes Ideal aus $0$ , so ist $a$ eindeutig $ak$

Potenzprodukt von minimalen Premidealen aus $0$ darstellbar.
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es in $W$ endlich viele ver-

schiedene Bewertungen $w_{1}$ , .. . , $w_{r}$ von der Art, $daB$ a genau $fUr$

$w_{1},$ $\ldots,$
$w_{r}$ von Null verschiedene Werte $e_{1},$ $\ldots$ , $e_{1}$ besitzt. Bezeichnet

man mit $\mathfrak{P}_{1}$ , .. . , $\mathfrak{P}_{r}$ bzw. die Primideale aus den zu $w_{1}$ , . .. , $w_{r}$

gehorigen Bewertungsringen und mit $\mathfrak{p}_{1};\cdot\ldots$ , $\mathfrak{p}_{1}$ die zu $w_{1},$ $\ldots$ , $z\theta$

geh\"origen Primideale aus $0$ , so ist

$\mathfrak{a}\subseteqq$ ( $\mathfrak{P}_{1^{1}}^{e}$ A $0$) $\cap\ldots.\cap$ ( $\mathfrak{P}^{e,},$ A $0$) $=\mathfrak{p}_{1}^{g_{1\cap}}\cdots\cdot\cap \mathfrak{p}_{r}e_{r}$
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weil nach dem vorigen Zusatz $\mathfrak{P}_{i}^{e_{i}}$ A $0=\mathfrak{p}_{i}h$ ($i=1,$ $\ldots$ , r) ist. Da
die Wertvektoren von $\mathfrak{a}$ , $\mathfrak{p}_{1}^{e_{1}}\cap\cdots$

. A $\mathfrak{p}_{r}e_{r}$ und $\mathfrak{p}_{1^{1}}e\ldots.\mathfrak{p}_{r}e_{r}$ gleich sind,

so folgt zun\"achst

$\mathfrak{a}=\mathfrak{p}_{1}e_{1\cap}\ldots$
. A $\mathfrak{p}_{r}e_{r}\supseteqq \mathfrak{p}_{1}e_{1}\ldots.\mathfrak{p}_{r}e_{r}$

. und ferner $\mathfrak{a}=\mathfrak{p}_{1}^{e_{1}}\ldots.\mathfrak{p}_{r}^{e_{r}}$ .
$DaB$ die obige Darstellung von $\mathfrak{a}$ eindeutig ist, folgt daraus, daB

der Wertvektor von $\mathfrak{a}$ durch $\mathfrak{a}$ eindeutig bestimmt ist.
F\"ur ein gebrochenes Ideal $\mathfrak{a}$ aus $k$ beachte man zun\"achst, $daB$

$fUr$ ein beliebiges Primideal $\mathfrak{p}$ aus $\mathfrak{o}\mathfrak{p}\mathfrak{p}^{-1}$ stets nullwertig und foglich
gleich $\mathfrak{v}$ ist. Multipliziert man nun $\mathfrak{a}$ mit einem geeigneten, vom
Nullideal verschiedenen Hauptideal $(\lambda)$ aus $0$ , so wird $(\lambda)\mathfrak{a}$ ganz und
es gilt nach dem oben Gezeigten:

$(\lambda)\mathfrak{a}=\mathfrak{p}_{1}e_{1}\ldots \mathfrak{p}_{r}e_{r}$

wo $\mathfrak{p}_{1},$
$\ldots$ , $\mathfrak{p}_{f}$ verschiedene Primideale aus $\mathfrak{v}$ sind und $e_{1},$ $\ldots.e_{r}>0$

ist. F\"ur $(\lambda)$ gilt: $(\lambda)=q_{1}^{f_{1}}\ldots.q^{f_{s}},$ $woq_{1}$ , . . . , $q_{s}$ Primideale aus $0$

sind und $f_{1}$ , . . . , $f_{\epsilon}\geqq 1$ ist. Hieraus folgt

$\mathfrak{a}=\mathfrak{p}_{1^{1}}e$ $\mathfrak{p}_{r}^{e_{r}}q_{1}^{-f_{1}}\ldots.q^{-f_{\epsilon}}$ ,

woraus man eine Produktdarstellung von $\mathfrak{a}$ in Primidealen erh\"alt.
Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt daraus, da6 sich aus ver-
schiedenen Darstellungen von $a$ dem oben Bewiesenen entgegen auch
verschiedene Darstellungen von $(\lambda)\mathfrak{a}$ ergeben w\"urden.

Nun beweise ich anschlieBend an Satz 22 folgenden Satz:
Satz 25. Es seien in $0$ die Axiome $I$, Il und III erfullt, und es

existiere auf)er $0$ noch ein nullwertiges Ideal. Dann gibt es unendhch
viele nullwertige Ideale aus $0$ .

Beweis. Wir nehmen an, da13 in $\mathfrak{o}$ nur endlich viele nullwertige
Ideale existieren. Ist dann $\mathfrak{p}$ ein beliebiges Primideal aus $0$ , so ist
fur jedes nicht in $\mathfrak{p}$ enthaltene Element $\eta$ aus $0\mathfrak{m}=(\mathfrak{p}, \eta)$ stets ein
nullwertiges Ideal. Da es nur, endlich viele nullwertige Ideale gibt,
so gilt fur geeignete verschiedene natUrliche Zahlen $\mu,$ $\nu$ ;

$\mathfrak{m}^{\mu}=\mathfrak{m}^{\nu}$ .
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann man $\mu<\nu$ annehmen..
Dann besteht f\"ur ein passend gewahltes Element $\pi.$ aus $\mathfrak{p}$ die
Gleichung

$\eta^{\mu}=\kappa\eta^{\nu}+\pi$ ,
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wo $\kappa$ Element aus $0$ ist. Da $\eta^{\mu}(1-\kappa\eta^{\nu-)t})=\pi\in \mathfrak{p}$ ist, so mu6 $1-\kappa\eta^{\nu-\mu}$

zu $\mathfrak{p}$ geh\"oren, weil $\eta$ nicht zu $\mathfrak{p}$ geh\"ort. Also ist $1=(1-\kappa\eta^{\nu-\mu})+\kappa\eta^{\nu-\mu}$

Element aus $\mathfrak{m}$ ; d.h. $\mathfrak{m}=0$ .
Besitzte nun $\mathfrak{p}$ auBer $0$ noch einen echten Teiler $\mathfrak{n}$ , so gabe es

in $\mathfrak{n}$ ein Element $\eta$ , welches nicht zu $\mathfrak{p}$ geh\"ort. Dann wurde nach
dem eben Bewiesenen $(\mathfrak{p}, \eta)$ , also erst recht $\mathfrak{n}$ , gleich $0$ sein, was
ein Widerspruch ist. $\mathfrak{p}$ ist teilerlos. Nach Satz 22 gibt es in $0$

entgegen der Voraussetzung nur ein einziges nullwertiges Ideal.

\S 4. Endliche algebraische Erweiterungen des Grundk\"orpers.

In einer endlichen algebraischen Erweiterung $K$ eines bewerteten
K\"orpers $k$ besitzt eine Bewertung $w$ von $k$ endlich viele nicht aqui-
valente Fortsetzungen (OSTROWSKI [1]). Wenn insbesondere $w$ diskret
ist, so sind die Fortsetzungen von $w$ alle diskret.

${\rm Im}$ folgenden bedeutet $\mathfrak{o}$ den in \S 1 definierten Integritatsbereich
mit dem Quotientenk\"orper $k$ . Ferner bezeichnen wir mit $\overline{W}$ eine
Menge der Bewertungen von $K$ , welch\‘e in $k$ irgendwelche zu $W$

geh\"origen Bewertungen induzieren. Der Durchschnitt $\mathfrak{Q}$ der Bewer-
tungsringe aller Bewertungen aus $\overline{W}$ enthalt offenbar den Integrit\"ats-
bereich $0$ . Wir beweisen nun:

Satz 26. Jedes von Null verschiedene Element aus $K$ besitzt $f\dot{u}r$

die Fortsetzungen von hochstens endlich vielen Bewertungen aus $W$

einen von Null verschiedenen Wert.
Beweis. Ein Element $\xi\neq 0$ aus $K$ genugt einer algebraischen

Gleichung $x^{m}+a_{1}x^{m-1}+\cdots\cdot+a_{m}=0$ mit Koeffizienten aus $k$ . Besitzen
alle Koeffizienten der obigen Gleichung $fUr$ eine Bewertung $w$ aus
$W$ den Wert Null, so ist der Wert von $\xi$ in bezug auf eine (beliebige)
Fortsetzung $\overline{w}$ von $w$ in $K$ auch Null. W\"are n\"amlich etwa $\overline{w}(\xi)>0$ ,
so galte

$\infty=\overline{w}(\xi^{m}+a_{1}\xi^{m-1}+\cdots\cdot+a_{m})$

$={\rm Min}(\overline{w}(\xi^{m}),$ $\ldots.$ $\overline{w}(a_{m}))=0$ ,

was ein Widerspruch ist. Ebenso kann nicht $w(\xi)<0$ sein. $\xi$ kann
also nur f\"ur diejenigen Bewertungen von $K$ einen von Null ver-
schieden Wert besitzen, welche Fortsetzungen der Bewertungen aus
$W$ sind, welche mindestens einem von $a_{1},$

$\ldots,$ $a_{m}$ einen von Null ver-
schiedenen Wert angeben. Da nach Axiom II h\"ochstens endlich viele
verschiedene Bewertungen existieren, welche den $a_{1}$ , . .. , $a_{m}$ von
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Null verschiedene Werte geben, so kann $\xi$ fur die Fortsetzungen
von endlich vielen Bewertungen aus $W$ einen von Null verschiedenen
Wert besitzen.

Es sei $\xi$ ein Element aus $K$ , welches h\"ochstens fur endlich viele
verschiedene Bewertungen $\overline{w}_{1}$ , .. . , $\overline{w}_{f}$ aus $\overline{W}$ einen negativen Wert
besitzt. Dann bezeichnen wir mit $w_{1}$ , . . . , $w_{r}$ bzw. die durch
$\overline{w}_{1}$ , ... , $\overline{w}_{r}$ in $k$ induzierten Bewertungen aus W. Nach Hilfssatz
1 kann man in $0$ ein Element $\pi$ derart auffinden, $dal3w_{i}(\pi)>0(i=1$ ,
.. . ’

$r$) ist. Multipliziert man $\xi$ mit einer geeigneten Potenz von $\pi$ ,
so geh\"ort das Produkt zu $\mathfrak{Q}$ . Hieraus folgt ohne weiteres, daB $K$

der Quotientenk\"orper von $\mathfrak{Q}$ ist. Es gilt dann offenbar:
$I^{*}$ . $\mathfrak{Q}$ ist der Durchschnitt der Bewertungsringe auer Bewertungen

aus $\overline{W}$ .
$II^{*}$ . Jedes von Null verschiedene Element aus $\mathfrak{Q}$ besitzt f\"ur

hOchstens endlich viele Bewertungen aus $\overline{W}$ einen von $Nuu$ verschiedenen
Wert.

Nun beweisen wir folgenden
Satz 27. Sind $\overline{w}_{1}$ , . . . , $\overline{w}_{r}$ die s\"amtlichen nicht llquivalenten

Fortsetzungen einer Bewertung $w$ aus $W$ , so gibt es in $\mathfrak{Q}$ die Prim-
elemente $\overline{\pi}1$ . .. , $\overline{\pi}_{r}$ von $\overline{w}_{1}$ , . .. , $\overline{w}_{r}$ von der Art, daB fur $i\neq i$

$(1\leq i\leq r)\overline{w}_{\dot{J}}(\overline{\pi}:)=0$ ist $(i=1, \ldots , r)$ .
Beweis. Nach einem Satz von OSTROWSKI (OSTROWSKI [1], S. 310-

311) existiert in $K$ ein Primelement $\xi$ von $\overline{w}$: mit $\overline{w}_{j}(\xi)=0(i\neq i$ ,
$1\leq i\leqq r)$ . Es besitze $\xi$ far h\"ochstens $s$ verschiedene Bewertungen
$\overline{w}_{1+1}$ , .. . , $\overline{w}_{r+\epsilon}$ aus $\overline{W}$ einen negativen Wert. Dann induzieren
$\overline{w}_{r+1},$

$\ldots$ , $\overline{w}_{r+\epsilon}$ in $kdie\backslash w$ nicht \"aquivalenten Bewertungen $w_{r+1},$ $\ldots$ ,
$w_{r+s}$ aus $W$ . Nach Hilfssatz 1 existiert in $0$ ein Element $\pi$ mit
$w(\pi)=0$ und $w_{r+l}(\pi)>0(l=1, \ldots , s)$ . Multipliziert man $\xi$ mit
einer geeigneten Potenz von $\pi$ , so sind das Produkt $\pi$: ein Element
mit der verlangten Eigenschaft.

Aus Satz 27 folgt in trivialer Weise:
III*. Zu zwei verschiedenen Bewertungen $\overline{w}_{1}$ und $\overline{w}_{2}$ aus $\overline{W}$

existieren Elemente $\overline{\pi}1,.\overline{\pi}2$ aus $\mathfrak{Q}$ , f\"ur welche $\overline{w}_{1}(\overline{\pi}_{1})>0,\overline{w}_{2}(\overline{\pi}_{1})=0$

und $\overline{w}_{1}(\overline{\pi}_{2})=0$ , $\overline{w}_{2}(\overline{\pi}2)>0$ sind.
Sind namlich $\overline{w}_{1},\overline{w}_{2}$ Fortsetzungen einer und derselben Bewertung

$w$ aus $W$ , so folgt die Behauptung aus dem obigen Satz. Wenn
aber $\overline{w}_{1}$ , $\overline{w}_{2}$ in $k$ bzw. nicht \"aquivalente Bewertungen $w_{1},$ $w_{2}$ in-
duzieren, so gibt es nach Axiom III Elemente $\pi_{1},$ $\pi_{2}$ mit $w_{1}(\pi_{1})>0$ ,
$ur_{2}(\pi_{1})=0$ und $w_{1}(\pi_{2})=0,$ $w_{2}(\pi_{2})>0$ sind, $w$ . $z$ . $b$ . $w$ .
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Die oben Bewiesenen Tatsachen $I^{*},$ $II^{*}$ und III* zeigen uns, da6
die in \S 1 aufgestellten Axiome auch in $\mathfrak{Q}$ erf\"ullt sind. Die in \S 2
entwickelte Idealtheorie gilt also auch in $K$ .

Wir beweisen nun:
Satz 28. Es seien in $k$ alle minimalen Primideale aus $0$ umkehr-

bar. Dann bildet die Gesamtheit aller b-Ideale aus $K$ dann und
nur dann eine. Gruppe, wenn das Erweiterungsideal iedes minimalen
Primideals aus $\mathfrak{v}$ in $\mathfrak{Q}$ einem Produkt aus minimalen Primidealen
aus $\mathfrak{Q}$ gleich ist, falls es in $\mathfrak{Q}$ nicht nullwertig ist.

Beweis. Ist $\mathfrak{P}=\mathfrak{P}_{1}$ ein minimales Primideal aus $\mathfrak{Q}$ , so gibt es
nach Zusatz zu Satz 15 eine solche B\’ewertung $\overline{w}$ aus $\overline{W}$ , $daB\mathfrak{P}$ das
zu $\overline{w}$ geh\"orige Primideal aus $\mathfrak{Q}$ ist. Induziert $\overline{w}$ in $k$ die Bewertung
$w$ aus $W$, so gibt es in $0$ das zu $w$ geh\"orige (minimale) Primideal
$\mathfrak{p}$ . Nach Satz 17 gilt dann in $\mathfrak{Q}$ :

$\mathfrak{p}\mathfrak{Q}\sim \mathfrak{P}_{1}^{e_{1}}\cdots\cdots \mathfrak{P}_{r}^{e_{r}}$

Dabei sind $\mathfrak{P}_{1}$ , . . . , $\mathfrak{P}_{1}$ voneinander verschiedene minimale Prim-
ideale aus $\mathfrak{Q}$ und $e_{1},$ $\ldots$ , $e_{r}$ alle positiv. Wenn alle b-Ideale aus $\mathfrak{Q}$

eine Gruppe bilden, so ist nach Satz 20 $\mathfrak{P}_{1}^{e_{1}}\cdots\cdot \mathfrak{P}_{r}^{e_{r}}$ auch ein b-Ideal
aus $\mathfrak{Q}$ , weil $\mathfrak{P}_{l}$ , . . . , $\mathfrak{P}_{r}$ alle b-Ideale sind. Da $\mathfrak{p}$ in $k$ umkehrbar
ist, so ist $\mathfrak{p}\mathfrak{Q}$ ein b-Ideal aus $\mathfrak{Q}$ , woraus

$\mathfrak{p}\mathfrak{Q}=\mathfrak{P}_{1}^{e_{1}}\cdots\cdot \mathfrak{P}_{r}^{e_{1}}$

folgt. Dies gilt offenbar fur jedes minimale Primideal $\mathfrak{p}$ aus $0$ , wenn
$\mathfrak{p}\mathfrak{Q}$ nicht nullwertig ist.

Es sei umgekhrt $\mathfrak{p}\mathfrak{Q}=\mathfrak{P}_{1}^{e_{1}}\cdots\cdot \mathfrak{P}_{r}^{e_{1}}$ . Dann ist

$\mathfrak{Q}=(\mathfrak{p}\mathfrak{Q})(\mathfrak{p}\mathfrak{Q})^{-1}=\mathfrak{P}1(\mathfrak{P}_{1^{1}}^{e-1}\cdots\cdot \mathfrak{P}_{r}^{e_{r}})(\mathfrak{P}_{1}^{e_{1}}\cdots\cdot \mathfrak{P}_{r}^{e_{r}})^{-1}$ .
Also ist

$(\mathfrak{P}_{1}^{e_{1}-1}\cdots\cdot \mathfrak{P}_{r^{1}}^{\acute{e}})(\mathfrak{P}_{1}^{e_{1}}\cdots\cdot \mathfrak{P}_{r}^{e_{r}})^{-1}\subseteqq \mathfrak{P}_{1}^{-1}$ ,

woraus $\mathfrak{P}1\mathfrak{P}_{1}^{-1}=\mathfrak{Q}$ folgt. $\mathfrak{P}_{1},$

$\ldots$
$\mathfrak{P}_{r}$ sind umkehrbar. Nach Satz 20

bilden daher alle b-Ideale aus $K$ eine Gruppe.
F\"ur die weitere Untersuchung beweisen wir folgenden
Satz 29. Es sei $\xi$ ern Element aus $K$ , welches fir alle Fortset-

zungen einer Bewertung $w$ aus $W$ einen nicht negativen Wert besitzt.
Dann gen\"ugt $\xi$ einer algebraischen Gleichung, die fur $w$ nicht negativ-
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wertige Koeffizienten aus $k$ und sogar den hochsten Koeffizienten 1
besitzt. Wenn insbesondere $\xi$ f\"ur alle Fortsetzungen von $w$ den Wert
Null besitzt, so ist die Norm von $\xi$ nach $k$ in bezug auf $w\cdot nullwertig$ .

Beweis. Bezeichnet $p$ die Charakteristik von $K^{(1)}$ , so gibt es eine
Potenz $p^{e}$ von $p$ derart, da6 $\xi^{*}=\xi^{p^{e}}$ zur maximalen, in $K$ enthaltenen
separablen Erweiterung $K_{0}$ \"uber $k$ geh\"ort (VAN DER WAERDEN [1] ,
S. 129-130). Wir betrachten nun einen $K_{0}$ enthaltenden, separablen
galoisschen K\"orper $N$ \"uber $k$ . Nach Voraussetzung besitzt $\xi^{*}$ f\"ur
alle Fortsetzungen von $w$ in $K_{0}$ einen nicht negativen Wert. Wendet
man auf $\xi^{*}$ alle Automorphismen von $N$ \"uber $k$ an, so besitzen die
so entstandenen Elemente $\xi_{1}^{*}=\xi^{*}$ , . . . , $\xi_{n}^{*}$ filr alle Fortsetzungen
von $w$ in $N$ nicht negative Werte, weil sonst $\xi^{*}$ f\"ur eine Fortsetzung
von $w$ in $K_{0}$ einen negativen Wert besitzen m\"usste (KRULL [1] ,
DEURING [1]). Das Polynom $g(x)=(xp^{e}-\xi_{1}^{*})\ldots.(x^{p^{e}}-\xi_{1}^{*})$ aus $k[x]$ hat
‘den h\"ochsten Koeffizienten 1 und f\"ur $w$ nicht negativwertige Koef-
fizienten aus $k$ . Offenbar ist $g(\xi)=0$ .

Wenn insbesondere $\xi$ f\"ur alle Fortsetzungen von $w$ in $K$ den
Wert Null besitzt, so besitzt $\xi^{*}=\xi^{p^{e}}$ f\"ur alle Fortsetzungen von $w$

in $K_{0}$ , also auch in $N$ den Wert Null. Dann ist $N_{Nk}(\xi^{*})=\xi_{1}^{*}\ldots.\xi_{n}^{*}$

$fUrw$ nullwertig, weil $\xi_{1}^{*}$ , . . . , $\xi_{n}^{*}$ f\"ur alle Fortsetzungen von $w$ in
$N$ nullwertig sind. Da $\xi^{*}$ zu $K_{0}$ geh\"ort, so ist $N_{Nk}(\xi^{*})$ eine Potenz
von $N_{K_{0}k}(\xi^{*})$ , es ist also $N_{K_{0}k}(\xi^{*})fUrw$ nullwertig. Anderseits ist
$N_{n}(\xi)^{p^{e}}=N_{Kk}(\xi^{*})$ auch eine Potenz von $N_{K_{0}k}(\xi^{*})$ . Daher mu8
$N_{Kk}(\xi)$ f\"ur $w$ den Wert Null besitzen.

Wir benutzen vorl\"aufig alle Bezeichnungen im obigen Beweise.
Wenn $\xi$ f\"ur alle Fortsetzungen von $w$ in $K$ einen nicht negativen
Wert besitzt, so sind $\xi_{1}^{*}=\xi^{p^{e}},$ $\xi_{2}^{*}$ , . . . , $\xi_{n}^{*}$ f\"ur alle Fortsetzungen
von $w$ in $N$ nicht negativwertig. Bezeichnet $\nu$ den Grad von $N$ nach
$K_{0}$ , so tritt in $\xi_{1}^{*}$ , . . . , $\xi_{n}^{*}$ das Element $\xi_{1}^{*}$ mindestens v-mal auf.
Da $N_{Nk}(\xi^{*})\xi^{*-\nu}=(N_{Kk})(\xi^{*})\xi^{*-1})^{\nu}$ ist, so besitzt $N_{K_{0}k}(\xi^{*})\xi^{*-1}$ als Element
aus $K_{0}$ f\"ur alle Fortsetzungen von $w$ in $K_{0}$ einen nicht negativen
Wert. Da $N_{Kk}(\xi^{*})$ eine Potenz von $N_{K_{0}k}(\xi^{*})$ ist, so ist $N_{Kk}(\xi^{*})\xi^{*-1}$

$=(N_{Kk}t\dot{\sigma})\xi^{-1})^{p^{e}}$ f\"ur alle Fortsetzungen von $w$ in $K$ nicht negativ$\cdot$

wertig. Hieraus folgt:
Zusatz. $BesItzt$ ein Element $\xi$ aus $K$ f\"ur alle Fortsetzungen

einer beliebigen Bewertung $w$ aus $W$ einen nicht negativen Wert,
so ist es auch $N_{Kk}(\xi)\xi^{-1}$ .

(1) Dabei kann $p$ auch Null sein.
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Es sei $w$ ein Bewertung aus $W$ und $\overline{w}_{1},$

$\ldots$ , $\overline{w}_{s}$ diejenigen von-
einander verschiedenen Fortsetzungen von $w$ in $K$ , welche nicht zu

$\overline{W}$ geh\"oren. Dann kann man nach Satz 27 f\"ur jeden Index $i(1\leq i\leq s)$

ein solches Primelement $\overline{\pi}i$ von $\overline{w}_{l}$ aus $\mathfrak{Q}$ finden, daB $\overline{\pi}$: f\"ur alle von
$\overline{w}$: verschiedenen Fortsetzungen von $w$ in $K$ den Wert Null besitzt.
Wenn man eventuell $\overline{\pi}_{i}^{-1}$ mit einem passend gewahlten Element aus
$0$ , welches f\"ur $w$ nullwertig ist, multipliziert, so besitzt das Produkt
nur f\"ur $\overline{w}_{i}$ einen negativen Wert. Offenbar geh\"ort das Produkt zu
Q. Dieses Produkt bezeichnen wir mit $\overline{\zeta}_{:}$ .

Es sei $\mathfrak{U}$ ein nullwertiges Ideal aus $\mathfrak{Q}$ , und $\overline{w}_{\epsilon+1}$ , . .. , $\overline{w}_{r}$ seien
die s\"amtlichen zu $\overline{W}$ geh\"origen Fortsetzungen von $w$ in $K$ . Dann
enth\"alt $\mathfrak{U}$ nach Satz 2 ein Element $\overline{a}$ , welches fur $\overline{w}_{s+1}$ , .. . , $\overline{w}_{r}$

nullwertig ist. Sultipliziert man $\overline{a}$ mit einer geeigneten Potenz von
$\overline{\zeta}_{1}$ , .. . , $\zeta_{s}$ , so besitzt das Produkt f\"ur $\overline{w}_{1}$ , . . . , $\overline{w}_{s}$ einen negativen
Wert. Wenn man dieses Produkt mit einem passend gebildeten
Potenzprodukt aus $\overline{\pi}1$ ... , $\overline{\pi}_{s}$ multipliziert, dann wird das Produkt
f\"ur alle Fortsetzungen von $W$ in $K$ nullwertig. Nun gilt folgender

Satz 30, Ein nullwertiges Ideal aus $\mathfrak{Q}$ enth\"alt stets ein null-
wetiges Ideal aus $0$ .

Beweis. Wir bezeichnen mit $\mathfrak{M}$ ein nullwertiges Ideal aus $\mathfrak{Q}$ .
Der Durchschnitt $\mathfrak{M}\cap 0$ von $0$ mit $\mathfrak{M}$ ist, wie man leicht bestatigt,
ein Ideal aus $0$ . Ist nun $w$ eine beliebige Bewertung aus $W$ , so
gibt es nach dem oben Bemerkten ein Element $\mu$ aus $\mathfrak{M}$ , welches
f\"ur alle Fortsetzungen von $w$ in $K$ nullwertig ist. Da man n\"otigen-
falls aus $\mu$ durch Multiplikation mit einem passend gew\"ahlten Ele-
ment aus $\mathfrak{v}$ ein Element, welches f\"ur die s\"amtlichen Fortsetzungen
der Bewertungen aus $W$ einen nicht negativen Wert und sogar f\"ur
alle Fortsetzungen von $w$ den Wert Null besitzt, bilden kann, so
kann man annehmen, da6 $\mu$ von vornherein ein derartiges Element
ist. Dann ist die Norm $N_{Kk}(\mu)$ von $\mu$ nach Satz 29 f\"ur alle Bewer-
tungen aus $W$ nicht negativwertig und sogar fur $w$ nullwertig. Da
nach Zusatz zu Satz 29 $N_{Kk}(\mu)\mu^{-1}$ Element aus $\mathfrak{Q}$ ist, so geh\"ort $N_{Kk}(\mu)$

zu M. Also geh\"ort $N_{Kk}(\mu)$ zu M A $0$ . Da $w$ eine beliebige Be-
wertung aus $W$ ist, so enthalt M A $0$ f\"ur jede Bewertung $w$ aus $W$

ein $fUrw$ nullwertiges Element; d.h. $\mathfrak{M}\cap 0$ ist ein nullwertiges
Ideal aus $0$ .

Aus Satz 30 folgt nun:
$IV^{*}$ . Das IV. Axiom gilt auch in $\mathfrak{Q}$ , wenn es schon in $0$ erf\"uut

ist.
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Satz 31. Es sei $\overline{W}$ die Menge aller Fortsetzungen der s\"amtlichen
Bewertungen aus $W$ , und SD der Durchschnitt der Bewertungsringe
aller Bewertungen aus W. Dann besteht $\mathfrak{Q}$ aus allen in bezug auf $0$

ganzen Element aus $K$ .
Beweis. Ist $\xi$ ein Element aus $\mathfrak{Q}$ , so ist es f\"ur alle Bewertungen

aus $\overline{W}$ nicht negativwertig. Nach Satz 29 gen\"ugt $\xi$ einer algebrai-
schen Gleichung, deren Koeffizinenten alle zu $0$ geh\"oren und deren
h\"ochster Koeffizient gleich 1 ist; d.h. $\xi$ ist ganz in bezug auf $0$ .

Geniigt umgekehrt $\xi$ einer Gleichung $x^{m}+\cdots\cdot+a_{m}=0$ mit
Koeffizienten aus $0$ , so besitzt $\xi$ f\"ur eine beliebige Bewertung $\overline{w}$ aus
$\overline{W}$ einen nicht negativen Wert. Denn sonst galte

$\infty=\overline{w}(\xi^{m}+\cdots\cdot+a_{m})\geqq{\rm Min}(\overline{w}(\xi^{m}), \ldots,\overline{w}(a_{m}))=m\overline{w}(\xi)<0$ ,

weil $\overline{w}(a_{1}),$
$\ldots$ , $\overline{w}(a_{m})$ alle nicht negativ sind. Dies ist aber ein

Widerspruch.
Zusatz. Es sei $0$ ein Ring, in dem die Axiome I, II, III und IV

erfUllt sind. Ferner sei $K$ eine endliche algebraische Erweiterung
Uber $k$ , und $\mathfrak{Q}$ der Ring aller in bezug auf $0$ ganzen Elemente aus
$K$ . Dann ist jedes von $\mathfrak{Q}$ verschiedene Ideal aus $K$ eindeutig als
ein Potenzprodukt von. Primidealen aus $\mathfrak{Q}$ dastellbar.

\S 5. Beispiele. Unabh\"angigkeit der Axiome.

1. $k$ bedeute den rationalen Zahlk\"orper. Legt man dann eine
Primzahl $p$ fest, so ist jede von Null verschiedene rationale Zahl $a$

von der Form $a=p^{pla)}r$ , wo $r$ , dargestellt als reduzierter Bruch,
weder im Z\"ahler noch im Nenner $p$ als Faktor besitzt. Der Exponent
$\rho(a)$ ist durch $a$ und $p$ eindentig bestimmt. Setzt man nun $w(a)=\rho(a)$

. ilnd $ w(O)=\infty$ , so deflniert $w$ , wie man leicht best\"atigt, eine diskrete
(Exponenten-) Bewertung von $k$ , welche p-adische Bewertung genannt
ist. Aus verschiedenen Primzahlen entstehen offenbar nicht aqui-
valente p-adische Bewertungen. Wir bezeichnen mit $W$ die Menge
aller nicht \"aquivalenten p-adischen Bewertungen. F\"ur den Ring $0$

aller ganzen rationalen Zahlen sind die Axiome I und II erf\"ullt. Sind
$w_{1},$ $w_{S}$ verschiedene Bewertungen aus $W$ , so entsprechen ihnen bzw.
verschiedene Primzahlen $p_{1}$ , $p_{2}$ als Primelemente. Da offenbar
$w_{1}(p_{1})>0$ , $w_{2}(p_{1})=0$ , und $w_{1}(p_{2})=0,$ $w_{2}(p_{2})>0$ sind, so ist das
III. Axiom auch $er\grave{f}ullt$ . Da eine Bewertung $w$ aus $W$ stets eine
Primzahl $p$ als Primelement besitzt, so ist das zu $w$ geh\"orige Prim-
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ideal aus $0$ das Hauptideal $(p)$ . Ist nun $\mathfrak{a}$ ein echter Teiler von $(p)$

aus $0$ , so enth\"alt $\mathfrak{a}$ sicher eine zu $p$ prime Zahl $a$ . Daher enth\"alt
$\mathfrak{a}$ die Zahl 1; d.h. $\mathfrak{a}=0$ . Jedes minimale Primideal aus $0$ ist
also teilerlos in $0$ ; nach Satz 22 ist das IV. Axiom auch in $\mathfrak{a}$ erf\"ullt.

Es sei $K$ ein algebraische’ $\cdot$ Zahlkorper von endlichem Grade und
$\mathfrak{Q}$ der Ring aller in bezug auf $0$ ganzen Elemente aus $K,$ $d.h$ . aller
ganzen algebraischen Zahlen aus K. Dann ist nach Zusatz zu Satz 31
jedes von $\mathfrak{Q}$ verschiedene Ideal aus $K$ als Potenzprodukt von Prim-
idealen aus $\mathfrak{Q}$ darstellbar.

2. Es sei $k$ ein beliebiger K\"orper und $x$ ein \"uber $k$ transzendentes
Element. Dann sind bekanntlich die Bewertungen des K\"orpers $k(x)$

v\"ollig bestimmt. Ist n\"ainlich $p(x)$ ein irreduzibles Polynom im Ring $k[x]$

aller Polynome von $x$ mit Koeffizienten aus $k$ , so ist jedes von Null
verschiedene Element $f(x)$ aus $k(x)$ von der Form $f(x)=p(x)^{p(f(x))}r(x)$ ,
wo $r(x)$ , dargestellt als reduzierter Bruch, weder im Zahler noch
im Nenner $p(x)$ als Faktor enth\"alt. Der Exponent $\rho(f(x))$ ist durch
$f(x)$ und $p(x)$ eindeutig bestimmt. Setzt man nun $w(f(x))=\rho(ftx))$

und $ w(O)=\infty$ , so definiert $w$ eine diskrete (Exponenten-) Bewertung
von $k(x)$ . Wir bezeichnen mit $W$ die Menge aller derjenigen nicht
aquivalenten Bewertungen von $k(x)$ , welche auf obige Weise aus
den irreduziblen Polynomen aus $k[x]$ entstehen. AuBer den zu $W$

geh\"origen Bewertungen von $k(x)$ gibt es noch eine Bewertung $w_{0}$ ,
welche $\frac{1}{x}$ als ein Primelement besitzt. Die samtlichen Bewertungen

aus $W$ mit $w_{0}$ zusammen repr\"asentieren alle nicht aquivalenten Be-
wertungen von $k(x)$ .

Bezeichnet man $k[x]$ durch $0$ , so sind offenbar in $0$ die Axiome
I und II erfUllt. Sind $w_{1},$ $w_{2}$ verschiedene Bewertungen aus $W$, so
gibt es irreduzible Polynome $p_{1}(x)$ , $p_{2}(x)$ aus $0$ , welche bzw. Prim-
elemente von $w_{1}$ und $w_{2}$ sind. Dann sind nach Definition $w_{1}(p_{1}(x))>0$ ,
$w_{2}(p_{1}(x))=0$ und $w_{1}(p_{2}(x))=0$ , $w_{2}(p_{2}(x))>0$ . Also ist in $\mathfrak{a}$ das III.
Axiom erf\"ullt. Wenn $w$ elne Bewertung aus $W$ und $p(x)$ ein $w$ de-
finierendes irreduzibles Polynom aus $0$ , so ist das zu $w$ geh\"orige
Primideal aus $0$ das Hauptideal $(p(x))$ . Da ein echter Teiler von
$(p(x))$ stets ein zu $p(x)$ primes Polynom enth\"alt, so ist es gleich $0$ ;
d.h. das IV. Axiom ist auch in $0$ erf\"ullt.

Es sei $K$ eine endliche algebraische Erweiterung von $k(x)$ und $\mathfrak{Q}$

der Ring aller in bezug auf $0$ ganzen Elemente aus $K$ . Dann gilt
nach Zusatz zu Satz 31:
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In $K$ ist jedes von $\mathfrak{Q}$ verschiedene Ideal als Potenzprodukt von
endlich vielen Primidealen aus $\mathfrak{Q}$ darstellbar (VAN DER WAERDEN [2],
\S \S 99, 100).

3. Es sei $k$ ein beliebiger K\"orper und $X$ eine Menge von endlich
oder unendlich vielen Unbestimmten $x_{\alpha},$ $x_{\beta}$ , . . . , $x_{\lambda}$ , . . . . \"uber
$k^{(1)}$ . Dann lege ich im Polynomring $k[x_{\alpha}, x_{\beta}, \ldots , x_{\lambda}, \ldots.]=0$ ein
irreduzibles Polynom $p(x)$ fest. Jedes Element $f(x)$ aus dem K\"orper
$k(x_{a},$ $x_{\beta}$ , ... , $x_{\lambda}$ , .. . . $)$ ist von der Form $f(x)=p(x)^{p(flx))}r(x)$ , wo
$\gamma(x)$ , dargestellt als reduzierter Bruch, weder im Zahler noch im
Nenner $p(x)$ als Faktor enth\"alt. Der Exponent $\rho(f(x))$ ist durch
$f(x)$ und $p(x)$ eindeutig bestimmt. Setzt man nun $ w(O)=\infty$ und
$w(f(x))=\rho(f(x))$ , so definiert $w$ , wie ,man leicht bestatigt, eine
diskrete Bewertung von $k(x_{\alpha}, x_{\beta} , . . . , x_{\lambda}, \ldots.)$ . Man bezeichne mit
$W$ die Menge aller $de\dot{\eta}enigen$ nicht \"aquivalenten Bewertungen von
$k(x_{\alpha}, x_{\beta}, \ldots , x_{\lambda}, \ldots)$ , die auf obige Weise definiert sind. Der Ring
$0$ erfullt dann sicher die Axiome I und II. Sind $w_{1}$ , $w_{2}$ verschiedene
Bewertungen aus $W$ , so existieren in $0$ irreduzible Polynome $p_{1}(x)$

mit $w_{1}(p(x))>0$ und $p_{2}(x)$ mit $w_{2}(p_{2}(x))>0$ . Da nach Definition
$w_{2}(p_{1}\langle x))=0$ und $w_{1}(p_{2}(x))=0$ ist, so ist das III. Axiom auch erfUllt.
Das IV. Axiom ist hicht mehr erf\"ullt, wenn $X$ mindestens zwei Un-
bestimmte enthalt.

Nach Definition entspricht jeder Bewertung aus $W$ stets ein
Primhauptideal aus $0$ ; d.h. jedes minimale Primideal aus $0$ ist umkehr-
bar. $Hieraus7olgt$ nach $Sat\check{z}Yl:-$

Jedes Ideal aus $\mathfrak{o}$ l\"aBt sich als Produkt aus endlich vielen mini-
malen Primidealen aus $0$ und aus einem $0$ quasigleichen Ideal $dar$.
stellen.

Wenn insbesondere $X$ genau $n(>1)$ Unbestimmte $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots$ , $x_{n}$

enth\"alt, dann ist jedes minimale Primideal aus $k[x_{1},$
$\ldots$ , $x,J$ ein

$(n-1)$-dimensionales Hauptideal. Da offenbar jedes Hauptideal aus
$k[x_{1}, \ldots , x_{n}]$ stets ein b-Ideal ist, so schlieBt man leicht aus Zusatz
zu Satz 20:

Dann und nur dann ist ein Ideal aus $k[x_{1}, \ldots , x_{n}]$ ein unge-
mischtes $(n-1)$-dimensionales Ideal, wenn es Hauptideal ist (VAN DER
WAERDEN [2] , \S \S 90, 94).

$Unabh\text{"\""{a}"} ngigkei\dot{t}$ der Axiome.
Wenn die Menge $W$ aus nur zwei verschiedenen, aber einander

$aqu\dot{w}$alenten Bewertungen $w_{1},$ $w_{2}$ von $k$ besteht und $0$ der Bewer-

(1) D.h. $ X\alpha$ , ... , $ X\lambda$ , ... . sind Uber $k$ algebraisch unabhangig.
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tungsring von $w_{1}$ (also auch von $w_{2}$) ist, so sind in $\mathfrak{o}$ die Axiom I, II
und IV erfallt. Aber das III. Axiom ist nicht mehr erf\"ullt, weil
f\"ur jedes Element $\gamma$ aus $0$ mit $\psi_{1}(\gamma)>0$ auch stets $w_{2}(\gamma)>0$ sein
$muB$ . Obwohl $W$ aus nicht \"aquivalenten Bewertungen besteht, kann
das III. Axiom doch im allgemeinen nicht erf\"ullt sein, w\"ahrend die
Axiome I und II erf\"ullt sind. Wir betrachten n\"amlich den K\"orper

$e1ementverschiedenesE1ementausk(x_{1},x_{2}),sosemanw^{*(\frac{a(x)on_{N}}{b(x)})=}k^{\prime}=k(x_{1},x_{2}),we1cherauseinemK\text{"\""{o}"} rperkdurAdjunktivonzweiUnbestimmtenx_{1},x_{2}entsteht.Istnun\frac{a(x)ch}{b(x),tze}einvomu1l-(1)$

dem niedrigsten Grad von $a(x)$ –dem niedrigsten Grad von $b(x)$ , und
$ w^{*}(O)=\infty$ . Dann definiert $w^{*}eIne$ diskrete Bewertung von $k^{\prime}$ . $w^{*}$

gibt offenbar iedem Element aus $k[x_{1}, x_{S}]$ eirten nicht negativen
Wert. F\"ugt man nun allen denjenigen nicht \"aquivalenten Bewer-
tungen von $k(x_{1}, x_{2})$ , welche $wIe\ddagger m$ Beispiel 3 definiert sind, noch
die Bewertung $w^{*}$ hinzu, und bezeichnet die so entstandene Menge
der Bewertungen mit $W^{*}$ , so erfUllt $k[x_{1}, x_{2}]$ offenbar die Axiome I
und II, aber nicht das III. Axiom. Denn ist $w_{1}$ die Bewertung mit
$x_{1}als\backslash $ Primelement, so ist f\"ur iedes Element $f(x)\neq 0$ aus $k[x_{1},$ $xd$

mit $w_{1}(f(x))>0$ , stets auch $w^{*}(f(x))>0$ , weil $f(x)$ sicher von $x_{1}$

nicht frei ist.
Es seien $p_{1},$ $p_{2},$ $\ldots$ , $p_{r},$ $\ldots$ . unendlich viele voneinander verschie-

dene ungerade Primzahlen, und $k_{0}$ sei der rationale Zahlk\"orper. Dann
sind die K\"orper $k_{0}(\sqrt{}\overline{p_{1}})=k_{1},$ $k_{0}(\sqrt{}\overline{p}_{1}, \sqrt{}\overline{p_{2}})=k_{2},$

$\ldots,$
$k_{0}(\sqrt{}\overline{p_{1}}, \ldots, \sqrt{}\overline{p_{r}})=k_{r}$

... . alle \"uber $k_{0}$ abelsch. Da die Galoisgruppe von $k_{r}$ uber $k_{0}$

abelsch vom r-gliedrigen Typus $(2, \ldots, 2)$ ist, so ist ieder Primteiler
vom Hauptideal $(p_{1})$ in $k_{r}$ h\"ochstens vom Grade 2 und vom Exponenten
2 iiber $k_{0}$ . ${\rm Im}$ Ring aller ganzen algebraischen Zahlen aus dem
Vereinigungsk\"orper $k$ von $k_{0},$ $k_{1},$

$\ldots$ , $k_{r}$ , . .. . besitzt das Haupt-
ideal $(p_{1})$ unendlich viele verschiedene Primteiler, welche uber $k$

. vom Exponenten 2 sind (STIEMKE [1]). Aus jedem Primteiler $\mathfrak{p}$ von
$(p_{1})$ in $k$ entsteht eine diskrete Bewertung $w$ von $k$ derart, daB jede
durch $\mathfrak{p}$ teilbare ganze algebraische Zahl aus $k$ f\"ur $w$ stets einen
positiven Wert, aber jede nicht durch $\mathfrak{p}$ teilbare ganze algebraische
Zahl aus $k$ den Wert Null besitzt (MORIYA [1] , S. 164-166). Aus je
zwei verschiedenen Primteilem von $(p_{1})$ entstehen nicht \"aquivalente
Bewertungen,

$\forall$

Wir bezeichnen mit $W$ die Menge aller denyenigen
nicht \"aquivalenten Bewertungen von k,- welche aus den Primteilern

(1) $a(x),$ $b(x)$ sind Polynome $m\ddagger t$ Koeffizienten aus $k$ .
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von $(p_{1})$ entstehen. Bezeichnet $0$ den Durchschnitt der Bewertungs-
ringe aller Bewertungen aus $W$ , so besitzt $0$ den K\"orper $k$ als
Quotientenk\"orper, weil $0$ den Ring aller ganzen algebraischen Zahlen
aus $k$ enthalt. Das I. Axiom ist nach Definition in $0$ erfUllt. Sind
$w_{1},$ $w_{2}$ verschiedene Bewertungen aus $W$ , so gibt es nach Definition
ganze algebraische Zahlen $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$ , f\"ur welche $w_{1}(\gamma_{1})<0$ , $w_{2}(\gamma_{1})=0$

und $w_{1}(\gamma_{2})=0$ , $u_{2}\langle\gamma_{2}$) $>0$ gilt. Das III: Axicm ist daher in $0$ er-
f\"ullt.

Wir $n$ehemn nun an, daB es auBer $0$ ein nullwertiges Ideal gibt.
Dann existiert nach Satz 10 ein nullwertiges Primideal $\mathfrak{m}$ aus $\mathfrak{o}^{(1)}$ .
Der Durchschnitt $\mathfrak{m}$ : von $\mathfrak{m}$ mit dem K\"orper $k_{i}$ ist ein Primideal im
Durchschnitt $0_{i}$ von $\mathfrak{a}$ mit $k_{i}$ , wenn $i$ hinreichend gro3 gewahlt ist.
Wenn man namlich den Index $I$ so grof3 w\"ahlt, $daB\mathfrak{m}$ ein von Null
verschiedenes Element aus $k_{i}$ enth\"alt, so ist f\"ur jeden Index $i\geqq I$

$\mathfrak{m}$: ein vom Nullideal verschiedenes Ideal aus $0_{\dot{i}}$ . Ferner ist $\mathfrak{m}:\neq 0_{i}$ ,
weil $0$: die Zahl 1 enth\"alt. ${\rm Im}$ folgenden ist stets $i\geqq I$ vorausgesetzt.
Ist f\"ur die Zahlen at, $\beta_{:}$ aus $o_{i}a_{*}\beta_{i}\in \mathfrak{m}_{i}$ , so ist wegen der Primideal-
eigenschaft $a_{\grave{l}}\in\iota \mathfrak{n}$ oder $\beta_{i}\in \mathfrak{m}$ , woraus ai $\in\iota \mathfrak{n}_{i}$ oder $\beta_{i}em_{i}$ folgt,
$w$ . $z$ . $b$ . $w$ . Jede Bewertung aus $W$ induziert in $h$ eine Bewertung
derart, daB sie f\"ur einen Primteiier von $(p_{1})$ aus $h$ einen von Null
verschiedenen Wert, aber f\"ur jede durch diesen Primteiler unteilbare
ganze algebraische Zahl aus $k$ den Wert Null angibt. Daher in-
duzieren die samtlichen Bewertungen aus $W$ in $h$ endlich viele nicht
aquivalente Bewertunge$nw_{1}^{(i)},$ $w_{2}^{(i)}$,‘. . . , $w_{r_{i}}^{(i)}$ . Bezeichnet man mit
$B_{1}^{\langle i)}$ , . . . , $B_{r_{i}}^{\langle i)}$ bzw. die zu $w_{1}^{(i)},$

$\ldots$ , $w_{r_{i}}^{(i)}$ geh\"origen Bewertungsringe,
so ist elsichtlich

$B_{1}^{(i)}\cap\ldots.\cap B_{r_{i}}^{(i)}=0_{i}$ .
Das Primideal $\mathfrak{m}$: ist h\"ochstens f\"ur eines der $w_{1}^{(i)}$ , . . . , $w_{r_{i}}^{\langle i)}$ nicht
nullwertig. Sind n\"amlich etwa $w_{1}^{\langle i)}(\mathfrak{m}_{i})>0$ . $w_{2}^{\langle i)}(\mathfrak{m}:)>0$ , so exis-
tieren zu einer von Null verschiedenen Zahl $\mu$ aus $\mathfrak{m}_{i}$ zwei
Zahlen $\gamma_{1}$ , $\gamma_{2}$ aus $0$: von der Art, da3 $w_{1}(\gamma_{1})>0$ , $w_{2}(\gamma_{1})=0$

und $w_{1}(\gamma_{2})=0$ , $w_{2}(\gamma_{2})>0$ sind und $\mu=\gamma_{1}\gamma_{2}$ gilt (OSTROWSKI 1,
S. 310-311). Da $\gamma_{1}$ in $\mathfrak{m}_{i}$ nicbt enthalten ist, so mu6 $\gamma_{2}$ in
$\mathfrak{m}_{i}$ enthalten sein, was aber unm\"oglich ist. Wir nehmen jetzt
an, daB f\"ur jeden Index $i$ das Ideal $\mathfrak{m}_{i}$ stets f\"ur eines der
$wi^{i)}$ , . . . , $w_{r_{i}}^{(i)}$ nicht nullwertig ist. Dann gibt es in den K\"orpel
$k_{I}$ , . . . , $h$ , . . . . bzw. die Bewertungen $w^{\langle I)},$

$\ldots$ , $w^{(i)},$
$\ldots$ . derart,

(1) Beim Beweis von Satz 10 sind die Axiome II und III nicht gebraucht.
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daB $w^{(I)}(\iota \mathfrak{n}_{I})$ , . .. , $w^{(i)}(\mathfrak{m}_{i})$ , . . . . positiv sind, wobei $w^{(i)}$ die durch
irgendeine Bewertung aus $W$ in $k_{i}$ induzielte Bewertung bedeutet.
Dabei ist $w^{(i+1)}$ eine Fortsetzung von $w^{(i)}$ . Denn sonst induzielte
$w^{(i+1)}$ in $k_{:}$ eine $w^{\langle i)}$ nicht \"aquivalente Bewertung und folglich besaBe
$\iota \mathfrak{n}_{i}$ f\"ur zwei nicht \"aquivalente Bewertungen aus $w_{1}^{(2)}$ , . . . , $w^{\langle i)}$ einen

$r_{l}$

von Null verschiedenen Wert, was aber ein Widerspruch ist. Man
kann daher durch $w^{(I)}$ , .. . , $w^{(i)}$ , .. . . eine Beweltung $w$ von $k$

bestimmen, indem man f\"ur $a\in hw(a)=w^{(i)}(a)$ setzt $(i=I, \ldots.)$ .
Wie man leicht best\"atigt, gibt $w$ einem Primteiler von $(p_{1})$ aus $k$

einen von Null verschiedenen Wert, und jede durch diesen PrimteiIer
unteilbare ganze algebraische Zahl ist f\"ur $w$ stets nullweltig. $w$ ist
also eine Bewertung aus $W$ . Da die Wertmenge $w^{(I)}(\iota \mathfrak{n}_{I})$ , . . . ,
$w^{(i)}(\mathfrak{m}_{i})$ , . . . . nach unten beschrankt ist, so ist von einem passend
gew\"ahlten Index $i$ ab stets $w^{\{J)}(\mathfrak{m}_{j})=w^{\langle j+1)}(\iota \mathfrak{n}_{j+1})=\ldots.>0$ . Hieraus
folgt ohne weiteres:

$w(\mathfrak{m})>0$ ,

was aber ein Widerspruch ist. Daher gibt es ein $\mathfrak{m}_{i}$ , welches f\"ur
$w_{1}^{\langle 1)}$ , ... , $w_{r_{i}}^{\langle i)}$ nullwertig ist. Da $0_{i}$ nach Satz 3 ein Hauptidealring
ist, so muB $\iota \mathfrak{n}$: nach Satz 6 gleich $\mathfrak{o}_{:}$ sein. Hieraus folgt entgegen
der Voraussetzung:

$m=0$ .
Das IV. Axiom ist also in $0$ erfUllt. Dagegen ist das II. Axiom
nicht mehr elf\"ullt, weil $p_{1}$ f\"ur unendlich viele Bewertungen aus $W$

einen von Null verschiedenen Wert besitzt.
Wir $schlie8en$ nun im Beispiel 1 von del Menge aller nicht

\"aquivalenten p-adischen Bewertungen die dyadische Bewertung aus.
Die neue Menge soll im folgenden mit $W^{\prime}$ bezeichnet werden. Wenn
man mit $0$ wieder den Ring aller ganzen rationalen Zahlen bezeichnet,
so sind in $0$ sicher die Axiome II, III und IV. erf\"ullt. Aber das I.
Axiom ist nicht erfUllt, weil der Durchschnitt der $Bewertu\backslash $ngslinge
aller Bewertungen aus $W^{\prime}$ eine gebrochene Zahl mit 2 als Nenner
enthalten kann.

Das Beispiel 3 zeigt uns, daB das IV. Axiom im allgemeinen
nicht erfullt ist, wahrend die Axiome I, II und III erfullt sind.

Satz 32. Es sei $0$ ein Integritatsbereich mit $k$ als Quotientenkbrper.
Fur die Ideale aus $k$ sei die Quasigleichheit

$,,$

$\sim‘‘$ erkl\"a$rt$ , welche
(1) Unter einem Ideal aus $k$ versteht man wie bisher ein vom Nullideal ver-

schiedenes, gebrochenes Ideal in bezug auf $0$ .
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die Aquivalenzeigenschaft besitzt. Ferner besitzen die Ideale aus $k$

folgende Beschaffenheiten:
1. Wenn fur die Ideale a , $\mathfrak{a}^{\prime},$ $\mathfrak{b},$

$b^{\prime}$ $\mathfrak{a}\sim \mathfrak{a}^{\prime},$ $b\sim b^{\prime}$ gil$t$ , so vist
$\mathfrak{a}\mathfrak{a}^{\prime}\sim bb^{\prime}$ ,

2. Jedes Ideal $\mathfrak{a}$ aus $0$ ist entweder $\mathfrak{o}$ oder einem Potenzprodukt
von endlich vielen minimalen Primidealen aus $0$ quasigleich. Dabei
ist das a quastigleiche $0$ oder ein $\mathfrak{a}$ quasigleiches Potenzprodukt durch
$a$ eindeutig bestimmt.

3. F\"ur $d\vec{i}e$ Ideale a , $b$ aus $0$ seien ($\iota\sim \mathfrak{P}_{\mathfrak{a}}$ und $b\sim \mathfrak{P}\mathfrak{y}$ , $wo\mathfrak{P}_{a}$ ,
$\mathfrak{P}\mathfrak{y}bzw$ . entweder $\mathfrak{o}$ oder Potenzprodukte von minimalen Primidealen
aus $0$ bedeuten. Ist dann a $\underline{\underline{(=}}b\sim$ , so geht iedes minimale Primideal
aus $0$ in $\mathfrak{P}_{\alpha}$ mindestens mit so hohem Exponenten auf wie in $\mathfrak{P}_{\mathfrak{b}}^{(1)}$ .
Die Umkehrung gilt auch, wenn $b$ ein Hauptideal ist.

Dann sind die Axiome $I,$ $\Pi$ und III in $0$ erfullt.
Wenn insbesondere die Quasigleichheit durch die Gleichheit ersetzt

ist, so gilt auch das IV. Axiom.
Beweis. ${\rm Im}$ folgenden bezeichnen wir mit $\mathfrak{P}_{a}$ stets entwedel $0$

oder $e\ddagger n$ Potenzprodukt von minimalen Primidealen aus $\mathfrak{o}$ , dem nach
3 ein Ideal $\mathfrak{a}$ aus $0$ quasigleich ist. Besonders schreiben wir f\"ur ein
Hauptideal $(a)\mathfrak{P}_{\alpha}$ statt $\mathfrak{P}_{\langle\alpha)}$ .

Wir legen nun ein minimales Primideal $\mathfrak{p}$ aus $0$ zugrunde. Ist
f\"ur ein Element $a\neq 0$ aus $o(a)\sim \mathfrak{P}\alpha$

’ so bezeichnen wir mit $p(a)$ den
genauen Exponenten von $\mathfrak{p}$ in $\mathfrak{P}_{\alpha}$ und setzen $w_{\mathfrak{p}}(a)=\rho(a)$ . F\"ur
Null setzen wir $ w_{\mathfrak{p}}(0)=\infty$ . Dann ist f\"ur jedes Element $\gamma$ aus $0$

der Welt $w_{\mathfrak{h}}(\gamma)$ eindeutig definiert, und es ist nach 3 stets $w_{\mathfrak{p}}(\gamma)\geqq 0$ ,
weil $0=(1)\supseteqq(\gamma)$ ist.

Es seien $a,$ $\beta$ Elemente aus $0$ . Ist dann eines von $a$ und $\beta$

gleich Null, so gilt offenbar:
$ w_{\mathfrak{p}}(0)=w_{1},(a\beta)=w_{\mathfrak{p}}(a)+w_{\mathfrak{p}}(\beta)=\infty$ .

Wenn aber $a,$ $\beta$ beide von Null verschieden sind, so folgt aus $(a)\sim \mathfrak{P}_{\alpha}$

und $(\beta)\sim \mathfrak{P}_{\beta}$ die Beziehung $(a\beta)\sim \mathfrak{P}_{\alpha}\mathfrak{P}_{\beta}=\mathfrak{P}_{\alpha\beta}$ , weil $\mathfrak{P}_{\alpha}\mathfrak{P}_{\beta}$ entweder $0$

oder ein Potenzprodukt von minimalen Primidealen aus $\mathfrak{o}$ ist und
folglich wegen der Eindeutigkeitseigenschaft in 3 $\mathfrak{P}_{\alpha}\mathfrak{P}_{\beta}=\mathfrak{P}\alpha\iota$ sein
mu6.

(1) Wenn $\mathfrak{P}_{\mathfrak{a}}$ gleich $\mathfrak{v}$ oder ein solches Potenzprodukt ist, daB in ihm ein mini-
males Primideal $\mathfrak{p}$ nicht aufgeht, so verabreden wir, daB $\mathfrak{p}$ in $\mathfrak{P}\mathfrak{a}$ mit dem genauen
Exponenten $0$ aufgeht. Dabei verstehen wir unter $\mathfrak{p}^{0}$ stets das Ideal $0$ .



140 M. Moriya

Hieraus schlieBt man sofort:

$w_{\mathfrak{p}}(a\beta)=w_{\mathfrak{p}}(a)+w_{\mathfrak{p}}(\beta)$ .
F\"ur beliebige Elemente $a,$ $\beta$ aus $0$ gilt jedenfalls:

$w_{\mathfrak{p}}(\phi)=w_{\mathfrak{p}}(a)+w_{\mathfrak{p}}(\beta)$ .
Fur ein Element $a\neq 0$ aus $0$ folgt aus $(a)\sim \mathfrak{P}_{\alpha}$ :

$0=(a)^{-1}(a)\sim(a)^{-1}\mathfrak{P}_{\alpha}$

Setzt man dann $(a)^{-1}\mathfrak{P}_{\alpha}=\mathfrak{m}$ , so ist $\iota \mathfrak{n}$ Ideal aus $\mathfrak{v}$ . Denn da
$\mathfrak{m}\sim 0=\mathfrak{P}_{\mathfrak{n}\iota}$ und $0$ Hauptideal ist, so muB $n$ach 3 $\mathfrak{m}\subseteqq 0$ sein, $w.z.b.w$.
Wenn $\mathfrak{p}$ mit dem genauen Exponenten $\rho(\alpha)$ in $\mathfrak{P}_{\alpha}$ aufgeht, so ist
offenbar

$\mathfrak{p}^{\rho(u)}\supseteqq \mathfrak{P}_{a}=(a)\iota \mathfrak{n}$ ,

Ebenso gilt $f0r$ ein Element $\beta\neq 0$ aus $0$ :
$\mathfrak{p}^{p(,)}\supseteqq \mathfrak{P}_{\theta}=(\beta)\mathfrak{n}$ ,

wo $\mathfrak{n}\sim\sigma$ ist und $\rho(\beta)$ den genauen Exponenten von $\mathfrak{p}$ in $\mathfrak{P}$ bedeutet.
Setzt man nun Min $(\mu_{a}),$ $\rho(\beta))=\nu$ , so I\S t $\mathfrak{p}^{\nu}\geqq(a)\mathfrak{m}\mathfrak{n}$ und $\mathfrak{p}^{\nu}\geqq(\beta)\mathfrak{m}\mathfrak{n}$ ,
woraus

$\mathfrak{p}^{v}\supseteqq(a, \beta)\mathfrak{m}\mathfrak{n}\geqq(a+\beta)\mathfrak{m}\mathfrak{n}$

folgt. Wenn $a+\beta=0$ ist, so ist ersichtlich

$\infty=w_{\mathfrak{p}}(a+\beta)>{\rm Min}(w_{\mathfrak{p}}(a), w_{\mathfrak{p}}oe))$ .
Wen$n$ aber $a+\beta\neq 0$ ist, so gilt:

$(a+\beta)\mathfrak{m}\mathfrak{n}\sim(a+\beta)\sim \mathfrak{P}_{\alpha+\beta}$

Nach 3 $muB\mathfrak{p}$ mindestens mit dem Exponenten $\nu$ in $\mathfrak{P}_{a+\beta}$ aufgehen;
$d$ . $h$ .

$w_{\mathfrak{p}}(a+\beta)\geqq\nu\geqq{\rm Min}(\rho(a), \rho\Phi))={\rm Min}(w_{\mathfrak{p}(a)}, w_{\mathfrak{p}}\copyright)$ .
Wenn entweder $a$ oder $\beta$ gleich Null ist, so ist offenbar

$w_{\mathfrak{p}}(a+\beta)={\rm Min}(w_{\mathfrak{p}}(a), w_{\mathfrak{p}}(\beta))$ .
Auf jeden Fall gilt fur die Elemente $a,$ $\beta$ aus $0$ :

$w_{\mathfrak{p}}(a+\beta)\geqq{\rm Min}(w_{\mathfrak{p}}(a), w_{1)}\phi))$ .
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( Da $k$ der Quotientenk\"orper von $0$ ist, so existieren zu einem
Element $\xi$ aus $k$ Elemente $a,$ $\beta\neq 0$ aus $0$ derart, daB $\xi=\frac{a}{\beta}$ ist.
Wir setzen jetzt:

$w_{\mathfrak{p}}(\xi)=w_{\mathfrak{p}}(a)-w_{\mathfrak{p}}(\beta)$ .
Wie man leicht best\"atigt, definiert dann $w\mathfrak{p}$ eine Exponentenbeweltung
von $k$ (VAN DER WAERDEN [1], \S 73). Fur ein von Null velschiedenes
Element $a$ aus $\mathfrak{p}$ gilt nach dem oben Bemerkten:

$\mathfrak{P}\alpha\subseteqq(a)\subseteqq \mathfrak{p}$ .
Nach 3 muB $\mathfrak{p}$ mit einem positiven Exponenten in $\mathfrak{P}_{\alpha}$ aufgehen; d.h.
$w_{\mathfrak{p}}(a)>0$ . Also ist $w_{\mathfrak{p}}$ eine nicht triviale Bewertung von $k$ . Da
$fUr$ jedes Element $\xi\neq 0$ aus $kw_{\mathfrak{p}}(\xi)$ eine ganze lationale Zahl ist, so.
ist $w_{\mathfrak{p}}$ diskret. Die Beweltung $w_{\mathfrak{p}}$ wollen wir die zu $\mathfrak{p}$ geh\"orige
Bewertung nennen.

Wir zeigen nun, daB $fUr$ ein in $\mathfrak{p}$ nicht enthaltenes Element $\beta$

aus $0$ stets $w_{\mathfrak{p}}(\beta)=0$ ist. Nach dem oben Bemelkten gibt es namlich
ein $0$ quaisgleiches Ideal $\mathfrak{n}$ derart, daB $\mathfrak{P}_{f}=(\beta)\mathfrak{n}$ ist. Wenn $\mathfrak{p}$ mit
einem positiven Exponenten in $\mathfrak{P}_{\beta}$ aufgeht, so ist $\mathfrak{p}\geqq \mathfrak{P}_{\beta}=(\beta)\mathfrak{n}$ , es
$muB$ also $p\geqq n$ sein, weil $(\beta)$ in $\mathfrak{p}$ nicht enthalten und $\mathfrak{p}$ ein Prim-
ideal ist. Da anderseits $\mathfrak{n}\sim \mathfrak{v}$ ist, so ergibt die Relation $\mathfrak{p}\geqq \mathfrak{n}$ nach
3 einen Widerspruch; d.h. $w_{\mathfrak{p}}(\beta)=0$ .

Wir bezeichnen mit $W$ die Menge derjenigen diskreten Exponenten-
beweltungen von $k$ , welche auf obige Weise durch die samtlichen
velschiedenen minimalen Plimideale aus $0$ definiert sind. Da f\"ur
$a\#O\mathfrak{P}_{\alpha}$ entweder $0$ oder ein Potenzprodukt von endlich vielen
minimalen Plimidealen aus $0$ ist, so besitzt $a$ f\"ur h\"ochstens endlich
viele Bewertungen aus $W$ einen von Null verschiedenen Wert; d.h.
das II. Axiom ist erf\"ullt. Sind nun $w_{1},$ $w_{2}$ verschiedene Bewertungen
aus $W$ , so gibt es in $0$ zwei verschiedene minimale Primideale $\mathfrak{p}_{1},$ $\mathfrak{p}_{2}$

derart, da8 $w_{1},$ $w_{2}$ bzw. die zu $\mathfrak{p}_{1},$ $\mathfrak{p}_{2}$ geh\"origen Bewertungen sind.
Da Pi, $\mathfrak{p}_{2}$ verschiedene minimale Plimideale sind, so gibt es in Pi
ein Element $a$ , welches in $\mathfrak{p}_{2}$ nicht enthalten ist, und ebenso gibt es
in $\mathfrak{p}_{2}$ ein Element $\beta$ , welches nicht zu $\mathfrak{p}_{1}$ geh\"ort. Nach dem oben
Gezeigten gilt dann:

$w_{1}(a)>0,$ $w_{2}(a)=0$ und $w_{1}(\beta)=0,$ $w_{2}(\beta)>0$ .
Das III. Axiom ist auch erfUllL
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Da f\"ur eine beliebige Bewertung aus $W$ jedes Element aus $0$

einen nicht negativen Welt besitzt, so ist $0$ im Durchschnitt der Be-
wertungslinge allel Bewertungen aus $W$ enthalten. Ist umgekehrt
$\xi+0$ Element aus diesem Durchschnitt, so ist f\"ur jede Bewertung
$w$ aus $Ww(\xi)\geqq 0$ . Wir bestimmen $f\mathfrak{U}r\xi$ Element $a,$ $\beta$ aus $0$ so,
da6 $\xi=\frac{a}{\beta}$ Ist. Bezeichnet nun $\mathfrak{p}$ das $w$ deflnierende minimale Prim-

ideal aus $0$ , so geht $\mathfrak{p}$ in $\mathfrak{P}_{\alpha}$ und $\mathfrak{P}_{i}$ bzw. mit dem genauen Expo-
nenten $w(a)$ und $w(\beta)$ auf. Wegen $w(a)-w(\beta)=w(\xi)\geqq 0$ muB als6
$w(a)\geqq w(\beta)$ sein. Da $(\beta)$ Hauptideal ist, so gilt nach 3 $(\beta)\geqq(\alpha)$ .
Hieraus folgt:

$0=(\beta)(\beta)^{-1}\supseteqq(a\beta^{-1})$ ;

. d.h.
$\beta$

$\underline{a}$ ist Element aus $0$ . Somit ist das Erfulltsein des I. Axiomes
best\"atigt.

Es sei besondels die Quasigleichheit durch die gew\"ohnliche Gleich-
heit elsetzt. Dann ist f\"ur ein nullwertiges Ideal $\mathfrak{m}^{(1)}$ aus $\mathfrak{o}\mathfrak{m}=\mathfrak{P}\mathfrak{m}$ .
Wenn $\mathfrak{P}\mathfrak{m}$ nicht gleich $0$ ist, so gibt es nach 3 ein minimales Primideal
$\mathfrak{p}$ aus $0$ , f\"ur welches $\mathfrak{p}\supseteqq \mathfrak{P}_{\iota \mathfrak{n}}=\mathfrak{m}$ gilt. Jedes Element $\mu$ aus $\iota \mathfrak{n}$ ist
stets in $\mathfrak{p}$ enthalten. Bezeichnet man mit $w$ die zu $\mathfrak{p}$ geh\"orige Be-
wertung, so ist $w(\mu)>0$ ; d.h. $\iota \mathfrak{n}$ ist f\"ur $w$ nicht nullweltig, was
aber ein Widelspluch ist. Es muB also $\mathfrak{m}=0$ sein.

Wir wollen sagen, in einem $Int\dot{e}$glit\"atsbereich $\mathfrak{o}$ gelte die gew\"ohn-
liche Idealtheorie, wenn jedes vom Null-und Einheitsideal verschie-
dene Ideal aus $0$ eindeutig als Produkt von endlich vielen Primideal-
potenzen mit positiven Exponenten darstellbar ist und jedes Plimideal
aus $0$ stets in $0$ teilerlos ist. Dann gilt:

Satz 33. Gilt in $0$ die gewohnliche Idealtheorie, so auch in der
Hauptordnung $\mathfrak{Q}$ ieder endhchen algebraischen Erweiterung des
Quotientenkbrpers $k$ von $0$ (GRELL [1]).

Beweis. Nach Voraussetzung besitzt $\mathfrak{o}$ die in Satz 32 angegebenen
Beschaffenheiten 1 und 2. Es sei f\"ur die Ideale $a,$ $b$ aus $0\mathfrak{a}\subseteqq b$ .
Felnel seien $\mathfrak{p}_{1}$ , .. . , $\mathfrak{p}_{r}$ alle diejenigen voneinandel verschiedenen
Primideale aus $0$ , welche im $\mathfrak{a}$ oder, $b$ gleichen $PrimIdea$]$potenzprodukt$
$wirklich=$ auftreten. Dann kann man $\mathfrak{a}=\mathfrak{p}_{1}a_{1}$ $\mathfrak{p}_{r}a_{r}$ und $b=\mathfrak{p}_{1}b_{1}$ $\mathfrak{p}_{r}b_{f}$

setzen. Dabei k\"onnen einige Exponenten eventuell Null sein, und

(1) $\mathfrak{m}$ ist also f\"ur jede Bewertung aus $W$ nullwertig.
(2) D. $h$ . $\mathfrak{Q}$ ist der Ring aller in bezug auf $\mathfrak{v}$ ganzen Elemente aus der Er-

weiterung.
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wir setzen wie ublich $\mathfrak{p}_{i}^{0}=0$ $(i=1, \ldots , r)$ . Ist nun $a$ eine gr\"oBere
natUrliche Zahl als Max $(a_{2}, \ldots , a_{r})$ , so gilt wegen $(\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{i})=0(i\geqq 2)$ :

$0=(\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{\dot{*}})^{a}=(\mathfrak{p}_{1}^{a}, \mathfrak{p}_{1}^{a- 1}\mathfrak{p}_{i}, . . . , \mathfrak{p}_{i}^{a})\subseteqq(\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}^{\dot{a}})\subseteqq 0$ ;
$d$ . $h$ .

$(\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{i}^{a})=0(i=2 , . . . r)$ .
Ebenso beweist man leicht aus $0=(\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{2}^{a})\ldots(\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{r}^{a})\subseteqq(\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{2}^{a}\ldots \mathfrak{p}_{r}^{a})$ .
$\subseteqq 0$ :

$(\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{2}^{a}\ldots.\mathfrak{p}_{r}^{a})=0$ .
Weil $\mathfrak{p}_{2}^{a}\ldots.\mathfrak{p}_{r}^{a_{r}}\geqq \mathfrak{p}_{2}^{a}\ldots.\mathfrak{p}_{r}^{\alpha}$ Ist, so ist $(\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{2^{2}}^{a}\ldots \mathfrak{p}_{r}^{a_{r}})=0$ . SchlieBlich
folgt:

$(\mathfrak{p}_{1^{1}}^{b}, \mathfrak{p}_{2}a_{2} \mathfrak{p}^{a_{r}})=0$ .
Multipliziert man jetzt die beiden Seiten der obigen Gleichung mit
$\mathfrak{p}_{1}^{a_{1}}$ , so Ist

$(\mathfrak{p}_{1}a_{1}+b_{1}\mathfrak{a})=\mathfrak{H}_{1}^{a_{1}}(\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{2}a_{2} . .\mathfrak{p}_{r})=\mathfrak{p}_{1}a_{1}$

Da $\mathfrak{p}_{1^{1}}b\geqq b\geqq \mathfrak{a}$ ist, so ist $\mathfrak{p}_{1}b_{1}\geqq \mathfrak{p}_{1}a_{1}$ Hielaus folgt sofolt $a_{1}\geq b_{1}$ .
Denn sonst w\"urde wegen $a_{1}<b_{1}\mathfrak{p}_{1}b_{1}\subseteqq \mathfrak{p}_{1}^{a_{1}}$ folgen und folglich $fUr$

$a1\neq b_{1}\mathfrak{p}_{1}a_{1}=\mathfrak{p}_{1}b_{1}$ sein. Ebenso beweist man:
$a_{2}\geqq b_{2}$ , ... , $a_{1}\geqq b_{r}$ .

$0$ besitzt also die 3. Beschaffenheit in Satz 32. Nach Satz 32 sind
daher in $0$ die Axiome I, II, III und IV erfullt. Somit folgt die
Behauptung des Satzes aus dem Zusatz zu Satz 31.
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