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BEWERTUNGSTHEORETISCHER AUFBAU DER
MULTIPLIKATIVEN IDEALTHEORIE

Von

Mikao MORIYA

t

EINLEITUNG.

Die Bewertungstheorie, die zum erstenmal von HENSEL [1]?® als
‘die Theorie der p-adischen Zahlen in die. Zahlentheorie eingefiihrt und
.dann spiter von KURSCHAK [1] axiomatisch. begriindet worden ist,
.spielt heute in der Arithmetik eine gro8e Rolle. Man wei8 wohl,
dag die Klassenkdrpertheorie in algebraischen Zahlkérpern mit Hilfe
‘der Bewertungstheorie veréinfacht worden ist (HASSE [1] , CHEVALLEY
[1]). Es ist aber bisher immer so gewesen, da8 man zunichst die
',DEDEKINDsche Idealtheorie entwickelt und danach die Bewertungs-
‘theorie eingefithrt hat. Man.kann auch die Bewertungstheorie mit
‘grofem Erfolge auf die arithmetische Untersuchung der algebraischen
‘Funktlonen einer Verinderlichen anwenden. Um die Punkte auf
‘einer RIEMANNschen Flache arithmetisch als dle Pr1md1v1soren der
iFunk’cmnenkorper aufzufassen, muBte man frither wie bei DEDEKIND-
‘WEBER [1] und F.K. ScHMIDT [1], [2] in algebraischen Funktionen-
‘kdrpern ein Analogon zur Idealtheorie in algebriaschen Zahlkdrpern
.entwickeln. Heute ist dieser umstindliche Weg ganz entbehrlich,
.und man kann durch die Bewertungen der Funktionenkorper direkt
zum Punktbegriff gelangen (F. K. ScHMIDT [3]). :

Anderselts zeigt uns noch die eingehende Untersuchung der Be-
‘Wertungstheorle, daB zwischen der Arithmetik der Ideal-und Bewer-
tungstheorie an manchen Stellen Parallelismus existiert; z.B. zwischen
der Zerlegung eines Primideals und der Fortsetzung einer Bewertung
in einer algebraischen Erweiterung, und in der DEDEKIND-HILBERT-
schen Theorie fiir die Primideale und Bewertungen in galoisschen
Erweiterungsksrpern (KRULL[1], DEURING [1]). AwuBerdem kann
‘man manche idealtheoretische Sitze aus denen der Bewertungstheorie
ablesen. ‘

(1) Die Zahlen zwischen egkigen Klammern beziehen.- sich auf das Literatur-
verzeichnis am Schluf dieser Arbeit.
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Daher scheint es mir nicht unwichtig, die Idealtheorie in algebrai-
schen Zahl-und Funktionenkorpern auf Grund der Bewertungstheorie
mit moglichst wenigen idealtheoretischen Vorkenntnissen aufzubauen.
.Dieses Problem ist schon einmal von KRULL ([2], §§ 5, 6) in Angriff
genommen worden, aber sein Beweisgang ist doch, meiner Ansicht
nach, mehr idealtheoretisch eingestellt und erfordert noch ziemlich
viele idealtheoretische Vorkenntnisse. Deswegen will ich in der vorlie-
genden Arbeit zu zeigen versuchen, wie man, von den bewertungs-
theoretischen Axiomen ausgehend das genannte Problem erledigen
kann.

"In § 1 stellen wir drei Axiome auf und fithren den Begriff der
.Werte der Ideale ein. Daf diese Axiome voneinander unabhiingig
sind, erfahren wir spiter in §5. In § 2 definieren wir die Quasi-
-gleichheit der Ideale und entwickeln die ARTIN-VAN DER WAERDEN-
sche Idealtheorie (VAN DER WAERDEN [2], § 108). Wie schon KRULL
([1], § 5) bemerkt, ist unsere Theorie iiber die von ARTIN-VAN DER
"WAERDEN hinaus auf gewisse Ringe, in denen der Teilerkettensatz
‘nicht mehr gilt, anwendbar. In § 3 fiigen wir auBer den obigen
drei Axiomen noch ein neues Axiom hinzu, und leiten ohne besondere
Schwierigkeit die DEDEKIND-E. NOETHERsche Idealtheorie her (E.
NOETHER [1], VAN DER WAERDEN [2], §100-§102). In §4 beweisen
wir das Erfilltsein dieser vier Axiome in einer beliebigen (separablen
.oder inseparablen) endlichen algebraischen Erweiterung, wenn sie
bereits im Grundkorper erfiillt sind. Dabei benutzen wir die von
KRULL [1] und DEURING [1] entwickelte galoissche Theorie der be-
werteten 'Normalkdérper. Im letzten Paragraphen zeigen wir ohne
groBe Miihe das Erfillltsein unserer Axiome bei einigen bekannten,
arithmetisch wichtigen Beispielen. Schlielich beweisen wir, dag die
vier Axiome voneinahder unabhingig sind, und sie umgekehrt aus
einigen gewonnenen Resultaten hergeleitet werden konnen.

§ 1. Werte der Ideale.

Im folgenden versteht man unter einer Bewertung w eines
Korpers k stets eine nicht-triviale, diskrete Exponentenbewertung;
d.h. w geniigt den Exponentenbewertungspostulaten (VAN DER
. WAERDEN [1], §73-76) und besitzt. daneben noch folgende Beschaf-
fenheiten : -
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1) Es existiert in k£ ein Element v ==0 mit w(y)==0,
2) es gibt ein Primelement = von w; d.h. w(x) ist positiv, aber
am kleinsten unter allen positiven Bewertungen.

Der Einfachheit halber wollen wir w(e) den Wert von « in bezug'
auf w nennen.

~ -Zwei Bewertungen w, w’ heiBen bekanntlich einander dquivalent,
wenn es eine solche positive' Zahl « gibt, daB fiir jedes Element &
aus k stets w'(§) = ew(§) ist. Aus der Definition sieht man sofort
"ein, dag die zu w und w’ gehdrigen Bewertungsringe zusammenfallen.

Es bezeichnet W eine Menge(" von endlich oder unendlich vielen
Bewertungen von k, und o ist ein Ring mit k& als Quotientenkérper,
in dem folgende drei Axiome erfiillt sind® :

I. o ist der Durchschnitt aller Bewertungsringe, welche den Be-
wertungen aus W zugehoren.

II. Jedes Element aus o besitzt fiir hochstens endlich wviele ver-
.8chiedene Bewertungen aus W einen von Null verschiedenen Wert.

III. Zu zwet beliebigen verschiedenen Bewertungen w,, ws aus
W existieren in o Elemente v1, ve, fir welche wi(v:) >0, wev:) =0
und wi(7z) = 0 » wa(72) > 0 gelten.

Da wir in diesem Paragraphen durchweg die Bewertungen aus
W in Betracht ziehen, so sprechen wir oft schlechthin von einer
Bewertung. Ferner wollen wir der Kiirze wegen jede Bewertung
aus W als normiert annehmen; d.h. der Wert jedes Primelementes
ist stets gleich 1. Nach I ist o offenbar ein Integrititsbereich.
Ferner schlieBt man leicht aus I, da jedes Element aus o fiir alle
Bewertungen (aus W) einen nicht negativen Wert besitzt und umge-
kehrt ein Element, welches fiir alle Bewertungen einen nicht nega-
tiven Wert besitzt, zu o gehort. Das Axiom III besagt, da8 je zwei
verschiedene Bewertungen aus W nicht dquivalent smd Aus III
" folgt nun

Hilfssatz 1. Wenn w1, Wz, ...., W, voneinander verschiedene

Bewertungen aus W sind, so gibt es in o ein + und ein p derart,
dag A

wAr) >0, wir) =0 fir jedes jki (1<;<7),

. (1) W ist keine Nullmenge.

(2) Der Ring o ist eine endliche diskrete Hauptordnung und umgekehrt erfiillt
eine endliche diskrete Hauptordnung diese drei Axiome (KRULL [2], 2 §).



112 M. Moriya

und v
wip) =0, wip)>0  fir jedes j=i (1<j<7)

sind.

Beweis. Fiir jeden Index 7 kann man nach Axiom III ein Ele-
ment p; aus o so bestimmen, daB8 wip;) =0 und w;lp;) >0 Iist,
wo ¢ ein festgelegter Index und ¢<+j ist. Fir das Produkt
P = P1...Pi-1Pi+1. . - Pr Zilt effenbar : :

wip) =0, wip)>0 (J=ki, 151

Nun bestimmt man nach dem -eben Gezeigten fiir jeden Index
I1<1X7) ein Element =, aus o so, da w,(r) =0 und wir) >0
(=7, 1 <jJ<r)ist. Dannist + =71+ e+ +mig1+Tis1+=-+7, fir w;
-positivwertig, aber fir w; (i=7, 1 <7< 7) nullwertig.

Hilfssatz 2. Ist w eine beliebige Bewertung aus W und sind
Wi, W2, ... W, beliebige von w verschiedene Bewertungen aus W,
so gibt es in o ein Primelement von w, das fir w,, ..., w, null-
wertig ist. - .

Beweis. Ein Primelement =, von w kann nach Axiom II fiur
hochstens endlich viele Bewertungen aus W einen von Null ver-
schiedenen Wert haben. Es seien wi, ..., Wy, Wrers .., We die-
jenigen von w verschiedenen Bewertungen aus W, fir welche o
einen von Null verschiedenen Wert besitzen kann. Nach Hilfssatz
1 existiert in o ein Element p mit w(p) = 0 und wip) >0 (¢t =1, ..., s).
Dabei kann man p auch so wihlen, da wy(pm) >0 (i=1, ...,5)
ist. pmo ist offenbar Element aus o. Bestimmt man nun fiir jedes
! <1< 7) ein Element ~, aus o so, daB8 wf(r) =0, w(-rl)r> w(po)

und wim) >0 (F=kl, 175 r) ist, so gilt fiir 7 = pvro+l}.;n:

w(m) = wlpme) = w(m) =1, und wywr) =wlm)=0(0=1, ...,7),
w.z. b. w. o

Unter einem Ideal aus k versteht man einen Modul aus % mit
o als Multiplikatorenbereich, der sich durch Multiplikation mit einem
geeigneten von Null verschiedenen Element aus o in einen Modul
aus p verwandelt?. Ein Ideal, dessen Elemente alle zu o gehoren,
nennt man ein ganzes Ideal®. Ist nun a ein Ideal aus k£ und w eine

(1) Das Nullideal schliefen wir im folgenden von unserer Betrachtung aus.
(2) Dagegen ist ein nicht ganzes Ideal aus k oft ein gebrochenes Ideal in bezug
auf o genannt. (
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Bewertung aus W, so besitzt die Wertmenge w(a) aller Elemente
aus a die untere Grenze. Fiir ein geeignetes von Null verschiedenes
Element 4 aus o wird nidmlich 2a ganz. Die Wertmenge w(ia) aller
Aa aus Aa besitzt die endliche nicht-negative untere Grenze a¢. Ferner
existiert in ia ein Element v, dessen Wert w(y) = a ist, weil w

diskret ist. Das Element %— gehort dem Ideal a an und w(—%) ist

gleich der unteren Grenze der Wertmenge w(e). Wir bezeichnen
im folgenden mit w(a) die untere Grenze der Wertmenge w(a) und
nennen w(a) den Wert von a in bezug auf w. Aus der Definition
der Werte folgt :

Hilfssatz 3. Ist a ein beliebiges Ideal aus % und w eine Bewertung
aus W, so ist w(a) stets endlich. Ferner ist der Wert des Produktes

‘aus endlich vielen Idealen aus k gleich der Summe der Werte der
Faktoren.

Nach II sieht man sofort ein, da8 ein Ideal aus k fiir hochstens
endlich viele Bewertungen einen von Null verschiedenen Wert besitzt.
Man kann offenbar einem Ideal a einen Vektor zuordnen, dessen
Komponenten aus den Werten von a in bezug auf alle Bewertungen
aus W bestehen. Diesen Vektor nennen wir den Wertvektor von a.
Die Wertvektoren von a und b heien gleich, wenn fiir jede Bewertung
w stets w(a) = w(b) ist. Unter der Summe der Wertvektoren von a
und b versteht man wie iiblich einen Vektor, dessen Komponenten
aus w(a)+w(b) bestehen, wo w alle Bewertungen aus W durchliuft.
Nun gilt folgender.

Satz 1. Der Wertvektor eines Ideals aus k besitzt hochstens endlich
viele von Null verschiedene Komponenten. Ferner ist der Wertvektor
des Produktes aus endlich vielen Idealen gleich der Summe der Wert-
vektoren der Faktorenideale.

Satz 2. Es se: a ein Ideal aus k und wi, ..., w, seien beliebige
voneinander verschiedene Bewertungen aus W. Dann existiert in a
ein Element a mit w;(a) =w;(a) =1, ..., 7).

Beweis. Offenbar enthilt a ein Element a; mit wi(a) = wla) .
Nach Hilfssatz 1 kann man in o ein Element 7v; so wihlen, dag
w; (7)) =0 und wi(v:) >0 (t=kj, 17 7r) ist. Dann gilt:

wia;7:) = wila) +wi(7:) = wia) = wda)
und

wiavs) = wA@) +wi) > wia) =wia) (i, 1<i<n.
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\

Die Summe 3:*1 a;v; besitzt fir wi, ..., w, bzw. die Werte wi(a),

oo s wAa).

Satz 3. Enthilt W nur endlich viele Bewertungen von k, 8o ist
Jedes Ideal aus k stets Hauptideal. :

[}

Beweis. Es seien w;, ...., w, die simtlichen verschiedenen
Bewertungen aus W. Dann kann man nach Satz 2 aus einem Ideal
a aus k ein solches Element a herausgreifen, daB wia) = wie) ist
(¢=1,...,7r). Fir ein beliebiges Element v aus a ist ya! fir
Wi, ..., w, nicht negativwertig; d.h. vale€o. Hieraus folgt sofort
(@) =a. ’

Wenn B den Bewertungsring einer Bewertung w aus W bezei-
chnet, so bildet die Gesamtheit aller in bezug auf w positivwertigen
Elemente aus B ein Primideal # aus B (VAN DER WAERDEN [1], S.
249). Bildet man nun den Durchschnitt p von P mit o, so ist p ein
Primideal aus o, welches seinerseits aus allen in bezug auf w positiv-
wertigen Elementen aus o besteht. Wir wollen im folgenden p das
2u w gehorige Primideal aus o nennen. '

Hilfssatz 4. Es seien wi, w:z nicht dquivalente Bewertungen aus
W, und p1, p: bzw. die zu wi, w. gehodrigen Primideale aus 0. Dann
sind p; und p: voneinander verschieden.

Beweis. Nach Axiom III existiert in o ein Element = mit fol-
gender Eigenschaft: wi(7) >0 und ws(w) =0. Offenbar gehort =
zu p1, aber nicht zu p2, w.z. b.w.

Satz 4. E3 sei w eine Bewertung aus W und p das zu w gehorige
Primideal aus o. Ist dann q ein durch v teilbares Primiarideal® aus
0, S0 besitzt q nur fir w einen von Null verschiedenen Wert.

Beweis. Da q < p ist, so ist offenbar w(q) = w(p) = 1. Wir setzen
w(q) = e. Es sei w’ eine beliebige, zu w nicht dquivalente Bewertung
aus W. Dann kann man nach Hilfssatz 2 in p ein solches Prim-
element 7 von w auffinden, da8 w’(w) = 0 ist. Da in q ein Element

A mit w(2) = w(q) existiert, so ist 'w( :e ) = 0. Nach Hilfssatz 1

existiert ein Element #==0 aus o derart, da8 %") zu o gehdrt und
'w( ;e ?7) = 0 ist. Setzt man nun ;e n=_, 80 ist {=m*= A7 in q ent-
halten. Da w({) = 0 ist, so ist { in q nicht enthalten, weil w(q)>0
ist. Daher muf eine geeignete Potenz (7°)* von =¢ zu q gehoren,

(1) VAN DER WAERDEN [2], S. 31.
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weil q primér ist. Nach der Wahl von = ist w/(#*’)=0; d.h. es
gibt in q ein Element, dessen Wert fiir w’ Null ist, w. z. b. w.

- Zusatz. Ist p das zu w gehorige Primideal aus o, so ist fiir
jede von w verschiedene Bewertung w’ aus W stets w/(p) =0.

Es seien a, b Ideale aus k. Dann bedeutet a:b die Gesamtheit
aller derjenigen Elemente aus k, welche, mit jedem Element aus b
multipliziert, zu a gehéren. Daf a:b einen Modul mit o als Multi-
plikatorenbereich bildet, folgt ohne weiteres aus der Definition. Ist
nun B ein beliebiges von Null verschiedenes Element aus b, so kann
man aus o ein Element A(Z=0) so herausgreifen, da iaa <o und
A8 €p ist. Dann gilt:

(a:0)@@8) =H@a: DR =a=a.

a:h bil(iet wirklich ein Ideal aus k. Wenn - insbesondere a = o ist,
so bezeichnet b~! den Modulquotienten p:b. Weil (ab™!)b = a(b~'b)
< apo = a ist, so ist offenbar

ab"'<a:b.

Wir beweisen nun:

Satz 5. Ist a< b, so ist a:b ein ganzes Ideal.

Beweis. Angenommen, es wire a:b nicht ganz. Dann enthilt
a : b mindestens ein Element &, welches fiir eine passend gewihlte
Bewertung w aus W einen negativen Wert besitzt : w(§) <0. Multi-
pliziert man nun £ mit einem 8 aus b, dessen Wert in bezug auf
w gleich w(b) ist, so ist £3 ein Element aus a, und es gilt:

w(EB) < w(b) < w(a),

weil aus a =S b, w(a)=w(b) folgt; aber die Relation év(&'ﬁ)<u~(a)
ergibt sicher einen Widerspruch. Damit ist der Beweis fertig.
Ein Ideal aus k heiBe nullwertig, wenn sein Wertvektor der

Nullvektor ist. Nach Definition ist o ein nullwertiges Ideal, und
jedes nullwertige Ideal stets ganz.

Satz 6. Wenn o ein Hauptidealring ist, so ist o ein einzigeé
nullwertiges Ideal in k.

 Beweis. Zu einem nullwertigen Ideal m g'ibf es ein Element
aus k derart, da (#) = m ist. Offenbar ist x fiir alle Bewertungen
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aus W nullwertig, es ist also auch ™1 nullwertig; d.h. p ist Ele-
ment aus 0. Hieraus folgt ohne weiteres: m=op.

Satz 7. Ist a ein Ideal aus k, so ist aa~! stets nullwertig.

Beweis. Wenn W nur endlich viele verschiedene Bewertungen
enthilt, so ist a nach Satz 8 ein Hauptideal, woraus

: aac"l=p
folgt.

Wir wollen also annehmen, da§ W unendlich viele verschiedene
Bewertungen enthilt und a fiir héchstens » verschiedene Bewertungen
Wi, ...., W, einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Dann
existiert nach Satz 2 ein Element « aus a, das fir w;, ..., w, bzw.
die Werte wi(a), ..., w,(a) besitzt. Dabei kann « fir eine noch
beliebig zu bestimmende, von w;, ..., w, verschiedene Bewertung
wo aus W den Wert Null besitzen.

Wenn o! fiir einige von wy, w;, ..., w, verschiedene Bewer-
tungen aus W einen negativen Wert besitzt, so kann man nach
Hilfssatz 1 ein Element + aus o so bestimmen, daB

wola l7) = 0, wi(a™l7) = —wile) = —wi(a), ..., wlal7) = —w,(a)

und fiir jede von wp, ..., w, verschiedene Bewertung w’ aus W
stets w'(a'v) =0 wird.

Ist nun & ein beliebiges Element aus a und w eine beliebige
Bewertung aus W, so ist stets - .

w(d e 1r) = w(a') +wla~) = w(a)—w(a) = 0.

Also ist a~+ Element aus a~!. Offenbar gehﬁrt a-a’lr zu aa”!, und
es ist wle-a'r)=0((Z=0,1, ...,7). aa’! enthilt ein Element,
dessen Werte fiir wo, w1, ..., w, alle Null sind. Weil dabei w,
alle von w;, ..., w, verschiedenen Bewertungen aus W durchlaufen
kann, so ist aa~! nullwertig.

Aus Satz 7 folgt sofort

Zusatz. Wenn w(a) = e ist, so ist w(a™) = —e.

Denn es ist einerseits w(aa™!) = w(a) + w(a~!)) und anderseits
w(aa™!) = 0, woraus die Behauptung folgt.

Satz 8. FE'in Ideal aus k ist dann und nur dann nullwertig,
wenn sein Reziprokes gleich o ist.
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Beweis. Wir bezeichnen mit m ein nullwertiges Ideal. Ist dann
w eine beliebige Bewertung aus W, so ist nach Zusatz zu Satz 7
wm™) = —w(m) =0, es ist also m1Sp. DaausmSo, mM'=20
folgt, so muBf m = o sein.

Ist umgekehrt fiir ein Ideal m aus k m~1=po, so gilt fir eine

beliebige Bewertung w aus W stets:
wim) = —wim™1) =0;

d.h. m ist ein nullwertiges Ideal.

Satz 9. Ist m ein nullwertiges Ideal aus k und a ein beliebiges
Ideal aus k, so st

(am)l=q™?
Beweis. -Weil am < a ist, so ist (am)"*=a™!. Ist nun & ein
Element aus (am)™?, so ist '
o = &(am) = (fa)m,

woraus £a €m-! folgt. Da nach Satz 8 m™! =p ist, so gehort E
offenbar zu a™!.

‘Satz 10. Wenn es in o uberhaupt ein von o verschiedenes null-
wertiges Ideal gibt, so gibt es ein nullwertiges Primideal aus o.
Beweis. Wir bringen alle von o verschiedenen, nullwertigen

Ideale aus o in eine Wohlordnung: wmj, ..., Mu, ..., und bilden
durch die transfinite Induktion eine Teilmenge der von o verschie-
denen nullwertigen Ideale: m¥ =my, ..., my, ... . mit folgender
Eigenschaft : ’

Fur p<ly ist misSmy.

Es geniigt, unter Annahme, daf alle m;} mit u <1 gegeben sind,
m¥ zu konstruieren. Wir setzen

mf = md, my), wenn (mi,m)=Fo ist,
p<A ‘ [T

m¥ = (m}), wenn (m:l‘ , m) =o ist.
Ila<l .

Wie man leicht bestatlgt, ist die Verelmgungsmenge m* aller mf,
me, .., My, ... . ein nullwertiges Ideal und von o verschieden.
Denn enthilt m das Einselement, so muB es schon in einem m ent-
halten sein, was unmoglich ist. Nach der Konstruktion besitzt: m*

nur o als echten Teiler, d.h. m* ist in o teilerlos. Hieraus .folgt,
wie bekannt, da m* ein Primideal ist (VAN DER WAERDEN [1], S. 58).
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§ 2. Die Darstellung eines Ideals als Primidealpotenz-
produkt im quasigleichen Sinne.

In diesem Paragraphen bedeutet k bzw. o den im vorigen Para-
graphen definierten Korper bzw. Integrititsbereich. Ferner ist
vorausgesetzt, da die Axiome I, II, III in o erfillt sind. :

Die Ideale a, b aus % heiBen quasigleich, wenn ihre Wertvektoren
gleich sind : in Zeichen, a~p. Die Quasigleichheit ist offenbar re-
flexiv, symmetrisch und transitiv. Ferner folgt aus der Definition
sofort :

Satz 11. Ist a~b und a’~b’/, so ist aa’~bb’.

Der folgende Satz charakterisiert die Quasigleichheit idealtheore-
tisch : , o \ ,
~ Satz 12. Zwei Ideale a, b aus k sind dann und nur dann quast-

gleich, wenn a™'=1b"1 ist. Ist a~b, 80 existieren zwet nullwertige
Ideale my, my derart, daB

am; = bme
18t. o
" Beweis. Wenn a;1 = b1 ist, so gilf, fiir eine beliebige Bewertuhg
w aus W: :
w(a) = —w(a™) = —w(6™!) = w(b) ;
dh a~b. | .
Ist umgekehrt a~b, so bilde man das Ideal aa~'p. Dann ist

aa”¥ = a(a~'p) = (aa™)b .

Setzt man a 6 = m; und qa~! = mz, so sind m; und m; nullwertig.
Ferner folgt aus Satz 9:

ol =(am)! = (bmg) 1 =p-!.

Mit Hilfe der Quasigleichheit kann man alie vom Nullideal ver-
schiedenen Ideale aus % in die Klassen derart einteilen, daB je zwei
Ideale aus einer und derselben Klasse stets einander quasigleich sind,
aber je zwei Ideale aus verschiedenen Klassen niemals quasigleich
sind. Sind a; und a: bzw. Ideale aus den Klassen K; und K, so
definiert man die aja; enthaltende Klasse als die Produktklasse.
Offenbar ist die Produktklasse durch K; und K eindeutig bestimmt,
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aber sie ist unabhiingig von der Wahl von a; und az. Damit ist die
Multiplikation der Klassen definiert. Wie man leicht bestitigt, bilden
die sdmtlichen Klassen hinsichtlich der Klassenmultiplikation eine
abelsche Gruppe, deren Einheitselement die o enthaltende Klasse ist.

Da allen Idealen aus einer und derselben Klasse und nur solchen
gleiche Wertvektoren zugeordnet werden, so gilt offenbar folgender

Satz 13. Die Gruppe der Klassen von quasigleichen Idealen aus
k ist isomorph der (additiven) Gruppe der Wertvektoren aller vom
Nullideal verschiedenen Ideale aus k .

Satz 14. Ist p* ein Primideal aus o und nicht nullwertig, so
existiert in W eine Bewertung w derart, daB p* das zu w gehorige
Primideal ist.

Beweis. Sei filr eine Bewertung w aus ‘W w(p*) >0. Dann
ist fir das zu w gehorige Primideal p stets p*<p. Ist nun
w(p*) = e > w(p), so gibt es in p* ein Element #* mit w(x*) =e;

E 3 b3
fir ein Primelement = von w aus p wird %E = ¢ €pund w(—"f—— E)=O

wenn £ nach Hilfssatz 1 in o passend gewihlt ist. Da #*1.a( € p*
ist, so muf mindestens eines von 7! und «{ zu p* gehoren, was
ein Widerspruch ist. Es ist also

w(p). = w(p*).

Nach Satz 12 gibt es zwei nullwertige Ideale m, m* derart, dag
pm = p*m* = p* ist, weil p* nach Satz 4 nur fiir w von Null verschie-
denen Wert besitzt. . Existiert in p ein in p* nicht enthaltenes Element
7o , SO besteht filr ein in p* nicht enthaltenes Element p aus m:

oM € P,

was aber unméglich ist. Also ist p & p*, woraus wegen p* < p
* = p folgt.
Aus dem obigen Satz folgt nun: i
Zusatz. Das zu einer Bewertung aus W gehorige Primideal aus

o ist minimales Primideal ; d.h. es besitzt auBer dem Nullideal kein
echtes Vielfaches.

Satz 15. Ein nullwertiges Przmzdeal aus o enthalt unendlwh
viele minimale Primideale aus o .

Beweis. Nach Voraussetzung und nach den Sitzen 8 und 6
existieren in W unendlich viele verschiedene Bewertungen. Bezei-
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chnet nun m ein nullwertiges Primideal aus o und #==0 ein Element
aus m, so gibt es endlich viele verschiedene Bewertungen w;, ...,
w, aus W, fir welche u# gerade einen positiven Wert besitzt. Denn
sonst wire ¢ fiir alle Bewertungen aus W nullwertig, es wire also
auch 4! nullwertig, woraus entgegen der Voraussetzung m = o
folgte. Es seien die Werte von p fiir wy, ..., w, bZW. €1, ..., €,
und p; sei das zu w; gehdrige Primideal auso (¢ =1, ..., 7). Dann
ist :
m =2 (u) 2paper. .. .per.

Denn (»)- lpex. .o .per ist nullwertig und infolgedessen ist

pa....per = (W) (W) pa. .. .per = (M) S,

Da m ein Primideal aus o ist, so muf8 eines von den pi, ..., p, in
m enthalten sein.

Nun seien v verschiedene, nicht nullwertige Primideale p®, ...,
p™ in m enthalten. Dann gibt es in W » verschiedene Bewertungen
w®, ..., w™ derart, da8 p®, ..., p™ bzw. die zu w®, ..., w™¥
gehorigen Primidaeale aus o sind. Da m nullwertig ist, so gibt es
nach Satz 2 ein Element 4’ aus m, welches fiir w@, ..., w™ null-
wertig ist. Fiir passend gewihlte, nicht nullwertige Primideale
pi, ..., P, aus o gilt dann:

(;»')~pff claplte.

Dabei sind pi, ..., p, alle von p®, ..., p™ verschieden und ¢, ..., €
alle positiv. Wie beim obigen x schlie8t man leicht, daB eines von den
pi, ..., P, in m enthalten ist. Somit ist gezeigt, da in m ein von
p», ..., P verschiedenes, nullwertiges Primideal aus o enthalten
ist.

Da W unendlich viele verschiedene Bewertungen enthilt, so
kénnen wir in m wie oben unendlich viele nicht nullwertige Prim-
ideale auffinden. Nach Zusatz zu Satz 14 sind diese nicht nullwertigen
Primideale alle minimal in o, w.z.b. w. :

Nach den Sétzen 14 und 15 gilt:

Zusatz. Dann und nur dann ist ein Primideal aus o minimales
Primideal, wenn es nicht nullwertig ist. Ist p ein minimales Prim-
ideal aus o, so gibt es in W eine Bewertung w derart dag8 p das
zu w gehorige Primideal wird. ‘
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Satz 16. Es sei w’ eine zu jeder Bewertung aus W nicht dqui-
valente (aber nicht notwendig diskrete) Bewertung von k, und B’ der
zu w’ gehorige Bewertungesring in k. Enthalt dann B’ den Ring o,
so ist das zu w’ gehorige Primideal Y’ aus o nullwertig.

Beweis. Ist p’ nicht nullwertig, so existiert nach Satz 14 eine
Bewertung w aus W derart, da p’ das zu w gehorige Primideal
wird. Wenn also fiir ein Element & aus o w(f) =0 ist, so mufl
auch w/(&) = 0 sein, weil sonst & € p’ sein miisste. Ebenso ist fiir ein
Element & aus o mit w/(¢’) = 0 stets w(¢’) =0. Fiir ein Primele-
ment = von w aus o ist jedes Element ¢ =0 aus k eindeutig von
der Form ¢ =#*7 mit w(») =0. Multipliziert man 7 mit einem passend
gewihlten Element = aus o mit w(+) = 0, so gehdrt »r zu o. Da
nT Element aus o und w(nr) = 0 ist, so ist w’/(y7) = 0, woraus wegen
w'(r) = 0 auch w'(n) =0 folgt. Aus ¢ = =*7 schlieBt man, daf dann
und nur dann w’(¢) >0 ist, wenn p >0 ist. Hieraus folgt sofort,
daB8 das Primelement = von w auch Primelement von w’ ist. Setzt
man hier fiir eine geeignete positive Zahl «

w'(m) = cw(mr), so ist filr jedes Element { = =*7 stets
w(Q) = w'(w*) = cw(x®) = «w(l);

d.h. w, w’ sind dquivalent. Dies steht aber im Widerspruch mit der
Voraussetzung. p’ muf also nullwertig sein.

Satz 17. Ein o nicht quasigleiches Ideal aus k 1ist bis auf die
Reihenfolge der Faktoren eindeutig quasigleich einem Potenzprodukt
von endlich vielen minimalen Primidealen aus o

Beweis. Es sei a ein o nicht quasigleiches Ideal aus k£, und
w1, ..., W, seien die simtlichen verschiedenen Bewertungen aus W,
fiir welche a bzw. von Null verschiedene Werte e;, ..., e, besitzt.
Da fir das zu w; gehorige Primideal p; w:(p;) =1 ist, so ist
a~pé....per, weil die Ideale a und per....per gleiche Wertverktoren
besitzen. Dabei sind p;, ..., p, nach Zusatz zu Satz 14 alle minimal
in po. ,

Nun sei fiir s verschiedene minimale Primideale pi, ..., pf;
a~pie....p%, wo ej, ..., € alle von Null verschieden sind. Dann
existieren nach Zusatz zu Satz 15 s verschiedene Bewertungen
wi, ..., w,aus W derart, da8 p;, ..., p, bzw. die zu wi, ..., w,
gehorigen Primideale sind. Im Wertvektor von a sind einerseits
genau die zu wi, ..., w, gehorigen Komponenten und anderseits
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genau die zu w{, ..., w, gehorigen Komponenten von Null ver-
schieden. Daher milssen die Bewertungen w:i, ..., w, im Ganzen
mit wi, ..., w, ibereinstimmen. Ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit kénnen wir annehmen, dag w,=wj, ..., w, = w’ und
r=g ist. Dann ist p,=p, (¢=1, ..., r). Da offenbar

eawi(p) = wila) = wi(p) G=1,...,7)
ist, so ist e; =¢, Ww.z. b.w. '
Satz 18. Es seien in der Darstellung a ~ por.... por und
b~piel....pis Y1, ..., pr brw. ], ..., V. voneinander verschiedene

(aber nicht notwendig minimale) Primideale aus o. Ist dann a< b,
so kommt in P& ....p¢ jedes mimimale Primideal aus 91, ..., P,

mindestens so oft vor als in piei....ple;. Die Umkehrung dieser Tat-
sache gilt dann auch, wenn b Hauptideal ist.

Beweis. Setzt man ¢ = ab™!, so ist ¢ nach Satz 17 entweder
quasiglich o oder einem Potenzprodukt von endlich vielen minimalen
Primidealen aus o mit positivem Exponenten, weil ab*< a:b und
a:b nach Satz 5 ganz ist. Da a~bc ist, so ist die erste Hilfte des
Satzes bewiesen.

Nun sei b ein Hauptideal und 8 ein erzeugendes Element von
b. Dann ist nach Voraussetzng ab™! = a(8)! quasigleich einem
ganzen Ideal. Also ist a = (a(8)!)-(B)=(B)="b.

Ein Ideal a aus k heit v-Ideal, wenn (a~!)"! = q ist. Filr jedes
Ideal ¢ aus k ist ¢* = (c"1)~! stets p-Ideal. Denn nach Zusatz zu
Satz 7 ist ¢*~c, es ist also nach Satz 12 ¢*!= ¢! und folglich
(c* )= (c1)1=c*, w.z.b.w. Wie eben bewiesen, folgt aus
a~b (@)Y l=@0B")1'. Da aa'Sp und (al)"lqa-!'<p ist, so ist
asS (@)1, Ebenso ist b < (b71)"!. Hieraus schlieft man:

Jede Klasse von quasigleichen Idealen aus k enthalt ein und sogar
ein einziges Yv-Ideal, welches seinerseits die Vereinigung aller ihm
quasigleichen Ideale ist. ;

Ist nidmlich a ein beliebiges Ideal aus einer Klasse, so gehort
(a™1)7! zu derselben Klasse wie a. Da aus a~b

b= (0= (a")?
folgt, so ist die Vereinigung aller Ideale aus der Klasse einerseits
in (a7))? enthalten und muB anderseits (a~!)-! enthalten, muf also

gleich (a™1)~! sein; d.h. jedes b-Ideal aus einer Klasse stimmt mit
der Vereinigung aller Ideale aus der Klasse iiberein, w. z. b. w.
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Nun beweise ich:

-Satz 19. Jedes minimale Primideal aus o ist stets ein v-Ideal.

Beweis. Ist p ein minimales Primideal aus o, so ist es nach
Satz 12 nicht nullwertig. Da p und (p~1)~! denselben Wertvektor
besitzen, so ist nach der Definition von p

’ p=0p)71,

woraus wegen p = (p~)~! die Gleichung p = (p~1)? folgt, w.z.b. w.

Ein Ideal a aus k heif$t umkehrbar, wenn aa™! = o ist. Bezeichnen
nun ai, ..., a, umkehrbare Ideale aus k, so ist das Produkt
ai....a, auch umkehrbar. Denn es gilt offenbar :

0_2-_ (01....01-) (01-...01-)—‘1;_((1101—1). LI o(a‘ra;‘l) = D ’_

woraus (a;....a,) (ai....a,)" ' =po folgt, w.z. b. w.

Nach dem eben Gezeigten bilden alle umkehrbaren Ideale aus
k hinsichtlich der Idealmultiplikation eine (abelsche) Gruppe.

Satz 20. Die Gesamtheit aller v-Ideale aus k bildet dann und
nur dann hinsichtlich der Idealmultiplikation eine Gruppe, wenn alle
minimalen Primideale aus o umkehrbar sind.

Beweis. Wenn die Gesamtheit aller p-Ideale aus k eine Gruppe
bildet, so ist jedes minimale Primideal aus o sicher umkehrbar, weil
es nach Sach 19 ein v-Ideal ist. a

Es seien umgekehrt alle minimalen Primideale aus o umkehrbar.
Bezeichnet dann a* ein von o verschiedenes bv-Ideal aus %k, so gilt
nach Satz 17 :

WO P1, ..., P, verschiedene minimale Primideale aus o bedeuten und
e, ..., e, von Null verschieden sind. Nach der Maximaleigenschaft

von .a* ist

*~
a® = ph....per.

Da nach Voraussetzung p;, ..., p, alle umkehrbar sind, so ist das
Produkt pe....per auch umkehrbar. Hieraus folgt: o

0 a*a* 12 (pgr. .. b)) (Por. ... pe) =0,

Also sind alle b-Ideale umkehrbar.
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Nun geniigt zu zeigen, da8 das Produkt von zwei beliebigen b~

Idealen a*, b* auch b-Ideal ist. Dies folgt einfach aus folgender
Relation : '

((a*6*)~1)~1 = (q*-1p*-1)-1 = (q*-1)~(p*~1)~1 = q*b*,

Zusatz 1. Wenn alle minimalen Primideale aus o umkehrbar
sind, so ist jedes von o verschiedene b-Ideal a* eindeutig als Potenz-
produkt von endlich vielen minimalen Primidealen aus o darstellbar.

Beweis. Nach Satz 17 existieren zu a* endlich viele verschiedene
minimale Primideale p;, ..., b, aus o derart, da a*~pe1....per
ist. Da nach Satz19 p,, ..., p, alle v-Ideale sind, so ist nach Satz 20
pé....per auch p-Ideal. Da in einer Klasse von quasigleichen Idealen
nur ein einziges v-Ideal enthalten ist, so ist

a* = pfl'...pfr.

Die Eindeutigkeit der obigen Darstellung folgt daraus, dag pei. .. .per
mnach Satz 17 durch a eindeutig bestimmt ist.

Zusatz 2. Sind alle minimalen Primideale aus o Hauptideal, so
ist jedes v-Ideal stets Hauptideal.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, da ein von o verschiedenes b-
Ideal a* Hauptideal ist. Da jedes minimale Primideal aus o Haupt-
ideal ist, so ist es umkehrbar. Nach dem obigen Zusatz gilt;

a* = pa....per,

wWo p,, ., p- voneinander verschiedene minimale Primideale aus o
und ¢, ..., e. alle von Null verschieden sind. Nach Voraussetzung
wird a* ein Hauptideal.

~ Satz 21. Wenn alle minimalen Primideale aus o umkehrbar sind,
so ist jedes Ideal aus k darstellbar als Produkt aus hochtens endlich
vielen minimalen Primidealen aus o und einem o quasigleichen Ideal.

Beweis. Wenn a ein nullwertiges Ideal ist, so bleibt nichts zu
beweisen. Wenn a ein nicht nullwertiges Ideal aus % ist, so gibt
es ein a quasigleiches b-Ideal a*, und es gilt: a < a*. Offenbar ist
a(a*)"'=¢ ein o quasigleiches Ideal. Also ist

a = a(a*)"la* = ca*,

weil nach Satz 20 (a*)-1a* = p ist. Da nach Zusatz 1 zu Satz 20 fir
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endlich viele verschiedene minimale  Primideale 1, ...., pr aus o
a* = pex. .. .per gilt, so ist

a = pel....pe"‘c.

§ 3. Die DEDEKIND-E. NOETHERsche Idealtheorie..

Zu den bisherigen drei Axiomen wollen wir in diesem Para-
graphen noch ein neues Axiom hinzufiigen :

IV. In o existiert ein einziges nullwertiges Ideal.

Da o nullwertig ist, so kann es auBer o kein nullwertiges Ideal
geben. Nach Zusatz zu Satz 15 ist jedes Primideal aus o stets in o
‘minimal. Nun wollen wir beweisen :

Satz 22. FEs seien in o die Axiome I, II und III erfullt. Dann
ist das 1V. Axiom damit gleichbedeutend, daf3 jedes minimale Prim-
tdeal aus o teilerlos in o ist.

Beweis. Es sei das IV. Axiom erfiillt. Dann ist ein echter
Teiler eines minimalen Primideals aus o stets nullwertig, mu8 also
nach Voraussetzung gleich o sein; d.h. ein minimales Primideal ist
teilerlos.

Nun sei umgekehrt jedes minimale Primideal aus o teilerlos.
Existiert dann ein von o verschiedenes, nullwertiges Ideal aus o,
so gibt es nach Satz 10 ein nullwertiges Primideal, welches nach
‘Satz 15 sicher ein minimales Primideal enthilt, was aber ein Wider-
spruch ist.

Zwei Ideale aus o heiBen teilerfremd, wenn das von ihnen
erzeugte Ideal p ist. Man beweist nun :

Satz 23. Das IV. Axiom st damit gleichbedeutend, dal je zwei
verschiedene, minimale Primideale aus o teilerfremd sind.

Beweis. Sind p;, pz verschiedene minimale Primideale aus o,

so ist nach Zusatz zu Satz 4 das Ideal (p:, p;) nullwertig, es ist also
(1, p2) = 0, wenn das IV. Axiom erfiillt ist.
, Es seien umgekehrt je zwei verschiedene minimale Primideale
teilerfremd. Existiert dann ein von p verschiedenes nullwertiges
Ideal, so gibt es in o ein nullwertiges Primideal m . Da nach Satz 15
m unendlich viele minimale Primideale enthilt, so muB entgegen
der. Voraussetzung m = o sein, w. z. b. w. '

Ferner schlieBt man aus Satz 21:

Satz 24. Jedes Ideal aus k ist entweder gleich o oder eindeutig
einem Potenzprodukt von endlich vielen Primidealen aus o.
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Den vorangehenden Satz kann man auch ohne Kenntnis von
Satz 21 folgendermafien beweisen. Dazu schicke ich zunichst einen
Hilfssatz voraus : . .

Hilfssatz 5. Wenn die Wertvektoren von ganzen Idealen a und
b gleich sind und a< b ist, so ist a=b. .

Beweis. Wir greifen aus b ein beliebiges Element B heraus.
Dann ist offenbar a S (a, B8) < b. Es besitze der Wertvektor von a
hochstens filr die Bewertungen wi, ..., w, aus W einen von Null
verschiedenen Wert. Dann existiert nach Satz 2 ein Element « aus
a derart, daB wi(a) = wi(a), ..., wla) = wa) ist. Betrachtet man

den Quotienten % , so besitat er fir wi, ..., w, einen nicht nega-

tiven Wert. Man kann daher nach Hilfssatz 1 ein Element r mit
wir) =0 (i=1, ..., r) so whlen, da8 2+ =¢ zu o gehort; d.h.

Br=al€a. Also ist (z)(B,a) =(v8, ra) = a. Der Idealquotient
a:(B, a) enthilt offenbar +.- Beachtet man nun, daB a:(8, a) das
Ideal a und + enthiilt, so erkennt man sofort, daB a:(8, a) ein null-
wertiges Ideal ist und infolgedessen nach dem IV. Axiom a:(8,a)=0»o
ist. Da aber aS0(8, a) = (a:(B, a))(B, a) = a ist, somuB a = (B, a)
sein, woraus B€a folgt. Weil B alle Elemente aus 0 durchlaufen
kann, so ist a="b.

Zusatz. Ist B der Bewertungsring einer zu W gehorigen Be-
wertung w und P das zu w gehorige Primideal aus B, so ist fiir
eine natiirliche Zahl e p° = P° N\ o, wo p das zu w gehorige Primideal
aus o bezeichnet. :

Beweis. Da p ein Primelement von w enthélt, so ist der Wert-
vektor von p° gleich dem von P°/\ o. Ferner ist offenbar p*=P°N o,
woraus nach dem obigen Hilfssatz pe = P° N\ o folgt.

Ist a ein von o verschiedenes Ideal aus o, so ist a eindeutig als
Potenzprodukt von minimalen Primidealen aus o darstellbar.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es in W endlich viele ver-
schiedene Bewertungen w:, ..., w, von der Art, daB a genau fir
Wi, ..., wr von Null verschiedene Werte ¢, ..., e, besitzt. Bezeichnet
man mit P, ..., B, bzw. die Primideale aus den zu w;, ..., w,
gehorigen Bewertungsringen und mit p;; ..., p, die zu wi, ..., w*
gehorlgen Primideale aus o, so ist :

CAS @I NN e NBE N ) =pB N e N e,

-
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weil nach dem vorigen Zusatz ‘,Be" No=ps (t=1,...,7) ist. Da
die Wertvektoren von a, LW ANEREINAS L0 und per - .- por gleich sind,.
o) folgt zunédchst ' ‘

a=be1f\ ceee /\pgr;pfl....pgr

.und ferner a = pé....per.

Dag8 die obige Darstellung von a eindeutig ist, folgt daraus, da
der Wertvektor von 'a durch a eindeutig bestimmt ist.

Fiir ein gebrochenes Ideal a aus k beachte man zunichst, da8
fiir ein beliebiges Primideal p aus o pp~! stets nullwertig und foglich
gleich o ist. Multipliziert man nun a mit einem geeigneten, vom
Nullideal verschiedenen Hauptideal (1) aus o, so wird ()a ganz und
es gilt nach dem oben Gezeigten :

(Aa = pa....per,

WO P1, ..., Pr verschiedene Primideale aus o sind und e, ....e.>0
ist. Fir (1) gilt: 1) = Q1. 0fs, WO'q1s «v- s Qo Primideale aus o

sind und fi, ..., fo=1 ist. Hieraus folgt
Q= pft. .. .p:rq;fl.. . .q;‘fs ’

woraus man eine Produktdarstellung von a in Primidealen erhilt.
Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt daraus, daB sich aus ver-
schiedenen Darstellungen von a dem oben Bewiesenen entgegen auch
verschiedene Darstellungen von (Da ergeben wiirden. ' ‘

Nun beweise ich anschlieBend an Satz 22 folgenden Satz:

Satz 25. E's seien in o die Axiome I, 11 und IIT erﬁcllt und es
existiere auBer o noch ein nullwertiges Ideal. Dann gibt es unendlich
viele nullwertige Ideale aus o .

Beweis. Wir nehmen an, dag in o nur endlich viele nullwertige
Ideale existieren. Ist dann p ein beliebiges Primideal aus o, so ist
fiur jedes nicht in p enthaltene Element » aus o m = (p, n) stets ein
nullwertiges Ideal. Da es nur, endlich viele nullwertige Ideale gibt,
1) gllt fiir geeignete verschiedene naturliche Zahlen B, v

m*“=mY

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann man g <y annehmen.:
Dann besteht fiir ein passend gewdihltes Element = aus p dle
Gleichung

n‘*—xn + T,
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wo « Element aus o ist. Da »*(1—«7* ™) = o €p ist, somufl 1—xn*~*
zu p gehoren, weil 7 nicht zu p gehOrt. Also ist 1 = (1 —«xnp* *)+wp**
Element aus m; d.h. m =op.

Besitzte nun p auBer o noch einen echten Teiler n, so gibe es
in n ein Element 7, welches nicht zu p gehort. Dann wilrde nach
dem eben Bewiesenen (p, 7), also erst recht n, gleich o sein, was
ein Widerspruch ist. p ist teilerlos. Nach Satz 22 gibt es in o
entgegen der Voraussetzung nur ein einziges nullwertiges Ideal.

§ 4. Endliche algebraische Erweiterungen des Grundkorpers.

In einer endlichen algebraischen Erweiterung K eines bewerteten
Korpers k besitzt eine Bewertung w von k ‘endlich viele nicht dqui-
valente Fortsetzungen (OSTROWSKI [1]). Wenn insbesondere w diskret
ist, so sind die Fortsetzungen von w alle diskret.

Im folgenden bedeutet o den in § 1 definierten Integrititsbereich
mit dem Quotientenkérper k. Ferner bezeichnen wir mit W eine
Menge der Bewertungen von K, welche in k irgendwelche zu W
gehorigen Bewertungen induzieren. Der Durchschnitt © der Bewer-
tungsringe aller Bewertungen aus W enthilt offenbar den Integritits-
bereich 0. Wir beweisen nun:

- Satz 26. Jedes von Null verschiedene Element aus K besitzt fiir
die Fortsetzungen von hochstens endlich vielen Bewertungen aus W
einen von Null verschiedenen Wert.

Beweis. Ein Element £==0 aus K genilgt einer algebraischen
Gleichung 2™+ a;2™ '+ - - -« +a,, = 0 mit Koeffizienten aus k. Besitzen
alle Koeffizienten der obigen Gleichung fiir eine Bewertung w aus
W den Wert Null, so ist der Wert von & in bezug auf eine (beliebige)
Fortsetzung @ von w in K auch Null. Wére néimlich etwa %(¢) >0,
so gilte

oo =w(E’”+a15"‘ lpeeeedam)
= Min (w(sm), "+, Wiam)) =0

was ein Widerspruch ist. Ebenso kann nicht w(£) << 0 sein. £ kann
also nur fiir diejenigen Bewertungen von K einen von Null ver-
schieden Wert besitzen, welche Fortsetzungen der Bewertungen aus
W sind, welche mindestens einem von a;, ..., a,, einen von Null ver-
schiedenen Wert angeben. Da nach Axiom II hochstens endlich viele
verschiedene Bewertungen existieren, welche den a;, ..., @, von
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Null verschiedene Werte geben, so kann ¢ fiir die Fortsetzungen
von endlich vielen Bewertungen aus W einen von Null verschiedenen
Wert besitzen. '

Es sei £ ein Element aus K, welches hochstens fiir endlich viele
verschiedene Bewertungen w;, ..., W, aus W einen negativen Wert
‘besitzt. - Dann bezeichnen wir mit w:, ..., w, bzw. die durch
Wi, ..., W, in k induzierten Bewertungen aus W . ' Nach Hilfssatz
1 kann man in o ein Element = derart auffinden, dal wi(=) >0z =1,
..., 7) ist. Multipliziert man § mit einer geeigneten Potenz von
so gehort das Produkt zu © . Hieraus folgt ohne weiteres, daff K
der Quotientenkorper von O ist. Es gilt dann offenbar:

I_*_. O ist der Durchschnitt der Bewertungsringe aller Bewertungen
aus W . .

II*. Jedes von Null verschiedene Element aus O besitzt fur
hochstens endlich viele Bewertungen aus W einen von Null verschiedenen
Wert.

Nun beweisen wir folgenden

Satz 27. Sind Wi, ..., W, die samtlichen nicht Hquivalenten
Fortsetzungen einer Bewertung w aus W, so gibt es in O die Prim-
-elemente 7, ..., 7 von Wy, ..., W, von der Art, daB fir j=F1i
AZiZ8r) Wim)=0dst =1, ...,7).

Beweis. Nach einem Satz von OsTROWSKI (OSTROWSKI [1], S. 310-
311) existiert in K ein Primelement & von w; mit w{¢) =0 (¢ 3=7,
1<7=<7r). Es besitze ¢ filr hochstens s verschiedene Bewertungen
Wrsls «.., Wrss aus W einen negativen Wert. Dann induzieren
Wrs1s . 5 Wres In k diew nicht dquivalenten Bewertungen w,.1, ...,
Wr+s aus W. Nach Hilfssatz 1 existiert in o ein Element 7 mit
w(m) =0 und w,u(w)>0U=1,...,s). Multipliziert man £ mit
einer geeigneten Potenz von 7, so sind das Produkt =; ein Element
mit der verlangten Eigenschaft.

Aus Satz 27 folgt in trivialer Weise :

IIT*. Zu zwei wverschiedenen Bewertungen Wi und Wz aus W
existieren Elemente 71, 72 aus O, fir welche Wy(7) >0, Wam) =0
und Wi(72) = 0, Wa7z) > 0 sind.

Sind ndmlich w,;, ws Fortsetzungen einer und derselben Bewertung
w aus W, so folgt die Behauptung aus dem obigen Satz. Wenn
aber w,, w, in k bzw. nicht idquivalente Bewertungen w;, ws in-
duzieren, so gibt es nach Axiom III Elemente 7, =2 mit wi(m1) >0,
~wem) = 0 und wi(m) = 0, wamz) >0 sind, w. z. b. w.
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Die oben Bewiesenen Tatsachen I*, II* und IIT* zeigen uns, dag
die in §1 aufgestellten Axiome auch in O erfiillt sind. Die in §2
entwickelte Idealtheorie gilt also auch in K.

Wir beweisen nun :

Satz 28. Es seien in k alle minimalen Primideale aus o umkehr-
bar. Dann bildet die Gesamtheit aller v-Ideale aus K dann und
nur dann eine. Gruppe, wenn das Erweiterungsideal jedes minimalen
Primideals aus o in O einem Produkt aus minimalen Primidealen
aus O gleich ist, falls es in O nicht nullwertig ist.

Beweis. Ist P = PB; ein minimales Primideal aus O, so gibt es
nach Zusatz zu Satz 15 eine solche Bewertung @ aus W, dag B das
‘zu W gehorige Primideal aus O ist. Induziert w in k die Bewertung
w aus W, so gibt es in o das zu w gehodrige (minimale) Primideal
p. Nach Satz 17 gilt dann in O:

Dabei sind PB;, ..., B, voneinander verschiedene minimale Prim-
ideale aus © und ey, ..., e, alle positiv. Wenn alle b-Ideale aus O
eine Gruppe bilden, so ist nach Satz 20 BP....P auch ein p-Ideal

aus O, weil L,, ..., P, alle p-Ideale sind. Da p in k¥ umkehrbar
ist, so ist pO ein p-Ideal aus O, woraus '

poO = ‘/Bf‘.... 2o

folgt. Dies gilt offenbar fiir Jedes minimale Primideal p aus o, wenn
pO nicht nullwertig ist.

Es sei umgekhrt pO = $&.... B . Dann ist

= (pO) (pO) ™ = PP . . . . B (PP . .. B L.
Also ist o
(BB (PR .. P S P
woraus PiPr! = O folgt. Pi, ..., B, sind umkehrbar. Nach Satz 20

_bilden daher alle p-Ideale aus K eine Gruppe.
. Fiir die weitere Untersuchung beweisen wir folgenden

Satz 29. Es sei & ein Element aus K, welches fiir alle Fortset-
zungen einer Bewertung w aus W einen nicht negativen Wert besitzt.
Dann geniigt & einer algebraischen Gleichung, die fir w nicht negativ-
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wertige Koeffizienten aus k und sogar den hiochsten Koeffizienten 1
besitzt. Wenn insbesondere & fur alle Fortsetzungen von w den Wert
Null besitzt, so ist die Norm von & nach k in bezug auf w -nullwertig.

Beweis. Bezeichnet p die Charakteristik von KW, so gibt es eine
Potenz p° von p derart, da &* = £ zur maximalen, in K enthaltenen
separablen Erweiterung K, iiber k gehort (VAN DER WAERDEN [1],
S. 129-130). Wir betrachten nun einen K, enthaltenden, separablen
galoisschen Korper N iiber k. Nach Voraussetzung besitzt &* fiir
alle Fortsetzungen von w in K, einen nicht negativen Wert. Wendet
man auf £* alle Automorphismen von N -iiber k£ an, so besitzen die
so entstandenen Elemente & = &*, ..., §f fur alle Fortsetzungen
von w in N nicht negative Werte, weil sonst &* fiir eine Fortsetzung
von w in K, einen negativen Wert besitzen miisste (KRULL [1],
DEURING [1]). Das Polynom g(x) = (x»* —&f). .. .(x»°* —&}) aus k[x] hat
‘den hochsten Koeffizienten 1 und fiir w nicht negativwertige Koef-
fizienten aus k. Offenbar ist g(¢) =0.

Wenn insbesondere & fiir alle Fortsetzungen von w in K den
Wert Null besitzt, so besitzt &* = £*° fiir alle Fortsetzungen von w
in Ko, also auch in N den Wert Null. Dann ist Nw(§*) = &F....6x
fir w nullwertig, weil &, ..., & fir alle Fortsetzungen von w in
N nullwertig sind. Da &* zu K, gehort, so ist Nax(§*) eine Potenz
von Ngxi(6%), es ist also Ngu(6*) fiir w nullwertig. Anderseits ist
Nuu(€)” = Nuw(6*) auch eine Potenz von Ngu(é*). Daher muS8
Nxi(¢) fiir w den Wert Null besitzen.

Wir benutzen vorlidufig alle Bezeichnungen im obigen Beweise.
Wenn ¢ fiir alle Fortsetzungen von w in K einen nicht negativen
Wert besitzt, so sind & = &*°, &F, ..., & fiir alle Fortsetzungen
von w in N nicht negativwertig. Bezeichnet » den Grad von N nach
Koy, so tritt in &F, ..., & das Element &} mindestens »-mal auf.
Da Nuu(£¥)6* 7Y = (N (§*)£*71)" ist, so besitzt Nx(6*)6*! als Element
aus K, fiir alle Fortsetzungen von w in K, einen nicht negativen
Wert. Da Nxi(¢*) eine Potenz von Ngu(&*) ist, so ist Ngx(£*)e*!
‘= (Ngx @& 1)” fur alle Fortsetzungen von w in K nicht negativ-
wertig. Hieraus folgt :

Zusatz. Besitzt ein Element ¢ aus K fir alle Fortsetzungen
einer beliebigen Bewertung w aus W einen nicht negativen Wert,
so ist es auch Nxi(8)&1.

(1) Dabei kann p auch Null sein.
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‘Es sei w ein Bewertung aus W und w,, ..., w, diejenigen von-
einander verschiedenen Fortsetzungen von w in K, welche nicht zu
W gehoren. Dann kann man nach Satz 27 fiir jeden Index (1 <171 <5s)
ein solches Primelement 7; von w; aus © finden, dag #; fiir alle von
w; verschiedenen Fortsetzungen von w in K den Wert Null besitzt.
Wenn man eventuell 7! mit einem passend gewihlten Element aus
o, welches fiir w nullwertig ist, multipliziert, so besitzt das Produkt
nur fiir w; einen negativen Wert. Offenbar gehort das Produkt zu
. Dieses Produkt bezeichnen wir mit ;.

Es sei A ein nullwertiges Ideal aus ©, und wss;, ..., W, seien
die sidmtlichen zu W gehorigen Fortsetzungen von w in K. Dann
enthélt A nach Satz 2 ein Element @, welches fur @,.1, ..., W,
nullwertig ist. Multipliziert man @ mit einer geeigneten Potenz von
Ciy +.., Ca» SO besitzt das Produkt fiir #@;, ..., w, einen negativen
Wert. Wenn man dieses Produkt mit einem passend gebildeten
Potenzprodukt aus 7, ..., 7 multipliziert, dann wird das Produkt
fiir alle Fortsetzungen von W in K nullwertig. Nun gilt folgender

Satz 30, Ewn nullwertiges Ideal aus O enthilt stets ein null-
wetiges Ideal aus o .

Beweis. Wir bezeichnen mit IR ein nullwertiges Ideal aus 9.
Der Durchschnitt 9 N o von p mit I ist, wie man leicht bestitigt,
ein Ideal aus o. Ist nun w eine beliebige Bewertung aus W, so
gibt es nach dem oben Bemerkten ein Element # aus I, welches
fiir alle Fortsetzungen von w in K nullwertig ist. Da man nétigen-
falls aus # durch Multiplikation mit einem passend gewéihlten Ele-
ment aus o ein Element, welches fiir die sidmtlichen Fortsetzungen
der Bewertungen aus W einen nicht negativen Wert und sogar fiir
alle Fortsetzungen von w den Wert Null besitzt, bilden kann, so
kann man annehmen, da x4 von vornherein ein derartiges Element
ist. Dann ist die Norm Ngi(#) von # nach Satz 29 fiir alle Bewer-
tungen aus W nicht negativwertig und sogar filr w nullwertig. Da
nach Zusatz zu Satz 29 Nxi(#)1~! Element aus O ist, so gehort Nxx(x)
zu M. Also gehort Nxx(#) zu M No. Da w eine beliebige Be-
wertung aus W ist, so enthilt I N o filr jede Bewertung w aus W
ein filr w nullwertiges Element; d.h. I N o ist ein nullwertiges
Ideal aus o. ' :

~ Aus Satz 30 folgt nun: o

IV*. Das IV. Axiom gilt auch in O, wenn es schon in o erfullt

est. -
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Satz 31. Es sei W die Menge aller Fortsetzungen der simtlichen
Bewertungen aus W, und O der Durchschnitt der Bewertungsringe
aller Bewertungen aus W . Dann besteht O aus allen in bezug auf o
ganzen Element aus K. | :

Beweis. Ist &€ ein Element aus O, so ist es fiir alle Bewertungen
aus W nicht negativwertig. Nach Satz 29 geniigt ¢ einer algebrai-
schen Gleichung, deren Koeffizinenten alle zu o gehdren und deren
hochster Koeffizient gleich 1 ist; d.h. ¢ ist ganz in bezug auf o.

Geniigt umgekehrt & einer Gleichung ™ + :--<- + @, = 0 mit
Koeffizienten aus o, so besitzt £ fiir eine beliebige Bewertung w aus
W einen nicht negativen Wert. Denn sonst gilte

o = W(EM+ -+ +ay) =Min (@(E™, ..., Wa.,) = mw(E) <0,

weil w(a,), ..., W(an.) alle nicht negativ sind. Dies ist aber ein
Widerspruch. ,

Zusatz. Es sei p ein Ring, in dem die Axiome I, II, IIT und IV
erfiillt sind. Ferner sei K eine endliche algebraische Erweiterung:
ilber k£, und O der Ring aller in bezug auf o ganzen Elemente aus
K. Dann ist jedes von O verschiedene Ideal aus K eindeutig als
ein Potenzprodukt von Primidealen aus ©O dastellbar.

- § 5. Beispiel_e. Unabhangigkeit der Axiome.

, 1. k bedeute den rationalen Zahlkorper. Legt man dann eine
Primzahl p fest, so ist jede von Null verschiedene rationale Zahl a
von der Form a = p*¥r, wo r, dargestellt als reduzierter Bruch,
weder im Zihler noch im Nenner p als Faktor besitzt. Der Exponent
p(a) ist durch a und p eindentig bestimmt. Setzt man nun w(a) = p(a)
. und w(0) = o , so definiert w, wie man leicht bestiitigt, eine diskrete
(Exponenten-) Bewertung von k , welche p-adische Bewertung genannt
ist. Awus verschiedenen Primzahlen entstehen offenbar nicht &dqui-
valente p-adische Bewertungen. Wir bezeichnen mit W die Menge
aller nicht idquivalenten p-adischen Bewertungen. Fiir den Ring o
aller ganzen rationalen Zahlen sind die Axiome I und II erfiillt. Sind
w1, we verschiedene Bewertungen aus W, so entsprechen ihnen bzw.
verschiedene Primzahlen p;, p: als Primelemente. Da offenbar
wi(p) >0, wop) =0, und wi(ps) =0, ws(pz) >0 sind, so ist das
III. Axiom auch erfilllt. Da eine Bewertung w aus W stets eine
Primzahl p als Primelement besitzt, so ist das zu w gehorige Prim-
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ideal aus o das Hauptideal (p) . Ist nun a ein echter Teiler von (p)
aus o, so enthilt a sicher eine zu p prime Zahl a. Daher enthilt
a die Zahl 1; d.h. a=p0. Jedes minimale Primideal aus o ist
also teilerlos in o; nach Satz 22 ist das IV. Axiom auch in a erfiillt.

Es set K ein algebraischer Zahlkorper von endlichem Grade und
O der Ring aller in bezug auf o ganzen Elemente aus K, d.h. aller
ganzen algebraischen Zahlen aus K. Dann ist nach Zusatz zu Satz 31
jedes von O wverschiedene Ideal aus K als Potenzprodukt von Prim-
idealen aus O darstellbar. \

2. Es sei k ein beliebiger Korper und z ein itber k& transzendentes
Element. Dann sind bekanntlich die Bewertungen des Korpers k(x)
vollig bestimmt. Ist ndmlich p(x) ein irreduzibles Polynom im Ring k[x]
aller Polynome von x mit Koeffizienten aus k, so ist jedes von Null
verschiedene Element f(z) aus k(x) von der Form fix) = plx)"Ve)r(z),
wo r(x), dargestellt als reduzierter Bruch, weder im Zihler noch
im Nenner p(x) als Faktor enthilt. Der Exponent p(f(x)) ist durch
f(x) und p(x) eindeutig bestimmt. Setzt man nun w(f(x)) = p(f(x))
und w(0) = o , so definiert w eine diskrete (Exponenten-) Bewertung
von k(xr). Wir bezeichnen mit W die Menge aller derjenigen nicht
dquivalenten Bewertungen von k(zr), welche auf obige Weise aus
den irreduziblen Polynomen aus k[x] entstehen. AuBer den zu W
gehorigen Bewertungen von k(z) gibt es noch eine Bewertung ws,,

welche —196— als ein Primelement besitzt. Die séimtlichen Bewertungen

aus W mit w, zusammen reprisentieren alle nicht dquivalenten Be-
wertungen von k(x) .

Bezeichnet man kfx] durch o, so sind offenbar in o die Axiome
I und II erfilllt. Sind w;, w: verschiedene Bewertungen aus W, so
gibt es irreduzible Polynome pi(x), ps(x) aus o, welche bzw. Prim-
elemente von w; und w; sind. Dann sind nach Definition wi(p:i(x))>0,
wa(pri(@)) = 0 und wi(p2®)) = 0, wa(p(x)) >0. Also ist in a das III.
Axiom erfilllt. Wenn w eine Bewertung aus W und p(x) ein w de-
finierendes irreduzibles Polynom aus o, so ist das zu w gehorige
Primideal aus o das Hauptideal (p(x)). Da ein echter Teiler von
(p(x)) stets ein zu p(xr) primes Polynom enthilt, so ist es glelch 0;
d.h. das IV. Axiom ist auch in o erfiillt.

Es sei K eine endliche algebraische Erweiterung von k(x) und O
der Ring aller in bezug auf o ganzen Elemente aus K. Dann gilt
nach Zusatz zu Satz 31:
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- In K st jedes von O verschiedene Ideal als Potenzprodukt von
endlich vielen Primidealen aus O darstellbar (VAN DER WAERDEN [2],
§8 99, 100).

3. Es sei k& ein beliebiger Korper und X eine Menge von endlich
oder unendlich vielen Unbestimmten ®., s, ..., x5 ... . iber
kY, Dann lege ich im Polynomring k[x., s, ..., %, ....] =10 ein
irreduzibles Polynom p(x) fest. Jedes Element f(x) aus dem Korper
KXy, s, oovy Tay ....) ist von der Form flx) = p(x)*Vr(x), wo
r(x), dargestellt als reduzierter Bruch, weder im Zihler noch im
Nenner p(x) als Faktor enthidlt. Der Exponent p(f(x)) ist durch
f(x) und p(x) eindeutig bestimmt. Setzt man nun w(0) = c« und
w(f@) = p(f@)), so definiert w, wie man leicht bestitigt, eine
diskrete Bewertung*von %(x., s, ..., Zxs ....). Man bezeichne mit
W die Menge aller derjenigen nicht dquivalenten Bewertungen von
k@, %3, ..., %r, ...), die auf obige Weise definiert sind. Der Ring
o erfiillt dann sicher die Axiome I und II. Sind w;, w: verschiedene
Bewertungen aus W, so existieren in o irreduzible Polynome p:(x)
mit wi(p@)) >0 und px(x) mit wap:@))>>0. Da nach Definition
wa(pi(@)) = 0 und wi(pxx)) = 0 ist, so ist das III. Axiom auch erfiillt.
Das IV. Axiom ist hicht mehr erfiillt, wenn X mindestens zwei Un-
bestimmte enthilt.

Nach Definition entspricht jeder Bewertung aus W stets ein
Primhauptideal aus o ; d.h. jedes minimale Primideal aus o ist umkehr-
bar. Hieraus Tolgt nach Satz21: -

Jedes Ideal aus o laBt sich als Produkt aus endlich vielen mini-
malen Primidealen aus o und aus einem o quasigleichen Ideal dar-
stellen.

Wenn insbesondere X genau n(C> 1) Unbestimmte 1, 22, ..., &
enthilt, dann ist jedes minimale Primideal aus k[x:1, ..., 2.} ein
(n—1)-dimensionales Hauptideal. Da offenbar jedes Hauptideal aus
k[z1, ..., =] stets ein b-Ideal ist, so schlieBt man leicht aus Zusatz
zu Satz 20 :

Dann und nur dann ist ein Ideal aus k[xi, ..., o] ein unge-
maischtes (n—1)-dimensionales Ideal, wenn es Hauptideal ist (VAN DER
WAERDEN [2], §§ 90, 94). .

Unabhingigkeit der Axiome.

Wenn die Menge W aus nur zwei verschiedenen, aber einander
dquivalenten Bewertungen w;, ws von k besteht und o der Bewer-

(1) D.h. ¢, ..., *», ... . 8ind iiber k algebraisch unabhingig.
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tungsring von w; (also ‘auch von ws) ist, so sind in o die Axiom I, II
und IV erfillt. Aber das III. Axiom ist nicht mehr erfiillt, weil
fiir jedes Element ¥ aus o mit wi(v) >0 auch stets wa(v) >0 sein
muB. Obwohl W aus nicht dquivalenten Bewertungen besteht, kann
das III. Axiom doch im allgemeinen nicht erfiillt sein, wihrend die
Axiome I und II erfilllt sind. Wir betrachten ndmlich den Korper
k' = k(zx1, x2) , welcher aus einem Koérper %k durch AdJunktlon von

zwel Unbestimmten x;, x» entsteht Ist nun zgx)) (eln vom Null-
element verschledenes Element aus k(z,, «2) , S0 setze man w* ng;
dem niedrigsten Grad von a(x) — dem niedrigsten Grad von b(x) , und
w*(0) = o . Dann definiert w* eine diskrete Bewertung von k’. w*
gibt offenbar jedem Element aus k[x,, x;] eiten nicht negativen
Wert. Fiigt man nun allen denjenlgen nicht &dquivalenten Bewer-
tungen von k(x:, x2) , welche wie im Beispiel 3 definiert sind, noch
die Bewertung w* hinzu, und bezeichnet die so entstandene Menge
der Bewertungen mit W*, so erfiillt k[x;, x:] offenbar die Axiome I
und II, aber nicht das III. Axiom. Denn ist w, die Bewertung mit
21 als Primelement, so ist fir jedes Element f(x)==0 aus k[z:, ]
mit w,(f(:c)) >0, stets auch w*(f@)) >0, weil f(x) sicher von xl\
nicht frei ist. .

- Es seien p1, p2, ..., Dy, ....-unendlich viele vonemander verschle-
dene ungerade Prlmzahlen, und ko sei der rationale Zahlkorper. Dann
sind die Korper ko(v/p1)=Fk1, ko(v/ D1, v D) =Fz, .., ko(1/ D1y o.er v/ Dr)=Ps
si.. . alle iiber ko, abelsch. Da die Galmsgruppe‘ von k, itber ko
abelsch vom r-gliedrigen Typus (2, ..., 2) ist, so ist jeder Primteiler
vom Hauptideal (p;) in %, hochstens -vom Grade 2 und vom Exponenten
2 iiber k. Im Ring aller ganzen algebraischen Zahlen aus dem
Vereinigungskérper k& von ko, k1, ..., kr, ... . Dbesitzt das ‘Haupt-
ideal (p1) unendlich viele verschiedene Primteiler, welche iber ‘%
. vom Exponenten 2 sind (STIEMKE [1]). Aus jedem Primteiler . p von
(p1) in k entsteht eine diskrete Bewertung w von %k derart, da8 jede
durch p teilbare ganze algebraische Zahl aus k filr w stets einen
positiven Wert, aber jede nicht durch p teilbare ganze. algebraische
Zahl aus k den Wert Null besitzt (Morrva [1], S. 164-166). Aus je
zwei verschiedenen Primteilern von (p;) entstehen nicht idquivalente
Bewertungen, Wir bezeichnen mlt W die Menge aller derjenigen
nicht dquivalenten. Bewertungen von k, welche aus den Primteilern

(1) a(x) , b(x) sind Polynome mit Koeffizienten aus %. .
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von (p;) entstehen. Bezeichnet p den Durchschnitt der Bewertungs-
ringe aller Bewertungen aus W, so besitzt o den Korper k als
Quotientenkorper, weil o den Ring aller ganzen algebraischen Zahlen
aus k enthilt. Das I. Axiom ist nach Definition in o erfiillt. Sind
wy, we verschiedene Bewertungen aus W, so gibt es nach Definition
ganze algebraische Zahlen v;, vz, fiir welche wi(y) <0, ws(v1) =0
und wiyz) = 0, wev2) >0 gilt. Das III.' Axiom ist daher in o er-
fiillt. . o

Wir nehemn nun an, daB es aufier o ein nullwertiges Ideal gibt.
Dann existiert nach Satz 10 ein nullwertiges Primideal m aus o™.
Der Durchschnitt m; von m mit dem Korper k; ist ein Primideal im
Durchschnitt o; von o mit %;, wenn ¢ hinreichend gro8 gewihlt ist.
Wenn man nimlich den Index I so grof wéhlt, daB m ein von Null
verschiedenes Element aus %; enthilt, so ist fiir jeden Index ¢ =1
m; ein vom Nullideal verschiedenes Ideal aus o;. Ferner ist m;==o;,
weil o; die Zahl 1 enthéilt. Im folgenden ist stets ¢ = I vorausgesetzt.
Ist fiir die Zahlen a;, B; aus 0; a;8:€ m;, so ist wegen der Primideal-
eigenschaft a;€m oder B;em, woraus a«€m; oder B;em; folgt,
w.z.b. w. Jede Bewertung aus W induziert in k; eine Bewertung
derart, daB3 sie fiir einen Primteiler von (p:1) aus k: einen von Null
verschiedenen Wert, aber fiir jede durch diesen Primteiler unteilbare
ganze algebraische Zahl aus & den Wert Null angibt. Daher in-
duzieren die simtlichen Bewertungen aus W in k; endlich viele nicht
dquivalente Bewertungen w{®, w”, ..., w®. Bezeichnet man mit
B{, ..., B® bzw. die zu w{, ..., w{ gehérigen Bewertungsringe,
so ist ersichtlich ' '

B{i)’/\.... /\B,’(:'Z=Oz.

Das Primideal m; ist hochstens fiir eines der w{’, ..., w{) nicht
nullwertig. Sind nidmlich etwa w{®(m;) >0, w{’(m;) >0, so exis-
tieren zu einer von Null verschiedenen Zahl x aus m; zwei
Zahlen v, 72 aus o; von der Art, daB wi(v)>0, we(7:) =0
und wi(y2) =0, wa(v2) >0 sind und p = m7: gilt (OSTROWSKI 1,
S. 310-311). Da v; in m; nicht enthalten ist, so muf 7 in
m; enthalten sein, was aber unmboglich ist. Wir nehmen jetzt
an, daB fiir jeden Index 7 das Ideal m; stets fiir eines der
wi?, ..., 'w‘;: nicht nullwertig ist.. Dann gibt es in den Korpern
kry ..., ki, ... . bzw. die Bewertungen w®, ..., w®, ... . derart,

(1) Beim Beweis von Satz lb sind die Axiomé 1T und III nicht gebraucht.
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daB w(my), ..., w(m,;), ... . positiv sind, wobei w® die durch
irgendeine Bewertung aus W in k; induzierte Bewertung bedeutet.
Dabei ist w®*?Y eine Fortsetzung von w®. Denn sonst induzierte
wt*D in k; eine w® nicht dquivalente Bewertung und folglich besiBe
m; fur zwei nicht dquivalente Bewertungen aus w{?, ..., wg.‘: einen
von Null verschiedenen Wert, was aber ein Widerspruch ist. Man
kann daher durch w¥, ..., w®, ... . eine Bewertung w von k
bestimmen, indem man fiir ack; wa) = wNa) setzt G=1I,....).
Wie man leicht bestitigt, gibt w einem Primteiler von (p;) aus k&
einen von Null verschiedenen Wert, und jede durch diesen Primteiler
unteilbare ganze algebraische Zahl ist fiir w stets nullwertig. w ist
also eine Bewertung aus W. Da die Wertmenge w®(m,), ...,
w®(m;), ... . nach unten beschrinkt ist, so ist von einem passend
gewihlten Index j ab stets w?(m;) = wl@*V(n,;,) =....>>0. Hieraus
folgt ohne weiteres : v

w(m) >0,

was aber ein Widerspruch ist. Daher gibt es ein m;, welches fiir
w®, ..., ’w;,': nullwertig ist. Da p; nach Satz 8 ein Hauptidealring
ist, so mul m; nach Satz 6 gleich o; sein. Hieraus folgt entgegen
der Voraussetzung :

m=p,.

Das IV. Axiom ist also in o erfiilllt. Dagegen ist das II. Axiom
nicht mehr erfiillt, weil p, filr unendlich viele Bewertungen aus W
einen von Null verschiedenen Wert besitzt.

Wir schlieBen nun im Beispiel 1 von der Menge aller nicht
dquivalenten p-adischen Bewertungen die dyadische Bewertung aus.
Die neue Menge soll im folgenden mit W’ bezeichnet werden. Wenn
man mit o wieder den Ring aller ganzen rationalen Zahlen bezeichnet,
so sind in o sicher die Axiome II, III und IV. erfiillt. Aber das I.
Axiom ist nicht erfiillt, weil der Durchschnitt der Bewertungsringe
aller Bewertungen aus W’ eine gebrochene Zahl mit 2 als Nenner
enthalten kann. ' v

Das Beispiel 3 zeigt uns, dag8 das IV. Axiom im allgemeinen
nicht erfiillt ist, widhrend die Axiome I, II und III erfillt sind.

Satz 32. Es sei o ein Integrititsbereich mit k als Quotientenkorper.
Fiir die Ideale® aus k sei die Quasigleichheit ,, ~ *“ erklirt, welche

(1) Unter einem Ideal aus & versteht man wie bisher ein vom Nullideal ver-
schiedenes, gebrochenes Ideal in bezug auf ».
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die Aquivalenzeigenschaft besitzt. Ferner besitzen die Ideale aus k
Jolgende Beschaflenheiten : .

1. Wenn fir die Ideale a, a’, b, b’ a~a’, b~b" gilt, so ist
aa’ ~bp’, .

2. Jedes Ideal a aus o ist entweder o oder einem Potenzprodukt
von endlich vielen minimalen Primidealen aus o quasigleich. Dabei

ist das a quasigleiche o oder ein a quasigleiches Potenzprodukt durch
a eindeutig bestimmit.

8. Fiir die Ideale a, b aus p seien a~%P. und b6~Ps, wo Pa,
PBs bzw. entweder o oder Potenzprodukte von minimalen Primidealen
aus o bedeuten. Ist dann a =b, so geht jedes minimale Primideal
aus o in P. mindestens mit so hohem FExponenten auf wie in PP
Die Umkehrung gilt auch, wenn b ein Hauptideal ist.

Dann sind die Axiome I, II und III wn o erfullt.

Wenn insbesondere die Quasigleichheit durch die Gleichheit ersetzt
wst, so gilt auch das IV. Axiom.

Beweis. Im folgenden bezeichnen wir mit P, stets entweder o
oder ein Potenzprodukt von minimalen Primidealen aus o, dem nach
3 ein Ideal a aus o quasigleich ist. Besonders schreiben wir fiir ein
Hauptideal (a) P. statt Po.

Wir legen nun ein minimales Primideal p aus o zugrunde. Ist
fir ein Element a==0 aus o (a)~%B., so bezeichnen wir mit p(a) den
genauen Exponenten von p in ., und setzen wy(a) = p(a). Fiur
Null setzen wir w,(0) = o . Dann ist fiir jedes Element v aus o
der Wert wy (v) eindeutig definiert, und es ist nach 3 stets wy (v) =0,
weil 0 = (1) 2 (v) ist.

Es seien a, B8 Elemente aus o. Ist dann eines von a und B
gleich Null, so gilt offenbar :

wp(O) = wp(aB) = 'wp(a)‘*'wp(ﬁ) = %,

Wenn aber a, B beide von Null verschieden sind, so folgt aus (a)~P«
und (B)~P; die Beziehung (aB8)~P. P = Pas, weil PP entweder o
oder ein Potenzprodukt von minimalen Primidealen aus o ist und
folglich wegen der Eindeutigkeitseigenschaft in 3 P.Ls = P.s sein
mufl.

(1) Wenn B, gleich o oder ein golches Potenzprodukt ist, daB in ihm ein mini-
males Primideal p nicht aufgeht, so verabreden wir, daB p in Pa mit dem genauen
Exponenten 0 aufgeht. Dabei verstehen wir unter p° stets das Ideal o .
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Hieraus schlieft man sofort :
wy(2B) = wyla)+wyB) . |
Fir beliebige Elemente!a, B aus o gilt jedenfalls:
wy(@B) = wy(a)+w,(8) .
Fiir ein Element a==0 aus o foigt aus (a)~P,:
0 = (2 ()~ (a) *Ps..

Setzt man dann (a) *P.=m, so ist m Ideal aus o. Denn da
m~9 = P und o Hauptideal ist, so muf nach 3 m < o sein, w.z.b. w.
‘Wenn p mit dem genauen Exponenten p(a) in P, aufgeht so ist
offenbar

prI 2P, = (a)m ,
Ebenso gilt filr ein Element 80 aus o:
PO 2 By = (A,

wo ‘n~o ist und p(8) den genauen Exponenten von p in P, bedeutet.
Setzt man nun Min (p(@), p(®) = v, so ist p* = (a)mn und D“>(.8)mn ,
woraus

P2 (a, Amn = (a+LHmn
;folgt.‘ Wenn a+8 = 0 ist, so ist ersichtlich
o = wyla+B) > Min (wy(a), wy(®) .
Wenn aber a+B=F0 ist, so gilt:
| (a+B)mn~(a+8)~Pu:s .
Nach 3 muB p mindestens mit dem Exponenten » in PB..s; aufgehen;
d. h.
wyla+B) Z v ZMin (p@, p(®) = Min (wy@, wW,@).
Wenn entweder a oder B gleich Null ist, so ist offenbar
wy(a+B) = Min (wy@), wyB)) .
Auf jeden Fall gilt fiir die Elemente «, 8 aus o:
Wy(a+B) = Min (w @), wy(d) .
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¢ Da k der Quotientenkdrper von o ist, so existieren zu einem

Element ¢ aus %4 Elemente a, 8==0 aus o derart, das & =—g— ist,

Wir setzen jetzt:
wy(€) = wyla)— wp(B) .

Wie man leicht bestitigt, definiert dann wy eine Exponentenbewertung
von k (VAN DER WAERDEN [1], § 73). Fiir ein von Null verschledenes
Element a aus ) gilt nach dem oben Bemerkten: :

EBag(a)—._—C:P .

Nach 8 muB p mit einem positiven Exponenten in P. aufgehen; d.h.
wy(@) >0. Also ist wy eine nicht triviale Bewertung von k. Da
fiir jedes Element £==0 aus k& w,(§) eine ganze rationale Zahl 1st so-
ist wy diskret. Die Bewertung wy wollen wir die zu p gehdrlge
Bewertung nennen.

Wir zeigen nun, daB8 fiir ein in p nicht enthaltenes Element B
aus o stets wy(8) = 0 ist. Nach dem oben Bemerkten gibt es nidmlich
ein o quaisgleiches Ideal n derart, dag P = (B)n ist. Wenn p mit
einem positiven Exponenten in 3, aufgeht, so ist p = P =(B)n, es
muB also » =2 n sein, weil (8) in p nicht enthalten und p ein Prim-
ideal ist. Da anderseits n~o ist, so ergibt die Relation p=n nach
3 einen Widerspruch ; d.h. w,(8) =0.

Wir bezeichnen mit W die Menge derjenigen diskreten Exponenten-
bewertungen von %, welche auf obige Weise durch die simtlichen
verschiedenen minimalen Primideale aus o definiert sind. Da fiir
a0 P. entweder o oder ein Potenzprodukt von endlich vielen
minimalen Primidealen aus o ist, so besitzt a fiir hochstens endlich
viele Bewertungen aus W einen von Null verschiedenen Wert; d.h.
das II. Axiom ist erfuillt. Sind nun w,;, ws verschiedene Bewertungen
aus W, so gibt es in 0 zwei verschiedene minimale Primideale p;, p-
derart, daB w;, w: bzw. die zu p;, p. gehorigen Bewertungen sind.
Da p;, pz verschiedene minimale Primideale sind, so gibt es in p;
ein Element «, welches in pz nicht enthalten ist, und ebenso gibt es
in p; ein Element B, welches nicht zu p; gehort. Nach dem oben
Gezeigten gilt dann:

wi(a) >0, wee) =0 und wi(8) =0, wsB)>0.
Das III. Axiom ist auch erfilllt.
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Da fiir eine beliebige Bewertung aus W jedes Element aus o
einen nicht negativen Wert besitzt, so ist v im Durchschnitt der Be-
wertungsringe aller Bewertungen aus W enthalten. Ist umgekehrt
£=+0 Element aus diesem Durchschnitt, so ist fiir jede Bewertung
waus W w()=0. Wir bestimmen fiir ¢ Element «, 8 aus o so,

dag £ = % ist. Bezeichnet nun p das w definierende minimale Prim-

B
ideal aus o, so geht p in P, und Py bzw. mit dem genauen Expo-

nenten w(a) und w(B) auf. Wegen w(a)—w(B) = w(¢)=0 muf also
wl(a) Zw(B) sein. Da (B) Hauptideal ist, so gilt nach 3 (8)=(a).
Hieraus folgt; '

0 =(B)B)'=2(aB);

\d h. % ist Element aus o. Somit ist das Erfilltsein des I. Axiomes

. 6
bestitigt.

Es sei besonders d1e Quasigleichheit durch die gewohnliche Gleich-
heit ersetzt. Dann ist fiir ein nullwertiges Ideal m® aus o0 m = P .
Wenn Pu nicht gleich o ist, so gibt es nach 3 ein minimales Primideal
p aus o, fir welches p 2 P, = m gilt. Jedes Element ¢ aus m ist
stets in p enthalten. Bezeichnet man mit w die zu p gehorige Be-
wertung, so ist w(u)>>0; d.h. m ist fir w nicht nullwertig, was
aber ein Widerspruch ist. Es mu8 also m = o sein.

Wir wollen sagen, in einem Integrititsbereich o gelte die gewshn-
liche Idealtheorie, wenn jedes vom Null-und Einheitsideal verschie-
dene Ideal aus o eindeutig als Produkt von endlich vielen Primideal-
potenzen mit positiven Exponenten darstellbar ist und jedes Primideal
aus o stets in o teilerlos ist. Dann gilt:

Satz 33. Gilt in o die gewohnliche Idealtheorie, so auch in der
Hauptordnung® O jeder endlichen algebraischen Erweiterung des
Quotientenkorpers k von o (GRELL [1]).

Beweis. Nach Voraussetzung besitzt o die in Satz 32 angegebenen
Beschaffenheiten 1 und 2. Es sei filr die Ideale a, b aus o a< h.
Ferner seien. p;, ..., p, alle diejenigen voneinander verschiedenen
Prlmldeale aus o, welche im a oder b gleichen Primidealpotenzprodukt
wirklich auftreten. Dann kann man a = p@&...por und b = phi...pbr

setzen. Dabei konnen einige Exponenten eventuell Null sein, und

(1) m ist also fiir jede Bewertung aus W nullwertig.
(2) D.h. © ist der Ring aller in bezug auf o ganzen Elemente aus der Er-
weiterung. .



Bewertungstheoretischer Aufbau der multiplikativen Idealtheorie 143

wir setzen wie iiblich pP2=o0( =1, ..., 7). Ist nun a eine groSere
natiirliche Zahl als Max (az, ..., a,), so gilt wegen (p1, p;) =0 (1 ==2):

0= (P1, p)* = (pF, PF 19i, «e., PN S (11, 9F) S0 ;
d. h.

P1, 9D =0 (=2, ...,7).

Ebenso beweist man leicht aus o = (p1, Pg)...(p1, $2) < (p1, pg...p%).
So: ‘

(b1, Pg....p%) =0.

Weil pZ....p2r 2 pg....p2 ist, so ist (p, pg:...p%) = o . Schlieflich
folgt :

(pb1, pga....per) =0.

Ig'IultipligEigrt man jetzt die beiden Seiten der obigen Gleichung mit
2, SO 1
1

(bptd1, a) = pa(pbs, pgs....par) = par.

Da p2r=2b=a ist, so ist phr=pa . Hieraus folgt sofort a: = .
Denn sonst wiirde wegen a;<b, pfx S p folgen und folglich fir
a1 =k=b pu = pbi sein. Ebenso beweist man :

as=bz, ..., a,=0b,.

o besitzt also die 3. Béschaﬁ‘enheit in Satz 82. Nach Satz 32 sind
daher in o die Axiome I, II, III und IV erfiillt. Somit folgt die
Behauptung des Satzes aus dem Zusatz zu Satz 3l.
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