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CONTRIBUTION A LA THEORIE DES ENSEMBLES
BORELIENS ET ANALYTIQUES, II[®

Par
Kinjiro KUNUGUI
§ 8. 3s-Opérations de M. Hausdorff.

Pour avancer nos études sur les théorémes de sections fermées,
il faut nous préparer d’abord quelques notions auxiliaires. Dans
son livre ‘‘ Mengenlehre ’@ M. F. HAUSDORFF introduisit une fonction
d’une infinité .d’ensembles:

OEN, Ery oooy Eny oll)

dite 3s-opération de M. HAUSDORFF et définie comme il suit: étant
donnée une suite d’ensembles E;, E2, ..., E,, ..., et un sous-
ensemble A de I'’ensemble N de tous les nombres irrationnels entre
0 et 1, le résultat de I’opération @ est defini par

OB\, Ez, ..., E,, ...) =2 Il En

VEA k

ou 1[ E'n;, désigne le produit des ensembles En,, Ene, ..., Eng, ...
dont les lindices 7, 72, ..., %, ... forment le développement en
fraction continue du nombre v: y=(ni, nz, ..., Nk, ...) (Voir
Contribution I.® p. 162.), et » parcourt tous les nombres irrationnels
appartenant 4 A. L’ensemble A sera dit base de I’opération.

(1) La premiére et la deuxieme partie de ce mémoire ont été publiées dans ce
méme Journal: Contribution &4 la Théorie des Ensembles Boreliens et Analytiques,
I, p. 161-189, Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University, Series I,
Vol. VII (1939), et Contribution 4 la Théorie des Ensembles Boreliens et Analytiques,
11, p. 1-24, ibid. Vol. VIII. Ces deux mémoires seront cités resp. ‘‘ Contribution 1
et II”.

(2), Cf. F.HAUSDROFF; Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 89-90. W.
SIERPINSKI: Sur les Operatlons de M. HAusporRFF, Fund. Math. t. XV, p. 119.
KANTOROVITCH, LL ET LIVENSON, E: Sur les &s-fonctions de M. HAUSDORFF, C.R.
de Paris, t. 190, p. 362. - : Memoir on the Analytical Operations and Pro-
jective Sets (I), Fund. Math. t. XVIII, p. 214-276. M. KoND( : Sur-les Opérations
Analytiques dans la Théorie des Ensembles et Quelques Problémes qui s’y rattachent,
I, Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University, Series I, Vol.
VII, p. 1-34, '
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M étant une famille quelconque d’ensembles, nous désignons
par H,(0) la famille de tous les ensembles-résultats de Ss-opération
de M. HAUSDORFF, dont la base est A, opérée sur les suites d’en-
sembles E,, Ez, ..., E,., ... . appartenant a M. :

Les développements en fraction continue (ni, 72, ..., %, ...)
de tous les nombres irrationnels entre 0 et 1 forment des points de
VYespace de BAIRE a zero dimension®, lorsqu’a deux points différents:

p=(m,n, ..., N, e.) et pl=(M,N, ooy Nfy ...)

sont attribués leur distance p(p, p’) = 1/ko, ou ko désigne le premier
des indices k tels que #ni==mn,. Cet espace de BAIRE sera désigné
par B. Cette transformation de N en B est biunivoque et bicontinue,
et les sous-ensembles de N seront parfois considérés comme des en-
sembles situés dans B. -

M étant une famille quelconque des ensembles, désignons d’-
habitude par Ms; et M, les familles de tous les ensembles-produits
et de tous les ensembles-sommes resp. des suites des ensembles de
M. Ms et M, coincident resp. avec les familles H4,(IM) et Hp (M),
ou A, désigne I’ensemble constitué d’un seul nombre irrationnel
1, 2,38, ...), et B; '’ensemble dénombrable des nombres irrationnels
ad,1,1,...),2,2,2,...),8,8,8,...), .... A; et B; sont donc
des ensembles fermés relativement & N. :

- Etant donnée une famille quelconque M d’ensembles, appelons
selon d’habitude famille borelienne construite sur I et désinons par Mg
la plus petite des familles IN* satisfaisant aux conditions suivantes: 1)
toute somme et tout produit d’une suite (finie ou infinie) des en-
sembles de IM* appartiennent a W*; 2) M fait partie de M*. M. F.
HAUSDORFF a classifié ies ensembles de 1a famille Mz, comme il suit.
D’abord, tous les nombres ordinaux finis ou transfinis inférieurs a
2 sont divisés en deux classes: les nombres de la forme 2¢ s’ap-
pellent pairs, et ceux de la forme 2:+1 impairs. Cela posé, la
famille IN* est donné par la régle inductive : 1° M° = 9N ; 2° Pour
& pair (£ > 0), IM* est la famille de tous les ensembles-sommes—et
pour £ impair, de tous les ensemble-produits—des suites (finies ou
infinies) des ensembles de M"(0 <7 < &).

(1) Voir p. ex. M. FRECHET: Les espaces abstraits et leur théorie considérée
comme introduction a l’analyse générale, Paris, 1928. p. 118.
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- M.F. HAUSDORFF a montré® que, pour §=1, il existe une
base A., dépendant seulement de &, telle que la famille H4:(M)
coincide exactement avec Ii*.

Or, nous allons considérer cing opnratlons sur les ensembles de
I’espace de BAIRE:

(I) Transformation #4,(p). Tout nombre entier positif J
peut étre exprimé dans une et une seule expression suivante:
J = 2mY2n—1); nous les désignerons par

m = o(j), n= (7).

Désignons encore par 8B,. I’ensemble de tous les points p = (n;, n2’
cee, M, ...) de B, tels que @(n) = m pour tout k=1, 2, 3, ... .
B,.. est une partie fermée de B. Les distances mutuelles entre les
ensembles B,, et B, (m ==m’) sont tous égales a 1.

La transformation A,.(p) de ’espace B en un sous-ensemble B,,
de B est définie d’apres la régle suivante : le point » = (n1, 72, ...,
7, ...) de B correspond au point kn(p) = (ny, ng, ..., N, ...) de
B,, lié par la relation: n}=2"12n,—1) (k=123 ...). La
transformation h..(p) est biunivoque et isométrique, et par suite les
ensembles fermés de B seront transformés en des ensembles fermés
(et vice versa). De plus, on voit bien que le point p = (n1, mz, ...,
N, ...) de B satisfaisant a la condition: a) hm ng = @ sera

transformé en un point de B,, qui satisfait a la meme condition.

(I1) Deuxiémement, considérons ’opération S=S(M,, Ma, Mg y oes)
qui fait la somme d’une suite d’ensembles M;(k=1,2,3, ...)
contenus resp. dans B, . Si les ensembles M; sont tous fermés, la
somme M =kZi M, =S (M, Mz, Ms, ...) est également un ensemble
fermé.

(I11) Considérons troisiéemement le produit cartésien M x B x B x
xBx..., ou M est un ensemble donné, contenu dans ’espace B.
Par définition méme, c’est ’ensemble de tous les points p = (n, ne,
vee, NE, ...) de B tels que

1) (m,ns,ns, ...)eM; 2) mng sont arbitraires.

(1) F. HAUSDORFF, loc. cit. p. 90. .
(2) On désigne par Zi-rﬁnk = o le fait qu’il existe des termes n; aussi grands

-»00

que ’on veut.



82 K. Kunugus

Nous désignons cet ensemble par M x B=. Il est bien clair que si
M est un ensemble fermé, M x B> 1’est également. La condlt;on a)
est encore invariante par rapport a cette opération.

(IV) Quatriémement, introduisons ’opération gm(p), dite permu-
tation des coordonnées: au point p = ('r1 s 725 veus Tk, ...) de ’espace
B, correspond le point g,(p) = (}, 7}, ..., %, ...) d’aprés la régle
suivante :

. / — -
1) T, 2m Y9, 1) r2-n—1 ’ 2) 7.2'n.—1 ﬂ—- 7'2""-](27»—1)’ ‘
3) 7. r pour tout m’ différent de m.

o oy 1) 2""','1(211.—])

9m(p) transforme I’espace B en lui-méme. Elle est biunivoque et
bicontinue. Done, la condition, a) est invariante par rapport a cette
transformation. Evidemment, la condition d’etre un ensemble fermé
I’est également.

(V) Comme cinquiéme opération, .citons le prodult d’une suite
des ensembles E,(k=1,2, 8, .. .) contenus dans B: II E,. Siles

ensembles E; sont fermés et s’ils satisfont a la condltlon a), leur
produit est un ensemble fermé et satisfait & la méme condition.

Supposons maintenant qu’une suite des bases A, (k=1,2, 8, ...)
satisfont 4 deux conditions suivantes :

'1°) A sont des sous-ensembles de N fermés relatlvement aN,

2°) pour tous les points p = (ny, na, ... y iy o..) de Ay, on a
toujours ’Elm Npr = o ,

et considérons I’ensemble qu’on obtiendra par la formule :
(1) A =S(h(A), k(4 ...)

(toujours en supposant, s’il est nécessaire, les sous-ensembles de N
comme ensembles de B). M. F. Hausdorff a montré que la Jamzille
H4(IM) coincide exactement avec la famille de tous les ensembles-sommes
des suites des ensembles E1, Ez, ..., Ex, ... tels que

(2) v Eye HAk(iU?) .

En effet, d’aprés ’hypothése (2), il existe une suite des ensembles
Efrn=1,2,8, ...), telle que E; = @4, (EF, Ef, ..., EF, ...).
Posons ' .

(3) M, = E}{# .
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Il est évident que nous avons la formule

SE,=2 X Il Ef= 0 (M, M, M, ...).
k=1 k=1vE€Ay k=1
Or, la formule (1) montre bien que I’ensemble A est fermé rela-
tivement a N et qu’il satisfait a la condition «).
Enfin, étant donné un ensemble E situé dans I’espace cartésien
a n dimensions (=1, 2, 8, ...), nous appelons diamétre euclidien
de E la borne supérieure des distances euclidiens p(p:1, p2)® entre
deux points p;, p2 variables de E. Il sera désigne par 8(E). Soient
données une suite des ensembles E,, E:, ..., Ei, ... et une famille
quelconque I des ensembles situés tous dans ’espaces cartésien a
n dimensions. Supposons que ces encembles E,(k=1,2,3,...)
satisfont a la condition suivante :
3°) Pour tout nombre positif ¢ >0, il existe une suite des
ensembles E*(n =1, 2, 3, ...) appartenant a 9, tels que

1) E,= wAk(Ely EZ’ E3’ R I 2) S(E'r,:) <e,
38) limsEH=0.

n-roo

Alors pour tout nombres positif ¢ >0, nous pouvons supposer Que
les ensembles E¥* satisfassent toujours & deux conditions 8(EF) < elk
et lim 8(E¥) = 0. Dans ces suppositions, nous avons (en vertu de
@) Tinégalité: s(My)<e. Si, d’autre part, la relation lim 5(M)=0
on’aurait pas lieu, il existerait une suite partielle M;; telle que

(4) (M) >1>>0.

Alors, #(k;) serait toujours inférieurs a e/l. Par suite, +(k;) aug-
mente indéfiniment avec l’indice 4. L’inégalité (4) est slirement
absurde, puisqu’il existe une suite partielle infinie k;. telle que
@(ky) soit constante (cp(ko étant bornée). Nous avons done 11m 8(M;)=0.

Ainsi, la somme E = “l E satisfait également a la condltlon 39),

pour la base A4 obtenue a partir des A par le procédé exprimé
dans la formule (1).

Ce moyen d’obtenir 1’ensemble A a partir des A, a été donné
par M. F. HAUSDORFF. Il a donné égalemhent un moyen de traiter

(1) Voir p: ex. F. HAUSDORFF: Mengenlehre, p. 98.
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le cas du produit E =Z}1 Er, ce que nous allons étudier mainte-

nant.

Soit donnée une suite des bases A, 4z, ..., Ax, ..., qui sont
des ensembles satisfaisant 4 deux conditions 1°) et 2°). Considérons
I’ensemble qu’on obtient par la formule :

(5) A = II g.!hi(Ax) x B=} .
k=1 L. :

D’aprés ce que nous avons dit plus haut, on voit bien que A est
un ensemble fermé relativement & N et qu’il satisfait a la condition
a). M. F. HAUSDORFF a montré que la famille H (IN) coincide exacte-
‘ment avec celle de tous les ensembles-produits des suites des ensembles
E,, E;, ..., E, ... . tels que E’keHAk(‘,D?) k=128 ...). Pour
le voir, il nous suffit, dans ce cas aussi, de prendre une suite des
ensembles E¥(n =1, 2, 8, ...), telle que Ey = @4, (Ef¥, EY, Ef, ...),
et de poser M; = E¢{}. Il est bien clair que nous avons

11 E.=1I1 S IIEb=0uM, My, ..., My, ...).
k=1 veA k’=1
Si Ex(k=1,2,3,...) sont des ensembles situés dans 1’espace
cartésien a n dimensions et si MM est une famille d’ensembles du
méme espace satisfaisant 4 la condition 3°), le raisonnement que nous

avons fait 4 page 83 nous permet de voir que le produit E = 171 Ey

satisfait également a la méme condition, pour la base A obtenue
par la formule (5).

Les bases A: (1 <& < 92) considérées par M. F. HAUSDORFF sont
obtenues & partir de A;, en effectuant alternativement les procédés
(1) et (5): pour & impair (§>>1), A est donné par la formule (5),
en posant A, = A:.,(k=1,2,3,...); pour & pair et non limite,
A: est donné par la formule (1), en posant A= A4.,(k=1,2,8, ...);
pour & limite, il existe une suite bien déterminée (dépendant seule-
ment du nombre &) des nombres ordinaux: 7, 75, ..., 7. ... telle
que ]1m 7% = §; nous obtenons A: au moyen de la formule (1), en
posant Ak = An(k=1,2,3,...). Ainsi, nous avons vu que les en-
sembles A« (1< & < 92) sont tous fermés relativement ¢ N, D’ailleurs,
comme la base A; satisfait a la condition. a), tous les ensembles
A:. (1< e<<9) y satisfont également.

(1) Cf. KANTOROVITCH, L. ET L1VENSON, E.: Sur les &s-fonctions de M. HAUS -
DOREF, C.R. de Paris, ¢. 190, p. 362; — : Sur les ensembles projectifs de M. LusIN.
C.R. de Paris, t. 190, p. 1114, III. ,
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M. F. HAUSDORFF a donné une autre classification des ensembles
de 1a famille Mz ; celle-ci est classé en familles N* 0<e<9), qui
est définie par la régle inductive suivante : 10 N° = P ; 2° pour &
pair (6 >1), N* est la famille de tous les ensembles-produits—et
pour £ impair, de tous les ensembles-sommes—des suites (finies ou
infinies) des ensembles de N"(0 <7 <8). ’

Il est tout a fait analogue aux familles IN* que nous pouvons
voir qu’il existe, pour £€=>1, une base B., qui est un ensemble
* fermé relativement & N et dépendant seulement de £, telle que la
famille Hg, (M) coincide exactement avec NE.

' Mais, dans ce cas, la base B; ne remplit pas la condition «). Au
contraire, la deuxiéme: B: y satisfait sirement. En effet, B se
constitue, d’aprés la formule (5), de tous les nombres dont 2m~1(2rn—1)-
jeme chiffre est de la forme 27°!(2n’—1). Donc, 2m—1ljeme chiffre
est au moins égal a 2771, B, satisfait donc ¢ la condition a). Par
suite, B:(2< &< Q) y satisfait lous également.

Considérons maintenant 1’espace cartésien a » dimensions (n =1,
2,3,...). Soit M la famille de tous les carrés® de cet espace, et
désignons par IM* la famille de tous les ensembles E satisfaisant a
la condition : pour tout nombre positif ¢ >0, il existe une suite
des ensembles Ej de N telle que 1) E = @p,(E1, E2, E3, ...); 2)
N(Ey) <c¢e; 3) 1,}1?0 S(Ey) = 0. Jedis que M* contient Nos . En effet,
soit d’abord E un carré quelconque. Pour fixer les idées, considérons
le cas du plan. Divisons d’abord le carré E en 4 petits carrés
&égaux par deux segments paralléles & ses cotés. Parmi ces petits
carrés, il existe un qui est situé a la distance positive des deux
cotés de E situés a droite et-en haut. Il est appelé stable, tandis
que les autres instables. Divisons ensuite chacun des carrés instables
en 4 petits carrés égaux par deux segments paralléles & ses cotés.
Il existe toujours un ou deux petits carrés qui sont situés a la
distance positive des deux cétés de E situés a droite et en haut. Ils

s’appellent stables, tandis que les autres instables. Constinuons
ainsi de suite indéfiniment.

Ainsi, nous obtiendrons une suite infinie bien déterminée des
carrés stables, que nous désignerons par C/(G=1,2,3,...), qui

(1) Les points de cet espace sont exprimés par ses coordonnés rectangulaires:

B P=(x1:$2y XLzy eoey wa) . N
Appelons carrés les figures de cet espace formées de tous les points tels que
i< < bi(i=1,2,8, ...,m), b—a,=b—ar=--- = bp—ay .

La fermeture d’un carré s’appelle un carré fermé.
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satisfont aux conditions suivantes: 1) 3 1 C = F; 2) les diameétres

euclidiens de ces carrés sont 1nfér1eurs a la moitié de celle de E;
3) hm 3(C}) = 0. Nous appelons ces carrés de premier rang. Mainte-

nant divisons chaque carré de premier rang C/ en quatre petits
carrés égaux par deux segments paralléles i ses cotés. Nous les
appelons de second rang. Continuons ainsi de suite. Pour obtenir
les carrés de m-iéme rang : Cr,3=1, 2, ..., nous divisons ¢hacun
des carres de m—1 -iéme rang en 4 de la méme manicre.

Or s01t M un ensemble M,s quelconque. Nous pouvons poser :
M= [I > M:”, ou M sont des carrés que nous pouvons supposer
en outre S(M"‘) <e. Sur le carré M (m,i=1,2,38,...), opérons
la division de rang m+i. Nous obtiendrons alors une suite bien
déterminée des carrés C3(7=1,2,...). En suite, nous arrangeons
la double suites C* (¢, 7=1, 2, 3, ...) en une suite simple E» (5 =1,
2,3,...). Il est clair que nous avons la relation lim S(E’”) = 0.

Jroo
Enfin, posons E; = E§¥ .

L’ensemble E; étant une partie de E, nous avons évidemment
ED ¢p (Ey, Ez, ..., E%, ...). D’autre part, nous avons

E""][ S'Em—.z ]IE-’,"k; u=(j1,j2,....,jk,...).
m=15=1 hEN k=1

Soit v = (41,42, .+ Jm, ...) Un nombre quelconque de N. Si nous
posons ”zm—l@, » = 2™"1(25,,—1) _bour tout 7, le nombre n1, na, ...,

My oo .) appartiendra a B; et II En = 11 E‘P((,’:,f)) l]l En.€ &p, (E,,

Es, ..., Es, ...). Done EC (DB,(EE, Ez, eees Er,...). Deux in-
clusions que nous avons établies sont équivalentes 4: E = @g, (E;,
Ez, ...). Nous avons évidemment 8(Ex) <e. Enfin, nous pouvons
voir sans peine la relation : ]1m 3(Ex) = 0. Car, sinon, il existerait
une suite partielle Ex; telle que 8(Exi) >1>0. Aors, nous avons
1 <8(Bw) = 5( jg"'))< e/2¥¢I)1, et par suite @(k)<<(e/)+1. La
suite @(k;) serait bornée, et ¥(k;) augmenterait conséquemment avec
I'indice 7, ce qui est une contradiction. Nous avons donc la rela-
tion : 1161}33 8(Ex) = 0. Ainsi, la suite E} satisfait & nos trois conditions.
Cela revient a dire que nous avons l’identité: N2 = IN*. De 13
s’ensuit N3 = (W*),, = (DF)os , etc., c’est-a-dire, les deux familles
Mz et (‘.UE*)B coznczdent
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Or, d’aprés ce que nous avons vu plus haut, (Jt*)p est justement
la famille de tous les ensembles £ de (MM*)p, qui satisfont aux
conditions: pour tout nombre positif ¢ >0, il existe une suite
des ensembles E,(k=1,2,3,...) de M, et un nombre ordinal
E(2<¢6<Q2) tels que 1) E= &p (E1, E2, ...); 2) 8(Ex)<ce; 8)
11m 8(Ex) = 0. D’autre part, il est bien connu que Mz coincide avec
la “famille de tous les ensembles boreliens du plan.

Enfin, I’ensemble de la famille N* pour & >=3 impair peut étre
considéré comme la somme des ensembles N'(2< 7 <€), dont les
termes sont disjoints, et les raisonnements dus a MM. N. LUSIN et
H. HAEN® montrent bien que nous pouvons prendre comme en-

sembles E; dans la formule 1), les carrés fermés qui satisfont a la
condition :

5°) pour deux nombres quelconges v et v/, v==v/, v = (m1, N2,
cees Ny ...) et v =M, n}, ..., n,, ...), qui appartiennent a B,
nous avons kII Eny - Enf =0. )
-1

Les carrés de la famille I peuvent étre remplacés par ceux
qui sont fermés.

Ainsi, nous sommes arrivés 4 notre but de démontrer le théoréme
suivant qui sera utile dans le paragraphe §9:

Théoréme 10. Pour tout ensemble borelien E de classe &
(2<e<<Q)?, situe dans lespace cartésien R, ¢ n dimensions, il
existe un sous-ensemble B: de l’ensemble N de tous les nombres ir-
rationnels entre 0 et 1, ferme relativement & N, et une suite des

carres fermés E1, Ez, ..., Ey, ... de R,, satisfaisant aux conditions
sutvantes :

1) pour toute famille M d’ensembles, Hp, (M) coincide avec N*;
2) E = ¢BE(E1’ Ez, coey Ek, ...);

3) pour tout nombre v = (ny, n2, ..., M, ...) de Be, nous avons
lim ny, = oo ;

k>0

4) Uim8(E) =0; \

(1) N. LusiN, Lecons sur les ensembles analytiques et leurs applications, Paris,
1930. p. 114-119. H HAHN: Reelle Funktionen, Erster Teil, Leipzig, 1932, p. 370-
3171.

(2) ®!'=0 est la famille de tous les ensembles ouvrets dans I’espace considéré;
&, désigne celle de tous les ensembles-produits ou de tous les ensembles-sommes
des ensembies &1 (1 < 7 < ¥, suivant que & est pair ou impair. '
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5) . pour deux nombres différents » et v de By, v = (n1, N2, ...,
Ney «0.), V=@, N5, ... ,n), ...), nOUS avons toujours :

k1=71 -E"’“. E”;c =0.

§ 9. Théoréme de sections fermées (suite).

M étant un ensemble de plan OXY, nous avons désigné par
I(M) I’ensemble de tous les points x de I’axe OX jouissant de la
propritété suivante: la section de M engendrée par le point (x, 0)
est un ensemble fermé et non vide. Nous avons déja démontré
que, pour tout ensemble plan M appartenant a la famille
(Bex B)oso * (Frx ®)ss05, (M) est un complémentaire analytique®.
Maintenant nous allons générahser encore ce théoreme comme il
suit : '

Théoréme 11 (de sections fermées). L’ensemble I'(M) est -toujours

un compléementaire analytique, pourvu que M est un ensemble plcm
borelien.

Fex® C (Fx®)p et par suite (Fzx G).s0 ete. font siirement des
parties- de la famille des ensembles boreliens plans. Donc; les
théorémes 3, 4 et celui que nous avons indiqué plus haut sont des
cas particuliers de ce Théoréme.

Démonstration. 1. Nous avons désigné par G(M) l’ensemble de
tous les points (z, 0) de I'axe OX, tels que la section de M engendrée
par le point (z, 0) est un ensemble fermé vide ou non. D’aprés un
théoréme de M. W. SIERPINSKI, G(M) est un complémentaire analy-
tique, pour tout ensemble plan borelien M®. Soit, d’autre part,
A V’ensemble de tous les points (x, y) de M, tels que les sections de
M engendrées par les points (x, 0) soient des ensembles non fermsés.
Le théoréme de M. W. SIERPINSKI montre bien que A est un ensemble
analytique.

Désignons d’abord par R,(n=1,2,3,...) le carré fermé:
—m<zr<n, —n<y<n, dont le centre est (0, 0) et la longueur

des cotés est égale a 2n. Alors la formule: I'(M) = El 'R, . M)G(M)

(1) En effet, T'(M) € A(M) entraine 1’égalité T (M) = G(M)-A(M) (voir les
définitions de p. 172 et p. 187, Contribution I.). Nous avons vu d’autre part que
G(M) ainsi que A(M) sont des complémentaires analytiques (Cf. le Théoréme 8, p.
pP--9, Contribution II.

(2) Voir p. 172, Contribution I.
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montre bien qu’il nous suffit de démontrer que I'(R.-M) sont tous
des complémentaires analytique. R,-M étant borelien, nous pouvons
considérer seulement le cas ot M est borné, sans perdre la généralité.
Nous supposons donc M est contenu dans le carre fermé: 0<x=<1,
0<y<1.

2. L’ensemble horelien M est un ensemble &*. Nous supposons
de plus 2<< &< 2, (puisque &' est un &?). D’aprés le Théoréme 10,
il existe une base B. de 8s-opiration de M. F. HAUSDORFF, qui est
un sous-ensemble de N fermé relativement & N, et une suite des -

carrés fermés: My, My, ..., M,, ..., telle que 1) pour toute famille
M d’ensembles que]conques, Hp, (M) c01nc1de avec la famille M ; 2)
M= @BE(MI, M, ..., M,, ...): 3) pour tout v=0u, 72, ..., Nk, ...)

de B:, on a llmfnk— o ; 4) hmB(Mk)-—O 5) si v=(m, nz, ..., M,
D ety = (fnl, Moy ove s n,,, ...) sont deux points distincts de Bx,
on a toujours II My, - M'n =

Soit Z r ensemble de tous les points de Be: v=(n1, Nz, .. s Bic, ..)
tels que II Mnk soit non vide. D’aprés un théoreéme de G. Cantor,
pour que 1[ Mpr soit vide, il faut et il suffit qu’il existe un indice

ko, tel que 1e produit partiel 11 Muny, soit vide. Donc, Z est un sous-

ensemble de N fermé relatlvement 4 N. En vertu des propriétés
3) et 4) dont jouissent les ensembles M, et B=, pour tout point ¢
de Z, t=(n1,n2, ..., N%....), 'ensemble II Mn; se constitue d’un
et d’un seul point. Nous pouvons donc lexprlmer par

p=(,9, s=ol), y=v@F, teZ.

Or, si une suite des points #, = (n}, 8, ... 7k, .. J,p=1,2,3,

, de Z tendent vers un point ¢ = (n1, U2, ..., &, ...), t ap-
partient & Z, et pour tout k aussi grand que l'on veut, il existe un
indice po, tel _que ny = T n=mn, ..., n.=ne dés que P> 7po.

Deux points kH1 Mma et 1] My, appartiennent donc aux meémes carrés

fermés Mn,, Mn,, .. Mnk . D’aprés la propriété 4), le point o(t,)

et y(t,) tendent vers q)(t) et y~(t) respectivement. Les deux fonctions

o(t) et y(tf) sont donc continues sur Z. D’ailleurs la propriété 5)

montre que la correspondance entre Z et M par ces deux fonctions
est biunivoque.

Désignons tpar Pn,, n,, ..., (1, n2, ms, ... =1,2,3, ..., k=1,

2, 8 ....), l’ensemble de tous les points p de M, tels que
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PE€Mn,- Mn,, ..., Mn,, et o1 Ony, ny,y oo, mpc Z=0. Soit Any, ne, ..., nk
la projection de Pn,, n,, ..., ne sur 'axe OX. L’ensemble M peut
étre écrit :

M= I]Pnk"—‘s ]IPnk
v€Z Z v€EZ k&
En effet, pour tout ¢ de Z, nous avons {qo(t) \p(t) j = Il Pyn;,. Par
sulte, ona MTX IIPnkC HPn,c .

ve‘?k

La projection P de I’ ensemble M sur I'axe OX peut étre donnée
par la formule:

(1) P=2XNAn,n,...,n == fIAm,nq,...,'nk.
VEZ [k . VE€EZ k
En effet, on a évidemment P S 3 ITAn, ne, ..., m . Soit,
d’autre part, x, un point de X 17 Any, n,, eZ fnk . . Il existe alors un
nombre irrationnel » de Zvef z (n1, n2, g, ..., me, ...), tel que
o€ I An,,n,...,mp. Pour chaque %k, nous avons alors un point
(¥« , yz) appartenant a Pn,,n,, ..., ne < Mn,- Mn,.. - Mn;, tel que

| ®o—wx | <1/k. Les carrés fermés Mn1 y Mugy ..., Mnk sont donec
‘non vides, et évidemment leur produit 11 Mn; est non croissant. Nous
avons hm =+ o et hm 8(M,) =0. Donc hm S(Mn1 Mn;. .. Mn)=0.
D’ apres un theoreme de Cantor, lensemble kl] Mn;, se réduit a un
et un seul point, qu’on peut désigner par (=, y). Le point (z, y) ap-
partient douc a 1’ensemble M. Or, x: appartenant a la projection
de Mn;. sur 'axe OX, on a x, = x. Done,  appartient & 1’ensemble
P. Nous avons done PD IT Any,ny,y...,m. Les deux inclusions
établies nous donnent év1demment I’égalité (1).

3. Supposons qu’a tous les nombres naturels = correspondent
leur rang k, qu’on désigne par k = a(n) Si o(n1) < o(m2) , nous
Pexprimons par la notation n;<n,. Ktant donnée une suite des
ensembles F, d’éléments quelconques, considérons pour chaque rang
k, la somme S; de tous les ensembles En;, tels que o(n;)=>k. Le
produit de tous les S, s appelle la limite compléte au sens de <,
et sera désinée par 11_£n E,. Nous pouvons voir sans peine que nous

avons I’égalité

lim E, =
<

eIA

* 11 En,,
k
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, ol la sommation X* g’étend a tous les nombres irrationnels entre
v - L
0 et 1 qui satisfait a la relation: m<n<n<... <mp<....

Cela posé, nous allons' démontrer le lemme suivant:
Lemme 1. Ktant donnée une suite d’ensembles analytiques A,

Az, ..., A,, ..., il existe une suite des complémentaires analytiques
H, qut satisfont aux conditions :

3) H, sont des ensembles analytiques relativement ¢ C l-zzr:ri A,

En effet, posons d’abord A} = (S) An;, la sommation s’étendant
o(ng)=k
a tous les nombres naturels »; tels que o(n;) = %k. Nous avons alors

’{JIA* hm A, . On voit bien que A7 sont des ensembles analytiques.

Posons U" CAg. D’apres un théoréme de M. C. KURATOWSKI (dit
le théoréme de réduction), il existe une suite des complémentaires
analytiques F», tels que 1) r’“-V"’ =0(k=k"); 2)’:;; Uu» =n§ rr; 3)
Ur2Dp». .

Posons Cj = 2‘ V" et Dk Ci-Ce....Cr. On voit bien que tous
les ensembles Dk sont des complémentalres analytiques. Pour tout
nombre 7 tel que o(n) = k, nous posons D; = H, et nous allons voir
que H, satisfait a nos conditions.

Il1 vient d’abord

Srk=SU*=3SCA} = CI[A} = CTim A,
1 k=1 <

k=1 k=1 k=

et par suite

Ar—TmA, = A} Sri=CU* S U'C Cp* 3 pi= Spi=C;.

< . i=1 i-1 i=1 ixk
En vertu de Iinclusion: A,—IimA,< A;:‘.——l_i;rh_ A, pour tout m
< —

inférieur ou égal a o(n), il s’ensuit que A,,—-liin A, Ci:Ce...Cr=H,,
pour k = o(n).

D’autre part, Ci-F* = 0 entraine k]I Cy- 2'1 pi=0. Comme nous
1=

avons Cip = ;SkF"C _31 ri, il vient II Cr- ‘;V‘ = IICk =0. 'De 1la

s’ensuit enfin que hm H, kI{ _‘ Dyyi = 17 Dy = 11 Cr=0.
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D’ailleurs, p* étant disjoint, nous avons

Crt=Cxri+ 3ri —hmA +X e,

t=1 itk ixk

ou Cr«C hm A, =2 py F“ C TfrHA Done, F;, est un ensemble analytique
relatlvement a l’ensemble Chm A, . Par suite, C. et H; sont des
ensembles analytiques relatlvement a Ch'EﬁA,. . c.q.f.d.

4. Revenons a la démonstration du Théoréme 11. A chaque
nombre y,, introduisons la notion du rang du systéme (ny, nz, ..., N
relativement au nombdre yo, n1, M2, ...=1,2,8, ..., k=1,2,8, ...,
comme il suit: considérons deux domaines situés dans le plan OXY
et définis par '

Yo+1/(k+1) <<y<1l et y—1/(k+1)>y=0, 0<x <10,

Si le produit Mn, - Mn,....Mn; posséde des points communs avec un
de ces domaines, le rang du systéme (i, 71, ..., nz) est de rang
au plus égal a k, mais s’il n’est pas de rang au plus égal a k-1,
il s’appelle de rang k. Si le system (ni, 72, ..., n;) est de rang
au plus égal a 1, il est de rang 1.

Or, Pn,,n., ..., nr étant des ensembles boreliens, les ensembles
An,, n,, ..., n sont analytiques. Au lieu de lim Ax,,n., ..., nx,
5 . <
écrivons lim Anx,, n,, ..., nx. D’aprés le Lemme 1, nous avons, pour
Yo . .
chaque valeur ¥ , un complémentaire analytiques Hn,, ns, ..., nx; %
tel que
1) Huny,me, ooy mes; o= Ang,ng, oon, mp—limAn; n,, ..., mi 3
' Yo .
2) limHnl,nz,---.”k;yo":O-
o

Cela posé, nous allons démontrer le lemme suivant
Lemm 2. L’ensemble I'(M) peut étre exprimé par la formule:

(2) (M) =P-GM) =3 M{AW)+ I (An,,m, ..., m— D)}

t€EZ y

(3) - =Y H{A(y)+ ﬁ(znl,‘ng,...,%k_ U)}’
A ( k=1 »

(1) Si y0+1/(k+1) >1 ou yo-—l/(k+1) <0, T'un ou deux de ces domaines sont
vides.
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ou A(y) deésigne (la projection sur ’axe OX de) la partie de I’ensemble
A® située sur la droite paralléle ¢ Uaxe OX et qui passe par le point

(0! y) ’ et

©o ———
D,,=k‘§'1Dk,,, Dyy = lim Any, no,y ..., nie
- v

(n1, nz, ..., nx parcourant tous les 1, 2, 8, ... tel que &ny, ny, .., M *
Z=0).

En effet, soit d’abord x, un point quelconque de P-G(M). 11
existe alors un nombre ¢ de Z, tel que 2o = #(t), Yo = yY(t). Soit
ny, m2, ..., M, ...) le développement en fraction continue de %.
Etant donné un nombre arbitraire y* entre 0 et 1, si xo n’appartient
pas a A(y*), y* et y, sont deux valeurs distinctes, et il existe un
intervalle [y, y2], ou y1 = y*—1/r, y: = y*+1/r et tel que la section
de M n’a aucun point de coordonnée y appartenant a [y, ¥=], puisque
cette section est un ensemble fermé. Donc, pour tous les points ¢
de Z, tel que @(t) =0, les rangs des systémes (w1, 7z, ..., 7)
sont au plus égaux a r, puisque Mn;(: =1,2,3, ...) contient le
point (@(t), ¥(#)) qui appartient a4 'un des deux domaines:
y*+1l/r<<y<1et'y*—1/r >y=0.

Done, %, n’appartient & lim An,, My, ..., m; pour aucun k (k=1,

\

2,3, .:.). x appartient dorlllz a H (A'n.l,'no ..., ne—D,). Ainsi, xo

appartlent au membre droit de légahte (2). Nous avons par suite
démontré 1’inclusion : ‘

r(M) < = 1 {A@)+11(An,, ns, ..., ne—Di)} -
t€EZ y k=1 .

'Deuxiémement, supposons que o appartient au membre droit
de (3). Il existe alors un nombre t = (n1, M2, «c.p Ny «o..)

appartenant a Z, tel que xo¢€ H{A(y)+17(An1, Rgy eers nk—Dy)}'. S’il
existe un y tel que xc A(y), alors X0 appartlendra a I'(M). Donc,

supposons que %o n appartlent a A(y) pour aucun y, et nous verrons
que nous aboutissons a une contradiction.

En effet, dans cette hypothése, o appartlent a II Anl, Noy - .., np—Dy
pour tout y. D’abord, comme x, € II A'nl, ng, .. 'nk, xo appartient a

P, la projection de M sur 1’axe OX Done, pour z,, il existe au
moins une valeur y,, qui satisfait & deux conditions suivantes :

(1) YVoir la définition de p. 88.
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1) (x0, yo) € M; 2) il existe une suite des nombres y,,, telle que
liir;ym =y, et que (%o, ¥ym)e M.
" Or, le point (%, ym) correspond a ¢, = n?, n3, 03, ..., 0, ...)
tel que P(tm) = %o, P(tm) = Ym. Il existera alors au moins un indice
k, tel que limn? = . En effet, si »? sont bornés pour tout Ik,
il existe au?;lgins un n;n’ tel qu’on a ' = ny = qme = ... pOUr une
suite infinie m; <mz<ms<... . Il existe aussi un nm”’ tel que
nr =nm et ny// =nm=mmr:=. .. pour une suite infinie m, <<mz<ms<

..., car les points 7, tels que wln” = n;n’ sont en nombre infini,
tandis que 72* sont en nombre fini. Il existe aussi un ngn”’ tel que
'’ =qn, ' = g’ ‘et nm” = pm = mm: = ... pour une suite
infinie m; <ms<m3<C---. Continuons ainsi de suite. Nous avons
alors une valeur ¢, = (n;n’ , n;n’ ’, 'ngn’ ”,...) telle que n;n("’ = n;n’ ,
npt =qun”, ... . Done, les points = tendent vers & . Comme

I’ensemble Z est fermé (relativement a4 N), et que t¢.m appartient
a Z, t, appartient également a Z.

Or, les fonctions @(t) et - (¢) étant continues sur Z,

Zo = lim @(t,,m) = @(t;) et yo = lim (L) = (o) .

Done, (%, yo) appartient & M, ce qui est absurde. Ainsi, il existe
un k tel que np* ne sont pas bornés. On a limn*= o, c. & d. il

m—»oo

existe une suite partielle m, telle que lim njn = oo,

n-»co

Or, le produit Mnin - Mn;'in. oo« Muimn contient le point (xo, ym»),

et le diamétre de Mn;:m tend vers 0. Donec, le rang du systéme

('n;nn, nrm, ..., nkmn) tend vers *co . Par suite, x, appartient a

Dy, 4, = lim An,, ns, ..., ne, & plus forte raison & D,,. Ceci est une
" .

Yo
contradiction. e. q. f. d.
5. Or, comme

Hnl!”‘!’_ veey Mg ‘.i/; Anl: nZ"°'° ’ ?’Lk—Dk,y; Anx:’”z, '-°7'nk—Dﬂ’

en posant
* . — .
H’nl,ng,..‘.,'nk;y E ’ ’ ‘ B
H”l?y’Hnl,nz; y°"° an,nz,-«,.-- > N3 y(Anl,nz,u...nk"Dﬂ) ’
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nous avons

(4) ran = = D{A@+ ILH;, ., |

t€Z y S TR

D’autre part, pour le systéme (7, n2, ..., m:), posons encore -

w"l:nzxn-;'nk = {l] {A(y)+H;1’n2v ey Nk y} °

Nous avons alors le lemme suivant
Lemme 8. L’ensemble I'(M) peut étre exprimé par la formule:

(5) ray=mn{ x o

Ty, Noy ooe n}’
k=1 "ny, Ney-en., ng 1 Ty » Tk

ou la sommation ) g’étend a tous les systéemes (ni, Mz, ms,
Ny, Ngy ooy, N ’

ee., Ng) tels que &ny, my, ..., mp* Z=F0. _

En effet, soit d’abord #, un point qui n’appartient & A(y) pour
aucun y. Nous allons voir qu’il n’existe qu’'un nombre limité de
‘n; tel que x9€ @n,. Car, dans le cas contraire, il existe une suite
infinie n* tel que x e Hym, , < Anm. La droite d paralléle & I'axe
OY, qui passe par (x,, 0) a des points communs avec les ensembles
Mp». Comme ces parties communes Mpm-d sont contenues dans
Pintervalle borné et fermé: 0<<y<1, il existe au moins une
valeur gz, telle que l'une suite partielle de Mn;n-d tend vers
(o , o). Soit Mn;ni-d(i =1,2,8,...) une de ces suites partielles.

- Comme le diametre de M, tend vers 0 avec n augmentant in-
définiment, le rang de nymi relativement a y, augmente indéfiniment.
Or, comme 2, n’appartient & A(y) pour aucun y, ¥, appartient a
Hpmi. , . Mais, Hpm., C Hpmi, , entraine o€ Humi,, (i=1,2,
3, ...). Ceci est impossible, puisque d’aprés la relation 2) (voir
p. 92), on a lim Hn, = 0. Ainsi, nous avons vu qu’il n’existe qu’un
nombre limtéw('ie n; tels que %o € @n, . Enspite, de la méme maniere,
nous pouvons voir que, pour tout k, k=2, 38, 4, ..., il n’existe

qu’'un nombre limité de systémes (71, %2, ..., 7)) tels que
Xo€e Pny,my, ..., 0k .

(1) Nous disons qu’une suite des.ensembles E, tend vers un point p, si, pour
tout nombre réel positif ¢ >0, il existe un indice N{(c) tel que E, soient contenus
dans le voisinage V(p) dés que = surpasse N(c) -
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Or, supposons d’abord qu’un point x, appartient au membre
droit de ’égalité (4). Si x, appartient a A(y) pour un nombre y, il
appartient stirement a .I"(M). Si x, n’appartient & A(y) pour aucun
¥, il n’existe qu’un nombre limité de systemes (7, nz, ns, .., Nk)
pour chaque k£, k='1,2,3, ..., tels'que xy€ Pn;, n,;, ..., 7 €t que
My, ne,y eu., np* Z={=0

I1 est bien évident que les ensembles @ny, no, ms, ..., s Satis-
font 3 l’inclusion @n,,ns, ..., nx =2 Ony, ng, ..., nx, nx1 avec celle de
H* DHX Cela entraine, d’aprés le

nlyn2’°-'!nk;y'—' nlyn2’°--’nk',”k+l;”.
Théoreme 2, I'égalité
‘ Cr(M)dﬁ o “: »(01&1‘ .”n ceey N
E=1My, Nay oo, Nk . "‘_ ’
=310 .cr
teZk 1 ”“"’" (M)

i

Il existe alors un nombre { = (nl, N2y oues nk , «...)de Z, tel que
Lo € (Dn,,nz,...,nk CP(M) )

En vertu de la définition, on 'a alors wo € Hy * Mg, v, mp; v DOUT
tout k et y. Ceci est impossible, puisque, d’apres la formule .(4),
:on a : . '

0= F(M) CI"(M) =X I1[TH*

tezy k nl’n2, ""nk;y.

"Donc,‘pour tout t de Z, on a /T IT H n, = 0. Ainsi, nous
- . v k 1y 702, k E o ] .

avons vu 1’inclusion :

ron=2of - s 8n1,n2,...,ﬁ]c‘Z=f=O.

Ny Moy ooy Nk 1y N2, » Nk

i Son: deux1emement %y un point -de I'(M). 1l ex1ste alors,
,d’apres le Lemme 2, un nombre to de Z, tel que, pour toute valeur
Y , % appartient a A(y)+ II (Any, me, ..., ms—D,). Donc, 2 appartient
ou bien a A(y), ou bien a tous les Hny,mgy oo,z u,1=1,2,3, ...,k

*
et & An,, n,, ..., —D,. Par sulte, acoeH Mg, Mgy ane s Ml ¥ °

Remarquons-d’ailleurs que ces nombres ni, Nz, ..., N sont in-
. ‘
dépendants de y. Done, z, € I {4, FHp o )

Par suite, 2, appartient sitn ngz - Dny,my, ..., ng (8ny, ngy ..., nx  Z=0),
1 M2y ooy Nk ‘
pour toutk, ¥k =1,2,3, ... . Ainsi, nous avons vu 1’autre inclusion :

=¢n1, N3y e 00y Nie
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Notre Lemme 3 est donc établi entiérement.

6. Enfin, nous allons démontrer le :

Lemme 4. Il existe des ensembles Hn,, ng, ..., ns,v lels que, pour
tout systeme (ny, 12, ..., 1), l’ensemble dn,, ng, ..., ni €st un comple-
mentaire analytique. .

En effet, considérons l’espace 2 tr01s dlmensmns OXYZ A
- chaque droite: y =y, (¥ étant une.constante), qui est paralléle a
I’axe OX, placons ’ensemble linéaire A(y)). L’ensemble plan ainsi
obtenu coincide justement avec M- {G(M) x OY} . Nous le désignons
par A, c.ad. A= M—A. U estdonc un complémentaire analytique
" situé sur le plan OXY . .

Désignons ensﬁite par Bny,ns, ..., nz la prOJectlon de prodult
Mn, s Mn,.. Mnk sur ’axe oY, et par B, s May oee s Nk 1 intervalle
. (on un point) situé sur.l’axe OZ, qui est congruent a By g, ..., npe

Considérons ’ensemble I'n,, s, ..., n; de tous les points (x, y, 2) tels
. » ‘ ’
que € Any, ng, ..., nk, ?/EBn,,nz, e i ? zeBnbnz, e MR ,

- Considérons 'maintenant 1’ensemble 7, défini par 1’inégalité :
2—1/r y<z+1/r, et désignons par I, n.,...,ns;r la partie de
I'my,n,y, ..., n; de tous les points (z, y, 2,) dont la coordonnée 2z, telle
que le produit de I'n,, n,, ..., nx et du plan z = 2z, soit contenu enti-
érement dans T..

Faisons d’abord la somme Py I'ny,ny, ...,nx;r, la som-
Ny, Ny, ee. s N

mation s’étendant & tous les systémes (ni, nz, #s, ..., nx) tels que
Sy, me, ..., mp Z==0, et soit Ly,, la projection de cette somme sur
le plan: y=z. Dés1gnons par L; la projection sur le plan OXY
de l’ensemble—produxt II Ly,,. Cet ensemble L Joult la propriété
suivante: la partie commune a la dr01te : Y=Y avec I’ensemble

L;. est précisément 1’ensemble lim An,, n., ..., nx.
Yo

- On voit bien que les ensembles L;, comme projections des en-
sembles analytxques, sont eux-mémes des ensembles analythues. La
somme D = 2 Lk est donc un ensemble analytique. La partie com-
mune a D et a la dr01te Y = Yo coincide avec D,,O
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’

Comme nous avons vu, l’ensemble Lj,, est situé sur le plan
y =z, et est un ensemble analytique. Posons U7 = CLy,,, le com-
plémentaire étant pris par rapport au plan y=2. D’apres le
théoréeme de réduction de M.C. KURATOWSKI, il existe un complé-
mentaire analytique F} 31tué sur le plan y =2z, qui satisfait a la
condition suivante :

1) ri-rf =0 (rk7); 2) SU;=

r-1 r

Libgs

Vis 8) Ui=ri.

Posons C;=3ri et Df=C}-Ci---C;. On voit bien que
I’ensemble D} air;s"irque sa projection D;” sur le plan OXY sont des
complémentaires analytiques. Pour tout systeme (n:, 72, ns, ..., %),
définissons le rang comme il suit: le rang de (n1, nz, N3, ..., Ng)

, |
est » si I'ensemble OXxB, . . xB, ., ., est contenu

dans 7, et s’il n’est pas contenu dans T,,1. On pose ensuite
Hn,, ne, n,, ..., e = D}7 pour tout systeme (n1, n2, ns, ..., ) de rang
r. L’ensemble Hn,, n,, ns, ..., nx jouit de la propriété suivante: la
partie commune 4 I’ensemble Hn,, #., n;, ..., nr et & la droite y = y,
parallele a ’axe OX, qui passe le point (0, y) peut etre considéré
comme I’ ensemble Hn,, Moy aeey MES Yy o

Posons encore Hn,,m,...,np = Hy,*Hn,,ne, ....Hny,ng, ..., n -
Cet ensemble est également un complémentaire analythue Enfin,
I’ensemble An,,n,, ..., 7% OY est un ensemble fermé situé sur le
plan OXY . Ainsi, l’ensemble

= M- {G(M)xOY}

N1y, N2y ooy, NE

+Hy

nl’ nﬂ, -oo,nk.(Anl,n“" .

= X OY) . CD

est un complémentalre analytique situé sur le plan OXY, et Joult
de la propriété suivante: la partie commune a cet ensemble et a la
droite y = yo est préclsément I’ensemble A(yo)+ H,

’nl,’nz, ...,'nk,tlo

Donc, (Dn,, N, ..., n; est le complémentaire de la pro;ectlon (sur
I’axe OX) de I’ensemble-complémentaire de ’ensemble &x,, n,, ..., nz
(le complémentaire étant pris par rapport au plan OXY). Le com-
plémentaire de On,,n,,...,n: ainsi que sa projection sur ’axe OX
étant des ensembles analytiques, ’ensemble @n,, u,; ..., nx doit étre
un complémentaire analytique. Notre Lemme 4 est ainsi établi,
c. q.f.d.
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Il est maintenant bien clair que le Théoréme 11 est une con-
séquence immeédiate du Lemme 4 et la formule (5) de Lemme 3. Le
Théoréme 11 est donc entiéerement démontré.

Corollaire 1. Soit M un ensemble borelien situé¢ dans le plan
OXY. Si toutes les intersections de M avec les droites paralléles a
Uaxe OY sont des ensembles fermés, la projection de M sur l’axe ox
est toujours un ensemble borelien.

En effet, I’ensemble I"(M) comclde dans ce cas avec la projection
de M sur I’axe OX. Par suite, d’aprés le Théoreme 11, cette pro-
jection est simultanément un ensemble analytique et un complé-
mentaire analytique. D’aprés un théoréme de SOUSLIN, elle est un
ensemble borelien. ec. q. f. d.

Il faut remarquer que tout ensemble M borelien situe dans le
plan OXY, dont toutes les intersections avec les droites paralléles
a Uare OX sont fermées, appartient necessairement a la famille
(%B x @)05 .

En effet, désignons par on,, n,, ..., 0z, (M1, 2, ...=1,2; k=1, 2,

..), lintervalle fermé défini par

(11—1) /24 Me—1) [4+ -+ - + (m—1) /2F < y < (m—1)/2
+(ne—1)/4+ -+« + + (Mp-1—1) | 251y [ 2%

et par Anx,, n., ..., n; 1a projection de ’ensemble M- (0X x4, n,, ..., ni)
sur ’axe OX. D’aprés le Corollaire 1, cette projection est un en-
semble borelien, quel que soit n;, e, g, ... =1,2etk=1,2,3, ....

Désignons encore par o7 , .. I’ensemble de toutes les valeurs

y telles que l’'intérieur de l’intervalle on,, n., ..., n; contienne ou
bien y—1/8¢ ou bien y+1/8. 0,;‘;“ ng, ..., mp €SP done un intervalle
ouvert contenant on,, n,, ..., nx .

Il est maintenant facile de voir que nous avons la formule
sulvante

(6) M= = (A4, . xa*

k=1 My, Mgy onn, N Ny, Nay 0oy N MNiy Noy eoey N
En effet, nous avons évidemment

Mcno X

k=1‘nl, N2y «eay NE

*
(Anl’n2, --~,chonu’n2; -°-onk) *
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Soit, deuxiémement (%o, %) un point du membre droit de 1’égalité
(6). Alors, il existe, pour chaque %, k=1,2,3, ..., un systétme
(ni, n2, ..., nz) tel que € Any, ny, ..., np. Si (o, yo) €M, il existe
un intervalle [y1, ¥=] contenant y, dans son intérieur et qui jouit de
la. propriété: la section de M engendrée par le point (xo, 0) ne.
contient aucun point de {yi, yal .

Or, si k est un indice assez éleve, o , i et, a plus forte -
raison, dn,, 7., ..., n; est contenu dans [yl, y2] puisqu’il contient o
et tend vers y, lorsque %k augmente indéfiniment. Par suite,
X0 € An,, mo, ..., nx, contrairement au résultat indiqué plus haut.
Cela montre que (o, Yo) appartlent a M, et par suite que nous

avons

M>IT x (A % o*

n,,ng,...,nk nl,ng,...,'nk)‘
k=1 ’nl,'nz, ...,nku

La formule (6) montre bien que M appartlent a la famllle
(Fpx®os; coq.f.d. ) : :

Corollaire 2. Soit M un ensemble située dans un espace RxS,
o R et S sont des espaces métriques, séparables et complets®. De-
signons par I'(M) U'ensemble de tous les points xo de l’espace R tels
que la partie commune ¢ M et .1 ensemble xox S 80it compacte en
s0t®, St M est un ensemble borelzen, P(M ) est un complementmfre‘
analytique.. - ,

En eﬁ:'et, transformions d’abord I’espace S en un ensemble situé -
dans I’espace E. a une infinité de dimensions de M. M. FRECHET,
en faisant appel a un théoreme de URYSOHN®. Cette transformation -
est biunivoque et bicontinue. Done, d’aprés un théoréme de M. P...
ALEXANDROFF®, le transformé I'de S dans E., est un ensemble Gs: -
Un sous-ensemble compact en soi de S sera transforme en un sous-
ensemble compact en soi de T, et vice versa.

L’ensemble M sera transformé en un ensemble borehen sutuéA
dans RxFE.. Done, nous pouvons supposer sans restrendre la
généralité que S = FE. .

(1) Voir M. FREchet: Les espaces abstraits et leur théorie considérée comme
introduction a l’analyse générale, Paris, 1928. p. 190 et 74. A

2) ibid. p. 69-70.

(8) M. FRECHET: loc. cit. p. 82. ' ~

(4) Cf. p. ex. C. KuRATOWSKI, loc. cit. p. 215.
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Considérons deuxiémement .la transformation suivante, .en
désignant les points de  I'espace E.: par leurs coordonnées :
p'?(xl’xz’xS’;":’xn’---)', : ’

g=gp) =(-Y_, ¥ —?i”—>
' ~ 14w’ T4+iwel’ " 7 14| yal .

Cette transformation est aussi biunivoque. et bicontinue, et par.
suite nous ‘pouvons supposer sans restreindre la genérahté que les.
coordonnées de tous les pomts de M sont 1nfer1eures en module a 1..

- Soeit maln’cenant C I’ensemble parfait non-dense de Cantor(l’ situé
dans 'intervalle: 0<2<1. Tout pomt x de C posséde un dévelop-
pement triadique

3+ ..+.—__, eed o

5= top 2+ gk

3 3 3
,ol ¢ =0 ou 2. En faisant correspondre ce pomt x au point y

défini par

y=;;+23+—27+ +2iﬁ1+'”’

nous obtiendrons une fonction y = f(x) définie et continue pour tous.
les points de C, dont les valeurs y parcourent tous les points de
Iintervalle I =[0 <y <1]:

Désignons par C* I’ensemble Cx CxCx... . qui est une partie
de tous les points de E. dont chaque coordonnée w, appartient a C.
Faisons correspondre a tout point p = (%1, 22, ..., %n, ...) de C*,
le point ¢ = (f@&), f®), ..., f@), ...) de E.. Les points ¢
varient dans un ensemble R. de tous les points de E. dont toutes les
coordonnées yn satisfont a |y, <1. En ajoutant la correspondance
identique %o = %, %o € B, nous avons une transformation qui trans-:
forme l’espace R x C* en un ensemble R x R.; deSIgnons-la. par
(o, q) = f (s, D) . N ‘
' Or, comme nous avons supposé que M est situé dans T’espace’
RxR., ’ensemble E = fY(M) sera situé dans RxC*.  Alors, pour’

tout point o de R, I’ensemble (zo x C*) - E'ﬁf—l{(@;i{ R.)-M } satisfait’
3 la propriété suivante: si (xox R W) M est compact en.soi, (%o X c*)-FE

(1) ibid. p. 80.
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Uest également, et vice versa. En effet, comme ¢ = f(p) est une
transformation univoque et continue®, si I’ensemble (%% C*)-E est
compact en soi, (o xR.)- M =f {(xo‘x C*)-M } - Pest -également. Je
dis que si, inversement, 1’ensemble (wox Ru)- M est compact en soi,
(xoxC*)-E=f“1{(xoxR..,)-M } I’est également. Pour le voir, sup-
posons que (%o X R.)+ M- est compact en soi, et soit (xp, &) une suite
infinie des points de (2o xC™*)-E. Posons (%o, sx) = f(x0, tx). Il existe
alors une suite partielle (2o, 8¢,) (m =1,2,3, ...) de (0, 8:) et un
point (xo, s) de (rox R.)- M, tels que llm (%o » sl‘m) = (%0, 8) .

Posons ¢, = (ka Xhm, Lkm, ..., a:”m, -..). Nous avons I:ckml< 1.
Par suite, ¢, est une suite bornée(z’, et il existe une suite partlelleA
& qui converge vers a un point t= (2, Lo, Loy oes Tmy ovs)e
Comme C* est fermé, ¢ € C* et nous avens lim zkm’ = 2, , pour tout n,
n=1,2238, .... "

- La fonetion f(z) étant continue, nous avons hm f (2Fw) = flz,) ,
ou bien hm (xo, sp') =f(xo, t). Done, (20, 8) = f (2o, t) D’autre part,
comme (xo s8)€(xox R.)*M, nous avons

(-7_70’ t)e(xoxc*)‘E-

L’enéemble (zox C*) - E est done compact en soi.

Ainsi, ’ensemble 7I'(M) coincide avec I'(E). Par conséquent,
nous pouvons supposer, sans affecter la généralité, que 1’ensemble
M est situé dans RxC*.

Enfin, d’aprés un théoréme de M. C. KURATOWSKI®, C* est
homéomorphe a C. Par conséquent, nous pouvons transformer
P’espace RxC* en Rx(C par une transformation biunivoque et bi-
continue qui laisse invariants les points de R. Donc, nous pouvons
supposer enfin que Fensemble M est situé dans 1’espace Rx C.

D’ailleurs, nous pouvons considérer ’espace R lui-méme comme
sous-ensemble d’une droite. En effet, il existe un sous-ensemble F
de N, fermé relativement a N, et une homéomorphie généralisée de .
classe (0, 1). Nous n’avons qu’a ajouter & cette transformation la

@ II faut remarquer que la transformation inverse f-l(xo, g) n’est pas univoque
(2) Voir M. FRECHET: loe. cit. p. 118,

(8) C. KuraTowski: Topologie I, p. 148 et p. 79-80.

(4) ibid. p. 226. Corollaire.
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correspondance identique y = y (y € C) pour avoir une homéomorphie
généralisée entre RxC et F'xC. . ,

Comme I’ensemble de Cantor C est borné et fermé, le Théoreme 11
montre bien que I'(M) est un complémentaire analytique. Le Corol--
laire 2 est ainsi démontré.

Remarquons que nous ne °pouvons pas remplacer la condition
d’étre compact en soi qui est imposée aux sections de M par celle
d’étre fermé et non vide. ‘ )

Corollaire 8. Soient R et S deux espaces cartésien aux mombres
finis de dimensions. FEtant donné un ensemble M situé dans ’espace
Rx S, désignons par F(M) Uensemble de tous les points xo de R tels
que (%ox S)+- M sont fermés et non vides. St M est un ensemble bore-
lien, I’'(M) est un complementaire analytique. :

En effet, désignons par G*(M) l’ensemble de tous les points o
de R, tels que (zoxS)- M ne soient pas fermés. D’aprés un théoreme
de M. W. SIERPINSKI déja cité, G*(M) est un ensemble analytique.

Désignons par R, les carrés fermés situés dans ’espace RxS, .
dont les centres coineident avec ’origine de Rx S, et dont les cotés .
ont la longueur 2n .  Alors, nous avons une formule évidente :

M) = CG*(M) - {’%P(M-Rn)} ,‘

et d’apres le Corollaire 2, I'(M - R,) est un complémentaire analytique.
¢. q. f. d. :

Corollaire 4. Soient R et S deux espaces cartésiens aux nombres
finis de dimensions. Etant donne un ensemble M situé dans U’espace
RxS, désignons par O(M) Uensemble de tous les points x, de R tels
que la partie commune (2oxS)-M est non vide et simultanément F,
et Gs. Si M est borelien, O®(M) est un complémentaire analytique.

En effet, comme ’espace est .séparable, nous pouvons cheisir un
systéeme de voisinages: (1) F1,F2, «vey Fu, ... . dits bases de ’espace
S, qui jouit de la propriété suivante: tout ensemble ouvert est une .
somme d’une suite partielle de (1). Or, pour que l’ensemble -
(xoxS)- M soit un ensemble non vide et simultanément F, et G;,
il faut qu’il existe un voisinage r, ou (2 xP,) - M est fermé et non
vide®. Done. .

o) C ST {(Rxpw) - M) .

(1) Cf. p. ex. C. KuraTowskl: Topologie I, p. 65 et 207.
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- D’autre part, il est facile de voir que I’ensemble I7(M) de tous.
les points %, de R tels que (zoxS)- M soit simultanément F, et Gs
(vide ou non) est un complémentaire " analythue(” - Et enfin, en
vertu de la formule évidente :

8(M) = H(M)- vr{(Rxm My,

)

nous voyons bien que Q(M ) est un complémentalre anaythue.

- Corollaire 5.  Soitent R et S deux espaces cartésiens aux mombres
finis de dimensions. Sz Uensemble M situé dans l’espace !BxS est
borelien et si toutes les intersections de M avec les hyper—espaces rxS,’
%o € R sont des ensembles simultanement F, et Ga, la projection de M,
sur U'espace R est un ensemble borelien. ; -

i

‘ 8 10 ‘ vaplications des Théorémes de éections fermées. -

* Y.- -Les points mfemeurs des: ensembles et I'u niformisation des en-'
sembles boreliens.: Etant - ‘donné wun‘ -ensemble M situé dans te plan
00X Y, nous disons qu’un point (o , Yo) de M est un point wferzeu'r
de M, s’il n’existe aucun point (z,, y) de M ayant ’ordonnée y in-
férieure a yo. L’ensemble de tous les points inférieurs de M sera
désigné par M. M. S." MAZURKIEWICZ a démontré® que si M est
un ensemble borelien, M est un complémentaire analytique. Mais,
dans ce cas général, I’ensemble M peut étre non borelien. Pour’
le voir, il suffit de prendre un ensemble A, analytique et non borelien,
situé sur P'axe OX, et de consnderer, l’ensemble plan E défini par

E=1 X (4, N X O g, ... 'nk)},
kl{nlyﬂoa...,nk nl’m’,"""" 1 Ty ’ |
ou .Amy, m,, ..., np sont des ensembles hnéalres fermés tels. ‘que:
A.—- "HAnl”nz,. o N et 0’"'1”"’2’ -.Q,nlo—'al,nl’ 19 Moy ceesly Nk e Sl

Em est borelien, I’ensemble. 4, -comme -projection uniforme de ’en-:
semble borelien E™ | lui-méme Seraﬂ: un ensemble borehen contralre--
ment I’hypotheése. : ~ ;

"En vertu des Théoremes des sections fermées, ‘nous pouvons\
malntenant donner une condition pour que M soit un ensemble'
borelien. ¢ :

(1) Cf. p. ex. Contribution (I), p. 182;-et D. MONTGOMERY ! Properties of plane
sets and functions of two variables, Amer J. Math. 56, (1934), p. 576.

(2) S.MAZURKIEWICZ: Sur une propriété des ensembles €(4). -Fund. Math.
t. X, (1927), p. 172-174. . : : , A T
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Théoréme 12. Si M est un ensemble borelien situé dans le plan
OXY et si la partie commune ¢ M et o toute droite paralléle d Paxe
OY est toujours fermée, I’ensemble. M est borelien..

Dempnstratmn. Il nous suffit de démontrer que I’ensemble
M—M¢ est borelien. Or, pour qu’un point (o, yo) de M appartienne
& M—M®, il faut et il suffit qu’il existe un nombre rationnel r, :
r~< % et un point (xo, y) de M tel que y <r. Désignons par M,
et M/ I’ensemble de tous les points (z, y) de M tels que y <rety> r
respectivement :

M. = M-(0X x[y<r]), M.=M- (oX xfy> 1),

ou 'on désigne par [y < r] lintervalle ouvert—eo <y < r et par
[y >rlceluide + >y >r. M, et M/ sont des ensembles boreliens,
dont toutes les intersections avec les dr01tes paralleles a l'axe OY
sont des prodults des ensembles fermés et des itervalles ouverts,
ceux-¢i appartenant & F, et 3 G5 simultanément. Par conséquent
d’aprés- le Corollaire 5 du Théoréme 11, la projection sur ’axe OX
de M, , soit désigné par P,, est tomours un ensemble borelien.

Ainsi, la formule &vidente :
Co LM—M‘"".‘*—.—- }:.‘M,’-(P,.ScOY)

montre bien que. l’ensemble M—M (m) est un ensemble borelien.

c.q. f.d.

- MM. N. LusIN et W SIERPINSKI® ont considéré l’umformlsatlon
des ensembles boreliens, et ont montré que tout ensemble plan
borelien peut étre uniformisé par un complémentaire analytique. "
M. N. LusIN a remarqué d’allleurs que tout ensemble borelien en
général ne peut étre uniformisé par un ensemble borehen, mais il
en est ainsi, si I’ensemble avisé jouit de la propriété: toutes les
intersections -avec les droites paralléles &’ l’axe OY ne contlennent
qu’au plus une infinité dénombrable de points.’ :

En vertu du Théoreme 12 nous pouvons maintenant donner une _
autre condition pour qu un’ ensemble borelien “situé dans le plan
peut etre umformlsé par un ensemble de la méme nature.

MRS

(1) N.LusIN: Sur le probléme de M. JACQUES HADAMARD d’uniformisation
des ensembles. Mathematica. Vol. .IV. 1930. p. 54—66, W SIERPINSKI: Sur
I’uniformisation des ensembles mesurables (B), Fund. Math. t. XVI, p. 136-139.
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Corollaire. Soit M un ensemble borelien situé dans le plan OXY.
St toutes les intersections d¢ M avec les droites paralléles ¢ I'axe OY
sont des epsembles fermég @t bornés, I'ensemble M peut etre uniformise
pvar un enpemble borelien.
. En offet, il noys s
toutes leg interseetions

de considérer I’ensemble M ™,  Puisque |
M par les droites paralléles & I’axe OY
sont fermées, il existe irement un point inférieur pour toute
section qui n’est pas wie. Donc, I'ensemble M est un unifor- .
misateyy de M. Oy, en ver\u du Théoréme 12, M est un ensemble
borelien, c. q. f. 4,

2. [Les fonetions dmplicites. Considérons une fonction implicite
définip par V'équation : |

(1) | flx, ) =0,

of f(z,#) est une fonction repi'ésentable analytiquement de deux
varighles =, y. Les points (z,y) qui satisfont a I’équation (1)
fment un ensemble borelien M qui est situé dans le plan OXY.

Supposons que toutes les intersections de Uensemble M par les-
droites paralléles ¢ Uaxe OY sont fermées et bornées. Dans ce cas,
nous pouvons former des solutions y = @(r) de I’ équatlon (1) comme
il suit: soit E la projection de M sur I'axe OX. A tout point a,
de E) faisons correspondre deux valeurs, soient @i(x,) et Pa(x) ,
valeurs minimum et maximum des y telles que (%, y) e M. L’mber- ]
section de M par la droite x =z, paralléle 4 Paxe OY se trouve
dans lintervalle fermé [@1(x0), @2(xe)]. Nous appelons ces deux
fonctions y = @4(x) et y = gpaox) les solutions minimum et maximum
respectivement de 'équation (1).- Leurs domains d’existence coincident
avec ’ensemble E. ‘ ‘

Or, d’apres le Corollaire 1 du Théoréme 11, E est un ensemble
borelien. D’autre part, pour qu’une fonction y = @(z) soit représent- .
able analytiquement, il faut et il suffit que I'image de cette fonction
dans le plan OXY soit un ensemble borelien®. Or, I'image de la
fonetion y = @i(x) coincide exactement avec ’ensemble M™ de tous
les points inférieurs de M. Mais, d’aprés le Théoréme 12, Mt egt
un ensemble borelien. Par suite, la fonction y = #4(x) est une fonc-
tion représentable analytiquement. De méme, la fonction y = @)
est de la méme nature. Ainsi, nous avons le '

(1) Voir p. ex. C. KuraTowski, Topolagie I. p. 183, VII; p. 253, V; ot p. 187.
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Théoréme 13. Si les points (x, y) du plan OXY qut satisfont ¢
Péquation (1) forment un ensemble M jouissant de la propriéte: toutes
les intersections par les droites paralléles a I’axe OY sont des ensembles
Sermeés et bormés, U'équation (1) admet les solutions minimum et
maximum qut sont des fonctions représentables analytiquement. Leurs
domaines d’existence est un ensemble borelien.

M. H. LEBESGUE a étudié le cas fondamental ou I’ensemble M
est uniforme par rapport a I’axe OY, et a montré que pour ce cas
deux lois suivants sont valables:®

(L) Le domaine d’ex1stence E de la solution est un ensemble
borelien ;

(Lz) La solution est une fonction représentable analytiquement.
M. N. LUsIN® g examiné le cas ou toutes les intersections de M par
les droites paralléles a I’axe OY sont constituées par une infinité
dénombrable de points au plus, et a montré que, méme dans ce cas,
les deux lois ci-dessus subsistent encore. ‘

Le Théoréme 18 dit que, dans notre cas aussi, les deux lois de
M. H. LEBESGUE ont lieu. Il faut remarquer que les choix de deux
solutions y = ¢i(x) et ¥ = @) sont indépendants de la représentation
de I’ensemble M, ceci a lieu naturellement dans le cas fondamental
de M. H. LEBESGUE.

Considérons maintenant 1’équation :
(2) S@ n, ) =0, *

ou f(x, y1, yz) est une fonction représentable analytiquement de trois
variables z, y1, ¥z qui satisfait a 1a condition: si I’on désigne par M
I’ensembles de tous les points (x, ¥:1, yz) de ’espace OXY1Y> ou 'on
a f(x, y1, y2) = 0, toutes les intersectionns de M par les plans paral-
leles & OY,Y., sont fermées et bornées.

Nous allons choisir une solution de 1’équation (2) comme il suit:
La projection P; de ’ensemble M sur le plan OXY; est un ensemble
borelien (Corollaire 5 du Théoréme 11). Toutes les intersections de
P, par les droites paralléles a ’axe OY; sont des ensembles fermés
et bornés. Done, en vertu du Théoréme 12, ’ensemble P{™ est un
ensemble borelien, et il détermine une fonction représentable analy-

(1) H. LEBESGUE: Sur les fonctions représentables analytiquement, Journal de
Mathematiques, (6), Vol. 1, 1905, p.192. Cf. aussi N. LusiN, Legons sur les en-
sembles analytiques et leurs applications, Paris, 1930, p. 229.

(2) N. LusiN, loc. cit. p. 237-247.
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tiquement: y; = @(x). Ensuite, P{™ x OY; ainsi que M- (P x 0Y>)
" sont des ensembles boreliens, qui_sont uniformes par rapport a I’axe
0Y;. La projection Q:'de M- (P{™ x QOY>) sur le plan OXY; est un
ensemble borelien dont toutes les intersections par les droites paral-
léles a 'axe OY. sont fermées et bornées.” Done, Q{™ est un en-
semble borelien et détermine une fonction représentable analytique-
ment: y:=+(x). Ces deux fonctions y: = @(x), ¥y = ¥(r) forment
. une solution de (2). Leurs domaines d’existence E coincident avec
la projection de M sur Yaxe OX. En vertu du Corollrire 5 du
Théoréme 11, E est un ensemble borelien.

On voit bien que, dans ce cas encore, les deux lois de M. H.
'LEBESGUE subsistent, et nous avons un cheix de solution 1ndépendant
-de la représentation de l’ensemble M.

f (& suivre).




