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CONTRIBUTION \‘A LA TH\’EORIE DES ENSEMBLES
BORELIENS ET ANALYTIQUES, III(1)

Par

Kinjiro KUNUGUI

\S 8. $\delta s-$Op\’erations de M. Hausdorff.

Pour avancer nos \’etudes sur les th\’eor\’emes de sections ferm \’ees,
il faut nous pr\’eparer d’abord quelques notions auxiliaires. Dans
son livre “ Mengenlehre (2) M. F. HAUSDORFF introduisit une fonction
d’une infinit\’e $d’ ensembles$ :

$\Phi(E_{1}, E_{2}, \ldots, E_{n} , . . .)$

dite $\delta s$-op\’eration de M. HAUSDORFF et d\’efinie comme il suit: \’etant

donn\’ee une suite d’ensembIes $E_{1},$ $E_{2}$ , . . . , $E_{n}$ , . .. , et un sous-
ensemble $A$ de l’ensemble $N$ de tous les nombres irrationnels entre
$0$ et 1, le r\’esultat de l’op\’eration $\Phi$ est defini par

$\Phi_{A}(E_{1}$ , $E_{2}$ , . . . , $E_{n}$ , . . . $)=\Sigma 11En_{k}$
$v\epsilon A\ovalbox{\tt\small REJECT}$

ou $IIEn_{k}k$ d\’esigne le produit des ensembles $E_{n_{1}}$ , $En_{*}.,$
$\ldots$ , $En_{k},$

$\ldots$

dont les indices $n_{1}$ , $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k},$ $\ldots$ forment le d\’eveloppement en
fraction continue du nombre $\nu$ \ddagger $\nu=$ $(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k}, \ldots)$ (Voir
Contribution $I^{(1)}$ p. 162.), et $\nu$ parcourt tous les nombres irrationnels
appartenant a $A$ . L’ensemble $A$ sera dit base de l’op\’eration.

(1) La premi\‘ere et la deuxi\‘eme partie de ce m\’emoire ont \’et\’e publi\’ees dans ce
m\^eme Journal: Contribution \‘a la Th\’eorie des Ensembles Boreliens et Analytiques,
I, p. 161-189, Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University, Series I,
Vol. VII (1939), et Contribution \‘a la Th\’eorie des Ensembles Boreliens et Analytiques.
II, p. 1-24, ibid. Vol. VIII. Ces deux m\’emoires seront cit\’es resp. “ Contribution I
et II ”.

(2) Cf. F. HAUSDROFF; Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 89-90. W.
SIERPiNSKI: Sur les op\’erations de M. HAUSDORFF, Fund. Math. $t$ . XV. p. 119.
KANTOROVITCH, L ET LIVENSON, $E$ : Sur les $\delta s$-fonctions de M. HAUSDORFF, C.R.
de Paris, t. 190, p. 852. –: Memoir on the Analytical Operations and Pro-
jective Sets (I), Fund. Math. $t$ . XVIII, p. 214-276. M. KOND\^O: Sur. les Op\’erations
Analytiqucs dans la Th\’eorie des Ensembles et Quelques Problemes qui s’y rattachent,
I, Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University, Series I, Vol.
VII, p. 1-34,
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$\mathfrak{M}$ \’etant une famille quelconque d’ensembles, nous d\’esignons
par $H_{A}(\mathfrak{M})$ la famille de tous les ensembles-r\’esultats de $\delta s$-op\’eration
de M. HAUSDORFF, dont la base est $A$ , op\’er\’ee sur les suites d’en-
sembles $E_{1},$ $E_{2},$

$\ldots$ , $E_{n},$
$\ldots$ . appartenant \‘a $\mathfrak{M}$ .

Les d\’eveloppements en fraction continue $(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k}, \ldots)$

de tous les nombres irrationnels entre $0$ et 1 forment des points de
l’espace de BAIRE \‘a zero dimension, lorsqu’\‘a deux points diff\’erents:

$p=$ $(n_{1},$ $n_{2}$ . . . . . $n_{k}$ , . . . $)$ et $p^{\prime}=(n_{1^{-}}^{\prime}, n_{2}^{\prime}, \ldots, n_{k}^{\prime}, \ldots)$

sont attribu\’es leur distance $\rho(p, p^{\prime})=1/k_{0}$ , ou $k_{0}$ d\’esigne le premier
des indices $k$ tels que $n_{k}\neq n_{k}^{\prime}$ . Cet espace de BAIRE sera d\’esign\’e
par $\mathfrak{B}$ . Cette transformation de $N$ en $\mathfrak{B}$ est biunivoque et bicontinue,
et les sous-ensembles de $N$ seront parfois consid\’er\’es comme des en-
sembles situ\’es dans $\mathfrak{B}$ .

$\mathfrak{M}$ \’etant une famille quelconque des ensembles, d\’esignons d’-
habitude par $\mathfrak{M}_{\delta}$ et $M_{\sigma}$ les familles de tous les ensembles-produits
et de tous les ensembles-sommes resp. des suites des ensembles de
$\mathfrak{U}t$ . $\mathfrak{M}_{\delta}$ et $M_{\sigma}$ coincident resp. avec les familIes $H_{A_{1}}(\mathfrak{M})$ et $H_{B_{1}}(\mathfrak{M})$ ,
o\‘u $A_{1}$ d\’esigne l’ensemble constitu\’e d’un seul nombre irrationnel
$(1, 2, 3, \ldots)$ , et $B_{1}$ l’ensemble d\’enombrable des nombres irrationnels
$(1, 1, 1, \ldots),$ $(2,2,2, \ldots),$ $(3,3,3, \ldots)$ , . .. . $A_{1}$ et $B_{1}$ sont donc
des ensembles ferm\’es relativement \‘a $N$ .

Etant donn\’ee une famille quelconque $\mathfrak{M}$ d’ensembles, appelons
selon d’habitude famille borelienne construite sur $\mathfrak{M}$ et d\’esinons par $\mathfrak{M}_{B}$

la plus petite des familles $\mathfrak{M}^{*}$ satisfaisant aux conditions suivantes: 1)
toute somme et tout produit d’une suite ($fi\dot{n}Ie$ ou infinie) des en-
sembles de $\mathfrak{M}^{*}$ appartiennent \‘a $\mathfrak{M}^{*};2$) $\prime \mathfrak{M}$ fait partie de $\mathfrak{M}^{*}$ . M. F.
HAUSDORFF a classifi\’e les ensembles de la famille $\mathfrak{M}_{B}$ , comme il suit.
D’abord, tous les nombres ordinaux finis ou transfinis inf\’erieurs \‘a
$\Omega$ sont divis\’es en deux classes: les nombres de la forme $ 2\xi$ s’ap-
pellent pairs, et ceux de la forme $2\xi+1$ impairs. Cela pos\’e, la
famille $\mathfrak{M}^{e}$ est donn\’e par la regle inductive : 1o $\mathfrak{M}^{0}=\mathfrak{M};2^{o}$ Pour
$\xi$ pair $(\xi>0),$ $\mathfrak{M}^{\xi}$ est la famille de tous les ensembles-sommes-et
pour $\xi$ impair, de tous les ensemble-produits–des suites (finies ou
infinies) des ensembles de $\mathfrak{M}^{\eta}(0\leq\eta<\xi)$ .

(1) Voir $p$. ex. M. FR\’ECHET: Les espaces abstraits et leur th\’eorie consid\’er\’ee
comme introduction \‘a l’analyse g\’en\’erale, Paris, 1928. p. 118.
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M. F. HAUSDORFF a $montr\text{\’{e}}^{(1)}$ que, pour $\xi\geq 1$ , il existe une
base $A\sim’.$ , d\’ependant seulement de $\xi$ , telle que la famille $H_{At}(\mathfrak{M})$

coincide exactement avec $\mathfrak{M}^{*}\cdot$ .
Or, nous allons consid\’erer cinq op\’erations sur les ensembles de

l’espace de BAIRE:
(I) Transformation $h_{m}(p)$ . Tout nombre entier positif $i$

peut \^etre exprim\’e dans une et une seule expression suivante:
$j=2^{m-1}(2n-1)$ ; nous les d\’esignerons par

$m=\varphi(j)$ , $n=\psi(j)$ .
D\’esfgnons encore par $\mathfrak{B}_{m}$ l’ensemble de tous les points $p=(n_{1},$ $n_{2}$

’

. .. , $n_{k},$ $\ldots$ ) de $\mathfrak{B}$ , tels que $\varphi(n_{k})=m$ pour tout $k^{l}=1,2,3$ , ... .
$\mathfrak{B}_{m}$ . est une partie ferm\’ee de $\mathfrak{B}$ . Les distances mutuelles entre les
ensembles $\mathfrak{B}_{m}$ et $\mathfrak{B}_{m^{\prime}}(m\neq m^{\prime})$ sont tous \’egales \‘a 1.

La transformation $h_{m}(p)$ de l’espace $\mathfrak{B}$ en un sous-ensemble $\mathfrak{B}_{n}$

de $\mathfrak{B}$ est d\’efinie d’apres la r\‘egle suivante: le point $p=(n_{1},$ $n_{2}$ , . . . ,
$n_{k},$ $\ldots$ ) de $\mathfrak{B}$ correspond au point $h_{m}(p)=(n_{1}^{\prime}, n_{2}^{\prime}, \ldots , n_{k}^{\prime} , ...)$ de
$\mathfrak{B}_{m}$ li\’e par la relation: $n_{k}^{\prime}=2^{m-1}(2n_{k}-1)(k=1,2,3, \ldots)$ . La
transformation $h_{m}(p)$ est biunivoque et isom\’etrique, et par suite les
ensembles ferm\’es de $\mathfrak{B}$ seront transform\’es en des ensembles ferm\’es

(et vice versa). De plus, on voit bien que le point $p=(n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ ,
$n_{k}$ , .. .) de $\mathfrak{B}$ satisfaisant \‘a la condition: a) $\varlimsup_{k\rightarrow\infty}n_{k}=\infty(2)$ sera
transform\’e en un point de $\mathfrak{B}_{m}$ qui satisfait \‘a la m\^eme condition.

(II) Deuxiemement, consid\’erons l’op\’eration $S=S(M_{1}, M_{2}, M_{3}, \ldots)$

qui fait la somme d’une suite d’ensembles $M_{k}(k=1,2,3, \ldots)$

contenus resp. dans $\mathfrak{B}_{k}$ . Si les ensembles $M_{k}$ sont tous ferm\’es, la
somme $M=\sum_{k=1}^{\infty}M_{k}=S(M_{1}, M_{2}, M_{3}, \ldots)$ est \’egalement un ensemble
ferm\’e.

(III) Consid\’erons troisi\‘emement le produit cart\’esien $Mx\mathfrak{B}\times \mathfrak{B}x$

$\times \mathfrak{B}\times\ldots$ , ou $M$ est un ensemble donn\’e, contenu dans l’espace $\mathfrak{B}$ .
Par d\’efinition m\^eme, c’est l’ensemble de tous les points $p=(n_{1},$ $n_{2}$ ,
.. . , $n_{k},$ $\ldots$ ) de $\mathfrak{B}$ tels que

1) $(n_{1}, n_{3} , n_{5}, \ldots)\in M$ ; 2) $n_{2k}$ sont arbitraires.

(1) F. HAUSDORFF, loc. cit. p. 90.
(2) On d\’esigne par $\varlimsup_{k’\infty}n_{k}=\infty$ le fait qu’il existe des termes $n_{k}$ aussi grands

que l’on veut.
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Nous d\’esignons cet ensemble par $M\times \mathfrak{B}^{\infty}$ . Il est bien clair que si
$M$ est un ensemble ferm\’e, $Mx\mathfrak{B}^{\infty}$ l’est \’egalement. La condition a)
est encore invariante par rapport \‘a cette op\’eration.

(IV) Quatri\’emement, introduisons l’op\’eration $g_{m}(p)$ , dite permu-
tation des coordonn\’ees: au point $p=$ $(r_{1}, r_{2}, \ldots , r_{k}, \ldots)$ de l’espace
$\mathfrak{B}$ , correspond le point $g_{m}(p)=(r_{1}^{\prime},$ $r_{2}^{\prime}$ , . . . , $r_{k}^{\prime}$ , . . . $)$ d’apres la regle
suivante:

1) $r_{2^{m-1}(2n-1)}^{\prime}=r_{2n-1}$ ; 2) $r_{2n-1}^{\prime}=r_{2^{m-l}\langle In-1)}$ ;

3). $r_{2^{m^{\prime}-1}(2n-1)}^{\prime}=r_{2^{m^{\prime}-1_{(2n-1)}}}$ pour tout $m^{\prime}$ diff\’erent de $m$ .
$g_{m}(p)$ transforme l’espace $\mathfrak{B}$ en lui-m\^eme. Elle est biunivoque et

bicontinue. Donc, la condition, a) est invariante par rapport A cette
transformation. hvidemment, la condition d’\^etre un ensemble ferm\’e
l’est \’egalement.

(V) Comme cinqui\’eme op\’eration, citons le produit d’une suite
des ensembles $E_{k}(k=1,2,3, \ldots)$ contenus dans $\mathfrak{B}$ : $ IIE_{k}\infty$ . Si les
ensembles $E_{k}$ sont ferm\’es et s’ils satisfont \‘a la $cond^{k=}it^{1}iona$), leur
Produit est un ensemble ferm\’e et satisfait \‘a la m\^eme condition.

SuPposons maintenant qu’une suite des bases $A_{k}(k=1,2,3,$ $\ldots\rangle$

satisfont \‘a deux conditions suivantes:
$1^{o})$ $A_{k}$ sont des sous-ensembles de $N$ ferm\’es relativement \‘a $N$,
$2^{o})$ pour tous les points $p=(n_{1} , m, \ldots , n_{k^{\prime}}, \ldots)$ de $A_{k}$ , on a

toujours $\varlimsup_{k^{\prime}\rightarrow\infty}n_{k},$ $=\infty$ ,

et consid\’erons l’ensemble qu on obtiendra par la formule:
(1) $A=S(h_{1}(A_{1}),$ $h_{2}(A_{2}),$ $\ldots)$ ,

(toujours en supposant, s’il est n\’ecessaire, les sous-ensembles de $N$

comme ensembles de $\mathfrak{B}$). M. F. Hausdorff a montr\’e que la famille
$H_{A}(\mathfrak{R}?)$ coincide exactement avec la famille de tous les ensembles-sommes
des suites des ensembles $E_{1},$ $E_{2}$ , ... , $E_{k}$ , .. . tels que

(2) $E_{k}\in H_{A_{k}}(\mathfrak{M})$ .
En effet, d’apr\’es l’hypothe’se (2), il existe une suite des ensembles
$E_{n}^{k}$ $(n=1,2,3, . . .)$ , telle que $E_{k}=\Phi_{A_{k}}(E_{1}^{k}, E_{2}^{k}, \ldots , E_{n}^{k}, \ldots)$ .
Poson $s$

(3) $M_{k}=E_{9}^{\varphi}l_{k}^{k}$}.
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Il est \’evident que nous avons la formule

$k-1k=1\nu\epsilon A_{k}k^{\prime}1=^{\nabla}E_{k}=^{\nabla}\sim\infty\infty\rightarrow\sim^{\nabla}\underline{\Gamma I}E_{k}^{k},$ $=\Phi_{A}(M_{1}, M_{2}, M_{3}, \ldots)$ .

Or, la formule (1) montre bien que l’ensemble $A$ est ferm\’e rela-
tivement \‘a $N$ et qu’il satisfait \‘a la condition $a$).

Enfin, \’etant donn\’e un ensemble $E$ situ\’e dans l’espace cart\’esien
\‘a $n$ dimensions $(n=1,2,3, \ldots)$ , nou $s$ appelons diametre euclidien
de $E$ la borne sup\’erieure des distances euclidiens $\rho(p_{1}, \rho_{2})^{\langle 1)}$ entre
deux points $p_{I},$ $p_{2}$ variables de $E$. Il sera d\’esigne par $\delta(E)$ . Soient
donn\’ees une suite des ensembles $E_{1},$ $E_{2},$ $\ldots.E_{k},$

$\ldots$ et une famille
quelconque $\mathfrak{M}$ des ensembles situ\’es tous dans l’espaces cart\’esien \‘a
$n$ dimensions. Supposons que ces encembles $E_{k}(k=1,2,3, \ldots)$

satisfont \‘a la condition suivante:
$3^{o})$ Pour tout nombre positif $\epsilon>0$ , il existe une suite des

ensembles $E_{n}^{k}(n=1,2,3, \ldots)$ appartenant \‘a $\mathfrak{M}$ , tels que

1) $E_{k}=\Phi_{Ak}(E_{1}^{k}, E_{2}^{k}, E_{3}^{k}, \ldots)$ , 2) $\delta(E_{n}^{k})\leq\epsilon$ ,

3) $\lim_{n\rightarrow\infty}\delta_{(}E_{n}^{k}$) $=0$ .
Alors pour tout nombres positif $\epsilon>0$ , nous pouvons supposer que
les ensembles $E_{n}^{k}$ satisfassent toujours \‘a deux conditions $\delta(E_{n}^{k})\leq\epsilon/k$

et $\lim\delta(E_{n}^{k})=0$ . Dans ces suppositions, nous avons (en vertu de
(3) $)^{n\infty}1’ in\text{\’{e}} galit$ \’e; $\delta(M_{k})\leq\epsilon$ . Si, d’autre part, la relation $\lim_{k\rightarrow\infty}\delta(M_{k})=0$

on’aurait pas lieu, il existerait une suite partielle $M_{k_{i}}$ telle que

(4) $\delta(M_{k_{i}})>l>0$ .
Alors, $\varphi(k_{i})$ serait toujours inf\’erieurs \‘a $\epsilon/l$ . Par suite, $\psi(k_{i})$ aug-
mente ind\’efiniment avec l’indice $i$ . L’in\’egalit\’e (4) est s\^urement
absurde, puisqu’iL existe une suite partielle infinie $k_{i^{\prime}}$ telle que
$\varphi(k_{i^{\prime}})$ soit constante ($\varphi(k_{\tau})\text{\’{e}} tant\infty$ born\’ee). Nous avons donc $hm\delta(M_{k})=0k\rightarrow\infty$

Ainsi, la somme $E=\sum_{k=1}E_{k}$ satisfait \’egalement \‘a la condition $3^{o}$),

pour la base $A$ obtenue \‘a partir des $A_{k}$ par le proc\’ed\’e exprim\’e
dans la formule (1).

Ce moyen d’obtenir l’ensemble $A$ \‘a partir des $A_{k}$ a \’et\’e donn\’e
par M. F. HAUSDORFF. Il a donn\’e \’egalement un moyen de traiter

(1) Voir $p$ : ex. F. HAUSDORFF: Mengenlehre, p. 98.
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le cas du produit $E=\prod_{k=1}^{\infty}E_{k}$ , ce que nous allons \’etudier mainte-
nant.

Soit donn\’ee une suite des bases $A_{1},$ $A_{2},$
$\ldots$ , $A_{k}$ , .. . , qui sont

des ensembles satisfaisant \‘a deux conditions $1^{o}$) et $2^{o}$ ). Consid\’erons
l’ensemble qu’on obtient par la formule:

(5) $ A=k\underline{1I}1g_{k}\{h_{k}(A_{k})xB^{\infty}\}\infty$ .
D’apr\’es ce que nous avons dit plus haut, on voit bien que $A$ est
un ensemble ferm\’e relativement \‘a $N$ et qu’il satisfait \‘a la condition
$a)$ . M. F. HAUSDORFF a montr\’e que la famille $H_{A}(\mathfrak{M})$ coancide exacte-
ment avec cefle de tous les ensembles-produits des suites des epsembles
$E_{1},$ $E_{3}$ , . .. , $E_{k}$ , .. . . tels que $E_{k}\in H_{A_{k}}(\mathfrak{M})(k=l, 2,3, \ldots)$ . Pour
le voir, il nous suffit, dans ce cas aussi, de prendre une suite des
ensembles $E_{n}^{k}(n=1,2,3, \ldots)$ , telle que $E_{k}=\Phi_{A_{k}}(E_{1}^{k}, E_{2}^{k}, E_{3}^{k}, \ldots)$ ,
et de poser $M_{k}=E_{\iota}1_{k}^{k}$}. Il est bien clair que nous avons

$\prod_{k-1}^{\infty}E_{k}$

$=_{k=1\nu\epsilon_{k^{k}}^{\frac{\nabla}{A}}}Ill$
I$E_{k}^{k}\infty\infty=\Phi_{A}$

$(M_{1},$ $M_{2}$ , . . . , $M_{k}$ , . . . $)$ .
Si $E_{k}(k=1,2,3, \ldots)$ sont des ensembles situ\’es dans l’espace

cart\’esien \‘a $n$ dimensions et si $\mathfrak{M}$ est une famille d’ensembles du
m\^eme espace satisfaisant \‘a la condition $3^{o}$), le raisonnement que nous
avons fait \‘a page 83 nous permet de voir que le produit $ E=\Pi E_{k}\infty$

satisfait \’egalement \‘a la m\^eme condition, pour la base $A$ $ob^{k1}tenue$

par la formule (5).
Les bases $A_{\xi}(1\leq\xi<\Omega)$ consid\’er\’ees par M. F. HAUSDORFF sont

obtenues \‘a partir de $A_{1}$ , en effectuant alternativement les proc\’ed\’es
(1) et (5): pour $\xi$ impair $(\xi>1),$ $A_{E}$ est donn\’e par la formule (5),
en posant $A_{k}=A_{\xi-1}(k=1,2,3, \ldots)$ ; pour $\xi$ pair et non limite,
$A_{\mathfrak{k}}$ est donn\’e par la formule (1), en posant $A_{k}=A_{\epsilon-1}(k=1,2,3, \ldots)$ ;
pour $\xi$ limite, il existe une suite bien d\’etermin\’ee (d\’ependant veule-
ment du nombre $\xi$) des nombres ordinaux: $\eta_{1},$ $\eta_{2};\ldots$ $\eta_{k}$ . $\ldots$ telle
que $\lim_{k*\infty}\eta_{k}=\xi$ ; nous obtenons $A_{\xi}$ au moyen de la formule (1), en
posant $A_{k}=A_{\eta_{k}}(k=1,2,3, \ldots)$ . Ainsi, nous avons vu que les en-
sembles At $(1\leq\xi<\Omega)$ sont tous ferm\’es relativement \’a $N^{(1)}$ . D’ailleurs,
comme la base $A_{1}$ satisfait \‘a la condition $a$), tous les ensembles
$A_{\text{\‘{e}}}(1\leq\xi<\Omega)y$ satisfont \’egalement.

(1) Cf. KANTOROVITCH, L. ET LIVENSON, E. : Sur les $\delta s$-fonctions de M. HAUS-
DOREF, C.R. de Par.is, t. 190, p. 352; -: Sur les ensembles projectifs de M. LUSIN.
C.R. de Paris, t. 190, p. 1114, III.
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M. F. HAUSDORFF a donn\’e une autre classification des ensembles
de la famille $\mathfrak{M}_{B}$ ; celle-ci est $class\circ’$. en familles $\mathfrak{N}^{e}(0\leq\xi<\Omega)$ , qul

est d\’efinie par la r\’egle inductive suivante: 1o $\mathfrak{N}^{o}=\mathfrak{M}$ ; $2^{0}$ pour $\xi$

pair $(\xi>1),$ $\mathfrak{N}^{t}$ est la famille de tous les ensembles-pro ul s–et
pour $\xi$ impair, de tous les ensembles-sommes–des suites (finies ou
infinies) des ensembles de $\mathfrak{N}^{\eta}(0\leq\eta<\xi)$ .

Il est tout \‘a fait analo ue aux familles $\mathfrak{M}^{\epsilon_{\backslash }}$ que nous pouvons

voir $qu’$
. our $\xi\geq 1$ , une base $B\underline{-}$. , qui est un ensemble

. ferm\’e relativement \‘a $N$ et $d_{\vee}^{\alpha}$’pendant seu ement de $\xi$ , telle que la

famille $H_{B\frac{\vee}{}}.(\mathfrak{M})co^{\wedge}1ncide$ exactement avec $\mathfrak{N}^{\xi}$ .
Mais, dans ce cas, la base $B_{1}$ ne remplit pas la condition $a$). Au

contraire, la deuxieme: $B_{2}y$ satisfait s\^urement. En effet, $B_{2}$ se
constitue, d’apres la formule (5), de tous les nombres dont $2^{m-1}(2n-1)-$

ieme chiffre est de la forme $2^{m-l}(2n^{\prime}-1)$ . Donc, $2^{m-1_{-}}ieme$ chiffre
est au moins \’egal \‘a $2^{m-1}$ . $B_{2}$ satisfait donc \’a la condition $a$). Par
suite, $B_{\xi}(2\leq\xi<\Omega)y$ satisfait tous \’egalement.

Consid\’erons maintenant l’espace cart\’esien \‘a $n$ dimensions $(n=1$ ,

2 3, , . . .). Soit $\mathfrak{M}$ la famille de tous les carr\’es(1) de cet espace, et
d\’esignons par $\mathfrak{U}l^{*}$ la famille de tous les ensembles $E$ satisfaisant \‘a

la condition: pour tout nombre positif $\epsilon>0$ , il existe une sulte

des ensembles $E_{k}$ de $\mathfrak{M}$ telle que 1) $E=\Phi_{B_{2}}(E_{1}, E_{2}, E_{3}, \ldots)$ ;2)

$\delta(E_{k})\leq\epsilon;3)\lim_{k-\prime\infty}\delta(E_{k})=0$ . Je dis que $\mathfrak{M}^{*}$ contient $\mathfrak{M}_{\sigma\delta}$ . En effet,

soit d’abord $E$ un carr\’e quelconque. Pour fixer les id\’ees, consid\’erons

le cas du plan. Divisons d’abord le carr\’e $E$ en 4 petits carr\’es

\’egaux par deux segments paralleles \‘a ses c\^ot\’es. Par.mi ces petits

carr\’es, il existe un qui $est$ situ\’e \‘a la distance positive des deux
c\^ot\’es de $E$ situ\’es a droite et $\cdot$ en haut. Il est appel\’e stable, tandis
que les autres instables. Divisons ensuite chacun des $car\backslash $r\’es $insta_{\wedge}bles$

en 4 petits carr\’es \’egaux par deux segments paralleles \‘a.ses c\^ot\’es.

Il existe toujours un ou deux petits carr\’es qui sont situ\’es \‘a la

distance positive des deux $c6t^{6}\vee s$ de $E$ situ\’es \‘a droite et en haut. Ils
s’appellent stables, tandis que les autres instables. Constlnuons
ainsi de suite ind\’efiniment.

Ainsi, nous obtiendrons une suite infinie bien d\’etermin\’ee des
carr\’es stables, que nous d\’esigneron$s$ par $C_{j}^{\prime}ij=1.,$ $2,3,$ $\ldots$ ), qui

(1) Les points de cet espace sont exprim\’es par ses coordonn\’es rectangulaires:
$p=(x_{1}, x_{2}, x_{3}, ... , x_{a})$

Appelons carr\’es les figures de cet espace form\’ees de tous les points tels que
$a_{\dot{n}}\leq x:<b_{i}(i=1,2,3, \ldots, n)$ , $b_{1}-a_{1}=b_{2}-a_{2}=\cdots=b_{n}-a_{u}$ .

La fermeture d’un carr\’e s’appelle un carr\’e ferm\’e.
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satisfont aux conditions suivantes: 1) $\Sigma\infty C_{j}^{\prime}=E;2$) les diametres
euclidiens de ces carr\’es sont $\inf\text{\’{e}} rIeur^{j=1}s\text{\‘{a}}$ la moiti\’e de celle de $E$ ;
3) $\lim\delta(C_{j}^{1})=0$ . Nous appelons $ce_{\vee}Q$ carr\’es de premier rang. Mainte-
$nantj\rightarrow\infty$ divisons chaque carr\’e de premier rang $C_{j}^{\prime}$ en quatre petits
carr\’es 6gaux par deux segments Paralleles \‘a ses c\^ot\’es. Nous les
appelons de second rang. Continuons ainsi de suite. Pour obtenir
les carr\’es de m-ieme rang: $C_{j}^{m},$ $i=1,2$ , . .. , nous divisons chacun
des carres de $m-1$ -ieme rang en 4 de la m\^eme maniere.

$Or\infty’ soit\infty M$ un ensemble $\mathfrak{M}_{a\delta}$ quelconque. Nous pouvons poser:
$M=_{m-1i\Rightarrow 1}I1\sim^{\nabla}M_{:}^{m},$ o\’u $M_{i}^{m}$ sont des carr\’es que nous pouvons supposer
en outre $\delta(M_{i}^{m})<\epsilon$ . Sur le carr\’e $M_{1}^{m}(m, i=1,2,3, \ldots)$ , op\’erons
la division de rang $m+i$ . Nous obtiendrons alors une suite bien
d\’etermin\’ee des carr\’es $C_{1j}^{m}(i=1,2, \ldots)$ . En suite, nous arrangeons
la double suites $C_{ij}^{m}(i, j=1,2,3, \ldots)$ en une suite simple $E_{j}^{m}(j=1$ ,
2, 3, $\ldots$ ). Il est clair que nous avons la relation $\lim_{j\rightarrow\infty}\delta(E_{\dot{s}^{m}})=0$ .
Enfin, posons $E_{k}=E_{g\langle k)}^{\wp\langle k)}$ .

L’ensemble $E_{k}$ \’etant une partie de $E$ , nous avons \’evidemment
$E\supseteq\Phi_{B2}$ $(E_{1}, E_{2}, \ldots , E_{k}, \ldots)$ . D’autre part, nous avons

$E=II\sum_{m=1j=1}^{\infty}E_{j}^{m}\infty=_{h}\sum_{\epsilon Nk=1}IIE_{j_{k}}^{k}$ ;
$\infty$

$\nu=$ $(j_{1}, j_{2}, . . . . j_{k}, \ldots)$ .
Soit $\nu=$ $(j_{1}, j_{2}, \ldots , i_{m}, \ldots)$ un nombre quelconque de $N$ . Si nous
posons $n_{2^{m-}1_{(2j-1)}}=2^{m-1}(2j_{m}-1)pour\infty tout\infty j$, le nombre $(n_{1},$

$n_{2},$ $\ldots$ ,
$n_{k},$ $\ldots$ ) appartiendra a $B_{2}$ et $\prod_{m-1}E_{jm}^{m}=I1E_{\phi(n_{k})}^{\varphi(n_{k})}=\prod_{kk\approx 1=1}^{\infty}E_{n_{k}}\epsilon\Phi_{B_{2}}(E_{1}$ ,
$E_{2},$

$\ldots$ , $E_{k},$
$\ldots$ ). Donc $E\subseteq\Phi_{B_{2}}(E_{1}, E_{2}\ldots. , E_{k}, \ldots)$ . Deux in-

clusions que nous avons \’etablies sont \’equivalentes \‘a : $E=\Phi_{B_{2}}(E_{1}$ ,
$E_{2},$

$\ldots$ ). Nous avons \’evidemment $\delta(E_{k})\leq\epsilon$ . Enfin, nous pouvons
voir sans peine la relation: $\lim_{k-\succ\infty}\delta(E_{k})=0$ . Car, sinon, il existerait
une suite partielle $E_{k_{i}}$ telle que $\delta(E_{k_{i}})>l>0$ . Aors, nous avons
$l<\delta(E_{k_{i}})=\delta(E_{\phi(k_{i})}^{\varphi(k_{i})})<\epsilon/2^{\varphi(k_{i})-1}$ , et par suite $\varphi(h)<(\epsilon/l)+1$ . La
suite $\varphi(k_{i})$ serait born\’ee, et $\psi(k_{i})$ augmenterait cons\’equemment avec
l’indice $i$ , ce qui est une contradiction. Nous avons donc la rela-
tion: $\lim_{k\rightarrow\infty}\delta(E_{k})=0$. Ainsi, la suite $E_{k}$ satisfait \‘a nos trois conditions.
Cela revIent \‘a dire que nous avons l’identit\’e: $\mathfrak{N}^{2}=\mathfrak{M}^{*}$ . De l\‘a
s’ensuit $\backslash Jl^{8}=(\mathfrak{M}^{*})_{\sigma},$ $\mathfrak{R}^{4}=(\mathfrak{M}^{*})_{\sigma\delta}$ . etc., c’est-a-dire, les deux familles
$\mathfrak{M}_{B}$ et $(\mathfrak{M}^{*})_{B}cot$ncident.
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Or, d’apr\’es ce que nous avons vu plus haut, $(\mathfrak{M}^{*})_{B}$ est justement
la famille de tous les ensembles $E$ de $(\mathfrak{M}^{*})_{B}$ , qui satisfont aux
conditions: pour tout nombre positif $\epsilon>0$ , il existe une suite
des ensembles $E_{k}(k=1,2,3, \ldots)$ de $\mathfrak{M}$ , et un nombre ordinal
$\xi(2\leq\xi<\Omega)$ tels que 1) $E=\Phi_{B_{\text{\‘{e}}}}(E_{1},$ $E_{2}$ , ... $)$ ; 2) $\delta(E_{k})\leq\epsilon$ ; 3)
$\lim_{k\rightarrow\infty}\delta(E_{k})=0$ . D’autre part, il est bien connu que MB coicide avec
la famille de tous les ensembles boreliens du plan.

Enfin, l’ensemble de la famille $\mathfrak{N}^{\mathfrak{k}}$ pour $\xi\geq 3$ impair peut \^etre
consid\’er\’e comme la somme des ensembles $\mathfrak{N}^{\eta}(2\leq\eta<\xi)$ , dont les
termes sont disjoints, et les raisonnements dus \‘a MM. N. LUSIN et
H. HAHN(1) montrent bien que nous pouvons prendre comme en-
sembles $E_{k}$ dans la formule 1), les carr\’es ferm\’es qui satisfont \‘a la
condition :

$5^{o})$ pour deux nombres quelconqes $\nu$ et $\nu^{\prime},$ $\nu\neq\nu^{\prime},$ $\nu=(n_{1},$ $n_{2}$ ,... , $n_{k},$ $\ldots$ ) $et\infty\nu^{\prime}=(n_{1}^{\prime}, n_{2}^{\prime}, \ldots , n_{k}^{\prime} , . . .)$ , qui appartiennent \‘a $B_{t}$ ,
nous avons

$k$-l
$I$I $E_{n_{k}}\cdot E_{n_{k}^{\prime}}=0$ .

Les carr\’es de la famille $\mathfrak{M}$ peuvent \^etre remplac\’es par ceux
qui sont ferm\’es.

Ainsi, nous sommes arriv\’es \‘a notre but de d\’emontrer le th\’eoreme
suivant qui sera utile dans le paragraphe \S 9:

Th\’eoreme 10. Pour tout ensemble borelien $E$ de classe $\mathfrak{G}^{t}$

$(2\leq\xi<\Omega)^{(2)}$ , situ\’e dans l’espace cart\’esien $R_{n}$ \’a $n$ dimensions, $il$

eniste un sous-ensemble B. de l’ensemble $N$ de tous les nombres $ir-$

rationnels entre $0$ et 1, ferm\’e relativement $\dot{a}N$, et une suite des
carr\’es ferm\’es $E_{1},$ $E_{2},$

$..$ : , $E_{k}$ , ... de $R_{n}$ , satisfaisant aux conditions
suivantes :

1) pour toute famille $\mathfrak{M}$ d’ensembles, $H_{B}.(M)$ coincide avec $\mathfrak{N}^{t}$ ;
2) $E=\Phi_{B_{t}}(E_{1}, E_{2}, \ldots, E_{k}, \ldots)$ ;
3) pour tout nombre $\nu=(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k}, \ldots)$ de $B_{\mathfrak{k}}$ , nous avons

$\varlimsup_{k\rightarrow\infty}n_{k}=\infty$ :
4) $k\rightarrow\infty hm\delta(E_{k})=0$ ;

(1) N. LUSIN, Lecons sur les ensembles analytiques et leurs applications, Paris,
1930. p. 114-119. H. HAHN: Reelle Funktionen, Erster Teil, Leipzig, 1932, p. 370-
371.

(2) $\mathfrak{G}^{1}=\mathfrak{G}$ est la famille de tous les ensembles ouvrets dans $1’ espace$ consid\’er\’e;
$\mathfrak{G}_{\mathfrak{k}}$ d\’esigne celle de tous les ensembles-produits ou de tous les ensembles-sommes
des ensembies $\mathfrak{G}’ t(1\leq\eta<\xi)$ suivant que $\xi$ est pair ou impair.
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5) pour deux nombres diff\’erents $\nu$ et $\nu^{\prime}$ de $B_{S},$ $\nu^{=}(n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ ,
$n_{k},$ $\ldots$ ) $,$

$\nu^{\prime}=(n^{\prime}, n_{2}^{\prime}, \ldots , n_{k}^{\prime} , ...)$ , nous avons toujours

$\prod_{k=1}^{\infty}E_{n_{k}}\cdot E_{n_{k}^{\prime}}=0$ .

\S 9. Th\’eor\‘eme de sections ferm\’ees (suite).

$M$ \’etant un ensemble de plan $OXY$, nous avons d\’esign\’e par
$T(M)$ l’ensemble de tous les points $x$ de l’axe $OX$ jouissant de la
proprit\’et\’e suivante: la section de $M$ engendr\’ee par le point $(x, 0)$

est un ensemble ferm\’e et non vide. Nous avons d\’ej\‘a d\’emontr\’e
que, pour tout ensemble plan $M$ appartenant \‘a la famille
$(\mathfrak{F}_{B}\times \mathfrak{G})_{\sigma\delta\sigma}\cdot 1\mathfrak{F}Bx\mathfrak{G})_{c\delta\sigma\delta},$ $\Gamma(M)$ est un compl\’ementaire analytique.
Maintenant nous allons g\’en\’eraliser encore ce th\’eoreme comme il
suit:

Th\’eoreme 11 (de sections ferm\’ees). L’ensemble $l^{\urcorner}(M)$ est toujours
un compl\’ementaire analytique, pourvu que $M$ est un ensemble plan
borelien.

$\mathfrak{F}Bx\mathfrak{G}\subseteq(\mathfrak{F}x\mathfrak{G})_{B}$ et par suite $(\mathfrak{F}B\times \mathfrak{G})_{\sigma\delta\sigma}$ etc. font s\^urement des
parties $\cdot$ de la famille des ensembles boreliens plans. Donc, les
th\’eor\’emes 3, 4 et celui que nous avons indiqu\’e plus haut sont des
cas particuliers de ce Th\’eoreme.

Dbmonstration. 1. Nous avons d\’esign\’e par $G(M)$ l’ensemble de
tous les points $(x, 0)$ de l’axe $OX$. tels que la section de $M$ engendr\’ee
par le point $(x, 0)$ est un ensemble ferm\’e vide ou non. D’apres un
th\’eor\‘eme de M. W. SIERPINSKI, $G(M)$ est un compl\’ementaire analy$\cdot$

tique, pour tout ensemble plan borelien $M^{(2)}$ . Soit, d’autre part,
$A$ l’ensemble de tous les points $(x, y)$ de $M$, tels que les sections de
$M$ engendr\’ees par les points $(x, 0)$ soient des ensembles non ferm\’es.
Le $th^{g}or\text{\‘{e}} me$ de M. W. SIERPIN’SKI montre bien que $A$ est un ensemble
analytique.

D\’esignons d’abord par $R_{n}(n=1,2,3, \ldots)$ le carr\’e ferm\’e:
$-n\leq x\leq n,$ $-n\leq y\leq n$ , dont le centre est $(0,0)\infty$ et la longueur
des c\^ot\’es est \’egale \‘a $2n$ . Alors la formule: $\Gamma(M)=\sum_{n\Leftarrow 1}I^{7}(R_{n}.M)G(M)$

(1) En effet, $\Gamma(M)\subseteq\Delta(M)$ entraine l’\’egalit\’e $\Gamma(M)=G(M)\cdot\Delta(M)$ (voir les
d\’eflnitions de p. 172 et p. 187, Contribution I.). Nous avons vu d’autre part que
$G(M)$ ainsi que $\Delta(M)$ sont des compl\’ementaires analytiques (Cf. le Th\’eor\‘eme 8, $p$ .
p. 9, Contribution II.

(2) Voir p. 172, Contribution I.
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montre bien qu’il nous suffit de d\’emontrer que $\Gamma(R_{n}\cdot M)$ sont tous
des compl\’ementaires analytique. $R_{n}\cdot M$ \’etant borelien, nous pouvons
consid\’erer seulement le cas ou $M$ est born\’e, sans perdre la g\’en\’eralit\’e.
Nous supposons donc $M$ est contenu dans le carre ferm\’e: $0\leq x\leq 1$ ,
$0\leq\nu\leq 1$ .

2. L’ensemble horelien $M$ est un ensemble $\mathfrak{G}^{:}$ . Nous supposons
de plus $ 2\leq\xi<\Omega$ , (puisque $\mathfrak{G}^{1}est$ un $\mathfrak{G}^{2}$). D’apr\’es le Th\’eor\’eme 10,

il existe une base $ B\not\in$. de $\delta s-op^{\prime}\vee\circ$ration de M. F. HAUSDORFF, qui est
un sous-ensemble de $N$ ferm\’e relativement \‘a $N$, et une suite des
carr\’es ferm\’es: $M_{1},$ $M_{2},$

$\ldots$ , $M_{n},$
$\ldots$ , telle que 1) pour toute famille

$\mathfrak{M}$ d’ensembles quelconques, $H_{B_{\triangleright}},$
$(\mathfrak{M})$ coincide avec la famille $\mathfrak{N}^{\text{\‘{e}}}$ ; 2)

$M=\Phi_{B_{\xi}}$ $(M_{1}, M_{2}, \ldots , M_{n}, \ldots);3)$ pour tout $\nu=(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k}, \ldots)$

de $B_{\sigma}$ , on a $\lim n_{k}=\infty$ ; 4) $\lim_{k*\infty}\delta(M_{k})=0;5)$ si $\nu=(n_{1}$ , $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}$ ,

. . .) et $\nu^{\prime}=(n_{1}^{\prime}, n_{2}^{\prime}n\rightarrow\infty n_{k}^{\prime} , . . .)$ sont deux points distincts de $B_{t}$ ,

on a toujours $1=kIIM_{n_{k}}\cdot M_{n_{k}^{\prime}}=0$ .
Soit $Z$ l’ensemble de tous les points de $B_{t}$ : $\nu=(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k}, \ldots)$

tels que 11 $Mn_{k}$ soit non vide. D’apre $s$ un th\’eoreeme de $G$ . Cantor,

pour $que\underline{1}IMnkk=1\infty k1$ soit vide, il faut et il suffit qu’il existe un indice
$k_{0}$ , tel que le produit partiel $\prod_{k\rightarrow 1}^{k_{0}}Mn_{k}$ soit vide. Donc, $Z$ est un sous-
ensemble de $N$ ferm\’e relativement \‘a $N$ . En vertu des propri\’et\’es
3) et 4) dont jouissent les ensembles $M_{n}$ et $B_{\mathfrak{k}}$ , pour tout point $t$

de $Z,$ $t=$ $(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k}. \ldots)$ , l’ensemble $ k-1IIMn_{k}\infty$ se constitue d’un

et d’un seul point. Nous pouvons donc l’exprimer par

$p=(x, y)$ , $x=\varphi(t)$ , $y=\psi(t)$ , $t\in Z$ .
Or, si une suite des points $t_{p}=(n_{1}^{p}, ng, \ldots, n_{k}^{p}, \ldots),$ $p=1,2,3$ ,

de $Z$ tendent vers un point $t=$ $(n_{1}, u_{2}, \ldots , n_{k}, \ldots)$ , $t$ ap-
partient \‘a $Z$, et pour tout $k$ aussi grand que l’on veut, il existe un
indice $p_{0}$ , tel que $nf=n_{1},$ $n_{2}^{v}=n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}^{n}=n_{k}$ des que $p>p_{0}$ .
Deux points $\prod_{k=1}^{\infty}M_{n_{k}^{p}}$ et $\prod_{k-1}^{\infty}M_{n_{k}}$ appartiennent donc aux m\^emes carr\’es

ferm\’es $Mn_{1}$ , $Mn_{2}$ , . . . , $Mn_{k}$ . D’apres la propri\’et\’e 4), le point $\varphi(t_{p})$

et $\psi(t_{p})$ tendent vers $\varphi(t)$ et $\psi(t)$ respectivement. Les deux fonctions
$\varphi(t)$ et $\psi(t)$ sont donc continues sur $Z$. D’ailleurs la propri\’et\’e 5)

montre que la correspondance entre $Z$ et $M$ par ces deux fonctions
est biunivoque.

D\’esignons par $Pn_{1},$ n-,, $\ldots$ , $n_{k}(n_{1},$ $n_{2},$ $n_{3},$ $\ldots=1,2,3,$ $\ldots$ $k=1$ ,
2, 3, . . . .) , l’ensemble de tous les points $p$ de $M$ , tels que
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$p\epsilon Mn_{1}\cdot Mn_{2},$
$\ldots,$

$M_{n_{k}}$ , et $0\dot{u}\delta n_{1}$ , $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}\cdot Z\neq 0$ . Soit $A_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$

la projection de $P_{n_{1},n_{2}},$
$\ldots$ , $nk$ sur l’axe $OX$ . L’ensemble $M$ peut

\^etre \’ecrit:

$M=\sum_{\nu\epsilon z}\prod_{Z}P_{n_{k\simeq^{v_{Zk}}}}=_{\nu\epsilon}II\overline{P}_{n_{k}}$

En effet, pour tout $t$ de $Z$, nous avons $\{\varphi(t),$ $\psi(t)\}=\Pi P_{n_{k}}$ . Par
suite, on a $M\subseteq_{\nu^{\frac{\nabla}{\epsilon}}}\prod_{Zk}Pn_{k}\subseteq rS\prod_{\nu\epsilon zk}Pn_{k}$ .

La projection $P$ de l’ensemble $M$ sur l’axe $oX$ peut \^etre donn\’ee
par la formule:

(1)
$P=\sim^{\nabla}\prod_{\nu\epsilon Zk}A=_{\nu\epsilon}v_{Zk}$

En effet, on a \’evidemment $P\subseteq\Sigma\Pi A_{n_{1},m},,$
$\ldots$ , $n_{k}$ . Soit,

d’autre part, $x_{0}$ un point de $\Sigma\Pi\overline{A}n_{1},$ $n_{2},\ldots,n_{k}\nu\epsilon Zk$ . $\Pi$ existe alors un
$nombre\infty$ irrationnel $\nu$ de $z_{\nu=}^{\nu\epsilon Zk}(n_{1}, n_{2}, n_{3}, \ldots, n_{k}, \ldots)$ , tel que
$ X_{0}\in\Pi$ An1’ $\downarrow\cdot\cdot$ . Pour chaque $k$ , nous avons alors un point
$(x_{k}, y_{k})$ appartenant \‘a $P_{n_{1}.n}\underline{.},$

$\ldots$ , $nk\subseteq Mn_{1}\cdot Mn_{2}\ldots\cdot Mn_{k}$ , tel que
$|x_{0}-x_{k}|<1/k$ . Les carr\’es ferm\’es $Mn_{1}k$ , $M_{u_{2}}$ , . . . , $Mn_{k}$ sont donc
non vides, et \’evidemment leur produit II Mni est non croissant. Nous
avons $\varlimsup_{k}n_{k}=+\infty$ et $\lim\delta(M_{n})=0$ . $Donc\lim_{k\rightarrow\infty}\delta(Mn_{1}\cdot Mn_{-},\ldots M_{n_{k}})=0i=1\infty$

D’apres un $th\text{\’{e}} oreme^{k\infty}\vec{d}e$ Cantor, l’ensemble $\Pi Mn_{k}$ se r\’eduit \‘a un
et un seul point, qu on peut d\’esigner par ($x,y\overline{)}k1$ Le point $(x, y)$ ap-
partient douc \‘a l’ensemble $M$ . Or, $x_{k}$ appartenant \‘a la projection
de $Mn_{k}$ sur l’axe $OX$, on a $x_{0}=x$ . Donc, $x$ appartient \‘a l’ensemble
$P$. Nous avons donc $P\supseteq\Sigma\Pi\overline{A}_{n_{1},n_{2}},$

$\ldots$ , $n_{k}$ . Les deux inclusions
\’etablies nous donnent $\text{\’{e}} vi^{\nu\epsilon Zh}demment$ l’\’egalit\’e (1).

3. Supposons qu’\‘a tous les nombres naturels $n$ correspondent
leur rang $k$ , qu on d\’esigne par $k=\sigma(n)$ . Si $\sigma(n_{1})<\sigma(n_{2})$ , nous
l’exprimons par la notation $n_{1}\prec n_{2},$ . htant donn\’ee une suite des
ensembles $E_{n}$ d’\’el\’ements quelconques, consid\’erons pour chaque rang
$k$ , la somme $S_{k}$ de tous les ensembles $Em$ , tels que $\sigma(n_{i})\geq k$ . Le
produit de tous les $S_{k}$ s’appelle la limite complete au sens de $\prec$ ,
et sera d\’esin\’ee par $\varlimsup_{\prec}E_{n}$ . Nous pouvons $voIr$ sans peine que nous
avons l’\’egalit\’e

$\varlimsup_{\prec}E_{n}=_{r,\nu’}\backslash *\prod_{k}E_{n_{k}}$
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, o\’u la sommation $\Sigma^{*}$ s’\’etend \‘a tous les nombres irrationnels entre
$0$ et 1 qui satisfait $\nu a|$ la relation: $ n_{1}\prec n_{2}\prec n_{3}\prec\ldots\prec n_{k}\prec\ldots$ .

Cela pos\’e, nous allons $\cdot$ d\’emontrer le lemme suivant:
Lemme 1. \’Etant donn\’ee une suite d’ensembles analytiques $A_{1}$ ,

$A_{2}$ , . . . , $A_{n}$ , . . . , il existe une suite des compl\’ementaires analytiques
$H_{n}$ qui satisfont aux conditions:

1) $A_{n}-\overline{hm}A_{n}\prec\subseteq H_{n}$ ; 2) $\overline{l\iota m}H_{n}\prec=0$ ;

3) $H_{n}$ sont des ensembles analytiques relativement a $ C\overline{tim}A_{n}\prec$ .

En effet, posons d’abord $ A_{k}^{*}=\Sigma$ $An_{i}$ , la $som\iota uation$ s’\’etendant
\‘a tous les nombres naturels $n_{i}telsque\sigma(n_{i})\sigma\langle ni$

)
$\geq k\geq k$ . Nous avons alors

$\prod_{k=1}A_{k}^{*}=\varlimsup_{\prec}A_{n}$ . On voit bien que $A_{k}^{*}$ sont des ensembles analytiques.

Posons $U^{k}=CA_{k}^{\star}$ . D’apres un th\’eoreme de M. C. KURATOWSKI (dit

le th\’eoreme de r\’eduction), il existe une suite des compl\’ementaires
$\infty$

analytiques $r^{n}$ , tels que 1) $\Gamma^{k}\cdot\nabla^{k^{\prime}}=0(k\neq k^{\prime});2)_{r ,n--}^{v_{1}}U^{n}=_{n^{--}1}\wedge^{\backslash }r^{n}$ ; 3)
$U^{n}\supseteq\Gamma^{n}$ .

Posons $C_{k}=\sum_{i*k}\nabla^{k}$ et $D_{k}=C_{1}\cdot C_{2}\ldots.C_{k}$ . On voit bien que tous
les ensembles $D_{k}$ sont des compl\’ementaires analytiques. Pour tout
nombre $n$ tel que $\sigma(n)=k$ , nous posons $D_{k}=H_{n}$ et nous allons voir
que $H_{n}$ satisfait \‘a nos conditions.

Il vient d’abord

$\sum_{k=1}^{\infty}\Gamma^{k}=\sum_{k\Rightarrow 1}^{\infty}U^{k}=\sum_{k-1}^{\infty}CA_{k}^{*}=c_{k\cong 1}^{\infty}IIA_{k}^{*}=C\varlimsup_{<}A_{n}$ ,

et par suite

$A_{k}^{*}-\overline{1i\ln}A_{n}.=A_{k}^{*}\sum_{i\prec=1}^{\infty}\Gamma^{i}=CU^{k}\sum_{i\sim 1}^{\infty}U^{i}\subseteq Cr^{k}\sum_{i-1}^{\infty}r_{:*k}^{i\nabla}=_{r}r^{i}=C_{k}$ .

En vertu de l’inclusion: $A_{n}-\varlimsup_{\prec}A_{n}\subseteq A_{m}^{*}-\varlimsup A_{n}$ pour tout $m$

inferieur ou egal \‘a $\sigma(n)$ , il s’ensuit que $A_{n}-\varlimsup_{\prec}A_{n}\subseteq\prec C_{1}\cdot C_{2}\ldots Ck=H_{n}$ ,
pour $k=\sigma(n)$ .

D’autre part, $C_{k}\cdot\ulcorner^{k}=0$ entraine $\prod_{k=1}^{\infty}C_{k}\cdot\sum_{i\rightarrow 1}^{\infty}\nabla^{i}=0$ . Comme nous

avons $ c_{k\sim^{\nabla}}^{\infty}=\Gamma^{i}:*k\subseteq_{i-1}\wedge^{\backslash }r^{i}\infty$

. , Il vient $\prod_{k=1}^{\infty}C_{k\sim^{\nabla}}\nabla^{i}=_{k\Rightarrow 1}\Pi^{\infty}C_{k}=0\infty$ . De l\‘a

s’ensuit enfin que $\varlimsup_{\prec}H_{n}=\prod_{k=1i\Leftrightarrow 0}^{\infty}\sim^{\nabla}D_{k+i}\infty=\prod_{k- 1}^{\infty}D_{k}=\prod_{k=1}^{\infty}C_{k}=0$ .
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D’ailleurs, $\nabla^{i}$ \’etant disjoint, nous avons

$cr^{k}=C^{\kappa’ i}\rightarrow\ulcorner+\sum_{:+k}\Gamma^{i}=\varlimsup_{\prec i\approx 1}A_{n}+_{i^{r^{\nabla}}*k}\ulcorner^{i}$ ,

ou $C\nabla^{k}C\lim A_{n}=\wedge^{\backslash \urcorner}\Gamma^{i}\cdot C\varlimsup A_{n}$ . Donc, $\ulcorner_{k}$ est un ensemble analytique
$relativement\prec$ \‘a 1 $i*k\prec ensembleC\lim_{\prec}A_{n}$ . Par suite, $C_{k}$ et $H_{k}$ sont des
ensembles analytiques relativement \‘a $C\varlimsup_{\prec}A_{n}$ . $c$ . $q$ . $f$. $d$ .

4. Revenons \‘a la d\’emonstration du Th\’eoreme 11. \‘A chaque
nombre $y_{0}$ , introduisons la notion du rang $du$ systeme $(n_{1} , n_{2}, \ldots , n_{k})$

relativement au nombre $y_{0},$ $n_{1},$ $n_{2}$ , . $..=1,2,3,$ $\ldots$ , $k=1,2,3,$ $\ldots$ ,
comme il suit: consid\’erons deux domaines situ\’es dans le plan $OXY$
et d\’efinis par

$y_{0}+1/(k+1)<y\leq 1$ et $y-1/(k+1)>y\geq 0,0\leq x\leq 1^{(1)}$ .
Si le produit $Mn_{1}\cdot Mn_{2}\ldots.Mn_{k}$ poss\‘ede des points communs avec un
de ces domaines, le rang du systeme $(n_{1}, n_{1}, \ldots , n_{k})$ est de rang
au plus \’egal \‘a $k$ , mais s’il n’est pas de rang au plus \’egal \‘a $k-1$ ,
il s’appelle de rang $k$ . Si le system $(n_{1} , n_{2}, \ldots , n_{k})$ est de rang
au plus \’egal \‘a 1, il est de rang 1.

Or, $p_{n_{1},n_{2}},$
$\ldots$ , $n_{k}$ \’etant des ensembles boreliens, les ensembles

$An_{1}$ . $n_{2},$ $\ldots$ , $nk$ sont analytiques. Au lieu de $\varlimsup_{\prec}An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $nk$ ,
\’ecrivons $\lim An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $nk$ . D’apr\’es le Lemme 1, nous avons, pour
chaque $va^{y}1eur(\prime y_{0}$ , un compl\’ementaire analytiques $Hn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $nk;y_{0}$

tel que

1) $H_{n_{1},n_{2}},$
$\ldots,$ $nk;y_{0}\supseteq A_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}-\varlimsup_{y_{0}}A_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ ;

2) $\varlimsup_{2’ 0}H_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k};}y_{0}=0$ .

Cela pos\’e, nous allons d\’emontrer le lemme suivant
Lemm 2. L’ensemble $\Gamma(M)$ peut \^etre exprim\’e par la formule:

(2) $\Gamma(M)=P\cdot G(M)=\sum_{t\epsilon z}\prod_{y}\{A(y)+\prod_{k=1}^{\infty}(A_{n_{1},n_{2}}, \ldots\prime n_{k^{-}}D_{y})\}$

(3) $=\sum_{t\epsilon z}\prod_{f\text{ノ}}\{A(y)+\prod_{k=1}^{\infty}(\overline{A}_{n_{1},n_{2}}( n_{k^{-}}D_{\nu})\}$ ,

(1) Si $y_{0}+1/(k+1)>1$ ou $y_{0}-1/(k+1)<0$ , l’un ou deux de ces domaines sont
vides.
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o\‘u $A(y)$ d\’esigne (la projection sur l’axe $OX$ de) la partie de l’ensemble
$A^{(1)}$ situ\’ee sur la droite parallele \’a l’axe $OX$ et qui passe par le point
$(0, y)$ , et

$ D_{\nu_{k-1}k\nu}=_{r^{\nabla}}D\infty$ , $Dk\nu_{y}=\overline{hm}An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $nk$

( $n_{1}$ , $n_{2},$
$.:$ . $,$

$n_{k}$ parcourant tous les 1, 2, $S,$ $\ldots$ tel que $\delta n_{1},$
$n_{2},$ $\ldots$ , $nk$

$z\neq 0)$ .
En effet, soit d’abord $x_{0}$ un point quelconque de $P\cdot G(M)$ . Il

existe alors un nombre $t_{0}$ de $Z$ , tel que $x_{0}=\varphi(t_{0})$ , $y_{0}=\psi(h)$ . Soit
$(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k}, \ldots)$ le d\’eveloppement en fraction continue de $t_{0}$ .
Etant donn\’e un nombre arbitraire $y^{*}$ entre $0$ et 1, si $x_{0}$ n’appartient
Pas \‘a $A(y^{*})$ , $y^{*}$ et $y_{0}$ sont deux valeurs $d^{1}1stinctes$ , et il existe un
intervalle $[y_{1} , y_{2}]$ , ou $y_{1}=y^{*}-1/r$ , $y_{2}=y^{*}+1/r$ et tel que la section
de $M$ n’a aucun point de coordonn\’ee $y$ appartenant \‘a $[y_{1}, y_{2}]$ , puisque
cette $sect\dot{i}on$ est un ensemble ferm\’e. Donc, pour tous les points $t$

de $Z$ , tel que $\varphi(t)=x_{0}$ , les rangs des systemes $(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k})$

sont au plus $\epsilon^{\prime}gaux$ \‘a $r$ , puisque $Mn_{i}(i=1,2,3, \ldots)$ contient le
point $(\varphi(t), \psi(t))$ qui appartient \‘a l’u.n des deux domaines:
$y^{*}+1/r<y\leq 1$ et $y^{*}-1/r>y\geq 0$ .

Donc, $m$ n’appartient \‘a $\lim An_{1},$
$ n_{2}\ldots$ . , $nk$ pour aucun $k(k=1$ ,

2, 3, .:.). $x_{0}aPpart\ddagger ent$ doncy*\‘a $\Pi(An_{1},$$n_{2}\infty,$
$\ldots$ , $n_{k^{-D_{y})}}$ . Ainsi, $x_{0}$

appartient au membre droit de l’\’egalitek<lj (2). Nous avons par suite
d\’emontr\’e l’inclusion:

$\Gamma(M)\subseteq_{t}\frac{\nabla}{\epsilon}\prod_{Zy}\{A(y)+\prod_{k=1}^{\infty}(A_{n}l , n_{2}, \ldots , n_{k^{-}}D_{\nu})\}$ .
Deuxi\‘emement, supposons que

.
$x_{0}$ appartient au membre droit

de (3). Il existe alors un nombre $t=(n_{1}, n_{2}, ... , n_{k}, \ldots.)$

appartenant \‘a $Z$, tel que $x_{0}\in\Pi\{A(y)+\prod_{k=1}^{\infty}(\overline{A}n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k^{-D_{y})\}\prime}}$. S’il
existe un $y$ tel que $x_{0}\in A(y),$ $a^{y}1orsx_{0}$ appartiendra \‘a $\Gamma(M)$ . Donc,
supposons que $x_{0}n’ appartient$ \‘a $A(y)$ pour aucun $y$ , et nous verrons
que nous aboutissons \‘a une contradiction.

En effet, dans cette hypothese, $x_{0}$ appartient $\text{\‘{a}}_{k=1}^{\infty}IIAn_{1},$
$n_{2},$ $\ldots,$

$n_{k^{-D_{u}}}$

pour tout $y$ . D’abord, comme $x_{0}\in\Pi\overline{A}n_{1},$$n_{2}\infty,$
$\ldots$ , $n_{k},$ $x_{0}$ appartient \‘a

$P$, la projection de $M$ sur l’axe $OX^{k-1}$ Donc, pour $x_{0}$ , il existe au
moins une valeur $y_{0}$ , qui satisfait \‘a deux conditions suivantes:

(1) Voir la d\’efinition de p. 88.
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1) $(x_{0}, y_{0})\in M$ ; 2) il existe une suite des nombres $y_{m}$ , telle que
$\lim_{m*\infty}y_{m}=y_{0}$ et que $(x_{0}, y_{m})\in M$ .

Or, le point $(x_{0}, y_{m})$ correspond \‘a $t_{m}=(n_{1}^{m}, n_{2}^{m}, n_{8}^{m}, \ldots , n_{k}^{m}, \ldots)$

tel que $\varphi(t_{m})=x_{0},$ $\varphi(t_{m})=y_{m}$ . Il existera alors au moins un indice
$k$ , tel que $\varlimsup_{m\rightarrow\infty}n_{k}^{m}=\infty$ . En effet, si $n_{k}^{m}$ sont born\’es pour tout $k$ ,
il existe au moin $s$ un $n_{1}m^{\prime}$ tel qu’on a $ n_{1}m^{\prime}=n_{1}^{m_{1}}=n_{1}^{m_{2}}=\ldots$ pour une
suite infinie $ m_{1}<m_{2}<m_{3}<\ldots$ : Il existe aussi un $n_{1}m^{\prime\prime}$ tel que
$n_{1}^{m^{\prime\prime}}=n_{1}^{m^{\prime}}$ et $ n_{2}^{m^{\prime\prime}}=n_{2}^{m_{1}}=n_{2}^{m_{2}}=\ldots$ pour une suite \ddagger nfinie $m_{1}<m_{2}<m_{3}<$

... , car les points $f_{m}$ tels que $n_{1}m’’=n_{1}^{m}$
‘ sont en nombre infini,

tandis que $n_{2}^{m}$ sont en nombre fini. Il existe aussi un $n_{3}m^{\prime\prime\prime}$ tel que
$n_{1}m^{\prime\prime\prime}=n_{1}m^{\prime}$ $n_{2}m^{\prime\prime\prime}=n_{2}m^{\prime\prime}$ ’et $n_{3}^{m^{\prime\prime\prime}}=n_{3}^{m_{1}}=n_{3}m_{3}=$ pour une suite
infinie $ m_{1}<m_{2}<m_{3}<\cdots$ . Continuons ainsi de suite. Nous avon $s$

alors une valeur $t_{0}=$ $(n_{1}^{m}’, n_{2}^{m^{\prime\prime}}, n_{3}^{m^{\prime\prime\prime}}, \ldots)$ telle que $n_{1}^{m(n)}=n_{1}m^{\prime}$

$n_{2}^{m(n)}=n_{2}^{m^{\prime\prime}}$ , . . . . Donc, les points $tmt^{n)}$ tendent vers th. Comme
l’ensemble $Z$ est ferm\’e (relativement \‘a $N$), et que $t_{m}\{n$) appartient
\‘a $Z,\overline{t}_{0}$ appartient \’egalement \‘a $Z$ .

Or, les fonction$s\varphi(t)$ et $\psi(t)$ \’etant continue$s$ sur $Z$,

$x_{0}=\lim_{n\rightarrow\infty}\varphi(t_{m}(n))=\varphi(t_{0})$ et $y_{0}=\lim_{n’\infty}\psi(t_{m}(n))=\psi(t_{0})$ .
Donc, $(x_{0}, y_{0})$ appartient \’a $M$ , ce qui est absurde. Ainsi, il existe
un $k$ tel que $n_{k}^{m}$ ne sont pas born\’es. On a $\varlimsup_{m\rightarrow\infty}n_{k}^{\hslash n}=\infty,$ $c$ . \‘a $d$ . il
existe une suite partielle $m_{n}$ telle que $\lim_{n\rightarrow\infty}n_{k}^{m_{n}}=\infty$ .

Or, le produit $M_{n_{1}^{m_{n}}}\cdot M_{n_{2}^{m_{n}}}\ldots.M_{n_{k}^{m_{n}}}$ contient le point $(x_{0}, y^{m_{n}})$ ,
et le diam\’etre de $M_{n_{k}^{m_{n}}}$ tend vers $0$ . Donc, le rang du syst\‘eme
$(n_{1}m_{n}n_{2}^{m_{n}}, \ldots , n_{k}m_{n})$ tend vers $\infty$ . Par suite, $x_{0}$ appartient \‘a

$D_{k,y_{0}}=\varlimsup_{uo}An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}$ , \‘a plus forte raison \‘a $D_{y_{0}}$ . Ceci est une
contradiction. $c$. $q$ . $f$. $d$ .

5. Or, comme
$Hn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}$ ; $y\supseteq An_{1},$ $m.,$ $\ldots$ , $n_{k^{-D}k.\nu}\supseteq A_{n_{1},n_{2}},$

$\ldots$ , $nk^{-D_{v}}$ ’

en posant

$H_{n_{1},n_{2}}^{\star},$
$..:,$ $nk;y=$

$H_{n_{1};}y\cdot H_{n_{1},n_{2}:}y$ $H_{n_{1},n_{2-R}..,n_{k};}y(\overline{A}n_{1},$
$n_{2},$

$\ldots.n_{k^{-D_{v})_{\nu}}}$
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nous avons

(4) $\Gamma(M)=\sum_{t\epsilon z}\prod_{\nu}\{A(y)+11H_{n_{1},n_{l},\ldots,n_{k};y}^{*}\}k\rightarrow 1\infty$ .
D’autre part, pour le syst\’eme $(n_{1}, n_{2}, \ldots n_{k})$ , posons encore

$\Phi_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}=\prod_{y}\{A(y)+H_{n_{1},n_{2}}^{*}\ldots$
$n_{k}$ ; $y\}$ .

Nous avons alors le lemme suivant
Lemme 3. L’ensemble $\Gamma(M)$ peut \^etre exprim\’e par la formule:

(5) $\Gamma(M)=\prod_{k-1}^{\infty}\{\nabla\Phi_{n_{1},n_{2},\ldots,n\iota}\}n_{1},$
$n_{\vee^{\wedge}}.,\ldots,$

$n_{k}$

’

o\‘u la sommation $\underline{\nabla}$ s’\’etend a tous les systemes $(n_{1},$ $n_{2},$ $n_{\epsilon}$ ,

... , $n_{k}$) tels que $\delta n_{1},n_{2},..,n_{k}\cdot Z\neq On_{1},n,,\ldots.’ n_{k}$

En effet, soit d’abord $x_{0}$ un point qui n’appartient \‘a $A(y)$ pour
aucun $y$ . Nous allons voir qu’il n’existe qu’un nombre limit\’e de
$n_{1}$ tel que $x_{0}\epsilon\phi_{n_{1}}$ . Car, dans le cas contraire, il existe une suite
.infinie $ni^{n}$ tel que $x_{0}eH_{n_{1}^{m};y}^{*}\subseteq\overline{A}_{n_{1}^{m}}$ . La droite $d$ parall\’ele a l’axe
$OY$, qui passe par $(m, 0)$ a des points communs avec les ensembles
$M_{n_{1}^{m}}$ . Comme ces parties communes $M_{n_{1}^{m}}\cdot d$ sont contenues dans
l’intervalle born\’e et ferm\’e: $0\leq y\leq 1$ , il existe au moins une
valeur $y_{0}$ telle que l’une suite partielle de $M_{n_{1}^{m}}$

. $d$ tend vers
$(x_{0}, y_{0})^{(1)}$. Soit $M_{n_{1}^{m_{i}}}\cdot d(i=1,2,3, \ldots)$ une de ces suites partielles.

Comme le diametre de $M_{n}$ tend vers $0$ avec $n$ augmentant in-
d6finiment, le rang de $n_{1}^{m_{i}}$ relativement a $y_{0}$ augmente $ind6finiment$ .
Or, comme $x_{0}$ n’appartient \‘a $A(y)$ pour aucun $y,$ $x_{0}$ appartient a
$H_{n_{1}^{m}}^{*}$: ; $v_{0}$

. Mais, $H_{n_{1}^{m_{i}};\nu_{0}}^{*}\subseteq H_{n_{1}^{m}:};\nu_{0}$ entraine $x_{0}\in H_{n_{1}^{m}:}$ ; $v_{0}(\prime i=1,2$ ,

3, . ..). Ceci est impossible, puisque d’apr\’es la relation 2) (voir

p. 92), on a $1-imHn_{1}=0$ . Ainsi, nous avons vu qu’il n’existe qu un
nombre limt\’e de $n_{1}$ tels que $x_{0}\in\Phi n_{1}$ . Ensuite, de la m\^eme mani\’ere,
nous pouvons voir que, pour tout $k,$ $k=2,3,4$ , ... , il n’existe
qu’un nombre limit\’e de syst\’emes $(n_{1}, n_{2}, . .. , n_{k})$ tels que
$x_{0}\in\Phi n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ .

(1) Nous disons qu’une suite des ensembles $E_{n}$ tend vers un point $p$ , si, pour
tout nombre r\’eel positif $g>0$ , il existe un indice $ N\langle\epsilon$) tel que $E_{n}$ soient contenus
dans le voisinage $V_{8}(p)$ des que $n$ surpasse $N(g)$



96 K. Kunugui

Or, supposons d’abord qu un point $x_{0}$ appartient au membre
droit de l’\’egalit\’e (4). Si $x_{0}$ appartient a $A(y)$ pour un nombre $y$ , il
appartient s\^urement $\grave{a}.\Gamma(M)$ . Si $x_{0}$ n’appartient \‘a $A(y)$ pour aucun
$y$ , il n’existe qu un nombre limit\’e de systemes $(n_{1}, n_{2}, n_{8}, \ldots , n_{k})$

pour chaque $k,$ $k=1,2,3,$ $\ldots$ , tels que $x_{0}\in\Phi n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $\eta k$ et que
$\delta n_{1},$

$n_{2},$ $\ldots,$
$n_{k}\cdot Z\neq 0$ .

Il est bien \’evident que les ensembles $\Phi n_{\dot{1}}$ , $n_{2},$ $n_{3},$ $\ldots$ , $n_{k}$ satis-
font \‘a l’inclusion $\Phi n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}\supseteq\Phi n_{1\iota}n_{2},$

$\ldots$ , $n_{k},$ $n_{k+1}$ avec celle de
$H_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k};}^{*}y\supseteq H_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k},n_{k\star 1};v}^{*}$ . Cela entralne, d’apr\’es le
Th6oreme 2, l’\’egalit\’e

$C\Gamma(M)\cdot\prod_{k-1:}^{\infty}\Sigma..\Phi_{n_{1},n_{2},.\cdots,n_{k}}n_{1},$

$n,.,$ $n_{k}|$

:. $=\Sigma\Pi\Phi\infty$

$t\epsilon Zk-1$
$n_{1},$

$n_{2},,\cdot..,{}_{uk}C\Gamma(M)$ .
$\}$

.Il existe alors un $|nombret=$ $(n_{1}, n_{2}, :. , n_{k}, \ldots)$ de $Z$ , tel que
$rx_{0}\in\Phi_{\hslash_{1},n_{2,}}\ldots,{}_{nk}C\Gamma(M)$ .

En vertu de la d\’efinition, on ‘a alors $x_{0}\in H^{*}$
$n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots..n_{k}$ ; $v$

pour
tout $k$ et $y$ . Ceci est impossible, puisque, d’apres la $formul\dot{e}(4)$,
’on a

$O=\Gamma(M)\cdot\dot{C}\Gamma(M)=\sum_{t\epsilon z}\prod_{\nu}\prod_{k}H_{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k};u}^{\star}$ .
$\mathfrak{i}$

Donc, pour tout $t$ de $Z$ , on a $\prod_{y}\prod_{k}H_{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}^{*}=0$ . Ainsi, nous
avons vu l’inclusion:

$\Gamma(M)\supseteq\prod_{k}\{\nabla\Phi_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\}n_{1}$. $n_{2^{\wedge}},\ldots,$
$n_{k}$

’
$\delta n_{1},$ $n_{2’\cdots z}n_{k}\cdot Z\neq 0$ .

Soit, deuxi\’emement, $x_{0}$ un point . de $\Gamma(M)$ . Il existe alors,
d’apr\’es le Lemme 2, un nombre $t_{0}$ de $Z$ , tel que, pour toute valeur

$\infty$

$y$ , xo appartient a $A(y)+\prod_{}(An_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k^{-}}D_{y})$ . Donc, xo appartient
(ou bien \‘a $A(y)$ , ou bien a tous les $Hn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , ni; $u,$ $i=1,2,3,$ $\ldots$ , $k$

et \‘a An1’ $n\underline,,$ $\ldots$ , $n_{k}-D_{y}$ . Par suite, $x_{0}\in H^{*}$
$n_{1},$ $n_{2},$ $n,,$ $\ldots,$ $n_{k}$ ; $\nu$

.
Remarquons $\cdot$ d’ailleu.rs que ces nombres $n_{1},$ $n_{2}$ , . . . , $n_{k}$ sont in-

$d$\’ependants de $y$ . Donc,
$x_{0}\in\prod_{y,\Sigma}\{A_{y}+H_{n_{1}^{1},n_{2},\ldots,n_{k};u}^{*}\}=\Phi n_{1},$

$n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ .
Par suite, $x_{0}$ appartient a $\Phi n_{1},$

$n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}(\delta n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k}\cdot Z\neq 0)$ ,
$n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$

pour tout $k,$ $k=1,2,3,$ $\ldots$ . Ainsi, nous avons vu l’autre inclusion:
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$\Gamma(M)\subseteq\prod_{k=1}^{\infty}\cdot\{\rightarrow..\cdot\Phi_{n_{1},n_{2}}n_{I},$

$n_{2},.,$
$ n_{k}\nabla$

$n_{k}\}$ .

Notre Lemme 3 est donc etabli entierement.
6. Enfin, nous allons d\’emontrer le

$t$ Lemme 4. Il existe des ensembles $Hn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k},$ $y$ tels que, pour
tout syst\‘eme $(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k})$ , l’ensemble $\Phi n_{1},$

$n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}$ est un compl\’e-
mentaire analytique.

En effet, consid\’erons l’espace \‘a trois dimensions OXYZ. \‘A
chaque droite: $y=y_{0}$ ( $\dot{y}_{0}$ \’etaht une. constante), qui est parall\’ele \‘a

l’axe $OX$. plagons l’ensemble lin\’eaire $A(y_{0})$ . L’ensemble plan ainsi
obtenu colncide justement avec $M\cdot\{G(M)\times OY\}$ . Nous le d\’es\ddagger gnohs

par $\mathfrak{U},$ $c$ . \‘a $d$ . $\mathfrak{U}=M-A$ . $\mathfrak{U}$ est donc un compl\’ementaire analytiqlie
situ\’e sur le plan $OX$Y.

D\’esignons ensuite par $Bn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ la projection de produit
$Mn_{1}\cdot Mn_{2}\ldots.Mn_{k}$ sur l’axe $OY$, et

\langle

par $B_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{\prime}$ l’intervalle
, (on un point) situ\’e sur l’axe $OZ$, qui est congruent \‘a $B_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ .
Consid\’erons l’ensemble $\Gamma n_{1},$

$n_{2},$ $\ldots$ , $nk$ de tous les points $(x, y, z)$ tels
que $x\epsilon An_{1},$

$n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k},$ $y\in B_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}},$ $z\in B_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{\prime}$ .
Consid\’erons maintenant l’ensemble $T$, d\’efini par l’in\’egalit\’e:

$z-1/r<y<z+1/r$ , et d6signons par $\Gamma_{n_{1},n_{-}},,$
$\ldots$ , $n_{k}$ ; $r$ la partie de

$\Gamma_{n_{1},n_{1}},$
$\ldots$ , $n_{k}$ de tous les points $(x, y, z_{0})$ dont la coordonn\’ee $z_{0}$ telle

que le produit de $I^{7}n_{1},$
$n_{2},$ $\ldots$ , $nk$ et du plan $z=z_{0}$ soit contenu enti-

6rement dans $T_{r}$ .
Faisons d’abord la somme $\Sigma$ $\Gamma n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $nk;r$ , la som-

mation s’\’etendant $\cdot$ a tous les $syst\acute{e}mes$
$(n_{1}, n_{2}, n_{3}n_{1}n_{2},,n_{k} . . , n_{k})$ tels que

$\delta n_{1},$
$n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}\cdot Z\neq 0$ , et soit $L_{k,r}$ la projection de cette somme sur

le plan: $y=z$ . D\’esignons par $L_{k}$ la projection sur le plan OXY
de l’ensemble-Produit $\prod_{r\rightarrow 1}^{\infty}L_{k.r}$ . Cet ensemble $L_{k}$ jouit la propri\’et\’e
suivante: $ia$ partie commune \‘a la droite:

(

$y=.y_{0}$ avec l’ensemble
$L_{k}$ est pr\’ecis\’ement l’ensemble $\varlimsup_{y_{0}}An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ .

On voit bien que les ensembles $L_{k}$ , comme projections des en-
sembles analy. iques, sont eux-m\^emes des ensembles analytiques. La
somme $D=\Sigma L_{k}$ est donc un ensemble analytique. La partie com-
mune \‘a $Detab<l$ la droite $y=y_{0}$ coincide avec $ D_{y_{0}}.\cdot$
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Corrime nous avons vu, l’ensemble $L_{k.r}$ est, situ\’e sur le plan
$y=z$ , et est un ensemble analytique. Posons $U_{k}^{f}=CL_{k}.,$ , le com-
p16mentaire \’etant pris par rapport au plan $y=z$ . D’apres le
th6oreme de r\’eduction de M. C. KURATOWSKI, il existe un compl\’e-
mentaire analytique $\nabla_{k}^{f}$ situ \’e sur le plan $y=z$ , qui satisfait \‘a la
condition suivante:

1) $\Gamma_{k}^{r}\cdot\Gamma_{k}^{r^{\prime}}=0(r\neq t)$ ; 2) $’\sim-v_{1}U_{k}^{r}=\sum_{r\Leftarrow 1}^{\infty}\Gamma_{k}^{1}\infty$ ; 3) $U_{k}^{1}\supseteq\Gamma_{k}^{r}$ .
Posons $\sigma_{k}\cdot=\Sigma r_{k}^{:}$ et $D_{k}^{\prime}=C_{k}^{1}\cdot C_{k}^{2}\cdots\cdot C_{k}^{r}$ . On voit bien que

l’ensemble $D_{k}^{\prime}ainsi$

’
que sa projection $D_{k}^{*\prime}$ sur le plan OXY sont des

compl\’ementaires analytiques. Pour tout syst\’eme $(n_{1}, n_{2}, n_{3}, \ldots , n_{k})$ ,
d\’efinissons le rang comme il suit: le rang de $(n_{1}, n_{2}, n_{3} , . .. , n_{k})$

est $r$ si l’ensemble $OXxB_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}xB_{n_{1},n_{0},\ldots,n_{k}}^{\prime}$ est contenu
dans $T_{r}$ et s’il n’est pas contenu dans $T_{r*1}$ . On pose ensuite
$H_{n_{1},n_{\Phi\sim},n_{3},\ldots,n_{k}}=D_{k^{r}}^{*}$ pour tout systeme $(n_{1}, n_{2}, n_{3}, \ldots , m_{k})$ de rang
$r$ . L’ensemble $Hn_{1},$ $n_{2},$ $n_{s},$ $\ldots$ , $nk\tilde{J}ouit$ de la propri\’et\’e suivante: la
partie commune \‘a l’ensemble $Hn_{1},$ $n:’ n_{3},$ $\ldots$ , $n_{k}$ et a la droite $y=y_{0}$

parall\’ele a l’axe $OX$, qui passe le point $(0, y_{0})$ peut \^etre consid\’er6
comme l’ensemble $Hn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k;Y_{0}}$ .

Poeons encore $H_{n_{1},n_{2}}^{*},$
$\ldots$ , $n_{k}=H_{n_{1}}\cdot H_{n_{1}}$ , ta, .... $H_{n_{1},n},,$

$\ldots$ , $nk$ .
Cet ensemble est 6galement un compl\’ementaire analytique. Enfin,
l’ensemble An1 , $n,,$ $\ldots$ , $n_{k}xOY$ est un ensemble ferm\’e situ\’e sur le
plan $OX$Y. Ainsi, l’ensemble

$\theta_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}=M\cdot\{G(M)xOY\}$

$+H^{*}n_{1},$
$n_{2},$ $\ldots,$

$n_{kn_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}(\overline{A}x0Y)\cdot CD$

est un compl\’ementaire analytique situ\’e sur le plan $OM$, et jouit
de ra propri\’et\’e suivante: la partie commune a cet ensemble et \‘a la
droite $y=y_{0}$ est pr\’ecis\’ement l’ensemble $A(y_{0})+H_{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k};}^{*}y_{0}$ .

Donc, $\Phi n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $nk$ est le compl\’ementaire de la projection (sur
l’axe $OX$ ) de l’ensemble-comp16mentaire de l’ensemble $\theta n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}$

(le compl\’ementaire \’etant pris par rapport au plan $OXY$ ). Le com-
pl\’ementaire de $\theta n_{1},$

$n_{2},$ $\ldots$ , $nk$ ainsi que sa projection sur l’axe $OX$

\’etant des ensembles analytiques, l’ensemble $\Phi n_{1},$ $u_{2},$ $\ldots$ , $nk$ doit \^etre
un compl\’ementaire analytique. Notre Lemme 4 est ainsi \’etabli,
$c$ . $q$ . $f$ . $d$.
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Il est maintenant bien clair que le Th\’eoreme 11 est une con-
s\’equence imm\’ediate du Lemme 4 et la formule (5) de Lemme 3. Le
Th\’eoreme 11 est donc enti\’erement d\’emontr\’e.

Corollaire 1. Soit $M$ un ensemble borelien srtu\’e $kns$ le plan
$OXY$. Si toutes les intersections de $M$ avec les droites parau\‘ele\mbox{\boldmath $\epsilon$} $a$

l’axe $OY$ sont $deg$ ensembles ferm\’es, la projection de $M$ sur l’axe $OX$

est $to\dot{w}ours$ un ensemble borelien.
En effet, l’ensemble $\Gamma(M)$ colncide dans ce cas avec la projection

de $M$ sur l’axe $OX$ . Par suite, d’apres le Th\’eor\’eme 11, cette pro-
jection est simultan\’ement un ensemble analytique et un compl\’e-
mentaire analytique. D’apres un th\’eoreme de SOUSLIN, elle est un
ensemble borelien. $c$ . $q$ . $f$. $d$ .

Il faut remarquer que tout ensemble $M$ borelien si tu\’e dans le
plan $OXY$, dont toutes les intersections avec les droites parau\‘eles
a l’axe $OX$ sont ferm\’ees, appartient n\’ecessairement a la famiue
$(\mathfrak{F}_{B}x\mathfrak{G})_{\sigma\delta}$ .

En effet, d6signons par $\sigma_{n_{1},n_{0}}\ldots$ , $n_{k},$
$(n_{1}$ , $n_{e},$ $\ldots=1,2;k=1,2$.

3, $\ldots$ ), l’intervalle ferm\’e d\’efini par

$(n_{1}-1)/2+(m-1)/4+\cdots+(n_{k}-1)/2^{k}\leq y\leq(n_{1}-1)/2$

$+(n_{2}-1)/4+\cdots\cdot+(n_{k-1}-1)/2^{k-1}+n_{k}/2^{k}$

et par $A_{n_{1},n_{2}},$
$\ldots$ , $nk$ la projection de $1^{\iota}ensembleM\cdot(OXx\sigma_{n_{1}}m, \ldots, n_{k})$

sur l’axe $OX$ . $D’ apr\acute{e}s$ le Corollaire 1, cette $p\dot{\eta}ection$ est un en-
semble borelien, quel que soit $n_{1},$ $n_{2},$ $n_{8},$ $\ldots=l,$ $2$ et $k=1,2,3,$ $\ldots$ .
DbSignons encore par $\sigma^{*}n_{1},$

$n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$
l’ensemble de toutes les valeurs

$y$ telles que l’int\’erieur de l’intervalle $\sigma_{n_{1},n_{2}}\ldots$ , $nk$ contienne ou
bien $y-1/8^{k}$ ou bien $y+1/8^{k}$. $\sigma^{*}n_{1},$

$n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$
est donc un intervalle

ouvert contenant $\sigma_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ .
Il $\cdot$ est maintenant facile de voir que nous avons la formule

suivante:

(6) $M=\prod_{k- 1n_{1}.n_{2}}^{\infty}\Sigma\ldots(A_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}^{X\sigma_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{*}}})n_{k}$

En effet, nous avons \’evidemment

$M\subseteq_{k=1n_{1},n_{\wedge^{-}}\cdots..,n_{k}}\Pi^{\infty}S^{\prime}(A_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}x\sigma_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{*})$ .



100 K. Kunugui

Soit, deuxi\’emement $(x_{0}, y_{0})$ un’ point du membre droit’ de l’\’egalit\’e
(6). Alors, il existe, pour chaque $k,$ $k=1,2,3,$ $\ldots$ , un systeme
$(n_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k})$ tel que $x_{0}\in An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k}$ . Si $(x_{0}, y_{0})\overline{\epsilon}M$ , il existe
un intervalle $[y_{1}, y_{2}]$ contenant $y_{0}$ dans son int\’erieur et qui jouit de
la proprI\’et\’e.: la section de $M$ engendr\’ee par le point $(x_{0},0)$ ne )

contient aucun point de $[yi,$ $yd$

Or, si $k$ est un indice assez \’elev\’e, $\sigma_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{*}$ et, \‘a plus forte
raison, $\delta n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ est contenu‘ dans $[y_{1}, y_{2}]$ puisqu’il contient $y_{0}$

et tend vers $y_{0}$ lorsque $k$ augmente ind\’efiniment. Par suite,
$x_{0}\overline{\in}An_{1},$

$n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ , contrairement au r\’esultat indiqu\’e plus haut.
Cela montre que $(x_{0}, y_{0})$ appartient \‘a $M$, et par suite que nous
avohs

; $ M\supseteq_{k=1n_{1},n_{2},.,n_{k}}II\Sigma..(.A_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}^{X\sigma_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{*}}})\infty\sim$ .
La formule (6) montre bien que $M$ appartient \‘a la famille 1

$(\mathfrak{F}B\times \mathfrak{G})_{\sigma\delta^{\backslash }}$, $c;q$ . f..d.
.

Corollaire 2. Soit $M$ un ensemble situ\’e dans un espace $RxS$ ,
o\‘u $R$ et $S$ sont des espaces m\’etriques, s\’eparables et complets. D\’e-
signong par $\Gamma(M)$ l’ensemble de tous les $\dot{p}$oints $x_{0}$ de l’espace $R$ tels
que la partie commune \’a $M$ et $\alpha^{\prime}$ l’ensemble $x_{0}xS$ soit compacte en
$soi^{\langle 2)}$ . Si $M$ est un engemble borelien, $\Gamma(M)$ est un compl\’ementaire
ahalytique.,

En effet, transformons d’abord l’espace $S$ en un ensemble situ \’e
dans l’espace $E_{\omega}\dot{a}$ une infinit\’e de dimensions de M. M. $FRE$CHET

$’$

,
$|$

en faisant appel \‘a un th\’eoreme de $URYSOHN^{\{3)}$ . Cette $transformatio\dot{n}$

est biunivoque et $bIcontinue$ . Donc, d’apres un th\’eoreme de M. P., $\backslash $

$ALEXANDROFF^{\langle 4)}$ , le transform\’e $T$ de $S$ da.ns $E_{\omega}$ est un ensemble $G_{\delta}$ : $-$

Un sous-ensemble compact en soi de $\dot{S}$ sera transform\’e en un sous-
ensemble compact en soi de $T$, et vice versa.

L’ensemble $M$ sera transform\’e en un ensemble borelien situ\’e .
dans $RxE_{w}$ . Donc, nous pouvons supposer sans restrendre la
g\’en\’eralit\’e que $S=E_{\omega}$ .

(1) Voir M. FR\’Echet: Les espaces abstraits et leur th\’eorie consid\’er\’ee comme
introduction a l’analyse g\’en\’erale, Paris, 1928. p. 190 et 74.

(2) ibid. p. 69-70.
(3) M. $FRECHET;$’ loc. cit. p. 82.
(4) Cf. $p$ . ex. C. KURATOWSXI, loc. cit. p. 215.
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Consid\’erons deuxiemement la transformation suivante, , eti
d\’esignant les points de l’espace $E_{\omega}$ par leurs coordonn\’ees:.
$p=$ $(x_{1}, x_{2}, x_{3}, :.. x_{\iota}, \ldots).$ ,

$q=g(p)=(\frac{y_{1^{\prime}}}{1+|y_{1}|},$ $\frac{y_{2}}{1+|y_{2}|}$ . . . , $’\frac{y_{n}}{1+|y_{n}|}$
$)$ .

Cette transformation \’est aussi biunivoque. et bicontinue, et par
suite nous pouvons supposer, sans restreindre la g\’en\’eraIit\’e, que les:
$C^{-}oor\grave{d}$onn\’ees de tous les points de $M$ sont inf\’erieures en module \‘a 1..

Soit maintenant $C$ l’ensemble parfait $non-d\dot{e}$nse de $Cantod^{1)}$ , situ\’e
dans l’intervalle: $0\leq\dot{x}\leq 1$ .‘ Tout. point $x$ de $C$ possede \’un d\’evelop-
pement triadique:

$X=\frac{q}{3}+\frac{\infty}{3^{2}}+\frac{\infty}{3^{s}}+\cdots+\frac{c_{k}}{3^{k}}+\cdot\cdot e$
. $\backslash $

,, ou $c_{k}=0$ ou 2. En faisant correspondre ce point $x$ au point $y$

d\’eflni par

$ y=\frac{c_{1}}{2^{2}}+\frac{c_{2}}{2^{8}}+\frac{c_{3}}{2^{4}}+\cdots+\frac{c_{k}}{2^{k+1}}+\cdot$
:. ,

nous obtiendrons une fonction $y=f(x)$ d\’efinie et continue pour tous
les points de $C$, dont les valeurs $y$ parcourent tous les points de
$1$

”$intervalleI=[0\leq y\leq 1]$ .
D\’esignons par $C^{*}$ l’ensemble $ CxCxCx\ldots$ . qui est une partie

de tous les points de $E_{\omega}$ dont chaque coordonn\’ee $x_{n}$ appartient \‘a $C$.
Faisons correspondre \‘a tout point $p=$ $(x_{1}, x_{2}, \ldots , x_{n}, \ldots)$ de $C^{*}$ ,
le point $q=$ $(f(x_{1}), f(x_{2})$ , .. . , $f(x_{r})$ , . . .) de $E_{\omega}$ . Les points $q$

varient dans un ensemble $R_{\omega}$ de tous les points de $E_{\omega}$ dont toutes les
coordonn\’ees $y_{n}$ satisfont \‘a $|y_{n}|\leq 1$ . En ajoutant la correspondance
identique $x_{0}=x_{0},$ $x_{0}\epsilon R$ , nous avons une transformation qui $trans-\backslash \cdot$

forme l’espace $RxC^{*}$ en un ensemble $RxR_{\omega}$ ; d\’esignons-la par
$(x_{0}, q)=f(x_{\Phi}, p)$ .

Or, comme nous avons suppos\’e que $M$ est situ\’e dans l’espace $f$

$RxR_{\omega}$ , l’ensemble $E=f^{-1}\langle M$) sera situ\’e danI $RxC^{*}$ . Alors, pour’

tout point $x_{0}$ de $R$ , l’ensemble $(x_{0}\times C^{*})\cdot E=f^{-1}\{(x_{0}^{-}\overline{x..}R_{w}^{-})\cdot,\cdot M\}\overline{sa}\overline{tl}sfait$

\‘a la propri\’et\’e suivante: si $(x_{0}x\grave{R}_{v})\cdot M$ est compact en. $soi$ , $($xo $\times\sigma)_{t}\cdot E$

(1) ibid. p. 80. :
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$l’ m$ \’egafemmt, . et $\dot{m}\sigma e$ varsa. En effet, comme $q=f(p)$ est une
transformation univoque et $continue^{\omega}$. si l’ensemble $(mxC^{*})\cdot E$ est
compact en soi, $(x_{0}xR_{w})\cdot M=f\{(x_{0}xC^{*}\rangle$ $\cdot M\}$ l’est \’egalement. Je
dis que si, inversement, l’ensemble $(x_{0}xR_{\omega})\cdot M$ est compact en soi,
$(mxC^{*})\cdot E=f^{-1}\{(x_{0}xR_{w})\cdot M\}$ l’est \’egalement. Pour le voir, sup-
posons que (Xo $xR_{u},$) $\cdot M$. est compact en soi, et soit $(m, t_{k})$ une suite
infinie des poinb de $(x_{0}xC^{*})\cdot E$ . Posons $(x_{0}, s_{k})=f(m, t_{k})$ . Il existe
alors une suite partielle $(x_{0}, s_{k_{n*}})(m=1,2,3, \ldots)$ de $(x_{0}, s_{k})$ et un
point $(x_{0}, s)$ de $(x_{0}xR_{w})\cdot M$ , tels que $\varliminf_{\rightarrow\infty}\{x_{0},$ $s_{k_{m}}$) $=(x_{0}, s)$ .

Posons $t_{k_{m}}=$ $(X_{1}^{k}mX_{8}^{k}mX_{g}^{k}m\ldots , x_{l}^{k_{m}}, )$ . Nous avons $|X^{k}m\lfloor\leq 1$ .
Par suite, $t_{k_{m}}$ est une suite born\’ee, et il existe une suite partielle
$t_{k^{\prime}}m$ qui converge vers a un point $t=$ $(x_{1}, x_{2}, x_{8}, ... , x, , \ldots)$ .
Comme $C^{*}$ est ferm\’e, $ t\in\theta$ et nous avons $\lim_{n^{\prime}\sim\sim}X_{n}^{k}-’=x_{n}$ , pour tout $n$,
$n=1,2,3$ , ... .

La fonetion $ f\emptyset$) \’etant continue, naus avoroe $\lim f(x_{n}^{k_{m^{\prime}}})=f(d$

ou bien $\lim_{m\rightarrow\infty}(X_{0}, S_{k}^{n^{\prime}})=f(x_{0}, t)$ . Donc, $(x_{0}, \epsilon)=f(\eta^{m^{\prime}\rightarrow\vee}t)$. D’autre part,
comme (alo, $s$) $\in(mxR_{u})\cdot M$ , nous avons

$(x_{0}, t)\in(x_{0}\times C^{*})\cdot E$ .
L’ensemble $(x_{0}xC^{*})\cdot E$ est donc compact en soi.

Ainsi, l’ensemble $\Gamma(M)$ coincide avec $\Gamma(E)$ . Par conffiugt,
nous pouvons supposer, sans affecter la g\’en4ra1it\’e, que l’ensemble
$M$ est situ6 dans $RxC^{*}$ .

Enfin, d’apres un th\’eor\’eme de M. C. $KuRATOWSKI(8),$ $C^{*}$ est
hom\’eomorphe \‘a $C$ . Par $cons6quent$ , nous pouvons transformer
l’espace $RxC^{*}$ en $RxC$ par une transformation biunivoque et bi-
continue qui laisse invariants les points de $R$ . Donc, nous pouvons
supposer enfin que l’ensemble $M$ est situ\’e dans l’espace $RxC$ .

D’ailleurs, nous pouvons consid6rer l’espaee $R$ lui-m\^eme comme
sous-ensemble d’une droite. En effet, il existe un sous-ensemble $F$

de $N$, ferm\’e relativement \‘a $N$, et une hom6omorphie g\’en\’eralis\’ee de ,
classe $(0,1)^{t4)}$ . NQUS n’avons qu a ajouter a cette transformation la

(1) Il faut $re$marquer que la transformation inverse $f^{-1}(x_{0}, q)$ n’est pas univoque
(2) Voir M. $FR\acute{\mathfrak{X}}RET$ : loc. cit p. 118.
(3) C. KURATOWSKI: Topologie I, p. 148 et p. $79-W$ .
(4) ibid. p. 226. Corollaire.
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correspondance identique $y=y(y\in C)$ pour avoir une hom\’eomorphie

g\’en\’eralis\’ee entre $RxC$ et $FxC$ .
Comme l’ensemble de Cantor $C$ est born\’e et ferm\’e, le Th\’eoreme 11

montre bien que $\Gamma(M)$ est un compl\’ementaire analytique. Le Corol-
laire 2 est ainsi d\’emontr\’e.

Remarquons que nous ne Pouvons pas remplacer la condition
d’\^etre compact en so\ddagger qui est impos\’ee aux sections de $M$ par celle
d’\^etre ferm\’e et non vide.
$fisCoro\$_{imensions.BtanldonneunensembleMs\cdot itu\acute{e}kns\Gamma eW^{\epsilon e}}^{aire3.SoimtRetSdeuxespacescart\acute{e}simauxnombrel}$

$RxS$ , d\’esigmons par $\Gamma(M)$ l’ensemble de tous $ le\epsilon$ points $x_{0}$ de $R$ tels
que $(\eta xS)\cdot M$ sont fem\’es et non vides. Si $M$ est un ensemble bore
lien, $\Gamma(M)$ est un compl\’ementaire analytique.

En effet, d\’esignons par $G^{*}(M)$ l’ensemble de tous les points $x_{0}$

de $R$ , tels que $(x_{0}xS)\cdot M$ ne soient pas ferm\’es. D’apr’ un th\’eoreme
de M. W. SIERPIN’SXI d\’eja cit\’e, $G^{*}(M)$ egt un ensemble analytique.

D\’esignons par $R_{n}$ les carr\’es ferm\’es $situ4s$ dans l’espace $RxS,$ .
dont les centres coineident avec l’origne de $RxS$ , et dont les \infty ^t&.

ont la longueur $2n$ . Alors, nous avons une formule \’evidente:

$\Gamma(M)=CG^{*}(M)\cdot\{\sum_{n-1}^{\infty}\Gamma(M\cdot R_{n})\}$

et d’apres le Corollaire 2, $\Gamma(M\cdot R.)$ est un comp16mentaire analytique.
$c$ . $q$. $f$. $d$.

Corollaire 4: SOient $R$ et $S$ deux espaces $cart\acute{u}\dot{w}ns$ aux nombres
finis de dimensions. Btant donne un ensemble $M$ situ\’e $ dan\epsilon$ l’espace
$RxS$ , d\’esignons par $\theta(M)$ l’ensemble de tous les points $x_{0}$ de $R$ tels
que la partie commune $(x_{0}xS)\cdot M$ est non $v^{I}ide$ et simultaniment $F_{\Phi}$

at $G_{\delta}$ . Si $M$ est borelien, $\theta(M)$ est un compl\’ementaire $anaIytiwe$ .
En effet, comme l’espace est s\’eparable, nous pouvons choisir un

systeme de voisinages: (1) $\nabla_{1},$ $\nabla s,$
$\ldots,$

$\nabla_{n}\ldots.$ . dits bases de l’espace
S. qui jouit de la propri\’et\’e suivante: tout ensemble ouvert est une,

somme d’une suite partielle de (1). Or, pour que l’ensemble
$(x_{0}xS)\cdot M$ soit un ensemble non vide et $simul\tan 4mentF_{\sigma}$ et $G_{\delta}$ .
il faut qu’il existe un voiSinage $\Gamma_{n}$ ou $(mx\overline{F}_{n})\cdot M$ est ferm\’e et ncm
vide. Donc.

$\theta(M)\subseteq\sum_{-1}^{\infty}\Gamma\{n$ .
(1) Cf. $p$ . ex. C. KURATOWSKi: Topologie I, p. 65 et 207.
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D’autre part, il est f\’acile de voir que l’ensemble $\Pi(M)$ de tous
les points $m$ de $R$ tels que $(x_{0}xS)\cdot M$ soit simultan\’ement $F_{\sigma}$ et $G_{\delta}$

(vide ou non) est un compl\’ementaire analytique. Et enfin, en
vertu de la .formule \’evidente:

$\Theta(M)=\Pi(M)\cdot\sum_{n=1}^{\infty}\Gamma\{(R\times\nabla_{n})\cdot M\}$ ,
$(’$

nous voyons bien que $\Theta(M)$ est un compl\’ementaire anaytique.
Corollaire 5. Soient $R$ et $S$ deux $espaces\backslash cart\acute{e}\dot{n}en,s$ aux nornhres

finis de dimensions. Si l’ensemble $M$ situ\’e dans l’espace $1\times Sl$ est
borehen et si toutes les intersections de $M$ avec les $\dot{h}yper$-espaces $xxS$ ,
$x_{0}\in R_{\text{・}}$ sont des ensembleg $simultan\acute{e}ment\backslash F_{\sigma}$ , et $\dot{G}_{\delta}$ , la proieption de $M_{\{}$

sur l’espace $R$ est un ensemble borelien.
$J$

\S 10. Applications des Th\’eor\‘emes de sections ferm\’ees.

1. Les points inf\’erieurg des ensembles et $l^{i}uni,formisation$ des m- $\cdot$

sembles $borehens.\acute{\backslash }$ Etant donn\’e un ; ensemble $M$ situ\’e dansre plan
$OXY$, nous disons $qu’ un$ point $(m, y_{0})$ de $M$ est un point inf\’erieur
de $M,$ : s’il n’existe aucun point $(x_{0}, y)$ de $M$ ayant l’ordonn\’ee $y$ in-
f\’erieure a $y_{0}$ . L’ensemble de tous les points inf\’erieurs de $M$ sera
d\’esign\’e par $M^{(m)}$ . M. S.‘ $MAZURKI\dot{E}$WICZ a $d\text{\’{e}} montr\text{\’{e}}^{(2)}$ que si $M$ est
un ensemble borelien, $M^{(m)}$ est un compl\’ementaire analytique. Mais,
dans ce cas g\’en\’eral, l’ensemble‘ $M^{(m)}$ peut \^etre non borelien. Pour‘
le voir, il suffit de prendre un ensemble $A$ , analytique et non borelien,

$t$

sltu\’e sur $1’ ax^{\tau}eOX$, et de $consi\dot{d}\text{\’{e}} rer$, l’ensemble plan $E$ d\’efini par

$ E,=\prod_{k=1}^{\backslash }t_{n_{1,}}^{\underline{\nabla}}..\cdot(A_{n_{1},n_{2}}\infty n_{r},\ldots$

$n_{k},$ ;:. $n_{k}^{\times\sigma_{n_{1},\dot{n}_{2},\ldots,n_{k})\}}}$

$r$

ou $An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ sont des ensembles lin\’eaires ferm\\’es tels. que)
$A=\Sigma\Pi An_{1},$

$n_{2’\cdots,\backslash }\cdot n_{k}$ et $\sigma_{n_{1},n_{2}j\ldots,n_{k}=\delta_{1},n_{1’ 1^{\prime}}.n_{2}}$ $1n_{k}$ . Si
$E^{\langle m)}est\nu k$ borelien, l’ensemble. $A$ , comme.projection uniforme de $1’ en-t$

semble borelien $ffi^{m)}$ lui-m\^eme \S erait un ensemble borelien contraire-.
ment \‘a l’hypoth\‘ese.. En vertu des Th\’eoremes des sections ferm\’ees, .nous Pouvons)
maintenant donner une condition pour que $M:m$) soit un ense$mble($borelien.

(1) Cf. $p$ : ex. Contribution (I), $p$ .‘ $182,.et$ D. MONTGOMERy $l$ Properties of plane
$set8$ and functlOns of two variables, Amer. J. Math. 56, (1934), p. 576.

(2) S. MAZURKIEWICZ: Sur une $PP_{\backslash }es^{-}$ . Math.
$t$. $X$, (1927), p. $172\cong 174$.
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Th\’eor\’eme 12. Si $M$ est un ensemble bbrelien situ\’e dans le Plan
OXY et si la parhe commune ct $M$ et a toute droite parallele a l’axe
$OY$ est toujours ferm\’ee, l’ensemble $M^{\langle m)}$ est borelien.

D\’emonstration. Il nous suffit de d\’emontrer que l’ensemble
$M-M^{(m)}$ est borelien. Or, p\’our qu un point $(x_{0}, y_{0})$ de $M$ appartienne
\‘a $M-M^{(m)}$ , il faut et il suffit qu’il existe un nombre rationnel $r$ ,
$r<y_{0}$ et un point $(x_{0}, y)$ de $M$ tel que $y<r$ . D\’esignons par $M_{r}$

et $M_{r}^{j}$ l’ensemble de tous les points $(x, y)$ de $M$ tels que $y<r$ et $y>r$

respectivement :

$M_{r}=M\cdot(OXx[y<r]),$ $M_{r}^{\prime}=M\cdot(OXx[y>r])$ ,
-$

ou l’on d\’esigne par $[y<r]$ l’intervalle $ouvert-\infty<y<r$ et par
$[y>r]$ celui de $+\infty>y>r$ . $M_{r}$ et $M^{\prime}$ s\’ont des ensembles boreliens,
dont toutes les intersections avec les droites. . parall\’eles \‘a l’.axe. $ OY\sim$.
sbnt $\overline{d}$es produits des ensembles ferm\’es et des intervalles ouverts,
ceux-\v{c}i appartenant \‘a $F_{\sigma}$ et \‘a $G_{\delta}$ simultan\’ement. Par $cons\text{{\it \’{e}}} quent_{t}$

$d’ apr\acute{e}s\cdot\}e$ Corollaire 5 du Th\’eoreme 11, la projection sur l’axe $OX$

de $M_{r}$ , soit d\’esign\’e par $P,$ , est toujours un ensemble borelien.
.

Ainsi, la formule \’evidente:

. $M-M^{(\hslash)}=\sum_{r}M_{r}^{\prime}\cdot(P_{r}^{\vee}xOY)$

’

montre bien que. l’ensemble $M-M^{(m)}$ est un ensemble borelien.
$c$ . $q$ . $f$. $d$ .

MM. N. LUSIN et ‘W. $SIERPI\acute{N}SKI^{(1)}$ ont consid\’er\’e l’uniformisation
des ensembles boreliens, et ont montr\’e que $tOut$ ensemble plan
borelien peut \^etre uniformis\’e par un compl\’ementaire analytique.
M. N. LUSIN a remarqu\’e d’ailleurs que tout ensemble borelien en
gibheral $n\theta$ peut \^etre uniformise par un ensemble borelien, mais il.
en est ainsi, si l’ensemble avis\’e jouit de $la$ propri\’et\’e: toutes les
intersections $\cdot avec$ les droites paralleles \‘a l’axe $OY$ ne contiennent
qu’au plus une infinit\’e d\’enombrable de points.

‘ En vertu du Th\’eor\’eme 12, nous pouvon-s maintenant$\cdot$ donner une
autre condition pour qu’un ensemble borelien situ\’e dans le $plan_{V}$ .
peut \^etre uniformis\’e par un ensemble de lam\^eme- nature. .

$\iota$

(1) N. LUSIN; Sur le probl\‘eme de M. JACQUES HADAMARD $d’ unIformisation$
)

des ensembles. Mathematica. Vol. IV. 1930. p. 54-66. W. SIERPINSKr: Sur
$ 1’ uniform\ddagger sat-ion\wedge$ des $enseI^{\backslash }nb1\dot{e}s$ mesurables (B), Fund. Math. $t$ . XVI, $p$. $136-13\dot{9}$ .
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$p$. $ksf\rho p\ovalbox{\tt\small REJECT}\dot{w}u$ dmplicites. $*nsid6$rons une fonction implicite
$dm$ par $l^{\prime}6quation$ :

$lI)$ $f(x, y)=0$ .
ni $ f\emptyset,\#$) est une fonction repr\’esentable analytiquement de deuxvmwes $x,$ $y$ . Les points $(x, y)$ qui satisfont a l’\’equation (1)
$\ovalbox{\tt\small REJECT} entu\iota\}$ ensemble borelien $M$ qui est situ\’e dans le plan $oXY$.

$ Sup\wp son\epsilon$ que tontes Zes $in\ell erseatiom$ & $l’ ennmueM$ par les
droites parall\’eles a l’axe $OY\epsilon ont$ fermees et born\’ees. Dans ce cas,
nous pouvons former des solutions $y=\varphi(x)$ de l’\’equation (1) comme
il suit: voit $E$ la projection de $M$ sur l’axe $OX$. \‘A tout $po\ddagger ntx_{0}$

de $E^{\backslash }$ faisons corresp.ondre deux valeurs, soient $\varphi_{1}(m)$ et $\varphi_{2}(x_{0})$ ,
valeurs $m$inimum et maximum des $y$ telles que (ake, y) $eM$ . L’inter-
section de $M$ par la droite $x=x_{0}$ parall\’ele a l’axe $oY$ se trouve
dans l’intervalle ferm\’e $[\varphi_{1}(x_{0}), \varphi_{2}(x_{0})]$ . Nous appelons ces deux
fonctions $y=\varphi_{1}(x)$ et $y=dx$) les solutw minimum et maximum
$respeot\dot{w}$ement de $l’\acute{e}quuion(1)$ . Leurs domains d’existence coincident
avec l’ensemble $E$ .

Or, d’apres le Corollaire 1 du $Th\&r\acute{e}$me 11, $E$ est un ensemble
borelien. D’autre part, pour qu’une fonction $y=\varphi(x)$ soit repr\’emlt-
able analytiquement, il faut et il suffit que l’image de cette fonction
dans le plan $O\lambda^{-}Y$ soit un ensemble borelien. Or, l’mmage de la
fonction $y=\varphi_{1}(x)$ coincide exactement avec l’ensemble $M^{(m)}$ de tous
les points inf6rieurs de $M$. Mais, d’apres le Th\’eoreme 12, $M^{(m)}$ est
un ensemble borelien. Par suite, la fonction $y=\varphi_{1}(xLaet$ une fonc-
tion repr6sentab1e analytiquement. De m\^eme, la fonction $y=\varphi 4x)_{\sim}$

est de la m\^eme nature. Ainsi, nous avons le $\vee$

(1) Voir $p$ . ex. C. KURATOWSKI, $Topolo\dot{p}e1$. $p$. $1\mathfrak{B}$ , V1I; $p.\mathfrak{B},$ $V$ ; Ct p. 187.
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Th\’eoreme 13. Si les points $(x, y)du$ plan OXY qui satisfont \’a

l’\’equation (1) forment un ensemble $M$ jouissant de la propri\’et\’e: toutes
les intersections par les droites parallbles a l’axe $OY$ sont des ensembles
ferm\’es et bomes, l’\’equation (1) admet les solutions minimum et
maximum qui sont des fonctions repr\’esentables analytiquement. Leurs
domaines d’existence est un $en\epsilon emble$ borelien.

M. H. LEBESGUE a \’etudi\’e le cas fondamental ou l’ensemble $M$

est uniforme par rapport a l’axe $OY$, et a montr\’e que pour ce cas
deux lois suivants sont valables: (1)

$(L_{1})$ Le domaine d’existence $E$ de la solution est un ensemble
borelien;

$(L_{f})$ La solution est une fonction repr\’esentable analytiquement.
M. N. $LusIN^{(2)}$ a examin6 le cas ou toutes les intersections de $M$ par
les droites $pa$rall\’eles \‘a l’axe $OY$ sont constitu\’ees par une infinit\’e
d\’enombrable de points au plus, et a montr\’e que, m\^eme dans ce cas,
les deux lois ci-dessus subsistent encore.

Le Th\’eor\’eme 13 dit que, dans notre cas aussi, les deux lois de
M. H. LEBESGUE ont lieu. Il faut remarquer que les choix de deux
solutions $y=\varphi_{1}(x)$ et $y=\varphi_{2}(x)$ sont ind\’ependants de la repr\’esentation
de l’ensemble M. cecf \‘a lieu naturellement dans le cas fondamental
de M. H. LEBESGUE.

Consid\’erons maintenant l’\’equation:
$0$

(2) $f(x, y_{1}, y_{2})=0$ ,

$o\dot{u}f(x, y_{1}, y_{2})$ est une fonction repr\’esentable analytiquement de trois
variables $x,$ $y_{1},$ $y_{2}$ qui satisfait \‘a la condition: si l’on d\’esigne par $M$

l’ensembles de tous les points $(x, y_{1}, y_{2})$ de l’espace $OXY_{1}Y_{2}$ ou l’on
\‘a $f(x, y_{1}, y_{2})=0$ , toutes les intersectiohs de $M$ par les plans paral-
leles a $OY_{1}Y_{2}$ , sont ferm\’ees et born\’ees.

Nou$s$ allons choisir une solution de 1’6quation (2) comme il suit:
La projection $P_{1}$ de l’ensemble $M$ sur le plan $OXY_{1}$ est un ensemble
borelien (Corollaire 5 du Th\’eoreme 11). Toutes les intersections de
$P_{1}$ par les droites paralleles \‘a l’axe $OY_{1}$ sont des ensembles ferm\’es

et bom\’es. Donc, en vertu du Th\’eoreme 12, l’ensemble $P_{1}^{(m)}$ est un
ensemble borelien, et il d\’etermine une fonction repr\’esentable analy-

(1) H. LEBESGUE: Sur les fonctions repr\’esentables analytiquement, Journal de
Mathematiques, (6), Vol. 1, 1905, p. 192. Cf. aussi N. LUSIN, $L\eta ons$ sur les en-
sembles analytiques et leurs applications, Paris, 1930, p. 229.

\langle 2) N. LUSiN, loc. cit. p. 237-247.
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tiquement: $y_{1}=\varphi(x)$ . Ensuite,, $P_{1}^{\langle m)}xOY_{2}$ ainsi que $M\cdot(P_{1}^{(m)}xOY_{2})$

sont des ensembles boreliens, qui sont uniformes par rapport \‘a l’axe
$OY_{1}$ . La projection $Q_{2}$ ’de $M\cdot(P_{1}^{(m)}xOY_{2})$ sur le plan $OXY_{2}$ est un
ensemble borelien dont toutes les intersections par les droites paral-
leles \‘a l’axe $OY_{2}$ sont ferm\’ees et born\’ees. Donc, $Q4^{m)}$ est un en-
sembIe borelien et d\’etermine une fonction repr\’esentable analytique-
nmt: $y_{t}=\phi(x)$ . Ces deux fonctions $y_{1}=\varphi(x),$ $y_{2}=\psi(x)$ forment
une solution de (2). Leurs domaines d’existence $E$ coIncident avec

$t$

la projection de $M$ sur l’axe $oX$. En vertu du Corollrire 5 du
Th\’eor\’eme 11, $E$ est un gsemble bOrelien.

On voit bien que, dans ce cas encore, les deux lois de M. H.
LEBESGUE subsistent, et nous avons un choix de solution ind\’ependant
de la repr\’esentation de l’ensemble M. ,

(\‘a suivre).

’


