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Einleitung

In der Differentialgeometrie hoherer Ordnung, besonderes in der
sogenannten intrinsiken Theorie, spielen Parametertransformationen
eben so wie Koordinatentransformationen eine wichtige Rolle.. Die
Grundlegung der Theorie von erweiterten Koordinatentransforma-
tionen war das Hauptziel der ersten Abhandlung mit demselben
Titel®. Also muss jetzt die Theorie der Parametertransformationen
von uns behandelt werden. In der vorlijegenden Abhandlung be-
schiftigen wir uns daher mit der systematischen Entwicklung der
letzten Theorie, die uns die michtigsten vnd notigsten Hilfsmittel

1) Diese Forschung wurde auf Kosten der Beihilfe des Unterrichtsministeriums
Sfiir wissenschaftliche Forschung ausgefiihrt. '

2) A. KAWAGUCHI [23], Diese Abhandlung bezeichnen wir im Folgenden ein-
fachheitshalber mit D.H. I. Die Zahlen in eckiger Klammern beziehen sich auf das
Literaturverzeichnis am Ende der vorliegenden Abhandlung.
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78 ) A. Kawaguchi

bei der Untersuchung der intrinsiken Differentialgeometrie hoherer
Ordnung an die Hand gibt. ‘

Eine Parametertransformation ¢ = #(¢) fihrt die .-te Ableltung
f® einer Funktion f(t) des Parameters ¢ in eine lineare Form der
sukzessiven Ableitungen | o

- v
f(\‘) — '§::1 a;f(u)

tiber, wo die Koeffizienten®u? nur von den sukzessiven Ableitungen
der Transformationsfunktion #(f) abhingig sein sollen. Diese Form
der Parametertransformation lidsst sich z.B. auf ein Linienelement
hoherer Ordnung (x¢, %, ..., ™) in einem n-diménsionalen Raume
mit den Koordinaten z* anwenden : '

2O% — {2 Gl
* u_-l,

Die Grundformeln, welche die Struktur der Koeffizienten
einer Parametertransformation klar machen, stellen sich in §1 vor.
Und alsdann definiert sich ein P-Vektor so, dass seine Bestimmungs-
zahlen sich bei jeder Parametertransformatign genau so wie die
sukzessiven Ableitungen ™ linear in den Koef%zienten ay, verdndern.

Wenn eine Funktion f(¢, z, 2@, ..., x®)) des Parameters ¢t und eines
Linienelementes hoherer Ordnung bei einer Parametertransformation
‘in £(E, =, @, ..., ) iibergeht, und wenn die beiden Funktionen.f
und f dabei in ihrer funktionalen Form beziiglich jeder der entspre-
chepden Argumente eben dieselben sind, bis auf nur eine Potenz
der Ableitung di/dt als Faktor, dann sagen wir, dass die Funktion
f die Parametertransformation zuldsst. In §2 diskutieren wir die
Zulissigkeitsbedingung einer Funktion des Parameters ¢ und eines
Linienelementes hsherer Ordnung griindlich, wobei die in der vor-
hergehenden Abhandlung? eingefiihrten Operatoren dg d1e chhtlgste
Rolle spielen. d

Mit Hilfe der Operatoren Jg werden in §3 die 'verschiedenen
Eigenschaften von P-Skalardichten sowie von P-Vektordichten er-
ortert. Unter einer P-Skalardichte vom Gewichte a verstehen wir
hierbei eine Funktion eines Linienelementes hoherer Ordnung, welche
jede Parametertransformation mit einer festen Gewichtszahl zulésst.

1)-D.H. 1L
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§4 liefert eine Art von {Jberschiebungen D, -oder D* von P-
Vektoren, welche aus zwei beliebigen P-Vektoren, von denen einer
kontra- und der andere kovariant ist, einen neuen kontra— oder
kovarianten P-Vektor aufbauen.

§5 behandelt die kontra- und kovarianten P-Vektoren A* und

;Z, , die sich aus einer P-Skalardichte vom Gewichte eins'uné ihren
~ Ableitungen nach dem Parameter ¢ bilden lassen. Eine P-Skalardichte
vom Gewichte eins, die uns die Metrik eines sogenannten intrinsiken
'KAWAGUCHIschen Raumes liefert, 1st besonders bedeutungsvoll. Mit-

tels dieser P-Vektoren A“ und A; konnen wir aus den Bestimmungs-

zahlen jedes P- Tensors immer die Grossen bilden, die bei jeder
Parametertransformation unverindert bleiben. Zum Beispiel er-
halten wir aus den sogenannten SYNGEschen Vektoren, die bei
Parametertransformationen im allgemeinen nicht invariant sein
mogen, die intrinsiken SYNGEschen Vektoren. Noch weitere Eigen-
schaften der SYNGEschen Vektoren werden in § 5 eingehend behandelt.

Alsdann fassen wir.in § 6 eine Variation eines Linienelementes
hoherer Ordnung ins Auge und fithren als eine erweiterte Parameter-
transformation eine Transformation der Variation ein, die durch eine
Parametertransformation veranlasst wird und eine Bedingung erfiillt.
Die Gruppe von erweiterten Parametertransformation macht eine
Verallgemeinerung des Begriffes von. P-Vektoren (folglich auch P-
Tensoren) moglich, und P-Vektoren treten dadurch auf. Verschie-
'dene Eigenschaften von PB-Vektoren kann man auch in § 6 auffinden.

Wir legen die Frage vor: - Wie verhilt sich unter erweiterten
Parametertransformationen eine Differentialform von Linienelementen
hoherer Ordnung, d.h. eine homogene ganze Funktion von Varia-
tionen von Linienelementen hoherer Ordnung, deren Koeffizienten
auch von einem Linienelemente hoherer Ordnung abhingen mogen ?
S7 widmet sich der Untersuchung dieser Frage.

Wir konnen aus einer P-(oder SB ) Tensordichte T::: eine B-

Tensordichte 7::,(d) mittels der von den P-Vektoren AA und A; aus- .

gefithrten Differentialformen A%.(d) ableiten, wie es in § 8 gezeigt ist.
Auf diesem Grund dirfen wir 7::,(d) als die kovarianten Ablei-
tungen der P-(oder P-)Tensordichte T::: auffassen, wobei die Uber-
tragungsparameter durch 4%.(d) gegeben sind. Dabei verschwindet
immer die aus 42%.(d) gebildete Grosse ABp,0n(dr, ds) identisch, die als.
P-]II{rummungstensor der P-Ubertragung A 5:(d) angesehen werden -
:10) :
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Man soll sich hier noch doch die folgende Tatsache tief einprigen.
Es erfordert wirklich viele Vorbereitungen, die fundamentale und
eigentliche Theorie der Differentialgeometrie im - Raume hoherer
Ordnung aufzustellen. Die in der vorliegenden Abhandlung aufge-
stellte Theorie liefert dafiir nichts anderes als eine Vorbereitung,
die meinst formal sein wird, und die hier entwickelte Analyse liefert
uns eine festere Basis, von der die eingehende Untersuchung der
Differentialgeometrie im Raume hoherer Ordnung zu ermoglichen ist..

Es soll noch eine Bemerkung hinzugefiigt werden. In.der vor-.
liegenden Abhandlung ist nur der Fall von einem einzigem Parameter
¢t behandelt worden. Aber es ist auch moglich, den Fall von meheren

Parametern z.B. u!, 42, ..., u¥ zu behandeln. Und die beinahe
analoge Theorie wird durch denselben Gedankengang sowie dieselbe
Methode wie in der vorliegenden Abhandlung leicht entwickelt. Die
letzt genannten Theorie mochte der Verfasser in einer anderen
Abhandlung irgendwo veroﬂ.‘entllchen

§ 1., Paramétértransformationlen. .

1. Es liege eine Mannigfaltigkeit M-ter Ordnung K zu
Grunde, welche als geometrisches Element ein Linienelement M-ter
Ordnung in einem N-dimensionalen Raume besitzt?. In diesem
Raume ziehen wir dann eine parametrisierte d.h. einem bestimmten
Parameter adjungierte Kurve = () in Betracht und setzen die
Regularitit der Funktionen «i(¢) im betreffenden Bereich. vom
Parameter ¢ und ihre Ableitungen d«?/d¢ nicht simtlich verschwindend
voraus, dann gibt es ein Linienelement M-ter Ordnung (zf, 2%,

S M%) lings der . Kurve fiif jeden Wert von ¢. Léngs einer
Kurve selbst ist die Parametrisierung nicht wesentlich und
ganz Dbeliebig wihlbdr, d.h. wir durfen %=1%(t) statt des
alten Parameters ¢ als neuen Parameter annehmen, wihrend
Z(t) eine beliebige analytische Funktion vom Parameter ¢ ist
und ihre Ableitung df/dt nicht im Dbetreffenden Bereich 'versch-
windet. Bei dieser Parametertransformation geht ein Linienelement
| M-ter Ordnung (%%, %, ..., %) lings der Kurve in ein neues
Linienelement M-ter Ordnung (¢, @, ..., %) lings derselben

1) Vgl. D.H. I, S. 14. :
2) Wir setzen einfachheitshalber in dieser Abhandlung durchweg x(V) =
Vgl. D.H. I, S. 14.

av xi
dev -
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Kurve ‘iber, und wir erkennen dabei leicht, dass die Ableitungen
#®% nach dem neuen Parameter { durch dieselben % nach dem

alten Parameter ¢ und auch umgekehrt z*” durch ™% linear dar-
gestellt werden. In der Tat, wir haben -

: 2 = gg 21 — (D p) ,

(1.1a) g = 2@ 4 4@ p)i

@ = ¢8O 1 4@ M @)t g@pa)

. - v N . .
setzend t™ = 3;, , im allgemeinen
(1.1) g = qla®¥ (summieren iber p =1, 2, ..., »)?

und umgékehrt -

(1.2) | 2% = ™

WO a, bzw. @ rationale Funktionen von

4@ — Z;a (@=1,2,...,v) bzw. t® = %t% B=1, 2’_'1" » 1)

sind. Es bestehf offenbar
(1.8) =0, a&=0 fir p<v.

Setzen wir_die rechte Seite von (1.2) an Stelle von ™" in (1.1) ein,
dann geht (1.1) in die Gestalt. :

. BV = oY 4N
iilber, daraus folgt sogleich

1.4 ap7b =8 oder  ala% =8}.

1) In di ser Abhandlung lassen wir durchweg das Summationszeichen aus,
wie in der Tensor-analysis, wenn dieselben kleinen Buchstaben als Indizes gerade
zweimal d.h. einmal oben und ein anderesmal unten erscheinen, soweit nicht anderes.
gesagt wird Von den grossen Buchstaben oder den kleinen Indizes, die additive
Zusstze besitzen, wird dagegen jedes Glied nicht summiert, wenn das Glied das
Summationszeichen nicht bekommt. -
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‘Da die Determinante |ay.|, welche a (v, #=1,2 ..., K) als Ele-
mente besitzt, wegen der Beziehungen (1.1) und (1.3) der Potenz

(DX ED glejch ist, so ist die Determinante gemdss der Voraus-.
setzung t® == 0 nicht identisch gleich Null. Deshalb bestimmen sich
@, durch o) nach (1.4).

Differenziert man (1.1) nach f, so ergibt sich

w(v+1)z — d;z x(u)z_{_ a, fllz w(un)-l)w — (aV(1)+a (i))w(u)i .

Y

Andererseits. hat man x(“—mi = g} 1o nach (1.1), somit lautet die
Beziehung: “

(1.5) a, = a,‘i"l(i) +a,‘12{'t(i) fir v >pu>1.

Weiterhin ist es nicht schwer zu sehen, dass

\

(1.6) %=( )—NW, fiar g =y .
»=%£;m> fir »=1.

¢ 4
f

2. Die oben erwihnten Beziehungen liefern den wichtigsten

Satz 1. Die Funktionen a) von ;‘f’, t(é-’, ... erfillen die Bezie- ~
hungen . » ‘ :
A Z - . ' .
€.n b — (y )aﬁ_l far v=1,2, ..., i—p+1
1.8) =0 Cfur vy >2—p+1,
1.9 o d=8, &=8" .

ausser (1.8) und (1.6), und die Funktionen @) Anaylog_es.

Beweis. Wir benutzen die Induktion, den Satz zu beweisen.
Erstens konnen wir ohne weiteres die Riehtigkeit von (1.8) und (1.9)

nach der Definition (1.1) von a) wegen (1.1a) erkennen, da ¥ nur
_ von &% (1 =1, 2, ...) aber -nicht von ' selbst abhingig ist 'und
2% = gi = x@ und da die in «) enthaltene hiochste Ableitung von ¢
t*-v+1 gein soll. . : : P ‘
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Zweitens setzen wir die Richtigkeit von (1.7) fiir die Werte
p=1,2, ...,b; 2=p, ,u+1 e..,a; v=1, 2, ..., a voraus,
wihrend a und b irgend zwei feste ganze Zahlen sind. Setzen wir
A+1 an Stelle von » in (1.5) und differenzieren die erhaltene Bez1ehung

nach t® , so haben wir wegen der Voraussetzung, wenn wir (1.7)
" beriicksichtigen, fiir' » > 1

) 3 AII , 3 - -
(1.10) a“t“_) = (@O +a.iD)

A— u+1
B¢ ,G7D) 2 (i))
at(”)( Sttt

Ba,b '_'_3\ p+l aaé )t‘m+ aa,g:lt(i)
9t p-1 at(“) AR 3t™

—_ 3\~v+1 & ( ) )\-—v (p+1) +1)
- ( 1) ?:_:1 (P) t tP
(s
v
. =<,, 4 1>a;:;+1 +( i )a ‘”+( ) t(”

wegen (1.5),
: =< 1> A- v+1+< ) A-v+1 (l +1) A+1-v

; A+l

und fir v=1

A
=_0_ Mlﬁtm))_;. Pa,’ lt(1)+

AW\ 71 g™ 3D
AT 3 84\ ) 2=14()
- ,,5:"1 at(?) 3 )tP +Aa, "2t +a

= A 1D +a$:§td))+auf1 ,
A+1
= ari+ oty = (AT a2, -

was die Richtigkeit von (1.7) fir 241 zeigt. Somit ersehen wir dié
Richtigkeit von (1.7) fiir a+1, da dieselbe fiir 1 = a+1l, v=a+1 ver-
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sichert werden kaﬁn, in der Tat, 'aie Definition (1.1) %fon a, und
(1.6) lehren uns '

as}l

Frc i 0 fiur x>1 (nicht summieren itber a)*

=‘1( = o) fir ,u,=1.~

Fiir 2 = p» erhalten wir fei'ner

aa a(t( NH 17 4(Dye -1
atr = g MR

= (”’ )a,'f:i‘ (nicht summieren uber .

Daher ist jetzt die Richtigkeit von (1. 7) fiir alle Werte A = ¢, #+1
Ssv=1, 2, ... (u fest) klar.
Drittens sei (1 7) fir pn=0b; 2A=0, b+1 :v=1, 2, ... richtig,
dann ergibt sich leicht nach (1.6) ‘

aht1 _ 1)b+1_ yeing _ (b +1
sl = at(v)\t‘) (b+1)8(tD) = ( )
was auch die Richtigkeit von (1.7) fiir o= b+1\; A=b+1l;v=1, 2,

. zeigt. TUnter der Voraussetzung der Richtigkeit von (1.7) fir
p=0b+1; 2=0b+1, ..., c;v=1, 2, ... erhalten wir dann gerade
nach (1.10) und (1.11) durch die Setzung, u=b+1, 1=¢, die

Beziehung , \

8agil _ (c+1) e D=6+
9t : v /

daraus folgt, dass (1.7) fir p=5b+1; 2=0>0+1, ...; y=1,2, ...,
folglich auch fiir alle Werte p=1, 2, ...; i=pu, p+1, ...;v=1,
2, ... wirklich richtig ist. W. z. b. z.
‘Wegen des letzten Satzes erkennen wir mit Hllfe der Beziehung
(1.5) | j

v—u
a; — > aaat(.;) t(ﬂ‘ﬁ_'_ v—lt(l) Z 1) v~ )\ 1t(r1)+ v—1t(1)

A=2

v-utly -
= S (;_Da;:’lt@)+a;:}t<l>,

somit lautet der
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Satz 2. Zwischen den Funktionen o) gilt die Beziehung
’ . v—p+l :
o (1.12) =3 (x TDaned  far pg,b>1

Der letzte Satz besagt, dass die Funktlon a). &n Polynom in den

tD, @ ¢ jst.  Aus dieser Tatsache konnen wir schliessen

Zusatz. Die Funktion @) ist eine rationale Funktion von den I,
D, ..., TO7**D  deren Nenmer eime ganzzahlige Potenz von I ist.

Der Beweis dieses' letzten Zusatzes ist nicht schwer. Die Funk-
tion «; ist ndmlich ein Polynom von den t®, 2, ... 6 fO-#»+D yag
durch Vertauschung von ¢ und ¥ wegen Satz 2 sogleich folgt. (1.4)
zeigt andererseits, dass die Matrizen (z}) und (a}) zueinander invers
sind. Somit stellt o) sich durch einen Bruchausdruck dar, dessen
Zghler eine rationale ganze Funktion von den @, G, 0=1, 2, ..., A)
und dessen Nenner die Determinante |<}| ist, die nichts anderes als

eine ganzzahlige Potenz von 7V ist.” Daraus erkennt man die Richtig-
keit der Behauptung des Zusatzes.

3. Es sei eine Funktion f(t) vom Parameter t gegeben. Ihre

sukzessiven Ableitungen f®) gehen bei jeder Parametertransforma-
tion t = #(¢) offenbar in

(1.13) ' FO = g f®

iiber, d.h. jeder Parametertragsformation entsprechend kommt immer
eine und nur eine Transformation von der Gestalt (1.13) zustande.
Wir betrachten zwei nacheinander durchgefiihrten Parameter-

transformationen, = #(¢) und ¢ = ##), und ¢ = #E®)) = T(¢) sei ihre
Produkttransformation, dann ergeben sich die entsprechenden
Transformationen von der Gestalt (1.13):

(1.14) r® ___ (@)™, fO = AEN O ynd fO = g&(t‘*’) )
Hiernach gilt die Beziehung
| ’ TN = QAN ED) ) = k(D) ),

N

daraus erhilt man die Gleichung

1.15) (D) = (ENa2(@EP) .
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V-

Andererseits muss die Ableitung #¥. bekanntlich durch die Ablei-
tungen I, t® ausgedriickt werden konnen :

(1.16) | £ = PTE® | 1)

Setzt man die reshte Seite von (1.16) an Stelle von ¢ in der linken
Seite von (1.15) ein, dann soll die Gleichung (1.15) identisch gelten.
Da wir den i, t® Dbeliebige Werte geben konnen, muss die Produkt-
transformation der ersten zwei Transformationen von (1.14) fiir
beliebig bestimmte Werte von £, ¢ auch eine Transformation von
der Gestalt (1.13) sein, deren Koeffizienten die Funktionwerte ) fiir
die durch (1.16) gegebenen festen Werte ¢ sind.
Im speziellen Falle ¢ = ¢ reduziert sich die Beziehung (1.15) zu

= ENat™)

was nichts anderes als (1.4) ist. Die Produkttransformation ist dabei
die identische Transformation und die zwei vorgegebenen Transform-
ationen sind zuelnander invers. Diese Tatsachen zusammenfassend,
erhidlt man ' :
Satz 3. Die Transformationen von der Gestalt (1.1) oder (1 13)
bilden eine Gruppe Gu, wenn wir den Wert von t fest halten und dze_
diesem Werte entsprechenden Werte von den t& iiber alle reelle Werte
laufen. : i
4. Wir wollen noch' einige Identitdten ausfithren, die durch die
Funktionen «) erfiillt werden. Differenziert man eine Funktion f ?)
nach ¢ 2-mal und dann nach t p-mal, wobei t eine Funktion von ¢
ist, dann ergibt sich mit Ricksicht auf (1.13)

« f(x))(i) = (@FO)D = i (F' );gm?ﬂﬁw—p) /

Da im letzten Ausdrucke das Summationszeichen Z ausgelassen ist,

so erhidlt man, dasselbe einsetzend und dann d1e Reihenfolge der
beiden Summationen vertauschend, die Beziehung

u Atp

( ) A (uTP)f(TC)' (r = v+p gesetzt)
p—O 't-p+1 ’

A-HJ- T-1 ( )‘ N (u~p)ﬂt)

. 1-1p=1—A

é( )*l(u P)f(\""P) —

p=o v=1
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daraus bekommt man durch Setzung K=T—p

.17 (FON® = ( )ax(p RO
1 K=1

wobei wir unter (”’ ) filr p—p <0 oder p < 0 immer Null verstehen

sollen.  Die Ableitung (f*)®* kann auch in anderer Gestalt ausge-
druckt werden, nimlich

(N = e = Sarerd =3 aare,
d.h. | o
L Atu
(1-18) (f("))("') = El Elax —A+xf(‘:)

(1 17) und (1 18) vergleichend, kommt die Bez1ehung

Ap.—"-H:
u,—A+ — “A(R-T+K) -c+lc~).(v)
w19 Sazr=3(* P JRETR = 3T (,_)“

K=1 V=1

zustande. Besonders erhalten wir fir Ai=1

(1.20) Ea x+1 ._( ~ )(t(l))(ll-—'wl) s 1+1(T_ ) moTHIEOAD) ‘

da al = t® ist.
Die Beziehung (1.20) beniitzend, erkennt man wegen

at(u) e ) — Et(*‘)( Af(v)) = ( ) A= uf(v) = ( )Eal-uf(r,n)

die Beziehung

(1.21)

a & A—p —u 2 )
a f(x) - (“)E axxuax;tlf(v)

_( >L BA-p— \“*'1(2 —I_l.) A— p.—v+1l(P+1)f(")
|

Durch Setzung t =t in der Beziehung (1.21) geht die Beziehung'

(L22) (azm £, =2 ) fo-wen

hervor, da (e))s, = &) sein muss.
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5. Die Ableitungen f®) verindern sich bei jeder Parameter-
transformation nach der Regel (1.13). Im allgemeinen ziehen wir K
Funktionen P* vom Parameter ¢ in Betracht, die sich bei jeder
Parametertransformation genau so wie f® verhalten:

(1.28) - P = qy P*.

Den Inbegriff von diesen K Werten P* fiir irgendeinen Wert von ¢
wollen wir einen kontravarianten P-Vektor vom Grad K mnennen.
Die Werte der sukzessiven Ableitungen f* einer Funktlon f(t) bilden
also einen kontravarlanten P-Vektor.

Unter einem “kovarianten P-Wektor vom Grad K verstehen wir
dagegen den Inbegriff von K Werten P,, die Jede Parametertrans-
formation auf

(1.24) P, = a.P,

tibertrigt. .

Ein Beispiel des kovarianten P-Vektors kann man unschwierig
auffinden. Es soll im Folgenden behandelt werden. Es sei eine
Funktion f, die langs einer Kurve « = xi(t) in intrinsiker Weise de-
finiert ist (d.h. bei jeder Parametertransformation erhalten bleibt)
und von einem Linienelemente K-ter Ordnung abhingig ist, dann
verdndern sich die K partiellen Ableitungen

a T
B = fon v=1,2 ..., K

4

bei jeder Parametertransformation wegen (1.2) folgendermassen: ‘

m(l")d

(1.25) | f(i)z f(u)a = fwiay 887 = asf(u)i ’

3pvy
da f(x'@®) = f(xi@)) ist. Die letzte Beziehung bestitigt, dass K
Werte von fu) fir jeden Wert von ¢ einen kovarianten P-Vektor
angeben. :
Nun kann man sofort die Invarianz von f{,);#"” bei der Parameter-
transformation ersehen, da nach (1.1) und (1.25) :

Fona® = @ fiuaa®™ = 8Fua™ = foat

ist, aber es ist zu bemerken, dass die Grosse f,)x™” bei einer Ko-
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ordinatentransformation. nicht immer erhalten bleiben, eben Wenn !
invariant ist?.

Auf ein anderes Beispiel von kovarlantem P-Vektor, das in un-
serer Theorie sehr wichtig ist, wird in Nr. 14 hingewiesen.

Vom Begriff des P-Vektors aus konnen wir zu demselben eines
P-Tensors auf analoge Weise wie in der gewohnlichen Tensor-analysis
kommen. Nimlich, wir definieren einen.(gemischten) P-Tensor z.B.
(r+s)-ter Stufe mit » kontra- und s kovarianten Indizes 4, ..., 2
und 1, ..., # vom Grad Kj, ... > K, und'Kl, ..., K! beziehungs-

weise durch das System von II K, II K! Werten T°1:: e Ve

A=1,2 ..., K5 ,=1,2, ..., K) dle bei jeder Parametertrans-.
formation sich verhalten nach der Regel

F

7 AA & 2 ). ? —Wo . ViVo ¢ o o . V,
(1.26) 1°v2l Y g - = ala"'...a" zlay ...a‘::T.l.g....z,l,,,g._.ws .

.§ 2. Die Zulissigkeitsbedingung bei einigen
Parametertransformationen.

6. Da durch eine Parametertransformation ¢t = #(f) ein Linien-
element M-ter Ordnung (¢, 2%, ..., (1)) in ein neues Linienelement
(i, 2Mi, ..., 2%) ybergefilhrt wird, so geht eine Funktion f(¢, «
2@, ..., ) von t und dem Linienelemente M-ter Ordnung
(xé, 2%, ..., %) durch die Parametertransformation zu einer

Funktion f(f, z, «®, ..., ™) von  und dem neuen Linienelemente
(i, &®, ..., 2#¥) {iber. Wenn die beiden Funktionen f und f dabei
.in ihrer funktionalen Form beziiglich jedes von den entsprechenden

Argumenten eben dieselben sind, bis auf nur eine Potenz von
W = dt | dt als Faktor,

f@t, z, 2®, ..., a®) = IOy fE, z «®, ..., D), :

so pflegt man zu sagen, dass die Funktion f die Parametertrans-
‘formation zuldsst, und dass die bestimmte Zahl a das Gewicht von
J in bezug auf die Transformation ist.

7. Wir konnen die notwendige und hinreichende Bedmgung

dafﬁr ]elcht aufsuchen, dass f eine ein-, zwei- oder drei-gliedrige
a

1) Siehe D.H. I S. 20. Die Grossen f(u,),ar(“”)?' und 3 pfuya® sind beide
®.. t .
invaviant, aber f(u);x(*) nicht. '
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Gruppe von Parametertransformationen zuldsst. Da nach der
Lieschen Theorie jede ein-, zwei- bzw. dreigliedrige Gruppe in emer
Verinderlichen' mit der Gruppe der Verschiebungen % =¢-+b, der
linearen Transformationen % = at+b bzw. der linear gebrochenen

atti-g dhnlich ist, so soll die Funktion aus

einer gewissen Funktlon, die diese Gruppe zulisst, durch geelgnete
Parametertransformationen hergeleitet werden. Deshalb ist es
genug, nur diese drei Gruppen in Betracht zu ziehen und die
Bedingungen in bezug auf jede von diesen Gruppen aufzusuchen.

Darum beriicksichtigen wir erstens die Operatoren 4k, welche
sich durch

M ) . ‘ '
2.1) fo=}4(K>fmjx("‘K+”J, K=1,2...,M

Transformatlonen t=

definieren. Die Operatoren dx erfullen die Beziehungen? |

. (H—v—K) (H—i—K——l)' 5
H! K!

®

(2.2) (AHJK—-JKAH)f dusxf, H, K=0

und

@3  af =35 (Nacymn tr KzH

- g(ff)(dx_xf)‘”-” fir K < Y,

(I) Die gesuchte Bedingung dafiir, dass eine Funktion f die
Gruppe der Verschiebungen zulassen soll, ist dann

‘ of _ N
(2.4) af_ﬁ_ : |

1) Vgl DHISGlundS 64
2) Diese Bez1ehung wird durch Induktlon bezugllchv H folgendermassen
bewiesen :

AgfH) = dg_y fUED 4 (A f EDYD

=S (T dgorownymy 3 (F)agepya=vey
'V-O‘ ;v=0
=§L () + () Jezmsrrarns = & (F ) g upyomrnny,

v=0

wobei ( _ﬁ ) =0 ist.
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D.h. f darf den Parameter ¢ nicht ausdriicklich enthalten, da fiir
beliebiges b : ~

f(t+b’ x_) x(l)y LR "x(M)‘) =f(t’ x, x(1)9 v ey x(M))

4

sein muss. Man kann in diesem Falle das Gewicht von f nicht
definieren.

- (II) Fiir die Gruppe der linearen Transformationen efhalten
wir als die gesuchte Bedingung

(2.5) ‘ atf= 0 ’ J1f= C[f, ?
wobei a das Gewicht ist. Denn es soll
fz, ax®, ..., aMzx™) = a°f(x, 29, ..., )

fiir beliebiges a sein, somit sieht man die Notwendigkeit von (2.5),
nach a differenzierend und dann a = 1 setzend. Die Notwendigkeit
von 9. =0 ist trivial. Umgekehrt enthilt die Funktion f wegen
9:f = 0 den Parameter ¢ nicht ausdriicklich. Setzt man somit

(2.6) F(a)=f(z, az®, ..., aMxz®)—qa’f(x, 20, ..., @),
dann ist nach 4 f = af
dF'(a)

da

a

M ) : : .
=A§ VAare Y foyix, ax®, ..., M) —aatf(x, 2V, ..., x?))
;«1 .

= M f(x, az®, ..., aMx™M)—aqa’f(x, @, ..., M) .

= a{f(@, az®, ..., aMx®) —a°f(z, O, ..., 2*)} = aF(a),

daraus folgt durch Integration nach a
F(a) = a®®(x, 20, ..., 200) o

- wobei &(z, z®, ..., x()) eine bestimmte Funktion des Linienelementes
M-ter Ordnung ist und von a gar nicht abhingt. Andererseits liefert
(2.6) uns die Anfangsbedingung F(1) = 0, somit muss die Funktion
D(z, 20, ..., 2®) identisch Null sein, da sie a nicht enthalten soll.
Das zeigt F(a)=0, d.h., dass die Bedingung (2.5) wirklich hinreichend
ist. : |

(IIT) Die gesuchte Bedingung fiir die Gruppe der linear gebro-
chenen Transformationen stellt sich dar in der Gestalt:
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2.7) 2Wf=0, af=af, 4f=0.

Die Notwendigkeit der ersten und zweiten Bedingungen von (2.7)
ist nach Obigem klar. So wollen wir die Notwendigkeit der dritten
Bedingung von (2.7) zeigen. Da jede liflear gebrochene Transforma-
tion aus linearen Transformationen und einer Transformation von
der Gestalt

2.8 | t= 1/t

‘erzeugt wird, so geniigt es, die Invarlanz von f bei (2.8) zu fordern.
Setzen wir

~ ;< (i) ! A—1!
2.9 W Saipra®, ad = AL :
(2.9) =2 S pl =D @—p 7

dann ergeben sich bei der Transformatibn (2.8)
. (2‘10) (A)z — (t(l)))« M 2 y)u — 2( >y)\ -1, | (2 > 1)

da (A—m)al = A(A—1a)™1 V. Somlt erhalten wir unter Beriicksichti-
gung der ersten und zweiten Beziehungen von (2.7)

(2.11) flx, 2@, ..., 20) = EV)f(x, o', . Jo,yM).
Andererseits soll di/e Beziehu’ng' |
[, 20, ..., 2M) = (fOYf(z, 2O, ..., D))
nach der I-Ifypotheé,e erfiillend sein, so muss.
(2.12) f"(w, 7., yM) = f(z, 2D, cee x(ﬁ’)b

unter der Beziehung (2.9) fiir jeden Wert von ¢ identisch bestehen.
Differenzierend die letzte Gleichung nach t, ergibt sich wegen der
létzten Beziehung von (2.10) ‘

23 (3 s vy =0

Setzen wir hler 2™ an Stelle von y*, dann gibt uns die letzte
Gleichung 4f=0. Somit erkennt man die Notwendigkeit von

1) Vgl. H. HomBu [9], S. 147.
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dof = 0. Néachstens wollen wir die Vollstindigkeit von (2.7) be-
weisen. Da wegen der ersten und zweiten Beziehungen von (2.7) die
Funktion f jede lineare Transformation von ¢ zuldsst, geniigt es zu
beweisen, dass die Funktion f die Transformation (2.8) zulidsst.
- Vermoge der ersten und zweiten Beziehungen von (2.7) erhalten
wir daraus (2.11) fiir die Transformation (2.8), somit kann man die
Richtigkeit von (2.12) versichern. Unter Beriicksichtigung von (2.10)

geht
‘ M /AN ra1.i 9 4
W@ o, ) =23 (5 0 e o ) = 0

hervor, denn die Beziehung J.f = 0? soll bei Setzung ¥’ an Stelle
von ) auch bestehen, wenn sie fiir 2** besteht, da *” sowie y* je
ebenfalls einen beliebigen Wert annehmen diirfen. Dies bedeutet,
dass die Funktion f(z, %!, ..., ¥¥) den Parameter ¢ nicht ausdriick-
lich enthilt, sondern eine Funktion nur von den Argumenten z¢,
e, . xM) jst, Deswegen muss die Funktion f(z, 3!, . y™)
unverindert bleiben, eben wenn wir den Parameter ¢, der in y’* steht,
den Wert Null geben. Daraus folgt sogleich (2.12) vermoge (2. 9),
d.h. die Vollstindigkeit von (2.7) ist jetzt bewiesen.
Nun konnen wir nach Obigem behaupten :

Satz 4 Die dre: Bezzehungen
3:f=0, Ahf=af, dof =0

sind voneinander unabhingig. |

8. f sei eine solche Funktion, die die Gruppe G; der linear
gebrochenen Transformationen zulidsst, dann bestehen die Bezie-
hungen (2.7) fiir die Funktion f. Wenn f dazu eine Parametertrans-
formation ¥, die der Gruppe Gs nicht angehort, zuldsst, dann soll f
auch eine .viergliedrige Gruppe von Transformationen zuldsst, die
die Vereinigungsgruppe von G: und ¥ ist. Aber die LiEsche Theorie
lehrt uns, dass keine viergliedrige Gruppe in einer Verinderlichen
existiert. Somit muss die Funktion f jede Parametertransformation
zulassen. In der Tat kennt man andererseits die sogenannten ZER-
MELOschen Bedingungen,’ die notwendig und hinreichend dafiir sind,

1) Die Beziehung d4,f =0 ist von einem Wertesystem der Argumente z(}:
nicht abhingig sondern nur von der Gestalt der Funktion S, mit anderen Worten,
die Beziehung 4, f = 0 besteht fiir jedes Wertesystem der Argumente im betrachteten
Bereich und gibt eine Beschrinkung fiir die-Gestalt der Funktlon S :

[}

-
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daés eine Funktion f(¢, =, 29, ..., 2%) bei jeder Parametertrans-
formation bis auf einen Faktor (i)* erhalten bleiben soll?. Diese
Bedingungen lassen sich in der Form schreiben : '

wf=0, af=af, Hhf=0, 2=2,38,.,., M.

Aber diese M+1 Bedingungen sind iiberflissig und voneinander nicht
unabhingig. In der Tat bekommt man aus 4f =0 und 4f=0
mittels (2.2) fir H=3, K=2

4) e i AF =

im allgemeinen

(H—2)! (H+1)!
H! 2!

1Y

daaf = [dud]f=0

far H=3, 4, . M—1.

Somit folgen die Beziehungen 4 f=0(1=4, 5, .. M) ‘aus den
beiden Bez1ehungen dof =0 und 44f=0. Deshalb konnen wir
schllessen '

Satz 5. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafur,
dass die Funktion f vom Parameter t und einem Linienelemente M-ter
Ordnung jede beliebige Parametertransformation zulassen soll, sind

(2.13) 2f =0, hf=af, &Hf=0, Hf=0,

und diese vier Beziehungen sind voneinander unabhingig?®

Den letzten Teil dieses Satzes konnen wir ohne Schw1er1gke1t
beweisen. In der Tat ist die Unabhingigkeit der ersten drei Bezie-
hungen schon eingesehen worden, und die Unabhingigkeit der letzten
4sf =0 von den anderen folgt unmittelbar daraus; dass unter den
Bedingungen (2.13) die Funktion f jede beliebige Parametertrans-
formation zuldsst, wihrend unter den ersten drei Bedingungen von
(2.13) die Funktion f nur linear gebrochene Transformationen zulas—
sen soll.

Bemerkung. f sei eine Funktion eines Lmlenelémentes erster
bzw. zweiter Ordnung, dann sind

K

1) In den eigentlichen ZERMELoschen Bedingungen ist a=1. Vgl z.B. TH.
DE DONDER [1), S. 556.
- 2) Diesen Satz hat der Verfasser mit Herrn Prof. H. HOMBU zusammen auf-
gefunden.
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32f=0, 4f=af bzw. 8,f=0, Ahf=af, &f=0

die notwendigen und hinreichenden Bedmgungen dafur, dass die
Funktion f jede beliebige Parametertransformation zulassen soll.
Zum Beispiel, f sei eine skalare Funktion von z* und z"% und hf=f
bestehe, dann darf f(x, zV) als die Metrik eines FINSLERschen Raumes

angefasst werden, und das Integral sf(a:, xM)dt ist dabei bei jeder
Parametertransformatlon invariant. '

| § 3. P-Skalardichte und die Operatoren dg.

9. . Wenn eine Funktion f eines Linienelementes M-ter Ordnung
jede Parametertransformatlon zuldsst und ihre Gewichtszahl immer
einem festen Werte a gleich ist, dann nennen wir die Grosse S eine
P-Skalardichte vom Gewichte a. Nimlich es stellt sich dann die
Transformationsregel einer P-Skalardichte f vom Gewichte a durch

3.1) f@, &, ... , ¥ = (TW)f(x, 2D, ..., g

dar. Die notwendigen und hlnrelchenden Bedmgungen dafiir, dass
eine Funktion f eine P-Skalardichte vom Gewichte a sein soll, sind
wegen Satz 5, dass f dén Parameter ¢ nicht ~ausdriicklich enthilt
und 4if = af, df=0, df= 0. Somit gelten fiir S die Beziehungen

(3.2) Af=af, AKf# 0 .fiir K>2.

Eine P-Skalardichte f vom Gewichte Null ist nichts anderes als
eine absolute Invariante unter der Gruppe aller Parametertrans-
formationen oder unter der Gruppe ®, aller Transformationen von
der Gestalt (1. 1) fir die die Beziehungen Jxf= 0 immer bestehen
sollen. -

‘Es ist zu beachten, dass eine 1nvar1ante Funktion. F(t) vom
Parameter ¢ nicht immer eine P-Skalardichte vbm Gewichte Null .
ist.- Sie ist es, wenn und nur wenn sie weiter die Beziehungen
dxF =0 erfilllt. Unter einer P-invarianten Grosse F(t) verstehen
wir durchaus eine solche Grosse, die bei jeder Parametertransforma-
tion erhalten bleibt.

Eine P-Skalardichte vom Gew1chte eins liefert uns dle Metrik
eines sogenannten intrinsiken KAwAGuUcHIschen Raumes von der
Dimension N und der Ordnung M, in dem die Entfernung s von
zwei Punkten ldngs durch die beiden Punkte hindurchgehenden Kurve
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L]

x* = x*(t) durch das Integral s = St}" dt gegeben ist. Hierbei darf die

7
Entfernung s nur von den zwei Punkten und der Kurve abhéingig
sein, aber nicht von der Wahl des auf der Kurve angenommen
Parameters ¢, d.h. von der Parametrisierung der Kurve. Also

soll ,Xf dt eine Integralinvarianté sein,

(8.3) Sf(x, x®, .., eM)dt = sf(x, x®, ..., )T,

da eine Kurve von ihrer Pa;ametrisierung, d.h. von der Wahl des
Parameters ¢t unabhingig ist. Dafir ist die Bedingung &4f=/f,
dof = 0, dsof = 0 fur f notwendig und hinreichend. f gentigt folglich
auch den Beziehungen Jxf=0(K=4,5, ..., M) nach Satz 5. Das
meint, dass das Integral gf dt wesentlich nicht vom Linienelemente
M-ter Ordnung- sondern vom Kurvenelemente M-ter Ordnung ab-.
hingig ist?. . |

Es ist klar, dass Sdet “auch einé Integralinvariante ist,lwénn
- f eine P-Skalardichte vom Gewichte a ist. Somit bestimmt f¢ auch
die Metrik eines intrinsiken KAwAGUCHIschen Raumes.

10. Uber die Operatoren 4y gelten die folgenden Sitze:

Satz 6. Wenn e¢ine. Funktion f eines. Linienelementes M -ter
Ordnung eine P-Skalardichte vom Gewichte a 1ist, dann sind die
Funktionen dgf(H=1,2, .%., M) je eine P-Skalardichte von demsel-
ben Gew:ichte. ' :

Beweis. Es bestehen die Beziehungen (2.13) fiir f, sbrhit 'ist

" dxduf = adydxf = a8k S = adk duf
und - . | .
’ atJHf= QB}Iatf-—': 0. W. z. bt z.

Satz 7. f sei.eine P-Skalardichte vom Gewichte a, so besteht die
Beziehung '

(8.4) | dxft Tl 'k )f .
: fir H+1Z=K>0

=0  fir H+1<K.

. 1) Siehe D.H. I, S. 13,
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Beweis. Wegen der Beziehungen (3.2) verschwinden alle Glieder

in der rechten Seite von (2.8) bis auf die fiir » = K und v = K—1,
somit ist ‘

AdgfEH) = (g)(dof;)(H—K) +(KI_{1)(411f)(H'K”’

- (GO + (& yJajren,

‘ da dof =f® und 4f=af. Wegen -

(§)+(Kfil)a =H+11-;$1'—1)K(HI4{-.1)

- ist der Beweis des ersten Teiles der Behauptung fertig. Der letzte
" Teil ist dagegen- wegen (2.3) offenbar richtig, da dxf® in diesem
Falle nur durch die Ableitungen von 4.f(L=2) aber nicht von Jdif
oder 4of ausgedriickt wird. : ' W. z. b. z.

Zusatz 1. FEine P-Skalardichte f vom Gewichte Null, d.h. eine
absolute Invariante erfullt die Beziehung

(3.42) A f ) = (@f(ff-fm) fir H+1Z2K>0

=0 Jur H+1<K.

Zusatz 2’. Fur eine P-Skalardichte f vom Gewichte eins besteht
die Beziehung

(3.4b) * dxfED = (H e I)ﬂH—Kﬂ) fir H+12K=0
=0 fur H+1<K.

Es ergeben sich noch zwei andere Arten der Operatoren? :

o ME (AN ez B (A N M — A=\ o .
. — (A—-K+1)i — 1)V - (v)
3.5) dxf =HIS ({) SN I A o

= H! S (KT ZE D) e,

H=0,1,...,M; K=0,1, ..., M—H

b

1) Siehe D.H. I, S. 62-63.
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und

(3.6) AKf 2( )x(’—K+1)%—§}—A<—1)”(HEi'1*‘ u>f“+ﬁ+.v);(v)

v=0

=M 2_30 ( l)v H 1""" v)(AK+H+vf)( )

H=12,..., M; K=0,1,..., M—H.
Daraus folgt der

Satz 8. f gei eine P-Skalardichte vom Gewichte a, so st fur
K=>2 immer dxf =0., wihrend fiir K=1 bzw. K= 10

,HE . M—1!a _ (M—1)!
8.7 f= (M H—-l)'f bzw Aof = - H)Y(Ma H)fu)

und alle AKf verschwinden’ zdentzsch ausser J *f=qf.

Dieser Satz kann leicht durch Einsetzung von (3.2) und dof = f®
nach (3.5) und (8.6) bewiesen werden. '

Ausserdem bestitigen wir den

Satz 9. Die Operatoren dp(H =1, 2, ..., M) sind nichts anderes
als die znﬁmteszmalen Transformationen der in Satz 3 erwihnten
Gruppe ®u der Transformatzonen 1.1) vom Linienelemente M-ter
Ordnung.

Beweis. Die Gruppe O, enthidlt die M Gruppen_parameter
W (v=1,2,..., M) und die Struktur der Gruppe ®u ‘ist durch
(1.16) fest bestimmt. Wir ersetzen nun, um das Verstehen leichter

zu machen, 9 #® bzw. 7 durch p*, P* bzw. p’, dann wird (1.15)
bzw. (1.16) ,

a}(p7) = &l (F)al(@®) bzw. P = O, p°)-

Fir die identische Transformation nehmen diese Parameter die
Werte p! =1, p* = 0(a = 2, 8, ..., M) an, somit miissen die infinitesi-
malen Transformationen der Gruppe &, durch Differentiationen einer
beliebigen Funktion f(z, =@, ..., ) nach p* und dann durch
Setzung p'=1 und p* =0(e=2,3, ..., M) gegeben werden, d.h.
wegen Satz 1
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af(x“))] [af(ac(”) ax‘”'] _ [ arE™ dal x(‘”‘]‘
1 1

Jop (M aaz(_”" ap*

— M v g a.f(x’(q)) ( Y >[aT_a]lm(6)1, — % a f(x(%)) ( )BT_ ax(a);

(T)1 =1 5 1 ax(r)z

d f(x("))( ) (T-a+1)i — 2( )x(r a+1)zf( i = dof,

T-l aw(‘r)t

3M

da [a}]ly = &), wobei [ 1, den Wef-t des in den Klammern stehen-

den Ausdruckes fir p!=1,p*=0(a=2, 8, ..., M) bedeutet.. Es
ergeben sich nur die M Gruppenparameter p*(a =1, 2, :.., M) und
weiter gar nichts, somit darf keine infinitesimale Transformation
ausser den Jxf existieren. W. z. b. z.

11. Wenn V* die Bestimmungszahlen eines intrinsiken Vektors
(oder Tensors) von der Ordnung M und vom P-Gewichte a sind, d.h.
die Bestimmungszahlen V' von einem Linienelemente M-ter Ordnung
abhiingig und je eine P-Skalardichte vom Gewichte a sind, so sind
HVi=aViund dgVi=0 fir H=2,3, ..., M. Der Vektor dielséer_
Art existiert wirklich und die intrinsiken SYNGEschen, Vektoren &;1)
liefern uns Beispiele. |

Die Operatoren 4y finden viele wichtige Anwendungen in der
Theorie des Systemes der Bahnen hoherer Ordnung, d.h. in der
Geometrie des leferentlalglelchungssystemes hoherer Ordnung :

(3.8) T' = gMX L H(t, , 2D, ..., M) = 0.
Némlich es sind ,
3T =0, 4T =MT' baw. 8,T =0, 4T‘=MT% 4Ti=0

die notwendlgen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass das
System den affinen hzw. projektiven Parameter trigt?. ' In diesem
Falle diirfen wir T* als einen kontravarianten Vektor fiir Koordmaten-
transformationen auffassen und T° bekommt den Faktor (FM iy
Parametertransformationen, d.h. seine Gewichtszahl ist M. Weil,
wenn (3.8) bei einer Koordinatentransformation in das System

T4 = B0 4, 8,30, ., 500) = 0

1) Vgl. A. KawacGucHI [14], S. 237 oder diese Abhandlung, S. 122.
2) Vgl. H. HoMBU [9], S. 145-149.
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fibergeht, dann ist

= T’ 3“"

da

. ' J ~ o o~ o~ -~ .
x(M )74 - ?i m(ﬂ_l)’ + a‘(a;’ w(l) y es oy x(M—l)) .
X

In derselben Weise ergibt sich
T = Ti(z(l))M
bei einer Parametertransformation, indem
p M) = (i‘”)Mw(’T’”+,3i(f, z, @, ..., zMD)

Somit liefern 4gT% uns filr jeden Wert von H=1, 2, ..., M je-einen
kontravarianten Vektor. Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass durch jedes Kurvenelement (M —1)-ter Ordnung eine
einzige Integralkurve, d.h. Bahn des Systemes (3.8) lduft, gestaltet

sich in der Form

- 0, 1% = Poa®,  4T% = MT%+ Pyt
(3’9) . ) ’ . I

4 T = PV, AT = PaxVi,

’

wo Po, Pi, P:, Psskalare Funktionen von ¢, ¢, ¢, e , s~ gind.
In ganz analoger Weise wie in dem Beweis von Satz 5 kann man
aus den letzten zwei Beziehungen mittels (2.2) die Beziehungen

.

AT = P fir H=4,5, ..., M

herleiten?. Deswegen haben in diésem Falle die Véktoren

3. T, Ki=A;Ti—MTi,. AgT? , H=2,3, ..., M
lings jeder Kurve alle dieselbe Richtung wie der Tangentenvektor
der Kurve.

12. Nun wollen wir einen z.B. exkontravarianten Extensor

erster Stufe vom Grad M ins Auge fassen, der bei jeder Koordinaten-
transformation z* = x*(x?) sich verhi]t nach der Regel?:

1) Vgl. H. HoMBU [10], S. 47-48.
2) Siehe D.H. I, S. 20.
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| e ax(la)a gt
(3.10) T = T

Wie man wohl weiss, gilt dabei die Beziehung?

dx(®)e al (B_ly) ! aé;B(G_T)a ax(ﬂ‘ B)a ama (x-8)
™ Bl (a—w)! (P 3’ ,3 %°

Da gwj bei jeder Parametertransformation invariant bleibt

und eine P-Skalardichte vom Gewichte Null ist, geht wegen Zusatz
2 von Satz 7 die folgende Beziehung hervor :

sl = (5)a(Z ) = (5 B)(i”;f)‘“ e

ax(d p~K+1)a

a'

3' K!(@—B—K)! 9wt
daraus folgt mlt Hilfe von (3.11) |

’

AKBx(“)"' al (a—!K+1) 15,(-K+Da
™  R!I K!(a—B—K)! By
| a! (a—B—K + 1) da(*~K+Da
K! (a—K+1)! = 3z®2 "’
d.h. '
2238 - (@) a—B—K+1 3al X+De
3.12 ( ‘ .
(3.12) e K/ a—K+1 9z (*)

Wendet man den Operator dx auf einen exkontravarianten rela-
tiven Extensor 7™ erster Stufe vom Grad G und Gewichte ! an,
dann gelangt man wegen (3.12) fiir «a = K zu

x 9z dx(e )
, ca — 41 B 6
dgT*e = 4~ {ax(ﬂ) JdxT +(JK8x(ﬁ) )T 4

B =Kl g g—K+102("K+Da )
Tﬁ!_i_ > Tﬂ‘l
{ ox(Pr Ix ( cs-1 a—K+1 P AL i

(S i (1) (1— B )
lax(s)—a 4xT +(K 2: 1 a—K+1/  azty T J’

1) Siehe D.H. I, S. 17.
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ax*

ax*

wobel 4= ist, daraus folgt

AKTaa_(Ia{>Tu—K+1.a

@a ¢—K+1 an(e-K+la
1) 0% o dx meé
—4—{89@0‘)1 ( )a K+l 7 ° T'}’

B =1 ax(d‘)‘l

- -K+1
da T“"K“’LG = A"f ax(a K+l)a
' ey

Seite der letzten Beziehung erselzen wir 8 durch y — K+ 1 und
beriicksichtigen (3.11), dann gestaltet sich das Glied folgendermassen

T% ist. Im letzten Glied auf der rechten

<\ a y—K +13x(¢~K+1)aT\T—K+1.i
T2K<K>G—K+ 1 gp(v-K+1K

_< (a)v—‘K+1 V!@—K+1)! 82 e g
“i\K ) g—K+1 a! (y—K+1)1 3g%

L Y

< ,( 9x(™e Tr-K+bi,
1=K (¥ ) “\

Somit erkennen wir

AKT““—"(I%)T“_KH'G '=,A—! Ex?a‘;(:; {A TT‘-—( )Tr K+1.s}

+ A‘fKZ'l 0zt
3

Andererseits weiss man, dass sich 4xT* falls K > a bei jeder Ko
ordinatentransformation folgendermassen verhilt : ‘

ax( ) ‘i 3

aw”" axT™,

AT = J_f

weil A (32(9% 3x(™%) = 0 fijr K > a ist. Demgemé;sé bilden die Grossen
(313) o JKTai = AKTa‘i _.(&)T&-I\(H.i fur G _2_ a g K
=AKT“" o fir 1<a<K

einen relativen Extensor derselben Art von demselben Grad G und
Gew1chte t wie T,
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Auf analoge Weise bilden wir leicht aus einem exkovarianten
relativen Extensor T.; erster Stufe vom Grad G und Gewichte {

einen relativen Extensor JKTG, derselben Art wvon demselben Grad
G und Gewichte ¥ wie T,; aus: '

(3.14) dKTai = AKTai+(a +§_1> Tc—K—-Li
' fir G—K+1=a>1
= Jg Ty fir G=zZa>G—K+1.

Die oben erhaltenen Ergebmssen zusammenfassend, bekommt
man den

Satz 10. Wenn T* bzw. T. ein exkontra- bzw. exkovarianter
relativer Extensor erster Stufe vom Grad G und Gewichte ¥ ist, dann

ist dxT* bzw. dxTe;, das durch (8.18) bzw. (3.14) definiert wird, ein

relativer Extensor derselben Art von demselben Grad G und Gewichte
t wie T bzw. Ty;. Im allgememen bilden die Grossen

% 1,,- X z,«
B.15) AT, s'“"KT” "B1J1---Bad
— ap %y .- p1ip-1, ap— K+1, ipp+1lps1 -+ arily .
?_31 )T e B e e
q-l

T Gl'lvl ar'br
*BiJ1---Ba-1Ja-1, Bg+ K—1, Jqﬁq+1.7a+1 -BsJjs

etnen relatwen E’xtenso'r derselben Art von denselben Graden wund

“1711 ir al'bl arr'L'r ) . -
Gewichte wie T Budy - Bajs > WEMM T I 8, Jl---ﬁs.vs ein vorge

gébener relativer Extensor (r+ s)-ter Stufe vom Gewschte t, der bezie-
hungswezse i bezug auf a,i, exkontravariant, vom Grad G, und auf

qu,, exkovariant vom Grad G, ist. Hierbet ‘soll man unter ( )bzw
(B""_II{{"l) auf der rechten Seite von (8.15) fir 1<a, <K bzw.
G} Z'Gq> G.—K+1 immer den Wert Null verstehen?.

‘Den letzten Teil des Satzes kann man ohne Schwierigkeit auf
analoge Weise beweisen und wir lassen hier den Beweis aus.

1) Vgl Satz 28 in D.H. I, S. 61. Dieser Satz ist von H. HOMBU in einer
noch spezielleren Form bewiesen worden. Sieche H. HomBu [15], S. 42.
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. 13, Wir wenden den Operator JK auf einen P-Vektor an, dann
bestehen die folgenden Sitze. T

Satz 11. P?* set ein kontravarianter P-Vektor, dessen Beétim-

mungszahlen vom Linienelemente M-ter Ordnung (af, xV%, ..., x)X)
abhdngen, so st | o
o A \pr-K+1 - .
3.16) = dgP*= ( K’)P | fir 1=>K=>1

=0. | ' SJur K>2.

- Beweis. Wir. differenzieren die beiden Seiten der- Transforma-
tionsgleichungen P* = "(t‘“))P" nach ¢& und setzen dann tD = 1
~und ¢ =0 filr e =2, 3, ... So erhiilt man ohne weiteres die gesuchte
Beziehung (3.16), da wegen Satz 1

[“‘;Ei‘?”] (K)[aﬁ 1—(K)8*

Satz 12. Fiir einen kovarianten P-Vektor von de'r Ordnung H,
dessen Bestzmmungszahlen PA vom Linienelemente M-ter Ordnung
(a8, &%, ..., xMY) abhingen, besteht die Bezzehung

W. z. b. z.

317D dxPy=—(*TETDPigy  fur H-a+12EK21
=0 fur K> H—a+1.
Beweis. Erstens wollen wir den Wei‘t [0a) t‘s’)/ét(f?’]i berechnen.

Darum differenzieren wir die Beziehung (1.4) nach ¢#&) und beriick-
s1cht1gen (1 7), sd ergibt sich

N all\, A-K+1

AN\ A -K-p _

daraus folgt nach (1.20)

| @ & o AN(A—K\ s omvi
@18 %= 3 #(g)(SIT e
| K +py—1

. = K -K+v—1<K+ py— 1)63' ) (z(l))m’ -
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. somit ist- , ‘
day | _ _ K+v—1
(3.19) . [ at(T{) ]1_ ( K )8K+u{0-1 ’

da [a ¥ = 8¢ und [(®)P-E-v:U] = §-K-v+1,
Weiter differenziert man die beiden Seiten der Transformatidns-
glelchungen P, = 2t (®)P, des kovarianten P-Vektors P, nach tX&)

und setzt dann t® =1 und #® =0 fir e =2, 3, ... So erhilt man
mit Hilfe von (3.19) die gesuchte Bez1ehung (8. 17) W. z. b. z.

Noch allgemeiner behaupten wir

Satz 13. Wenn P p1---u ein P-Tensor (r-+s)-ter Stufe mit r

kontra- und s lcovamanten Indizes ist, dessen Bestimmungszahlen vom
Linienelemente (x*, V¢, ..., x™¥) abhingig sind, so besteht die
Beziehung o

\ ) pi U WP Y VPR ‘
(3:20)  dxPT, —-2 ”)P‘ o
Mq+K 1 1
%—‘1 P p, ...y.a__l, P'q‘i"K "‘1 U-q+1.-.p ’

) bzw (”"+K 1) Sfur K>, bzw. K>H, /Lq+1 immer den

Wert Null hat. H, bedeutet hierbei die Gradzahl des P-Tensors in
bezug auf die kovarianten Indizes pq.

Den Beweis von Satz 13 kann man unschwer auf dieselbe Welse-
wie Satz 11 oder Satz 12 ausfithren.

Insbesondere wird (3.20) fir einen P-Tensor zweiter Stufe mit
je einem kontra- und kovarianten Index P2,

(3 20&) AKP)‘ —(K>Pl K+1 (IL+K 1>P w+K-1 .
fir 2 >K>1 und H—p+1=K=>1
A K+l s
(k)= far i=K>H—p+1

='_(”+II§“1)P%MK_1 fir H—p+1=K>1
=0 fir K>2 und K>H—p+1.

L 4

Unter einer P-Tensordichte (r+skter Stufe mit » kontra- und
s kovarianten Indizes vom Gewichte I verstehen wir den Inbegriff

A
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des Gréssensystemé T);1:227;’pl.__us , welches bei jeder Parametertrans-
formation = Z(¢) nach der Regal

8.21) T = (D)e . a -g* _ —**s'T’.l,...

sich veridndert. .
Fiir eine P-Tensordichte besteht der ‘
' Satz 14. Wenn T1:::% eine P-Tensordichte (r+8)-ter Stufe

Yp---ts
mat r kontra- und s kovarianten Indizes vom (ewichte ¥ ist, deren
Bestimmungszahlen von einem Linienelemente M-ter Ordnung abhidngen,
so besteht die Beziehung :
(8.22) dxT’r::'r = toL T

Pype- Tttt Hqe..Us

+2 jﬂ)Th -1, 7p—K+1 7p+1

p=1

g+ K—1\mdy..
- (Ftg e,

P']-“Ps

100-Pa-1, pg+K—1, ugi1.--tts?

;2) “bzw. (”"’ +II{{—1> Sur K> i, bzw. K> H;,—/wq+1 immer gleich

Null i8t, wihrend H, die Gradzahl der P-Tensordichte in bezug auf
die kovarianten Indizes P bedeutet.

§ 4. Die Uberschiebungen D, und D>.

14. Es sei ein relativer Tensor T vOrgegeben, dessen Bestim-
mungszahlen von einem, Linienelemente M-ter Ordnung abhanglg

sind, so sind die Grossen ! | .

~ M .
(4-1) DA(T; 'U) = 21 (: >T(y)i’0i(”“” s 1 g A g M
filr‘ jeden Wert von 4 die Bestimmungszahlen eines relativen Tensors

von derselben Art wie 7', wihrend o' ein kontravarianter Vektor
mit den vom Parameter ¢ abhingigen Bestimmungszahlen ist?.

1) Diese Tatsache ist zuerst vom Verfasser aufgefunden. worden. Siehe A.

KAWAGUCHI [8], S. 149, worin er D) (T, v) durch %,-2T)vi dargestellt hat. Aber es
ist viel bequemer, die Bezeichnung D (T, v) aufzunehmen, da die Gréssen Dy (T, v)
einen kovarianten P-Vektor in bezug auf den Index » aufbauen, wie wir gerade
unten beweisen.
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~ Betrachtet man eine beliebige aber P-invariante (d.h. bei jeder
Parametertransformation unverinderte) Funktion ¢ vom Parameter -
t und eine Parametertransformation { =%(¢). Die durch diese
Parametertransformation transformierten 7' und 'v‘ bezeichnen wir
mit T und 7 beziehungsweise, dann ist

(4.2) Tan® 0)® = 33 3 ( 4 )Tu ™00

=1 v=0
. a\= e -
= 525(5 ) Teme0,
ym0a=y \ ¥V v

wobei wir bequemlichkeitshalber T;==0 setzen. 'Andererseits ist
die linke Seite der letzten Gleichung nach Nr. 5 gleich

_ . M & 7\ . .
(4.3) Tn@ OO = 35 53( 5 )T 10w
=] pn=0 M '
L e File=wize @) |
4 SRR (0 nomemao

Die Koeffizienten von @© auf den rechten Seiten vo‘n (4.2) und -
(4.8) vergleichend, haben wir

M — I
(4.4) 2 ( a)T(a)iﬁi(?—v)v_. ( )T( yi vz(a -) prin
e=v \ ¥ ‘ u-v u.-v

- FE (e,

Rmy G

da die Funktfon @ beliebig gewihlt werden kann. Wenn T eine P-
Skalardichte vom Gewichte f ist und wenn v bei der Parameter-

transformation 1nvar1ant ist; d.h. T°- (t‘”)TT und @' =%, so wird
(4.9 ’

(4.5) - DT, v) = ¢ '@ DT, v).
Somit schliesst man ’ \
Satz 15. Wenn der Tensor T bew. der Vektor v¢ P-Skalardichte
vom Gewichte t bzw. P-Imvariante ist, sind die‘GrasSen (4.1) oder
(46) DT, ) = DT, v)— Tt = 33 (4 )T
SJur 2=1,2, ..., M

die Bestimmungszahlen eines kovarianten P-Vektors vom Grad M.
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Differenzieren wir die beiden Seiten von (4.4) nach #® und '

setzen dann t® = 8! (2=1), dann geht die linke Seite in AxD\ (T, 'v)'
iiber und die rechte Seite wegen (3.19) in :

20 )[1§§’:]v"° o+ 5 ( e |,

- ( )T( )i 'v'(u_u)<K * u—1>8K+v -1

1G==

1 v;(a v) ‘
= Di(4xT, )+ >_,( )T(m[ ]
1

T amfR- 1(K + v ._1> (K +IE-,-1>T(a)w"(““K‘”+D

DT, 04 $( e )T(m[ e R Gl R

~

aT(a)'L ( o aT(d)i] _ ) — . Y .
) 5B )’ , folglich 5B |~ (dxT)wyi - Das zweite

Glied des letzten Ausdruckes wird folgendermassen umgeschrieben :

GEJ:( 3 )T(a)i Iji-:(a; u) (AK_Pvi)(G-v-p) -
B (B
<K+ ;- )a-,,(K +a,,~—_o)'—’"(aaz(da;:‘)(““‘"‘*"’

YT ) Drerroo T, 4,0), -

denn unter Beriicksichtigung von (3.19) und (2.3)
Sl 9 i(X) o —
[ 3t ] - [at<7<> (T’ * *v)]
8 a
_ e~V (X)) a >
[ at® |5 TV [ t‘K)]

—_ JK(’U’(“ v)) ( )Evu )SK A
= v ) (2 -v-p) ,_(a— V) (e~ K-v+1)
§]< P )(AK—PU ) K v

= Iﬁ( “;”)(Ax_pvi)<“,-”jp> :

(K+

0-1
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So’mit habén vﬁr
(47 4xDUT, v) = DT, )+ 33 (K 2 T )Des oT, 4,0)
G
Insbésonderé gibt (4.7) falls 4xT = 0 und Aoé)‘; = 0 die Beziehung
(4.8) dgD(T, v) = ’—(K +I€_"1>Dx+y-‘1(T, v),

was wegen (8.17) die unmittelbare Folge aus (4.5) ist.
Da Ty bzw. v**~? ein kontra- bzw. kovarianter P—Vektor ist,
So ist

(4.9) E}.(T, v) ( ay. T(,,.,),av 1) = ( )ay av- T( )’U"( ),
Andererseits ergibt sich nach (4.5)
(410) DT, v) = BDAT, v) = —xz( )T( WV |

Die Koeffizienten von v*“? auf den letzten Seiten von (4.9) und (4.10)
vergleichend, erhalten wir

S YV Y—p _v—2 _1:—
Z Z( )av a w T(P-)t' - ( > T(“E)t ’
B AV=2A Z

da v ein beliébiger Vektor sein kann. Auf dieselbe Weise erreichen
wir durch Vergleichung von Koeffizienten von T auf beiden Seiten
der letzten Gleichung die wichtige Beziehung

(4.11) | 55 ( ),“ R _( )_p-w,

da die Funktion T gahz beliebig gewéihlt werdeﬁ kann.

Durch Multiplikation mit a7 und ‘dann durch Summation uber
o von 1 bis #, folgt aus (4.11) die chhtlge Beziehung

/

=2 .
(4.12) - (* Vi« = St “aseas

da a';%ay = &:* ist. In (4.11) sowie (4.12) konnen die Grossen « und
a sich miteinander vertauschen, so erhalten wir
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®

und

412y, | w_l( )a“"" = (Mt

15. Mittels der Beziehung (4.11) schliesst man allgemeiner den

Satz 16. Es set P* bzw. T, kontra- bzw. kovariante P—Vekto'r-
dichte vom Grad M und Gewichte t bzw. ¥V, dann ist ‘

(4.13) D.(T, P) = S (3P 11<M-1

eine kovariante P-Vektordichte vom Grad M—1 und Gewichte t+¥.

Denn (4.11) lehrt uns, dass Ty bzw. v~ in Satz 15 durch
den allgemeinen P-Vektor F-UT, bzw. F~1P*~* ersetzt werden darf,
- widhrend F eine P-Skalardichte vom Gewichte eins ist. Danach
muss (4.13) eine kovariante P-Vektordichte vom Grad M und Ge-
wichte t+¥ sein.

Da die kovariante P—Vektordlchte T, in Satz 16 beliebig gewahlt
werden kann, lautet der

Satz 17. P sei eine Icontmvarzante P— Velctordwhte vom Grad
M und Gewichte ¥, dann st

P."y=(i>P"“” flir 2>
' . fur lg‘y

eine gemischte P-Tensordichte zweiter Stufe vom Gewichte t, die vom
Grad M' bzw. M'’ in bezug auf den kontra- bzw. kovarianten Index
2 bzw. p ist, wober die ganzen Zahlen M’ und M'' ausser der Be-
schrinkung

l.g M/_M/I < M

beliebig gewdihlt werden konnen. '

Der letzte Satz kann mit Hilfe von (4.11):;, durch Rechnung auch
bewiesen werden. In der Tat hat man bei jeder Parametertrans-
formation <

Py ()P = (Leer =3 3, (Paeve
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Die Reihenfolge der Summationszeichen vertauschend und’ dann
B = v—3& setzend, folgt daraus :

EZ(B)aTaSP* ' = dal Pty ,

was die Richtigkeit des Satzes ergibt.
Aus dem letzten Satz folgt ohne weiteres der

~Satz 18. P bzw Q* sei je eine kontravariante P- Vi ektordzchte'
vom Grad M bzw. M 7’ und Gewichte t bzw. ¥, dann zst

(4.14) NP, T) = = =]( )P“ Q' fir M <i< M+M'
-5 DNprvgr fur 1Si<M

eine kontravariante P-Vekto’rdzchte vom Grad M + M’ und Gewichte
F+v.

Setzen wir an Stelle von der kontravarianten P-Vektordichte
Q* die sukzessiven Ableitungen F'*-V einer P-Skalardichte F vom
Gewichte eins, so folgt aus Satz 18 der ‘ . e

Zusatz. E's sei P?* eine kontravariante P-Vektordichte vom Grad
M und Gewzchte t und F eine P-Skalamdzckte vom Gewichte eins, so ist

(415) D, F)—L(f)P*‘-VFU-D fiir M'<z_g_M+M'

v=1

1( VPR fur 12 M

eine kontravariante P-Vektordichte vom Grad M+M’ und Gewichte t.
16. Satz 16 kann noch weiter Verallgemelnert werden Namhch
man erhilt
~ Satz 19. Wenn eine kovariante P-Vektordichte T, vom Gewichle
T und L kontravariante P-Vektordichten P“ vom Gewichte f,(g =1,

2, ..., L) bezzehungswezse vorgegeben sind, erg7bt szch eine kovamcmte
P—Vektordzchte vom Grad M—L und Gewzchte t+ Zf U
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(4.16) Dx(T, 1P, cees f)

M-L+1 M-1 M '
— : S n!
vL=>»+1 Vz—V3+1 vi=vg+1 (Vl""V2) (vo—2) ! .. .(vp—A) ! 2!

x Ty, PP PP~ 1<i< M,

. 1 2 L

wobei M die Gradzahl von T, ist.

‘Beweis. Wir bekommen nach Satz 16 eine kovariante P-Vektor-
dichte vom Grad M—2 und Gewichte t+ & + %, D.(T, P P)"

= D\(D(T, P) _P) indem D, (T, P) an Stelle von T, in (4.12) gesetzt
wird, da D-,\(T P} eine kovarlante P-Vektordichte vom Grad M—1

und Gewichte f+fl ist. Dieses Verfahren (L—-l)-mal wiederholend,
gelangen wir zu eiger kovarianten P-Vektordichte vom Grad M—L
und Gewichte f + 2 f,

D, (D(T, P, ..., P), P)
M-L+1. VL Vo ( Vi —Vg PVg—V. vL—D.
— - T, P 1 ‘*’P RS S
VL£+1 v2=v-,+1 vl-vz—l-l( ) ( ) ) L
welches nichts anderes als (4.16) ist. W. z. b. z.

Satz 20. Die P-Vektordichte (4. 16) ist von der Reihenfolge von
P P" P" ganz unabhingig bestimmt, d.h. fur beliebige ganze

‘Zahlen A und B karm man P“ und P" vertauschen :

(4.171) D(T,P, ..., P)=DA(T, P, ..., P, PP,...,P,P,P,..., P).
. 1 VL 1 . A-1B A+l B-1A B+1 L
Beweis. Fiir den Beweis ist es “offenbar geniigend, die Ver-
tauschbarkeit von irgendzwei benachbarten P“ und AP:

(4.18)  Du(T, P, . P) Dx(T, P .,P,P,P,P,...,P)

1 A-1A+1 A A+2 : ’ L .
zu versichern. Denn wir konnen dann durch geniigend vielmalige
Vertauschungen benachbarter kontravarianter P-Vektordichten zum
allgemeinen Faill gelangen. Auf diesem Grund wollen wir (4._18)

beweisen. Setzen wir

Yg—Vgi1l = dg, vL—A = ar =12, ..., L-1),
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so nimmt Di(T, P, ..., P) wegen (4.16) die Gestalt
l . B

' (449) DJ(T, P, ..., P)
' -1 L

‘ V L
M—L41—)» M—L+42—(ar+2») M—(ag+---+ar+3) (Z ag+ l\, !

= 2] > e 2] o=l '
aL.—.l aL‘1=1 a1=1 al!az! oo-aLli!
x T pap*2 PL
N +fL+)‘ 12 L

an. Nun vertauschen wir zwei benachbarte Summationen, so ist

M—g—(agsz+---+ar+2) M—g+1—(agey+---+ar+4)
(4.20) >

age-].:l (1”=1.

M—g- (@giz+---+ar+Y) M—g+1—(ag+agiz+---+ar+2) "
> < 2] .

ag::l ag+1=1

(4.19) soll nun unverindert bleiben, auch wenn man e, bzw. ay:1 an
Stelle von ‘a,.1 bzw. a, auf der rechten Seite von (4.19) schreibt.
Andererseits geht dann die rechte Seite von (4.19) nach (4. 20) in

D, (T, P AP1 flfAPz P) iiber. Somit erhalten wir immer
dasselbe wie auch dje Relhenfolge von P“ P“ , f” vertauscht

werden mag.

In‘ (4.19) kann man jede der P-Vektordichten P* ganz ‘beliebig
wihlen. Somit miissen die Koeffizienten der Produ'i<te {’“1 zP“z ...E“L
auf der rechten Seite von (4.19) eine kovariante P—Tensordlchte
bilden, wobei a, je von 1 bis M—L laufen diirfen, aber }_.ay kann
nicht grosser als M werden. Jetzt lautet

Satz 21. T, sei eine kovamante P-Vektordichte vom Grad M
und Gewichte ¥, dann ist '
@2 T atat:+a)ly

=== al!az! e o0 aL! “l+az+a-.+aL’

“1“2' eolly,

1§ag§M~L, Lga1+a2+---+aL§M

éine kovariante P-Tensordichte L-ter Stufe vom Gewichte t.

17. Auf analoge Weise kann man die folgenden Sidtze wegen
Satz 17 oder Satz 18 behaupten :
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Satz 22. T* sei eine koﬁtravariante P- Vekéo'rdich,i‘e vom Grad
M und Gewichte t und irgendwelche L kontravarianten P-Vektordichte
P’ vom Grad M, und Gewichte ¥,(g=1,2, ..., L) beziehungsweise'

g - N -
seien vorgegeben, dann st

(4.22) D*(.T, P, ..., P)

& % A
a;=1 a2=1 aL=1a1. a! ool (A—ay—ap— - - - —ayz)!

x Gttt prpa, | pu
: o 1 2 '

ML M- 1+VL M+, S
. ' .

I

L= =1 vz_ 1-.vL+1 ‘ v1=v2+1(/1—'u1)! (1—w)! oo owpm1—ur)! !
‘ A .

e T)‘_VIPV“ ve | pPYL-1TVLpYL

eine kontravamante P-Vektordichte vom G1 ad M+§_. M, und Gewwhte
f + }_.fg Und die P-V.ektordichte (4.22) ist von der Reihenfolge der

P" ' P“ ganz unabhingig bestimmt. :
l N

Bewels. An Stelle von P*.in Satz 18 setzt man

M 2
DA, P) = )T —°‘11.D°‘1

. al—-l

das nach Satz 18 eine kontravariante P-Vektordichte vom Grad
M+ M; und Gewichte f + f; sein muss, und noch dazu nimmt die P-
Vektordichte f" anstatt von Q¥, so lehrt Satz 18 uns, dass

D? (D(T, {3), %21 (a2>{ a1=1(2“—az T3—az—cx1P¢1}Paz
____% % - 2! T)—al—azpalpa,

ay=1loay=1ay! ! az i t (Z——al—az) !

= DT, P, P)
12

eine kontravariante P-Vektordichte vom Grad M+ M;+ M, und Ge-
wichte f+8+¥% ist. (L—1)-malige Wiederholung dieses Verfahrens
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fuhrt uns zu einer kontravarlanten P-Vektordichte vom Grad
M +2M und Gewichte f + }_.fg, die nichts anderes als D*(T, P P
P) ist, da es die Gestalt

(4.23) D*(D(T, P,P,...,P), P
L-1 L

( ) ML 1 (A—ar)!
ar=1 lal—l ocL—1—1 ap . ! ag ! ... ar.—q ! (R—.(l[,—-lll e o —aL_l) !
x T)‘—aLT_al' ""“L—IP“1P°‘2 . aL I}P“L
12 L -1
= 2 3 e 1 ' 1
a=1 ar=1%{ Q2. ...C4L . (X—a1~' . "—GL).
x T).—-‘al— LIS _—aLPalPa2' .. PGL
‘ 1 2 L
hat. Man setzt hierbei R
a) = yy—ve, 02 = eg=V3, ..., O] =VL-1—VYL, OL = VL
d.h.
vy =a+at+---+ar, vp=at+oz+---+ar, ...,

VL—I = ar+ar, v = aL ’ )

SO geht die letzte Se‘lte von (4.23) in die letzte Seite von (4.22) iiber.

D1e Unabhingigkeit von D*(T, P P) von der Reihenfolge der
P" P” ist jetzt nach der Gestalt des Ausdrucks auf der
letzten Selte von (4.23) deutlich, w. z. b. z. .

Da in Satz 22 die P-Vektordichten P” vonelnander unabhanglg
und ganz beliebig angenommen werden diirfen, missen die Koef-
fizienten der Produkte P"1 P“" P"L auf der rechten Selte von (4 22)
uns eine gemischte P-Vektordlchte geben, d.h.

Satz 23. Es set eine kontravariante P-Vektordichte T* vom Grad

M und Gewichte ¥ gegeben, so kann man diraus die qemzschte P-
Tensordichte (L+1)-ter Stufe von demselben Gewichte

4.24) T — 2!

- .o,
e aqla! ..ol (A—ay—ag—=« <+ —aup)!

x Tl—(“1+°‘z+ cee tar)
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bilden, welche kont'ravamanten Index 2 vom Grad M +Z M, und L

kovariante a,(g =1, 2, , L) vom Grad M, bezwhungswezse besitzt,
wobei jedes der M, eine belzebige ganze Zahl sein darf.

Der letzte Satz kann auch eben durch Vergleichung von Satz 17
und Satz 21 gerade abgeleitet werden, und man kann denselben
noch weiter verallgemeinern, d.h.

Satz 24. FEine gemischte P-Tensordichte z.B. T?*, liefert uns eine
andere hoherer Stufe wvon demselben Gewwhte, welcke die folgende
Gestalt besitzt : ‘ ~

(4.25) T apy--arsfy---Ba

| . Al (Bi+Be+:--+8m!
aqla!...ar! QA—ay—az—- -+ —ayr)! ,31!,82!...8157!‘

) 7.——(oc1+a2+---+qL)
xT : BitBot oo+ +Brr

§ 5. Die Eigenschaften von P-Vektoren und der
SYNGEschen Vektoren.

18. Es sei eine P-Skalardichte F vom Gewichte eins fest gegeben,
welche im allgemeinen von einem Linienelemente M-ter Ordnung

abhingig ist, dann ist das Integral S F'dt bei jeder Parametertrans-

formation invariant, wie man schon gesehen hdt. Wenn wir durch
F' die Metrik unseres Raumes festlegen und das Integral

i

(5.1) C s={F@am, ..., 00

auf jeder Kurve als ihre Bogenlinge definieren, so verwandelt un-
gserer Raum sich in einen sogenannten intrinsiken KAwAGucHIschen.

Auf Betrachtung der sukzessiven Ableitungen F'® von F nach
dem Parameter ¢ setzen wir .

(5.2) F'=F, F*= F0O-b |
dann bilden diese Grossen E'* einen kontravarianten P-Vektor, weil

bei einer Parametertransformation

Q

F1(F) = -%Fl(t) = QD) FY(t) ,
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und demgemaiiss
(5.3) FX() = ap(t®)F*(2)

ist. Nach Einfihrung des neuen Parameters s, der durch das Inte-
‘gral (5.1) definiert wird, ist es handgreiflich, dass F*(¢) nichts anderes
als die Ableitung s von s nach ¢. Deswegen kann (5.3) in die
Gestalt ;

(5.4) : s = g (®)s™
umgeschrieben werden.
Nun ersetzen wir t® in o} (¢®) durch s® = F*(t) bzw. sV= F*@F),
so erfiillen die erhaltenen o}, die wir mit A* bzw A? bezelchnen,

w ®
die Beziehung

(6.5) A*= (A*D)O 4 A»IP®E) bzw. A* = (A)D4 A1F) .
w @ Wl " " w-1
das die direkte Folge von (1.5) ist. (1.15) gibt uns dann
(5.6 A= SICOVAR
®

Die inversen Gréssen von AA stellen wir durch AA dar, welche
durch die Beziehung

5.7 A’A, =8 oder AN, =
. w
sic;h bestimmen, und wegen (1.4)
(5.8) Ay = a8 (s®) = gL (F").
Unter der Parametertransformation verhilt 42)\ sich nach der Regel
N -4 - K’
(5.9) ' Ax = @ (A, .

(5. 6) und (5.9) zelgen die Richtigkeit der Behauptung des fol-
genden Satzes.

Satz 25. Das System von Funktionen Al bzw. A;, die sich von

etner P-Skalardichte F vom Gewwkte eins und thren Ableitungen nach
dem Parameter t durch die Rekursionsformeln (5.5) ayfbauen, gibt
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fur jeden festen Wert von 1 je etnen kontra* bzw. kovarianten P-Vektor
in bezug auf den oberen bzw. unteren Index 2 und dagegen keinen P-
Vektor auf die unteren bzw oberen Index 1 . :

19. Der letzte Satz kann noch verallgemeinert werden. Némlich
nehmen wir einen beliebigen kontravarianten P-Vektor P* statt F?
an, dessen Bestimmungszahlen vom Parameter ¢ und von einem
leenelemente M-ter Ordnung abhingig sein mogen. F* in A* und

A; durch P* ersetzend, erhalten wir A*(P) und AA(P) ‘i‘)ie P-
Vektorelgenschaft von AA und A; hat 1hren Grund wesentlich in

der Transformatlonsregel (5. 3) der Grossen F'* aber nicht in dem Ver-
fahren ,, Differentiation nach ¢ ‘¢ selbst. Da unter Jeder Parameter- -
transformation P* s1ch in ganz derselben Weise Wle F* verhilt,
missen deshalb die erhaltenen Grossen A*(P) bzw. AA(P) fiir jeden

Wert von # auch einen kontra- bzw. kovarlanten P-Vektor aufbauen
Hiernach schliesst man den : :

’Satz_ 26. P* sei ein kontravarianter P- Vektor,‘ dessen Bestim- .
mungszahlen vom Parameter t und von einem Linienelemente M-ter

O'rdfnung abhingig sein mogen. Dann smd die Grossen AA (P) bzw..

A (P), welche aus den Grossen AA und A; durch Setzung 'uon P?* an
Stelle von F'* hergeleitet 'werden fur jeden festen Wert von p die
Bestimmungszahlen eines kontra- bzw. kovarianten P-Vektors.

Es ist beachtungswert, dass P! immer eine P-Skalardichte vom
Gewichte eins ist, wenn P* ein kontravarianter P-Vektor ist. Denn
P! geht bei Parametertransformation in P! = g} P! = t®P! iiber. All-
gemeiner P* ist eine P-Skalardichte vom Gewichte », wenn und
nur wenn Pl= P2 = ... = P**1 = 0 ist, weil P* = o P* = (tD)* P*.

20. Die Bestimmungszahlen eines " Linienelementes M-ter
Ordnung =z¢, x®% ..., ™) gind bei einer Parametertransformation
nicht invariant und verindern sich' nach (1.1). Mittels der P-

" Vektoren A* und ;h konnen wir aber aus den Bestimmungszahlen
ein Linienglement M-ter Ordnung herleiten, dessen Bestimmungs-
zahlen bei jeder Parametertransformation unverdndert bleiben,
und das mit dem urspriinglichen Linienelemente demselben Kurven-
elemente angehort. Nimlich setzt man S

(5.10) | X% = A, g™
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SO blelbt jedes der X™F¥ bei jeder Parametertransformatlon erhalten,

da AA (v fest gehalten) bzw. ™ ein ko- bzw. kontravarianter
P-Vektor ist. Wegen (5.8) und (1.1) bildet das ‘Wertesystem
X(=2a"), XU¥ . ., XIMk eben die Bestimmungszahlen eines solchen
leenelementes, in das bei der Parametertransformation s = s(¢) das
urspriingliche Linienelement (f, i, ..., xM)) {ibergeht. Hiernach
kann man schliessen, dass die belden Linienelemente demselben
Kurvenelemente angehoren.:

‘Wir konnen dasselbe Ergebms erhalten, auch wenn A;(P) an
Stelle von A; angenommen 1st

Die P-Vektoren A" und A;\ splelen in unserer Theorie eine sehr

wichtige Rolle, wie d1e oben erwidhnte Tatsache beweisst. Wir wollen

im Folgenden noch eine andere wichtige Anwendung dieser P-
Vektoren erldutern.

Wenn f eine von einem Linienelemente, M-ter Ordnung 'abhéingige
P-Skalardichte vom Gewichte Null oder P-Invariante ist, so ist
fi: nach (1.25) ein kovarianter P-Vektor. Somit ist es klar, dass
die Grosse :

(6.11) Sl = f(miéﬂ.

auch eine P-Invariante ist. Die Grossen fi.;.sind nichts anderes als

die partiellen Ableltungen von f nach den Bestlmmungszahlen des
Linienelementes (6.10), d.h.

- \
(5.12) fon= S

Denn es ist ,

) . x®)s ;
SxXTE XJ;J“ = fovg s = fond" = fo,

da wegen (5.10) ™ = A* X jst,

‘Nach Einfithrung des P-invarianten Linienelementes (5.10) kann
man aus einer nicht P-invarianten Funktion @(x**) vom Linien-
elemente M-ter Ordnung die P-invariante Grossen @(X®)%) herleiten.
Dieses Verfahren ist gleichbedeutend mit der Annahme eines P-
invarianten Parameters s anstatt des belleblgen Parameters ¢. Ist

1) Im Falle, dass S nicéht P-Invariante ist, besteht auch diese Beziehsung.
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z.B. v*(2(*¥) ein Vektor, dessen Bestimmungszahlen von einem Linien-
elemente M-ter Ordnung abhingen und bei der Parametertrans-
formation nicht invariant sein mogen, dann fist v*(X[*¥) wieder ein
Vektor mit P-invarianten Bestimmungszahlen. Denn bei einer Ko-

ordinatentransformation z¢ = x*(x*) enthalten die Koeffizienten gﬁ: der
. a
Transformationsgleichungen v* = 2:; v* des Vektors die Grossen z(*»

nicht, d.h. sind von der Parametrisierung gar nicht abhingig, und
damit herrschen dieselben Transformationsgleichungen die ersetzten
vi(X V) | , ) .

P(x'*¥) sei eine beliebige Funktion eines Linienelementes M-ter
Ordnung und gehe durch die Parametertransformation ¢ = t(¢) in
&(x¥) iiber, dann erhalten wir nach Setzung (% = A*XV¥ bzw.

2O = A Xk oo
B

K 30 \_ 8 (230
2B\ 3 XDk a XUk \gp® /)’

da X" von den #& unabhingig sein miissen. Daraus folgt gleich

(56.13) ‘ Ax @y = (de Py -
21. F sei eine skalare Fu’nktioh vom Parameter ¢ sowie von
einem Linienelemente M-ter Ordnung, dann liefert dieselbe uns die

M+1 sogenannten SYNGEschen Vektoren?

*

| . — X, —1)* A (A1) —
619 Eu=30(4)Fa)™,  w=01 ..., M
die die Beziehung ‘ .
M
(6.15) - En(Fo) = E(I)EW(F)(D(“’+ O F
, =

erfiilllen, wihrend @ eine beliebige Punktfunktion ist. Hierbei ver-
steht man unter E;.(F') die von F' gebildeten SYNGEschen Vektoren.

1) Diese Vektoren sind von H.V. CrAIG [56] und J.L. SYNGE [1] eingefiihrt
worden. Siehe auch L. KOSCHMIEDER [v], S. 125. Von der Extensoreigenschaft
von F(n); ausgehend, hat der Verfasser in D.H. I, S. 32 auch dieselben auf dem
Standpunkt von Extensoren eingefiihrt. Man pflegt fir gewchnlich, die SYNGE-

schen Vektoren mit Epl'i zu bezeichnen. Aber weil, diese SYNGEschen Vektoren E.-
fur jeden festen Wert von ¢ je eine kovariante P-Vektordichte vom Gewichte eins
bilden, wie gerade unten bewiesen wird, mcchte der Verfasser sie bequemlichkeits-
halber mit E;. bezeichnen. : .
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FEy ist der EULERsche Vektor und hat die Eigenschaft, dass
seine Bestimmungszahlen unter der Gruppe & von Parametertrans-
formationen jede eine Integralinvariante d.h. eine P-Skalardichte
vom Gewichte eins ist: '

(3.16) EW(F) = tYEy(F),
insofern F' eine P-Skalardichte vom Gewichte eins ist. = Deswegen
ist nach (5.15) '
M - R -
S B F)09) + 0, F = t0{ 33 B, (F)0™ + 0,F )
‘n=0 n=0

daraus folgt durch Vergleichung der Koeffizienten der Ableitungen
@ guf den beiden Seiten

' (5.17) " Eu(F) = YR E.F) .

Wir nennen den Inbegrlﬁ’ von H Grossen PB* bzw. P, welche
sich bei der Parametertransformation Z = #(¢) nach der Regel

(5.18) T = (ONA P bzw. P.= (D)t
verdndern; eine kontra- bzw. kovariante P-Vektordichte vomn Gewichte
I und von der Ordnung H. Dann kann man nach (5.17) schliessen den

. Satz 27. Dze Bestimmungszahlen der SYNGEschen. Vektoren
Eyuk=1,2, ..., M) bilden fiir jeden SJesten. Wert von i je eine
kovariante P-Vektordwhte vom Gewichte eins und von der Ordnung-
M, wenn F eine P-Skalardichte vom Gewichte eins ist.

Insbesondere gibt (5.17) ,
Em(F) = tVa), E;(F) = tV g8 By (F) = (V) M-VE,(F) ;-
daraus erhilt man den’

Zusatz 1. Die Bestimmunqszahlen des SYNGEschen Vektor®
Eiur = (—1)MFun: sind je eine P-Skalardichte vom Gewichte —(M—1).

Wegen Satz 2 besteht weiter der

Zusatz 2. * Die Grossen _
(5.19) - Gy =F"E,, =12, ..., M

bzlden fur jeden festen Wert von 1 emen kovarianten P-Vektor wvon
der Ordnung M, insofern F' eine P-Skalardichte vom Gewichte eins ist.
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Die beiden Seiten von (5.18) nach #&) differenzierend und dann
t* = 8¢ setzend, haben wir sofort wegen Satz 1 bzw. (3.19)

AP = 8L P* + (IR{}B“K“ bzw.
APy = fs}k%A"(i+II{{f1>$x+x—1 .

Die letzte Glelchung sagt nach Satz 27 der

(5.20)

Zusatz 3. Die SYNGEschen Vektoren E'w ge'nugen der' Beziehung
(56.21) dg Ey, = leEiHv"_(#*-lIg—_l)E"- p+K-1 -+

Auf Grund von Satz 25 und Satz 27 schliesst man den
Satz 28. Die Grossen

(5.22) Equ = A*E.-A, p=0,1, ..., M

bilden fir jeden festen Wert von p einen kovafrwnten Vektor mait dem
Indexe i und sind je eine P-Skalardichte vom Gewichte eins® .

Verknupfend dlesen Satz und Zusatz 2 von Satz 27, erreichen
‘wir den wichtigen

Zusatz. Die Grossen v
(5.23) : @i[ui =. A;A@'iA ’ = O’ 1’, e ooy | M -
_ ® '

bilden fur einen festén Wert von ,u etnen kovarianten Vektor mit dem
Indexe i, dessen Bestimmungszahlen jede fur sich P-Invariante sind.

Die Vektoren (5.23) sind nichts anderes als die bei festem Para-
meter s berechneten SYNGEschen Vektoren und fallen genau mit den
vom Verfasser frither eingefithrten intrinsiken SYNGEschen Vektoren?
zusammen. '

Insbesondere erkennt man sofort

G = F3Ew, Gy=F IZF(” I)Em,

(5.28)pis
Rt Copry = F¥-1 By .

1) Fir p =0 ist es klar, dass dlese Bezlehung besteht, well E@] = A* En=FEy,
da A = 60 ist. :
2) Siehe A. KAWAGUCHI [14], S. 287.



Die Differentialgeometrie hoherer Ordnung IIT 123

22. VWir wollen im Folgenden die verschiedenen Eigenschaft der
SYNGEschen Vektoren eingehend behandeln, wihrend die Funktion
F von einem Linienelemente M-ter Ordnung eine P-Skalardichte vom
Gewichte eins ist. Wir setzen hierbei voraus, dass die ganze Zahl
M grosser als eins ist. Diese Voraussetzung schadet der Allgemein-
heit der Theorie nicht wesentlich, da im Falle M =1 die Theorie
‘ziémlich einfach wird. v 4 _

Wenn eine Grosse f von einem Linienelemente K-ter Ordnung
aber nicht von einem hotherer Ordnung abhingig ist, sagt man, dass
die Grosse f von der Ordnuny K ist. ‘ .

Z.B. die Ordnung der Funktion F ‘ist M. Somit ersehen wir
nach (5.14) sofort, dass x®¥*¥ dje hiochsten von den in dem u-ten
SYNGEschen Vektor E;. enthaltenen Ableitquen von z%* sind, d.h.

Satz 29. Der p-te SYNGEsche Vektor E. ist im allgemeinen von
der Ordnung 2 M—upV. .

Besonderes ist der EULERsche Vektor E; von der Ordnung 2M
und der erste SYNGEsche Vektor E;; 2M—1.

Die Funktion «} enthdlt.t*~**D 3]s die hochste Ableitung, wie
man wegen Satz 1 leicht versichern kann. Deshalb enthilt AA sowie

A, die Funktion 1’?’"“"“’1 d.h. F*-*) a]s die hochste Ableltung von F,
somit ist AA sowie AA von der Ordnung M-+i—p. Nimlich man
erhalt_unter Beriicksichtigung von (5.19) und (5.23) den

. .
Satz 30. Die Funktionen A* und A, sind von der Ordnung
w
M+2—p, und die Ordnung des intrinsiken SYNGEschen Vektors
Cquy st im allgemeinen 2 M—p .

23. Aus der Beziehung 4y F = Fixtr = O bestitigt man so-
gleich durch Differentiation nach xM)i '

(5.24) , F(M)i(M)jaZu)' =0.

Diese Beziehung bedeutet, dass der Rang der Matrix ((Funians))
hochstens n»—1 ist. Es ist klar, dass Fln:ay ein kovarianter Tensor
zweiter Stufe ist, dessen Bestimmungszahlen P-Skalardichten vom
Gewichte —(2M—1) sind. o

" 1) Wenn die Funktion F beziiglich der hochsten Ableitungen z(M): linear ist,
d.h. Fy); die Ableitungen x(M)i nicht mehr enthilt, erniedrigt die Ordnung des
SyNGEschen Vektors sich um M——v, wiahrend F(M), die Ableitungen 2xz(v)i als dle
hdchsten enthilit,
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Nun regen wir die Frage an, wann die SYNGEschen Vektoren
linear unabhingig sind, wemn das betreffende Linienelement 2 M-
ter Ordnung ganz: beheblg gewdhlt ist ? Die Antwort dafiir schenkt
der

Satz 31. Jede L der SYNGEschen Vektoren sind voneinander
linear unabhingig, wenn der Rang der Matrix ((Eanim;)) grosser als
L—1 ast.

Beweis. Es seien.L Vektoren der SyNGEschen E, , Eu,, .., By,
voneinander linear abhingig, d.h. es soll L Skalargrdssen p1, P2, ...,

pr geben, welche die Beziehung L
(5.25) P]Eipl"*'PgEipz"" bl +PLEiu.L =0

erfilllen. Hierbei darf man ohne Schaden der Allgemeinheit an-
nehmen, dass ‘

<y < e < i

da man die Reihenfolge der betrachteten Vektoren passend veridndern
kann. Dazu kann p; gleich eins gesetzt werden. Denn falls p1==0
diirfen wir nur die linke Seite von (5.25) mit p; divisieren, und falls
p: = 0 lassen wir das erste Glied von (5.25) weg und dann wiederholen
dasselbe Verfahren, das zweite Glied anstatt des ersten betrachtend.

Dann mogen pz, ..., pr die Ableitungen 2@M-*17 als die hochsten
enthalten, aber sie konnen keine hoheren Ableitungen besitzen, da
die Vektoren Ey. , Ey,, ..., Ei. genau die sind. Nun differenzieren

wir (5.25) nach z®¥-*J7 g0 ergibt sich,
(5.26) (—1)M( % )F(M)i @0+ PateM-pi Bips + + + + +PLeM-p )i By = 0,

da E;. fir g > p; die Ableitungen x®¥-* nicht enthilt und nach
(5.14) ‘

M
By oM-p )i = (—1)M( i )F(M)i(M)j .

(5.26) zeigt, 'dass der Rang der Matrix ((Faniary)) hochstens L—1
ist. Das widerspricht der Hypothese des Satzes, w. z. b. z. -
24. Uberschieben wir die SYNGEschen Vektoren E; mit dem

Vektor x®% ,!dann ist nach (5. 14) mit Hilfe einer in D. H. I bew1esenen
Formel? o

® : p. k Lo [
D 48w = 5 (—1)p (¥ )@aempe-n = (-1 5 (-1 () @e-mer .
v=0 v v=0 v -
Siehe D.H. I, S. 16. - :
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_ 1y M o A e o
E; %V = ; (—1) (“)(F(A)i)( ®) ()8
-
Mo X-p _ e
= gu(_l))( 'i )(“1))‘—‘"' ‘go (— 1)“('2 s f“')(x(l“u e RN

M-u ' M
= — w+v /"'+!) ‘ l ) (A-p-v+1)i AV
”Z“]‘-( Y ( v )A-zuiy<;b+» (@ Foy)™ .

M
Da ;2 (Miv)x“‘“‘”'*”il;’mi = 4,.,F ist, erhdlt man dadurch
-ty .
M_
(5.27)' - Eja® = Z‘f:( —1 )u+v(l"j ”)(AM\‘F)(“) .

Daraus folgt mittels der Beziehungen JdxF = 0L F der
Satz 32. Fur die SYNGEschen Vektoren bestehen die Gleichungen

(5.28) . EgaW=38F, |,

d.h. die (n—1)-Richtungen aller SYNGEschen Vektoren E;. mit der
eitnzigen Ausnahme von Ey enthalten die Richtung des Vektors xWi,

Es ist bemerkenswert, dass die Beziehung (5.28) auch fiir den
EuLERshen Vekter Ej; giiltig ist. Denn nach (5.27) ist

M
Epx = E (1) (AF ) = o F— (L F)D = 0.

Umgekehrt kann man die Ausdriicke 4xF druch die Skalare
B xt und ihre Ableitungen darstellen, nidmlich

AKF 2( ) (A K-*-l)zF(A)t

-

— 540 S (e s

| =MiK S (=& V<K+V Kiu){(F(A)i)(A—K.-ywm}M

v=0 A=K+Vv
M-K K+v A - ALY
—_— — 1)K+, N Y NMA-K-v) 1)z
=D ( v ){ [Az%v( L (K+V>(Fm') ]‘x } ’
80 ist ' : . |
(5.29) 4kF =”"'20K(—1)K+ (K + ”)(Ei. Kor @O

Deshalb kénnen wir behaupten dass die Bezlehungen dx F = 8LF
bestehen, wenn Ej, z0% = SIF sind, d.h.
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Satz 33. Das System der Beziehungen (5.28) ist gleichwertig mit
dem System dxF = 8LF , d.h. es enthilt die Tatsache, dass F' eine P-
Skalardichte vom Gewichte eins 1st.

- Die Beziehungen (5.29) kann man vom Standpunkt der Theorie
der Extensoren ausfilhren. Némlich ist 'V bzw. (a ';{K)F (¢ + K)i
ein exkontra- bzw. exkovarianter Extensor erster Stufe vom Grad
M—K, dann ist 4xF nichts anderes als der aus den beiden Exten-
soren durch Uberschiebung hergeleltete Skalar Z w‘““‘”‘(“ +K)F(¢+ )i
= 2 ( ) (-K+Digy ;. Somit muss dxF nach Satz 27 in D.H.I, §8
durch die Skalarprodukte der wegen der beiden Extensoren z(**1¢
und (“ K )F(G+K,i vollig fest bestimmten Vektoren a® und Ej;. und

durch die sukzessiven Ableitungen der Skalarprodukte darstellbar
sein. Die erhaltenen Awusdriicke sind genau mit (5. 29) tibereinstim-
mend, wie man leicht verifizieren kann.

25. Mit Hilfe der Theorie der Extensoren kann (5.28) verallge-
meinert werden. Nimlich, F);(e=0,1, ..., M) ist bekanntlich
ein exkovarianter Extensor vom Grad M, aus dem man dle folgenden
exkovarianten Extensoren bllden kann :

_ _apyfeat+ v\ M—a—y ’. (v
(5.30) @HF(a)s‘ = H! \%(_‘1‘) ( » )(M—-—H——a F @i,
' | a=0,1, ..., M—HD.

Wir konnen aus diesen Extensoren durch Uberschiebung mit. dem
. exkontravarianten Extensor ¢V (¢a=0, 1, ..., M— H) viele
Invarianten herleiten. In der Tat erhéilt man aus dem Extensor

(K :— a)@H Fix.ap? fir K=1 die Invariante®

M—H~K!(K+a @HF(K ;x(a’l-]_)@

= H! zg (K F ")(% i) o),

1) Siehe D.H. I, S. 31, Satz 13.

 2) To; sei ein exkovarianter Extensor vom Grad G, so ist (G K+a)

T(‘ K+o,

auch ein exkovarianter Extensor vom Grad K wobei K eine feste ganze Zahl ist,

Vgl D.H. 1, S. 24, Satz 6.
8) Vgl. D.H. 1, S. 62, (9.7) und (98)
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daraus folgi:. fails dgF' = 8LF

. K+a S+ — (M 1)'
Gany R (FerE O “M-H-DI

Insbesondere hat man fur H 0
(K + a)x(an)aF(KMh —_— BKF
G-=0

dessen llnke Seite genau AxF' ist.
Wegen @HF(M_H), = ( - 1)M‘HH! E,', M-H D wird (5.31) in die
Gestalt '

-

'~ (5.31a) (;1)17(1'1{ )me(m,;

o1 L- 1! M—L+a\ap .) (o1
+(M M) az-o(( )@ F(M—-L+a).,jm |

_ s (M—1
- 8L+1 M"‘M>F

umgeschrieben, setzend M = M—H . (5.831a) ist eben die gesuchte §

Verallgemeinerung von (5.28). Denn setzt man L = 0 in (5.31 a), so
geht es genau in (5.28) iiber. ‘
Fir L =1 reduziert (5.313a) sich

(5.31b)  (—1)%ME:za® + ( M—M)T@HF‘ it = (M —1)F,
wobei ‘ |

- 1

(6.32) m@ F -5

i)

M- 27 _ . o
- g”(—— 1)*(M Lt v\ Y B4+ 1 ) F i ™,
ve : v R

7

und fir L = M—1

(5.31¢) (~1)"7‘M“Ear,x"'7’?+-—~1——«~2( +1)& mex( i

(M—M) !

e (M—1
== ~\F.

(i)

1) Siehe D.H. I, S. 82, (4.5).
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i
\

Bemerkung. Es ergeben sich noch andere, kovariante Extensoren,
die aus dem Extensor F{.) hergeleitet werden,

M-H-o - 4
(5'33) 'SHF(“)i = 2 (_1)\« HH}—T g F(a+j1+v)';(v) ’
v=0 | ,
a=0,1,..., M—HDY,

] ‘ H R . H . - (H—v . . | — N
(639  YPFwi=3 ( V)F(a_.,,,:f ) fir @=0,1,..., M

H . J(H-
( V\F(a—’u);(H v ! .

fir a'#M, oo, M+H?.

M

v=a -G

‘Die von diesen Extensoren auf dieselbe Weise gebildeten Invari‘anten
koénnen sich alle durch die Invarianten JxF und ihre Ableitungen
nach t darstellen?® :

M

_ -H-K
( )x“ K+1)z8HFm M~§O (—1) H 1 + Y (AK+H+»F)“

Mi(l,})w(x-m l)i?)HF(n? — ﬁ%([f)(dx-vF)(H"”) ’

somit ist es genug, nur die Invarianten 4xF zu behandeln, und man
braucht gar nicht die anderen Invarianten.

§ 6. Die erweiterten Parametertransformationen
und P-Vektoren.

26. Bei einer Parametertransformation wandelt sich ein Linien-
element M-ter Ordnung in (1.1) um, wie wir schon gesehen haben.
Nun betrachten wir zwei zueinander unendllch benachbarte Linien-
elemente M-ter Ordnung, .

(w', Wi, .., x™%) und (xf+dat, 2Vi4+da0%, ..., g™ dpM) |
Wenn diese beiden Linienelemente gleichzeitig auf demselben Wert
desselben Parameters sich beziehen, d:h. dt=0, rnd derselben
Parametertransformation unterworfen sind, so besteht wegen (1.1)
fiir die Differenzen von Bestimmungszahlen der beiden Linienelemente:

i

1) Vgl. D.H. I, S. 41.
2) Vgl. D.H. I, S. 47.
3) Siehe D.H. I, S. 63, ©9) und (9.10); S. 64, (9 12) und (9.13).



Die Diflerentialgeometrie hiherer Ordnung III o 129

L ]

(6.1)  da™ = g dp

Dagegen» seien. die beiden Linienelemente zu verschiedenen
Werten desselben Parameters entsprechend, d.h. df==0?, bekommt
man aus (1.1) durch Differentiation

' A
| X)i A 4 (Ao = g dap i b 0% (w)i ga(5)
(6.2) dat ‘)} = aj, dx*’ + (dau)x“‘"‘ = aj dz*) +—ét—(§)—x mi g™ |

d.h. o I o ’ ¢

6D da™ = a}du®H g x(“"‘t(wnt_(ll)—dt

wobei wegen Satz 1 o | ;

6.3) al = 2o = (g \

14

~27. Im allgemeinen, zwei verschiedene leenelemente, (x* VACLR
oo, %) und (‘ai, ‘2D, L., 'z VM) mpgen sich nicht auf denselben
Parameter beziehen, sondern verschiedene voneinander unabhingige
Parameter, t und ’t, beziehungsweise tragen. Danach sollen wir
hierbei die Parametertransformatlon ins Auge fassen, die die beiden
betreffenden Parameter, ¢ und /¢, gléichzeitig beziehungsweise in
und ‘¢t iiberfihrt, worin die belden neuen Parameter, { und ‘%
noch voneinander ganz unablaanglg sein konnen. Dadurch mogen
im allgemeinen die Differenzen der Ableitungen ’t‘*»—¢® nicht simt-
lich verschwinden.

Es ist nicht unnatiirlich sondern viel bequemer und zweckmis-
siger, die folgende Voraussetzur’lg fiir die oben erwihnten, erweiterten
Parametertransformationen anzunehmen.

- Voraussetzung. Die erweiterte Parametertransformation fihrt
Jede zwei zueinander unendlich bemachbarten Linienelemente auch in
zwei noch zueinander unendlich benachbarte Linienelemente iiber. D. h.
die unendliche Beruchbarkeit von Linienelementen bleibt bei der er-
weiterten Parametertransformation erhalten, oder die durch die
erweiterte Parametertransformation hervorgerufene Linienelementen-
transformation ist stetig.

1) Z.B. das ist der Fall, wo die beiden Linienelemente derselben mit dem
Parameter ¢t parametrisierten Kurve ¢ = xi(t) angehéren, d.h. die Kurve von der
Ordnung M oskulieren.
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Also wollen wir nur die' der obigen Voraussetzung geniigenden,
erweiterten Parametertransformationen in Betracht ziehen. _

Diese Voraussetzung ist damit gleichbedeutend, dass bei der er-
weiterten Parametertransformation die Differenzen dt™ der Ablei-
tungen t™ fiir jede zwei unendlich benachbarten Linienelemente M-ter
Ordnung sidmtlich infinitesimale Grossen hochstens von derselben
.Ordnung wie die Differenzen dx** von Bestimmungszahlen der beiden
Linienelemente sind. Denn fiir die zwei Linienelemente M -ter
Ordnung, @, 2%, ..., M%) und (2f+ da’, RO+ dxW, .., 24 JoM)i),
" welche die Parameter ¢t und ¢t beziehungsweise tragen, ergibt sich

45 = (1) (5 + 25— (D)

= @) de + (2 (1)~ (¢9) )2

- (%)
— aa (lt('a)) Ax*Y Ga,L (tat(v—)’- 6° ) Jt“’m("“ ,

wobei 0< 0 < at®, 1@ = @&

Deswegen haben wir fiir zwei unendlich benachbarte Linienelemente,
(6.8) beriicksichtigend,

(6.4)  da™ = gh da®¥ 4 g X xH GO |

In den Theorien, die die erweiterten Parametertransformationen
betreffen sollen, ist es meistens genug, nur die die obige Voraus-
setzung erfilllenden, erweiterten Parametertransformationen ' zu
betrachten, und man braucht nicht die allgemeineren. Insbesondere,
in unserer Theorie ist es auch genau,so. Unter einer erweiterten
Parametertransformation verstehen wir also auf diesem Grund in
der vorliegenden Abhandlung immer eine solche, die sich der Vor-
aussetzung unterwirft. ,

28. f sei eine Funktion vom Parameter t und von' einem
Linienelemente, so unterwerfen sich ihre Ableitungen f®™ nach ¢
und die Variationen ihrer Ableitungen df bei einer erweiterten
Parametertransformation der Transformation von der Gestalt?

1) Uber die Transformatlonen dleser Gestalt siche A. KAWAGUCHI [6], S. 48
und S. HOKARI [1], [2]. Wenn auch d fQ) = Z‘, (FM)o)idx(2)i an Stelle von df (M)

steht, gilt noch die Transformationsregel dleser Gestalt da o:;);. nur t(¢)(a=>1) aber
nicht ¢ selbst enthilt.
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(6. 5)' £ = a f®, df(’" = %df(u)_*_a* L dE0) F)
Man hat nach H. HomMBU? den

Satz 34. Die Transformationen von der Gestalt (6.4) ode'rA(6.5‘)
bilden eine 2 M-gliedrige Gruppe Gz, wenn wir den Wert von t fest

halten und die dem Wert entsprechenden Werte von den t® und dt®
vonetnander unabhingig iber alle reelle Werte laufen.

Diesen Satz kénnen wir auf analoge Weise wie Satz 3 beweisen.
Der identischen Transformation der Gruppe ®gi - entspricht das
Wertesystem t® =8¢, d¢® =0, und die Produkttransformation zweier
Transformationen, (ai(t®), ol (¢®)dt™) und (aX(F®), aX(F)dEM),
ist durch \ -

"(tm) _.\ a" ({(d)) v(t(a;))
(6.6)
v(t(‘")dt(") = a..,(t(“))a"’ (t(r‘))dt(‘"+a v(t(“))dt(“)a“’(t("))

gegeben, wobei dt™ nach (1. 16) durch dem Ausdrucke

-
(6.7) At = 3PY(EF®, t“”) » 4+ AR tm)dt( )
' ot™ 1™

dargestellt wird. Somit bestehen fiir zwei zuemander inverse Trans-
formatlonen die Beziehungen

a (f(a))a;(t(r’)) =3, ‘ .

(6.8) ) o ) ) |
| aX(E®)ay, AN + ab (FN)JEVE(EP) = 0 .

Die ihﬁnitesimalen‘ Transformationen der Gruppe s’ kOnnen
wir mittels (6.4) durch Differentiation nach den #X) und d&® und
dann durch Setzung ® = §¢, dt® =0 leicht erhalten, die durch’

AoKf }_l( )(x(l KDif )+dx(A g+ni of

ddx*y /
(6.9)

a —_ N (r-K+1)i__ 9
dixf 2_:( )x Bd:v(’)’

1) Siehe H. HomBuU [18], S. 91.



132 A. Kawagucht

gegeben werden, Wobei S eine Funktion von einem Linienelemente
M-ter Ordnung (¢, 2%, ..., %) und ihrem Differential (dz?, dax¥,
, de™¥) ist. lhre Klammerausdriicke sind

(H—K)-(H+K— 1)’

Ldomr dox 1 f =

I o, Hox-1f ,
. . !
6.10)  [domdxlf = H K}IfHI;,'”,K D6 nxaf,

[41H41K]f =0.

Mittels (6.10) lassen sich 4oxf fiir kK' =4 und -dixf fir K=2
durch dof, def, dif und Jduf darstellen. Es is klar, dass ein

Differentialausdruck f des Linienelementes (x%, x%%, ..., %) nur
von dem Kurvenelemente abhingig ist, wenn und nur wenn
(6.11) dof = dupf = duf = duf =0

identisch giiltig sind. Denn Jixf sowie 4,xf verschwinden dann alle
identisch. Mit anderen Worten, ist (6.11) notwendig und hinreichend
dafiir, dass die Funktion f unter jeder erweiterten Parametertrans-
formation invariant bleiben soll. '

Da B gowie dt®) vom Koordinatensystem wunabhingig sind,
miissen die Operatoren Jox sowie Jx durch jede Koordinatentrans-
formation erhalten bleiben. D.h., wenn f ein Skalar ist, so sind es
doxf und dixf auch. ' ,

Noch allgemeiner sind Jox T und 41xT auch Tensoren von derselben
Art wie T, wenn T ein Tensor ist. Dagegen wird die Extensorei-
genschaft durch die Opera}oren dox zerstort, aber mcht durch 4k,

weil die Koeffizienten gzﬂﬂ der Transformation des Extensors bei

einer erweiterten Parametertransfor‘matlon nur die ¥ aber nicht
die dt®X) betreffen. Und auf dieselbe Weise wie in Nr. 12 kann
man versichern, dass Satz 10 auch richtig besteht, wenn die Bestim-
mungszahlen des Extensors je ein~Differentia]ausdruck des Linien-
elementes M-ter Ordnung sind.

29. Der Begriff von P-Vektoren sowie von P-Skalardlchten
kann jetzt weiter verallgemeinert werden, stiitzend sic¢h  auf die
Gruppe Bzir. Wir definieren zuerst einen kontra- bzw. kovarianten
PB-Vektor vom Grad M durch ein System von 2M Differentialaus-
driicken, P4*(A =0,1; a=1,2, ..., M), des Linienelementes M-
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ter Ordnung, die sich unter jeder erweiterten Parametertransforma-
tion nach der folgenden Regel verhalten :

s
7

(6.12a) PA* = q4) pB+ (summieren tiber B = 0,1)
bzw. ‘ . -
(6.12b) Pax =a%iPs.  (summieren iiber B=0, 1),

wobei wegen (6.3) und (3.18)

©¢1 - RS =alt =at, ax=0,
At = dgt = 3a) 1. ) — w—v ( )w~u A+1) o8
x0a dal = at(v)dt ’ .?"'3( ) @ dt

Also definiert das System von Bestimmungszahlen z* eines
Linienelementes M-ter Ordnung und von ihren Differentialen da®*¥
fiir festen Wert von ¢ je einen kontravarianten B-Vektor vom Grad
M. Im allgemeinen bilden die sukzessiven Ableitungen £ einer
vom Linienelemente abhingigen, P-invarianten Funktion f und ihre
Differentiale df® einen kontravarianten P-Vektor.

" Dagegen wollen wir nichst auf das einfachste Beispiel von
kovariantem $-Vektor hinweisen. Man hat schon gelernt, dass fi);
ein kovarianter P-Vektor ist, wenn f eine vom Linienelemente M-ter
Ordnung abhanglge, P-invariante Funktlon ist. Nun nimmt man

JSio)i mit 1hren modifizierten Differentialen df(m zusammen an, dann

verhalten sich diese 2 M Grossen bel einer erweiterten Parameter-
transformation wie :

Joi =@ foyi, dfzx = a&dﬂu)i'*'(d(_i‘;)f(u)i ’

also bestimmen die Grossen Jio3is d_f(a):; einen kovarianten s/IS—Vektor
vom Grad M, wobei wir setzen

(6.14) : d=S datr_2__.
, = AL

Aus der Definition folgt der
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Satz 35. Es set ein kontra- bzw. kovarianter - Viektor P4* baw.
Pa. vom Grad M gegeben, so ist P® bzw. P]a ewn kontra- bzw. kova'm-
anter P-Vektor vom Grad M.

Der letzte Satz lehrt uns, dass SB-Vekktoren eine Verallgemeine-
rung von P—Yektoren sind. Dagegen kann man behaupten den

LS

Satz 36. P* bzw. P, sei ein kontra- bzw. kovarianter P-Vektor
vom Grad M, so kann man P4* bzw. Pa. als einen kontra- bzw.
kovarianten B-Vektor vom Grad M ansehen, setzend

P% = '0 , P¥=P° bzw. P. =0, P, =P,;
P%* = pP*, P®* =dP* bzw. P,=DP,, P,=4dP,

oder . | x
P%» = P*, P¥ =dP* bzw. Py, =P,, Py, =dP,.

- Es ergeben sich fiir P-Vektoren zwei Arten von ﬁberschiebungen'
d.h. ' '

. (6.15) v P®Qa und | PA Qs ,

wihrend P4* bzw. Q4 ein kontra- bzw. kovarianter P-Vektor vom
'Grad M ist. Die Invarianz der ersten Griossen von (6.15) unter der
erweiterten Parametertransformation ist geméss Satz 85 klar, Und
dieselbe der zweiten kann man unter Beriicksichtigung von (6 8)
folgendermassen beweisen :

P"Q + PP Qo= (a} P™ + du) P™)a} Qu, + auPW(aA oy + délQm) |
= f‘,_ (Pm (A + PO QOy)_*" (da,‘ a;+a,, da;)P Q]y
=P1PQ1>,‘,+P0 Q(_)p,.

Bemerkung. Das Verhéltnis zwischen P-Vektoren und %-
Vektoren ist genau dasselbe wie dasjenige zwischen Vektoren und
Extensoren erster Stufe (Exvektoren), wie man nach ihren Trans-
formationsregeln erkennen kann. Awusfithrlicher gesagt, spielt der
Index @« von P-Vektor P® oder P-Vektor P4* dieselbe Rolle wie der
* Koordinatenindex 7 vom Vektor V¢ oder Extensor V*, und der
Index A von P-Vektor P4* wie der Gradindex a« vom Extensor
V. Auf diesem Grund kann man leicht auch wieder die Existenz
von zwei Arten von Uberschiebungen fiir P-Vektoren nach der
Existenz von K Arten von Uberschiebungen fiir Extensoren vom
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Grad K urteilen, da der SB-Vektor dem Extensor vom Grad 2 ent-
sprechen soll.

"30. Unter einer - Skalardlchte vom Gewichte f versteht man
eine Grosse f, die ein Differentialausdruck, vom Linienelemente M-
ter Ordnung ist und unter jeder erweiterten Parametertransfroma-

tion genau so w1e eine P—Skalardlchte vom Gewichte f sich verhilt,,
d.h.

(6.16) Fla®%, dm@)*') = (tD)f(a¥, da¥) .

Eine P-Skalardichté vom Gewichte Null ist eine P-Invariante,

die bei jeder erweiterten Parametertransformatlon unverindert
bleibt. '

Eine kontra- bzw. kovariante P-Vektordichte vom Grad M wund
Gewichte f definiert sich durch die 2 M Differentialausdriicke P4*
- bzw. P4. des Linienelementes M-ter Ordnung, welche auch vom
Parameter ¢ und seinem Differential d¢ abhingig sein mogen und
bei der erweiterten Parametertransformation in

(6.17) P4 = (Mg PP*  bzw.  Pa = (tD)aZiPs,

tibergehen. Die P-:Vektordichte vom Gewichte Null ist gleich-
bedeutend mit dem P-Vektor. Im allgemeinen wird eine 3-Tensor-
dichte (oder B-Affinordichte) in analoger Wege wie eine gewohnliche
Tensordichte (oder Affinordichte) definiert.

Ubt man die Operatoren J.x auf elne PB-Skalardichte f aus,
dann folgt nach (6 16) sofort

(6.18) dof = E8Lf Jle# 0,

und man kann auf analoge Weise wie Satz 5 die Notwendigkeit und
Vollstidndigkeit von (6.16) dafiir beweisen, dass f eine SB Skalardichte
vom Gewichte f sein soll.

(6.17) hefert dagegen

(6.19) AOKP““ — t3} P‘“+( )PA =K g PAY o sA( )PA A-K+1,

4 dox P4y = fs}(PAx_(z +§—1>PA.A+K—1 ’
(6.20) :

A]KPA)‘ = _894(2+.§—1>PA.3+K-1 .
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Wenn P° bzw. T. ein kontra- bzw. kovarianter P-Vektor vom
Grad M ist, haben wir nach Satz 16 ersehen, dass ’
‘ . |
DT, P)=3: (2 )P
. A=a+1\ &
ein kovarianter P-Vektor vom Grad M ist. Danach erkennt man
unter Beriicksichtigung von Satz 36 sofort den
Satz 37. Wenn P, bzw. T°® ein kontra- bzw. kovarianter P-Vektor
vom Grad M ist, dessen Bestimmungszahlen von einem Linienélemente
K-ter Ordnung abhingig sind, so bilden die Grossen

DT, Py = 3 (4 TP,

6.21) e !
Do(T, P) = dD(T, P)

M )
= > ( i )(Tx(ﬂ)iP;'_“‘f' TAEAT“(g)i)dw(B)'

A=a+1
einen kovarianten B-Vektor vom Grad M.

~31. -Wir wollen wieder auf den Fall (6.2) zuriickgehen, wo

At = 1O DGE = (CIIED)-14¢

was bedeutet, dass die Variationen der Ableitungen t® immer vom
Differential des Parameters ¢, aber nicht von der Variation des -
Parameters ¢, abhingen. Es ist auch klar, dass die Transforma-
tionen von der Gestalt (6.2) eine (M +1)-gliedrige Gruppe G, bilden,
.wenn t® (a=1, 2, ..., M+ 1) voneinander unabhingig iber alle
reelle Werte laufen. Die Gruppe ®u.1 ist bekanntlich' eine Unter-
gruppe von &z und bésitzt G, als eine Untergruppe.
Fiir die Produkttransformation entstehen, (6.6) entsprechend,

(6.22) a2, (@MNEAVEM)-1 = S GA(FD)ay, (¢O) VD (D)1
v . v . |
+ S al (O DED) Tapt?) -

Die identische Transformation der Gruppe O+ entspricht dem
System von Parameterwerten #® = §¢. Die infinitesimalen Trans- .
formationen, welche durch Differentiation nach den Ableitungen
tO(K=1,2, ..., M+1) und dann durch Setzung t® = & hergeleitet
werden, besitzen die Gestalten
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A) (x af
41f b} R(%( ¥ fon+ da h‘adw(")’ ;

+1)2 -K 4+ ' a

o A (A ~-K+2) af .
+1=>I—{’.1(K-—1)x 3 dzMr o aydt fllr 2 K< M,

~ "3 .
4M+1f= a2 adx {M)‘l dt

Wahrend f ein Differentialausdruck des Linienelementes M-ter
Ordnung und des Parameters ¢ ist. Daraus folgen gleich mit Ruck-
sicht von (6.9)

Gf=amf, D
(6.24) Juf = doxf + . xofdt  fir 2<K<M,
dpperf = dmfdt. |
Diese Operatoren befriedigen fir 2< H< M, 2<K<M

(H—K)(H- +K—1)'~
H' K' +K—1f

'(6.25) [dudilf =

§ 7. Die Differentialformen unter Parametertrans-
formationen.

32. Ein PrAFFscher Ausdruck lidsst sich druch

(7.1) P(d) = P,;dx®Y+ Py;dx* + Pydt
 (summieren itber a =1, 2, ..., M)

geben, dessen Koeffizienten P.;, Py, Po vom Parameter ¢ sowohl als
von einem Linienelemente M-ter Ordnung abhiingig sind. Wenn P(d)
unter jeder Koordinatentransformation invariant ist, muss P.(z = 0,
1, ..., M) ein exkovarianter Extensor vom Grad M und P, ein
Skalar sein. » : .

Der PrarFsche Ausdruck (7.1) soll sich bei elner erweiterten
Parametertransformation in

(7.2)  P(d) = Pailaida®™ + a2 dt®) + Podat + Pe®)1dt
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umwandeln, wihrend P.; sowie P, die transformierten P sowfé Py
beziehungsweise darstellen. Nach (7.2) gelangt man auf die iibliche
Wege zu - "

(7.3a) dog P(d) = AgP,;dx®” + 4y Py da’ + dx Podt

(K)Pa,dw(“-K“)‘——S Podt, o \

a-K
' “ M /o, o
(7.3b) 4xP(d) = 33 (5 JPute-mmi.
o= K 3
. (7.3a) kann mit Ricksicht von (8.14) in die Gestalt
(1.4) 4xP@ = T {acPut (T BTN Py, Jda 4 s Pude
| +(dg Po— 8% Poydt

== \ZKPm' da®t + dx Po; doc® + (dx Py— Sk P,)dt

umgeschrieben werden.

Da die Operatoren Jd4x (A =1, 2) vom Koordinatensystem unab-
hingig sind, wie es nach ihren Definitionen klar ist, so miissen die
Grossen JaxP(d) auch Skalare sein, wenn P(d) es ist. Allgemeiner
kann man leicht auf die Tensoreigenschaft der Grossen 44xP(d)
schliessen, wenn P(d) ein Tensor sei. Diese Tatsache ist fiir 4,xP(d)
schon inr der Theorie von Extensoren wohl bekannt. |
» Man hat hierbei zu beachten, dass J44xP(d) kein B-Vektor ist
und seine Transformatlonsregel etwas komp11z1ert ist, obwohl P(d)
ein P-Skalar ist.

33. Dafiir, dass (7.1) eine P-Skalardichte vom Gewichte f sein
soll, d.h. P(d) = (R P(d), miissen die Beziehungen

P.= @®)aiPy, Pu=(tOMPy, Po=(D)*p, ¢

(7.5)
e (B—K +1)i —
| Z}K(K)Pﬁx 0,
oder o .
(76) ZK.Pai = fS}{Pui , dxPy = f&]KPOi , dgPo = (f +1)51KP0 s

AhxP(d) =0

bestehen. Denn die ersten drei Beziehungen folgen sogleich durch
Verglelchung der Koeffizienten von dx*%, dz* und dt auf den beiden
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rechten Seiten von (7.1) und (7.2), und die Koeffizienten von dt® auf
der rechten Seite von (7.2) miissen alle gleich Null sein, was sich
wegen (7.5) und (4.11) so umgestalten kann, dass

Pa‘aﬁ_‘_x(ﬂ)t —_ (t(l))]f 2( )ax lpatqax(ﬁ)t

{

= @) 22 (g2 )2 ¥ P
= @) at 33( 2 YPuste-r,
' e 8

setzend 8—B+1=¢e. Danach muss die letzte Beziehung bestehen.
Umgekehrt, wenn die Beziehungen (7.5) bestehen, so ist (7. 1) eine
B-Skalardichte vom Gewichte , wie man leicht erkennen kann.

Die erste Beziehung von (7.5) oder (7.6) bedeutet, dass P.; in
bezug auf den Index a eine kovariante P-Vektordichte vom Gewichte
't ist, und die zweite, dass P,; eine P-Skalardichte vom Gewichte t
ist. Die dritte lehrt dagegen, dass P, eine P-Skalardichte vom
Gewichte f + 1 ist. Also erhalten wir den

Satz 38. FEs sei P.; ein exkovarianter Extensor vom Grad M,
dessen Bestimmungszahlen, die die Beziehungen 2 2 )Paix(“‘K’fm-:O

(K=1, 2, ..., M) befriedigen, fir a=1,2, ..., M‘ kovariante P-
Vektordzchtm mzt dem Indexe a vom Grad M wuud Gewichte ¥ bilden,
und dessen ubrige Bestimmungszahlen P,; je eine P-Skalardichte .’uom
Gewichte ¥ sind. Und dazu sei ein Skalar Py gegeben, das eine P-
Skalardichte vom Gewichte t + 1 ist, dann ist der PFAFFsche Ausdruck
(7.1) eine bei der Koordinatentransformation invariante B-Skalardichte
vom Gewichte I und umgekehrt.

Im besonderen Fall, wo P ein skalare P-Skalardichte vom Ge-
 wichte Null ist und seine partiellen Ableitungen Py, 9P/ 3z bzw.
0P /3t an Stelle von P,;, P, bzw. P, stehen, reduziert sich (7.1) zu
dem Differential dP, das auch wieder eine skalare P-Skalardichte
vom Gewichte Null sein muss?. Dabei setzt man voraus, dass P
von einem Linienelemente M-ter Ordnung abhingig ist. .

1) Denn wegen der P-Skalardichteneigenschaft von P miissen die Beziehungen
M

EK( I;) Pla)iwr(*~K+1)i = 0 wegen 8.2) bestehen. P(); ist dazu ein kovarianter P-
o -

Vektor vom Grad M und gleichzeitig ein exkovarianter Extensor, wihrend sowohl
0P /0xt als 9P /9t P-Skalardichten sind. Man hat hierbei zu beachten, dass wegen
(8.2) 9P/ 3t = 0 sein muss. ' ’
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Wir denken uns allgemeiner ein System von PFAFFschen Aus-
driicken “

P*(d) = P?yda®+ P%odai + P%dt ,

die eine kontravariante; P-Vektordichte vom Gewichte f bilden.
-Dann miissen die Beziehungen

P ’—(t(l))TaAaﬁPu,, Pty = (D) Py, ,

(7'5)bis
. P¢0 = (t(l))fﬂagP{so , (K)Pa p(B=E+1) — 0
4 SR
oder o |
: "TKPO.LM = 8k P%., j;(P?‘Oi = 8L P°, ,
(7',6)bis ’ ’

4xP% = (£ +1)8%xP%, MHxP*(d) =0

fiir jede Parametertransformation erfiillt werden, wie man auf
analoge Weise wie oben erkennen kann, wobei man setzt

dgP%y = AKPTM—'(I%)PG—-KHM+(B+II§—1)P?B+1{»1.¢ ,
dxPty = dcPtu—( £ )P, dxP% - 4P~ ( PR

Fiir eine kovariante P-Vektordichte erhalten wir ~auch Analoges.
Im allgemeinen ermitteln wir den folgenden Satz, wie man durch
demselben Gedankengang versichern kann: ‘

.Satz 39. Wenn ein System von PFAFFschen Ausdricken
"Pid) = s dx V4 Pl dut + Pllodt

eine P-Tensordichte vom Gewwkte t bildet, dann miissen erstens die
Grossen P.,; den Beziehungen Z ( K)P - EDE — 0 gemiigen und

eine P-Tensordichte vom Gewzchte f sein, die einen kovarianten Index
mehr als P::(d) und ebensovie’e kontravariante Indizes wie P::(d) hat,
und zweitens mussen P, bzw. P.., auch P-Tensordichten vom Ge-
wichte ¥ bzw. t+1 sein, die dieselben kontra- und kovarianten Indizes
wie P:.(d) haben. Und umgekehrt.

34. Wir bestitigen nun den

Satz 40. Es‘ seien zwet P-Skalardichten T und F vom Gew:ichte
! und eins beziehungsweise gegeben, welche beide von einem Linien-
elemente M-ter Ordnung abhingige Skalare sind. Dann ist der
PFAFFsche Ausdruck ‘
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4 : , "M-1 M R ) ‘ o
0D Tas@ =3 33 (7 )Tord™ >, p=12, ..., 4

C=0 T=c+1

2in Skalar und gleichzeitig eine B-Skalardichte vom Gewichte t,
wober A* sich durch (5.5) definieren. Noch allgemeiner, wenn T ein
(relatz’v%r) Tensor irgendwelcher Stufe ist, so ist T(d) auch wieder ein
(relativer) Tensor derselben Art wie TV o

Beweis. Erstens wollen- wir die Skalareigenschaft von T(d) be-
weisen. Da T(d) durch Setzung @ = y—a und durch Vertauschung
der Reihenfolge von.Summationen in die Gestalt

M < M M

T.w(d) = ;_31 E(Z)Ttrw"}"dx“‘“” = ﬁ>=;l {‘g(g«)ﬂr)idx“”""}ﬁl"
geschrieben werden kann, in dem der in den Klammern stehende
Ausdruck auf der letzten Seite bekanntlich ein Skalar ist?, koénnen
wir ohne weiteres die Skalareigenschaft von 7(d) schliessen. Zweitens
ist T(x); eine kovariante P-Vektordichte mit dem Indexe v vom Ge-
wichte £ und jedes A" ein kovarianter P-Vektor mit dem Indexe v

vom Grad M, so Ieh;'t Satz 16, dass
M M
D.(T, A) = 2 '(Z)T(T)iAT»a — 2 <')’)T(T)iA-r—a 3)
® T=a+1 " rt=e+p \ @ "

eine kovariante P-Vektordichte vom Gewichte f sein muss. Aus-
serdem befriedigen die Grissen Dy (T, A) die Beziehungen
w

35 (#)puT, Ao < 0.

In der Tat formt die linke Seite sich folgendermassen' um :

Y , M, M~ -1 2N
a =y Y )T .AT—ax(a-—Ku)z‘ — Q@ ( a )('}’ )T _m(a—Kﬂ)iAT_a
agf(K)jr-z"uAl( a )t o) " Tz%l ag}{ K a ()i ¢

.—_1:%1 B§+l(5)<g)j}(T)im(T-ﬁvrl)iéB—K /

M

z (I?)ﬁ, (%)T(T)ix‘f“f‘+l)ién;x

B=K+1
M

= Gu(R)aar,

B=K+1

1) In diesem Satz und auch im nichsten kann T(1); offenbar durch Tv;, welche
sich bei jeder Koordinaten- und Parametertransformation genau so wie 7T(y); ver-
dndern, ersetzt werden.

2) Vgl. D.H. I, S. 68, Satz 34.

8) Weil Av-¢ =0 fir v>y—e, d.h. fir y<a+tup,

@ N
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das gleich Null sein muss. Denn es besteht 4,7 = 0 fiir 8=2 wegen
(8.2), da T eine P-Skalardichte ist.” Nehmen wir zum Schluss D, (T, A)
anstatt P.; an und setzen P; =0, P, =0, so erfiillen diese Grossen
die Hypothese von Satz 88. Daher folgt gleich die erste Behauptung
dés Satzes. Die letzte Behauptung ist auch rlchtlg, was man auf
ganz dieselbe Weise versichern kann w. z. b. z.

Mu1t1p11z1eren wir (7.7) mlt AP und summleren dann uber.
w=1, 2, ..., M, so ergibt sich . ‘

. M B \ ) '.
(7.8) Td) =3 ( Z )T(m. dztrPi D,

da ZPAT““ = §7;* ist. T.,(d) ist eine kovariante B-Vektordichte vom
»

Gewichte ¥, weil Di(T, A) eine P-Skalardichte vom Gewichte § und

® ® . .

A, ein kovarianter P-Vekfor ist. Jetzt behaupten wir den

Zusatz. T set irgendein (relativer) Tensor, dessen Bestimmungs-
sahlen P-Skalardichten vom Gewichte ¥ sind und von einem Linien-
elemente M-ter Ordnung abhingen, dann muss (7.8) auch ein (frelatwer)‘
Tensor derselben Art wie T sein und seine Bestz'mmungszahlen mussen
kovariante - V« ktordichten vom Grad M und Gewichte t sein.

[ P" P“ ... bzw. P” in (4.16) durch A*, AY, ... bzw. A" er-

[ e “L
setzend kann man Satz 40 noch Welter verallgememern, nidmlich

man bestiatigt den

Satz 41. Es seien eine skalare P-Skalardichte F vom Gewichte"
eins und e (relativer) Temsor irgendwelcher Stufe T, der eine P-

Skalardichte vom Gewichte ist, gegebem, damn st dg'r PFAFFsche
Ausdruck

4

: M-L ’ ‘ .
(7.9) T"[piu""'!iL](d) = Z Dai(Ty .4, e oo A)dx(“)‘l’ 1_§/"g§M ,

wieder ein (relativer) Tensor derselben Art wie T, der eine P-Skalar-
dichte vom Gewichte ¥ ist, wenn T von einem Linienelemente M-ter
Ordnung abhangzg ist.

Den Satz konnen wir auf ganz d1ese1be Welse wie Satz 40 be-
‘weisen und auch erhalten den

1) Von Satz 28 in D.H. I, S. 61 ist es “wohlbekannt, dass (7.8), folghch auch
(7.7) ein relativer Tensor sein muss, wenn 7' es ist., '
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Zusatz. FEs sei T ein (relativer) Tensor irgendwelcher Stufe, dessen
Bestimmungszahlen je eine P-Skaldardichte vom Gewichte t und von
‘einem Linienelemente M-ter Ordnung abhdangtg sind, dann ist der
- PFAFFsche Ausdruck

’ . "iz‘u-zl, 1
110 T, ..;Li(d) =" (a1+'a2+’ +a1',+;z).
2 =0 @yio:...aplal

' A (®)
o T(“1+“2+ e +°‘L+°‘)’$dw '

auch ein (relativer) Tensor derselben Art wie T, der eine P-Tensor-
dichte vom Gew chte t ist.

35. Die'oben erwidhnten Tatsachen konnen ohne Schwierigkeit
au‘f die Differentialform S-ten Grades

(7.11) P(d, d,, ..., ds)

C om SR ' .
= ) : (%) %37 o (2e) s (xo)ie
v 2 P‘%l’iﬂ‘g'ig.. agle drw dyx .. .dgx\"sts
Hreeer g > -
S M
+2 2 Pal'i,. . '“T—lir-—loow-uirﬂ.

7=1&=0 ~4gs ‘
X\ dlx(al)i].o . Q.drr-lx(“r_l)i‘r_ldrtdr‘plx(a‘r#l)ir;.l. . -dsx(“'s\)is
+.;~+Pm.:.od1tdjt...dst, ’ ; » . N

dié in jedem von S Systemen der Differentiale

i

dzxi_’ dﬁx(l)i ’ e oy dzx(M)i ’ dzt (z = 1" 2’ MR 4 S)

linear. ist, erweitert werden.
Niamlich es ergeben, sich auf demselben Grund wie oben

(7.12) 4xP(dy, dy, ..., ds)

oM __ . . .
. - o ?
— 2: AdgP. - - . dlx_(“l)zldzx(“-)h. .. dsx(“s) S .
alzlagzg ‘e .@S?»S
oy .. aS
s oM .
+ >3 P {AKPalil oo Oro1lr—102n41tr . §. . cagly

6K %ylye e a1 tr—100ri10rs1. . "“S'LS}

x dlx(“‘)i’ ce dr“_lx(“"‘l)i'“ld,td,.ux(“* Virse1 dsx(“s)’is

3o e +'(AK’P00,,.O—SBIKP()o...o)dltdz't- . -dS‘t :‘
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(7 13) Aglzp(dly ’ '-°’dS)

— (er—K+ 1)1»rd GV

s X
ar—K ap(=1=ar)<K> alzlagh asz

s d,_ w(“r—l)’lr ., (“r+1)’l»r+l dsx(as)is

+le EKaq(#ar. ap)< °‘1 B0 cap-1ip-100pi1ip1. . . Oglg

x glor— K+ l?zrdlx(“l)il. . .dp_lx(%—l)ip—xdptdm'lx(ap+1)ig+1. .

x dr_‘lw(ao-—l)ir—ld”ix(aru)irn. .. . ds‘m(as)i’;sb ‘

M‘ r—K+1 '
-+ 5—‘ ( ) 00-- 0%y 370-- 0% 2 * )%dt r—1tdr+1t.--dst,

wobei AKPalz,agzg du rch (8. 15) fest bestlmmt ist und
(7.14) AKPal'lq “r—lir—loaf+1?rr1- "aSiS
AKP

ay 9y agly ... Cpo19r—10ari1drs1. . . agig

+3§ M—K+1(aq+K_1)
q=0=r 2r=1

\

xT

ayly...Og-1 iq—_l ’ “q+K*1’ 'iq“qi-l'iq'rl- po1lr-10ari1drn - “s'is’
usw.

Analog wie die Operatoren dox, ik fir P(d), kénnen die Opera'-\
toren Jdox, 43 fur P(dy, da, ..., ds) durch die Operatoren o, doz, Joz
und JP (=1, 2, , S) dargestellt werden, und sind vom Koordi-
natensystem ganz unabhéingig. "Wenn P(di,dz, ... ,ds) ein Tensor
sei, sind somit d4xP(di, de, ..., ds) auch je ein Tensor derselben
Art wie P(dy, ds, .., ds). |

' Die notwendige und hinreichende Bedingung dafilr, dass (7.11)
eine P-Skalardichte vom Gewichte t sein soll, ist
P ... = (t(l))r (31 @z (5 P

aydy “2'&2...01-8 - Byi1Betz - .- Bgls’
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P oyt 10 ral e Role
(L RERE S K O R s K R e

—_ + B f'—‘r—l B -B
(t(l))t ! 1 -Gy a,-:i SPB]’I.l Bre18r-10 Bri1dp.g . -+ Bgig

1_700’ 0= (t(f))t+SPoo 0>
(7.15) ( ) Z@r—K+Di _ ¢
K )" at.

' P (ar“'K+1)” =0
ur—K K %y8y.. Op=-11p-10ps1ipsy . aszs, ’

" (),

® 0 00000000 9 0 000 ® e 00000 c.ooo-.-on...oooo,

v ay - : r"“K+1 .,_—
%K(K)PO--'OarirO...Ox(a )i =40,

.01, 0z, '-';aS‘=‘Or 1""DMD
wobei einfachheitshalber ;
JBibe.. B o B8

al% °‘1 ag ¢ aas

gesetzt ist und man o} = &} berucksmhtlgen muss. Die Beziehungen

(7.15) koénnen sich auch mit Hilfe der Operatoren Jz, Jd, 42 in
. der folgenden Gestalt ausdriicken :

— fsl )
AxP iragiy. .o, = Ok Parinagiy. . .agig?
AKP“}% o Ore1tr-100011 Ty “S’.:S
l N 4 3
(7'16) ) ) = (t + 1)8K al?q dr-—iir.—lodrﬂ‘!r«u‘.. ‘“S"S ’

6es 00000000 ee ® ® 00 s 0000 0reoe e 0oy

4xPy..0 = (£ +8)8%Pu...0,
d(r)P(dl, d, ..., ds) =0.
(7.15) hefert uns den

Satz 42. Dafur, dass die D:fferentialform S-ten Grades (7.11)
eine ‘.B Skalardichte vom Gewichte ¥ sein soll, st es 'notwendw und
hinreichend, dass Poyiragiy...agy, Poayi;. ..o or-100r418rs. . cags (=1, 2,

ey, S), ... baw. Poi,04,, ..0ig  ein exkovarianter Extensor S-,

N
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(S—1)-, bzw. nullter Stufe? vom Grad M ist', dessen Bestimmungs-'

zahlen dw Bezzehung

(or—K +1)ir __
c("'_—__I{(K) “‘l”‘l aS@S X O

befriedigen und fir die ap =1, 2, T Mp=1,2, , S) kobam'ante

P-Tensordichten S-, (S—1)-, bzw nullter Stuf‘el’ mzt den Indzzes
ap vom Grad M und Gewzchte f bilden ; dass
Pa,zl...gp_lzp_lo%ﬂzm...asz's’ L
Py, . cap_1ip-10aps1ps1. - .ar-10re10irdrriire. . agig®
C eeeees bzw. \
Py; .. .06y 00iper.. 0ig "
ein exkovarianter Extensor (S— 1)- (8S—2)-, ... bzw. nullter Stufe

- vom Grad M 1ist, dessen Bestzmmungszahlen dze Beziehung
' (“'r—K +1)zr —
2 (K,) Gqfy. . Sp= 111’ 10°‘p+17fp+1 og S 0 (p=*='r)

befriedigen-und: fir die ap=1, 2, ..., M (p-—-— 1, 2, ..., r—1,r+1,
, S) kovariante P-Tensordichten (S—1)- , (S—2)-, ... bzw. nullter
Stufe mit den Indizes a, vom Grad M und Gewichte f+ 1 bilden,
usw. ; schliesslich dass Feo.. .o ein Skalar ist, der auch eine P-Skalar-
dwhte vom Gewichte t + S 1ist.
Man kann auch leicht Satz 40 und Satz 41 fur die Dlﬁ"erentlal- ‘
form S-ten Grades erweitern, z.B.

Satz 43. Wenn T(di, ds, ..., ds) =T 4@, dgal®ss

1711 G.S’I/S
eine P-Skalardichte vom Gewichte ¥ und gleichzeitig ein von einem
Linienelemente M-ter Ordnung abhdngiger (relativer) Tensor ist, dann
ist die Dqﬁferentwlform S-ten Grades

\(7.17) T[lhv-" ](dl, doy, «o0, ds) |
0.%‘1 % Z ( ) ) .
——a,’ cees “SY1=a1+1 TS=aS+1 Yl'l'l .rslis )

x AV T ATsT%d, w(“l)zl .. .dsa®s
261 p‘s ‘ ) N

1) Unter einem Extensor nullter Stufe, einer P-Tensordichte nullter Stufe
bzw. einer P-Tensordichte erster Stufe versteht man einén Skalar, eine P-Skalar-
dichte bzw. eine P-Vektordichte.
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eine P-Skalardichte vom Gewichte t, welche auch ein (relativer)
Tensor derselben Art wie T(di, ds, ..., ds) ist. Hierbei definieren
AY sich durch (5.5). :

78

Wir beweisen nicht’den letzten Satz hier eingehend, da mah ihn
auf ganz analoge Weise wie Satz 40 beweisen kann. Wegen des
letzten Satzes bekommt man ohne Schwierigkeit die P-Tensordichte

(7.18) TP (dl,dz,..., )

Y11, YS7' ’
'1'1 P1 TS ‘s .

welche die Erweiterung von (7.8) ist.

Die Erweiterungen von (7.9) und (7.10) besitzen etwas kompli--
zierte Gestalt, welche wir hier nlcht ausfiihrlich aufstellen

§ 8. Die kovarianten Ableitungsdifferentialformen.

36. Wir wollen wieder den in Nr. 34 betrachteten Fall von
noch allgemeinerem Standpunkt aus ins Auge fassen Man denke
sich die Grossen (7.8), wenn T eine beliebige vom Linienelemente
M’-ter Ordnung abhingigé Grosse sei. Bei einer Parametertrans-
formation gehen (7.8) in '

8.1) TP,(d)— ’ )Tm,dx” i

tiber. Der letzte Ausdruck kann mittels (1.25), (6.2) und (6.3) fol-
gendermassen umgeschrieben werden :

w 3 L. . - ]
Z’ '}’, )T(g)i&$(a7;9' da(*) + aT‘:vP'x(FL)t dt(“))
T=p

= T(«n{ ( ),;gar p"dx(u)i
T=p?

M -p’+1

T 5 IS A )aﬂaw_’w (v +”)w(“"dt‘”’

(T-p’

e (Pt~ (3)S e = (el ) s

ist nach (4.11)
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7. d)=5 ( )T(g),a — Wi
Bupl u- 4 . .
,
B,u+1P+” PO
m(ﬂ—-l)T“*”““*( S

M ! M; B s—mi) =
= >7 24 5 )T(:m'dx(‘ "ja}:

v=p/ l (s=v

M’ -p%+1 M/ !

+

&B)T( ¥ x(" a+13i) a , y(P v dt™

v=1 o-p'+vl fmo

d.h.
82) T.p(d) =2 T.ud)+ 2 P+ ”)ap,ﬂaj'dt@),

setzend

8.3) T..(d) = 2( )Tm de®=% und 4,T =§(f)1_‘ww”‘i+”"-}

B=0
Insbesondere sei T eine kontravariante P-Vektordichte 7'* vom
Gewichte t, so ist T°=(t")'aT", infolgedessen. hat man

1—".’(3),- = (D) 2T i, d4 o} von z®¢ unabhingig ist. Deswegen *
findet man : :

< M .'B ,
T5d) = 35 (B )T et = ¢ a2 T2,
(8.4) _ Mo ) -
| 4, T = 3] Ty = (tW) al’ 4, T .
f=~0c ]

Satz 11 lehrt uns 4,77 = (Z)TT“°+1+fS§TT , daraus bekommt
man mit Hilfe von (4.11) und (6.3) fiir p =1 wegen '

'lfépa_?zv (p j ”)&PMS}, = Sﬁa%
die Beziehung '
53(P Yot 0T a0
=@Mz x (P M ")am ( = )T‘"’”dt‘"’
= (! 212 (p+ ”)‘“pItl Z'T‘dt‘;) (r = a—o+1 gesetzt)
-erss(Pr)(,1,) \a 225V

= (t(n)t 2 P ""’) - T ¢ (a = + gesetzt).

v=1
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Somit erhalten wir ,
@5 T = [ an T )+ 3 (P e o TedE®)

Nun nehmen wir den kontravarianten P-Vektor A“ der durch

(5. 5) 'definiert wird und vom Linienelemente (a——/w+1)-ter Ordnung
abhingig ist, als 7T an, dann geht (8.5) in :

B(d) = o 3 A%,(d) + 3 (g s A%

ﬁber Daraus folgt unmlttelbar unter Berucksmhtlgung der Be-
ziehung 7 A A = &% '

(8.6) 1!p’(d) - az,ap/ aﬁf Agy(d) 2 p +y>a:’, p’+yzg" dt(v-) Py

v=1
setzend _
L") : ¢ @ e—p+l v ) .
(8.7) 43@d)=— 2 A4,A%,[d)=—> 4, 2 ( )A"«mdx‘*-w-,
‘ w=8 R L T=p \ P/ ,
Die G]eichung (8.6) lehrt uns, dass
(8 8) “e(d) =T7, (d)+T“A (d)

eine P-Tensordichte vom Gewichte t ist, die fur den Index « kontra- -
variant und fiir den p kovariant ist. '

Auf analoge Weise ersehen wir mittels der Bez1ehung

ZABA“ (d) = — E‘:"‘Aﬁ {d), ‘.
dass
(8.9) C Tap(d) = T, (@) —Te4%(d)

eine kovariante P-Tensordichte zweiter Stufe vom Gewichte f ist,
wenn T. eine kovariante P-Vektordichte vom Gewichte t sei, wobei

(8.10) : . VTG; o(d) = ﬁ( y )Ta(r)izlx(rgp)i .
: T=p\NP /.

44, Im allgemeinen konnen wir ermitteln den

Satz 44. Es sei T™:: B ..p, ¢ine vom Linienelemente M’ -ter

Ordnung abhingige P-Tensordwhte vom Gew:ichte ¥, die fur die Indizes
a, ...,a bzw. B1, ..., B, kontra- bzw. kovariant ist. Dann ist
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8.11) TU:%, o (d)= z( VT s BT
+ ET% p—1Y p+1 i '7531 . A“”(d)
o qzl T‘al - Bg-17Bg+1- .- 8s4 gqp(d)
eine P-Tensordichte vom Gewichte ¥, die fir die Indizes Ay ey
bzw. Bi, ..., Bs, p kontra- bzw. kovariant ist.

- Daraus folgt durch Uberschlebung mit dem kovarianten P—
Vektor AP sofort der

Zusatz. T sei eine_ .vom Linienelemente M’-ter Ordnung ab-
hingige P-Tensordichte vom Gewichte t, die irgendviele kontra- und
kovariante Indizes hat, so st -

®12) d) = AT =20 (d)

auch eine P-Tensordichte derselben Art wie die urspfrunglwhe P-
Tensordichte T':::

Eine P-Tensordichte T:: bekommt durch die Operation (8.11)
einen neuen kovarianten Index p. betreffs der Parametertransforma-
tion, was unter ganz dhnliche Verhiltnisse wie die bei den gewohn-
lichen - kovarianten Ableitungen eines gewohnlichen Tensors fillt.
Aus diesem Grund diirfen wir (8.11) als die kovarianten Ableitungen
der P-Tensordichte auffassen. Man hat aber doch zu bemerken,
dass (8.11) im Gegensatz zum Fall der gewdhnlichen kovarianten
Ableitungen keine endliche Grossen sondern PFAFFsche Ausdrucke,
sind.

Die Operation (8.11) ist sehr wichtig und niitzlich. Eine An-
wendung dieser Operation wird man nachher. bei der Einfithrung
der Grundiibertragungen' finden.

Bemerkung. An Stelle von Differentialen dx“ Y in (8.8) setze
man die Ableitungen x(-**1 = d.h. man betrachte die Operation (8.8)
lings der vorgegebenen K’urve x* = x%(t), dann erhilt man selbstver-
stindlich wieder eine P-Tensordichte T'?, . Aber 43 » (d) verandert

sich dabei zu ——8" Pl da wegen Satz 11 A°‘ o=, A“ ( >A""’”
Deshalb ist T%, = t5.T*, inden T°,, = APT“-—(P)T" Pl 151 T,

Ein &hnlicher Gedankengang fithrt uns auch zu T,, = {8 7. und
im allgemeinen ;
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(8.13) T =18 T,
was beachtenswert sein mag.

38. Satz 44 ist 'auch noch richtig, wenn man eine %B-Tensor-
dichte 7T (d) statt der P-Tensordichte T:: annimmt, weil der dort
erwihnte Beweisgang davon, ob T7T:: endliche oder infinitesimale
Grossen sind, gar nicht abhingig ist. Deswegen koénnen wir die
Operation (8.11) wieder auf die P-Tensordichte 7'::: Io (d,) anwenden,
und dadurch geht die zweite Op_eration T::: /lepz(dl , dz) hervor, usw.
Im allgemeinen konnen wir bestitigen den

Satz 45. Aus einer wvom Linienelemente hoherer Ordnuny ab-
hdngigen P-Tensordichte T::: vom Gewichte t wird eine PB-Tensordichie
T:: Jo1/eg--fog (di, dzy ..., ds) vom ‘Gewiehtg" I hergeleitet, die um S
mehrere kovariante Indizes als die ursprungliche P-Tensordichte T'::.

besitzt, und deren Bestimm%mgszahlen je eine Differentialform S-ten
Grades sind. ' '

" Hierbei muss man darauf achten, dass

(Y —LH'J (Ye—e2)J
T e PRy e

\

= T ()it B

-»

a—edig, x(Yz—'Pz)j'_v

Denn die Grossen dz(®* miissen von den 2¢*¥ unabhingig sein.

Von S Differentialen dy, dz, ..., ds in Satz 45 nehmen wir
irgendein z.B. ds lings der vorgegebenen Kurve 2¢ = 2%(¢{) an, dann
folgt , : '

(8.14) Ty, . .fp(d1s dos -. ., ds)

o fap."S'T";'/Pl/Pz-../pS (dl ’ d2 y eo ey dS—l)dt .

-1

Wenn alle Differentiale lings der vorgegebenen Kurve angenommen
sind, hat man ‘

sl o1 1 rreee 1008
(8.15) - T"’/Pl/Pz-.-/PS(dl"dz’ Tt ds) = 15, &, - - ',SPST"’(dt)S“

Wenn F fiir die Koordinatentransformation invariant ist, so sind

® .
A*, A, und folglich die PrFaFrFschen Ausdriicke 45,(d) auch in-
o ' : : '
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variant. Diese Tatsache und Satz 84 in D.H. I, S. 68, liefern also
den , _ -

Satz 46. Wenn T gine P-Tensordichte und gleichzeitig ein re-
lativer Tensor ist, so sind (8.11) und noch allgemeiner die Differential-
fo'rmen S-ten Grades T::. Jo1/2--- /g (dy, dg, ..., ds) wieder ein rela-
tiver Tensor derselben Art wie der ursprungliche Tensor T:: .

Die . Extensoreigenschaft bleibt dagegen durch die ’Operatore'n
(8.11) nicht erhalten, d.h. T ° Josfea- - Jes (dy, dz2, ..., ds) wird kein Ex-
tensor sein, obwohl 7. ein Extensor ist.

9. . Aus (8.11) erhéilt man gleich - -

T?‘/p'/@(dl’ %) = >—' 2" ( ) ( )T (‘n)@»(‘r:)ydl“"(‘rl Pl)"d x(“— e2)J

YT1==p1 Y2e=P2

+ § ) TB dzx(*(z— Pz).’IA (d1)+ T A% (d )dzx(Yz—Pz)J
el (v2)s Bex(ve) 51

Y1 \pB (h—e)i (5
+Aﬁp,(d2)lvgpl( 7 )T a0V Tl (doj

= (% >T TN S APLACAL

Ui

_' % Pr Fz(dz)

daraus folgt
T pgenlds =T, (o, )

= TRA%g, (5 d)— { T (0 AL, () — T (o) 4, (A}
wobei '

(8.16) ‘1'“39192(611 ’ dz) 2 ( )ABPI('{z) -(dl)dgx(.rz—pz )j

Y2 =P2

¢-5+

('Y ) 392(71)3(d2)d1w(71“91).7

T1=0

+ 4% (d)AY (d,) Ao, () A%, () -

Die Grosse A° Bpire (d1, ds) muss identisch verschwmden Denn (8.7)
zeigt uns



Die Differentialgeometrie hoherer Ordnung I11I 163

a=Bg-+1

(Ye—e2)J"
Y= 92<P )A ﬂPx(Yz)J(dl)dzx 2~ P2
¢ u - u+1 a—pil
g Y2 = Pz )Yl =py ( ) (71)1,(72)] 1 d?.
z ﬂ—n+1 .. |
) « e o
—_ 2 <p2 )AB(YL))J de(Y P2 Jyzpl( )f_ . (Yl)i dlx 11 P1) .

w=0 Yg=p2

Das erste Glied auf der rechten Seite bleibt unveridndert, obgleiéh
-man die beiden klelnen Indizes 1 und 2 gegenemander vertauscht.

Das letzte Glied geht vermittelst der Beziechung ATAT = g, ilber in

— zAB HBA%, () = — p> AB p<d2)A* S A,A% (d)

v v==Yy v

= EABAY (d2) EA Aa (dl) = A (dfz)A:P,(dl) .

w=p ® v=y

Damit ist klar

81D A%, (A, ) =0,
deswegen bekomrr;en wir

(818) T, (. d)—T%, (4, d)

— {1 4, (=T (@) 4 ()

Bemerkung. Die durch (8.16) definierte Grosse A.?';apl;», (di, do) ist
nichts anderes als der P-Tensor, den man als den P-Kriimmungstensor
der Ubertragung 43.(d) fiir P-Tensordichte ansehen soll. Infolge-
dessen kann man sagen, dass das Verschwinden der Grosse
A8y, (d1, d3) den Fernparallelismus der Ubertragung A43,(d) in einem
Sinne? bedeutet.

kY

September 1941.

1) Z.B. vgl. A. Einstein [i).
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