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SUR LES ESPACES A STRUCTURE UNIFORME

Par

Takeshi INAGAKI

INTRODUCTION

On sait .dans les espaces abstraits qu’il y a une différence con-
sidérable entre I’espace distancié et les autres et que celui-la joue
un role important dans la théorie des espaces abstraits, et il me
semble que la cause principale soit attribuable a 1’uniformité dans
cet espace. Par exemple, si 'on considére une suite de points satis-
faisant a la copdition de CAucHY, alors on aura besoin de I'idée qui
définit s1mu1tanement pour beaucoup de pomts qu’ils soient &4 proxi-
mité les uns les autres. Encore, on sait qu’une fonction continue
(cette notion est obtenue seulement par la propriété locale d’une
fonction) définie dans I’espace distancié est uniformément continue
sur un ensemble compact en soi, et la notion de ‘‘uniformément
continue ”’ dépend non seulement de la propristé locale d’une fonc-
tion, mais encore de l'uniformité de 1’espace.

Or, dans un espace topologique général, nous ne savons la facon
de définir I’'idée de ‘‘ complet’’ ou ‘‘ uniformément continue’’. Nous
serons donc amenés naturellement & poser la question si le fait que
telle idée peut étre définie est la particuralité de 1’espace distancié.
Il sera donc intéressant de chercher un espace dans lequel on peut
définir la notion de ‘“complet’ ou ‘‘uniformément continue’’, et
pour ce but il sera désirable que l’espace que nous appellerons a
structure uniforme?, soit aussi général et aussi prés a l’espace
distancié que possible.

1) C’est M. J. vON NEUMANN qui a considéré au commencement 'uniformité de
VYespace topologique. Cf. J. vON NEUMANN, On complete topological spaces, Trans.
of the Amer. Math. Soc., 39 (1933), pp. 1-20.

M. A. WEIL a donne une définition de I’espace & structure uniforme. Cf. A.
WEIL,-Sur les espaces i structure uniforme et sur la topologie générale, Actualités
scientifiques et industrielles, (Paris), No. 551 (1937).

L. W. CoHEN, Uniformity properties in topological space satisfying the first
denumerability postulate, Duke Math. Jour., 3 (1937), pp. 610 615.

L. W. CoHEN, On imbedding a space in a complete space, Duke Math. Jour.,
5 (1939), pp. 174-183.

Jour. of the Faculty of Scie.nce Hokkaido Imp. Univ., Ser. I, Vol. X, No. 4, 1943.
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Pour avancer la considération, nous considérons tout d’abord un
espace abstrait général. Originellement, dans un espace topologique
général, soit un espace (v) introduit par M. FRECHET, on comprend
un voisinage d’un point p comme "ensemble des points qui soient a
proximité de p, mais on ne sait dans ce cas aucun moyen de mesurer
le degré de la proximité du point p, autrement dit on pourra dire
que la notion de ‘‘proximité’’ soit qualitative; Dans 1’espace dis-
tancié, la proximité est celle qui peut étre mesurée, a savoir elle
peut étre considérés comme quantitative, mais ce fait qu’elle soit
quantitative ne sera pas nécessairement la particuralité de Pespace
distancié. Par exemple, pour qu’elle soit quantitative il sera suffisant
d’ajouter un suffixe a chaque voisinage: Soit 8 un ensemble de
suffixes et soit ee8; si g€ V.(p), on peut dire que le point q est a
proximité de p et que le degré de la proximité du point p est mesuré
par le suffixe «. Dans tel espace la notion de ‘‘proximité’’ est
donnée simultanément en chaque point de l’espace et elle peut étre
considérée comme quantitative en ce sens que le degré de la proxi-
mité est mesurable.

Quoi qu’il en soit, dans tel espace que nous appellerons quanti-
tatif dans la suite, nous pouvons en apparence définir les notions
de ‘‘complet’ et de ‘‘uniformément continue’ comme il suit:

Soit {p:} une suite bien ordonnée de points, v parcourant un en-
semble de nombres ordinaux. Si a chaque suffixe « donné d’avance

correspondent un nombre ordinal v, et un point q. tels que EPT
Te<

V.(q.), nous dirons que la suite satisfait a la condition de CAUCHY
(généralisée) ; Si chaque suite satisfaisant a la condition de CaucHY
(généralisée) posseéde un seul point d’accumulation, on dit que I’espace
considéré est complet (généralisé). '

Quant a la continuité uniforme d’une fonction y = f(x) dont la
variable et les valeurs appartiennent aux espaces X et Y respective-
.ment, on pourra la définir comme il suit: ‘

La fonction y = f(x) est dite uniformément continue sur un en-
semble E dans X, si a chaque suffixe a correspond un suffixe B,
indépendant des points x de E, tel que

JE- V(@) Uuly) o zeE et y=f(x).

s

Cependant, si I’on conclut de la que l’espace quantitatif posséde
I'uniformité, il me semble qu’il y a précipitation, car I’espace quanti-
tatif ne possede encore que l'uniformité apparente; C’est analogue
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au fait en géométrie que, quoiqu’un voisinage de chaque point dans
un espace puisse étre considéré comme un espace euclidien a n-
dimensions, ’espace considéré n’est pas nécessairement celui de
RIEMANN en géométrie; Pour qu’il soit I’espace de RIEMANN, il est
nécessaire de déterminer le parameétre de la connexion convenablement
choisi. Il me semble dans la théorie des espaces abstraits que ’idée,
correspondant a cette détermination du paramétre de la connexion,
soit de donner une relation parmi les proximités au moins de deux
points & proximités les uns les autres. Par exemple, voici quelques?
relations :

V.(p) étant un voisinage d’un point p, il existe alors un suffixe
B dépendant de p et de a tel que, enh symboles logiques?,

(A). Va(@): Vi(@)==0— V;3(g) < Va(p) pour tout point g,

B). . Vi@ Vs(@F0—>qeV.(p) pour tout point ¢,
©. g€ Vi(p)— V(@) < V. (p) pour tout point g,
D). peVil@d—=Vi(@< Ve(p)  pour fout point g,

(B). peVil@—qeV.(p) )
et les cinqg relations (a), (b), ..., (e) obtenues par ’échange de p
et ¢ dans les cinq relations (A), (B), ..., (E) respectivement.

Nous pourrons voir que telle relation donna I’uniformité essen-
‘tielle a ’espace quantitatif. Nous arrivons ainsi a I’idée d’un espace
‘a structure uniforme, c.-a-d. un espace quantitatif est appele a struc-
ture uniforme, lorsqu’il existe un réglement déterminant une relation
par rapport aux proximitées parmi des points convenablement donnés.

Dans ce travail, nous traitons principalement pour abréger les
espaces ou tout voisinage est ouvert, sauf mention expresse du con-
traire, et supposons pour plds de commodité que chaque point ap-
Jpartienne toujours a ses voisinages. Nous disons dans la suite qu’un
espace a caractére dénombrable? est monotone, lorsque, pour tout
‘point p de I’espace, ses voisinages sont monotones :

Vip) 2 Vep) 2 -2 Valp) 2- - -.

pour tout point q,

1) Le signe ¢ — "’ signifie que ““si..., alors...”. Voir D. HILBERT und ACKER-
MANN, Grundzige der theoretischen Logik, Berlin, (1928), en particulier pages 4
et 23,

., 2) Nous dirons avec MM. ALEXANDROFF et URYSOHN qu’un espace est &
-caractére dénombrable, lorsqu’il satisfait au premier axiome de dénombrabilité de M.
HAUSDORFF. Dans ce cas on peut toujours supposer que l’esp-ce s,it quantitatif
%t de plus que les suffixes des voisinages soient des nombres naturels.
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Dans le premier paragraphe, en remarquant la propriété que,
dans I’espace distancié, un ensemble fermé est un Gs¥, nous donnons,
dans les espaces quantitatifs, quelques propriétés qui sont équivalentes
aux conditions (A), (B), ..., etec. respectivement et de plus considérons
quelques formules par rapport aux axiomes de séparation de points.

Dans le deuxiéme paragraphe, nous montrons qu’il y a deux
especes des théorémes concernant les fonctions continues, a savoir le
premier se rattache a I’espace ou les fonctions sont définies et le
second, a ’espace auquel les valeurs de fonctions appartiennent.

Dans le troisiéme paragraphe, nous traitrerons deux problémes
posés par M. FRECHET qui se rapportent a la séparabilité d’ensemble
situé dans un espace, et donnons ses réponses affirmatives.

Dans le quatriéme paragraphe, nous introduisons deux notions
de ‘“‘quasi-écart’ et de *‘convergence’’ d’une suite de points dans les
espaces a caractéere dénombrable et monotones, et donnons leurs
applications, en ajoutant quelques conditions auxiliaires.

Dans le cinquiéme paragraphe, nous considérons en particulier
les espaces a caractére dénombrable monotone vérifiant la condition
(D), et y introduisons la notion dite ‘‘quasi-distance’’. On pourra
voir que la notion de ‘““quasi-distance ’ est tout-a-fait analogue a
celle de ‘‘distance’’ dans les espaces distanciés. En employant
quelques conditions auxiliaires, nous donnons une généralisation de
théorémes dans les espaces distanciés.

Dans le dernier paragraphe, nous recherchons la théorie des

fonctions mesurables B, en suivant le raisonnement dd a MM.
KURATOWSKI et MONTGOMERY?.

[y

§ 1. SUR DIVERS ESPACES A STRUCTURE UNIFORME.

Notre but dans ce paragraphe est d’une part d’étudier quelques
propriétés des espaces a structure uniforme, et d’autre part de re-

1) M. P. ALEXANDROFF @ posé autrefois dans son article un probléme :

Quels roles jouent dans un espace topologique le premier- et le second axiome:
de dénombrabilité de M. HAUSDORFF et la propriété qu’'un ensemble fermé est un
Gs, respectivement ?

Voir P. ALEXANDROFF, Einige problemstellungen in der mengentheoretischen
Topologie, Recueil Math., t. 1 (43), 6 (1936), p. 632. ‘

2) C. KuraTowskl, Topologie, I. Warszawa (1933); D. MONTGOMERY, Non-
separable metric space, Fund. Math., t. 25 (1935), pp. 527-533; C. KURATOWSKI,

Quelques problémes concernant les espaces métriques non-séparables, Fund. Math.,
t. 26 (1935), pp. 534-545.
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chercher les autres formes concernant les conditions de separatlon
de points dans les espaces abstraits.

Tout d’abord nous adoptons la condition (A) comme le point de
départ du raisonnement :

(A)P. Soit {V.(x)} la famille des voisinages des points x de I’espace
et soit V.(p) un voisinage d’un point p. Alors il existe un suffixe B
déterminé par p et a tel que

Ve(p) Vs(@)=F0—> V() < Va(p),
quel que soit q.

D’abord la condition (A) entraine le

Théoreme 1. La condition (A) équivaut a la condition :

(A, : Soient p un point et F un ensemble ferme ne contenant pas
le point p. Alors il existe un suffixe B déterminé par p et F' tel que

. Va(p)- V(@) =R0— Vi(9)- F =0,
quel que soit q. :

Démonstration. (A)—(A;): Par I’hypothése que p€ F, il existe
un voisinage V.(p) de p tel que V.(p)-F =0, o1 2 est déterminé
par p et F. Or, de la condition (A), il y a pour V.(p) un suffixe 8
déterminé par p et «, a savoir par p et F, tel que

V() V(@) =E=0— Vi(g) < Vul(p), .
Vi(p)- Vi(@)=£0— Vi(@)-F=0, o

puisque V.(p)-F = 0.

(A;)) —=(A): Soit V.(p) un voisinage donné d’avance d’un point
p et posons F = CV.(p), ou CV.(p) désigne I"’ensemble complémen-
taire par rapport a l'espace de V.(p)®. Il est évident que F est
fermé ne contenant pas le point p. Par conséquent, en vertu de la
condition (A;) il y a un suffixe 8 déterminé par p et F, c.-a-d. par
p et a, tel que '

donc on a

Ve(0)Vel(@)=F0— Vi(@)-F=0.
Vs(p)- Vel@) F=0— Va (@) < Va(p),
puisque F' = CVa(p), c. q. f£.d.]

D’oﬁ on a

1) Sl l’espace est a caractere dénombrable et monotone vérifiant la condition
(T,) (voir la note 1) citée au bas de la page 196), la condition (A) coincide avec celle
gque M. FRINK a donné dans son article, Distance function and the metrization
problemes, Bull. of the Amer. Math. Soc., Vol. 43 (1987), p. 140.

2) Dans la suite, désignons par CE l’ensemble complementalre par rapport
A l'espace considéré d’un ensemble donné E.
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Nous définirons deux terminologies qui nous serviront souvent
dans la suite. A

Definitions. 1. Soit E un ensemble quelconque dans un espace

quantitatif et posons S.(E) = 5‘ Va(p), ou le membre droit de

Vo(p)-E*
I’égalité désigne la somme de tous les voisinages V.(p), « étant fixé,

qui possédent au moins un point commun avec E. Nous dirons que
S. (E) est la sphere de centre E et de rayon Olz

2. Posons O.(E) = TVa(p) pour un ensemble E quelconque
dans un espace quantxtatlf L’ensemble O, (FE) est appelé la sphére
‘restreinte de centre E et de rayon ~a

La condition (A) entraine évidemment la condition (A,) suivante =
(A2)P: Vau(p) étant un voisinage d’un point p, alors il ewiste deuw:
suffixes B et v déterminés par p et a tels que .

Vi) Ve(@)=0— V() < V.(p),

quel que soit q.

Par rapport a la condition (A.), on a le -

Theoreme 2. Pour qu’un espace quantitatif verifie 4da condition
(Az), il faut et il suffit que, E étant un ensemble quelconque, la SJermeture
de E coincide avec lo partie commune auwx fermetures de toutes les
spheres S.(E). .

Deémonstration. Necessité: E étant un ensemble quelconque, nous.
démontrons que £ = [IS;'('E) ou M est la fermeture de M. Pour ce
but, il suffit de demontrer que EDI[S&(E) car l’inclusion inverse
EC I[Sa (E) est évidemment vraie selon la définition de la sphére
S (E)

Or, p étant un point n’appartenant pas a F, alors il y a un
voisinage V.(p) n’ayant aucun point commun avec £. Par la con-
dition (A.), il existe deux suffixes B et v déterminés par p et a tels que:

V.- B o+0~ v, V),
V(@) E=0— V. (p)- Vs(q) =0,
puigque V.{(p)-E = 0. Donc on a V:(p)-S: (E) = 0 selon la définition

d’ou on a

1) La condition (A4,) coincide avec 'une des conditions que M. COHEN a con-
sidéré dans son article, On imbedding' a space in a complete space, Duke Math.
Jour., 5 (1939), p. 174.
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de la sphere Ss(E)-; d’ot p€S;(E£). Nous en pouvons siirement con-
clure que E 2 1IS:(E). :

Suffisance : Pour cela, il suffit de démontrer que la condition
(A2) soit résultée &e la condition que, F’ étant fermé, I’ coincide avec
la partie commune aux fermetures de toutes les sphéres S,(F).

Soit p un point quelconque et soit V.(p) un voisinage du point
p. Si l'on pose F = CV.(p), F est fermé et ne contient pas le

point p. Done, d’aprés 'hypothése posée, il résulte F = 1IS.(F) ; il
v ‘a donc un suffixe 8 déterminé par p et F, c.-a-d. par p et «, tel

que p €S;(F). Par conséquent, il y a un suffixe v déterminé par
p et B, c.-a-d. par p et «, tel que V.(p)-S;(F) =0; donc on a

V@) Fa=0— Vip)- Vilg) = 0,
V(D) V(@) =0 — Vi(g) < Vp),

puisque F' = CV.(p), c.q.f.d.

Du théoréme 2, on a immédiatement les

Corollaire 1. Dans un espace quantitalif verifiant la condition
(Az), p étant un point et F, fermé ne contenant pas le point p, alors il y
a deua; suffizes B et v déterminés par p et F tels que Vi (p)-S:(F)=0;
done lespace verifie la condition (T2)V.

~ Corollaire 2. Dans un espace @ caractére démombrable verifiant lo
condition (A.), tout emsemble fermé est un Gs et tout ensemble ouvert
est un F. :

Voici une condition correspondant a la monotonie de l’espace a
caractere dénombrable: Nous dirons qu’un espace quantitatif vérifie
la condition (M)?, lorsqu’a deux suffixes quelconques « et @ correspond
un suffixe v tel que

d’ou

Vip) < Vudp)- Vi(p),

]

quel que soit p.

Théoreme 8. Pour qu’un espace quantitatif verifiant la condition
(M) vérifie la condition (A), il faut et il suffit que, K éetant un ensemble
quelconque, la fermeture de E coincide avec la partie commune aux
fermetures de toutes les sphéres S.(E').

1) (7%): Quels que soient le point p et ’ensemble fermé F' disjoint de p, il
existe une couple d’ensembles ouverts disjoints auxquels p et F sont respectivement
intérieurs.

2) La condition (M) est identique & la condition (Um) introduite par M. A.
WEIL. Voir A. WEIL, loc. cit., p. 7. '
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Démonstration. La condition citée est bien nécessaire selon le
théoreme 2. Nous allons done prouver que la condition soit suffisante.
Soit p un point quelconque de V’espace et soit V. (p) un voisinage
de p. Si I'on pose F = CV.(p), K est fermé et he contient pas le

point p. Or, par I’hypothése posée, il résulte F = {I@F*), donc il

vy a un suffixe 2 tel que p&S\(F). Par conséquent, il v a un suffixe

» tel que V,(p)-Sa(F') = 0. Puis, de la condition (M), pour A et u

il existe un suffixe B tel que V;(z) Z V, (%) Vu(x), quel que soit z.

Par suite, il résulte V;(p)-S; (F') = 0 selon ’égalité Ve (p):Sy(F) = 0.

Il en résulte que, pour un point ¢ quelconque, V;(g)-F==0—
78 (D) Vi (q) = 0; d’ou on a |

Vi(0)- Vi(q) F= 0 — Vi(q) < Vu(p),

puisque F ='CV.(p), c. q.f.d. . .
Comme on peut sans peine le voir, 1a condition (A) entraine les
conditions suivantes (B) et (C):
(B): Pour un voisinage Vu(p) d’un point p, il ewiste un suffize 8
déterminé par p et a tel que

Vp)- V(@) +=0 — g € V(D) ,
quel que soit q.
(C): Pour un voisinage V.(p) d’un point v, ¥l existe un suffixe
B déterminé par p et a tel que

g€ Vi(p) — Vilg) < Vu(p),

quel que soit q. ,

Quant aux conditions (B) et (C), nous avons le

Theoréme 4. Dans un espace quantitatif vérifiant la condition (M),
la condition (A) éequivaut & deux affirmations ¢ la Jois (B) et (C).

Démonstration. I1 est clair que (A) entraine (B) et (C). Nous
allons donc prouver que (B) et (C) entrainent (A).

Soit V.(p) un voisinage d’un point p. En vertu de (C), il existe
un suffixe 2 déterminé par p et a tel que

(1) _ q € Vi(p) — Vi(q) < V.(p).

Puis, d’aprés (B) il y a pour le voisinage Vi (p) un suffixe # déterminé
par p et 4, c.-a-d. par p et a, tel que

(2) | V@) Vu(r) 4= 0—re Vi(p).
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Des implications (1) et (2), on a
(3) V@) V@) =0 — Vi(@) < Vulp) -

Selon la condition (M), il existe un suffixe 8 déterminé par 4 et 4,
c.-a-d. par p et a, tel que Vi(x) < Vi(x)- Vu.(x); donc on a en vertu
de (3)

V(@) V(@) == 0 — Vi(q) < Va(p) .

Cette implication est celle que nous avions en vue, c.q.f.d.
Corollaire. Dans un espace a caractére dénombrable et monotone,
la condition (A) équivaut a deux affirmations a la fois (B) et (C).
. En effet, ’espace étant monotone, il vérifie siirement la con-
dition (M), donc le corollaire est vrai selon le théoréme 4, c.q.f.d.
Concernant les conditions (B) et (C), nous considérons respective-
ment les conditions suivantes :
(By) : Soient p un point et F un ensemble fermé ne contenant pas
le point p. Il existe alors un suffixe a détermine par p et F', tel que

. : Vi) Vug) =0 —qEF,
quel que soit q.

(C) : Soient p un point et F un ensemble ferme ne contenant pas
le point p. Il existe alors un suffize a déterminé par p et F tel que

’ qua(p)'—) a(Q)'F=O’

quel que soit q.

Par rapport aux conditions, nous avons les

Théoréeme 5. Dans un espace quantitaty la condition (B) equivaut
a la condition (By).

Démonstration. (B)— (B;): En effet, comme ie point p n’ap-
partient pas a F, il existe un suffixe a déterminé par p et F tel
que V.(p)-F = 0. Par conséquent on a de (B) un suffixe 8 tel que

V) V(@) =0 —q€ VD),
Vo) Vilg) 0 —qgEF.

d’ou on a

(Bl)—’(B): Soit V.(p) un voisinage d’un point p. En posant
F = CV.(p), F est fermé et ne contient pas p. En vertu de (By),
il existe un suffixe B tel que

Vi) Val@) =0 —qEF,
Vsp)- V(@) 4=0—q € Vu(p),

d’ou .
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puisque F'= CV,(p), c.q.f.d.

Théoréme 6. Pour qu'un espace quantitatif satisfaisant a la con-
dition (M) vérifie la condition (B), il faut et il suffit que, .E &tant un
ensemble quelcongue, la fermeture de E coincide avec la partie commune:
aux fermetures de toutes les sphéres restreintes O, (E).

Démonstration. Necessité : Soit E un ensemble quelconque. Par
la definition de sphére restreinte O. (E), il est évident que E < O, (E),
quel que soit @, et donc £ < 1100‘ (E). Par suite il s’agit de demontrer‘-
que £ D 1100, (£). Or,sip est un point n’appartenant pas a E E étant

fermé, il ex1ste un voisinage V.(p) sans point commun avec E, donc
selon la condition (B) il existe un suffixe B tel que Vi(p): Valq) ==0 —
q € Va(p); de la contraposition de cette implication, on a ¢ & V. (p) —
Ve(p)-Vs(q) =0, et donec Vi(p)-O:(E)=0. Par suite, il résulte
p€O0,(E), et done pe IGIOZ(_E ). C’est la conséquence que nous avions:

en vue.

Suffisance : Soit p un point et soit V.(p) un voisinage de p. Si
I'on pose F = CV.(p), F' est fermé et ne contient pas le point Q-
Or, par I’hypothése posée, on a F= IIOG(F) Puisque p € F, il existe:
un suffixe a tel que pg O.(F), et par suite il existe encore un suffixe
B tel que Vi(p)-O«(F) = 0. Puis, d’aprés la condition (M), il existe:
un suffixe v déterminé par a et B. c.-2-d. par p et «, tel que:
Vi(x) € Vul(x)- Vi(x), quel que soit z. Donc on a V. (p)-O:(F) = 0,.
a savoir

-

g€ Vu(p) — Vi) Vilg) = 0,

puisque F = CV, (29) Cette implication est la contraposition de la.
condition (B) elle-méme, c.q.f.d.

De la démonstration du théoréme 6, on peut lmmedlat(ament:
déduire les ,

Corollaire 1. Dans un espace quantitatif vérifiant la condition (B),
la fermeture d’un ensemble E quelconque coincide avec la partie com.
mune aux fermetures de toutes les sphéres restreintes Oy (E).

Corollaire 2. L’espace quantitatif verifiant la condition (B) vérifie
la condition (T%).

Corollaire 3. Dans un espace a caractére dénombrable vérifiant la
condition (B), tout ensemble fermeé est un Gs et tout ensemble ouvert
est un F.
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Théeoreme 7. Dans un espace 4 caractére déenombrable, compact!
et monotone, vérifiant la condition (B), F\ et F» étant fermes et disjoints,
il existe deux sphéres restreintes tels que O,(F1)- O(F:) = 0: donc l’espace
vérifie la condition (Ts).

Démonstration. Soient Fi et Fy deux ensembles fermés disjoints.
Je dis qu’il existe un suffixe n tel que O,(F1)-O,(F2) = 0. En effet,
supposons, par contre, que pour chaque suffixe n il existe un point
v, contenu dans la partie commune a O,(F)) et a O,(F:). L’espace
considéré étant supposé compact, I’ensemble formé des points {p.} 2
au moins un point-8 de lui-méme, soit p. D’autre part l’espace
étant supposé monotone, on a évidemment O,+1(F;) T O(Fy), ¢t =1, 2),

et donec >\ p; C Ou(F), (i =1, 2), pour tout m. Par suite il en
I=n

késulte que p € O,(F1)- 0O, (F2) pour tout », puisque p est un point-3

de Elpn. D’ailleurs, en vertu du corollaire 1 du théoréme 6, on

a Fi-Fy = [10,(F})-O,(F%). Donc il résulte p € Fi-F,. Nous aboutis-

sons donec a une contradiction, c. q. f. d.

Théoréeme 8. Dans un espace quantitatyf, les conditions (C) et (Cy)
sont equivalentes. '

Démonstration. (C)—(Cy): Soit p un point et soit F un en-
semble fermé ne contenant pas le point p. Il existe alors un voisinage
V.(p) qui est disjoint de F, ou « est déterminé par p et F. En
vertu de (C), il existe un suffixe B déterminé par p et «, c.-a-d. par
p et F, tel que ‘

q € Vy(p) — Vi(q) € Vulp) .
Puisque V;(q) C Va(p) et Va(p;'F= 0, on a
g€ Ve(p) = Vi(@)- F=0.

« (C)—(Q): Soit V.(p) un voisinage d’un point p et posons
F = CV,(p). Alors, F est fermé et ne contient pas le point p, et
par conséquent, en vertu de (C;) il existe un suffixe B déterminé
par p et F, c.-a-d. dar p et «, tel que

1) Un point p sera dit d’aprés M. HAUSDORFF un point-3 d’un ensemble E, si
chaque voisinage auquel p est attaché contient une infinité de points de E.

Un ensemble E sera dit compact (en soi) si pour tout sous-ensemble infini ¢ de
E il existe au moins un point p (de E) qui est un point-B de e. '

2) (T,): Quels que soient les ensembles fermds -disjoints Fy et F%, il existe
deux ensembles ouverts disjoints auxquels F) et F, sont respectivement intérieurs.
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q€ Vi(p) — Visl@)-F =0,
ou F'= CV.(p). Donc on a |
g€ Vi(g) — Vi(g) < Vulp), c.q.f.d.

Nous pouvons encore conduire de la condition (A) la condition
(D) suivante qui jouera un role le plus important dans cet article :

(D): Pour un voisinage V.(p) d'un point p, il existe un suffize
B déterminé par p et a tel que ;

P eVg) — Vilq) < Vu(p),
quel que soit q.

Par rapport a (D), nous considérons la condition : -
(Dy) : Soit p un point et soit F' un ensemble fermé ne contenant pas
le point p. Il existe alors un suffixe B déterminé par p et F tel que

p€ Vi@ — Vi(g)-F=0,
quel que soit q. '

Ceci étant posé, nous avons le

Theoréme 9. Dans un espace quantitatif, les conditions (D) et (Dy)
sont equivalentes. -

Démonstration. (D) — (Di1): Soit p un point et soit F un en-
semble fermé ne contenant pas le point p. 1l existe alors un voisinage
Ve(p) qui est disjoint de F. Or, d’aprés la condition (D) il existe
pour le voisinage V.(p) un suffixe 8 déterminé par p et a tel que

p € V(@) — Vilg) < Vau(»),

d’ou .
pe Vi@ — Viy@)-F=0,
puisque F- V.(p) = 0.

(D)) > (D): Soit V.(p) un voisinage d’un point p. En posant
F = CV.(p), F est fermé et ne contient pas le point p, il existe de
la condition (D;) un suffixe 8 déterminé par p et F, c.-a2-d. par p et
a, tel que

‘ - pe Vg — Vilg)-F =0,
d’ou :

p € VB(Q) - VB(Q) g Va(p) ’

puisque F = CV.(p), c.q.f.d.

Théoréme 10. Powr qu’un espace quantitatif vérifie la condition
(D), il faut et il suffit que, E étant un ensemble quelconque, la fermeture
de E coincide avec la partie commune & toutes les sphéres S.(E).
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Démonstration. Soit E un ensemble quelconque et soit p un
point qui n’appartient pas & E. Il y a alors un voisinage V.(p) qui
est disjoint de E. Donec d’apres la condition (D), il y a un suffixe 8
tel que p € Vy(g) — Vilg) C Vu(p); done p e Vilg) = Vi(g)- £ =0, c.-
a-d. on a V,(g)-E % 0—p& Vi(q). Par conséquent, de la définition
de S,(E) il résulte p& Sy(&); donec p& {ISa(E), a savoir

(1) ‘ {ISO,(E)_C_E.

Ensuite, soit » un point de E. Alors, il est clair que V.(p)-E =0
pour tout suffixe @. Done, de. la définition de la sphére S.(E), on a
p € S.(E) pour tout «; il résulte donc p € I1S.(E), c.-a-d.

(2) E C 11S.(E) .

Les implications (1) et (2) nous donnent 1’égalité E = I1IS.(F).

Inversement, nous allons démontrer que, la condition (D) est
réalisée & la condition que, F' étant fermé, F' coincide avec la partie
commune 3 toutes les sphéres S.(F'). Soit V.(p) un voisinage d’un
point p. En posant F' = CV.(p), F est fermé et ne contient pas le point’
p. Par ’hypothése on a F' = {[SG(F). " Donec il existe un suffixe B

tel que p&Ss(F). Selon la définition de S;(F'), on a Ve(q)- F==0—
peVs(q); dou pe Vi(q)— Vs(q)-F = 0. Donc on a

p € Vi(g) — Vi@ < Vau(p) ,

puisque F = CV.(p), c.q.f.d.

Du théoréme précédent, on a immédiatement le ;

Corollaire. Dans un espace @ caractére denombrable verifiant la
condition (D), tout ensemble fermé est un Gs et tout ensemble ouvert
est un Fs.

Voieci un fait intéressant a 1’égard de la condition (D): MM.
ALEXANDROFF et URYSOHN ont autrefois traités un probleme par
rapport & la métrisation d’un espace topologique et donnés 'une
condition nécessaire et suffisante comme suivant: '

Pour qu’un espace topologique puisse étre consideré comme uUn
espace distaneie, il Sfaut et il suffit qu’il y existe une chaine complete
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et regulierdy.

Relativement & cette condition, il ¥y a un théoréme intéressant
comme suivant : 3 o

Theoréeme 11%. Pour qu’un espace a caractére dénombrable verifie
la condition (D), il faut et il suffit qu’il y existe une chaine compleéte.

Démonstration. Neécessité — Soit { V,(x)} une famille de voisinages
d’un point « dans un espace donné et soit 7/, un systéme de voisinages
Valx), » étant fixé et x parcourant l’espace.

Nous dirons que la suite 7/, Iy, ..., II,, ... des systémes 7/,
est une chaine compléte. En. effet, il est évident que chaque systéme
11, consiste d’ensembles ouverts et recouvre l’epsace. Puis; soit
V), Vi, .., V¥, ... une famille des ensembles contenant le point
x et appartenant respectivement a /5, Ile, ..., II,, .... Pour notre
sujet, il suffit de démontrer que les familles {V,(x)} et {V©®} soient
équivalentes.

Or, V@ étant un ensemble quelconque de la famille {VE&y, il
est clair qu’il existe un voisinage V.,..(x) contenu dans V), puisque
celui-ci est ouvert.

Inversement, soit V,(x) un voisinage de la famille {V,(z)}; il
existe de la condition (D) un nombre naturel m’ déterminé par = et
m tel que
¥

( ) x € Vm'(Q) e Vm'(Q) < Vm(x) . -

1) Déﬁnit?'ons. 1. Soit {V(¢)} une suite de domaine dont chacun contient le
point %; nous dirons qu’elle détermine ce point dans I’espace topologique donné R
si chaque domaine G contenant & contient au moins un domaine V(¢).

2. Nous dirons qu’un systéme II de doma‘nes recouvre I’espace R si chaque
point £ de R appartient & un au moins des domaines du systéme II.

3. Soient II; et IT, deux systémes de domaines dont chacun recouvre R : nous
dirons que Il, est imscrit dans II,, si 4 toute couple V, et W, de domaines de II,
ayant des points communs, correspond un domaine V; de Il; qui contient tous les
deux.

4. Soit I, II,, ..., II,, ... une suite de systémes recouvrant Yespace ; nous
dirons_que c’est une chaine compléte si la condition suivante est vérifide :

sownt § un point quelconque de R et V,, Vo, ooy Voo ... des domames conte-
nant & et appartenant respectivement & Iy, Mg, ..., Iy, ...; dans ce cas la suite
{V.} détermine le point & dans R.

5. Une chalne compléte I, I,, ..., 11,, ... sera dite réguliére si, pour tout

n, Il,,; est inscrié dans I1,,.
Cf. P. ALEXANDROFF et P. URYSOHN, Une cond1t1on nécessaire et suffisante
pour qu’un espace (£) soit une classe (D), C. R. (Paris), t. 177 (1923), pp. 1274-1276.
2) Ce théoréme est dii & M. KUNUGUIL
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Par conséquent, si ’on considére V& pour ce nombre m/, on a de (*)
Ve C Valx) .

Par suite, les familles {V{} et {V.(x)} sont équivalentes, donc la
suite 1, I, ..., Il,, ... est une chaine complete.

Suffisance — Soit 11, Ik, ..., 1l,, ... une chaine complete et
soit  un point quelconque dans ’espace. Désignons par V& un
ensemble quelconque appartenant a I/, et contenant le point z,-et
adoptons la famille des ensembles V&, V{, ..., V{, ... comme
-un systéme de voisinages de z, x parcourant 1’espace.

Nous allons prouver que la famille {V{¥} des voisinages vérifie
la condition (D); Supposons, par contre, que la famille ne vérifie
pas la condition (D). " Alors, il y a un point p et un nombre naturel
m de facon que, pour chaque nombre » et un point g, convenable-
- ment choisi,

() peViw et Viw—V® 0.

Considérons la famille des ensembles V{0, Vi, ..., Vi), ...; alors
par I’hypotheése que la suite {/J,} est une chaine complete la famille
{Vi} doit déterminer le point p, mais ce qui est impossible, car,
de la formule (xx), p€ Vi) et V—V P =0 pour tout n et V@
est ouvert. Donc nous aboutissons a une contradiction, c. q. f. d.
Exemple 1. 11 y a un espace a caractére dénombrable vérifiant

la condition (D) sans satisfaire & la condition (C).

- Dans le plan a deux dimensions, désignons par R 1’ensemble
formé des points p = (x, y), ot 0z <1 et 0y <1, et de deux
points (0, 0) et (1, 0). Nous définirons les voisinages V,(p) d’un
point p de R comme suit:

Pour un point p = (z, y), ot 0 <y, nous adoptons comme un
voisinage V,.(p) Vensemble des points, situés du coté de 0y et

intérieurs du cercle dont le centre est p et le rayon %, ou m est

un nombre naturel.
Pour le point p = (0, 0), nous attribuons comme un voisinage
V.(p) ’ensemble commun a B et a I’ensemble intérieur du cercle

dont le centre est p et le rayon %
Pour le point p = (1, 0), V.(p) est défini comme ’ensemble des
points (x, y), ou 0 <z <1 et O£y<-;—z—.
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Ceci étant posé, nous dirons tout d’abord que ’espace R ainsi
defini vérifie la condition (D). Soit V.(p) un voisinage donné d’un
point p = (x, y) ol 0<'y. Alors, comme on peut sans peine le v01r,

il suffit de choisir un nombre naturel n tel que 3m <n et -y-< n.

Pour le voisinage V,.(p), ou » = (0, 0) ou p = (1, 0), il suffit de
choisir un nombre naturel n tel que 3m < n.
Ensuite, ’espace R ne vérifie pas la condition (C). En effet,
considérons le point p = (1, 0) ; soit V,.(p) un voisinage quelconque du
1

point p. Il existe alors un point q = 5 2];2) pour tout n, et,

comme on peut facilement le voir, g€ V,(p) mais V,(¢)— V. (p) = 0
puisque (0, 0) € Va(g) et (0, 0) & V,.(p) quels que soient m et n.
Theoréme 12. Dans un espace quantitatif, pour qu’un ensemble
fermé F' coincide avec la partie commune @ toutes les spheres restreintes
Ou (F), ol faut et il suffit que I’espace vérifie la condition (E) suz%cmte ;
(&) : Sotent p un point quelconque et Va (p) un wvoisinage de P.
Alms il existe un suffixe 8 déterminé par p et a tel que

e Viq) —qe Vup),
quel que soit q.
Démonstration. Nécessité — Etant donnés un point p» et un voisi-
nage V.(p) de p. En posant F'= CV,.(p), F est fermé et ne contient
pas le p01nt p. Par conséquent, selon I’hypothése que F = IIOa(F)‘

il existe un suffixe :8 tel que p € O:(F); donc par la deﬁmtlon de
O; (F), il résulte, g étant un point de F, p€ V;(q), autrement dit
€ Vis(9) — q € Vu(p) puisque F = CV,(p).

Suffisance—Supposons que la condition (E) soit vérifiée par ’es-
pace. F' étant un ensemble ferme, notre but est de demontrer que
F = II0.(F).

Or, on a évidemment F C /70.(F') selon la définition de O.(F),

donc il nous suffit de démontrer que, p n’étant pas un point de F,
il n’appartient pas non plus a 77I0,(F); Dans ce cas, il existe un
o

voisinage V.(p) de p sans point commun & F. Par conséquent, selon
1a contraposition de la condition (E) il existe un suffixe 8 tel que
@€ Va.(p)—p& Vi(g). Cette implication et V.(p)-F =0 montrent
que p€ Ox(F), ec.-a-d. FFD IIO¢(F) c.q.f.d.

Du théoréme precedent on déduit le

Corollaire. Dans un espace & caractére dénombrable vérifiant la

&
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condition (E), tout ensemble ferme est un Gs et tout ensemble ouvert est
un Fs. |
Exemple 2. Nous donnons ici un exemple d’espace régulier, a
caractére dénombrable et monotone sans vérifier la condition (E).
Désignons par R le semi-plan 0 <y dans le plan a4 deux dimen-
sions. Nous adoptons comme le voisinage V,.(p) d’un point p = (v, y)
ou 0 <y, ’ensemble formé des points, situés dans R et intérieurs du

cercle dont le centre est p et le rayon ‘7717 Pour un point p = (z, 0)

situé sur l’axe des x, nous adoptons comme le voisinage V.(p)
I’ensemble des points intérieurs du cercle ayant le rayon %@— et

tangent en p a l'axe des z et situés du coté de 0 << y et du point
p lui-méme. '

Comme on peut sans peine le vérifier, ’espace ainsi défini est a
caractére dénombrable, monotone et régulier. Nous allons démontrer
que l’espace ne vérifie pas la condition (E): En effet, considérons
un point p = (@, 0) situé sur I’axe des z et un voisinage V,.(p).
Pour un nombre naturel %, prenons un point ¢ dont les coordonnées
(x, y) sont données comme racine des équations suiyantes : (x¥—xo)?+

( _1)2 = (1)2 et (x—xo)*+y* = (*L)z Alors, on a évidemment
m m oY 2n/ ’

» € Va(q) Bour tout nombre naturel n, mais ¢ & V.(p) c.q. f. d.
Quant aux conditions (a), (b), ..., (e), nous voulons ici considérer
seulement les deux conditions (b) et (e):
() :  Pour un point p et un voisinage V.(p), il existe un suffize 3
determine par p et a tel que

V@) V(@) F=0—p € Vug),
quel que soit q.
(e)V : Pour un point p et un voisinage V.(p), il existe un suffixze
B déterminé par p et a tel que

] g€ Ve(p) > e Vu) 5
quel que soit q.

Théoréme 13. Un espace quantitatif verifiant les conditions (D),
() et (M) satisfait a la condition (A).

Démonstration. Soit V.(p) un voisinage d’un point p. Par la
cohdition (D) il existe un suffixe 4 déterminé par p et a tel que

1) C’est M. COHEN qui a donné la condition (e) dans I’espace & caractére dénom-
brable; Cf. L. M. CoHEN, Uniformity properties in topological space satisfying
the first denumerability postulate, Duke Math. Jour., 3 (1937), p. 611.
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(1) pe Vig) — Vi(g) < Vu(p).

Ensuite, selon la condition (b), a V,(p) correspond un suffixe u
déterminé par p et 4, c.-a-d. par p et a, tel que

(2) Vi) V@) =0—->pe V,(g).
En rapprochant les implications (1:) et (2), on a
(3) V(D) Vi(g) == 0— Vi(q) S Valp) .

Par la condition (M), aux deux suffixes A et u, autrément dit a p et
a a correspond un suffixe 8 tel que Vi (x) < Vi(x)- Vu(x), quel que
soit . De l'implication (3), on a done, quel que soit g,

Vi(p)- Tfz(q) =+0— Ifﬁ(Q) < V.(p), c.q. f. d.

Théoréme 14. Dans un espace quantitatif, la condition (b) équivaut
a la condition (b)) suivante :

(b1) : Quels que sotent un point p et un ensemble E, si pe O.(E),
il existe un suffixze B déterminé par p et a tel que Vi(p)-Os(E) = 0.

Démonstration. (b)—(b1): De I’hypothése que pe O.(E), ¢ étant
un pointde E, p€ V,(q). Par conséquent, en vertu de la congraposition
de (b), il existe un suffixe 8 déterminé par p et a tel que pe V.(q) —
Vi(p)- Vs(g) = 0, A0t on a Vi (p)- 5’ Vs(q) = 0, donc V;(p)-O:(E) = 0.

(b1) = (b) : Etant donnés un pomt p et un suffixe a. En dé-
signant par E I'ensemble des points q tels que p g V, (¢), i1 résulte
p€O0.(E). D’apres la supposition (b;), il y a un suffixe B tel que
Ve(0)-0s(E) =0, c.-a-d. Vi(p)-V;(q) =0 pour tout point q de E.
Autrement dit, pour un point p et un suffixe a, il ex1ste un suffixe
B déterminé par p et a tel que

- p€& Vulq) — Va(p)- Vil@) = 0.

Cette implication est equlvalente a (b), c.q. f.d.
Du théoréme précédent, on a les

Corollaire 1. Un espace quantitatif verifiant les conditions (b) et
(To)? vérifie la condition (T1)2)

' —_

1) (Ty): Quels que soient les pomts p et g, il existe un ensemble disjoint de
g et auquel p est intérieur (et inversement).

2) (T1): Quels que soient deux points distinets p et ¢, il existe deux ensembles
disjoints auxquels p et ¢ sont respectivement intérieurs.
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Corollaire 2. Un espace quantitatif vérifiant les conditions (E) et
1b) verifie la condition (T2).

R En effet, ce corollaire est obtenu des théoremes 12 et 14.

Quant a la condition (e), on a les.

Théoréme 15. Dans un espace d caractére dénombrable vémjfiant la
condition (e), tout ensemble fermé est un Gs et tout ensemble ouvert est
un Fo.

Démonstration. I1 nous suffit de démontrer que tout ensemble
fermé soit un Gs. Soient F' un ensemble fermé et p un point de
F. Pour le point p et un suffixe «, faisons correspondte le voisinage
Viw. o(p) ot B(p, a) est le suffixe déterminé par la condition (e). En
posant G, = 5’ Vi (), il est clair que FFC [IG(z Nous allons prouver

que F 2D IIGa ; Soit ¢ un point n appartenant pas & F, F étant

fermé, il existe un suffixe « tel que V.(¢)-F =0. Or, si 'on con-
sidére I’énsemble G. pour le suffixe a, G. étant I’ensemble Z Vo, (D),

-en Vertu de la contraposition de la condition (e), on a g€ Vm, a)(p) Par
.conséquent, on a q€G., done il vient F DO I[Ga ; En résumé, on a

F = HGa. Par suite, si ’espace est a caractere dénombrable, on
.aura F*—- IIG,,, dong il en résulte que tout ensemble fermé (ou

Stivert) est un Gs (ou F,), c.q.f.d.

Corollaire. Dans un espace verifiant la condztzon (b), tout ensemble
fermé est un Gy et tout ensemble ouvert est un Fo'. ‘

Theoréme 16. La condition (e) équivaut & la condition (e1) suivante :

(e) : Quels que soient un point p et un ensemble E, si p€ O.(£)
pour un suffize a, alors pe E.

Démonstration. (e) — (e;): Supposons, par contre, que la con-
dition (e1) ne soit pas vérifiée ; alors il existe pour tout suffixe a un
ensemble E et un point p tels que pe O.(E) et pe E. Or, de la
.supposition p € £, 4 chaque suffixe 8 correspond un point p; de E
tel que ps€ Vi(p); D’autre part, de I’hypothése p € O.(&), on a
p€ Vu(ps). Ce qui est contraire a (e).

(e)) —(e): Soient ¢ un point et « un suffixe. S’il existe de
‘point p tel que q & V.(p), désignons par E ’ensemble de tels points
p; alors il est évident que quEVa(p). c.-a~-d. ¢ € O.(F). Par suite

¥4

.de la condition (ey), il résulte g € E. E étant ferm3, il existe un suffixe
B tel que Vi(g)-E =0, ou B est déterminé par q et K, autrement
dit B est décidé par g et a. Il est clair de la formule Vi(¢)-E =0
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que p& V;(g) pour p de E; d’ou on a q& V.(p)—pe Vi(q). Cette
implication équivaut a (e), e. q. f. d.

Or, il me semble que les conditions traitées jusqu’a présent
puissent étre considérées, en un sens, comme celles de séparation
entre un point et un ensemble fermé ne contenant pas le point. .
Donc nous donnons & cette place-ci deux exemples des espaces en
relation avec les conditions de separamon de points dans les espaces
abstraits.

Exemple 3. Voici un espace a caractére dénombrable vérifiant
la condition (A) sans satisfaire a la condition (To).

Dans le plan 4 deux dimensions, considérons I’ ensemble R forme
des points (x, ¥), ot 0 <z <1l et 0 <y<1, et de deux points (O 0)
et (1, 0).

Pour un point p = (x, y), ou 0 <y, nous définirons un voisinage
Va(p), (m=1, 2, 8, ...), comme I’ensemble des points, situés dans
la partie 0 <{y et intérieures du cercle dont le centre est p et le

rayon ;}1%— Aux points (0, 0} et (1, 0), nous attribuons au méme

voisinage V.,.{(0, 0)} = Vm{(l 0}, (m=1,2,8,...), qui consiste de
points (%, y), ou O<y<~—— et 0<2<<1. .

Dans T’espace ainsi deﬁnl il est manifeste que la condition (1%
n’est pas vérifiée, puisque les deux points (0, .0) et (1, 0) ont le
meme:vmsmage Va(0, 0), V,.(A, 0)), quel que soit m.

Nous dirons que ’espace vérifie la condition (A). Soit p un point
et soit Va.(p) un voisinage arbitraire de p. Supposons tout d’abord
que le point p = (x, y) ne soit ni (0, 0) ni (1, 0). Prenons un nombre

naturel » suffisamment grand tel que 3m <n et —<y, alors on

peut facilement voir que la condition (A) est vérifiée pour ce nombre

"Ensuite, soit p ’un des points (0, 0) et (1, 0), » étant un nombre
>3m Ia condition (A) est vérifiée pour ce nombre n.

Exemple 4. Il y a un espace a caractére dénombrable vérifiant
les conditions (D), (C) et (Ty) sans vérifier la condition (T.).

Prenons ’espace défini dans I’exemple 3, et modifions les voisi-
nages des points (0, 0) et (1,’0) comme suit:

Au point p = (0,-0) faisons correspondre comme voisinage V,.(p)
I’ensemble des points (z, y) dont les coordonnées sont définies par

Pinégalité x2+y2% < 7?1@2, et pour le point p = (1, 0) adoptons comme
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voisinage V,.(p) l'ensemble des points (x, y), ou 0<x<<1 et
0<y< . |

Il est clair que l’espace ainsi défini vérifie la condition (T,) sans
vérifiier (T1). Nous dirons qu’il vérifie les conditions (D) et (C).
Soit p = (x, ¥) un point et smt Va(p) un voisinage de p; alors on

peut sans peine vérifier qu’un vmsmage V.(q), oua 83m <n et —~<y

ou 3m <_n suivant que 0 <y ou 0 = y, satisfait aux condltlons (D)
et (C).

Ensuite, nous allons chercher les conditions de séparation entre
deux points distincts dans les espaces quantitatifs.

Théoreme 17. Un espace quaniitatif verifiant les conditions (B),
(M) et (To) jouit de la condition (T'F) suivante :

(TT) : Quels que soient deux pomts distincts p et q, zl existe un
suffize a déterminé par p et q tel que:

Pun ou Uautre de Va(p) et Va.(q) est disjoint de Va(r), quel que
sott. r.

Démonstration. Un ensemble formé d’un seul point est fermé,
puisque l’espace vérifie la condition (To). Donc en tenant compte
de (B), il existe un suffixe 1 tel que Vi(p):Vai(g) =0. En posant
Fy = CV\(p), F1 est fermé et pe F,. Par suite il existe selon le
théoréme 5 un suffixe B8 tel que '

(1) xeF)— Vi) Vi(x) =0.

De 1a méme maniére, en posant F; = CV,(qg), il existe un suffixe v
tel que '

(2) xeF,— Vg Vix) =0.

Par la condition (M) il existe un suffixe a tel que V. (%) < V,(x): V(x)
quel que soit . Par conséquent, F)+ F, étant ’espace tout entier,
r appatient & I’un ou l'autre de F; et F:; alors il est évident, soit
r € F, de la formule (1), que V. () V. (p) < Vi (r):- Vs(p) =0, c.q.f.d.

Corollaire. Un espace quantitatif vérifiant la condition (T'7) vérifie
-ausst la condition suivante:

(T30 : Soient p et g deux points distincts. Alors il existe un suffixze
-a déterminé par p et q tel que V.(p)- Va.(q) = 0.

De la condition (Tf,), nous pouvons immeédiatement déduire la
-condition ;

(T¢): Soient p et q deux points distincts. Il existe alors un suffixe
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a determiné par p et q tel que: soit r un point afrbztrawe alors V.(rk
ne contient pas simultanément les deux points p et q.

Par rapport a (T5), on a le

Theoréme 18. Un espace quantitatif vemfiant les condztwns (D) et
(To) jouit de la condition (T7).

Démonstration. D’apres la condition (T,), ’ensemble formé d’un:
seul point est fermé. Soient p et g deux points distincts. Alors il
existe du théoréme 9 un suffixe « tel que p€ Vyu(r)—qE Va (), queb
que soit », ce qui prouve le théoréme, c. q. f. d.

Corollaire.. La condition (Ts) entraine la condition (T).

Theoreme 19. Dans un espace & caractére déenombrable et monotone,.
la condition (T§) équivaut a la condition suivante :

(S): Soit mi<n<...<m<<... une suite monotone croissante
de nombres naturels tels que }clgio Ny = oo, et sout Vnk(pk) un voISTNAge

d’un point pr arbitraire. Alors la partie commune {CI Vo, (pr) consiste:

au plus d’un point. |
Démonstration. (T§) — (S1): Par contre, supposons qu’il existe:

deux peints distincts p et ¢, qui appartiennent a ][ n(0x). Or, en

vertu de (T¢), il existe un nombre naturel n tel que, quel que soit

r, V.(r) ne contient pas a la fois les deux points p et q. Done, si
n < n’, tout voisinage V, (r) 'est également puisque la famille des.
voisinages est monotone. D’autre part, par I’hypothése hm Ny, = ©0,.
il y a un nombre #; plus grand que 7, et V, (pk) cont1ent les deux.

points p et ¢q. Nous aboutissons donc a une contradiction. *

(S1) = (T§) : Soient p et ¢ deux points distinets. Supposons, par-
contre, qu’a un nombre naturel n correspond un point p, tel que
p+q < Valp,). Alors il y a une suite de voisinages {V.(p,)} de
fagcon que p+q < Va(pn) pour tout x, doncon a p+q < IIV,u(p,). Ce
qui est contraire a 1’hypothése (S)), c. q.f. d. "

De la condition (S;), nous pouvons immédiatement déduire la
condition suivante : L

(S)V: Soit ma<n<<...<nm=<... une suite monotone de nom--
bres naturels infiniment croissante et soit V, (px), (k=1,2,8, ...), une

suite de wvoisinages tels que V, (p1) 2 Va,(p2) 2 ... 2 Vo, (o) 2 .
Alors la partie commune {l Vu (pr) me contient qu’aw plus un point.

1) Voir notre article, Les espaces abstraits et les ensembles ordonnés, Ces-
Jouar., Sér. 1, Vol. 8 (1940), p- 160.
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Exemple 5. 1l y a un espace régulier et a caractére dénombrable
ne vérifiant pas la condition (Sg).

Considérons un espace qui se compose de toute couple (x, y) des
nombres réels, ou 0 <x <1 et 0 <<y <<1l. Nous définirons la relation
de 'ordre parmi les points de 1’espace comme il suit:

Si o/ <=, alors (x/,y")<(z,y), et si x=2" et y’ <y, alors
(@', ¥') <(x, y). Comme on peut aisément le vérifier, I’espace devient
ainsi un espace ordonné linéairement. Donc nous pouvons adopter
la famille des intervalles qui contiennent un point p» comme celle
des voisinages du point. Par cette convention, nous pouvons sans
peine prouver que I’espace considéré soit régulier, a caractére dé-
nombrable et monotone?.

Nous allons démontrer que dans cet espace la condition (Sz) n’est
pas vérifiée. Soit p; = (21, 0) un point et soit V,,(p1) un voisinage
de p;, ou V, (p1) estlintervalle ((x;, y), @1, y), 0 <axp <@ . Soit
P2 = (x2, 0), ou w; <2< 2, un point contenu dans V,(p1) et soit
Vo (p2) un voisinage de pomt P2, 0O N <Mz et V, ('pz) est 1 intervalle
(@5, %), @2, y9), ot z, <a}<<we<w. De la méme msniére nous
pouvons choisir une suite des voisinages { ,,k('pk)} tels que :

rnl<722< e <nk<..
Var(01) 2D Vo (02) D - - 2 Vi (06) 2 -

et 2] <y < v < @py < e L xp < e <<%y

Or, sil’on pose xp = llm xr, comme on peut facilement le vérifier,

I'intervalle ((xo, O, (%o, 1)) est contenu dans la partie commune 3
lank(pk) c.q. f.d.

Comme on le sait, pour.qu’un espace (v) jouisse ( de la condition (To),
il faut et il suffit que la partie commune & tous les voisinages Vi(p)
d’un point p ne contienne que le point p lui-méme. Par conséquent
on a le

Theéoréme 20. Un espace & caractére dénombrable vérifiant la con-
dition (S2) jouit de la condition (To).

Avant de finir ce paragraphe, nous considérons une relation
parmi ’espace a structure uniforme introduit par M. A. WEIL? et
les espaces quantitatifs que nous avons traités jusqu’é présent.

1) Cf. Notre article, Le probléme de SousLIN dans les espaces abstralts, Ces
Jour., Sér. 1, Vol. 8 (1939, pp. 29-31.
2) Voir, A. WEIL, loc. cit., p. 7.
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L’espace introduit par M. WEIL vérifie les trois conditions
suivantes : o

(UD: Quels que soient p et le suffixe a, on a p € Va(p); quels que
soit p et q distincts dans U'espace, ©l y a un suffixe a tel que q & V. (p).

(Um) : Quels que soient les suffixes a, B, il y a un suffixe v tel que
V.(0) < Va(p)- Vs (p) quel que soit p.

(Um) A tout suffixe a on peut faire correspondre un suffixe B
tel que les deux relations p € Vi(r), q € Vi(r) entrainent q € V.(p).

Comme on le voit, la condition (Uyy) peut étre écrite sous la
formule :

a étant un suffixe, il y a un sufﬁxe B tel que

(1 ) D € VB(T) - VB(’r) _.C_ Va(p) ’

quels que soient p et 7.

D’ailleurs, d’aprés (Um) on peut faire coorespondre a 8 un suffixe
v tel que 7€ Vi(s), pe V.(s) entrainent p € V,(r), quels que soient
», r, s. Done on a d’abord

(2) = r € Vi(s) — Vi(s) < Vilr),

et ensuite, sous la condition que z € V.(x), quels que soient z et a,
on a, en posant s = p et en tenant compte de (1),

(3) r € Vi(p) — Vi(r) < Vu(p) .

Il est évident que ¥ est déterminé seulement par « donné d’avance.
Soit Vi (p)- V:(q) =0 pour deux points p et g, et s01t r€ Vi(p)-
V+:(q); alors on a .

(4) re€ Vi),
(5) TEVT(p)'.

En posant s = ¢, on a, des relations (2) et (4), V(@) & Vi(r), et de
(5) et (3), Vs(r) Z Vu(p); Done Vy(q) < Viu(p). Par conséquent on

a Vi@ -Vi(@=+0— V() < V.(p).
Par suite, on a, selon le corollaire 2 du théoréme 6, le

Théoréme 21, L’espace de M. WEIL vérifie les conditions. (4), (a),
(M) et (Ty).

§ 2. QUELQUES THEOREMES CONCERNANT LES
j FONCTIONS CONTINUES.

Le but dans ce paragraphe est de montrer que dans un espace
a structure uniforme il ¥y a deux espéces de théorémes concernant
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les fonctions continues; a savoir le premier se rattache a l’espace
ou les fonctions sont définies et le second, a I’espace auquel les valeurs
des fonctions appartiennent.
Tout d’abord nous insérons quelques terminologies nécessaires :

~ Soient {V,(x)} et {U.(y)} deux familles de voisinages de points de
X et de Y respectivement. Nous dirons qu’une fonction y = f(x)
est (quasi-)continue & un point = de X, si & chaque suffixe a correspond
{-ent) un suffixe B (et un point ¥, de Y') dépendant de x de facon que:

FV@) S Uu), o y=5@; (f(Vi@)< Uulys)) -

Si f(x) est (quasi-)continue en chaque point de X, elle sera dite
simplement (quasi-)continue sur X.

Une fonction y = f(x) sera dite uniformement (quasz—)contmue sur
un ensemble E C X, lorsqu’a chaque suffixe « correspond(-ent) un
suffixe 8 ne dépendant pas de points x de E (et de points y, de Y
dépendant de z) de facon que, pour les points x de E,

F(Via) CU@), od y=r@); (AVi®)< Uuys)) -

Il est clair qu’une fonction continue est quasi-continue, mais en
général 'inverse n’est pas nécessairement vraie. Voici un exemple :

Soit X l’espace des nombres réels et soit Y ’espace donné dans
Pexemple 5 dans § 1. Comme on I’y a vu, ’espace Y est quantitatif, a
caractére dénombrable et monotone, et il y a un intervalle( (%o, 0), (o, 1))
contenu dans un voisinage V,(@m, 0)) d’un point (x,,, 0) convenable-
ment choisi, o1 m est un nombre naturel quelconque. Considérons
une fonction y = f(x) dont la variable et les valeurs appartiennent
respectivement aux espaces des nombres réels X et 0 <y <1 et elle
n’est pas continue en chaque point de X. En employant cette fonc-
tion, nous définirons une fonction F(x), définie sur X, ses valeurs
appartiennent a Y, telle que

(®o, y) = F(x), ou ’y = f(®) .

Comme on peut sans peine le voir, cette fonction est quasi-
continue sur X, mais elle n’est pas continue en chaque point x de X.

Il s’agit donc de chercher, sous quelle condition, les deux con-
tinuités sont équivalentes. Pour cela, voici une condition suffisante :

Théoréeme 1. Pour que les deux continuités sotent equivalentes, tl
est suffisant que Uespace Y verifie la condition (D).

Démonstration. Il suffit de démontrer que, dans cette condition,
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» ¢

‘“ quasi-continue >’ entraine ‘‘ cantinue ”’

Soit # un point quelconque de X et soit U.(y) un voisinage d’un
point y = f(z). Or, par la condition (D) il existe un suffixe v dé-
terminé par y et a tel que

(1) y e U:(y) — Uly) € U.ly),

quel que soit y’. Par suite, de I’hypothése que la fonction f() est
quasi-continue, au suffixe v correspondent un -suffixe B et un point.
Y, de Y de facon que

, (2) | (V@) < Udys) .

Par conséquent, a chaque voisinage U, (y) correspond, en vertu de
(1) et (2), un voisinage V(%) tel que f(V,@) < U.(y), y = f(x), done
f(x) est continue au point z, c. q. f.d.

Ces préliminaires étant posés, nous avoncons le raisonnement.

Theoréeme 2. Soit F un sous-ensemble compact en soi dans un es-
pace & caractére denotnbrable et monotone, vérifiant la condition (),
et soit § = {G} une famille d’emnsembles ouverts couvrant F. Alors il
existe un nombre naturel k dépendant de la famille ¥ tel que, pour
chaque voisinage Vi(p), p parcourant F, il y a au moins un ensemble G
de & dépendant de p tel que Vi(p) < G.

Démonstration. Par contre, supposons que, pour chaque nombre
naturel =, il existe un point p, de F tel que le voisinage V(D)
n’est contenu dans aucun ensemble de . Considérons P’ensemble
formé des points {p,}.° " Comme F est compact en soi, il existe un
point p de F' et qui est un point-3 de {p,}. Or, p étant un point
de F', il existe un ensemble G de & et il contient un voisinage V(D)
de p convenablement choisi. Alors il existe, en vertu de la condition
(C), un nombre naturel I tel que

(1) x € Vi(p) — Vi(x) < Vau(p) .

4

Or, p étant un point-8 de {p.}, Vi(p) contient une infinité de points
de {p.}.- Par conséquent, il existe un point p, contenu dans Vi(p),
ou m’ >max. (m, l) ; done par la relation (1) et de la monotonie de la
famille des voisinages, on a V,(pm) S Vipmw) < Va(p) < G. Nous
aboutissons donec 4 une contradiction que V,..(p...) soit contenu dans
un ensemble de &, c. q.f. d. ‘

Corollaire 1. Soitt F un sous-ensemble compact en sos dans un
espace Q caractére dénombrable, monotone et vérifiant la condition (C).
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Sott & = {M} une famille de sous-ensembles fermeés de F' tels que la
partie commune & tous les ensembles de § est vide. Alors il existe un
nombre naturel I tel que, pour chaque point p de F, il y a un ensemble
M de &, dependant de p, et qui est disjoint de Vi(p).

Démonstration. Soit §* = {G} une famille des ensembles G, ou G
sont les ensembles complémentaires des ensembles fermés M de ..
Par I'hypothése, la partie commune a tous les ensembles de F est
vide, donc la famille &* couvre F. Par suite, du théoreme 2, il y
a un nombre entier k tel que, chaque Vi(p), p parcourant F, est
contenu dans un ensemble de &*, dépendant de p; donc Vi(p) est
disjoint d’un ensemble de &, c.q.f.d.

Corollaire 2. Soit F wun sous-ensemble compact en sor dans un
espace X a caractere denombrable monotone et vérifiant la condition
(C), et soit Y un espace Q& caractére dénombrable. y = f(x) étant une
fonction quasi-continue de X en Y, alors elle est uniformément quasi-
continue sur F.

Démonstration. f(x) etant une fonction quasi-continue sur X, a
chaque nombre naturel k et a chaque point x# de X correspond un
nombre naturel n(k, x) et un point y, de Y tels que:

f( Vn(k x) (CC)) C Uk(ym) .

Ceci étant posé, nous faisons correspondre a chaque point x de
F un tel voisinage V., (%) et adoptons la famille § formée des.
ensembles ouverts Vi.u, »(®) comme la famille énoncée dans le théoréme
2. Alors il existe un nombre naturel N; qui dépend seulement de
k tel que, pour chaque voisinage VNk(x), ou x€ F, il y a un voisinage

Ve on(@’) et celui-ci contient celui-la. Par conséquent, il résulte
f( VNk(m)) _gf( Vn(k, m')(x,)) g Uk(yx/) ’

ol x est un point arbitraire de F. Donc f(x)_est uniformément
quasi-continue sur F, c.q. f.d. ‘
Corollaire 3. (Lemme de LEBESGUE). Soit F umn sous-ensemble
compact en soi dans un espace @ caractére denombrable, monotone et
verifiant la condition (C). Soit & = {F}, 1 =1,2, ..., n), une famille
de sous-ensembles fermés en mombre fini dans F. Alors, il existe un
nombre naturel k(X)) (Nombre de LEBESGUE) tel que: Soit K un sous-
ensemble de F et soit E < Vi(p) pour un point p de F. Si E a au
moms un pownt commun 4 F, , (1=1,2, ..., h), la partie commune

]IF n est pas vide.

g=1
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Demonstmizon Si II Fi==0, notre assertion est évidente. Donec
supposons que 17 F;= O Soit &* = {(Flu, Fi, ..., th)} la famille

des sous-famllles de & (Fi, Fiy, ..., Fiy) etant un élément de F*,
nous dirons que l’é‘lément (F%, , Fi, o .» Flip) est premiére- ou la seconde

classe suivant que H sz =0 ou 11 Fzg =+0. Ceci étant posé, pour un

élément de Ia premlere classe (le, Fzg, ..., F%), il existe selon le
corollaire 1 un nombre naturel %, = nh(le, Fiy,, ..., Fi) tel que,
pour chaque point p de F et pour chaque voisinage Vnh(p), il y a
un ensemble F%;, appartenant a 1’élément (Fiy, F%,, ..., Fip), dis-
Joint de Vwn(p). Or, 3* est de puissance finie, puisque F consiste
d’ensembles de nombre fini, il existe donc le plus grand nombre
parmi des 7, définis ci-dessus, soit k. Par définition de Ny, il est
clair qu’un élément (F%,, F%,, .. th) de 3* dont chaque ensemble
posséde au moins un point commun a Vau(p), m >k, est la seconde
classe, puisque la famille de voisinages est monotone, c. q. f. d.

Exemple 6. Il y a un espace qui vérifie les condition (C) et (TY)
et qul n’est pas régulier.

Désignons par R le semi-plan y >0 situé dans le plan & deux
dimensions. Pour un point p = (a, b), nous adoptons comme le’
voisinage V.(p) de p I’ensemble formé du point p lui-méme et des

points intérieurs du carré défini par les inégalités a———% <z < a+—7}7
et by < b+-7;2%~. Comme on le voit, I’espace ainsi défini vérifie

les conditions (C) et (T{). Ensuite, soit Va(p) un voisinage d’un
point p; alors il n’existe aucun voisinage de p tel que sa fermeture
soit contenu dans V,(p), donc I’espace n’est pas régulier.

Puis, nous étudierons une fonection limite de fonctions continues.
Voici une définition nécessaire :

{f(@)} étant une famille de fonctions, nous dirons qu’une fonction
F'(x) est d’accumulation de la famille {f(x)}, lorsqu’a chaque suffixe a
correspond une fonction f(x) de {f(x)} indépendant des points x de X
telle que |

J@) e U (F)) .

Dans cette convention, on a le :

Theoreme 3. Soit {f(x)} une famille de fonctions continues sur X
et soit Y Uespace quantitatif verifiant la condition (B), alors, F(x) étant
une fonction d’accumulation de {f(x)}, F(x) elle méme est continue.

Démonstration. Soit « un suffixe et soit U.(F(xo)) un voisinage
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de F'(x), o étant supposé fixé. Il est suffisant de démontrer qu’il
Y a un voisinage V(xy) de xo tel que F(Vixy) < U.(F'(xy).

Or, de la condition (B) il ¥y a pour le suffixe « un suffixe @
déterminé par F'(x,) et a tel que

(1 ‘) - Us(F@o)) - Ug(y) == 0 — y € U (Flxy) .

F(x) étant une fonction d’accumulation de {f(x)}, il y a poﬁr le
suffixe B8 une fonction f(x) indépendant de points x telle que °

(2) - = f(x) € Uy(F@)) .

U:(F'(xy)) étant ouvert, il y a en vertu de (2) un voisinage U, (f(@o)
tel que

(3) . U.(fiwe)) < Uy(Fiao))

<

D’autre part, f(x) étant continue, il y a pour U:(f(xy) un voisi-
nage V(zy) du point x ‘tel que

(4) S(Vixw) < U(flxo) .
Or, x’ étant un point appartenant a V(xo), il résulte selon (4) et (3)
(5) - f&) € U(Flxo)) ,
et on a selon (2)
(6) F@') e UFG) .

Des relations (5) et (6), on a évidemment U, (F'@y)- Us (F(x) == 0.
on a donc de la formule (1) F(2’)e U.(F(xyp). Par &onséquent, on a

F(Vixg) < Us(Fxo) ,
/
ce qui montre que la fonetion F'(x) est continue au point x, c. q. f. d.

§ 3. 'SUR DEUX PROBLEMES POSES PAR M. FRECHET.

Avant de chercher en détail des propriétés des espaces a caractére
dénombrable vérifiant la condition (D), dans ce § nous considérons
deux problemes posés par M. FRECHET et donnons leurs réponses
affirmatives.

Le premier probléme énonce comme suivant? :

1) Cf. FRECHET, Les espaces abstraits, Paris, (1928), pp. 233-234.
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Existe-il un espace plus géneral que Uespace distancié tel que : Les
trois familles des sous-ensembles de I’espace :

(1) qur sont parfaitement séparables,

(2) qut jouissent de la proprieté de LINDELOF,

(3) qur sont condenses chaque en soi
sotent coincidentes ? :

Pour étudier ce probléme, nous donnerons tout d’abord quelques
définitions nécessaires dans ce qui suit.

Soit B un espace (v) de M. FRECHET et soit £ un sous-ensemble
de R. . Si, a chaque point p de R correspond un voisinage V(p) pour
lequel la partie commune V(p)-E est hyper-condensé en soi?, E
-s’appelle hyper-condensé en soi au point p. Si E est hyper-condensé
en soi en chaque point de R, nous dirons que E est localement hyper-
condensé en soi. E étant hyper-condensé en soi en ehaque point de
FE, il s’appelle localement hyper-condensé en soi au sens fa,zble 2

Ceci étant pesé, on a les :

Lemme 12. Soit E un ensemble loca,lement hyper-condensé en soi
et sott M un sous-ensemble ‘de E. St M(%,)==0, alors M-M(%;)==0,
ot le symbole M(%:) désigne I’ensemble de tout point de condensation
de M. ‘ ,

Démonstration. p étant un point de M(s,), il existe, de la sup-
position que E est localement hyper-condensé en soi, un voisinage V(p)
tel que V(p)-E est hyper-condensé en soi et sa puissance est non-
dénombrable, donc V(p)-M P’est aussi. Par conséquent, en vertu de
la définition, ’ensemble V(p)-M contient au moins un point de con-
densation de lui-méme, donc a plus forte raison M contient au moins
un point de condensation, autrement dit M-M(%,) <0, c.q. f. d.

Lemme 2. Soit E un ensemble localement hyper-condensé en soi au
sens fouble et soit M un sous-ensemble de E; St E M(%)) ==0, alors
M M(&l) =‘= O |

Démonstration. Soit p un point de E-M(¥1). E étant localement
hyper-condensé en soi au sens faible, il existe un voisinage V(p) de
p tel que V(p)-E est hyper-condensé en soi. Par la définition, V(p)-M
est non-dénombrable et hyper-condensé en soi comme un sous-ensemble
de V(p)-E; Donc V(p):-M contient au moins un point de condensation

‘v%

1) Un ensemble est dit hyper-condesé en soi, lorsque chague sous-ensemble
non-dénombrable de l’ensemble contient au moins un point de condensation de
{ui-méme.

2) Cf. Notre article, Quelques propriétés des espaces abstraits, Ces Jour,, Sér,
1, 9 (1940), p. 204.
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de lui-méme, et par suite en vertu de V(p)-M < M, on a M- M(::) == 0,
e.q.f.d.

Des lemmes 1 et 2, nous pouvons immédiatement déduire les

Theoréme 1. Soit E un sous-ensemble de I'espace. Pour que E soit
hyper-condensé en soi, il fout et il suffit qu’il soit condensé et localement
hyper-condensé en soi.

Démonstration. Il est clair que la condition énoncée est nécessaire.
Réciproquement, nous allons done démontrer que la condition est
suffisante. Pour cela prenons un sous-ensemble non-dénombrable M
de E. FE étant condensé et localement hyper-condensé en soi, M l'est
aussi. Par conséquent, M(¥;)==0 et donc, en vertu du lemme 1, il
résulte M-M(¥,)==0, autrement dit E est hyper-condensé en soi,
e.p. f. d. _

Theoréme 2. Soit E un sous-ensemble de l’espace. Pour que E soit
hyper-condensé en soi, il faut et il suffit qu’il soit condensé en soi et
localement hyper-condensé en soi au sens faible.

Démonstration. 11 est manifeste que la conditiom est nécessaire.
Nous dirons que les conditions sont bien suffisantes.

Soit M un sous-ensemble non-dénombrable de E. D’aprés I’hypo-
‘thése que E est condensé en soi, on a E-M(%;) ==0. Ensuite, E étant
localement hyper-condensé en soi au sens faible, il résulte M- M(=,)==0
selon le lemme 2. Par suite, E est hyper-condensé en soi, c.q. f. d.

Or, comme on le sait, dans un espace quasi-accessible un ensemble
hyper-condensé en soi est un ensemble jouissant de la propriété de
LINDELOF qui est condensé en soi?. Donc, selon les théorémes 1 et
2, on a les ) ~ '

Corollaire 1. Dans un espace quasi-accessible oi. un ensemble con-
densé est localement hyper-condensé en soi, les quiatres familles des
.sous-ensembles :

(1) qui sont hyper-condensés en soi,

(2) quz jouissent de la propriété de LINDELOF, \

" (8) qui sont condensés en soi,

(4) quz sont condensés
sont coincidentes deux a deux. ;

Corollaire 2. Dans un espace quasi-accessible o un ensemble con-
densé en soi est localement hyper-condensé en soi au sens faible, lse
trois familles :

1) Voir K. KuNUGUI, Sur un théoréme de BAIRE généralisé dans la théorie
des espaces abstraits, Fund. Math., Warszawa, t. 21 (1933), pp. 244-245.

%



210 T. Inagakst

(1) qui sont hyper-condensés en soz,

(2) qui jouissent de la propriétée de LINDELOF,

(8) qui sont condenses en soi
sont coincidentes les unes les autres.

Ceci étant posé, nous montrons dés maintenant une condition
suffisante pour qu’un ensemble hyper-condensé en soi soit parfalte-
mant séparable :

Théoréme 3. Soit E un sous-ensemble kyper-condense en soi dans
un espace quasi-accessible. St E est & caractére denombrable et s’il
existe une famille de voisinages {V.(p)} de point p de E, wvérifiant la
condition (D), telle qu’elle equivaut a la famille de voisinages donnés:
d’avance dans E, alors E est parfaitement séparable.

Démonstration. On sait que tout sous-ensemble de E possede la
propriété de LINDELOF, car E est hyper-condensé en soi, donc tout
sous-ensemble de FE l'est aussi. Or, il est clair que EC?] Va(p)

pour chaque nombre n. Puisque E posséde la propriété de LINDELOF
nous pouvons choisir une infinité dénombrable de voisinages V,.(p%),
k=1,2,8,...), de facon que leur somme couvre E. Ceci étant
posé, nous allons démontrer que, si nous adoptons la famille de tout
voisinage V,(p?) auquel p est contenu comme celle des voisinages
de p, la famille {V,(pp)} sera équivalente a la famille {V,(p)}.
Pour éviter de se méprendre, nous désignerons par V* le voisinage
V(). D’apres cette convention, nous démontrons que les deux
familles {V}}et {V.(p)} sont équivalentes :

- 1° Soit 2 un point de E et soit V% un voisinage de x dans la
famille {V%}. Par définition, on a VEk = V,(p?) et qui est ouvert
contenant le point =z, donc il existe un voisinage V,(r) contenu
dans V%,

2° Réciproquement, soient x un point de E et V,(x) un voisi~
nage de z dans la famille {V,(p)}. Par la condition (D), il y a pour
le voisinage V,(x) un nombre naturel n déterminé par z et m tel que

(%) 2 € V@) — Val@) S Vimlx), si qeE.

D’autre part, tous les voisinages V1., V2, ..., VE, ... couv-
rent E, donc il y a un voisinage V% contenant le point x; Donc
selon la relation (x) il résulte z € VE C V().

Selon les 1° et 2°, on peut dire que les deux familles {Vk} et
{V.(p)} sont équivalentes; Par I’hypothése, la famille {V,.(p)} ‘est
équivalente a celle de voisinages donnés d’avance dans E, donc la

¥
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famille {V%} équivaut a la famille de voisinages donnés d’avance
dans E; Donc E est parfaitement séparable, c. q. f. d.

Des corollaires 1 et 2 et du théoréme 3, on a immeédiatement les

Corollaire 3. Soit R un espace quasi-accessible, o caractere de-
nombrable et dans lequel tout sous-ensemble condense est localement
hyper-condense en sor. Si, pour chaque ensemble condensé E de R, il
existe une famille de voisinages {V,(p)} de E vérifiant la condition (D)
et elle equivaut a la SJamille de voisinages donnés d’avance dans E, alors
les cing familles de tous sous-ensembles de R :

(1) quz sont parfaitement séparables,

(2) qui sont hyper-condensés en sot,

(3) qut jouissent de la propriéte de LINDELOF,

(4) quz sont condensés en sot,

(5) qui sont condenses
sont coincidentes deux a deux.

Corollaire 4. Soit R un espace quasi-accessible, @ caractére de-
nombrable et dans lequel tout sous-ensemble condensé en sov est locale-
ment hyper-condensé en soi au sens faible. Si, pour chaque ensemble
condensé en soi E dans R, il existe une famille de voisinages {V,(p)}
de points de E verifiant la condition (D) et elle est équivalente a celle
des wvorstnages donnes d’avance dans E, les quatre familles des sous-
ensembles de R :

(1) quw sont parfaitement séparables,

(2) qui sont hyper-condensés en soi,

(8) -qui jouissent de la propriéte de LINDELOF

(4) qui sont condensés en soi
sont coincidentes deux a deux.

Les corollaires 8 et 4 donnent respectivement une réponse affir-
mative au probléme de FRECHET, car un espace distancié vérifie les
conditions énoncées dans les corollaires.’

Nous pourrons sans peine voir que ’espace donné dans ’exemple
1 a la page 193 est un espace ou le probléme de FRECHET a la réponse
affirmative.

Nous donnerons un autre exemple : _

FEzxemple 7. Considérons un espace linéairement ordonné qui se
compose de toutes les couples (a, x), excepté (0, 0), des nombres
ordinaux a et des nombres réels x, ou 0 <o <2 et O<az<1 tel
qu’il est ordonné comme suivant: .

Si a_>a’, alors (a, ) > (a’, '), et si a =o', x >/, alors (a, ) >
(o/, '). Comme on peut aisément le prouver, cet espace posséde
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cette propriété que, 4 chaque point (a, ) correspond un intervalle
contenant le point et semblable a l’intervalle 0 <y <1 des nombres
réels. Par.conséquent, ’espace considéré est & caractére dénombrable,
quasi-accessible et localement hyper-condensé en soi. Nous dirons
que Vespace n’est pas distanciable, En effet, par contre, supposons
qu’il soit distanciable et désignons par d(p, @) la distance entre deux
points p et ¢q. Soit {(a, x)} un sous-ensemble non-dénombrable de
points distincts, ou 0 < a < 2 et ® = %, &, alors nous voyons aisé-

1

ment qu’il y a un nombre naturel %4 tel que d((a, 1), (o, %)) >7;

pour une infinité non-dénombrable de a, soit as (0<' B < 0Q) et
a3 <_azs1. a3 étant un nombre ordinal de fini ou de seconde classe,
1 y a un nombre ordinal ay de seconde classe plus grand que a3 pour
tout 0 < B < w. Ceci étant posé, considérons I’ensemble formé des
points (a, #) qui sont plus petits que le point (a0, 0). Cet ensemble
est semblable a Pintervalle 0 <y <1 des nombres réels. Par con-
séquent, comme on peut facilement le vérifier, il y a un point (v, x)
dans ’espace qui est un point d’accumulation de la suite des points
(az- %) et (a3, %), 8=1,2,3,.... Mais ce qui est déraisonnable,
puisque d((ap, 3), (a5, %)) > % pour tout 8. Ensuite, prenons un
sous-ensemble condensé E dans 1’espace, alors il y a un point (a, %)
qui est plus grand que tous les points de E. En effet, par contre,
supposons qu’il n’existe pas tel point (e, ), alors E contient une
suite de points.(a;, ;) non-dénombrables tels que a1 < ag< <+ < as<++-
et lima;=92. Ce qui est contraire au fait que FE est condensé,
puisque ’ensemble non-dénombrable {(a;, x3)} de E n’a aucun point
de condensation. Par suite, il y a pour E un point (a, £) énoncé
plus haut; Done E est contenu dans un ensemble formé de tous
les points plus petits que le point (a, ) ; d’ou E est semblable 4 un
ensemble contenu dans ’'intervalle 0 < y <1 des nombres réels, done,
comme- on le sait, E est parfaitement séparable, c. q. f. d.

Nous ajoutons ici une condition suffisante pour qu’un espace soit
distanciable : ,

Theoréme 4. Pour qu’un espace quasi-accessible, a caractére dé-
nombrable, condense et localement hyper-condense en sov soit distanciable,
al faut et il suffit qu’tl soit régulier et vérifiant la condition (D).

En effet, d’aprés le corollaire 3, I’espace considéré est parfaite-
ment séparable. De D’hypothése que l’espace est régulier et du
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théoreme bien connu de URYSOHN-TYCHONOFFY, l’espace est dis-
tanciable, ec.q.f. d.

Ensuite, nous considérons le second probléme qui énonce comme
suivant :

Il sera intéressant de rechercher U'espace le plus général ou les
proprietes separables et parfaitement separables sont equivalentes. Ou
tout au mowns de voir s’'il existe un espace simple, plus genéral, que les
espaces distancies el ol ces deux proprielés coincident.

Nous voulons montrer a cette place-ci qu’il existe un espace plus
général que les espaces distanciés et ou les deux propriétés coincident.

Tout d’abord, nous démontrons un théoréme suivant.

Théoréeme 5. St un espace R quasi-accessible et & caractére dénom~
brable verifiant la condition (D) est séparable, ’bl sera parfoitement
separable sauf un ensemble de 1-re catégorie.

Démonstration. Soit D un sous-ensemble dénombrable et partout
dense dans I'espace R, soit D = {pz}, (k =1, 2, ...); et soit {V.(o)},
(n,k=1,2,8,...), la famille de tous les voisinages des points p; de
D. Pour plus de commodite, désignons par V% le voisinage Va(pz).

Si I’on pose G, =2.° VE, I’ensemble F, = R—G, est fermé et fron-
=

tiére, puisque G, est ouvert et partout dense dans R ; donc F, est
non-dense. Posons R* = ]I G,, alors on a R—R* *?F ou 5‘F

est de 1-re catégorie.

Nous montrons que R* est parfaitement séparable; Soit » un
point de R*, alors il existe, selon la définition de R*, au moins un
voisinage V%, pour tout n, auquel p est contenu. Adoptons main-
tenant tous les voisinages V% auxquels p est contenu comme la
famille des voisinages du point p, et disons que cette famille
&* = {Vi} est équivalente & la famille donnée d’avance ¥ = {V.(p)}.
Soit p un point de R*:

1° Soit V% un voisinage de p dans {*. V% étant ouvert, il
existe un voisinage V,(p) de p contenu dans V%,

2° Soit V,.(p) un voisinage de § du point p. Selon la condition
(D), il existe un nombre naturel » tel que

(* ) D€ Vn(Q) - V’n(Q) < Vm(p) ’ ’

1) P. URYSOHN, Zum Metrisationsproblem, Math. Ann., Bd. 94 (1924), pp. 309-
315; A. TycHoONOFF, Ueber einen Metrisationssatz von P. URYSOHN, Math. Ann.,
Bd. 95 (1925), pp. 139-142.
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quel que soit g. Pour ce nombre %, tous les voisinages v, vi, ...,
VE, ... de §* couvrent R*, donc il existe un voisinage V7] con-
tenant le point p, autrement dit il y a dans §* un voisinage V7 de
p qui est contenu dans V,(p) selon (x). ‘

Des 1° et 2°, on voit que les deux familles {V%} et {Va.(p)}
sont équivalentes, donc E est parfaitement séparable, c.q. f. d.

Exemple 8. 1l existe un espace régulier, a caractére dénombrable
monotone et séparable, vérifiant les condltlons (D) et (TY) sans etre
normal et parfaitement séparable.

En effet, désignons par R le semi-plan y> 0 dans le plan a deux
dimensions. Pour un point p = (2o, %), ou %o >0, un voisinage
VD), ol m est un nombre naturel, se compose de tous les points (x, ¥)

A
dont les coordonnées vérifient les inégalités: (x—x0)?+ (¥—y0)? < (%)

et y - 0; et paur un point p = (2, 0) un voisinage V,.(p) consiste
du point p lui-méme et de tous les points (xz, y) ol =, y sont donneés

par l'inégalité :
(x—xo)2+(y-—»~~) (——)

Dans cet espace R, on peut facilement voir que les conditions
énoncées sont vérifides et en outre que si nous négligeons de l'espace
un ensemble non-dense qui est ’axe des x, ’ensemble restant sera
parfaitement séparable.

Theoréme 6. St un espace R quasz—accesscble, & caractére dénom-
brable vérifiant les conditions (D) et (e) est séparable, il est parfaitement
separable.

Démonstration. En employant les mémes signes dans la démon-
stration du théoréme 5, il suffit de démontrer que I’ensemble X1 F,
est parfaitement séparable. .

Soit » un point de S F,. A chaque voisinage Vn(p) de p
correspond selon la conditqfon (e) un nombre n tel que ge Vyu(p) —
pe Vg, quel que soit ¢q. Par suite, pour chaque nombre m il
existe au moins un voisinage V)% de F* tel que pe VE. Nous
adoptons donc tous les voisinages V% de §*, qui contiennent le
point p, comme la famille des voisinages de p. Nous dirons que les
familles ¥ et §* sont équivalentes;

Soit p un point de > F,

1° Soit V% un Vovizsinage de p appartenant a F*. V% étant
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ouvert, il existe un voisinage V,(p) de p tel que V,.(p) < VE .
2° Soit V.(p) un voisinage de p appartenant a & ; alors il existe
selon la condition (D) un nombre n tel que P € V,(q) = Va(qQ) < V.u(p),
quel que soit gq. Par conséquent, on a pe Vi — VEC V,(p), quel
que soit %k, ; done il existe un voisinage VE de p contenu dans V,.(p).
Des 1° et 2°, on voit que > F), est parfaitement séparable, donc

I’espace I’est aussi, c.q. f.d.

Du théoréme 6, on a le

Théoreme 7. Soit R un espace quasi-accessible, separable, a carac-
tere démnombrable et monotone verifiant la condition (D). Si U'espace
vérifie la condition (e), sauf un sous-ensemble F' fermé et dénombrable,
lespace est parfaitement separable.

En effet, en posant R* = R—F, R* est parfaitement séparable
selon le théoréme precedent : donc il existe une famille d’une infinité
dénombrable de voisinages {V%} et qui est équivalente a celle de
voisinages donnés d’avance dans R*. Puis, soit {V.(p,)} la famille
des voi%inages de points de F. Comme on le sait, la famille des
voisinages {V%} et {V.(vx)} est équivalente a celle de voisinages
donnés d’avance, lorsque nous adoptons un voisinage auquel p contenu

comme un voisinage de p. Donc ’espace est parfaitement séparable,
c.q.f.d.

I’exemple 3 dans §1, montre qu’il existe un espace plus général
que les espaces distanciés ou deux propriétés séparables et parfalte-
ment séparables sont équivalentes.

§ 4. SUR LES ESPACES A CARACTERE DENOMBRABLE
ET MONOTONES.

Dans ce paragraphe, nous introduirons d’abord deux notions im-
portantes: la premiére est le quasi-ecart entre deux points et la
seconde, la convergence d’une suite de points bien ordonnés. Quasi-
écart correspond justement a distance dans les espaces distanciés,
et il jouera un role important a I’aide d’axiome de séparation de points.
Et ensuite, nous donnerons leurs applications.

Nous remarquons tout d’abord que: si ’espace a caractére
dénombrable est monotone, la famille des sphéres {S.(p)} I’est aussi,
autrement dit Sy(p) 2D Sx(p) 2---2 Su(p) 2--- pour tout point p.
Nous supposerons dorénavant et toujours que ’espace a caractére
dénombrable soit monotone, et que le voisinage Vi(p) d’un pomt P
de ’espace coincide avec ’espace tout entire.
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Or, en utilisant la famille {S,(p)}, nous allons définir la notiom
dite quasi-écart entre deux points arbitraires: Quels que soient
deux points p et gq, si'ge S,(p) et ¢€8S,.1(»), on dira que le quasi-

écart de p et g sera 71%-, et le désignerons par p(p, q); Si q€S.(p)y

pour tout nombre naturel »n, le quasi-écart de p et ¢ sera dit zéro,
c.-a-d. p(p, q) = 0.
Comme on peut facilement le verlﬁer, si q € Su(p), alors p € S,(q) ;:
donc on a

p(», @) = plg, D).

De plus, si I’espace satisfait & la condition (Tg), on aura
p(p, @) >0 ou p(p, q) = 0 suivant que p=kq ou p =gq.

Quels que soient deux ensembles A et B, nous désignerons par
p(A, B) la borne inférieure de p(a, b), o1 a et b parcourant respec-
tivement A et B, et I’appelerons quasi-écart des ensembles A et B..

En employant quasi-écart, nous pouvons définir une notion

dite ﬁlet-l—; Etant donné un espace a caractére dénombrable et.

monotone nous considérons un sous-ensemble D, de 'espace satis-
faisant aux deux conditions suivantes:
1° Quels que soient p et q deux points distincts de D,, on a

P(p, Q) > ‘1“.
2° Quel que soit x, on o p(x, D,) < %;
Tel ensemble D, s ’appelle ﬁlet-—l—

Ensuite nous définirons la notlon dite totalement borné dans un
espace quantitatif : Soient F un ensemble dans un espace quantitatif
et o un suffixe arbitraire. IL’ensemble E est dit totalement borné,
lorsqu’il se laisse décomposer pour chaque a en nombre fini d’ensembles
tels que:

E=FE{+E;+---+E; , pic B} < Su(p:) pourz—l 2, ..., N
et p; € Su(ps) si iF7.

Ces preliminaires étant posés, on a le

Theoreme 1. Dans un espace 4 caractére denombrable et monotone,
pour qu’en ensemble E soit totalement borme, il faut et il suffit qu’a
chaque nombre naturel n correspond dans E un ﬁlet——}; qQui se compose

#

de points de nombre fini.
Démonstration. En effet, par définition, FE étant totalement
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borné.k on a pour un nombre n une décomposition de E telle que:
E = EEE‘, pi € B3 < Su(p:) et p; e Sa(p:) si 1==5. Alors, en posant

Z p;. il résulte de la définition que I’ensemble D, est un filet-
7}&— forme des points de nombre fini dans FE. i

Inversement, supposons qu’a chaque nombre 7 correspond dans
1 . . . k

E un ﬁlet—W de puissance finie D,, soit -D, = >)p;. Dans ce cas,
. =1

considérons les sphéref Sn(:), =1, 2, ..., k). S’il existe un point
p appartenant a E——Z S,€p;), on aura S,(p):-D, =0 en vertu de la
définition de la sphére. Mais, ce fait nous donne la contradiction

que D, n’est pas ﬁlet-—1~ dans E'; donc on a E C Z S,.(pd). Alors en

posant E? = E-S,(p:;), on a la décomposition de E E = ZE” ou

-1
pi € ET < Su(ps) et p; € Su(p) si i=7, c.q.f.d.
Sans doute, un espace GV peut étre considéré comme un espace
a caractére dénombrable et monotone, donc on a le
Corollaire. Dans un espace €, pour qu’un ensemmble E soit totale-
ment borne, tl faut et il suffit qu’a chaque mombre n corresponde un

ﬁlet--1~ de puissance finie dans E.

Nous voudrons dés maintenant rechercher quelques propriétés
d’ensembles complets et pour cela définirons quelques terminologies
nécessaires.

Dans un espace quantitatif, nous dirons qu’une suite de points
bien ordonnés {p.} satisfait a la condition de CAUCHY (généralisée),
lorsqu’on peut faire correspondre a chaque suffixe 8 un point ¢; et
un nombre ordinal -a; tels que

(*) aE@pa < Vilas) .
, "
En particulier, si tous les points ¢; sont coincidentes, soit g; = ¢, et
si aueun point distinct de g ne satisfait a la condition (*) pour tout
B8, nous dirons que la suite des points converge vers le point q et le
désignerons simplement par lirdn p. = ¢ et nous appelerons ¢ un point
de limite de la suite {p.}.
Voici deux lemmes presque évidents :
Lemme 1. Dans un espace & caractére démombrable, st p € E’, il

1) Cf. FrRECHET, Les espaces abstraits,‘p. 214.
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existe une suite de points {p.} de E tels que le point p est dac-
cumulation d’ensemble {p,}, o E' désigne I’ensemble des points d’ac-
cumulation de K.

Lemme 2. Dans un espace a caractére denombrable monotone
vérifiant la condition (Th), st pe E’/, il existe une suite de points {pn}
de FE convergeant vers le point p. ”

Ceci étant posé, on donne sans prouver le

Théoréme 2. Un espaee d caractere déenombrable monotone vérifiant
la condition (T1), est un espace LF introduit par M. KURATOWSKID.

Theéoréme 3. Dans un espace @ caractére denombrable et monotone,
tout ensemble compact est totalement borneé.

Démonstration. Soit E un ensemble compact dans 1’espace.
Supposons, par impossible, qu’il existe un nombre naturel n pour
lequel V’ensemble E ne se laisse pas décomposer en nombre fini
d’ensembles tels que:

E=XEr, pieECS.0) ot 0,8Sp) si i+,

Or, soit p; un point de £ et faisons correspondre a p; la sphére
S.(p1) et posons Ef = E-S,(p1). Ensuite, soit p. un point de E—Ep
(s’il existe), et posons EP = E-S.(p:). Alors_il est clair que
;i € B2 C Sp(ps) et p;@ Su(p;) ou 2,5 =1, 2 et 2==35. Etant supposé
pour n» que E ne se laisse pas décomposer en nombre fini d’ensembles
E? définis ci-dessus, cette opération sera suivie a4 Uinfini. Ainsi nous
avons une suite de points {p,,} de E. FE étant compact, I’ensemble
des points {p,} posséde au moins un point-8, soit p. Par conséquent,
le voisinage Vi(p), (I >>n), contient au moins deux points distinets
de {p..}, soient Pm, €t D, . Alors il résulte p,,, +pm, & Vi(p), autre-

ment dit p(pn,, Pm,) < 711, puisque l’espace est monotone. Nous ab-

outissons done a une contradiction, c. q. f. d.

Comme on le sait, nous disons qu’un espace (ou ensemble) est
dit complet, si chaque suite de points satisfaisant a la condition de
CAucHY posséde un point de limite dans I’espace (ou ’ensemble).

Dans cette convention, on a les

Theoreme 4. Dans un espace @ caractére dénombrable verifiant la
condition (1Y), tout ensemble compact en soi est complet.

Démonstration. Soit E un ensemble compact en soi dans I’espace
et soit {p.} une suitz de points de E satisfaisant a4 la condition de

1)' Cf. KuraTOWSKI. Topologie, I (Warszawa), (1933), pp. 76-717.
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CAUCHY. FE étant compact en soi, il y a au moins un point-8 de
{p,}, soit p. Nous dirons que la suite des points {p.} converge |
vers le point p. Supposons, par contre, qu’il existe un nombre
naturel k& tel que le voisinage Vi(») ne contient pas un nombre
infini de {p.}, et les désignons par {q,}. Il existe alors un point ¢
de E qui est un point-@ de {q.} et distinct de p. Ensuite, d’apres
la condition (T§), il existe pour les deux points p et ¢ un nombre
naturel ! tel qu'un voisinage Vy(r) n’a aucun point commun a l'un
ou l'autre de Vy(p) et de Vi(q), quel que soit ». En tenant compte
du fait que Vip) et Viq) contiennent respectivement le nombre
infini de points de {p,}, la suite {p.} ne satisfait pas a la condition
de CAUCHY ; nous aboutissons donc & une contradiction, c. q. f.d.
Théoréme 5. Soit E1 D E;D---2D E, 2-+-- une suilte d’ensembles
fermes décroissants dans un espace o caractére denombrable, complet et
monotone vérifiant la condition (T) et tels que E, < VEu(pa), ou
limk, = o et Vkﬂ(pn) est un voisinage convenablement choisi. Alors

”n->roo

la partie commune 1] E, consiste d’un seul point.

Deéemonstration. SOIt Q. un point de E,, alors on aura anﬂ CFE,.
Or, a chaque nombre naturel n correspondent deux nombres L, k,(C>n),
tels que E; < Vi (p); Il résulte donc Z Qs &= ZE < Via(p) < Valp),
puisque ’espace est monotone. Par consequent la suite des points {q.}
satisfait a la condition de CaucHY. L’espace étant supposé complet,
la suite {q.} converge vers un point ¢ appartenant a K, pour tout
n, puisque chaque FE, est fermé. Ensuite, supposons, par contre,
qu’il y ait un point p distinet de g appartenant a la partie commune
11{ E,. Or, d’aprés la condition (T¥), il y a un nombre naturel m
tel que chaque voisinage V,.(#), (m’ >m), ne contient pas a la fois
p et q, quel que soit ». Mais, d’autre part, par 1’hypothése, on a
p+q < E, pour tout n; Ce qui est une contradiction, c. q.f.d.

Théeoreme 6. Dansun espace R G caractére dénombrable monotone
veritfiant la condition (T¢), regulier et complet, chaque ensemble de
premiere categorie est un ensemble frontiere.

Démonstration. Soit £ = Ey+ FEe+++++E,+--- une somme d’en-
sembles non-denses, et soit V,.{p) un voisinage d’un point p arbitraire.
Il s’agit de démontrer que V,.(»)—FE ==0. Or, E; étant non-dense, il
existe un voisinage V., (p1) d’un point p1 de V. (p) tel que V, (p1) < Vau(p)
et V, (p1)-E; =0, puisque I'espace est régulier. Par la méme con-
sidération que j’ai usée plus haut et en tenant compte du fait que
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Pespace est monotone, nous pouvons définir par induction une suite
de voisinages Vi(p) 2 V., (p1) 2 V,,,(p2) 2+ 2D V() 2D - - tels que

Vorr1(e. 1) € Vo), Vare)-E = 0 et hm Ny = oo, Ceci étant posé,
par le théoréme 5, il existe un point ¢ appartenant a II V’nk(pk) 11
en résulte que ¢ € V,.(p)—FE, puisque 1/ Ve (pr) < 1[ (R E,) = R—
EE = R—FE. Donc E est un ensemble frontiere, c. q f.d.

Du théoréme 6, on a facilement les

Corollatre 1. Le complémentaire d’'un ensemble de I-re catégoriet
n’est pas de I-re catégorie (pourvu que U’espace est mon-vide).

Corollaire 2. L’espace w'est de 1-re catégorie en aucun point.

Corollaire 3. Chagque point d’un espace dense en soi est un point
de condensation de l'espace.

Corollaire 4. Soient Ey, E», ...,E,, ... d’ensembles Gs et partou.

denses dans U'espace. Alors la partie commune [1E, I’est aussi.
n=]1
En effet, en posant E} = R-—FE,, chaque ensemble E* est un
F, et frontiére, done il est de l-re catégorie. La somme \“‘E* Pest

donc également et le complémentaire de cette somme est un Gs et
partout dense dans I’espace, c.q. f. d.

Corollaire 5. Chaque ensemble qui.est un Gs de 1I-re catégorie est
non-dense. .

En effet, ¥ n’étant pas non-dense, il existe un ensemble G
ouvert dans lequel E est partout dense; donc il est aussi partout
dense dans G. Comme l’ensemble G est fermé dans I’espace complet,
il est aussi complet. Par suite, si "on considére G comme un
espace, G-E est un G; et partout dense dans G, donc G—F est un
F, et frontiére; Par conséquent, G—FE est de l-re catégorie. Ce
qui est contraire au corollaire 1, puisque G-E est de l-re catégorie
dans G, c.q.f.d.

Theoreme 7. Dans un espace o caractére dénombrable monotone
verifiant la condition (T5°), regulier et complet, chaque ensemble F, et
Gs est deéveloppable en série alternée (transfinie) d’ensembles fermés
décrotssants?. ‘

Soit, en effet, £ un ensemble F, et Gs et soit F' un ensemble
fermé arbitraire non-vide. Comme on le sait, il s’agit de démontrer

1) Un ensemble £ de la forme
E=FE—FE,+FE,—FE+ - +E¢—FEs y+--
ou les termes sont fermds décroissants, est dit développable en série alternéde
d’ensembles fermés décroissants ou, simplement, ensemble développable. Cf. KURA-
TOWSKI, loc. cit., p. 59.
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qu’au moins un des ensembles F-E et F—E n’est pas de frontiére
dans FV. Or, supposons, par impossible, que les deux ensembles
F-E et F—E, comme des F, frontiéres, soient de l-re catégorie dans
F: alors leur somme F = F-E+(F—E) serait de l-re catégorie sur
elle-méme, ce qui est contraire au corollaire 1 du théoréme 6 (F
étant considéré comme l’espace), c. q. f. d.

Dés maintenant, nous considérons la connexité d’un ensemble
compact en soi. Considérons un espace a caractére dénombrable

monotone, et no'us entendrons par une chaine——hl— une suite en nombre
fini de points ai, a2, ..., as de Vespace tels que p(a;, aivl)S%,
1=1,2,...,s—1. Nous dirons dans ce cas que la chaine-—}z (ay, az,

, as) enchaine les points a; et a,; Evidemment chaque point pour
lui-méme forme une chaine-% (pour chaquel n), s=1. L’espace
s’appelle encha@né-%&-, si 'on peut enchainer deux points arbitraires
de I’espace par une chaine-v?li». 11 est clair que l'espace est enchainé-
-{—'1{, si tout point de l’espace peut étr:e enchainé d’un point fixé par
une chaine—}{. Il en résulte que ’ensemble K L (p) de tous les points
de V’espace qui sont enchainés d’un point p fixé par une chaine-—%
est enchainé——:b—, si Ion le considére comme un espace, et il est le
plus grand ensembleenchainé-% dans l’egpace contenant le point p
et il est appelé composcmt—»L de p dans 'espace.

D’apreés ces déﬁnitions,non a les

Lemme 3. Le composant—:% d’un point p est & la fois ouvert et ferme.

En effet, si qEKl('p) alors S,(q)- K1(p) == 0; donc, soit r € S,(q),
il résulte r€ K1 (p) c.-a-d. V(@) € K1 (p)n Par suite, K1 (p) est ouvert.
D’autre part, si qux(p) il vient Sn(q) -K 1(p) = 0, donc Vn(q) Kl( p)=0.
Par conséquent, K1 (p) est fermé, c.q. f d.

Nous dirons qu ‘un espace est enchainé-0, lorsqu’il est enchalne-%;
pour tout n. Dans cette convention, on a le

Lemme 4. Un espace connexe est enchaine-0.
En effet, supposons que l’espace serait connexe; alors selon le

1) Cf. KURATOWSKI, loc. cit., p. 61.












































































































