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SUR LES ESPACES \‘A STRUCTURE UNIFORME

Par

Takeshi INAGAKI

INTRODUCTION

On sait dans les espaces abstraits qu’il $y$ a une diff\’erence con-
sid\’erable entre l’espace distanci\’e et les autres et que celui-l\‘a joue
un r\^ole important dans la th\’eorie des espaces abstraits, et il me
semble que la cause principale soit attribuable \‘a l’uniformit\’e dans
cet espace. Par exemple, si l’on considere une suite de points satis-
$faisant_{1}$ \‘a la copdition de CAUCHY, alors on aura besoin de l’id\’ee qui
d\’efinit sImultan\’ement pour beaucoup de points qu’ils soient \‘a proxi-
mit\’e les uns les autres. Encore, on sait qu’une fonction continue
(cette notion est obtenue seulement par la propri\’et\’e locale d’une
fonction) d\’efinie dans l’espace distanci\’e est uniform\’ement continue
sur un ensemble compact en soi, et la notion de “ uniform\’ement
continue ” d\’epend non seulement de la propri\’ot\’e locale d’une fonc-
tion, mais encore de l’uniformit\’e de l’espace.

Or, dans un espace topologique g\’en\’eral, nous ne savons la fa\caon
de d\’efinir l’id\’ee de “ complet ” ou ‘ ‘ uniform\’ement continue”. Nous
serons donc amen\’es naturellement \‘a poser la question si le fait que
telle id\’ee peut \^etre d\’efinie est la particuralit\’e de l’espace distanci\’e.
$\Pi$ sera donc int\’eressant de chercher un espace dans lequel on peut
d\’efinir la notion de “ complet” ou “ uniform\’ement continue ”, et
pour ce but il sera d\’esirable que l’espace que nous appellerons \‘a
structure uniforme1), soit aussi g\’en\’eral et aussi pr\‘es \‘a l’espace
distanci\’e que possible.

1) C’est M. J. VON NSUMANN qui a consid\’er\’e au commencement l’uniformit\’e de
l’espace topologique. Cf. J. VON NEUMANN, On complete topological $space\S_{1}$ Trans.
of the Amer. Math. Soc., 39 (1933), pp. 1-20.

M. A. WEIL a donn\’e une d\’efinition de l’espace a structure uniforme. Cf. A.
WEIL, Sur le $\neg\backslash $ espaces \‘a structure uniforme et sur la topologie g\’en\’erale, Actualit\’es
scientifiques et industrielles, (Paris), No. 551 (1937).

L. W. COHEN, Uniformity properties in topological $SnaCe$ satisfying the first
denumerability postulate, Duke Math. Jour., 3 (1937), pp. 610615.

L. W. COHEN, On imbedding a space in a complete space, Duke Math. Jour.,
5 (1939), pp. 174-183.

Jour. of the Faculty of Science Hokkaido Imp. Univ., Ser. I, Vol. X, No. 4, 1943.
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)

Pour avancer la consid\’eration, nous consid\’erons tout d’abord un
espace abstrait g\’en\’eral. Originellement, dans un espace topologique
g\’en\’eral, soit un espace (v) introduit par M. FR\’ECHET, on comprend
un voisinage d’un point $p$ comme l’ensemble des points qui soient \‘a
proximit\’e de $p$ , mais on ne sait dans ce cas aucun moyen de mesurer
le degr\’e de la proximit\’e du point $p$ , autrement dit on pourra dire
que la notion de “ proximit\’e ” soit qualitative; Dans l’espace dis-
tanoi\’e, la proximit\’e est celle qui peut \^etre mesur\’ee, a savoir elle
peut \^etre consid\’er\’ee comme quantitative, mais ce fait qu’elle soit
quantitative ne sera pas n\’ecessairement la particuralit\’e de l’espace
distanci\’e. Par exemple, pour qu’elle soit quantitative il sera suffisant
d’ajouter un suffixe \‘a chaque voisinage: Soit $B$ un ensemble de
suffixes et soit $a\in B$ ; si $q\in V_{\alpha}(p)$ , on peut dire que le point $q$ est \‘a
proximit\’e de $p$ et que le degr\’e de la proximit\’e du point $p$ est mesur\’e
par le suffixe $a$ . Dans tel espace la notion de “ proximit\’e’’ est
donn\’ee simultan\’ement en chaque poInt de $1’ espace$ et elle peut \^etre
consid\’er\’ee comme quantitative en ce sens que le degr\’e de la proxi-
mit\’e est mesurable.

Quoi qu’il en soit, dans tel espace que nous appellerons quanti-
tatif dans la suite, nous pouvons en apparence d\’efinir les notions
de “ complet” et de “ uniform\’ement continue” comme il suit:

Soit $\{p_{\tau}\}$ une suite bien ordonn\’ee de points, $\gamma$ parcourant un en-
semble de nombres ordinaux. Si \‘a chaque suffixe $a$ donn\’e d’avance
correspondent un nombre ordinhl $\gamma_{\alpha}$ et un point $q_{\alpha}$ tels $que.\sum_{r_{\alpha}<\tau}.p_{\tau}\subseteq$

$V_{\alpha}(q_{\alpha})$ , nous dirons que la suite satisfait \‘a la condition de CAUCHY
(g\’en\’eralis\’ee); Si chaque suite satisfaisant \‘a la condition de CAUCHY
(g\’en\’eralis\’ee) possede un seul point d’accumulation, on dit que l’espace
consid\’er\’e est complet (g\’en\’eralis\’e). $\cdot$

Quant a la continuit\’e uniforme d’une fonction $y=f(x)$ dont la
variable et les valeurs appartiennent aux espaces $X$ et $Y$ respective-
.ment, on pourra la d\’ePnir comme il suit:

La fonction $y=f(x)$ est dite uniform\’ement continue sur un en-
sembll $E$ dans $X$, si \‘a chaque suffixe $a$ correspond un suffixe $\beta$,
ind\’ependant des points $x$ de $E$, tel que

$f(E\cdot V_{\beta}(x))\subseteq U_{\alpha}(y)$ ou $x\in E$ et $y=f(x)$ .
Cependant, si l’on conclut de l\‘a que l’espace quantitatif possede

l’uniformit\’e, il me semble qu’il $y$ a pr\’ecipitation, car l’espace quanti-
tatif ne poss\’ede encore que l’uniformit\’e apparente; C’est analogue
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au fait en g\’eom\’etrie que, quoiqu’un voisinage de chaque point dans
un espace puisse \^etre consid\’er\’e comme un espace euclidien \‘a n-
dimensions, l’espace consid\’er\’e n’est pas n\’ecessairement celui de
RIEMANN en g\’eom\’etrie; Pour qu’il soit l’espace de RIEMANN, il est
n\’ecessaire de d\’eterminer le parametre de la connexion convenablement
choisi. Il me semble dans la th\’eorie des espaces abstraits que l’id\’ee,
correspondant \‘a cette d\’etermination du parametre de la connexion,
soit de donner une relation parmi les proximit\’es au moins de deux
points \‘a proximit\’es les uns les autres. Par exemple, voici quelques $i$

relations: $r$

$V_{\alpha}(p)$ \’etant un voisinage d’un point $p$ , il existe alors un suffixe
$\beta$ d\’ependant de $p$ et de $a$ tel que, eh symboles logiques1),

(A). $V_{p}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ pour tout point $q$ ,
(B). $V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow q\in V_{\alpha}(p)$ pour tout point $q$ ,

(C). $q\in V_{\beta}(p)\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ pour tout point $q$ ,

(D). $p\in V_{\beta}|(q)\rightarrow V_{(\backslash }(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ pour $t$out point $q$ ,

(E). $p\in V_{1},$ $(q)\rightarrow q\in V_{\alpha}(p)$ pour tout point $q$ ,

et les cinq relations (a), (b), . . ., (e) obtenues par l’\’echange de $p$

et $q$ dans les cinq relatibns (A), (B), . . ., (E) respectivement.
Nous pourrons voir que telle relation donna l’uniformit\’e essen-

tielle \‘a l’espace quantitatif. Nous arrivons ainsi \‘a l’id\’ee d’un espace
a structure uniforme, $c$ .-\‘a-d. un espace $quantitat\prime f$ est appel\’e \‘a struc-
ture $unr_{\text{ノ}}forme$ , lorsqu’il existe un r\’eglement d\’eterminant une relation
par rapport aux proximit\’es parmi des points convenabWzent donn\’es.

Dans ce travail, nous traitons principalement pour abr\’eger les
espaces o\‘u tout voisinage est ouvert, sauf mention expresse du con-
traire, et supposons pour $p1*$ de commodit6 que chaque point ap-
partienne toujours \‘a ses voisinages. Nous disons dans la suite qu’un
espace \‘a caractere d\’enombrablez) est monotone, lorsque, pour tout
point $p$ de l’espace, ses voisinages sont monotones:

$---$
$ V_{1}\underline{(p)}\supseteq\underline{V_{2}(p)}\supseteq\cdots\supseteq-V_{n}(p)\supseteq\cdots$ .

$\overline{1})$ Le signe $‘\rightarrow,,$ signifie que “ si..., alors $\ldots$

$\backslash $

. Voir D. HILBERT und ACKEh-
MANN, Gr\"undz $\iota ige$ der theoretischen Logik, Berlin, (1928), en particulier pages 4
et 23.

2) Nous dirons avec MM. ALEXANDROFF et URYSOHN qu’un espace est \‘a
caract\‘ere d\’enombrable, lorsqu’il satisfait au premier axiome de d\’enombrabilit\’e de M.
HAUSDORFF. Dans ce cas on peut toujours supposer que l’espice $s\lrcorner it$ quantitatif
kt de plus que l\’es suffixes des voisinages soient des nombres naturels.
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Dans le premier paragraphe, en remarquant la propri\’et\’e que,
dans l’espace distanci\’e, un ensemble ferm\’e est un $G_{\delta}^{1)}$ , nous donnons,
dans les espaces quantitatifs, quelques propri\’et\’es qui sont \’equivalentes
aux conditions (A), (B), . . .. etc. respectivement et de plus consid\’erons
quelques formules par rapport aux axiomes de s\’eparation de points.

Dans le deuxi\‘eme paragraphe, nous montrons qu’il $y$ a deux
especes des th\’eoremes concernant les fonctions continues, \‘a savoir le
premier se rattache \‘a l’espace ou les fonctions sont d\’efinies et le
second, \‘a l’espace auquel les valeurs de fonctions appartiennent.

Dans le troisieme paragraphe, nous traitrerons deux problemes
pos\’es par M. FR\’ECHET qui se rapportent \‘a la s\’eparabilit\’e $d’ ense\varphi ble$

situ\’e dans un espace, et donnons ses r\’eponses affirmatives.
Dans le quatrieme paragraphe, nous introduisons deux notions

de ‘ ‘ quasi-\’ecart’’ et de ‘ ‘ convergence” d’une suite de points dans les
espaces \‘a caractere d\’enombrable et monotones, et donnons leurs
applications, en ajoutant quelques conditions auxiliaires.

Dans le cinquieme paragraphe, nous consid\’erons en particulier
les espaces \‘a caractere d\’enombrable monotone v\’erifiant la condition
(D), et $y$ introduisons la notion dite “ quasi-distance”. On pourra
voir que la notion de “ quasi-distance ” est tout-\‘a-fait analogue \‘a
celle de “ distance ” dans les espaces distanci\’es. En employant
quelques conditions auxiliaires, nous donnons une g\’en\’eralisation de
th\’eor\‘emes dans les espaces distanci\’es.

Dans le dernier paragraphe, nous recherchons la th\’eorie des
fonctions mesurables $B$ , en suivant le raisonnement d\^u \‘a MM.
KURATOWSKI et $MoNTGOMERY2$).

\S 1. SUR DIVERS ESPACES \‘A STRUCTURE UNIFORME.

Notre but dans ce paragraphe est d’une part d’\’etudier quelques
propri\’et\’es des espaces \‘a structure uniforme, et d’autre part de re-

1) M. P. ALEXANDROFF a pos\’e autrefois dans son article un probl\‘eme:
Quels r\^oles jouent dans un espace topologique le premier- et le second axiome

de d\’enombrabilit\’e de M. HAUSDORFF et la propri\’et\’e qu’un ensemble ferm\’e est un
$G_{\delta}$ , respectivement ?

Voir P. ALEXANDROFF, Einige problemstellungen in der mengentheoretischen
Topologie, Recueil Math., t. 1 (43), 5 (1936), $P$ . 632.

2) C. KURATOWSKI, Topologie, I. Warszawa (1933); D. MONTGOMERY, Non-
separable metric space, Fund. Math., t. 25 (1935), pp. 527-533; C. KURATOWSKI.
Quelques probl\‘emes concernant les espaces m\’etriques non-s\’eparables, Fund. Math..
t. 25 (1935), pp. 534-545.
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chercher les autres formes concernant les conditions de s\’eparation
de points dans les espace\S abstraits.

Tout d’abord nous adoptons la condition (A) comme le point de
d\’epart du raisonnement:

$(A)^{1)}$ . Soit $\{V_{a}(x)\}$ la famille des voisinages des points $x$ de l’espaee
et soit $V_{\alpha}(p)$ un voisinage d’un point $p^{\backslash }$ Alors il existe un suffixe $\beta$

d\’etermin\’e par $p$ et a tel que

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,
quel que soit $q$ .

D’abord la condition (A) entraine le
Th\’eor\‘eme 1. La condition $(A)$ \’equivaut \’a la condition:
$(A_{1})$ : Soient $p$ un point et $F$ un ensemble ferm\’e ne contenant pas

le point $p$ . Alors $d$ existe un suffixe $\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et $F$ tel que

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)=\models 0\rightarrow V_{\beta}(q)\cdot F=0$ ,
quel que $so^{l}itq$ .

D\’emonstration. $(A)\rightarrow(A_{1})$ : Par $1’ hypoth\dot{e}$se que $p\overline{\epsilon}F$, il existe
un voisinage $V_{\alpha}(p)$ de $\dot{p}$ tel que $V_{\alpha}(p)\cdot F=0$ , ou $a$ est d\’etermin\’e
par $p$ et $F$. Or, de la condition (A), il $y$ a pour $V_{\alpha}(p)$ un suffixe $\beta$

d\’etermin\’e par $p$ et $a$ , \‘a savoir par $p$ et $Ft$ tel que

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ , $\iota$

donc on a
$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow V_{\downarrow\$}(q)\cdot F=0$ ,

puisque $V_{\alpha}(p)\cdot F=0$ .
$(A_{1})\rightarrow(A)$ : Soit $V_{\alpha}(p)$ un voisinage donn\’e d’avance d’un point

$p$ et posons $F=CV_{\alpha}(p)$ , o\‘u $CV_{\alpha}(p)$ d\’esigne I’ensemble compl\’emen-
taire par rapport \‘a $1’ espa\grave{c}e$ de $V_{\alpha}(p)^{2)}$ . Il est \’evident que $F$ est
ferm\’e ne contenant pas le point $p$ . Par cons\’equent, en vertu de la
condition $(A_{1})$ il $y$ a un suffixe $\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et $F,$ $c.$ -\‘a-d. $\cdot$ par
$p$ et $a$ , tel que

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow V_{1\backslash }(q)\cdot F=0$ .
D’o\‘u on a

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,

puisque $ F=CV_{\alpha}(p\underline{),c.q.f.d^{x}}--\cdot$

1) Si l’espace est \‘a caract\‘ere d\’enombrable et monotone v\’erifiant la condition
(T) \langle voir la note 1) cit\’ee au bas de la page 196), la condition (A) coincide avec $\dot{\epsilon}$elle
que M. FRINK a donn\’e dans son article, Distance function and the metrization
problemes, Bull. of the Amer. Math. Soc., Vol. 43 (1937), p. 140.

2) Dans la suite, d\’esignons par $CE$ l’ensemble compl\’ementaire par rapport
\‘a l’espace consid\’or\’e d’un ensemble donn\’e $E$.
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1
Nous d\’efinirons deux terminologies qui nous serviront souvent

dans la suite.
D\’efinitions. 1. Soit $E$ un ensemble $quelconque\iota$ dans un espace

quantitatif et posons
$S_{\alpha}(E)=\delta_{\lrcorner}^{\urcorner}V_{\alpha}V_{\alpha}1p)\cdot E\neq 0(p)$ , o\‘u le membre droit de

l’\’egalit\’e d\’esigne la somme de Kus les voisinages $V_{\alpha}(p),$ $a$ \’etant fix\’e,
qui poss\‘edent au moins un point commun avec $E$. Nous dirons que
$S_{\alpha}(E)$ est la sphere de eentre $E$ et de rayon $\frac{1}{a}$

2. Posons $O_{\alpha}(E)=\sum_{p\epsilon E}V_{\alpha}(p)$ pour un ensemble $E$ quelconque
dans un espace quantitatif. L’ensemble $0_{\alpha}(E)$ est appel\’e la sphere

1restreinte de centre $E$ et de rayon
$a$

La condition (A) entraine \’evidemment la condition $(A_{2})$ suivante:
$(A_{2})^{1)}$ : $V_{\alpha}(p)$ \’etant un voisinage $d’ un$ point $p$ , alors il existe deux $\cdot$

suffixes $\beta$ et $\gamma d\acute{e}term\prime in\acute{e}s$ par $p$ et a $tds$ que
$t$

$V_{r}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,

quel que soit $q$.
Par rapport \‘a la condition $(A_{2})$ , on a le $\sim$

Th\’eorem$e2$ . Pour qu’un espace quantitatif verifie $da$ condition
$(A_{2})$ , il faut et il suffit que, $E$ \’etant un ensemble quelconque, la fermeture
de $E$ coincide avec la partie commune aux fermetures de toutes les
sph\‘eres $S_{\alpha}(E)$ .

D\’emonstration. N\’ecessit\’e: $E$ \’etant un ensemble quelconque, nous;

d\’emontrons que $\overline{E}=\prod_{\alpha}S_{\alpha}(E)$ , o\’u $\overline{M}$ est la fermeture de $M$. Pour ce
but, il suffit de d\’emontrer que $\overline{E}\supseteq II\overline{S_{\alpha}(E)}\alpha$ car l’inclusion inverse
$E\subseteq IIS_{\alpha}\overline{(}E\overline{)}$ est \’evidemment vraie selon la d\’efinition de la sph\’e$re$ .

$*.S_{\alpha}(E)\alpha$

Or, k

$p$ \’etant un point n’appartenant pa $s$ \‘a $\overline{E,}$ alors il $y$ a un
voisinage $V_{\alpha}(p)$ n’ayant aucun point commun avec $E$. Par la con-
dition $(A_{2})$ , il existe deux suffixes $\beta$ et $\gamma$ d\’etermin\’es par $p$ et $a$ tels que

$V_{r}(v)\cdot\varphi_{\beta}^{\wedge}(q)\neq 0\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,
d’o\‘u on a

$V_{\beta}(q)\cdot E\neq 0\rightarrow V_{\tau}(p)\cdot V_{\beta}(q)=0$ ,

$p^{l}ui\Re ueV_{\alpha}\cdot\langle p$) $\cdot E=0$ . Donc on a $V_{r}(p)\cdot S_{\beta}(E)=0$ selon la d\’efinition

1) La condition $(A_{2})$ coincide avec l’une des conditions que M. COHEN a con-
sid\’er\’e dans son article, On imbedding a space in a complete space, Duke Math.
Jour., 5 (1939), p. 174.
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$J^{1)}y$

de la sphere $ S_{\beta}(E)\cdot$ ; d’ou $p\overline{\in}\overline{S_{\beta}(b)}$ . Nous en pouvons s\^urement con-
clure que $\overline{E}\supseteq Il\overline{S_{\alpha}(E}$).

Suffisance: Pour cela, il suffit de d\’emontrer que la condition
(A) soit r\’esult\’ee de la condition que, $F$ \’etant ferm\’e, $F$ coincide avec
la partie commune aux fermetures de toutes les spheres $S_{\alpha}(F)$ .

Soit $p$ un point quelconque et soit $V_{\alpha}(p)$ un voisinage du point
$p$ . $\backslash Si$ l’on pose $F=CV_{\alpha}(p),$ $F$ est ferm\’e et ne contient pas le

$po$
, int $p$ . Donc, d’apres l’hypothese pos\’ee, il r\’esulte $F=lIS_{\alpha}\overline{(F}$)$;\alpha$ il

$y$ a donc un suffixe $\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et $F,$ $c$ .-\‘a-d. par $p$ et $a$ , tel
que $p\overline{\epsilon}\overline{S_{\beta}(F}$). Par cons\’equent, il $y$ a un suffixe $\gamma$ d\’etermin\’e par
$p$ et $\beta,$ $c$ .-\‘a-d. par $p$ et $\alpha$ , tel que $V_{r}(p)\cdot S_{P}(F)=0$ ; donc on a

$V_{\beta}(q)\cdot F\neq 0\rightarrow V_{i}\cdot(p)\cdot V_{\beta}(q)l.=0$ ,
d’ou

$V_{1}\cdot(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,

puisque $F=CV_{\alpha}(p),$ $c$ . $q$ . $f.d$ .
Du th\’eoreme 2, on a imm\’ediatement les
Corollaire 1. Dans un espace quantitatif v\’erifiant la condition

$(A_{2}),$ $p$ \’etant un point et $F$, ferm\’e ne contenant pas le point $p$ , alors il $y$

a $deu*$ sziffixes $\beta$ et $\gamma$ d\’etermin\’es par $p$ et $F$ tels que $V_{\tau}(p)\cdot S_{\beta}(F)=0$ ;
donc $l$ espace v\’erifie la condition $(T_{2})^{1)}$ .

Corouaire 2. Dans tin espace \‘a caractere d\’enombrable v\’er\’iifiant la
condition $(A_{2})$ , tout ensemble ferm\’e est un $G_{\delta}$ et tout ensemble ouvert
est un $F_{\sigma}$ .

Voici une condition correspondant \‘a la monotonie de l’espace \‘a

caract\’ere d\’enombrable: Nous dirons qu’un espace quantitatif v\’erifie

la condition $(M)^{2|}$ , lorsqu a deux suffixes quelconques $a$ et $\beta$ correspond

un suffixe $\gamma$ tel que
$V_{r}(p)\subseteq V_{\alpha}(p)\cdot V_{\beta}(p)$ ,

‘

quel que soit $p$ .
Th\’eor\‘eme 9. Pour qu’un espace $quantitat?f$ v\’erifiant la condition

$(M)$ v\’erifie la condition $(A)$ , il faut et il suffit que, $E$ \’etant un ensemble
quelconque, la fermeture de $Eco^{i}incide$ avec la partie commune aux
fermetures de toutes les sph\‘eres $S_{\alpha}(E)$ .

1) $(T_{0,\sim})$ : Quels que soient le point $p$ et l’ensemble ferm\’e $F$ disjoint de $p$ , il
existe une couple d’ensembles ouverts disjoints auxquels $p$ et $F$ sont respectivement
int\’erieurs.

2) La condition $(M)$ est identique a la condition $(U_{II})$ introduite par M. A.

WEIL. Voir A. WEIL, loc. cit., p. 7.
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D\’emonstration. La condition cit\’ee est bien n\’ecessaire selon le
th\’eoreme 2. Nous allons donc prouver que la condition soit suffisante.

Soit $p$ un point quelconque de l’espace et soit $V_{\alpha}(p)$ un voisinage
de $p$ . Si l’on pose $F=CV_{\alpha}(p),$ $F$ est ferm\’e et $\Re e$ contient pas le
point $p$ . Or, par l’hypoth\’ese pos\’ee, il r\’esulte $F=II\overline{S_{\alpha}(F}$), donc il
$y$ a un suffixe $\lambda$ tel que $p\overline{\epsilon}S_{\lambda}(\overline{F})$ . Par cons\’equent, $\alpha i1y$ a un suffixe
$\mu$ tel que $V_{\mu}(p)\cdot S_{\lambda}(F)=0$ . Pttis, de la condition (M), pour $\lambda$ et $\mu$

il existe un suffixe $\beta$ tel que $V_{\beta}(x)\subseteq V_{\lambda}(x)\cdot V_{\mu}(x)$ , quel que soit $x$ .
Par suite, il r\’esulte $V_{\beta}(p)\cdot S_{\beta}(F)=0$ selon l’\’egalit\’e $V_{\mu}(p)\cdot S_{\lambda}(F)=0$ .
Il en r\’esulte que, pour un point $q$ quelconque, $ V_{\beta}(q)\cdot F\neq 0\rightarrow$

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)=0$ ; d’ou on a

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,

puisque $F=CV_{\alpha}(p),$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Comme on peut sans peine le voir, la condition (A) entraine les

condition $s$ suivantes (B) et (C):
$(B)$ : Pour un voisinage $V_{\alpha}(p)$ d’un point $p$ , il existe un suffixe $\beta$

d\’etermin\’e par $p$ et a tel que

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow q\in V_{\alpha}(p)$ ,
quel que soit $q$ .

$(C)$ : Pour un voisinage $V_{\alpha}(p)$ d’un Poin$tp$ , il existe un suffixe
$\beta$ d\’etermin\’e par $P$ et a tel que

$q\in V_{\beta}(p)\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{a}(p)$ ,
quel que soit $q$ .

Quant aux conditions (B) et (C), nous avons le
Th\’eor\‘eme 4, Dans un espace quantitatif v\’erifiant la condition $(M)$ ,

la condition $(A)\acute{e}qu\dot{u})aut$ \‘a deux affirmations \‘a la fois $(B)$ et $(C)$ .
D\’emonstration. Il est clair que (A) entraine (B) et (C). Nous

allons donc prouver que (B) et (C) entrainent (A).
Soit $V.(p)$ un voisinage d’un point $p$ . En vertu de (C), il existe

un suffixe $\lambda$ d\’etermin\’e par $p$ et $a$ tel que

(1) $q\in V_{\lambda}(p)\rightarrow V_{\lambda}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ .
Puis, d’apres (B) il $y$ a pour le voisinage $V_{\lambda}(p)$ un suffixe $\mu$ d\’etermin\’e
par $p$ et $\lambda,$ $c$ .-a-d. par $p$ et $a$ , tel que

(2) $V_{\mu}(p)\cdot V_{\mu}(r)\neq 0\rightarrow r\in V_{\lambda}(p)$ .
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Des implications (1) et (2), on a

(3) $V_{\mu}(p)\cdot V_{\mu}(q)\neq 0\rightarrow V_{\lambda}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ .
Selon la condition (M), il existe un suffixe $\beta\dot{d}$ \’etermin\’e par $\lambda$ et $\mu$ ,
c.-\‘a-d. par $p$ et $a$ , tel que $V_{\beta}(x)\subseteq V_{\lambda}(x)\cdot V_{\mu}(x)$ ; donc on a en vertu
de (3)

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{a}(p)$ .
Cette implication est celle que nous avions en vue, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Corouaire. Dans un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable et monotone,
la condition $(A)$ \’equivaut \‘a deux affirmations \‘a la fois $(B)$ et $(C)$ .

En effet, l’espace \’etant monotone, il v\’erifie s\^urement la con-
dition (M), donc le corollaire est vrai selon le th\’eoreme 4, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Concernant les conditions (B) et (C), nous consid\’erons respective-
$\ell$

ment les conditions suivantes:
$(B_{1})$ : Soient $p$ un point et $F$ un ensemble ferm\’e ne contenant pas

le point $p$ . Il existe alors un suffixe $a$ d\’etermin\’e par $p$ et $F$, tel que

$V_{\alpha}(p)\cdot V_{\alpha}(q)+0\rightarrow q\overline{\epsilon}F$ ,
quel que soit $q$ .

$(C_{1})$ : Soient $p$ un point et $F$ un ensemble ferm\’e ne contenant pas
le point $p$ . Il existe alors un suffixe $a$ d\’etermin\’e par $p$ et $F$ tel que

$q\in V_{\alpha}(p)\rightarrow V_{\alpha}(q)\cdot F=0$ ,
quel que soit $q$ .

Par rapport aux conditions, nous avons les
Th\’eor\‘eme 5. Dans un espace quantitatzf la condition $(B)$ \’equwaut

Ct la condition $(B_{1})$ .
Demonstration. $(B)\rightarrow(B_{1})$ : En effet, comme Ie point $p$ n’ap-

partient pas \‘a $F$, Il existe un suffixe $a$ d\’etermin\’e par $p$ et $F$ tel
que $V_{a}(p)\cdot F=0$ . Par cons\’equent on a de (B) un suffixe $\beta$ tel que

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow q\in V_{\alpha}(p)$ ,
d’o\‘u on a

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow q\overline{\epsilon}F$ .
$(\dot{B}_{1})\rightarrow(B)$ : Soit $V_{\alpha}(p)$ un voisinage d’un point $p$ . En posant

$F=CV_{\alpha}(p),$ $F$ est ferm\’e et ne contient pas $p$ . En vertu de $(B_{1})$ ,
il existe un suffixe $\beta$ tel que

$V_{\beta}(\prime p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow q\overline{\epsilon}F$ ,
d’o\’u

$v_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow q\in V_{\alpha}(p)$ ,
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puisque $F^{\iota}=CV_{\alpha}(p),$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Th\’eor\‘eme 6, Pour qu’un espace $q$uantitatzf $satisfa\dot{?}s$ant \‘a la $ con\leftrightarrow$

dition $(M)$ v\’erifie la condition $(B)$ , il faut et il suffit que, $E$ \’etant un
ensemble quelconque, la fermeture de $E$ coincide avec la partie commune
aux fermetures de toutes les spheres restreintes $0_{\alpha}(E)$ .

D\’emonstration. N\’ecessit\’e: Soit $E$ un ensemble quelconque. Par
la d\’efinition de sphere restreinte $O_{\alpha}(E)$ , il est \’evident que $E\subseteq O_{\alpha}(E)$ ,
quel que soit $a$ , et donc $\overline{E}\subseteq 1T\overline{O_{\alpha}(E}$). Par suite il s’agit de d\’emontrer

$\alpha$

que $\overline{E}\supseteq I1\overline{O_{\alpha}(E}$). Or, si $p$ est un point n’appartenant pas \‘a $\overline{E},\overline{E}$ \’etant

ferm\’e, il existe un voisinage $V_{\alpha}(p)$ sans point commun avec $E$, donc
selon la condition (B) il existe un suffixe $\beta$ tel que $ V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}\not\in q)\neq 0\rightarrow$

$\iota$

$q\in V_{\alpha}(p)$ ; de la contraposition de cette implication, on a $q\overline{\epsilon}V_{\alpha}(p)\rightarrow-$

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)=0$ , et donc $V_{\beta}(p)\cdot 0_{\beta}(E)=0$ . Par suite, il r\’esulte
$p\overline{\in}\overline{O_{\beta}(E})J$ et donc $p\overline{\epsilon}JI\overline{O_{\alpha}(E}$)

$\alpha$

C’est la cons\’equence que nous avions
en vue.

Suff sance: Soit $p$ un point et soit $V_{\alpha}(p)$ un voisinage de $p$ . Si
I’on pose $F=CV_{\alpha}(\dot{p}),$ $F$ est ferm\’e et ne contient pas le point $v$ .
Or, par l’hypoth\’ese pos\’ee, on a $F=II\overline{O_{\alpha}(F}$)$;\alpha$ Puisque $p\overline{\in}F$, il existe $\cdot$

un suffixe $a$ tel que $p\overline{\epsilon}\overline{O_{\alpha}(F}$), et par suite il existe encore un suffixe
$\beta$ tel que $V_{\beta}(p)\cdot O_{\alpha}(F)=0$ . Puis, d’apres la condition (M), il existe
un suffixe $\gamma$ d\’etermin\’e par $a$ et $\beta$ . $c$ .-\‘a-d. par $p$ et $a$ , tel que
$V_{\tau}(x)\subseteq V_{\alpha}(x)\cdot V_{\beta}(x)$ , quel que soit $x$ . Donc on a $V_{\tau}(p)\cdot O_{\tau}(F)=0,$ .
\‘a savoir

$q\overline{\epsilon}V_{\alpha}(p)\rightarrow V_{\tau}(p)\cdot V_{r}(q)=0$ ,

puisque $F=CV_{\alpha}(p)$ . Cette implication est la contraposition de la
condition (B) elle-m\^eme, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

De la d\’emonstration du th\’eoreme 6, on peut imm\’ediatement
d\’eduire les

Corollaire 1. Dans un espace quantitatif v\’erifiant la condition $(B)$ ,
la fermeture d’un ensemble $E$ quelconque coincide avec la partie $com_{-}$

mune aux fermetures de toutes les sph\‘eres restreintes $O_{\alpha}(E)$ .
$Corolla^{\prime}\dot{b}re2$ . L’espace quantitatzf $v\acute{a}^{\alpha}i\hslash ant$ la condition $(B)$ v\’erifie

la condition $(T_{2})$ .
Corollaire 3. Dans un espace \’a caract\‘ere d\’enombrable v\’erifiant la

condition $(B)$ , tout ensemble ferm\’e est un $G_{\delta}$ et tout ensemble ouvert
est un $F_{O}$ .
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Theor\‘eme 7. Dan $s$ un espace \‘a caractere d\’enombrable, $compact^{1\rangle}$

et monotone, v\’erifiant la condition $(B),$ $F_{1}$ et $F_{2}$ \’etant ferm\’es et disjoints,
$d$ existe deux sph\‘eres restreintes tels que $O_{n}(F_{1})\cdot O_{n}(F_{2})=0$ : donc l’espace
v\’erifie la condition $(T_{3})^{A}’)$

D\’emonstration. Soient $F_{1}$ et $F_{2}$ deux $ensemble\dot{s}$ ferm\’es disjoints.
Je dis qu’il existe un suffixe $n$ tel que $O_{n}(F_{1})\cdot O_{n}(F_{2})=0$ . En effet,
supposons, par contre, que pour chaque suffixe $n$ il existe un point
$p_{7b}$ contenu dans la partie commune \‘a $O_{n}(F_{1})$ et \‘a $O_{n}(F_{2})$ . L’espace
consid\’er\’e \’etant suppos\’e compact, l’ensemble form\’e des points $\{p_{n}\}$ a
au moins un $point-\beta$ de lui-m\^eme, soit $p$ . D’autre part l’espace
\’etant suppos\’e monotone, on a \’evidemment $O_{n+1}(F:)\subseteq O_{n}(F_{i}),$ $(i=1,2)$ ,

et donc $j\Leftarrow n>^{\neg}\lrcorner p_{j}\infty\subseteq O_{n}(F_{i}),$ $(i=1, 2)$ , pour tout $n$ . Par suite il en
r\’esulte que $p\in\overline{O_{n}(F_{1})}\cdot\overline{O_{n}(F_{2})}$ pour tout $n$ , puisque $p$ est un $point-\beta$

de $\sum_{n-1}^{\infty}p_{n}$ . D’ailleurs, en vertu du corollaire 1 du th\’eoreme 6, on
a $F_{1}\cdot F_{2}=I7C_{n}\overline{(}F_{1}$ ) $\cdot O_{n}^{-}(F_{2})$ . Donc il r\’esulte $p\in F_{1}\cdot F_{2}$ . Nous aboutis-

sons donc \‘an une contradiction, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Th\’eor\‘eme 8. Dans un espace quantitatif, les conditions $(C)$ et $(C_{1})\{$

sont \’equivalentes.
D\’emonstration. $(C)\rightarrow(C_{1})$ : Soit $p$ un point et soit $F$ un en-

semble ferm\’e ne contenant pas le point $p$ . II existe alors un voisinage
$V_{\alpha}(p)$ qui est disjoint de $F$, o\‘u $a$ est d\’etermin\’e par $p$ et $F$. En
vertu de (C), il existe un suffixe $\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et $a,$ $c$ .-\‘a-d. par
q) et $F$, tel que

$q\in V_{\beta}(p)\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ .

Puisque $V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ et $V_{\alpha}(p)F=0\backslash .$ , on a

$q\in V_{\beta}(p)\rightarrow V_{\beta}(q)\cdot F=0$ .
$(C_{1})\rightarrow(C)$ : Soit $V_{\alpha}(p)$ un voisinage d’un point $p$ et posons

$F=CV_{\alpha}(p)$ . Alors, $F$ est ferm\’e et ne contient pas le point $p$ , et
par cons\’equent, en vertu de $(C_{1})$ il existe un suffixe $\beta$ d\’etermin\’e
par $p$ et $F,$ $c$ .-\‘a-d. dar $p$ et $\alpha$ , tel que

1) Un point $p$ sera dit d’apr\‘es M. HAUSDORFF un $ point-\beta$ d’un ensemble $E$, si
chaque voisinage auquel $p$ est attach\’e contient une infinite’ de points de $E$ .

Un ensemble $E$ sera dit compact (en $soi$) si pour tout sous-ensemble $\dot{r}$rlini $e$ de
$E$ il existe au moins un point $p$ (de $E$) qui est un $point-\beta$ de $e$ .

2) $(T_{\ddot{d}})$ : Quels que soient les ensembles ferm\’es. disjoints $F_{1}$ et $F_{2}$ , il existe
deux ensembles ouverts disjoints auxquels $F_{1}$ et $F_{\underline{0}}$ sont respectivement int\’erieurs.
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$q\in V_{\beta}(p)\rightarrow v_{\beta}(q)\cdot F=0$ ,

ou $F=cv_{\alpha}(p)$ . Donc on a
$q\in V_{\beta}(q)-\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ , $c$ . $q$ . $f$. $d$ .

Nous pouvons encore conduire de la condition (A) la condition
(D) suivante qui jouera un r\^ole le plus important dans cet article:. $(D)$ : Pour un voisinage $V_{\alpha}(p)$ d’un point $p,$ $d$ existe un suffixe
$\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et a tel que

$p\in V_{\beta}(q)\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,
quel que soit $q$ .

Par rapport \‘a (D), nous consid\’erons la condition:
$1$

$(D_{1})$ : Soit $P$ un point et soit $F$ un ensemble ferm\’e ne contenant $paS$

le point, $p$ . Il existe alors un sujffi$ xe\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et $F$ tel que

$p\in V_{\beta}(q)\rightarrow V_{\beta}(q)\cdot F=0$ ,
quel que soit $q$ .

Ceci \’etant pos\’e, nous avons le
Th\’eoreme 9. Dans un espace $quantitatr,f$, les conditions $(D)$ et $(D_{1})$

sont $\acute{e}qu\dot{w}$alentes. /

D\’emonstration. $(D)\rightarrow(D_{1})$ : Soit $p$ un point et soit $F$ un en-
semble ferm\’e ne contenant pas le point p. 11 existe alors un voisinage
$V_{\alpha}(p)$ qui est disjoint de $F$. Or, d’apres la condition (D) il existe
pour le voisinage $V_{\alpha}(p)$ un suffixe $\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et $a$ tel que

$p\in V_{\beta}(q)\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,
$d’ 0\dot{u}$

$p\in V_{\beta}(q)\rightarrow V_{\beta}(q)\cdot F=0$ ,

puisque $F\cdot V_{\alpha}(p)=0$ .
$(D_{1})\rightarrow(D)$ : Soit $V_{\alpha}(p)$ un voisinage d’un point $p$ . En posant

$F=CV.(p),$ $F$ est ferm\’e et ne contient pas Ie point $p$ , il existe de
la condition $(D_{1})$ un suffixe $\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et $F,$ $c.$ -\‘a-d. par $p$ et
$a$ , tel que

$p\in V_{\beta}(q)\rightarrow V_{\{\backslash }(q)\cdot F=0$ ,
d’o\‘u $ts$

$p\in V_{\beta}(q)\rightarrow V_{p}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,

puisque $F=CV_{\alpha}(p),$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
$The^{\mu}o^{*}r\grave{e}$me 10. Pour qu’un espace quantitatif v\’erifie la condition

$(D)$ , il faut et il suffit que, $E$ \’etant un ensemble quelconque, la fermeture
de $E$ coincide avec la partie commune \‘a toutes les sph\‘eres $S_{\alpha}(E)$ .
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D\’emonstration. Soit $E$ un ensemble quelconque et soit $p$ un
point qui n’appartient pas \‘a $\overline{E}$. Il $y$ a alors un voisinage $V_{\alpha}(p)$ qui
est disjoint de $E$ . Donc d’apres la condition (D), il $y$ a un suffixe $\beta$

tel que $p\in V_{\beta}(q)\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ; donc $p\in V_{\beta}(q)\rightarrow V_{p}(q)\cdot E=0,$ $c.-$

\‘a-d. on a $V_{\beta}(q)\cdot E\neq 0\rightarrow p\overline{\in}V_{\beta}(q)$ . Par cons\’equent, de la d\’efinition

de $S_{\beta}(E)$ il r\’esulte $p\overline{\epsilon}S_{\beta}(E)$ ; donc $ p\overline{\epsilon}IIS_{\alpha}(E)\alpha$
\‘a savoir

(1)
$|$

$IlS_{\alpha}(E)\subseteq E$ .

Ensuite, soit $p$ un point de $\overline{E}$. Alors, il est elair que $V_{\alpha}(p)\cdot E\neq 0$

pour tout suffixe $a$ . Donc, de. la d\’efinition de la sph\‘ere $S_{\alpha}(E)$ , on a
$p\in S_{\alpha}(E)$ pour tout $a$ ; il r\’esulte donc $p\in\prod_{\alpha}S_{\alpha}(E),$

$c$ .-\‘a-d.

(2) $\overline{E}\subseteq\prod_{a}S_{\alpha}(E)\neg$ .

Les implications (1) et (2) nous donnent l’\’egalit\’e $\overline{E}=IIS_{\alpha}\alpha(E)$ .
Inversement, nous allons d\’emontrer que, la condition (D) est

r\’ealis\’ee \‘a la condition que, $F$ \’etant ferm\’e, $F$ coincide avec la partie
commune \‘a toutes les spheres $S.(F)$ . Soit $V_{\alpha}(p)$ un voisinage d’un
point $p$ . En posant $F=CV_{\alpha}(p),$ $F$ est ferm\’e et ne contient pas le point
$p$ . Par l’hypoth\’ese on a $F=IIS_{\alpha}(F)$ . Donc il existe un suffixe $\beta$

$\alpha$

tel que $p\overline{\in}S_{\beta}(F)$ . Selon la d\’efinition de $S_{\beta}(F)$ , on a $ V_{\beta}(q)\cdot F\neq 0\rightarrow$

$p\overline{\epsilon}V_{\beta}(q)$ ; d’o\‘u $p\in V_{\beta}(q)\rightarrow V_{\beta}(q)\cdot F=0$ . Donc on a

$p\in V_{\beta}(q)-\rightarrow V_{\beta}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,

puisque $F=CV_{\alpha}(p),$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Du th\’eor\‘eme pr\’ec\’edent, on a imm\’ediatement le
Corollaire. Dans un espace \‘a caractere d\’enombrable v\’erifiant la

condihon $(D)$ , tout ensemble ferm\’e est un $G_{\delta}$ et tout ensemble ouvert
est un $F_{\sigma}$ .

Voici un fait int\’eressant \‘a l’\’egard de la condition (D): MM.
ALEXANDROFF et URYSOHN ont autrefois trait\’es un probleme par

rapport a la m\’etrisation d’un espace topologique et donn\’es une
condition n\’ecessaire et suffisante comme suivant:

Pour qu’un espace topologique puisse \^etre consid\’er\’e comme un
espace dbstanci\’e, il faut et $dsu$ffit $qu’ dy$ existe une chaine comple $te$
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et r\’e$guli\grave{e}r\ddot{\delta}^{1)}$ .
Relativement \‘a cette condition, il $y$ a un th\’eor\’eme int\’eressant

comme suivant:
Th\’eor\‘eme $11^{2)}$ . Pour qu’un espace \’a caracte$re$ d\’enombrable v\’erifie

la condition $(D)$ , il faut et il suffit qu’il $y$ existe une ehaine comple $te$ .
D\’emonstration. N\’ecessit\’e –Soit $\{V_{n}(x)\}$ une famille de voisinages

d’un point $x$ dans un espace donn\’e et soit $II_{n}$ un systeme de voisinages
$V_{n}(x),$ $n$ \’etant fix\’e et $x$ parcourant l’espace.

Nous dirons que la suite $I1_{1},$
$I1_{2}1^{\cdot}$ . ., $II_{n}$ , . . . des systemes $II_{n}$

est une chaine complete. En effet, il est \’e,vident que chaque systeme
$1l_{n}$ consiste d’ensembles ouverts et recouvre l’epsace. Puis; soit
$V_{1}^{(x)},$ $V_{l}^{(x)}$ , .. ., $V_{n}^{\{x)},$

$\ldots$ une famille des ensembles contenant le point
$x$ et aPpartenant respectivement \‘a $II_{1}$ , $Il_{2}$ , . . ., $II_{n}$ , . . .. Pour notre
sujet, il suffit de d\’emontrer que les familles $\{V_{n}(x)\}$ et $\{V_{m}^{(x)}\}$ soient
\’equivalentes.

Or, $V_{m}^{(x)}$ \’etant un ensemble quelconque de la famille $\{V_{n}^{\langle x)}\}$ , il
est clair qu’il existe un voisinage $V_{m\prime}(x_{\backslash })$ contenu dans $V_{m}^{(x)}$ , puisque
celui-ci est ouvert.

Inversement, soit $V_{m}(x)$ un voisinage de la famille $\{V_{n}(x)\}$ ; $i$
]

existe de la condition (D) un nombre natur\’el $m^{\prime}$ d\’etermin\’e par $x$ et
$m$ tel que

$|f$

$t*)$ $x\in V_{m\prime}(q)\rightarrow V_{m\prime}(q)\subseteq V_{m}(x)$ .

1) $D\acute{e}fi\dot{m}ti\theta ns$ . 1. Soit $\{V(\xi)\}$ une suite de domaine dont chacun contient le
point $\xi$ ; nous dirons qu’elle d\’etermine ce point dans 1‘espace topologique donn\’e $R$

si chaque domaine $G$ contenant $\xi$ contient au moins un domaine $V(\xi)$ .
2. Nous dirons qu’un syst\‘eme $\Pi$ de $doma^{;}nes$ recouvre l’espace $R$ si chaque

point $\xi$ de $R$ appartient \‘a un au moins des domaines du syst\‘eme $\Pi$ .
3. Soient $\Pi_{1}$ et $\Pi_{2}$ deux syst\‘emes de domaines dont chacun recouvre $R$ : nous

dirons que $\Pi_{2}$ est inscrit dans $\Pi_{1}$ si \‘a toute couple $V_{2}$ et $W_{2}$ de domaines de $\Pi_{2}$

ayant des points communs, correspond un domaine $V_{1}$ de $\Pi_{1}$ qui contient tous les
deux.

4. Soit $\Pi_{1},$ $\Pi_{2}$ . . ., $II_{n}$ , . .. une suite de syst\‘emes $r^{r}ecouvrant$ l’espace; nous
dirons.que c’est une chaine compl\‘ete si la condition suivante est v\’erifi\’ee:

soient $\xi$ un pomt quelconque de $R$ et $V_{1},$ $V_{2}$ , . .., $V_{n}$ , .. . des domaines conte-
ozant $\xi$ et appartenant $\gamma espe\ovalbox{\tt\small REJECT} vement$ \‘a $\Pi_{1},$ $\Pi_{2}$ , . . ., $\Pi_{n}$ , . . . ; dans ce cas la suit $e$

$\{V_{n}\}$ d\’etermin$e$ le poin$ t\xi$ dans $R$ .
5. Une chalne compl\‘e$te\Pi_{1},$ $rI_{2}$ , .. . , $\Pi_{n}$ , . . . sera dite r\’eguliere si, pour tout

$n,$ $\Pi_{n+1}$ est inscrl dans $-\tau I_{n}$ .
Cf. P. ALEXANDROFF et P. URYSOHN $\wedge$ Une condition n\’ecessaire et suffisante

pour qu’un espace $(\mathfrak{L})$ soit une classe $(\mathfrak{D})$ , C. R. (Paris), t. 177 (1923), pp. 1274-1276.
2) Ce th\’eor\‘eme est d\^u a M. KUNUGUI.
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$\tau$ Par cons\’equent, si l’on consid\‘ere $V_{m^{\prime}}^{\langle x)}$ pour ce nombre $m^{\prime}$ , on a de $(*)$

$V_{\grave{m}\prime}^{\prime x)}\subseteq V_{m}(x)$ .

Par suite, les familles $\{V_{n}^{\langle x)}\}$ et $\{V_{n}(x)\}$ sont \’equivalentes, donc la
suite $II_{1},$ $II_{2},$

$\ldots,$
$f/n$ , $\ldots$ est une chaine complete.

$Suffisance-SoitII_{1},$ $II_{2}$ , . . ., $Il_{n}$ , . . . une chaine complete et
soit $x$ un point quelconque dans l’espace. D\’esignons par $V_{n}^{(x)}$ un
ensemble quelconque appartenant \‘a $II_{n}$ et contenant le point $x$ , et
adoptons la famille des ensembles $V_{1}^{\langle x)},$ $V_{2}^{\{x)}$ , . . ., $V_{n}^{(x)}$ , . . . comme
$Aun$ systeme de voisinages de $x,$ $x$ parcourant l’espace.

Nous allons prouver que la famille $\{V_{n}^{(x)}\}$ des voisinages v\’erifie
la condition (D); Supposons, par contre, que la famiIle ne v\’erifie
pas la condition (D). Alors, il $y$ a un point $p$ et un nombre naturel
$m$ de fa\caon que, pour chaque nombre $n$ et un point $q_{n}$ convenable-
ment choisi,

$(**)$ $p\in V_{n}^{(q_{n})}$ et $V_{n}^{(q_{n})}-V_{m}^{(p)}\neq 0$ .
Consid\’erons la famille des ensembles $V_{1}^{(q_{1})},$ $V_{2}^{(q_{2})},$

$\ldots,$
$V_{n}^{(q_{n})},$

$\ldots$ ; alors
par l’hypoth\’ese que la suite $\{\Pi_{n}\}$ est une chaine complete la famille
$\{V_{n}^{\langle q_{\hslash})}\}$ doit d\’eterminer le point $p$ , mais ce qui est impossible, car,
de la formule $(**),$ $p\in V_{n}^{(q_{n})}$ et $V_{n}^{\{q_{n})}-V_{m}^{(p)}\neq 0$ pour tout $n$ et $V_{m}^{(p)}$

est ouvert. Donc nous aboutissons \‘a une contradiction, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Exemple 1. Il $y$ a un espace \‘a caractere d\’enombrable v\’erifiant

la condition (D) sans satisfaire \‘a la condition (C).
Dans le plan \‘a deux dimensions, d\’esignons par $R$ l’ensemble

form\’e des points $p=(x, y)$ , o\‘u $0<x<1$ et $0<y<1$ , et de deux
points $(0,0)$ et $(1, 0)_{:}$ Nous d\’efinirons les voisinages $V_{m}(p)$ d’un
point $p$ de $R$ comme suit:

Pour un point $p=(x, y)$ , ou $0<y$ , nous adoptons comme un
voisinage $V_{m}(p)$ l’ensemble des points, situ\’es du c\^ot\’e de $0\leq y$ et
int\’erieurs du cercle dont le centre est $p$ et le rayon $\frac{1}{m}$ ou $m$ est

un nombre naturel.
Pour le $point_{1}p=(O, 0)$ , nous attribuons comme un voisinage

$V_{m}(p)$ l’ensemble commun \‘a $R$ et \‘a l’ensemble int\’erieur du cercle
dont le centre est $p$ et $1e^{)}$ rayon $\frac{1}{m}$

Pour le point $p=(1,0),$ $V_{m}(p)$ est d\’efini comme l’ensemble des
points $(x, y)$ , o\‘u $0<x\leq 1$ et $0\leq y<\frac{1}{m}$ .
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Ceci \’etant pos\’e, nous dirons tout d’abord que l’espace $R$ ainsi
d\’efini verifie la condition (D). S\‘oit $V_{m}(p)$ un voisinage donn\’e d’un
point $p=(x, y)$ ou $0<y$ . Alors, comme on peut sans peine le voir,
il suffit de choisir un nombre naturel $n$ tel que $3m<n$ et $\frac{3}{y}<n$ .

Pour le voisinage $V_{m}(p)$ , ou $p=(O, 0)$ ou $p=(1,0)$ , il suffit de
choisir un nombre naturel $n$ tel que $3m<n$ .

Ensuite, l’espace $R$ ne v\’erifie pas la condition (C). En effet,
consid\’erons le point $p=(1,0)$ ; soit $V_{m}(p)$ un voisinage quelconque du
point $p$ . Il existe alors un point $q=(\frac{1}{2n},$ $\frac{1}{2n})$ pour tout $n$ , et,
comme on peut facilement le voir, $q\in V_{n}(p)$ mais $V_{n}(q)-V_{m}(p)\neq 0$

puisque $(0,0)\in V_{n}(q)$ et $(0,0)\overline{\epsilon}V_{m}(p)$ quels qge soient $m$ et $n$ .
Th\’eoreme 12. Dans un espace quantitatzf, pour qu’un ensemble

ferm\’e $F$ coincide avec la partie commune \‘a $t9utes$ les sph\‘eres restreintes
$Q_{\alpha}(F),$ $xl$ faut et il suffit que l’espace v\’erifie la condition $(E)s$uhante:

$l$

$(E)$ : Soient $p$ un point quelconque et $V_{\alpha}(p)$ un voisinage de $p$ .
Alors il existe un $ s\iota/ffixe\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et a tel que

$p\in V_{\beta}(q)\rightarrow q\in V_{\alpha}(p)$ ,
quel que soit $q$ .

D\’emonstration. Ne’cessite’–Etant donn\’es un point $p$ et un voisi-
nage $V_{\alpha}(p)$ de $p$ . En posant $F=CV_{\alpha}(p),$ $F$ est ferm\’e et ne contient
pas le point $p$ . Par cons\’equent, selon l’hypoth\’ese que $F=lIO_{\alpha}(F)a$

il existe $un|$ suffixe $\beta$ tel que $p\overline{\in}O_{\beta}(F)$ ; donc pal la d\’efinition de
$O_{\beta}(F)$ , il r\’esulte, $q$ \’etant un point de $F,$ $p\overline{\epsilon}V_{\beta}(q)$ , autrement dit
$p\in V_{\beta}(q)\rightarrow q\in V_{\alpha}(p)$ puisque $F=CV_{\alpha}(p)$ .

$Suffisance-Supposons$ que la condition (E) soit v\’eriP\’ee par l’es-
pace. $F$ \’etant un ensemble ferm\’e, notre but est de d\’emontrer que
$F=\Pi O_{\alpha}(F)$ .

$o^{\alpha}r$ , on a \’evidemment $F\subseteq\prod_{\alpha}O_{\alpha}(F)$ selon la d\’efinition de $0_{\alpha}.(F)$ ,

donc il nous suffit de d\’emontrer que, $p$ n’\’etant pas un point de $F$,
il n’appartient pas non plus \‘a $\prod_{\alpha}O_{\alpha}(F)$ ; Dans ce cas, il existe un
voisinage $V_{\alpha}(p)$ de $p$ sans point commun \‘a $F$. Par cons\’equent, selon
$]a$ contraposition de la condition (E) il existe un suffixe $\beta$ tel que
$q\overline{\epsilon}V_{\alpha}(p)\rightarrow p\overline{\epsilon}V_{\beta}\cdot(q)$ . Cette implication et $V_{\alpha}(p)\cdot F=0$ montrent
que $p\epsilon\neg O_{\beta}(F),$ $c$ .-\‘a-d. $F\supseteq\prod_{\alpha}O_{\alpha}(F),$ $c$ . $q$ . $f$. $d$ .

Du th\’eqr\‘eme pr\’ec\’edent on d\’eduit le
Corollaire. Dans un espace a caractere d\’enombrable v\’erifant lca

$\Phi$
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condition $(E)$ , tout ensemble ferm\’e est un $G_{\delta}$ et tout ensemble ouvert est
un $F_{\sigma}$ .

Exemple 2. Nous donnons ici un exemple d’espace r\’egulier, \‘a

caractere d\’enombrable et monotone sans v\’erifier la condition (E).
D\’esignons par $R$ le semi-plan $0\leq y$ dans le plan \‘a deux dimen-

sions. Nous adoptons comme le voisinage $V_{m}(p)$ d’un point $p=(x, y)$

ou $0<y$ , l’ensemble form\’e des points, situ\’es dans $R$ et int\’erieurs du
cercle dont le centre est $p$ et le rayon $\frac{1}{m}$ Pour un point $p=(x, 0)$

situ\’e sur l’axe des $x$ , nous adopton,$s$ comme le voisinage $V_{m}(p)$

1l’ensemble des points int\’erieurs du cercle ayant le rayon
$\overline{m}$

et

tangent en $p$ \‘a l’axe des $x$ et situ\’es du c\^ot\’e de $0\leq y$ et du point
$p$ lui-m\^eme.

Comme on peut sans peine le v\’erifier, l’espace ainsi d\’efini est \‘a

caractere d\’enombrable, monotone et r\’egulier. Nous allons d\’emontrer
que l’espace ne v\’erifie pas la condition (E): En effet, consid\’erons
un point $p=(x_{0},0)$ situ\’e sur l’axe des $x$ et un voisinage $V_{m}(p)$ .
Pour un nombre naturel $n$ , prenons un point $q$ dont les coordonn\’ees
$(x, y)$ sont donn\’ees comme racine des \’equations suivantes: $(x-x_{0})^{2}+$

$(y-\frac{2}{m})^{2}=(\frac{2}{m})^{2}$ et $(x-x_{0})^{2}+y^{2}=(\frac{1}{2n})^{2}$ . Alors, on a \’evidemment

$p\in V_{n}(q)$ Bour tout nombre naturel $n$ , mais $q\overline{\in}V_{m}(p)c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Quant aux conditions (a), (b), $\ldots,$

$(e)$ , nous voulons ici consid\’erer
seulement les deux conditions (b) et (e):

$(b)$ : Pour un point $p$ et un voisinage $V_{\alpha}(p)$ , il exis$te$ un suffixe $\beta$

d\’etermin\’e par $p$ et a tel que

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\rightarrow p\in V_{\alpha}(q)$ ,
quel que soit $q$ .

$(e)^{1)}$ : Pour un point $p$ et un voisinage $V_{\alpha}(p)$ , il existe un suffixe
$\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et a tel que

$q\in V_{\beta}(p)\rightarrow p\in V_{\alpha}(q)$ ,
quel que soit $q$ .

Th\’eor\‘eme 13. Un espace quantitatrf v\’erifiant les conditions $(D)$ ,
$(b)$ et $(M)$ satisfait a la condition $(A)$ .

D\’e$monst\gamma ation$ . Soit $V_{\alpha}(p)$ un voisinage d’un point $p$ . Par la
cohdition (D) il existe un suffixe $\lambda$ d\’etermin\’e par $/p$ et $a$ tel que

1) C’est M. COHEN qui a donn\’e la condition (e) dans l’espace \‘a caract\‘ere d\’enom-
brable; Cf. L. M. COHEN, Uniformity properties in topological space satisfying
the first denumerability postulate, Duke Math. Jour., 3 (1937), p. 611.
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(1) $p\in V_{\lambda}(q)\rightarrow V_{\lambda}.(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ .
Ensuite, selon la condition (b), \‘a $V_{\lambda}(p)$ correspond un suffixe $\mu$

d\’otermin\’e par $p$ et $\lambda,$ $c$ .-\‘a-d. par $p$ et $a$ , tel que

(2) $V_{\mu}(p)\cdot V_{\mu}(q)\neq 0\rightarrow p\in V_{\lambda}(q)$ .

En rapprochant les implications (1) et (2), on a
(3) $V_{\mu}(p)\cdot V_{\mu}(q)\neq 0--*V_{\lambda}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ .

Par la conditim (M), aux deux suffixes $\lambda$ et $\mu$ , autrement dit \‘a $p$ et
\‘a $a$ correspond un suffixe $\beta$ tel que $V_{\beta}(x)\subseteq V_{\lambda}(x)\cdot V_{\mu}(x)$ , quel que
soit $x$ . De l’implication (3), on a donc, quel que soit $q$ ,

$V\}(p)\cdot V_{\beta}(q)\neq 0\backslash \rightarrow V_{(},(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ , $c$ . $q$ . $f$. $d$ .
Th\’eor\‘eme 14. Dans un espace quantitatif, la condition $(b)$ \’equwaut

\‘a la condition $(b_{1})$ suivante:
$(b_{1})$ : Quels que soient un point $p$ et un ensemble $E$, si $p\overline{\in}O_{\alpha}(E)$ ,

il existe un suffixe $\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et a tel que $V_{\beta}(p)\cdot O_{\beta}(E)=\overline{0}$ .
D\’emonstration. $(b)\rightarrow(b_{1})$ : De l’hypoth\’ese que $p\overline{\epsilon}O_{\alpha}(E),$

$q$ \’etant
un point de $E,$ $p\overline{\epsilon}V_{\alpha}(q)$ . Par cons\’equent, en vertu de la $con\triangleright aposition$

de (b), il existe un suffixe $\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et $a$ tel que $ p\overline{\epsilon}V_{\alpha}(q)\rightarrow$

$V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)=0$ , d’ou on a $V_{\beta}(p)\cdot\sum_{q\epsilon E}V_{p}(q)=0$ , donc $V_{\beta}(p)\cdot O_{\beta}(E)=0$ .
$(b_{1})\rightarrow(b)$ : Etant donn\’es un point $p$ et un suffixe $a$ . En d\’e-

signant par $E$ l’ensemble des points $q$ tels que $p\in\neg V_{\alpha}(q)$ , il r\’esulte
$p\overline{\epsilon}O_{\alpha}(E)$ . D’apl\‘es la supposItion $(b_{1})$ , il $y$ a un suffixe $\beta$ tel que
$V_{\beta}(p)\cdot O_{\beta}(E)=0,$ $c$ .-\‘a-d. $V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(q)=0$ Pour tout point $q$ de $E$.
Autrement dit, pour un point $p$ et un suffixe $a$ , il existe un suffixe
$\beta$ d\’etermin\’e par $p$ et $a$ tel que

$p\overline{\epsilon}V_{\alpha}(q)\rightarrow V_{\beta}(p)\cdot V,(q)=0$ .
Cette implication est \’equivalente a (b), $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Du th\’eor\’eme pr\’ec\’edent, on a les
Corollaire 1. Un $\rho space$ quantitatif v\’erifiant les conditions $(b)$ et

$\underline{(T_{0})^{1)}v\acute{e}rifi\circ}$la condition
$(T_{1}\underline{)^{2)}}\tau.-$

1) $(T_{0})$ : Quels queQuels que soient les points $p$ et $q$ , il existe un ensemble disjoint de
$q$ et auquel $p$ est int\’erieur (et inversement).

2) $(T_{1})$ : Quels que soient deux points distincts $p$ et $q$ , il existe deux ensembles
disjoints auxquels $p$ et $q$ sont respectivement int\’erieurs.



Sur les espaces\‘a structure umforme 197

Corollaire 2. Un espace $q\iota\iota antitatjf$ v\’erifiant les conditions $(E)$ et
\S b) v\’erifie la condition $(T_{2})$ .

, En effet, ce corollaire pst obtenu des th\’eor\’emes 12 et 14.
Quant \‘a la condition (e), on a les
Th\’eoreme 15. Dans un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable verifiant la

.condition $(e)$ , tout ensemble ferm\’e est un $G_{\delta}$ et tout ensemble ouvert est
un $F_{\sigma}$ .

D\’emonstration. Il nous suffit de d\’emontrer que tout ensemble
ferm\’e soit un $G_{\delta}$ . Soient $F$ un ensemble ferm\’e et $p$ un point de
$F$. Pour le point $p$ et un suffixe $a$ , faisons correspondfe le voisinage
$V_{\beta\{p.\alpha)}(p)$ ou $\beta(p, a)$ est le suffixe d\’etermin\’e par la condition (e). En
posant $G_{\alpha}=\sum_{p\epsilon F}V_{\beta(p.\alpha)}(p)$ , il est clair que $F\subseteq\prod_{\alpha}G_{\alpha}$ . Nous allons prouver

que $F\supseteq\prod_{\alpha}G_{\alpha}$ ; Soit $q$ un point n’appartenant pas \‘a $F$, $F$ \’etant

ferm\’e, il existe un suffixe $a$ tel que $V_{\alpha}(q)\cdot F=0$ . Or, si l’on con-
sid\‘ere l’\’ensemble $G_{\alpha}$ pour le suffixe $\alpha,$

$G_{\alpha}$ \’etant l’ensemble $\sum_{p\epsilon F}V_{\beta(p.\alpha)}(p)$ ,

$len$ vertu de la contraposition de la condition (e), on a $q\overline{\in}V_{\beta(p.\alpha)}(p)$ ; Par
cons\’equent,‘ on a $q\overline{\in}G_{\alpha}$ , donc il vient $ F\supseteq IIG_{\alpha}\alpha$ ; En r\’esum\’e, on a
$F=\prod_{\alpha}G_{\alpha}$ . Par suite, si l’espace est a caractere d\’enombrable, on
.aura $F=IIG_{n}n$ ; $don\xi$ il en r\’esulte que tout ensemble $ferm\acute{e}\backslash $ (ou

$fflvert)’$. est un $G_{\delta}$ (ou $F_{\sigma}$ ), $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Corollaire. Dans un espcace v\’erifiant la condition $(b)$ , tout ensemble

.ferm\’e est un G\‘o et tout ensemble ouvert est un $F_{\sigma}$ .
Th\’eor\‘eme 16. La condition $(e)$ \’equivaut \‘a la condition $(e_{1})su^{\alpha}’\dot{\iota}vante$ :
$(e_{1})$ : Quels que soient un point $p$ et un ensemble $E$, si $p\overline{\in}O_{\alpha}(E)$

pour un suffixe $a$ , alors $p\overline{\epsilon}\overline{E}$.
D\’emonstration. $(e)\rightarrow(e_{1})$ : Supposons, par contre, que la con-

.dition $(e_{1})$ ne soit pas v\’erifi\’ee; alors il existe pour tout suffixe $a$ un
ensemble $E$ et un point $p$ tels que $p\overline{\epsilon}O_{\alpha}(E)$ et $p\in\overline{E.}$ Or, de la
supposition $p\in\overline{E}$, a chaque suffixe $\beta$ correspond un point $p_{\beta}$ de $E$

tel que $p_{\beta}\in V_{\beta}(p)$ ; D’autre part, de l’hypoth\‘ese $p\overline{\epsilon}O_{\alpha}(E)$ , on a
$p\overline{\epsilon}V_{\alpha}(p_{\beta})$ . Ce qui est contraire \‘a (e).

$(e_{1})\rightarrow(e)$ : Soient $q$ un point et $a$ un suffixe. S’il existe de
point $p$ tel que $q\overline{\epsilon}V_{\alpha}(p)$ , d\’esignons par $E$ l’ensemble de tels points
$p$ ; alors il est \’evident que $q\overline{\epsilon}\sum_{p6E}V_{\alpha}(p),$

$c$ .-\‘a-d. $q\overline{\epsilon}O_{\alpha}(E)$ . Par suite

.de la condition $(e_{1})$ , il r\’esulte $q\overline{\epsilon}$ E. $\overline{E}$ \’etant ferm\’e, il existe un suffixe
$\tau\beta$ tel que $V_{\beta}(q)\cdot E=0$ , o\‘u $\beta$ est d\’etermin\’e par $q$ et $E$, autrement
dit $\beta$ est d\’ecid\’e par $q$ et $a$ . Il est clair de la formule $V_{\beta}(q)\cdot E=0$
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que $p\overline{\epsilon}V_{\beta}(q)$ pour $p$ de $E$ ; d’ou on a $q\overline{\epsilon}V_{a}(p)\rightarrow p\overline{\epsilon}V_{\beta}(q)$ . $Cette\rightarrow$

implication \’equivaut \‘a (e), $c$ . $q$ . $f\cdot d$ .
Or, il me semble que les conditions trait\’ees jusqu’a pr\’esent.

puissent \^etre consid\’er\’ees, en un sens, comme celles de s\’eparation
entre un point et un ensemble ferm\’e ne contenant pas le point.
Donc nous donnons \‘a cette place-ci deux exemples des espaces en
relation avec les conditions de se’parahon de points dans les espaces.
abstraits.

Exemple 3. Voici un espace \‘a caract\’ere d\’enombrable v\’erifiant
la condition (A) sanS satisfaire \‘a la condition $(T_{0})$ .

Dans le plan \‘a deux dimensions, consid\’erons l’ensemble $R$ form\’e
des points $(x, y)$ , Od $0<x<1$ et $0<y<1$ , et de deux points $(0,0)$

et $(1, 0)$ .
Pour un point $p=(x, y)$ , ou $0<y$ , nous d\’efinirons un voisinage

$V_{m}(p),$ $(m=1,2,3, ...)$ , comme l’ensemble des points, situ\’es dans
la partie $0<y$ et int\’erieures du cercle dont le centre est $p$ et. $1e\backslash $

rayon $\frac{1}{m}$ Aux points $(0,0)$ et $(1, 0)$ , nous attribuons au m\^eme

voisinage $V_{m}\{(0,0)\}\equiv V_{m}\{(1,0)\},$ $(m=1,2,3, \ldots)$ , qui consiste de
points $(x, y)$ , ou $0\leq y<\frac{1}{m}$ et $0\leq x\leq 1$ .

$\iota$

Dans l’espace ainsi d\’efini, il est manifeste que la condition $(r$

n’est pas v\’erifi\’ee, puisque les deux points $(0,0)$ et $(1, 0)$ ont le
m\^eme voisinage $V_{m}((0,0)),$ $V_{m}((1,0))$ , quel que soit $m$ .

Nous diron $s$ que l’espace v\’erifie la condition (A). Soit $p$ un point
et soit $V_{m}(p)$ un voisinage arbitraire de $p$ . Supposons tout d’abord
que le point $p=(x, y)$ ne soit ni $(0,0)$ ni $(1, 0)$ . Prenons un $no\mu bre$

naturel $n$ suffisamment grand tel que $3m<n$ et $\frac{3}{n}<y$ , alors on
peut facilement voir que la condition (A) est v\’erifi\’ee pour ce nombre
$n$ . Ensuite, soit $p$ l’un des points $(0,0)$ et $(1, 0)$ , $n$ \’etant un nombre
$>3m$ , Ia condition (A) est v\’erifi\’ee pour ce nomble $n$ .

Exemple 4. Il $y$ a un espace \‘a caract\’ere d\’enombrable v\’erifiant
les conditions (D), (C) et $(T_{0})$ sans v\’erifier la condition $(T_{1})$ .

Prenons l’espace d\’efini dans l’exemple 3, et modifions les voisi-
nages des points $(0,0)$ et $($1, ‘

$0)$ comme suit:
Au point $p=(0, \cdot 0)$ faisons correspondre comme voisinage $V_{m}(p)$

l’ensemble des points $(x, y)$ dont les coordonn\’ees sont d\’efinies par
1l’inegalite $x^{2}+y^{2}<m^{2}$ et pour le point $p=(1,0)$ adoptons comme
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voisinage $V_{m}(p)$ l’ensemble des points $(x, y)$ , o\‘u $0<x\leq 1$ et
$0\leq y<\frac{1}{m}$ .

Il est clair que l’espace ainsi d\’efini v\’eriPe la condition $(T_{0})$ sans
v\’erifiier $(T_{1})$ . Nous dirons qu’il v\’erifie les conditions (D) et (C).
Soit $p=(x, y)$ un point et soit $V_{m}(p)$ un voisinage de $p$ ; alors on
peut sans peine v\’elifier qu’un voisinage $V_{n}(q)$ , ou $3m<n$ et $\frac{3}{n}<y$

ou $3m<n$ suivant que $0<y$ ou $0=y$ , satisfait aux conditions (D)
et (C).

Ensuite, nous allons chercher les conditions de $s\text{\’{e}} p^{4}aration$ entre
deux points distincts dans les espaces quantitatifs.

Th\’eor\‘eme 17. Un espace quantitatzf v\’erifiant les conditions $(B)$ ,
$(M)$ et $(T_{0})$ iouit de la condition $(T_{1}^{\star})su\dot{w}$ante:

$(T_{1}^{\star})$ : Quels que soient deux points distincts $p$ et $q,$ $d$ existe un
$-$

suffixe $a$ d\’etermin\’e par $p$ et $q$ tel que:
l’un ou l’autre de $V_{\alpha}(p)$ et $V_{\alpha}(q)$ est disjoint de $V_{\alpha}(r)$ , quel que

soit $\gamma$ .
D\’emonstration. Un ensemble form\’e d’un seul point est ferm\’e,

puisque l’espace v\’erifie la condition $(T_{0})$ . Donc en tenant compte
de (B), il existe un suffixe $\lambda$ tel que $V_{\lambda}(p)\cdot V_{\lambda}(q)=0$ . En posant
$F_{1}=CV_{\lambda}(p),$ $F_{1}$ est ferm\’e et $p\overline{\epsilon}F_{1}$ . Par suite il existe selon le
th\’eoreme 5 un suffixe $\beta$ tel que

(1) $x\in F_{1}\rightarrow V_{\beta}(p)\cdot V_{\beta}(x)=0$ .
De la m\^eme maniere, en posant $F_{2}=CV_{\lambda}(q)$ , il existe un $s$uffixe $\gamma$

tel que

(2) $x\in F_{2}\rightarrow V_{\tau}(q)\cdot V_{r}(x)=0$ .
Par la condition (M) il existe un suffixe $a$ tel que $V_{\alpha}(x)\subseteq V_{\beta}(x)\cdot V_{r}(x)$

quel que soit $x$ . Par cons\’equent, $F_{1}+F_{2}$ \’etant l’espace tout entier,
$r$ appatient \‘a l’un ou l’autre de $F_{1}$ et $F_{2}$ ; alors il est \’evident, soit
$r\in F_{1}$ , de la formule (1), que $V_{\alpha}(r)\cdot V_{\alpha}(p)\subseteq V_{\beta}(r)\cdot V_{\beta}(p)=0,$ $c$ . $q.f.d$ .

Corouaire. Un espace quantitatzf v\’erifiant la condition $(T_{1}^{*})$ v\’erifie
aussi la condition $su\dot{w}$ante:

$(T_{1.0}^{\star})$ ; Soient $p$ et $q$ deux points distincts. Alors il existe un suffixe
$a$ d\’etermin\’e par $p$ et $q$ tel que $\overline{V_{\alpha}(p)}\cdot\overline{V_{\alpha}(q)}=0$ .

De la condition $(T_{1.0}^{*})$ , nous pouvons imm\’ediatement d\’eduire la
condition ;

$(T_{0}^{\star})$ : Soient $p$ et $q$ deux points distincts. Il existe alors un suffixe
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$a$ d\’etermin\’e par $p$ et $q$ tel que: soit $r$ un point $arbitr_{\backslash }ai\gamma e$ , alors $ V_{\alpha}(r\rangle$

ne contient pas simultan\’ement les deux pqints $p$ et $q$ .
Par rapport \‘a $(T_{0}^{\star})$ , on a le
Th\’eoreme 18. Un espace quantitatzf v\’erifiant les conditions $(D)$ et

$(T_{0})$ jouit de la condition $(T_{0}^{\star})$ .
$f$ D\’emonstration. D’apr\‘es la condition $(T_{0})$ , l’ensemble form\’e $d’ unt$

seul point est ferm\’e. Soient $p$ et $q$ deux points distincts. Alors il
existe du th\’eor\’eme 9 un suffixe $a$ tel que $p\in V_{\alpha}(r)\rightarrow q\overline{\epsilon}V_{\alpha}(r)$ , quel
que soit $r$ , ce qui prouve le th\’eoreme, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Corollaire.. La condition $(T_{0}^{*})ent\gamma a\hat{\iota}ne$ la condition $(T_{0})$ .
Th\’eor\‘eme 19. Dans un espace \‘a caract\’ere d\’enombrable et monotone,

la condition $(T_{0}^{\#})$ \’equivaut \‘a la cendition suivante:
$(S_{1})$ : Soit $ n_{1}\leq n_{2}\leq\ldots\leq n_{k}\leq\ldots$ une suite monotone croissante

de nombres naturels tels que $\lim_{k-\succ\infty}n_{k}=\infty$ , et soit $V_{n_{k}}(p_{k})$ un voisinage
d’un point $p_{k}$ arbitraire. Alors la partie commune $\prod_{k}V_{n_{k}}(p_{k})$ consiste
au plus d’un point.

D\’emonstration. $(T_{0}^{\star})\rightarrow(S_{1})$ : Par contre, supposons qu’il existe
deux points distincts $p$ et $q$ , qui appartiennent \‘a $IIV_{n_{k}}(p_{k})k$ Or, en
vertu de $(T_{0}^{\star})$ , il existe un nombre naturel $n$ tel que, quel que soit
$r,$ $V_{n}(r)$ ne contiedt pas a la fois les deux points $p$ et $q$ . Donc, si
$n<n^{\prime}$ , tout voisinage $V_{n^{\prime}}(r)$ l’est \’egalement puisque la famille des..
voisinages est monotone. D’autre part, par l’hypothese $\lim_{k\rightarrow\infty}n_{k}=\infty,$ .

il $y$ a un nombre $n_{k}$ plus grand que $n$ , et $V_{n_{k}}(p_{k})$ contient les deux
points $p$ et $q$ . Nous aboutissons donc a une contradiction.

$\tau$

$(S_{1})\rightarrow(T_{0}^{\star})$ : Soient $p$ et $q$ deux points distincts. Supposons, par
contre, qu a un nombre naturel $n$ correspond un point $p_{n}$ tel que
$p+q\subseteq V_{n}(p_{n})$ . AIors il $y$ a une suite de voisinages $\{V_{n}(p_{n})\}$ de
fa\caon que $p+q\subseteq V_{n}(p_{n})$ pour tout $n$ , donc on a $p+q\subseteq\prod_{n}V_{n}(p_{n})$ . Ce

’ qui est contraire \‘a l’hypothese $(S_{1}),$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
De la condition $(S_{1})$ , nous pouvons imm\’ediatement d\’eduire la

condition suivante:
$(S_{2})^{1)}$ : Soit $ m\leq n_{2}\leq\ldots\leq n_{k}\leq\ldots$ une suite monotone de nom-

bres naturels infiniment croissante et soit $V_{n_{k}}(p_{k}),$ $(k=1,2,3, \ldots)$ , une
suite de voisinages tels que $ V_{n_{1}}(p_{1})\supseteq V_{n_{2}}(p_{2})\supseteq\ldots\supseteq V_{n_{k}}(p_{k})\supseteq\ldots$ .
Alors la partie eommune $IIV_{n_{k}}(p_{k})k$ ne contient qu’au plus un point.

1) Voir notre article, Les espaces abstraits et les ensembles ordonn\’es, Ces
Jo lr., S\’er. 1, Vol. 8 (1940), p. 160.
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Exemple 5. Il $y$ a un espace r\’egulier et \‘a caract\’ere d\’enombrable
ne v\’erifiant pas la condition $(S_{2})$ .

Consid\’erons un espace qui se compose de toute couple $(x, y)$ des
nombres r\’eels, ou $0<x<1$ et $0\leq y\leq 1$ . Nous d\’efinirons la relation
de l’ordre parmi les points de l’espace comme il suit:

Si $x^{\prime}<x$ , alors $(x^{\prime}, y^{\prime})<(x, y)$ , et si $x=x^{\prime}$ et $y^{\prime}<y$ , alors
$(x^{\prime}, y^{\prime})<(x, y)$ . Comme on peut ais\’ement le v\’erifiel, l’espace devient
ainsi un espace ordonn\’e lin\’eairement. Donc nous pouvons adopter
la famille des intervalles qui contiennent un point $p$ comme celle
des voisinages du point. Par cette convention, nous pouvons sans
peine plouver que l’espace consid\’er\’e soit r\’egulier, \‘a caractere d\’e-
nombrable et monotone1).

Nous allons d\’emontrer que dans cet espace la condition $(S_{2})$ n’est
pas v\’erifi\’ee. Soit $p_{1}=(x_{1},0)$ un point et soit $V_{n_{1}}(p_{1})$ un voisinage
de $p_{J}$ , o\‘u $V_{n_{1}}(p_{1})$ est l’intervalle $((x_{1}^{\prime}, y_{1}^{\prime}),$ $(x_{1}, y_{1})),$ $0<x_{1}^{\prime}<x_{1}$ . Soit
$p_{2}=$ $(x_{2}, 0)$ , o\‘u $x_{1}^{\prime}<x_{2}<x_{1}$ , un point contenu dans $V_{n_{1}}(p_{1})$ et soit
$V_{n_{2}}(p_{2})$ un voisinage de point $p_{2}$ , c\‘u $n_{1}<n_{2}$ et $V_{n_{2}}(p_{2})$ est l’intervalle
$((x_{2}^{\prime}, y_{2}^{\prime})$ , $(x_{2}, y_{2}))$ , otl $x_{1}^{\prime}<x_{2}^{\prime}<x_{2}<x_{1}$ . De la m\^eme maniere nous
pouvons choisir une suite des voisinages $\{V_{n_{k}}(p_{k})\}$ tels que :

$ n_{1}<n_{2}^{J}<\cdots<n_{k}<\cdots$ ,

$ V_{n_{1}}(p_{1})\supseteq V_{n_{2}}(p_{2})\supseteq\cdots\supseteq V_{n_{k}}(p_{k})\supseteq\cdots$ ,

et $x_{1}^{\prime}<x_{2}^{\prime}<\cdots<x_{k}^{\prime}<\cdots<x_{k}<\cdots<x_{2}<x_{1}$ .

Or, si l’on pose $x0=\lim_{k\rightarrow\infty}x_{k}$ , comme on peut facilement le v\’erifier,
l’intervalle $((x_{0},0),$ $(x_{0},1))$ est contenu dans la partie commune \‘a

$I1V_{n_{k}}(p_{k})kc$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Comme on le sait, pour. qu’un espace (v) jouisse $de^{:}$ la condition $(T_{0})$ ,

il faut et il suffit que la partie commune \‘a tous les voisinages $V(p)$

d’un point $p$ ne contienne que le point $p$ lui-m\^eme. Par cons\’equent
on a le

Th\’eor\‘eme 20. Un espace \‘a caract\‘ere $d\acute{e}nombrab_{u}^{7}e$ v\’erifiant la con-
dition $(S_{2})$ jouit de la condition $(T_{0})$ .

Avant de finir ce paragraphe, nous consid\’erons une relation
parmi l’espace a structure uniforme introduit par M. A. WEIL2) et
les espaces quantitatifs que nous avons trait\’es jusqu’\‘a pr\’esent.

1) Cf. Notre article, Le probl\‘eme de SOUSLIN dans les espaces abstraits, Ces
Jour., S\’er. 1, Vol. 8 (19391, pp. 29-31.

2) Voir, A. WEIL, loc. cit., p. 7.
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4

L’espace intloduit par M. WEIL v\’erifie les trois conditions
suivantes:

$(U_{I})$ : Quels que soient $p$ et le suffixe $a$ , on a $p\in V_{\alpha}(p)$ ; quels que
soit $p$ et $q$ distincts dans l’espace, il $y$ a un suffixe a tel que $q\overline{\epsilon}V_{\alpha}(p)$ .

$(U_{II})$ : Quels que soient les suffixes $a,$ $\beta$, il $y$ a un suffixe $\gamma$ tel que
$V_{r}(p)\subseteq V_{\alpha}(p)\cdot V_{\beta}(p)$ quel que soit $p$ .

$(U_{III})$ : A tout suffixe $a$ on peut faire correspondre un suffixe $\beta$

tel que les deux relations $p\in V_{\beta}(r),$ $q\in V_{\beta}(r)$ entrainent $q\in V_{\alpha}(p)$ .
Comme on le voit, la condition $(U_{IlI})$ peut \^etre \’ecrite sous la

formule:
$a$ \’etant un suffixe, il $y$ a un suffixe $\beta$ tel que

(1) $p\in V_{\beta}(\gamma)\rightarrow V_{\beta}(r.)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ,

quels que soient $p$ et $r$ .
D’ailleurs, d’apres (UIII) on peut faire coorespondre \‘a $\beta$ un suffixe

$\gamma$ tel que $r\in V_{\tau}(s),$ $p\in V_{\tau}(s)$ entrainent $p\in V_{\beta}(r)$ , quels que soient
$p,$ $r,$ $s$ . Donc on a d’abord

(2) $\sim$
$\gamma\in V_{\tau}(s)\rightarrow V_{\tau}(s)\subseteq V_{\beta}(r)$ ,

et ensuite, sous la condition que $x\in V_{\alpha}(x)$ , quels que soient $x$ et $a$ ,
on a, en posant $s=p$ et en tenant compte de (1),

(3) $\gamma\in V_{r}(p)\rightarrow V_{\beta}(r)\subseteq V_{\alpha}(p)$ .
Il est \’evident que 7 est d\’etermin\’e seulement par $a$ donn\’e d’avance.

Soit $V_{\tau}(p)\cdot V_{\tau}(q)\neq 0$ pour deux points $p$ et $q$ , et soit $r\in V_{r}(p)$ .
$V_{\tau}(q)$ ; alors on a

(4) $\gamma\in V_{\tau}(q)$ ,

(5) $r\in V_{Y}(p)$ .
En posant $s=q$ , on a, des relations (2) et (4), $V_{\tau}(q)\subseteq V_{\beta}(r)$ , et de
(5) et (3), $V_{\beta}(r)\subseteq V_{\alpha}(p)$ ; Donc $V_{r}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ . Par cons\’equent on
a $V_{\tau}(p)\cdot V_{\tau}(q)\neq 0\rightarrow V_{\tau}(q)\subseteq V_{\alpha}(p)$ .

Par suite, on a, selon le corollaire 2 du th\’eor\‘eme 6, le
Th\’eor me 21, L’espace de M. WEIL v\’erifie les conditions $(A),$ $(a)$ ,

$(M)$ et $(T_{2})$ .

\S 2. QUELQUES TH\’EOREMES CONCERNANT LES
FONCTIONS CONTINUES.

Le but dans ce paragraphe est de montrer que dans un espace
\‘a structure uniforme ily- a deux esP\‘eces de th\’eoremes concernant



Sur les espaces \‘a structure umforme 203

Ies fonctions continues; \‘a savoir le premier se rattache A Vespace
o\‘u les fonctions sont d\’efinies et le second, \‘a l’espace auquel les valeurs
des fonctions appartiennent.

Tout d’abord nous ins\’erons quelques terminologies n\’ecessaires:
Soient $\{V_{\alpha}(x)\}$ et $\{U_{\alpha}(y)\}$ deux familles de voisinages de points de

$X$ et de $Y$ respectivement. Nous dirons qu’une fonction $y=f(x)$

est (quasi-)continue \‘a un point $x$ de $X$, si \‘a chaque suffixe $a$ correspond
\langle -ent) un suffixe $\beta$ (et un point $y_{x}$ de Y) d\’ependant de $x$ de $fa\varphi on$ que:

$f(V_{\beta}(x))\subseteq U_{\alpha}(y)$ , o\‘u $y=f(x)$ ; $(f(V_{\beta}(x))\subseteq U_{\alpha}(y_{x}))$ .

Si $f(x)$ est (quasi-)continue en chaque point de $X$, elle sera dite
simplement(quasi-)continue sur $X$.

Une fonction $y=f(x)$ sera dite umform\’ement (quasi-)continue sul

un ensemble $E\subseteq X$, lorsqu a chaque suffixe $a$ correspond(-ent) un
suffixe $\beta$ ne d\’ependant pas de points $x$ de $E$ (et de points $y_{x}$ de $Y$

d\’ependant de x) de fa\caon que, pour les points $x$ de $E$,

$f(V_{\beta}(x))\subseteq U_{\alpha}(y)$ , o\‘u $y=f(x)$ ; $(f(V_{\beta}(x))\subseteq U_{\alpha}(y_{x}))$ .
Il est clair qu’une fonction continue est quasi-continue, mais en

g\’en\’eral l’inverse n’est pas n\’ecessairement vraie. Voici un exemple:
Soit $X$ l’espace des nombres r\’eels et soit $Y$ l’espace donn\’e dans

l’exemple 5 dans \S 1. Comme on l’y a vu, l’espace $Y$ est quantitatif, \‘a

caract\‘ere d\’enombrable et monotone, et il $y$ a un intervalle$((x_{0},0),$ $(x_{0},1))$

contenu dans un voisinage $V_{m}((x_{m}, 0))$ d’un point $(x_{m}, 0)$ convenable-
ment choisi, ou $m$ est un nombre naturel quelconque. Consid\’erons
une fonction $y=f(x)$ dont la variable et les valeurs appartiennent
respectivement aux espaceS des nombres r\’eels $X$ et $0<y<1$ et elle
n’est pas continue en chaque point de $X$. En employant cette fonc-
tion, nous d\’efinirons une fonction $F(x)$ , d\’efinie sur $X$, ses valeurs
appartiennent \‘a $Y$, telle que

$(x_{0}, y)=F(x)$ , o\‘u $y=f(x)$ .
Comme on peut sans peine le voir, cette fonction est quasi-

continue sur $X$, mais elle n’est pas continue en chaque point $x$ de $X$ .
Il s’agit donc de chercher, sous quelle condition, les deux con-

tinuit\’es sont \’equivalentes. Pour cela, voici une condition suffisante:
Th\’eoreme 1. Pour que les deux continuit\’es soient \’equivalentes, $il$

est suffisant que l’espace $Y$ v\’erifie la condition $(D)$ .
D\’emonstration. II suffit de d\’emontrer que, dans cette condition,
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“ quasi-continue ” entraine “ contInue .
Soit $x$ un point quelconque de $X$ et soit $U_{\alpha}(y)$ un voisinage d’un

point $y=f(x)$ . Or, par la condition (D) il existe un suffixe $\gamma$ de’-
termin\’e par $y$ et $a$ tel que

(1) $y\in U_{\tau}(y^{\prime})\rightarrow U_{\tau}(y^{\prime})\subseteq U_{\alpha}(y)$ ,

quel que soit $y^{\prime}$ . Par suite, de l’hypothese que la fonction $f(x)$ est
quasi-continue, au suffixe $\gamma$ correspondent un $\cdot suffixe\beta$ et un point
$y_{x}$ de $Y$ de fa\caon que

as
(2) $f(V_{\beta}(x))\subseteq U_{r}\sim(y_{x})$ .

Par cons\’equent, \‘a chaque voisinage $U_{\alpha}(y)$ correspond, en vertu de
(1) et (2), un voisinage $V_{s}(x)$ tel que $f(V_{q}|(x))\subseteq U_{\alpha}(y),$ $y=f(x)$ , donc
$f(x)$ est continue au point $x,$ $c$ . $q$ . $f.d$ .

Ces pr\’eliminaires \’etant pos\’es, nous avon\caons le raisonnement.
Th\’eor\’eme 2. Soit $F$ un sous-ensemble compact en soi dans un es-

pace \‘a caractere d\’enofnbrable et monotone, $v\acute{e}r?fiant$ la, condition $(C)$ ,
et soit $\mathfrak{F}\overline{\sim}\{G\}$ une famdle d’ensembles ouverts couvrant F. Alors il
existe un nombre naturel $k$ d\’ependant de la famille $\mathfrak{F}$ tel que, pour
chaque voisinage $V_{k}(p),$ $p$ parcourant $F$, il $y$ $a$ au moins un ensemble $G$

de $\mathfrak{F}$ dependant de $p$ tel que $V_{k}(p)\subseteq G$.
$D\acute{e}monstrati\dot{o}n$ . Par contre, supposons que, pour chaque nombre

naturel $n$ , il existe un point $p_{n}$ de $F$ tel que le voisinage $V_{n}(p_{n})$

n’est contenu dans aucun ensemble de $\mathfrak{F}$ . Consid\’erons l’ensemble
form\’e des points $\{p_{n}\}$ . $l$

Comme $F$ est compact en soi, il existe un
point $p$ de $F$ et qui est un $point-\beta$ de $\{p_{n}\}$ . Or, $p$ \’etant un point
de $F$, il existe un ensemble $G$ de $\mathfrak{F}$ et il contient un voisinage $V_{m}(p)$

de $p$ convenablement choisi. Alors il existe, en vertu de la condition
(C), un nombre naturel $l$ tel que

(1) $x\in V_{l}(p)\rightarrow V_{l}(x)\subseteq V_{m}(p)$ .
Or, $p$ \’etant un $point-\beta$ de $\{p_{n}\},$ $V_{l}(p)$ contient une infinit\’e de points

de $\{p_{n}\}$ . Par cons\’equent, il existe un point $p_{m^{\prime}}$ contenu dans $V_{l}(p)$ ,
ou $ m^{\prime}>\max$ . $(m, l)$ ; donc par la relation (1) et de la monotonie de la
famille des voisinages, on a $V_{m^{\prime}}(p_{m^{\prime}})\subseteq V_{l}(p_{m^{\prime}})\subseteq V_{m}(p)\subseteq G$ . Nous
aboutissons donc a une contradiction que $V_{m},(p_{m}^{\prime},)$ soit contenu dans
un ensemble de $\mathfrak{F},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Corollaire 1. Soit $F$ un sous-ensembfe compact en soi dans un
espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable, monotone et v\’erifiant la condition $(C)$ .
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Soit $\mathfrak{F}=\{M\}$ une famille de sous-ensembles ferm\’es de $Ftels$ que la
partie commune \‘a tous les ensembles de $\mathfrak{F}$ est vide. Alors il existe un
nombre naturel $k$ tel que, pour chaque point $p$ de $F,$ $dy$ a un ensemble
$M$ de $\mathfrak{F}$ , d\’ependant de $p$ , et ‘Qui est disjoint de $V_{k}(p)$ .

D\’emonstration. Soit $\mathfrak{F}^{*}=\{G\}$ une famille des ensembles $G$ , o\’u $G^{\cdot}$

sont les ensembles comple’mentaires des ensembles ferm\’es $M$ de $\mathfrak{F}$ . .
Par l’hypoth\‘ese, la partie commune \‘a tous les ensembles de $\mathfrak{F}$ est
vide, donc la famille $\mathfrak{F}^{*}$ couvre $F$. Par suite, du th\’eoreme 2, il $y$

a un nombre entier $k$ tel que, chaque $V_{k}(p),$ $p$ parcourant $F$, est
contenu dans un ensemble de $\mathfrak{F}^{*}$ , d\’ependant de $p$ : donc $V_{k}(p)est$

disjoint d’un ensemble de $\mathfrak{F},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Corollaire 2. Soit $F$ un sous-ensemble compact en soi dans un

espace $X$ ct caractere d\’enombrable monotone et v\’erifiant la condition
$(C)$ , et soit $Y$ un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable. $y=f(x)$ \’etant une
fonction quasi-continue de $X$ en $Y$, alors $eue$ est uniform\’ement quasti-
continue sur $F$.

D\’emonstration. $f(x)$ \’etant une fonction quasi-continue sur $X$, \‘a

chaque nombre naturel $k$ et \‘a chaque point $x$ de $X$ correspond un
nombre naturel $n(k, x)$ et un point $y_{x}$ de $Y$ tels que:

$f(V_{n\langle k.x)}(x))\subseteq U_{k}(y_{x})$ .
Ceci \’etant pos\’e, nous faisons correspondre \‘a chaque point $x$ de

$F$ un tel voisinage $V_{n(k.x)}(x)$ et adoptons la famille $\mathfrak{F}$ form\’ee des,

ensembles ouverts $V_{9’(k.x)}(x)$ comme la famille \’enonc\’ee dans le th\’eoreme

2. Alors il existe un nombre naturel $N_{k}$ qui d\’epend seulement de
$k$ tel que, pour chaque voisinage $V_{N_{k}}(x)$ , o\‘u $x\in F$, il $y$ a un voisinage
$V_{n(k.x)}(x^{\prime})$ et celui-ci contient celui-la. Par cons\’equent, il r\’esulte

$f(V_{N_{k}}(x))\subseteq f(V_{n\langle k.)}x’(x^{\prime}))\subseteq U_{k}(y_{x\prime})$ ,

ou $x$ est un point arbitraire de $F$. Donc $f(x)_{-}est$ uniform\’ement

quasi-continue sur $F,$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Corollaire 3. (Lemme de LEBESGUE). Soit $F$ un sous-ensemble

compact en soi dans un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable, monotone et
v\’erifant la condition $(C)$ . Soit $\mathfrak{F}=\{F_{i}\},$ $(i=1, 2, Jn)$ , une famille
de sous-ensembles ferm\’e$s$ en $nomb\gamma e$ fini dans F. Alors, il existe un
nombre naturel $k(\mathfrak{F})$ (Nombre de LEBESGUE) tel que: $So\prime itE$ un sous-
ensemble de $F$ et soit $ E\subseteq V_{k}(p)pou\gamma$ un point $p$ de $F$ . Si $E$ $a$ au
moins un po’int commun \‘a $F_{:_{j}},$ $(j=1,2, \ldots, h)$ , la partie commune
$j\infty 1IIF_{i_{j}}h$ n’est pas vide.

$s$
$\iota$
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D\’emonstration. Si $IIF_{1}n\neq 0$ , notre assertion est \’evidente. Donc
supposons que $\prod_{\Leftarrow 1}^{n}F_{i}=0i=1$ Soit $\mathfrak{F}^{*}=$ $\{(Fi_{1}, F_{\dot{\eta}}, . . ., Fi_{h})\}^{(}$ la famille
des sous-familles de $\mathfrak{F}$ . $(Fi_{1}, F_{\dot{\eta}}, \ldots, F_{I}i_{h})$ \’etant un \’el\’ement de $\mathfrak{F}^{*}$ ,
nous dirons que l’ffl\’ement $(F\dot{q}, Fi_{2},\ldots, Fi_{h})h$ est premiere-ou la seconde
classe suivant que $\prod_{j=1}^{h}Fi_{j}=0$ ou $j=1I1Fi_{j}\neq 0$ . Ceci \’etant pos\’e, pour un
\’el\’ement de Ia premi\’ere classe $(Fi_{1}, F\dot{u} , . . ., Fi_{h})$ , il existe selon le
corollaire 1 un nombre naturel $n_{h}=n_{h}(Fi_{1}, Fi_{2}, . . ., Fi_{h})$ tel que,
pour chaque point $p$ de $F$ et pour chaque voisinage $V_{n_{h}}(p),$ il $y$ a
un ensemble $Fi_{j}$ , appartenant \‘a l’\’eI\’ement $(Fi_{1}, F\dot{u}, ..., Fi_{h})$ , dis-
joint de $Vn_{h}(p)$ . Or, $\mathfrak{F}^{*}$ est de puissance finie, puisque $\mathfrak{F}$ consiste
d’ensembles de nombre fini, il existe donc le plus grand nombre
parmi des $n_{h}$ d\’efinis ci-dessu $s$ , soit $k$ . Par d\’efinition de $n_{h}$ , il est
clair qu’un \’el\’ement $(Fi_{1}, Fi_{2}, . . ., Fi_{h})$ de $\mathfrak{F}^{*}$ dont chaque ensemble
possede au moins un point commun \‘a $V_{m}(p),$ $m>k$ , est la seconde
classe, puIsque la famille de voisinages est monotone, $c$ . $q$ . $f$. $d$ .

Exemple 6. Il $y$ a un espace qui v\’erifie les condition (C) et $(T_{1}^{*})$

et qui n’est pas r\’egulier.
D\’esignons par $R$ le semi-plan $y>0$ situ\’e dans le plan \‘a deux

dimensions. Poul un point $p=(a, b)$ , nous adoptons comme le
voisinage $V_{m}(p)$ de $p$ l’ensemble form\’e du point $p$ lui-m\^eme et des

$pointsint\acute{e}rieuducarr\text{\’{e}} d\text{\’{e}} finiparlesin\acute{e}galit\text{\’{e}} s:etb<y<b+\frac{r_{2}s}{m}.Commeonlevoit,l’ espacea-\frac{1}{m,i}<x<a+$$\frac{1}{mfie}ainsd\acute{e}Pniv\text{\’{e}} ri$

les conditions (C) et $(T_{1}^{*})$ . Ensuite, soit $V_{m}(p)$ un voisinage d’un
point $p$ ; alors il n’existe aucun voisinage de $p$ tel que sa fermeture
soit contenu dans $V_{m}(p)$ , donc l’espace n’est pas r\’egulier.

Puis, nous \’etudierons une fonction limite de fonctions continues.
Voici une d\’efinition n\’ecessaire:

$\{f(x)\}$ \’etant une famille de fonctions, nous dirons qu’une $fonctq,on$

$F(x)$ est d’accumulation de la famiue $\{f(x)\}$ , lorsqu’\‘a chaque suffixe a
correspond une fonction $f(x)$ de $\{f(x)\}$ ind\’ependant des points $x$ de $X$

teue que
$f(x)\in U_{\alpha}(F(x))$ .

Dan $s$ cette convention, on a le
Th\’eoreme 3. Soit $\{f(x)\}$ une $fam\prime iue$ de fonctions $con$tinues sur $X$

et soit $Y$ l’espace quantitatif v\’erzfant la condition $(B)$ , alors, $F(x)$ \’etant
une fonction d’accumorlation de $\{f(x)\},$ $F(x)eue$ m\^eme est continue.

D\’emonstration. Soit $a$ un suffixe et soit $U_{\alpha}(F(x_{0}))$ un voisinage
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de $F(x_{0}),$ $x0$ \’etant suppos\’e fix\’e. $u$ est suffisant de d\’emontler qu’il
$y$ a un voisinage $V(x_{0})$ de $x_{0}$ tel que $F(V(x_{0}))\subseteq U_{\alpha}(Ftx_{0}))$ .

Or, de la condition (B) il $y$ a pour le suffixe $a$ un suffixe $\beta$

d\’etermin\’e par $F(x_{0})$ et $a$ tel que

(1) $U_{\beta}(F(x_{0}))\cdot U_{\beta}(y)\neq 0\rightarrow y\in U_{a}(F(x_{0}))$ .
$F(x)$ \’etant une fonction d’accumulation de $\{f(x)\}$ , il $y$ a po\’u $r$ le
suffixe $\beta$ une fonction $f(x)$ ind\’ependant de points $x$ telle que “

(2) ’ $f(x)\in U_{\beta}(F(x))$ .
$U_{\beta}(F(x_{0}))$ \’etant ouvert, il $y$ a en vertu de (2) un voisinage $ U_{\tau}(f(x_{0})\rangle$

tel que

(3) $U_{\tau}(f(x_{0}))\subseteq U_{\beta}(F(x_{0}))$ .
D’autre part, $f(x)$ \’etant continue, il $y$ a pour $U_{T}(f(x_{0}))$ un voisi-

nage $V(x_{0})$ du point $x_{0}$ ’tel que

(4) $f(V(x_{0}))\subseteq U_{1}.(f(x_{0}))$ .
Or, $x^{\prime}$ \’etant un point appartenant \‘a $V(x_{0})$ , il r\’esulte selon (4) et (3)

(5) $f(x^{\prime})\in U_{\beta}(F(x_{0}))$ ,

et on a selon (2)

(6) $f(x^{\prime})\in U_{\beta}(F(x^{\prime}))$ .
Des rerations (5) et (6), on a \’evidemment $U_{\beta}(F(x_{0}))\cdot U_{\beta}(F(x^{\prime}))\neq 0_{;}$

on a donc de la formule (1) $F(x^{\prime})\in U_{\alpha}(F(x_{0}))$ . Par bons\’equent, on a
$F(V(x_{0}))\subseteq U_{\alpha}(F(x_{0}))$ ,

ce qui montre que la fonction $F(x)$ est continue au point $x_{0},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

\S 3. SUR DEUX PROBL\‘EMES POS\’ES PAR M. FR\’ECHET.

Avant de chercher en d\’etail des propri\’et\’es des espaces \‘a caractere
d\’enombrable v\’erifiant la condition (D), dans ce \S nous consid\’erons
deux problemes pos\’es par M. FR\’ECHET et donnons leurs r\’eponses
affirmatives.

Le premier probl\‘eme \’enonce comme suivant ;

1) Cf. FR\’ECHET, Les espaces abstraits, Paris, (1928), pp. 233-234.
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$Existe-\dot{b}l$ un espace plus g\’en\’eral que l’espace distanci\’e tel que: Les
trois familles des sous-ensembles de l’espace:

(1) qni sont parfaitement s\’eparables,
(2) qui jouissent de la propri\’et\’e de LINDEL\"o$F$,
(3) qui sont condens\’es chaque en soi

$\sim$

soient coincidentes?
Pour \’etudier ce probleme, nous donnerons tout d’abord quelques

d\’efinitions n\’ecessaires dans ce qui suit.
Soit $R$ un espace (v) de M. FR\’ECHET et soit $E$ un sous-ensemble

de R. . Si, \‘a chaque point $p$ de $R$ correspond un voisinage $V(p)$ pour
lequel la partie commune $V(p)\cdot E$ est hyper-condens\’e en $soi1$), $E$

$s’ appelle$ hyper-condens\’e en soi au point $p$ . Si $Eest$ hyPer-condenb\’e
en soi en chaque point de $R$ , nous dirons que $E$ est localement hyper-
condens\’e en $soi$ . $E$ \’etant hyper-condens\’e en soi en ohaque point de
$E$, il s’appelle localement hyper-condens\’e en soi au sens faibfe. $i$

Ceci \’etant pes\’e, on a les
Lemme $1^{2)}$ . Soit $E$ un ensemble localement hyper-condens\’e en soi

et soit $M$ un sous-ensemble “de E. Si $M(\epsilon_{1})\neq 0$ , alors $M\cdot M(S_{1})\neq 0$ ,
o\‘u le symbole $M(S_{1})$ d\’esigne l’ensemble de tout point de condensation
de $M$.

D\’emonstration. $p$ \’etant un point de $M(S_{1})$ , il eXiste, de la sup-
position que $E$ est localement hyper-condens\’e en soi, un voisinage $V(p)$

tel que $V(p)\cdot E$ est hyper-condens\’e en soi et sa puissance est non-
d\’enombrable, donc $V(p)\cdot M$ l’est aussi. Par cons\’equent, en vertu de
la d\’efinition, l’ensemble $V(p)\cdot M$ contient au moins un point de con-
densation de lui-m\^eme, donc \‘a plus forte raison $M$ contient au moins
un point de condensation, autrement dit $M\cdot M(s_{1})\neq 0,$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Lemme 2. Soit $E$ un ensembfe localement hyper-condens\’e en soi au
sens faibZe et soit $M$ un sous-ensemble de $E$ ; Si $E\cdot M(\epsilon_{1})\neq 0$ , alors
$M\cdot M(@_{1})\neq 0$ .

D\’emonstration. Soit $p$ un point de $E\cdot M(s_{1})$ . $E$ \’etant localement
hyper-condens\’e en soi au sens faible, il existe un voisinage $V(p)$ de
$p$ tel que $V(p)\cdot Eest$ hyper-condens\’e en soi. Par la d\’efinition, $V(p)\cdot M$

est non-d\’enombrable et hyPer-condens\’e en soi comme un $sous\cdot ensemble$

de $V(p)\cdot E$ ; Donc $V(p)\cdot M$ contient au moins un point de condensation

1) Un ensemble est dit hyper-condes\’e en $soi$ , lorsque chaque sous-ensemble
non-denombrable de l’ensemble contient au moins un point de condensation de
Sui-m\^eme.

2) Cf. Notre article, Quelques propri\’et\’es des espaces abstraits, Ces Jour., S\’er.
1, 9 (1940), p. 204.
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de lui-m\^eme, et par suite en vertu de $V(p)\cdot M\subseteq M$, on a $M\cdot M(\aleph_{1})\neq 0$ ,
$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Des lemmes 1 et 2, nous pouvons imm\’ediatement d\’eduire les
Th\’eor\‘eme 1. Soit $E$ un sous-ensemble de l’espace. Pour que $E$ soit

hyper-condens\’e en $soi$ , il faut et il suffit qu’il soit condens\’e et localement
hyper-condens\’e en $s\dot{0}i$ .

D\’emonstration. Il est clair que la condition \’enonc\’ee est n\’ecessaire.
R\’eciproquement, nous allons donc d\’emontrer que la condition est
suffisante. Pour cela prenons un sous-ensemble non-d\’enombrable $M$

de E. $E$ \’etant condens\’e et localement hyper-condens\’e en soi, $M$ l’est
aussi. Par cons\’equent, $M(@_{1})\neq 0$ et donc, en vertu du lemme 1, il
r\’esulte $M\cdot M(g_{1})\neq 0$ , autrement dit $E$ est hyper-condens\’e en soi,
$c$ . $p$ . $f$ . $d$ .

Th\’eoreme 2. Soit $E$ un sous-ensemble de l’espace. Pour que $E$ soit
hyper-condens\’e en $soi$ , il faut et il suffit qu’il soit condens\’e en soi et
localement $hyper- condens\acute{e}$ en soi $a_{\text{ノ}}u$ sens faible.

D\’emonstration. Il est manifeste que la condition est n\’ecessaire.
Nous dirons que les conditions sont bien suffisantes.

Soit $M$ un sous-ensemble non-d\’enombrable de $E$. D’apres l’hypo-
th\‘ese que $E$ est condens\’e en soi, on a $E\cdot M(e_{1})\neq 0$ . Ensuite, $E$ \’etant
localement hyper-condens\’e en soi au sens faible, il r\’esulte $M\cdot M(S_{1})\neq 0$

selon le lemme 2. Par suite, $E$ est hyper-condens\’e en soi, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Or, comme on le sait, dans un espace quasi-accessible un ensemble

hyper-condens\’e en soi est un ensemble jouissant de la propri\’et\’e de
LINDEL\"oF qui est condens\’e en $soi1$). Donc, selon les th\’eor\‘emes 1 et
2, on a les

Corollaire 1. Dans un espace quasi-accessible o\‘u un ensemble con-
dens\’e est localement hyper-condens\’e en $soi$ , les quatres familles des

. sous-ensembles :
(1) qui sont hyPer-condens\’es en $soi$ ,
(2) qui iouissent de la propri\’et\’e de LINDELOF,
(3) qui sont condens\’es en $soi$ ,
(4) qui sont condens\’es

sont coincidentes deux \‘a deux.
Corouaire 2. Dans un espace quasi-accessible o\‘u un ensemble con-

dens\’e en soi est localement hyper-condens\’e en soi au sens faible, lse
trois famiues:

1) Voir K. KUNUGUI, Sur un th\’eor\‘eme de BAIRE g\’en\’eralis\’e dans la th\’eorie
des espaces abstraits, Fund. Math., Warszawa, t. 21 (1933), pp. 244-245.

$*$

ts
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(1) qui sont hyper-condens\’es en $soi$ ,
(2) qui iouissmt de la propri\’et\’e de LINDEL\"OF,
(3) qui sont condens\’es en soi

sont coinc’identes les unes les autres.
Ceci \’etant pos\’e, nous montrons d\‘es maintenant une condition

suffisante pour qu’un ensemble hyper-condens\’e en soi soit parfaite-
mant s\’eparable:

Th\’eor\‘eme 3. Soit $E$ un sous-ensemble hyper-condens\’e en soi dans
un espace quasi-accessibfe. Si $E$ est \‘a caractere &’nombrable et $s^{l}il$

existe une famille de voisinages $\{V_{n}(p)\}$ de point $p$ de $E$, v\’ertifiant la
condition (D), teue $qu’ eue$ \’equivaut \‘a la famille de voisinages donn\’es
d’avance dans $E$ , alors $E$ est parfaitement s\’eparable.

D\’emonstration. On sait que tout sous-ensemble de $E$ possede la
plopri\’et\’e de LINDEL\"oF, car $E$ est hyper-condens\’e en soi, donc tout
sous-ensemble de $E$ l’est aussi. Or, il est clair que $ E\subseteq\sum_{p\epsilon E}V_{n}(p\rangle$

pour chaque $n\dot{o}mbren$ . Puisque $E$ possede la propri\’et\’e de LINDEL\"oF,.
nous pouvons choisir une infinit\’e d\’enombrable de voisinages $V_{n}(p_{k}^{n})$ ,
$(k=1,2,3, \ldots)$ , de fa\caon que leur somme couvre $E$ . Ceci \’etant
pos\’e, nous allons d\’emontrer que, si nous adoptons la famille de tout
voisinage $V_{n}(p_{k}^{n})$ auquel $p$ est contenu comme celle des voisinages
de $p$ , la famille $\{V_{n}(p_{k}^{n})\}$ sera \’equivalente \‘a la famille $\{V_{b}(p)\}$ .
Pour \’eviter de se m\’eprendre, nous d\’esignerons par $V_{n}^{k}$ le voisinage
$V_{n}(p_{k}^{n})$ . D’apr\‘es cette convention, nous d\’emontrons que les deux
familles $\{V_{n}^{k}\}et\{V_{n}(p)\}$ sont \’equivalentes:

1o Soit $x$ un point de $E$ et soit $V_{n}^{k}$ un voisinage de $x$ dans la
famille $\{V_{n}^{k}\}$ . Par d\’efinition, on a $V_{n}^{k}=V_{n}(p_{k}^{n})$ et qui est ouvert
contenant le point $x$ , donc il existe un voisinage $V_{m}(x)$ contenu
dans $V_{n}^{k}$ .

$2^{o}$ R\’eciproquement, soient $x$ un point de $E$ et $\nu_{m}(x)$ un voisi-
nage de $x$ dans la famille $\{V_{n}(p)\}$ . Par la condition (D), il $y$ a pour
le voisinage $V_{m}(x)$ un nombre naturel $n$ d\’etermin\’e par $x$ et $m$ tel que

$(*)$ $x\in V_{n}(q)\rightarrow V_{n}(q)\subseteq V_{m}(x)$ , si $q\in E$ .

D’autre part, tous les voisinages $V_{n}^{1},$ $V_{n}^{2}$ , . . ., $V_{n}^{k}$ , . . . couv-
rent $E$, donc il $y$ a un voisinage $V_{n}^{k}$ contenant le point $x$ ; Donc
selon la relation $(*)$ il r\’esulte $x\in V_{*}^{k}\subseteq V_{m}(x)$ .

Selon les 1o et $2^{o}$ . on peut dire que les deux familles $\{V_{n}^{k}\}$ et
$\{V_{n}(p)\}$ sont \’equivalentes; Pal l’hypoth\‘ese, la famille $\{V_{n}(p)\}$ est
\’equivalente \‘a celle de voisinages donn\’es d’avance dans $E$, donc la

1 /
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famille $\{V_{n}^{k}\}$ \’equivaut \‘a la famille de voisinages donn\’es d’avance
dans $E$ ; Donc $E$ est parfaitement s\’eparable, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Des corollaires 1 et 2 et du th\’eoreme 3, on a imm\’ediatement les
$Corollaire3$ . $So\uparrow_{\text{ノ}}tR$ un espace quasi-accessible, \‘a caractere d\’e-

nombrable et dans lequel tout sous-ensemble condens\’e est localement
hyper-eondens\’e en $soi$ . Si, pour chaque ensemble condens\’e $E$ de $R$ , il
exis $te$ une famille de voisinages $\{V_{n}(p)\}$ de $E$ v\’erifiant la $condit_{b}\cap on(D)$

et elle \’equivaut \‘a la famille de voisinages $do\grave{n}n\acute{e}s$ d’avance dans $E$, alors
les cinq famdles de tous sous-ensembles de $R$ :

(1) qui sont parfaitement s\’eparables,
(2) qui sont hyper-condens\’e$s$ en $soi$ ,
(3) qui jouissent de la propri\’et\’e de LINDEL $\ddot{O}F$ ,
(4) qui sont condens\’es en $soi$ ,
(5) qui sont condens\’es

sont coincidentes deux \‘a deux.
$Corollai\gamma e4$ Soit $R$ un espace quasi-accessible, \‘a caract\‘ere d\’e-

nombrable et dans lequel tout sous-ensemble condens\’e en soi est locale-
ment hyper-condense en soi au sens faible. $Si$ , pour chaque ensembfe
condens\’e en soi $E$ dans $R$ , il existe une famille de voisina.;es $\{V_{n}(p)\}$

de points de $E$ v\’erifiant la condition $(D)$ et elle est \’equivalente \‘a celle
de $s$ voismages donn\’es d’avance dans $E$, les quatre familles des sous-
ensembles de $R$ :

(1) qui sont parfaitement s\’eparables,
(2) qui sont hyper-condens\’es en $soi$ ,
(3) qui jouissent de la propriet\’e de LINDEL\"OF,
(4) qui sont condens\’es en soi

sont $co^{i}incidentes$ deux \‘a deux.
Les corollaires 3 et 4 donnent respectivement une r\’eponse affir-

mative au probleme de FR\’ECHET, car un espace distanci\’e v\’erifie les
conditions \’enonc\’ees dans les corollaires.

Nous pourrons sans peine voir que l’espace donn\’e dans l’exemple
1 \‘a la page 193 est un espace ou le probleme de FR\’ECHET a la r\’eponse
affirmative.

Nous donnerons un autre exemple:
Exemple 7. Consid\’erons un espace lin\’eairement ordonn\’e qui se

compose de toutes les couples $(a, x)$ , except\’e $(0,0)$ , des nombres
ordinaux $a$ et des nombres r\’eels $x$ , o\’u $ 0\leq a<\Omega$ et $0\leq x<1$ , tel
qu’il est ordonn\’e comme suivant:

Si $a>a^{\prime}$ , alors $(a, x)>(a^{\prime}, X^{\prime})$ , et si $a=a^{\prime},$ $x>x^{\prime}$ , alors $(a, X)>$
$(a^{\prime}, x^{\prime})$ . Comme on peut ais\’ement le prouver, cet espace possede
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cette propri\’et\’e que, \‘a chaque point $(a, X)$ correspond un intervalle
contenant le point et semblable \‘a l’intervalle $0<y<1$ des nombres
r\’eels. Pal. cons\’equent, l’espace consid\’er\’e est a caractere d\’enombrable,
quasi-accessible et localement hyper-condens\’e en soi. Nous dilons
que l’espace n’est pas distanciable, En effet, par contle, supposons
qu’il soit distanciable et d\’esignons par $d(p, q)$ la distance entre deux
points $p$ et $q$ . Soit $\{(a, X)\}$ un sous-ensemble non-d\’enombrable de
points distincts, o\’u $ 0\leq a<\Omega$ et $x=5121$ ; alors nous voyons ais\’e-

ment qu’il $y$ a un nombre naturel $k$ tel que $d$ ( $(a, F1),$ $(a$ , } $))>\frac{1}{k}$

pour une inPnit\’e non-d\’enombrable de $a$ , soit $a_{9}$
}

$(0<\beta<\Omega)$ et
$a_{\}}’<a_{\beta+1}$ . $a_{\beta}$ \’etant un nombre ordinal de fini ou de seconde classe,
1 $y$ a un nombre ordinal $a0$ de seconde classe plus grand que $a_{\beta}$ pour
tout $ 0<\beta<\omega$ . Ceci \’etant pos\’e, consid\’erons l’ensemble form\’e des
points $(a, X)$ qui sont plus petits que le point $(a0,0)$ . Cet ensemble
est semblable \‘a l’intervalle $0<y<1$ des nombres r\’eels. Par con-
s\’equent, comme on peut facilement le v\’erifier, il $y$ a un point $(\gamma, x)$

dans l’espace qui est un point d’accumulation de la suite des points
$(a_{|r}, F1)$ et $(a_{\theta}, \frac{1}{2}),$ $\beta=1,2,3,$ $\ldots$ . Mais ce qui est d\’eraisonnable,
puisque $d((a_{\beta}, F1),$ $(a_{f},1\overline{\overline{2}}))>\frac{1}{k}$ pour tout $\beta$ . Ensuite, prenons un
sous-ensemble condens\’e $E$ dans l’espace, alors il $y$ a un point $(a, X)$

qui est plus grand que tous les points de $E$ . En effet, par contre,
supposons qu’il n’existe pas tel point $(a, X)$ , alors $E$ contient une
suite de points $(a_{\beta}, X_{\beta})$ non-d\’enombrables tels que $ a_{1}<a_{2}<\cdots<a_{\beta}<\cdots$

et $\lim a,$ $=\Omega$ . Ce qui est contraire au fait que $E$ est condens\’e,
puisque l’ensemble non-d\’enombrable $\{(a_{\{}, , x_{\beta})\}$ de $E$ n’a aucun point
de condensation. Par suite, il $y$ a pour $E$ un point $(a, X)$ \’enonc\’e

plus haut; Donc $E$ \’est contenu dans un ensemble form\’e de tous
les points plus petits que Ie point $(a, x)$ ; d’ou $E$ est semblable \‘a un
ensemble contenu dans l’intervalle $0<y<1$ des nombres r\’eels, donc,
comme on le sait, $E$ est parfaitement s\’eparable, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Nous ajoutons ici une condition suffisante pour qu’un espace soit
distanciable:

Th\’eor\‘eme 4. Pour qu’un espace quasi-accessible, \‘a caractere d\’e-
nombrable, condens\’e et localement hyper-condens\’e en soi soit distanciable,
il faut et $d$ suffit qu’il soit r\’egulier et v\’erifiant la condition $(D)$ .

En effet, d’apres le corollaire 3, l’espace consid\’er\’e est parfaite-
ment s\’eparable. De l’hypoth\’ese que l’espace est r\’egulier et du
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th\’eor\‘eme bien connu de $URYSOHN- TYCHONOFF^{1)}$ . l’espace est dis-
tanciable, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Ensuite, nous consid\’erons le second probleme qui \’enonce comme
suivant:

Il sera int\’eressant de rechercher l’espace le plus g\’en\’eral o\‘u les
proprietes s\’eparables et parfaitement s\’eparables sont \’equwalentes. $Ou$

tout au moins de $vo\prime ir$ s’il existe un espace simple, plus $g\acute{e}?oe^{\prime}ral$ , que les
espaces distancr,\’es et o\‘u ces deux propri\’et\’es coincident.

Nous voulons montrer \‘a cette place-ci qu’il existe un espace plus
g\’en\’eral que les espaces distanci\’es et ou les deux proprie’t\’es coIncident.

Tout d’abord, nous d\’emontrons un th\’eor\‘eme suivant.
The’or\’eme 5. Si un espace $R$ quasi-accesstible et \‘a caract\‘ere d\’enom-

brable v\’erifiant la condition $(D)$ est $\mathscr{A}parab_{u}^{\prime}e$ , il sera parfaitement
s\’eparable sauf un ensemble de l-re cat\’egorie.

D\’emonstration. Soit $D$ un sous-ensemble d\’enombrable et partout
dense dans l’espace $R$ , soit $D=\{p_{k}\},$ $(k=1,2, \ldots)$ ; et soit $\{V_{n}(p_{k})\}$ ,
$(n, k=1,2,3, \ldots)$ , la famille de tous les voisinages des points $p_{k}$ de
$D$ . Pour plus de commodite, d\’esignons par $V_{n}^{k}$ le.voisinage $V_{n}(p_{k})$ .
Si l’on pose $G_{n}=\sum_{k\Rightarrow 1}^{\infty}V_{n}^{k}$ , l’ensemble $F_{n}=R-G_{n}$ est ferm\’e et fron-
ti\’ere, puisque $G_{n}$ est ouvert et partout dense dans $R$ ; donc $F_{n}$ est
non-dense. Posons $R^{*}=IIG_{n}n$ alors on a $R-R^{*}=\sum_{n}F_{n}o.\grave{u}\sum_{n}F_{n}$

est de l-re cat\’egorie.
Nous montrons que $R^{*}$ est parfaitement s\’eparable; Soit $p$ un

point de $R^{*}$ , alors il existe, selon la d\’efinition de $R^{*}$ , au moins un
voisinage $V_{n}^{k}$ , pour tout $n$ , auquel $p$ est contenu. Adoptons main-
tenant tous les voisinages $V_{n}^{k}$ auxquels $p$ est contenu comme la
famille des voisinages du point $p$ , et disons que cette famille
$\mathfrak{F}^{*}=\{V_{n}^{k}\}$ est \’equivalente \‘a la famille donn\’ee d’avance $\mathfrak{F}=\{V_{n}(p)\}$ .
Soit $p$ un point de $R^{*};$

1o Soit $V_{n}^{k}$ un voisinage de $p$ dans $\mathfrak{F}^{*}$ . $V_{n}^{k}$ \’etant ouvert, il
existe un voisinage $V_{m}(p)$ de $p$ contenu dans $V_{n}^{k}$ .

$2^{o}$ Soit $V_{m}(p)$ un voisinage de $\mathfrak{F}$ du point $p$ . Selon la condition
(D), il existe un nombre naturel $n$ tel que

$(*)$ $p\in V_{n}(q)\rightarrow V_{n}(q)\subseteq V_{m}(p)$ ,

1) P. URYSOHN, Zum Metrisationsproblem, Math. Ann., Bd. 94 (1924), pp. 309-
315; A. TYCHONOFF, Ueber einen Metrisationssatz von P. URYSOHN, Math. Ann.,
Bd. 95 (1925), pp. 139-142.
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quel que soit $q$ . Pour ce nombre $n$ , tous les voisinages $V_{n}^{1},$ $V_{n}^{2},$
$\ldots$ ,

$V_{n}^{k}$ , . . . de $\mathfrak{F}^{*}$ couvrent $R^{*}$ , donc il existe un voisinage $V_{n}^{k}$ con-
tenant le point $p$ , autrement dit il $y$ a dans $\mathfrak{F}^{*}$ un voisinage $V_{n}^{k}$ de
$p$ qui est contenu dans $V_{m}(p)$ selon $(*)$ .

Des 1o et $2^{o}$ , on voit que les deux familles $\{V_{n}^{k}\}$ et $\{V_{n}(p)\}$

sont \’equivalente$s$ , donc $E$ est parfaitement s\’eparable, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Exemple 8. Il existe un espace r\’egulier, \‘a caractere d\’enombrable

monotone et s\’eparable, v\’erifiant les conditions (D) et $(T_{1}^{\star})$ sans etre
normal et parfaitement s\’eparable.

En effet, d\’esignons par $R$ le semi-plan $y\geq 0$ dans le plan \‘a deux
dimensions. Pour un point $p=(x_{0}, y_{0})$ , o\‘u $y_{0}>0$ , un voisinage
$V_{m}(p)$ , ou $m$ est un nombre naturel, se compose de tous les points $(x, y)$

dont les coordonn\’ees v\’erifient les in\’egalit\’es: $(x-x_{0})^{2}+(y-y_{0})^{2}<(\frac{1}{m})^{2}$

et $y_{/^{\prime}}^{\backslash }0$ ; et pour un point $p=(x_{0},0)$ un voisinage $V_{m}(p)$ consiste
du point $p$ lui-m\^eme et de tous les points $(x, y)$ ou $x,$ $y$ sont donn\’es
par l’in\’egalit\’e:

$(x-x_{0})^{2}+(y-\frac{1}{m})^{2}<(\frac{1}{m})^{2}$ .

Dans cet espace $R$ , on peut facilement voir que les conditions
\’enonc\’ees sont v\’erifi\’ees et en outre que si nous n\’egligeons de l’espace
un ensemble non-dense qui est l’axe des $x$ , l’ensemble restant sera
parfaitement s\’eparable.

Th\’eor\‘eme 6. Si un espace $R$ quasi-accessible, \‘a caract\‘ere $d^{f}e$nom-
brable v\’erifiant les conditions $(D)$ et $(e)$ est s\’eparable, il est parfaitement
s\’eparable.

D\’emonstration. En employant les memes signes dans la d\’emon-
stration du th\’eoreme 5, il suffit de d\’emontrer que l’ensemble $\sum_{n}F_{n}$

est parfaitement s\’eparable.
Soit $p$ un point de $\sum_{n}F_{n}$ . A chaque voisinage $V_{m}(p)$ de $P$

correspond selon la condition (e) un nombre $n$ tel que $ q\in V_{n}(p)\rightarrow$

$p\in V_{m}(q)$ , quel que soit $q$ . Par suite, pour chaque nombre $m$ il
existe au moins un voisinage $V_{m}^{h\prime}$ de $\mathfrak{F}^{*}$ tel que $p\in V_{m}^{k}$ . Nous
adoptons donc tous les voisinages $V_{m}^{k}$ de $\mathfrak{F}^{*}$ , qui contiennent le
point $p$ , comme la famille des voisinages de $p$ . Nous dirons que les
familles $\mathfrak{F}$ et $\mathfrak{F}^{*}$ sont \’equivalentes;

Soit $p$ un point de $\backslash ^{\neg}\swarrow\lrcorner F_{n}$ .
$n$

1o Soit $V_{m}^{k}$ un voisinage de $p$ appartenant \‘a $\mathfrak{F}^{*}$ . $V_{m}^{k}$ \’etant
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ouvert, il existe un voisinage $V_{n}(p)$ de $p$ tel que $V_{n}(p)\subseteq V_{m}^{k}$ .
$2^{o}$ Soit $V_{m}(p)$ un voisinage de $p$ appartenant \‘a $\mathfrak{F}$ ; alors il existe

selon la condition (b) un nombre $n$ tel que $p\in V_{n}(q)\rightarrow V_{n}(q)\subseteq V_{m}(p)$ ,
quel que soit $q$ . Par cons\’equent, on a $p\in V_{n}^{k}\rightarrow V_{n}^{k}\subseteq V_{m}(p)$ , quel
que soit $k$ , ; donc il existe un voisinage $V_{n}^{k}$ de $p$ contenu dans $V_{m}(p)$ .

Des 1o et $2^{o}$ , on voit que $\sum_{n}F_{n}$ est parfaitement s\’eparable, donc
l’espace l’est aussi, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Du th\’eoreme 6, on a le
Theoreme 7. Soit $R$ un espace quasi-accessible, s\’eparable, \‘a carac-

t\‘ere d\’e$nomb\gamma able$ et monotone v\’erifiant la condition $(D)$ . Si l’espace
v\’erifie la condition $(e)$ , sauf un sous-ensemble $F$ ferm\’e et d\’enombrable,
l’espace est $parfaite7nent$ s\’eparable.

En effet, en posant $R^{*}=R-F,$ $R^{*}$ est parfaitement s\’eparable
selon le th\’eor\’eme pr\’ec\’edent; donc il existe une famille d’une infinit\’e
d\’enombrable de voisinages $\{V_{n}^{k}\}$ et qui est \’equivalente \‘a celle de
voisinages donn\’es d’avance dans $R^{*}$ . Puis, soit $\{V_{n}(p_{n})\}$ la famille

. des voi\S inagesl de points de $F$. Comme on le sait, la famille des
voisinages $\{V_{n}^{k}\}$ et $\{V_{n}(p_{k})\}$ est \’equivalente \‘a celle de voisinages
donn\’es d’avance, lorsque nous adoptons un voisinage auquel $p$ contenu
comme un voisinage de $p$ . Donc l’espace est parfaitement s\’eparable,
$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

L’exemple 3 dans \S 1, montre qu’il existe un espace plus g\’en\’eral
que ies espaces distanci\’es o\‘u deux propri\’et\’es s\’eparables et parfaite-
ment s\’eparables sont \’equivalentes.

\S 4. SUR LES ESPACES \‘A CARACT\‘ERE D\’ENOMBRABLE
ET MONOTONES.

Dans ce palagraphe, nous introduirons d’abord deux notions im-
portantes: la premiere est le quasi-ecart ent$re$ deux point$s$ et la
seconde, la convergence d’une suite de points bien ordonn\’es. Quasi-
\’ecart correspond justement \‘a distance dans les espace $s$ distanci\’es,
et il jouera un r\^ole important \‘a l’aide d’axiome de s\’eparation de $poin^{+}.s$ .
Et ensuite, nous donnerons leurs applications.

Nous remarquons tout d’abord que: si l’espace a caraetere
d\’enombrable est monotone, la famille des spheres $\{S_{n}(p)\}$ l’est aussi,
autrement dit $ S_{1}(p)\supseteq S_{2}(p)\supseteq\cdots\supseteq S_{n}(p)\supseteq\cdots$ pour tout point $p$ .
Nous supposerons dor\’enavant et toujours que l’espace \‘a caractere
d\’enombrable soit monotone, et que le voisinage $V_{1}(p)$ d’un point $p$

de l’espace coincide avec l’espace tout entire.
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Or, en utilisant la famille $\{S_{n}(p)\}$ , nous allons d\’efinir la notioIe
dite quasi-\’ecart entre deux points arbitraires: Quels que soient
deux points $p$ et $q$ , si, $q\in S_{n}(p)$ et $q$ a $S_{n+1}(p)$ , on dira que le quasi-

\’ecart de $p$ et $q$ sera $\frac{1}{n}$ et le d\’esigneron $s$ par $\rho(p, q)$ ; Si $ q\epsilon S_{n}(p\rangle$

pour tout nombre naturel $n$ , le quasi-\’ecart de $p$ et $q$ sera dit z\’ero,
$c$ .-\‘a-d. $\rho(p, q)=0$ .

Comme on peut facilement le v\’erifier, si $q\epsilon S_{n}(p)$ , alors $p\epsilon S_{n}(q)$ ;
donc on a

$\rho(p, q)=\rho(q, p)$ .
De plus, si l’espace satisfait \‘a Ia condition $(T_{0}^{\star})$ , on aura

$\rho(p, q)>0$ ou $\rho(p, q)=0$ suivant que $p\neq q$ ou $p=q$ .
Quels que soient deux ensembles $A$ et $B$ , nous d\’esignerons par $\cdot$

$\rho(A, B)$ la borne inf\’erieure de $p(a, b)$ , ou $a$ et $b$ parcourant respec-
tivement $A$ et $B$ , et l’appelerons quasi-\’ecart des ensembles $A$ et $B$ .

En employant quasi-\’ecart, nous pouvons d\’efinir une notion
dite $filet\frac{1}{n}$ ; Etant donn\’e un espace \‘a caract\’ere d\’enombrable et
monotone, nous consid\’erons un sous-ensemble $D_{n}$ de l’espace satis-
faisant aux deux conditions suivantes:

$c$

1o Quels que soient $p$ et $q$ deux points distincts de $D_{n}$ , on a
$p(p, q)>\frac{1}{n}$ .

$2^{O}$ Quel que soit $x$ , on a $\rho(x, D_{n})\leq\frac{1}{n}$ .
Tel ensemble $D_{n}$ s’appelle $fi1et\frac{1}{n}$ .
Ensuite nous d\’efinirons la notion dite totalement born\’e dans un

espace quantitatif: Soient $E$ un ensemble dans un espace quantitatif
et $a$ un suffixe arbitraire. L’ensemble $E$ est dit totalement born\’e,
lorsqu’il se laisse d\’ecomposer pour chaque $a$ en nombre fini d’ensembles
tels que:

$E=E_{1}^{\alpha}+E_{2}^{\alpha}+\cdots+E_{n_{\alpha}}^{\alpha},$ $p_{i}\in E_{i}^{\alpha}\subseteq S_{\alpha}(p_{i})$ pour $i=1,2$ , . . . , $n_{\alpha}$

et $p_{j}\overline{\epsilon}S_{\alpha}(p_{i})$ si $i\neq j$ .
Ces pr\’eliminaires \’etant pos\’es, on a le
Th\’eor\‘eme 1. Dans un espace \‘a caract\‘ere &’nombrable et monotone,

pour qu’en ensembfe $E$ soit totalement born\’e, il faut et il suffit $qu’\grave{\text{{\it \‘{a}}}}$

chaque nombre naturel $n$ correspond dans $E$ un $filet\frac{1}{n}$ qui se compose

de po’bnts de nombre fini.
Demonstration. En effet, par d\’efinition, $E$ \’etant totalement
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$born6,k$ on a pour un nombre $n$ une d\’ecomposition de $E$ telle que:
$E=\sum_{i=1}E_{i}^{n},$

$p_{i}\in E_{i}^{n}\subseteq S_{n}(p_{i})$ et $p_{j\overline{\in}}S_{n}(p_{i})$ si $i\neq j$ . Alors, en posant

$D_{n}=\sum_{=1}^{k}p_{i}$ . il r\’esulte de la d\’efinition que l’ensemble $D_{n}$ est un filet-
$\frac{1}{n}$ form\’e des points de nombre fini dans $E$.

Inversement, supposons qu’\‘a chaque nombre $n$ correspond dans
$E$ un $fi1et\frac{1}{n}$ de puissance finie $D_{n}$ , soit $D_{n}=\sum_{i=1}^{k}p_{C}$ . Dans ce cas,

consid\’erons les spheres $S_{n}(p_{i}),$ $(i=1,2, \ldots, k)$ . S’il existe un point
$p$ appartenant \‘a $E-\sum_{i=I}^{k}S_{n}\{p_{i}$), on aura $S_{n}(p)\cdot D_{n}=0$ en vertu de la
d\’efinition de la sph\’ere. Mais, ce fait nous donne la contradiction
que $D_{n}$ n’e $st$ pas $fi1et\frac{1}{n}$ dans $E$ ; donc on a $E\subseteq\sum_{i=1}^{k}S_{n}(p_{i})$ . Alors en
posant $E_{i}^{n}=E\cdot S_{n}(p_{i})$ , on a la d\’ecomposition de $E$ : $E=\sum_{:\leftarrow 1}^{k}E_{i}^{n}$ ou
$p_{i}\in E_{i}^{n}\subseteq S_{n}(p_{i})$ et $p_{j}\overline{\epsilon}S_{n}(p_{i})$ si $i\neq j,$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Sans doute, un espace $\mathfrak{E}^{1)}$ peut \^etre consid\’er\’e comme un espace
\‘a caract\’ere d\’enombrable et monotone, donc on a le

Corollaire. Dans un espace $\mathfrak{E}$ , pour qu’un ensemble $E$ soit totale-
ment born\’e, $d$ faut et $d$ suffit $qu’\grave{a}$ chaque nombre $n$ corresponde un
$filet\frac{1}{n}$ de puissance finie dans $E$ .

Nous voudrons d\‘es maintenant rechercher quelques Propri\’et\’e$s$

d’ensembles complets et pour cela d\’efinirons quelques terminologies
n\’ecessaires.

Dans un espace quantitatif, nous dirons qu’une suite de points
bien ordonn\’es $\{p_{\alpha}\}$ satisfait \‘a la condition de CAUCHY (g\’en\’eralis\’ee),
lorsqu’on peut faire correspondre \‘a chaque suffixe $\beta$ un point $q_{\beta}$ et
un nombre ordinal $\prime a_{\beta}$ tels que

$(*)$
$\sum_{\alpha_{R}<\alpha}p_{\alpha}\subseteq V_{\beta}(q_{\beta})$

.

En particulier, si tous les points $q_{\triangleright}$ sont coIncidentes, soit $q_{\beta}=q$ , et
si aucun point distinct de $q$ ne satisfait \‘a la condition $(*)$ pour tout
$\beta$ , nous dirons que la suite des points converge vers le point $q$ et le
d\’esignerons simplement par $\lim_{\alpha}p_{\alpha}=q$ et nous appelerons $q$ un point
de limite de la suite $\{p_{\alpha}\}$ .

Voici deux lemmes presque \’evidents:

Lemme 1. Dans un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable, sz $p\epsilon E^{\prime}$ , il

1) Cf. FR\’ECEET, Les espaces abstraits, p. 214.
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existe une suite de points $\{p.\}$ de $E$ tels que le point $p$ est d’ac-
cumulation d’ensemble $\{p_{n}\}$ , o\‘u $E^{\prime}$ &’signe l’ensemble des points d’ac-
cumulation de $E$.

Lemme 2. Dans un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone
v\’erifiant la condition $(T_{1})$ , si $p\in E^{\prime}$ , il existe une suite de points $\{p_{n}\}$

de $E$ convergeant vers le point $p$ . ’

Ceci \’etant pos\’e, on donne sans prouver le
Th\’eor\‘eme 2. Un espaee \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone v\’erifiant

la condition $(T_{1})$ , est un espace $\mathfrak{L}^{*}$ introduit par M. KURATOWSKI1).

Th\’eor\‘eme 3. Dans un espace \‘a caractere d\’enombrable et monotone,
tout $ensemb_{f}^{7}e$ compact est totalement born\’e.

D\’emonstration. Soit $E$ un ensemble compact dans l’espace.
Supposons, par impossible, qu’il existe un nombre naturel $n$ pour
lequel l’ensemble $E$ ne se laisse pas d\’ecomposer en nombre fini
d’ensembles tels que:

$E=\sum_{i\Rightarrow 1}^{k}E_{i}^{n}$ $p_{i}\in E_{i}^{n}\subseteq S_{n}(p_{i})^{*}$ et $p_{j}\overline{\epsilon}S_{n}(p_{i})$ si $i\neq j$ .
Or, soit $p_{1}$ un point de $E$ et faisons correspondre \‘a $p_{1}$ la sph\’ere

$S_{n}(p_{1})$ et posons $E_{I}^{n}=E\cdot S_{n}(p_{1})$ . Ensuite, soit $p_{2}$ un point de $E-E_{1}^{n}$

(s’il existe), et posons $E_{2}^{n}=E.$ $S_{n}(p_{2})$ . Alors. il est clair que
$p_{i}\in E_{i}^{n}\subseteq S_{n}(p_{i})$ et $p_{j}\overline{\epsilon}S_{n}(p_{i})$ o\‘u $i,$ $j=1,2$ et $i\neq j$ . Etant suppos\’e
pour $n$ que $E$ ne se laisse pas d\’ecomposer en nombre fini d’ensembles
$E_{i}^{n}$ d\’efinis ci-dessus, cette op\’eration sera suivie \‘a l’infini. Ainsi nous
avons une suite de points $\{p_{m}\}$ de E. $E$ \’etant compact, l’ensemble
des points $\{p_{m}\}$ poss $e^{t}$de au moins un $point-\beta$ , soit $p$ . Par cons\’equent,
le voisinage $V_{l}(p),$ $(l>n)$ , contient au moins deux points distincts
de $\{p_{m}\}$ , soient $p_{m_{1}}$ et $p_{m.)}$ . $Alors_{\backslash }$ il r\’esulte $p_{m_{1}}+p_{m_{\Omega}}\rightarrow\subseteq V_{l}(p)$ , autre-
ment dit $\rho(p_{m_{1}}, p_{m_{-}}.))\leq\frac{1}{n}-$, puisque l’espace est monotone. Nous ab-
outissons donc \‘a une contradiction, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Comme on le sait, nous disons qu’un espace (ou ensemble) est
dit complet, si chaque suite de points satisfaisant \‘a la condition de
CAUCHY poss\’ede un point de limite dans l’espace (ou l’ensemble).

Dans cette convention, on a les
Th\’eoreme 4. Dans un $espa^{\rho}e$ \‘a $c_{\iota^{}}x\gamma act\grave{e}re$ d\’enombrable v\’erifiant la

condition $(T_{1^{k}})$ , tout ensemble compact en soi est complet.
D\’emonstration. Soit $E$ un ensemble compact en soi dans l’espace

et soit $\{p_{n}\}$ une suite de points de $E$ satisfaisant \‘a la condition de
1) Cf. KURATOWSKI. Topologie, I (Warszawa), (1938), pp. 76-77.
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CAUCHY. $E$ \’etant compact en soi, il $y$ a au moins un $point-\beta$ de
$\{p_{n}\}$ , soit $p$ . Nous dirons que la suite des points $\{p_{n}\}$ converge

$\backslash $

vers le point $p$ . Supposons, par contre, qu’il existe un nombre
naturel $k$ tel que le voisinage $V_{k}(p)$ ne contient pas un nombre
infini de $\{p_{n}\}$ , et les d\’esignons par $\{q_{n}\}$ . Il existe alors un point $q$

de $E$ qui est un $point-\beta$ de $\{q_{n}\}$ et distinct de $p$ . Ensuite, d’apr\‘es
la condition $(T_{1}^{- k})$ , il existe pour les deux points $p$ et $q$ un nombre
naturel $l$ tel qu’un voisinage $V_{l}(r)$ n’a aucun point commun \‘a l’un
ou l’autre de $V_{l}(p)$ et de $V_{l}(q)$ , quel que soit $r$ . En tenant $c$ompte
du fait que $V_{l}(p)$ et $V_{l}(q)$ contiennent respectivement le nombre
infini de points de $\{p_{n}\}$ , la suite $\{p_{n}\}$ ne satisfait pas \‘a la condition
de CAUCHY; nous aboutissons donc \‘a une contradiction, c-q. $f$ . $d$ .

Th\’eoreme 5. Soit $ E_{1}\supseteq E_{2}\supseteq\cdots\supseteq E_{n}\supseteq\cdots$ une suite d’ensembles
ferm\’es d\’ecroissants dans un espace \‘a caraetere d\’enombrable, $co$ mplet et
monotone v\’eri.fiant la condition $(T_{0}^{*})$ et tels que $E_{n}\subseteq Vk_{n}(p_{n})$ , o\‘u
$\lim k_{n}=\infty$ et $Vk_{n}(p_{n})$ est un voisinage convenabfement choisi. Alors
$ lapartien\rightarrow\infty$ commune $IIE_{n}\infty cons\dot{?}ste$ d’un seul point.

D\’emonstration. $n=1Soitq_{n}$ un point de $E_{n}$ , alors on aura $\sum_{\iota=0}^{\infty}q_{n+i}\subseteq E_{n}$ .
Or, \‘a chaque nombre naturel $n$ correspondent deux nombres $l,$ $k_{l}(>n)$ ,

tels que $E_{l}\subseteq Vk_{l}(p_{l})$ ; Il r\’esulte donc $\sum_{:\Leftrightarrow 0}^{\infty}q_{l+i}\subseteq E_{l}\subseteq Vk_{l}(p_{l})\subseteq V_{n}(p_{l})$ ,

puisque l’espace est monotone. Par cons\’equent la suite des points $\{q_{n}\}$

satisfait \‘a la condition de CAUCHY. L’espace \’etant suppos\’e complet,
la suite $\{q_{n}\}$ converge vers un point $q$ appartenant \‘a $E_{n}$ pour tout
$n$ , puisque chaque $E_{n}$ est ferm\’e. Ensuite, supposons, par contre,
qu’il $y$ ait un point $p$ distinct de $q$ appartenant \‘a la partie commune
$\Pi E_{n}$ . Or, d’apres la condition $(T_{0}^{\star})$ , il $y$ a un nombre naturel $m$

$t^{n}e1$ que chaque voisinage $V_{m^{\prime}}(r),$ $(m^{\prime}>m)$ , ne contient pas \‘a la fois
$p$ et $q$ , quel que soit $r$ . Mais, d’autre part, par l’hypoth\‘ese, on a
$p+q\subseteq E_{n}$ pour tout $n$ ; Ce qui est une contradiction, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Th\’eor\‘eme 6. Dans un espace $R$ \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone
v\’erifiant la condition $(T_{0}^{\star}),$ r\’egulier et complet, chaque ensemble de
premi\‘ere cat\’egorie est un $ensenp_{\vee}b^{7,}e$ fronti\‘ere.

D\’emongtration. Soit $ E=E_{1}+E_{2}+\cdots+E_{n}+\cdots$ une somme d’en-
sembles non-denses, et soit $V_{n}(p)$ un voisinage d’un point $p$ arbitraire.
II s’agit de d\’omontrer que $\nu_{n}(p)-E\neq 0$ . Or, $E_{1}$ \’etant non-dense, il
existe un voisinage $V_{n_{1}}(p_{1})$ d’un point $p_{1}$ de $V_{n}(p)$ tel que $\overline{V_{n_{1}}(p_{1}}$) $\subseteq V_{n}(p)$

et $\overline{V_{n_{1}}}\overline{(p_{1}}$) $\cdot E_{1}=0$ , puisque l’espace est r\’egulier. Par la m\^eme con-
sid\’eration que $j’ ai$ us\’ee plus haut et en tenant compte du fait que
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I’espace est monotone, nous pouvons d\’efinir par induction une suite
de voisinages $ V_{n}(p)\supseteq V_{n_{1}}(p_{1})\supseteq V_{n_{2}}(p_{2})\supseteq\cdots\supseteq Vn_{k}(p_{k})\supseteq\cdots$ tels que
$Vn_{k+1}(p_{k}1)\subseteq Vn_{k}(p_{k}),\overline{Vn_{k}(p_{k})}\cdot E_{k}=0$ et $\lim_{k\rightarrow\infty}n_{k}=\infty$ . Ceci \’etant pos\’e,
par le th\’eor\‘eme 5, il existe un point $q$ appartenant \‘a $\Pi\overline{Vn_{k}(p}_{k}^{-}$)

$\infty$

. Il

$en\sum_{n- 1}^{\infty}E_{n}=R-Er\text{\’{e}} su1tequeDoncE^{k=1n\Rightarrow 1}q\in V_{n}(p)-E_{P}ui_{SqueIIVn_{k}}^{\infty\infty k=1}\overline{(p_{k}})\subseteq I.I(R-E_{n})=R-estunensemb1efronti|ere,cq.f.d$

.
Du th\’eoreme 6, on a facilement les
$Corollai\gamma e1$ . Le compl\’ementaire d’un ensembfe de l-re cat\’egoriet

n’est pas de l-re cat\’egorie (pourvu que l’espace est non-vide).
Coroflaire 2. L’espace n’est de l-re cat\’egorie en auecm point.
Corollaire 3. Chaque point d’un espace dense en soi est un point

de condensation de l’espace.
Corollaire 4. Soient $E_{1},$ $E_{?_{\wedge}},$ $\ldots,E_{n},$

$\ldots$ d’ensembles $G_{\delta}$ et partou.
denses dans l’espace. Alors la partie commune $\prod_{n\approx 1}E_{n}$ l’est aussi.

En effet, en posant $E_{n}^{*}=R-E_{n},$ $c$haque ensemble $E_{n}^{\star}$ est un
$F_{\sigma}$ et frontiere, donc il est de l-re cat\’egorie. La somme $\sum_{n- 1}^{\infty}E_{n}^{\star}$ l’est
don $c$ \’egalement et le compl\’ementaire de cette somme est un $G_{\delta}$ et
partout dense dans l’espace, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

$Corollaq,re5$ . Chaque ensemble qui est un $G_{\delta}$ de l-re cat\’egorie est
non-dense.

En effet, $E$ n’\’etant pas non-dense, il existe un ensemble $G$

ouvert dans lequel $E$ est partout dense; donc il est aussi partout
dense dans $\overline{G}$ . Comme l’ensemble $\overline{G}$ est ferm\’e dans l’espace complet,
il est aussi complet. Par suite, si l’on consid\’ere $\overline{G}$ comme un
espace, $\overline{G}\cdot E$ est un $G_{\delta}$ et partout dense dans $\overline{G}$ , donc $\overline{G}-E$ est un
$F_{\sigma}$ et fronti\‘ere; Par cons\’equent, $\overline{G}-E$ est de l-re cat\’egorie. Ce
qui est contraire au corollaire 1, puisque $\overline{G}\cdot E$ est de I-re cat\’egorie
dans $\overline{G},$

$c$ . $q.\cdot f$ . $d$ .
Th\’eoreme 7. Dans un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone

v\’erifiant la condition (To), r\’eguher et complet, chaque ensemble $F_{\sigma}$ et
$G_{\delta}$ est $d\prime eveloppab_{u}^{f}e$ en s\’erie altern\’ee (transfinie) d’ensembles $fermaes$

’

d\’ecroissants1).

Soit, en effet, $E$ un ensemble $F_{O}$ et $G_{\delta}$ et soit $F$ un ensemble
ferm\’e arbitraire non-vide. Comme on le sait, il s’agit de d\’emontrer

1) Un ensemble $E$ de la forme
$ E=E_{1}-E_{2}+E_{3}-E_{4}+\cdots+E_{p}-E_{\backslash }\cdot+1+\cdots$

o\‘u les termes sont ferm\’es decroissants, est dit d\’eveloppable en s\’erie altern\’ee
d’ensembles ferm\’es d\’ecroissants ou, siaplement, ensemble d\’eveloppable. Cf. $KuRA\leftarrow$

TOWSKI, loc. $cit.$ , p. 59.

$r$



Sur $ le\epsilon$ espaces \‘a structure $un\iota forme$ 221

qu’au moins un des en $s$embles $F\cdot E$ et $F-E$ n’est pas de fronti\’ere
dans $F^{1)}$ . Or, supposons, par impossible, que les deux ensembles
$F\cdot E$ et $F-E$, comme des $F_{\sigma}$ fronti\’eres, soient de l-le cat\’egorie dan $s$

$F$ ; alors leur somme $F=F\cdot E+(F-E)$ serait de l-re cat\’egorie sur
elle-m\^eme, ce qui est contraire au corollaire 1 du th\’eoreme 6 $(F$

\’etant consid\’er\’e comme l’espace), $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Des maintenant, nous consid\’erons la connexit\’e d’un ensemble

compact en soi. Consid\’erons un espace a caractere d\’enombrable

monotone, et nous entendrons par une $cha\hat{\iota}ne\frac{1}{n}$ une suite en nombre

fini de points $a_{1},$ $a_{2}$ , . . ., $a_{s}$ de l’espace tels que $p(a_{i}, a_{i}1)\leq\frac{1}{n}$ ,

$i=1,2,$ $\ldots,$
$s-1$ . Nous dirons dans ce cas que la $chaine\frac{1}{n}(a_{1},$ $a_{2}$ ,

.. ., $a_{s}$) enchaine les points $a_{1}$ et $a_{s}$ ; Evidemment chaque point pour
1lui-meme forme une chaine– (pour chaque $n$), $s=1$ . L’espace
$n$

s’appelle $encha\hat{\prime}m\acute{e}-\frac{1}{n}$ , si l’on peut enchainer deux points arbitraire $s$

1de l’espace par une chaine– Il est clair que l’espace est enchain\’e-
$n$

$\frac{1}{n’}$ si tout point de l’espace peut \^etre enchain\’e d’un point fix\’e par

une $chaine\frac{1}{n}$ . $\Pi$ en r\’esulte que l’ensemble $K_{\frac{1}{n}}(p)$ de tous les points

de l’espace qui sont enchain\’es d’un point $p$ fix\’e par une $chaine\frac{1}{n}$

est $encha\hat{1}n\acute{e}\frac{1}{n}$ , si l’on le consid\’ere comme un espace, et il est le

plus grand ensemble $encha^{\wedge}\ln\acute{e}\frac{1}{n}$ dans l’espace contenant le point $P$

et il est appel\’e $composant\frac{1}{n}$ de $p$ dans l’espace.

D’apre$s$ ces d\’efinitions, on a les

Lemme 3. Le $composant\frac{1}{n}$ d’un puoint $p$ est \‘a la fois ouvert et ferm\’e.

En effet, si $q\epsilon K_{\frac{1}{n}}(p)$ , alors $S_{n}(q)\cdot K_{\frac{1}{n}}(p)\neq 0$ ; donc, soit $r\in S_{n}(q)$ ,

il r\’esulte $r\epsilon K_{\frac{1}{n}}(p)$ , c.-a-d. $V_{n}(q)\subseteq K_{\frac{1}{n}}(p)$ . Par suite, $K_{\frac{1}{n}}(p)$ est ouvert.
D’autre Part, si $q\overline{\epsilon}K_{\frac{1}{n}}(p)$ , il vient $S_{n}(q)\cdot K_{\frac{1}{n}}(p)=0$ , donc $V_{n}(q)\cdot K_{\frac{1}{n}}(p)=0$ .
Par cons\’equent, $K_{\frac{1}{n}}(p)$ est ferm\’e, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Nous dirons qu’un espace est enchain\’e-O, lorsqu’il est $enchain\acute{e}\frac{1}{n}$

pour tout $n$ . Dans cette convention, on a le
Lemme 4. Un espace connexe est enchain\’e-O.
En effet, supposons que l’espace serait connexe; alors selon le

$\overline{1)Cf.K_{URATOWSKI},1oc.cit.,p.6}1$ .
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lemme 3 le composant- $- K_{\underline{1}}(p)$ d’un point $p$ serait \‘a la fois ouvert
$n$ $n$

et ferm\’e pour tout $n$ . L’espace \’etant connexe, il serait coIncident
avec $K_{1,n}(p)$ quel que soit $n$ . Donc l’espace serait enchain\’e-O, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Ensuite, nous d\’esigneron $s$ par $K_{0}(p)$ le plus grand ensemble
enchain\’e-O de l’espace contenant un point $p$ , et dirons qu’il sera
composant-O de $p$ . Alors, comme on peut le voir, selon le lemme 3,
$K_{0}(p)$ est ferm\’e.

Ces pr\’eliminaires \’etant pos\’es, on a les
Th\’eoreme 8. Dans un espace \‘a caractere d\’enombrable monotone

v\’erifiant la condition $(T_{1}^{\star})$ , pour qu’un ensemble compact en $soi$ soit
connexe, il faut et il suffit $qu’ d$ soit enchain\’e-O.

Demonstration. D’apres le lemme 4, un ensemble connexe est
\’evidemment enchain\’e-O, si l’on considere l’ensemble comme un espace.
Donc il nous suffit de d\’emontrer qu’un ensemble compact en soi et
non connexe ne soit pas enchain\’e-O; Soit $F$ un ensemble compa $ct$

en soi et non connexe. Alors, par $1’ hypoth\grave{e}$se, $F$ se laisse d\’ecomposer
en deux ensembles ferm\’es et disjoints, soit $F=F_{1}+F_{2}.$ Je dis que
$p(F_{1}, F_{2})>0$ . Supposons, par impossible, que $\rho(F_{1}, F_{2})=0$ ; alors il
$y$ a pour chaque nombre entier $n$ deux points $x_{n}$ et $y_{n}$ appartenant re-
spectivement \‘a $F_{1}$ et $F_{2}$ tels que $\rho(x_{n}, y_{n})\leq\frac{1}{n}$ . Or, $F$ \’etant compact

en soi, $F_{1}$ et $F_{2}$ le sont aussi; par cons\’equent, du lemme 2, nous
pouvons supposer que $\lim_{n\rightarrow\infty}x_{n}=x\in F_{1}$ et $\lim_{n\rightarrow\infty}y_{n}=y\epsilon F_{2}$ (s’il est n\’eces-
saire, par choix d’une suite de sous-ensemble). Puis, d’apres.la
condition $(T_{1}^{*})$ , il existe un nomb $re$ naturel $N$ d6termin\’e par $x$ et $y$ tel
qu un voisinage $V_{N}(r)$ , quel que soit $r$ , ne contient aucun point com-
mun \‘a l’un ou l’autre de $V_{N}(x)$ et $V_{N}(y)$ . D’autre part, par l’hypo-
these, $x_{n}\in V_{N}(x)$ et $y_{n}\in V_{N}(y)$ si $n(>N)$ est suffisamment grand, et
$\rho(x_{n}, y_{n})\leq\frac{1}{n}$ . Ce qui est contraire \‘a la propri\’et\’e \’enonc\’ee plus haut
de $N$. Par cons\’equent, $\rho(F_{1}\cdot, F_{2})>0$ , autrement dit, il existe un
nombre naturel $n_{0}$ pour lequel on a $p(F_{1}, F_{2})>\underline{1}$ . Il en r\’esulte que

1 $n_{0}$

$F$ n’e $st$ pas
$enchain\text{\’{e}}\overline{n_{0}}$ Nous aboutissons donc \‘a une contradiction,

$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Corollaire. Le composant $K(p)$ d’un point $p^{1)}$ de l’espace compact

en soi coincide avec le com,posant-O $K_{0}(p)$ de $p$ .
1) Le composant d’un point $p$ est le plus grand ensemble connexe et contenant

$1^{e}$ point $p$ .
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En effet, d’une part il est \’evident selon le lemme 4 que $ K(p)\subseteq$

$K_{0}(p)$ , et d’autre part $K_{0}(p)$ est compact en soi comme un ensemble
ferm\’e de l’espace, et par suite, il est connexe selon le th\’eoreme 8;

donc $K_{0}(p)$ est contenu dans $K(p),$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Th\’eor\‘eme 9. Soit $ F_{1}\supseteq F_{2}\supseteq\cdots\supseteq F_{n}\supseteq\cdots$ une suite d’ensembles

fexm\’es d\’ecroissan$ts$ dans un espace compact et \‘a raracte $red\dot{e}$nombrable
1

monoto $7fe$ v\’erifiant les conditions $(B)$ et $(T_{0})$ . Si les $F_{n}$ sont $encha\hat{z}n\acute{e}$s-
$k_{n}^{\prime}$

o\‘u $\lim_{n\rightarrow\infty}k_{n}=\infty$ , la partie commune $\prod_{n=1}^{\infty}F_{n}=F$ est connexe.

D\’emonstration. Supposons, par contre, que $F$ ne soit pas connexe;

alors $F$ se laisse d\’ecomposer en deux ensembles ferm\’es et disjoints:

$F=F_{1}+F_{2}$ . Donc, selon le th\’eor\’eme 7 de \S 1, il existe deux
spheres restreintes disjoints $O_{n_{0}}(F_{1})$ et $O_{n_{0}}(F_{2})$ . Par suite, en posant
$G=O_{n}(F_{1})+O_{n}(F_{2})$ , il r\’esuIte $F\subseteq G$ . $A$] $ors,$ $F$ \’etant la partie
$commune0$ aux $ensembles$ $F_{n}$ compacts en soi et d\’ecroissants, il

existe un nombre naturel $m_{0}>n_{0}$ tel que $F_{n}\subseteq G,$ $n>m_{0}$ ; Donc,

en posant $F_{1}^{n}=F_{n}\cdot\overline{O_{n_{0}}(}F_{1}$ ) et $F_{2}^{n}=F_{n}\cdot\overline{O_{n_{0}}(F_{2}}$) pour $n>m_{0},$ . on a
$F_{n}=F_{1}^{n}+F_{2}^{n}$ et $F_{1}^{n}\cdot F_{2}^{n}=0,$ o\‘u $F_{1}^{n},$ $F_{2}^{n}$ sont compacts en soi. Par
suite, en vertu du th\’eor\‘eme 17 de \S 1 et en tenant compte de la

d\’emonstration du th\’eoreme pr\’ec\’edent, il existe un nombre naturel
$k$ tel que $p(F_{1}^{m_{0}}, F_{2}^{m_{0}})>\frac{1}{k}$ , comme de raiscn $p(F_{1}^{n} , F_{2}^{n})>1k$ si

$n>m_{0}$ . Par $c$ons\’equent, soient $n>m_{0}$ et $k_{n}>k$ , les $F_{1}^{n},$ $F_{2}^{n}$ ne

sont pas enchain\’e$s\frac{1}{k_{n}}$ . Ce qui est contraire \‘a l’hypoth\’ese que $F_{n}$

est enohain’ $-\frac{1}{k_{n}}$ quel que soit $n,$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Corollaire. Dans un espace compact et \’a caractere denombrable
monotone $v\acute{e}r\uparrow fiant$ les conditions $(B)$ et $(T_{0})$ , la partie commune d’une
suite d’ensembles fermb $s$ , connexes et d\’ecroissants est ou bien connexe
ou bien un seul point.

Une propri\’et\’e d’ensemble compact en soi est dite par BROUWER
induetw $e$ , si chaque ensemble $F_{n}$ d’une suite d’ensembles compacts

en soi d\’ecroissants $ F_{1}\supseteq F_{2}\supseteq\cdots\supseteq F_{n}\supseteq\cdots$ poss\‘ede la propri\’et\’e, la

partie commune $ IIF_{n}\infty$ la poss\’ede aussi.
$n\Leftarrow 1$

D’apres cette d\’efinition, on peut v\’eriPe $r$ le

Theoreme (de BROUWER). Dans un espace \‘a caraete$red\acute{e}nombrab^{7}e$

monotone, v\’erifiant la condition $(q_{1}^{1})$ et hyper-condens\’e en $soi$ , un
ensembfe compact en soi $Fpo$ss\’edant une proprie’&’ inductive $P$ contient
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au moins le plus petit ensemble ferm\’e $F^{*}$ poss\’edant la propri\’et\’e $P^{1)}$

D\’emonstration. Posons $F_{1}=F$ et supposons que les ensembles
$F_{\beta}$ pour tout $nombre\forall$ ordinaux $\beta<a$ sont d\’eja d\’efinis, et de plus
que la propri\’et\’e $P$ est v\’erifi\’ee par les $F_{\beta}$ . Si $a$ est un nombre ordinal
de premie’re esp\’ece, il $y$ a deux cas possibles: Ou bien $F_{\alpha-1}$ est le
plus petit ensemble ferm\’e poss\’edant la propri\’et\’e $P$ –dans ce cas
posons $F_{\alpha}=F_{\alpha-1}-et$ ou biert $F_{\alpha-1}$ contient un sous-ensemble ferm\’e
poss\’edant la propri\’et6 $P$ –dans ce cas d\’esignons par $F_{\alpha}$ le sous-
ensemble. $\int$ Si $a$ est un nombre ordinal de seconde espece, posons
$F_{a}=_{\beta<\alpha}IIF_{(},$ . Nous avons ainsi $F_{\alpha}$ pour tout nombre ordinal $a$

de seconde classe. Comme l’espace est $hyper- condens\acute{e}$ en soi,
comme on sait, il $y$ a un nombre ordinal $a0$ tel que $ F_{\alpha_{0}}=F_{\alpha_{0}+1}=\cdots$ ;
Donc $F_{\alpha_{0}}$ est l’ensemble $F^{*}$ que nous avions en vu, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Nous ajoutons finalement quelques propri\’et\’es de fonctions (quasi-)
continues; Pour cela nou $s$ citons tout d’abord une d\’efinition bien
connue.

Soient $R_{1},$ $R_{2},$
$\ldots,$

$R_{n}$ des espaces \‘a caractere d\’enombrable et
monotones; nous d\’esignerons par $R$ leur composition: $p$ \’etant un
point de $R$ , il sera d\’esign\’e par $p=(p_{1}, p_{2}, \ldots, p_{n}),$ $p_{i}$ parcourant
$R_{i}$ pour tout $i$ , et son voisinage $V_{k}(p)$ sera d\’efini, comme d’ordinaire,
par $V_{k}(p)=V_{k}^{(I)}(p_{1})\times V_{k}^{(2)}(p)\times\cdots xV_{k}^{\{n)}(p_{n})$ , ou $V_{k}^{(i)}(p_{i})$ est un voisi-
nage de $p_{i}$ dans $R_{i},$ $i=1,2,$ $\ldots,$ $n$ .

Par cette d\’ePnition, on a facilement les
Lemme 5. L’espace $R$ est \‘a caract\‘ere d\’enombrable et monotone.
Lemme 6. Si tous les espaces $R_{i}v\acute{e}r^{i}$}$fient$ l’une des conditio$ns(T_{0})$ ,

$(T_{1}),$ $(T_{0}^{*}),$ $(T_{1}^{\star})$ et $(D)^{\prime}$, alors l’espace $R$ la v\’erifie \’egalement.
$|$

Lemme 7. Dans le cas o\‘u tous les espaces $R_{1},$ $R_{2},$
$\ldots,$

$R_{n}$ v\’erzfent
la condition $(T_{1})$ pour qu’une suite de points $p^{\nu}=(p_{1}^{\nu}, p_{2}^{\nu} , . . ., p_{n}^{\nu})$ ,
$(\nu=1,2, \ldots),$ de $R$ converge vers un point $p=(p_{1}, p_{2}, \ldots, p_{n})$ de $R$ ,
dfaut et il suffit que $\lim_{\rightarrow\infty}p_{i}^{\nu}=p_{i}$ Pour tout $i$ .

Lemme 8. $Soi\rho ntE_{1},$ $E_{2},$
$\ldots,$

$E_{n}$ d’ensembfes ferm\’es (ou ouverts)
appartenant respectivement \‘a $R_{1},$ $R_{2},$

$\ldots,$
$R_{n}$ ; Alors l’ensemble $E=$

$E_{1}\times E_{2}\times\cdot\cdot\cdot\cdot\times E_{n}$ de $R$ est un ferm\’e (ou ouvert) dans l’espace $R$ .
En particulier, si $n=2,$ $c$omme on le sait, il $y$ a une application

int\’eressant de l’espace compos\’e. Soient $X$ et $Y$ deux espaces \‘a
caractbre d\’enombrable, monotones et v\’erifiant la condition $(T_{1})$ et
$\frac{soity}{)}+\frac{(x)unefonction(q}{p1uspetitens\circ.mb1esignifi}1LeequeF^{*}ne=fuasi-)continued\acute{e}finiesurl’ espaceXetcontientaucunsous- ensemble$

poss\’edant la propri\’et\’e inductive $P$ .
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dont les valeurs appartiennent \‘a $Y$. D\’esignons par $V_{n}(x)$ et $U_{n}(y)$

de voisinages de $x$ et de $y$ respectivement dans les espaces $X$ et Y.
Alors on a les

Th\’eoreme 10. Soit $\{x_{n}\}$ une suite de points de $X$ tels qu’ils cQn-

vergent vers un point $x_{0}$ et soit $y=f(x)$ une fonction cont,inue au point
$x0$ . Alors il $r^{f}e$sulte $\lim_{n\rightarrow\infty}f(x_{n})=f(xo)$ .

$D\acute{e}momtrat’\dot{b}on$ . Soit $n$ un nombre arbitraire et soit $U_{n}(f(x_{0}))$ un
voisinage du point $f(x_{0})$ . Il existe alors un voisinage $Vk_{n}(x_{0})$ con-
tenant presque tous les points de $\{x_{n}\}$ tel que $f(Vk_{n}(x_{0}))\subseteq U_{n}(f(x_{0}))$ ,
puisque $f(x)$ est continue au point $x_{0}$ . D’apres la d\’efinition, on a
donc $\lim_{n+\infty}f(x_{n})=f(x_{0}),$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Th\’eor\‘eme 11. Soit $y=f(x)$ unefonction continue. AJors l’ensemble
I des points $(x, \beta(x))$ dans l’espace compos\’e $X\times Y$ est ferm\’e.

D\’emonstration. Soit $(x_{0}, y_{0})\in I^{\prime}$ . Alors nous pouvons choisir,
selon lemmes 5 et 2, une suite de points $(x_{n},f(x_{n})),$ $(n=1,2,3, \ldots)$ ,
de l’ensemble $I$ tels qu’ils convergent ve$rs$ le point $(x_{0}, y_{0})$ . Du
th\’eor\’eme 1,0 et du lemme 3, il vient $\lim_{n-\succ\infty}f(x_{n})=f(x_{0})=y_{0}$ , puisque

$f(x)$ est continue au point $x_{0}$ ; donc $(x_{0}, y_{0})\epsilon Lc$ .-\‘a-d. l’ensemble $I$

est ferm\’e, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
D\’efinit,ion. Une fonction biunivoque $y=f(x)$ est dite quasti-hom\’e-

omorphe, lorsqu’elle est quasi-continue et admet, en outre, une
fonction inverse $x=f^{-1}(y)$ quasi-continue.

Deux ensembles $A$ et $B$ sont dits quasi-honu’omorphe, lorsqu’il
.existe une fonction quasi-hom\’eomorphe $y=f(x)$ qui transforme $A$ en $B$ .

Th\’eor\‘eme 12. Soient $X$ et $Y$ deux espaces \‘a caractere d\’enombrable,
monotones et v\’enfiant la condition $(T_{1})$ et soit $y=f(x)$ une fonction
$quasi-cont\dot{m}ue$ qui transforme $X$ en un sous-ensemble de Y. Alors
l’ensemble I des points $(x, f(x))$ est quasi-hom\’eomorphe \‘a $X$.

$D\acute{e}monstrat?_{\text{ノ}}on$ . Faisons correspondre un point $x$ de $X$ \‘a un point
$(x,f(x))$ et d\’esignons par $F(x)=(x,f(x))$ cette correspondance de $X$

\‘a $I$. Il est alors \’evident qu’elle est biunivoque. Soit $n$ un nombre
naturel arbitraire. $f(x)$ \’etant quasi-continue, il existe un nombre
$n^{\prime}$ tel que $f(V_{n^{\prime}}(x))\subseteq U_{n}(y_{x})$ pour un point $y_{x}$ convenablement choisi.
En posant $k_{n}=\max(n, n^{\prime})$ , on a $ F(Vk_{n}(x))\subseteq Vk_{n}(x)\times f(Vk_{n}(x))\subseteq$

$V_{n}(x)\times U_{n}(y_{x})=W_{n}((x, y_{x})),$ $W_{n}((x, y_{x}))$ d\’esignant le voisinage de point
$(x, y_{x})$ dans l’espace $X\times Y$ et $(x, f(x))\in W_{n}((x, y_{x}))$ . Donc, par d\’efinition,
la fonction $F(x)$ est quasi-continue. R\’eciproquement, la fonction
inverse $x=F^{-1}((x,ftx)))$ est \’evidemment continue, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Puis, nous allons chercher le prolongement d’une fonction. Soit
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$y=f(x)$ une fonction d\’efinie sur un ensemble $A$ de l’espace $X$ et
dont les valeurs appartiennent \‘a Y. Soit $x_{0}$ un point de $X$ et soit
$V_{n}(x_{0})$ un voisinage arbitraire de $x_{0}$ . D\’esignons pa$rk_{n}$ la borne
sup\’erieure des suffixes $k$ tels que $f(V_{n}(x_{0})\cdot A)\subseteq U_{k}(y)$ , o\’u $y$ est un point
arbitraire. Il est clair que $ k_{1}\leq k_{2}\leq\cdots\leq k_{n}\leq\cdots$ , si $X$ est monotone.
Posons $k_{0}=\lim_{n\rightarrow\infty}k_{n}$ et nous dirons dans ce cas que $l’ osciuation$ de $f(x)$

au point $x_{0}$ est $\frac{1}{k_{0}}$ (qui est z\’ero dans le cas $01\dot{J}k_{0}$ est l’Infini) et la
d\’esignerons par $\omega(f(x_{0}))=\frac{1}{k_{0}}$ (ou $0$). Dans cette conventicn, il est
manifeste que, pour qu’une fonction $f(x)$ soit quasi-continue \‘a un
point $x_{0}$ , il faut et il suffit que $\omega(f(\chi_{0}))=0(X$ et $Y$ \’etant suppos\’es
monotones).

Lemme 9. Soit $y=f(x)$ une fonetion arbitraire d\’efinie sur un
sozrs-ensemble A de X. L’ensernble $A_{n}$ des points $x$ pour lesquels on a
$\omega(f(x))>\frac{1}{n}$ . est $fer?n\acute{e}$ dans l’espace $X$.

En effet, soit $x_{0}$ un point de $\tilde{\overline{A}}_{n}$ et soit $V_{m}(x_{0})$ son voisinage
arbitraire. Alors il existe un point $x$ appartenant \‘a $A_{n}\cdot V_{m}(x_{0})$ .
Comme $V_{m}(x_{0})$ est ouvert, il $y$ a un voisinage $V_{m^{\prime}}(x)$ contenu enti\‘ere-
ment dans $V_{m}(x_{0})$ . Par cons\’equent, on a $f(V_{m^{\prime}}(x)\cdot A)\subseteq f(V_{m}(x_{0})\cdot A)$

et le membre gauche de l’in\’egalit\’e n’est jamais contenu dans aucun
voisinage $U_{n}(y)$ dans l’espace $Y,$ $n$ \’etant fixe. Donc, par d\’efinition,
il vient $x_{0}\in A_{n},$ $c$ . $qof$ . $d$ .

Th\’eor\’eme 1.1. Soit $X$ un espace \‘a caracte $re$ d\’enombrable monotone
v\’e$r?fiant$ la condition $(T_{1})$ et soit $Y$ un espace \gamma \’egulier, complet et
\‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone v\’erifiant la condition $(T_{1}^{*})$ . Soit
$y=f(x)$ une fonction quasi-eontinue d\’efinie sur un ensemb$U|e$ A de $X$.
Alors la fonction $f(x)$ se laisse prolonger d’une $fa’;onq\uparrow\iota asi$-continue
d\’efinie sur un ensemble contenant $A$ .

p\’emonstration. Consid\’erons la fermeture $\overline{A}$ de $A$ et d\’esignons
par $A^{*}\backslash 1’ ensemble$ des points $x$ de $\overline{A}$ tels que $\omega(f(x))=0$ . Alors
$A^{*}\supseteq A$ , puisque $f(x)$ est quasi-continue sur $A$ . A chaque point $x_{0}$

de $A^{*}$ faisons correspondre une suite de points $\{x_{n}\}$ de $A$ , convergeant
vers $x_{0}$ . Alors, par d\’efinition, on a $\omega(f(x_{0}))=0$ , donc a $c$haque
nombre naturel $n$ correspondent un point $y_{n}$ de $Y$ et un nombre
natnrel $k_{n}$ tels que $f(Vk_{n}(x_{0})\cdot A)\subseteq U_{n}(y_{n})$ . Or, comme $Vk_{n}(x_{0})$ con-
tient presque tous les points de $\{x_{n}\},$ la suite des points $\{f(x_{n})\}$ de
$Y$ satisfait \‘a la condition de CAUCHY et, $Y$ \’etant suppos\’e complet, la
limite $\lim_{n+\infty}f(x_{n})$ existe, $soity_{0}=\lim_{n-\succ\infty}f(x_{n})$ . $Si1’ ond\acute{e}finitqueF(x_{0})=y_{0}$ ,
elle sera une fonction prolong\’ee de $f(x)$ et d\’efinie sur $A^{*};$ Car, si
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$x_{0},$ $x_{n}\in A,$ $\lim x_{n}=x_{0},$
$y_{0}=\lim_{n\rightarrow\infty}f(x_{n})$ et $y_{0}+f(x_{0})$ , il existe selon la

condition $(T_{1}^{*})unn\rightarrow\infty$ nombre entier $m$ d\’etermin\’e par $y_{0}$ et $f(x_{0})$ tel que
le voisinage $U_{m}(y)$ est disjoint au moins \‘a l’un ou l’autre des
voisinage $sU_{m}(y_{0})$ et $U_{m}(f(x_{0}))$ , quel que soit $y$ ; Donc l’ensemble
$f(Vk_{n}(x_{0})\cdot A)\subseteq U_{m}(y_{m})$ est disjoint de $U_{m}(y_{0})$ , et par cons\’equent il
r\’esulte $y_{0}\neq\lim_{n\rightarrow\infty}f(x_{n})$ . Nous aboutissons ainsi \‘a une $contradiction^{1)}$ .

Puis, il reste encore \‘a d\’emontrer que $F(x)$ est quasi-continue
sur $A^{*}$ . D\’esignons par $\omega^{*}(F(x))$ l’oscillation de $F(x)$ a un Point $x$ de
$A^{*}$ . Soit $V_{n}(x)$ un voisinage arbitraire de $x$ . Alors il r\’esulte: $\nearrow$

$F(V_{n}(x)\cdot A^{*})=F(V_{n}(x)\cdot A)+F(V_{n}(x)\cdot(A^{*}-A))$

$=f(V_{n}(x)\cdot A)+F(V_{n}(x)\cdot(A^{*}-A))$ .
Or, soit $y_{0}\in F(V_{n}(x)\cdot(A^{*}-A))$ , il existe un point $x_{0}$ appartenant $:\iota$

$V_{n}(x)\cdot(A^{*}-A)$ tel que $y_{0}=F(x_{0})$ . Alors, d’apr\‘es les d\’efinitions de
$A^{*}$ et de $F(x)$ , il $y$ a une suite de points $\{x_{m}\}$ de $A$ , convergeant
vers $x_{0}$ , telle que $\lim_{m\rightarrow\infty}f(x_{m})=F(x_{0})$ . En outre, \’etant $x_{0}=\lim x_{m}$ ,
$ V_{n^{t}}x)\cdot$ $A$ contient presque tous les points de $\{x_{m}\}$ ; donc $1’ en^{m\rightarrow\infty}sem$ble

$\beta(V_{n}(x)\cdot A)$ contient aussi presque tous les points de $\{f(x_{m})\}$ , d’ou
$y_{0}\in\overline{f(V_{n}(x)\cdot A})$ . Par cons\’equent, on a

$F(V_{n}(x)\cdot A^{*})\subseteq f(V_{n}(x)\cdot A)$ .

Puis, $f(x)$ \’etant quasi-continue au point $x$ , il existe, pour chaque
nombre entier $n$ , un point $y_{n}$ et un nombre naturel $k_{n}$ tels que
$f(Vk_{n}(x)\cdot A)\subseteq U_{n}(y_{n})$ . D’autre part, comme on le sait, nous pouvons
supposer sans perdre la g\’en\’eralit\’e du $raisonnem^{*}ent$ que, $Y$ \’etant
r\’egulier, $\overline{U_{m+1}(y)}\subseteq U_{m}(y)$ , $(m=1,2,3, \ldots)$ , pour chaque point de
$Y$ ; D’ou $F(Vk_{n}(x)\cdot A)\subseteq U_{n-1}(y_{n})$ . Par suite, de la d\’efinition, on a
$\omega^{*}(F(x))=0$ , donc $F(x)$ est quasi-continue sur $A^{*},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

1) Dans le cas o\‘u $1^{\cdot}espaceY$ v\’erifie les conditions $(D)$ et $(T_{1}),$ $F(x)$ sera aussi
une fonction prolongee de $f(x)$ . Pour cela, il nous suffit de demontrer que $F(x)=f(x)$ ,
si $x\in A$ .

Supposons par impossible que $x_{n}\in A$ , $\lim x_{n}=x,$ $y_{\cup}=\lim f(x_{n})$ et $y_{0}\neq f(x)$ . D’apres
la condition $(T_{1})$ , il $y$ a deux $voisinages^{n\rightarrow\infty}disjointsU_{m}(y_{0})etn\rightarrow\infty U_{m}(f(x))$ , et, en outre,
il $y$ a selon la condition $(D)$ un nombre naturel $k_{m}$ determin\’e par $f\langle x$) $\epsilon tm$ tel
que fl $x$) $\in Uk_{m}(y)\rightarrow Uk_{m}(y)\subseteq U_{m^{\prime}}f(x))$ , quel que soit $y$ . Par cons\’equent presque tous
les points de $\{f(x_{n})\}$ appartiennent \‘a $U_{m}(.f(x))$ , donc $y_{(j}\neq\lim_{n\rightarrow\infty}f(x_{n})$ ; Ce qui est une
contradiction.
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Nous consid\’erons Ici une $fon--$ ; Soient $X$ et $Y$ deux espace $s$

\‘a caract\’ere d\’enombrable monotone et soit $y=f(x)$ une fonction con-
tinue d\’efinie sur $X$ et dont les valeurs appartiennent \‘a Y. Nous

dirons qu’elle est $fonction\frac{1}{n}$ , lorsque, pour un nombre naturel $n$

et pour chaque point $y\epsilon f(X)$ , il existe un point $x_{y}$ de $X$ d\’ependant
de $y$ tel que $f^{-1}(y)\subseteq V_{n}(x_{y})$ .

Theoreme 14. Soit $X$ un espace compact et \‘a caractere d\’enombrable
monotone v\’erifiant la condition $(T_{1})$ et soit $Y$ un espace \‘a caracte$re$

d\’enombrable monotone $v\acute{e}rt\hslash ant$ la condition $(T_{1}^{\star})$ . $y=f(x)$ \’etant une

fonction$\frac{1}{n}$ \‘a chaque paire de deux points $x_{1},$
$x_{2}\epsilon X$ tels que $p(x_{1}, x_{2})>\frac{1}{n}$

correspond un nombre natur $elk_{n}$ tel que $\rho(f(x_{1}),f(x_{2}))>\frac{1}{k_{n}}$ .
Demonstratio$n$ . Soit $n$ un nombre naturel donn\’e. Supposons,

pal contre, qu a chaque nombre naturel $k$ il existe deux points

$x_{k}^{\prime}$ , $x_{k}^{\prime\prime}$ de $X$ tels que $\rho(x_{k}^{f}, x_{k}^{\prime\prime})>\frac{1}{n}$ et $p(f(x_{k}^{\prime}), f(x_{k}^{\prime\prime}))\leq\frac{1}{k}$ . Alors

les suites des points $\{x_{k}^{\prime}\}$ et $\{x_{k}^{\prime\prime}\}$ ont respectivement de $points-\beta$ ,

soient $x_{0}^{\prime}$ et $x_{0}^{\prime\prime}$ , puisque $X$ est compact. Posons $y_{0}^{f}=f(x_{0}^{\prime})$ et $y_{0}^{\prime\prime}=f(x_{0}^{\prime\prime})$ ,

et nous allons dire que $y_{0}^{\prime}=y_{0}^{\prime\prime}$ . Dans le cas contraire, en effet, il existe

selon la condition $(T_{1}^{*})$ un nombre $N$ tel que $p(U_{N}ty_{0}^{\prime}),$ $U_{N}(y_{0^{\prime}}^{\prime}))>\frac{1}{N}$ .
Or, les ensembles $f^{-1}(U_{N}(y_{0}^{\prime}))$ et $f^{-1}(U_{lV}\langle y_{0}^{\prime\prime}))$ contiennent de voisinages
$V_{N},(x_{0}^{\prime})$ et $V_{N^{\prime}}(x_{0}^{\prime\prime})$ respectivement, si $N^{\prime}$ est suffisamment grand,

puisque $f(x)$ est continue. D’autre part, $V_{N\prime}(x_{0}^{\prime})$ et $V_{N^{\prime}}(x_{0}^{\prime\prime})$ contiennent
respectivement presque tous les points de $\{x_{k}^{\prime}\}$ et de $\{x_{k}^{\prime\prime}\}$ (s’il est
n\’ecessaire, par choix d’une suite de sous-ensemble). Or, par d\’e-

finition, on a $\rho(f(x_{k}^{\prime}), f(x_{k}^{\prime\prime}))\leq k^{-}1$ $(k=1,2, \ldots)$ . Ce qui est contraire

au fait que $p(U_{N}(y_{0}^{\prime}), U_{N}(y_{0}^{\prime\prime}))>\frac{1}{N}$ . Donc $y_{0}^{\prime}=y_{0^{\prime}}^{i}$ .
Puis, nous dirons que $x_{0}^{\prime}\neq x_{0}^{\prime\prime}$ . En effet, si $x_{0}^{\prime}=x_{0}^{\prime\prime}$ , il existe deux

points distincts $x_{k}^{\prime},$ $x_{k}^{\prime\prime}$ tels que $x_{k}^{\prime}+x_{k}^{\prime\prime}\subseteq V_{n}(x_{0}^{\prime})$ ; donc $p(x_{k}^{\prime}, x_{k}^{\prime\prime})\leq\frac{1}{n}$ .
Ce qui est contraire \‘a la d\’efinition des points $x_{k}^{f}$ et $x_{k}^{\prime\prime}$ . Par suite,

il r\’esulte $x_{0}^{\prime}\neq x_{0}^{\prime\prime}$ .
Ceci \’etant pos\’e, selon l’hypoth\‘ese que $f(x)$ est une $fonction\frac{1}{n}$ ,

on a $p(x_{0}^{\prime}, x_{0}^{\prime\prime})<\frac{1}{n}$ . Par cons\’equent, il existe un voisinage $V_{n}(x)$

contenant $x_{0}^{\prime}$ et $x_{0}^{\prime\prime}$ ; donc, $V_{n}(x)$ \’etant ouvert, il existe deux voisinage $s$
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$V_{m}(x_{0}^{\prime})$ et $V_{m}(x_{0}^{\prime\prime})$ qui sont contenus dans $V_{n}(x)$ et qui contiennent,
si $k$ est suffisamment grand, de points $x_{k}^{f}$ et $x_{k}^{\prime\prime}$ respectivement.
Donc $\rho(x_{k}^{\prime}, x_{k}^{\prime\prime})\leq\frac{1}{n}$ . Ce qui est contraire \‘a l’hypoth\‘ese $p(x_{k}^{\prime} , x_{k}^{\prime\prime})>\frac{1}{n}$ ,
$c$ . $q$ . $f$. $d$ .

Pour donner un th\’eoreme d\^u \‘a M. HUREWICZ, nous d\’emontrons le
Th\’eo\gamma eme 15. Soit Xun espace compact et \‘a caractere d\’enombrable

monotone v\’erifiant la condition $(T_{1})$ et soit $Y$ un espace distanci\’e.
$y=f(x)\acute{e}tbnt$ une $fonction\frac{1}{n}$ , il $y$ a un nombre naturel $N$ tel que,
si une fonction continue $g(x)v\acute{e}ri\hslash e$ la condition $\rho(f(x), g(x))<\frac{1}{N}$ pour
tout $x,$ $g(x)$ est une $fonction-\underline{1}$

$n$

D\’emonstration. Du th\’eor\’eme pre’c\’edent, il $y$ a pour le nombre
$n$ un nombre $k_{n}$ tel que: $p(x_{I}, x_{2})>\frac{1}{n}$ entraine $\rho(f(x_{1}),f(x_{2}))>\frac{1}{k_{n}}$ ,
quels que soient $x_{1},$ $x_{2}$ de $X$. Or, posons $N>2k_{n}$ et supposons
’que $\rho(f(x), g(x))<\frac{1}{N}$ pour tout $x$ , et d\’emontrons que $g(x)$ est une
$fonction_{-}^{\underline{1}}$

$n$

Soient $x_{1},$ $x_{2}$ deux points tels que $g(x_{1})=g(x_{2})$ ; alors, on a
l’in\’egalit\’e $\rho(f(x_{1}), f(x_{2}))\leq\rho(ftx_{1}),$

$g(x_{1}))+p(g(x_{2}), f(x_{2}))<\frac{2}{N}<\frac{1}{k_{n}}$ , puisque
$g(x_{1})=g(x_{2})$ . Donc, $f(x)$ \’etant une fonction- $\frac{1}{n}$ , il r\’esulte $\rho(x_{1}, x_{2})\leq\frac{1}{n}$ ;
Donc $g(x)$ l’est aussi, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Soit $X$ un espace compact et \‘a caractere d\’enombrable monotone
v\’erifiant les conditions $(T_{1})$ et $(T_{0}^{*})$ , et soit $Y$ un espace distanci\’e et
compact, et d\’esignons par $C(X, Y)$ et $C_{n}(X, Y),$ resPectivement,
l’ensemble de toutes les fonctions continues et celui de toutes les
$fonctions\frac{1}{n}$ , d\’efinies sur $X$ entier et dont les valeurs aPpartiennent \‘a
$Y$. Si l’on d\’efinit dans l’ensemble $C(X, Y)$ , la distance entre deux
fonctions $f(x)$ et $g(x)$ de $C(X, Y)$ telle que: $p(f, g)=borne\sup_{x\epsilon x}$ . $\rho(f(x)$ ,
$g(x))$ , comme on le sait, l’espace $C(X, Y)$ est distanci\’e et complet, ce
dernier est conduit du fait que $Y$ est compact et du th\’eoreme 3
dans \S 2. Donc, dans le cas ou $C_{n}(X, Y)$ , pour tout $n$ , est Partout
dense dans $C(X, Y)$ , l’ensemble partie commune $\prod_{n=1}C_{n}(X, Y)$ est aussi
partout dense dans $C(X, Y)$ d’apr\’es le corollaire 4 du th\’eoreme 6;
Car chaque ensemble $C_{n}(X, Y)$ est ouvelt dans $C(X, Y)$ selon le
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th\’eor\’eme 15. En tenant compte du $fait\infty$ que $X$ v\’eriPe la condition
$(T_{0}^{\star})$ , on voit sans peine que l’ensemble II $C.(X, Y)$ se compose des

fonctions continues et biunivoques, et $d^{n=1}autre$ part on sait que, $X$

et $Y$ \’etant compacts, chaque fonction de $n1IIC_{n}(X\infty, Y)$ est bicontinue.
Donc on a le

Th\’eor\‘eme de HUREWlCZ1). Si l’ensemble $C_{n}(X, Y)$ , pour tout $n$ , est
partout dense dans $C(X, Y)$ , alors il $y$ a des fonctions biunivoques et
bicontinues dans $C$($X$, Y) et de plus, pour chaque fonction $f(x)$ de
$C(X, Y)$ et pour chaque nombre $n$ , il $y$ a une fonction $biun\dot{w}$oque et

bicontinue $f_{n}(x)$ de $CX,$ $Y$) teue que $\rho(f(x), f_{n}(x))<\frac{1}{n}$ , quel que soit $x$ .

\S 5. LES ESPACES \‘A CARACT\‘ERE D\’ENOMBRABLE,
MONOTONES ET V\’ERIFIANT LA CONDITION (D).

Dans ce paragraphe, nous donnons une relation entre les espaces
consid\’er\’es et l’espace $\mathfrak{E}^{2)}$ et de plus ajoutons quelques propri\’et\’es
des espaces.

Tout d’abord, par rapport \‘a un espace quantitatif v\’erifiant la
condition (D), nous avons le th\’eoreme important suivant:

Th\’eor\‘eme 1. Dans un espace quantitatzf, soit $\{V_{\alpha}(x)\}$ une famille
de voisinages de points $x$ et soit $\{S_{\alpha}(x)\}$ celle de sph\‘eres de centre $x$ et

de rayon $\frac{1}{a}$ Lorsqu’on admet la famille $\{S_{\alpha}(x)\}$ comme celle de voisi-

nages de points $x$ , pour que les deux familles soient $eJ$quivalentes, $d$ faut
et il suffit que l’espace v\’erifie la condition $(D)$ .

Demonstration. N\’ecessit\’e $-V_{\alpha}(x)$ \’etant un voisinage d’un point
$x$ , par l’hypoth\‘ese, il existe une spher$eS_{\beta}(x)$ contenu dans $V_{\alpha}(x)$ .
On a donc de la d\’efinition de la sphere:

$x\in V_{q}|(x^{\prime})\rightarrow V_{\beta}(x^{f})\subseteq V_{\alpha}(x)$ ,

quel que soit $x^{\prime}$ . C’est la condition (D) elle-meme.
$Su.ffisance-S_{\alpha}(x)$ \’etant une sphere de centre $x$ , il est clair de

la d\’efip ition de $S_{\alpha}(x)$ que $V_{\alpha}(x)\subseteq S_{\alpha}(x)$ . D’autre part, de la condition

1) W. HUREWICZ, Ueber Abbildungen von endlich dimensionalen R\"aumen auf
Teilmengen Cartesischer Raume, S.-B. $At\sigma ad^{1}$ Berlin, phys.-math. Kl., (1933) pp.
756-757.

2) Cf. FRECHET, loc. cit., pp. 213-214.
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(D) il $y$ a pour un voisinage $V_{\alpha}(x)$ un suffixe $\beta$ d\’etermin\’e par $x$ et
$a$ tel que

$x\in V_{\theta}(x^{\prime})\rightarrow V_{\beta}(x^{f})\subseteq V_{\alpha}(x)$ ,

quel que soit $x^{\prime}$ . Donc on a imm\’ediatement, par la d\’efinition,
$S_{\beta}(x)\subseteq V_{\alpha}(x)$ . Par suite les deux familles sont \’equivalentes, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Du th\’eoreme 1, on voit qu’on peut d\’efinir le quasi-\’ecart dans
les espaces consid\’er\’es et de plus, dans ce cas, la notion de la limite
peut \^etre d\’efinie par le quasi-\’ecart. Donc on a le

Th\’eoreme 2. Un espace \‘a caract\‘ere cl\’enombrable monotone v\’erifiant
les conditions $(D)$ et $(T_{0})$ , il est un espace $\mathfrak{E}$ .

Nous appellerons dor\’enavant $quasi- d\dot{?}s$tance le quasi-\’ecart dans
un espace \‘a caractere d\’enombrable monotone v\’erifiant les conditions
(D) et (To).

Th\’eor\‘eme 3. Dans un espace ie caract\‘ere d\’enombrable monotone
$v^{f}e$rifiant les conditions $(D)$ et $(T_{0})$ , si tout ensemble $\dot{cs}olJe$ est au plus
d\’enombrable, l’espace est s\’eparable.

D\’emonstration. D\’esignons par $D_{n}$ un $fi1et\frac{1}{n}$ de l’espace. Par

d\’efinition, $D_{n}$ est isol\’e, donc il est au plus d\’enombrable. En posant
$D=\sum_{n\Leftarrow 1}^{\infty}D_{n},$ $D$ est au plus d\’enombrable. Nous allons d\’emontrer que
$D$ est partout dense dans l’espace. Supposons, par contre, qu’il
existe un point $x$ n’appartenant pas \‘a la fermeture $\overline{D}$ . Il existe
alors un voisinage $V_{m}(x)$ de $x$ qui est disjoint de $D$ . Or, selon la
condition (D), il existe pour le voisinage $V_{m}(x)$ un nombre entier $n$

tel que: $x\in V_{n}(x^{\prime})\rightarrow V_{n}(x^{\prime})\subseteq V_{m}(x)$ , quel que soit $x^{\prime}$ , autrement dit
$S_{n}(x)\subseteq V_{m}(x)$ . Par cons\’equent, on a $S_{n}(x)\cdot D=0$ , il r\’esulte donc

$S_{n}(x)\cdot D_{n}=0$ . Ce fait signifie que $\rho(x, D_{n})>\frac{1}{n}$ ; Nous aboutissons

donc \‘a la contradiction que $D_{n}$ n’est pas un $fi1et\frac{1}{n}$ , $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
En imitant l’id\’ee de M. HAUSDORFF, nous d\’esignerons par le symbole

$2^{X}$ la famille de tous les ensembles ferm\’es et non-vides, situ\’es dans
un espace $X$ \‘a caractere d\’enombrable $mo\vec{n}otone$ v\’erifiant la condition
(D). Ceci pos\’e, nous d\’esignerons par $p^{*}(A, B)$ le plus grand nombre
des deux nombres:

$born_{b}e\sup_{\epsilon B}$ . $p(A, b)$ et $borne\sup_{a\epsilon A}$ . $p(a, B)$

et l’appelerons quasi-distance des ensembles ferm\’es $A$ et $B$ .
L’ensemble $2^{X}$ devient \‘a un espace $\mathfrak{E}$ relativement \‘a la notion
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de la quasi-distance ainsi d\’efinie. En effet, on peut voir, en envi-
sageant la d\’emonstration du th\’eor\’eme 10 de \S 1, que, pour que
$\rho^{*}(A, B)=0$ , il faut et il suffit que $A=B$ , et, de la d\’efinition $de$

la quasi-distance, que $\rho^{*}(A, B)=p^{*}(B, A)$ . Donc on a le, selon le
corollaire du th\’eoreme 1 de \S 4,

Th\’eoreme 4. $X$ \’etant un espace totalement born\’e et \‘a caractere
d\’enombrable monotone v\’erifiant les conditiorts $(D)$ et $(T_{0}),$ , l’espace $2^{X}$

est totalement born\’e.
D\’emonstration. Pour prouver ce th\’eoreme, prenons un $fi1et\frac{1}{n}$

$D_{n}$ consid\’er\’e auparavant dans l’espace $X$ pour un nombre naturel
$n$ . $X$ \’etant totalement bOrn\’e, $D_{n}$ est de puissance finie. Soit $F_{1,n}$ ,
$F_{2,n}$ , . . ., $Fk_{n,n}$ le syst\’eme de tous Ies sous-ensembles de $D_{n}$ . A
chaque ensemble ferm\’e $A$ de $X$ faisons correspondre l’ensemble $F_{;},$

$n$ de
points $x$ de $D_{n}$ tels que $\rho(x, A)\leq\frac{1}{n}$ ; Il r\’esulte alors $\rho^{*}(F:, n’ A)\leq\frac{1}{n}$ .
Par cons\’equent, le syst\‘eme $F_{1,n}(i=1,2, \ldots, k_{n})$ est un $fi1et\frac{1}{n}$ de
puissance finie dans $2^{X}$, donc $2^{X}$ est totalement born\’e selon Ie corol-
laire du th\’eor\’eme 1 de \S 4, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Th\’eor\‘eme 5. Dans un espace \‘a caracte$rede^{f}$nombrable monotone
v\’erifiant les conditions $(D)$ et $(T_{0})$ , un ensemble totalement born\’e est
s\’eparable.

En effet, on a imm\’ediatement ce th\’eoreme du th\’eoreme 1 de
\S 4 et du th6oreme 3, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

De $s$ th\’eoremes 3 de \S 4 et 5, on a le
$Corollai\gamma e$ . Dans un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone

v\’erzfiant les conditions $(D)$ et $(T_{0})$ , un ensemble compact est s\’eparable.
Exemple 9. Nous voulons pr\’esenter ici un exemple d’un espace

de HAUSDORFF, compact et \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone v\’erifiant
les conditions (D) et $(T_{1}^{\star})$ , et qui est parfaitement s\’eparable sans \^etre
r\’egulier.

L’espace $R$ consiste du points $(\frac{1}{2},0)$ et des points $(x,\cdot y)$ , ou
$0\leq x\leq 1$ et $0<y\leq 1$ , dans le plan \‘a deux dimensions et dans lequel
le voisinage $V_{n}((x, y))$ sera d\’efini $comm_{\backslash }e$ il suit:

Pour un point $p=(x, y)$ , o\’u $y>0$ , comme d’ordinaire, le voisi-
nage $V_{n}(p)$ est l’ensemble des points de $R$ qui appartiennent a
l’int\’erieur $du$ cercle dont le centre est $p$ et le rayon –.

1
$n$

Pour le point $p=(\frac{1}{2},0),$ $V_{n}(p)$ est form\’e du Point $p$ lui-m\^eme
et des points $(x, y)$ tels que $0<x<1$ et $0<y<\frac{1}{2n}$ .
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En premier lieu, cet espace n’est pas r\’egulier. En effet, $V_{m}((\frac{1}{2}, 0))$

\’etant un voisinage arbitraire de $(\frac{1}{2},0)$ , sa fermeture contient les

points $(0, y)$ o\‘u $0<y\leq_{\overline{2}\overline{m}’}1$ mais tous les points ne sont contenus

dans aucun voisinage du point $(_{-}^{\underline{1}_{-}}, 0)$ .
1 Soit $p=(x, y)$ un point de l’espace et soit $V_{m}(p)$ son voisinage.

Si l’on d\’etermine un nombre entier $n$ tel que $\frac{1}{n}<\frac{1}{2}$ min $(y,$ $\frac{1}{m})$

ou $\frac{1}{n}<\frac{1}{2m}$ suivant que $y>0$ ou $y=0$ , on peut v\’erifier que

$p\in V_{n}(q)\rightarrow V_{n}(q)\subseteq V_{m}(p)$ , quel que soit $q$ . Donc l’espace v\’erifi $e$ la
condition (D).

Ensuite, soient $p=(x, y)$ et $q=(x^{\prime}, y^{\prime})$ deux points arbitraires

et distincts. D\’efinissons un nombre naturel $n$ tel que $\frac{1}{n}<\frac{1}{4}\min$

$(|x-x^{\prime}|, |y-y^{\prime}|)$ ou $\frac{1}{n}<\frac{1}{4}$ min $(x, |y-y^{\prime}|)$ ou $\frac{1}{n}<\frac{1}{4}\min(|x-x_{1}^{\prime}|, y)$

suivant que $x\neq x^{\prime},$ $y\neq y^{f}$ ou $x=x^{\prime}$ ou $y=y^{\prime}$ . Alors, $V_{n}(r)$ , quel
que soit $r$ , n’a aucun point commun \‘a l’un ou l’autre de $V_{n}(X))$ et
de $ V_{n}(q\rangle$ . Donc l’espace v\’erifie la condition $(T_{1}^{\star})$ .

Finalement, soit $\{(x_{n}, y_{n})\}$ une suite de points distincts de l’espace.
Si $1_{\frac{im}{n+\infty}}y_{n}=0$ , comme on peut voir tout de suite que le point ( $\frac{l}{2},$ $ 0\rangle$

est le $point\rightarrow\beta$ de la suite, et si $\varliminf_{n->\infty}y_{n}>0$
, on sait s\^urement qu’il

existe un $point-\beta$ de la suite; Donc l’espace est compact. Et de
plus l’espace est clairement parfaitement s\’eparable, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Il $y$ a un $esx\hslash ce$ \‘a caractere d\’enombrable monotone v\’erifiant les
conditions (D) et $(T_{1}^{\star})$ , r\’egulier et complet sans etre compact et
normal. En effet, l’espace donn\’e dans l’exemple 8 de \S 3 remplit
notre exigence.

Puis, nous allon $s$ d\’emontrer le th\’eoreme de M. LAVRENTIEFF:
Th\’eor\‘eme 6. Soient $\iota X$ et $Y$ deux espaces $re$’guliers, complets et

\‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone v\’erifiant les conditi.ons $(D)$ et $(T_{1})$ .
Toute hom\’eomorphie entre deux ensembles $A$ et $B$ situ\’es dans ces espaces,
se laisse prolonger sur deux ensembles $G_{\delta}M$ et $N$ qni contiennent $A$ et
$B$ respectwement.

D\’emonstration. Soit $y=f(x)$ une fonction biunivoque et bicon-
tinue, d\’efinie sur $A$ et telle que $f(A)=B$ . Par les th\’eor\’emes 1 de
\S 2 et 13 de \S 4 et la note cit\’ee au bas de la page 227, on peut
prolonger $f(x)$ a une fonction continue $F(x)$ d\’efinie sur un ensemble
$A^{*}$ contenant $A$ . Nou $s$ dirons que $A^{*}$ est un $G_{\delta}$ ; En effet, en
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d\’esignant par $A_{n}$ l’ensemble des points $x$ de $\overline{A}$ tels que $\omega(f(x))>\frac{1}{n}$ ,

on a cIairement $A^{*}=\overline{A}-\sum_{n=1}^{\infty}A_{n}$ selon la d\’efinition de $A^{*}$ . D’autre
part, l’ensemble $A_{n}$ est ferm\’e selon le lemme 9 de \S 4, donc $\geq_{\rfloor}^{\urcorner}A_{n}\infty$

est un $F_{\sigma}$ , et, en ontre, $\overline{A}$ \’etant ferm\’e, $\overline{A}$ est encore un $G_{\delta}n\Rightarrow 1se1on$

le th\’eor\’eme 10 de \S 1. Par cons\’equent, $A^{*}$ est un $G_{\delta}$ .
Par le m\^eme raisonnement, soit $x=g(y)$ la fonction inverse $de$

$y=f(x)$ et soit $x=G(y)$ la fonction continue prolong\’ee de $g(y)$ par
le th\’eoreme 13 dans \S 4 et d\’efinie sur un ensemble $B^{*}$ contenant $B$ .
Alors $B^{*}$ est un $G_{\delta}$ .

Consid\’erons le produit cart\’esien $X\times Y$ et d\’esignons par $I$ et $J$

les graphiques situ\’es dans l’espace $X\times Y$ des fonctions $y.=F(x)$ et
$x=G(y)$ . Or regarde la partie commune $I\cdot J$ comme le graphique
d’une fonction $y=\varphi(x)$ d\’efinie sur l’ensemble $M$ qui est la projection
\‘a l’espace $X$ de $I\cdot J$ et ses valeurs parcourent l’ensemble $N$ qui est
la projection \‘a l’espace $Y$ de $I\cdot J$. Alors on a \’evidemment $\varphi(x)=F(x)$

pour chaque point $x$ de $M$ et la fonction inverse de $y=\varphi(x)$ coIncide
avec $G(y)$ sur $N$ ; par cons\’equent $y=\varphi(x)$ est biunivoque et bicontinue
sur $M$ contentant $A$ ; donc $y=\varphi(x)$ est un prolongement de $f(x)$ .
Nous devons encore d\’emontrer que $M$ et $N$ sont des $G_{\delta}$ . Or, le
graphique $I$ est ferm\’e dans $A^{*}\times Y$ selon le th\’eoreme 11 dans \S 4.
Cependant, $A^{*}$ \’etant un $G_{\delta},$ $I$ l’est aussi dans $X\times Y$. De m\^eme, $J$

est un $G_{\delta}$ dans $X\times Y$ ; donc $I\cdot J$ est un $G_{\delta}$ dans $X\times Y$ . Si \‘a un
point $x$ de $M$ fait correspondre un point $(x, \varphi(x))$ de $I\cdot J$, la cor-
respondance sera une hom\’eomorphie, donc $M$ est un $G_{\delta}$ dans $X$. De
m\^eme, $N$ est un $G_{\delta}$ dans $Y,$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Th\’eoreme 7. Dans un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone,
v\’e $ ri\hslash$ant les conditions $(D)$ et $(T_{1})$ , tout ensemble compact en soi poss\’e-
dant la proprie $t\prime e$ de LINDELOP peut \^etre $regarde^{f}$ comme un ensemble
transforme par iune fonction univoque et continue, d\’efime sur un en-
semble non-dense, ferm\’e et born\’e et situ\’e dans l’espace nombres r\’eels.

D\’emonstration. D’abord nous remarquons qu’un sous-ensemble
ferm\’e d’ensemble compact en soi poss\’edant la propri\’et\’e de LINDEL\"oF
est bicompact.

Ceci \’etant pos\’e, nous allons d\’emontrer le th\’eor\’eme: Soit
$F$ un ensemble compact en soi poss\’edant la propri\’et\’e de LIN-
DEL\"OF. Il est \’evident que $F\subseteq\sum_{x6F}V_{1}(x)$ . Comme $F$ est bicom-
pact, il existe des voisinage$sV_{1}(x_{i}),$ $i=1,2,$ $\ldots,$

$s(i_{1})$ , des nomble $s$

finis tels que $F\subseteq\sum_{i_{1}=1}^{s(i_{1})}V_{1}(x_{i_{1}})$ . Posons $Fi_{1}=F\cdot\overline{V_{1}(x_{i_{1}})}$ ; alors on a



Sur les espaces \‘a structure umforme 235

$F\backslash Fi_{\Delta}=1$
Supposons qu’\‘a chaque nombre $k$ correspondent de

ensembles bicompacts $F\dot{q}i_{2}\ldots i_{k}$ tels que chaque nombre $i_{h}(1\leq h\leq k)s$

ne prend que des valeurs de nombre fini, soit $\prime i_{h}=1,2,$
$\ldots,$

$ s(i_{1}i_{2}\ldots$

$i_{h-1})$ , et de plus $Fi_{1}\dot{q}\ldots i_{k}=Fi_{1}\ldots i_{k-1}\cdot\overline{V_{k}(x_{i_{k}}}$) et
$i_{1},\ldots,$

$i_{k}\sum Fi_{1}i_{2}\ldots\backslash i_{k}=F$ .

Dans ces conditions, nous d\’efinirons des ensembles $Fi_{1}i_{0,\sim}\ldots i_{k}i_{k+1}$

comme il suit:
1o Si $Fi_{1}i_{2}\ldots i_{k}$ consiste d’un seul point, alors posons $Fi_{1}i_{2}\ldots i_{k}i_{k+1}$

$=Fi_{1}\dot{q}\ldots i_{k}o\dot{u}s(i_{1}\dot{u}$ . . . $i_{k})=1$ .
1 $2^{o}$ Dans le cas ou $Fi_{1}i_{2}\ldots i_{k}$ consiste de beaucoup des points,
$Fi_{1}\dot{u}.\cdots i_{k}$ \’etant bicompact, il existe des nombres finis des voisinages
$V_{k+1}(x_{i_{k+1}}),$ $i_{k+1}=1,2,$ $\ldots,$

$s(i_{1}\dot{u}\ldots?_{k})$ , de points $x_{i_{k+1}}$ de $Fi_{1}i_{2}\ldots i_{k}$ tels
que leur somme couvrent $Fi_{1}i_{2}\ldots i_{k}$ . Dans ce cas, on pose $Fi_{1}i_{2}\ldots i_{k}i_{k+1}$

$=Fi_{1}\dot{u}_{\wedge}\ldots i_{k}\cdot\overline{V_{k+1}(x_{i_{k+1}}})$ .
Nous pouvons ainsi d\’efinir la famille des ensembles bicompacts

$\{Fi_{1}i_{2}\ldots i_{k}\}$ pour chaque nombre $k,$ $(k=1,2, \ldots)$ , et $i_{k}=1,2,3,$ $\ldots$ ,
$s(i_{1}i_{2}\ldots i_{k-1})$ .

Or, comme on peut le voir, $Fi_{1}i_{2}\ldots i_{k}i_{k+1}\subseteq Fi_{1}i_{\underline{\Phi}}\ldots i_{k}$ . $Par^{\sim}$ con-
s\’equent, la partie commune $ k-1IIFi_{1\dot{u}}\ldots i_{k}\infty$ n’est pas vide et de plus elle

est un seul point. Car si l’on suppose, par contre, que deux points
$p$ et $q$ appartiennent \‘a la partie commune, alors d’apre $s$ la propri\’et\’e
(T), il $y$ a un nombre naturel $n$ tel que $V_{n}(p)\cdot V_{n}(q)=0$ . Ensuite,
selon la propri\’et5 (D), il $y$ a un nombre naturel $m$ , d\’etermin\’e par
$p,$ $q$ et $n$ , tel que

$p\epsilon V_{m}(r)\rightarrow V_{m}(r)\subseteq V_{n}(p)$ ,
et

$q\epsilon V_{m}(r)\rightarrow V_{m}(r)\subseteq V_{n}(q)$ ,

o\‘u $r$ est un point arbitraire dans l’espace; Autrement dit, $\overline{V_{m}(r)}$ ne
contient pas l’un ou l’autre des $P$ et $q$ . Or, par d\’efinition, on a
$Fi_{1}i_{2}\ldots i_{m}=Fi_{1}i_{2}\ldots i_{m-1}\cdot\overline{V_{m}(x_{i_{m}}})$ , donc $Fi_{1}i_{2}\ldots i_{m}$ ne peut contenir l’un ou
l’autre de $p$ et de $q,$ $c$ .-a-d. la partie commune $\prod_{k=1}^{\infty}Fi_{1}i_{2}\ldots i_{k}$ est un
seul point.

D\’esignons par $A$ l’ensemble de tous les nombres irrationnels $\xi$

tels que:

$\xi=\frac{1}{\dot{b}_{1}+}\frac{1}{i_{2}+}$ . . . $\frac{1}{+i_{k}+}$ . . .

avec $1\leq i_{k}\leq s(i_{1}\dot{u}\ldots i_{k- 1}),$ $k=1,2,3,$ $\ldots$ . Nous faisons correspondre
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au point $\xi=\frac{1}{i_{1}+}\frac{1}{\dot{u}+}\cdots\frac{1}{+i_{k}+}\cdots$ le point $ Fi_{1}\cdot F_{l_{1}}i_{2}\cdot\cdot\cdot\cdot Fi_{1}i_{2}\ldots i_{k}\cdots$

et d\v{c}signons par $f(\xi)$ cette correspondance. Evidemment cette cor-
respondance est univoque. Nous allons d\’emontrer que $f(\xi)$ est
continue sur $A$ . Soit $\xi\in A$ et soit $(i_{1},\dot{u}, \ldots, i_{k}, \ldots)$ son d\’eveloppe-
ment en fraction continue. Or, $f(\xi)$ \’etant la partie commune aux
ensembles compacts en soi et d\’ecroissants, pour un voisinage arbi-
traire $V_{n}(f(\xi))$ de $f(\xi)$ , il $y$ a un nombre naturel $k$ tel que $ Fi_{1}\dot{u}_{\wedge}\ldots i_{k}\subseteq$

$V_{n}(f(\xi))$ . Par suite, on a $f(Ii_{1}i_{2}\ldots i_{k}\cdot A)\subseteq V_{n}(f(\xi))$ , en d\’esignant par
$Ii_{1}i_{2}\ldots i_{k}$ l’ensemble des nombres irrationnels dont les d\’eveloppements
en fractions continues commencent avec $(i_{1},\dot{u}, \ldots, i_{k})$ ; donc $f(\xi)$ est
continue. Il nous reste encore \‘a d\’emontrer que $A$ est non-dense,
ferm\’e et born\’e. Il est clair que $A$ est born\’e frontiere dans l’espace
des nombres r\’eels, car $A$ ne contient aucun nombre rationnel. Donc
il suffit de d\’emontrer que $A$ est ferm\’e. Pour ce but, nous montrons
que $A$ est compact en soi. Soit

$\xi_{h}=\frac{1}{i_{1}^{h}+}\frac{1}{\dot{n}_{2}^{h}}\overline{+}\cdots\frac{1}{+i_{k}^{h}+}$ , $(h=1,2,3, \cdots)$ ,

une suite d\’enombrable de points appartenant a $A$ . Comme le
nombre des valeurs $i_{1}^{h}$ distincts est fini, il existe un nombre natureI
$\gamma_{1}$ tel que $r_{1}=i_{1}^{h}$ pour des nombres infinis de $h$ . Soient $r_{1},$ $r_{2},$

$\ldots,$
$r_{k}$

une suite de nombres naturels d\’etermin\’es telle qu’il existe une
infinit\’e des nombres irrationnels $\xi_{h}$ dont les d\’eveloppements en
fractions continues commencent avec $(r_{1}, r_{2}, \ldots, r_{k})$ . D\’esignons par
$M_{k}$ l’ensemble de tous les nombres ilrationnels $\xi_{h}$ . Comme le nombre
des valeurs diff\’erentes que le chiffre $i_{k+1}^{h}$ peut prendre, est fini, il
$y$ a un nombre naturel $r_{k+1}$ qui possede cette propri\’et\’e que, pour
une infinit\’e de $\xi_{h}\in M_{k},$ $\gamma_{k+1}$ coIncide avec le $(k+1)$-i\‘eme quotient
incomplet $i_{k+1}^{h}$ de $\xi_{h}$ . Ainsi il existe un ensemble infini $M_{k+1}\subseteq M_{k}\subseteq A$

des nombres irrationnels tels que leurs d\’eveloppements en fractions
$c$ontinues commencent par $(r_{1}, r_{2}, \ldots, r_{k} , r_{k}1)$ . Dans cette condition,
le nombre irrationnel $(r_{1}, r_{2}, \ldots, r_{k}, \ldots)$ appartient aussi \‘a $A$ , pour
quoi la partie commune II $Fr_{1}r_{2}\ldots r_{\dot{k}}$ est non-vide, et il est un point
d’accumulation de A. $Donck\Leftrightarrow 1$

$A$ est compact en soi, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Ensuite, nous donnons quelques propri\’ot\’es des ensembles re-

pre’sentables diadiquements qui sont d\’efinis comme suivant: Sup-
posons qu’on ait fait correspondre \‘a chaque syst\’eme fini de chiffres
1 et 2 $(n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k})$ un ensemble $An_{1},$ $n_{1},$

$\ldots,$ $n_{k}$ situ\’e dans un espace
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complet et \‘a caract\’ere d\’enombrable monotone v\’erifiant les conditions
(D) et $(T_{1})$ , de fa\caon que:

(1) $An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ est ferm\’e et non-vide.
(2) Deux ensembles $Am_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k}$ et $An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ pourvus de

diff\’erents systemes de $k$ indices sont toujo.urs disjoints.
(3) $An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k},$ $n_{k+1}\subseteq An_{1},$

$n_{2},$ $\ldots,$
$n_{k}$ .

(4) A chaque ensemble $An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ correspond un nombre
naturel $n(n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k})$ et un point $Xn_{k}$ tels que $An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$

$ n_{k}\subseteq$

$Vn(n_{1}, \ldots, n_{k})(Xn_{k})$ et $\lim_{k-\prime\infty}n(n_{1}, \ldots, n_{k})=\infty$ .
Dans ce cas, le systeme des ensembles $\{An_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k}\}$ est dit un

systeme diadique. En d\’esignant par $a$ un systeme infini compos\’e de
chiffres 1 et 2 $(n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k}, \ldots)$ , l’ensemble $\sum IIAn_{1},$ $r\iota_{2},$$\ldots.n_{k}\alpha k=1\infty$ est
dit le noyau du systeme diadique et, en outre, un ensemble qui $est$

le noyau d’un systeme diadique est dit repr\’esentable diadiquement.
Or, d’abord du th\’eoreme 5 dans \S 4 et des conditions (1), (3) et (4),
\‘a chaque suite infini des chiffres 1 et 2 $a=(n_{1},$ $n_{2},$

$\ldots,$
$n_{k},$ $\ldots\rangle$

correspond un seul point $ITAn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$

$ n_{k}\infty$ . Tout systeme de $k$ indices
$(n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k})$ compos\’es $del$ chiffres 1 et 2 est de puissance $2^{k}$ ; pour
les indices d\’esignons par $S_{k}$ la somme des ensembles $An_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$

$n_{k}$ ,
alors $S_{k}$ est ferm\’e, car l’espace consid\’er\’e est celui de F. RIESZ et
donc la somme des ensembles ferm\’es de nombre fini l’est aussi. Par
la condition (2), on peut voir que $k1IIS_{k}\infty=\sum_{\alpha}IIAn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$

$ n_{k}k\Leftarrow 1\infty$ donc
l’ensemble repr\’esentable diadiquement est toujours ferm\’e.

Th\’eoreme 8. Un ensemble repr\’esentable diadiquement est de puis-
sanee $S$ .

D\’emonstration. En vertu des conditions (1), (3) et (4), la partie
commune II $A_{?\iota_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$

( est d’un seul point. De plus, selon la
condition $k=1(2)$ , pour deux suites distinctes $a=(n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k}, \ldots)$

et $a^{\prime}=$ $(n_{1}^{\prime}, n_{2}^{\prime}, \ldots, n_{k}^{\prime} , . . .)$ correspondent deux points distinctes

$k=1IIAn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$
$n_{k}\infty etIIAn_{1}ln_{2}^{\prime},$

$\ldots,$
$ n_{k}^{f}k\approx 1\infty$ Par cons\’equent, il $y$ a une cor-

respondance biunivoque parmi une suite $a$ et un point d’un ensembre
repr\’esentable diadiquement, donc la puissance de celui-ci est $\epsilon_{r}$

$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Th\’eor\‘eme 9. Un ensemble repr\’esentable diadiquement est parfait.
D\’emonstr,ation. Comme on a montr\’e plus haut, un ensemble

repr\’esentable diadiquement est toujours ferm\’e, donc il nous suffit
de d\’emontrer que l’ensemble est dense en soi. $D^{\prime}\supset$.signons par $p(a)$ ,
o\‘u $a=(n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k}, \ldots)$ , un point qui correspond \‘a la suite $a$ et
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soit $V_{m}(p(a))$ un voisinage arbitraire de $p(a)$ . Alors en vertu de la
condition (D), il $y$ a un nombre naturel $m^{\prime}$ tel que

$(*)$ $p(\alpha)\in V_{m^{\prime}}(q)\rightarrow V_{m^{\prime}}(q)\subseteq V_{m}(p(a))$ ,

quel que soit $q$ . D’autre part, il $ya$ , selon la condition (4), un
nombre $k$ et un point $Xn_{k}$ tels que $n(n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k})>m^{\prime}$ et $A_{n_{1},n_{2}}$ ,
..., $n_{k}\subseteq Vn(n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k})(x_{n_{k}})$ ; autrement dit il $y$ a un point $p(a^{\prime})$ distinct
de $P(a)$ , o\‘u $a^{f}=(n_{1}, \ldots, n_{k}, n_{k+1}^{\prime} , . . .)$ , dans le voisinage $V_{m}(p(a))$ ;
Par suite, l’ensemble repr\’esentable diadiquement est dense en soi,
$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

\S 6. FONCTIONS MESURABLES B.

Par le corollaire du th\’eoreme 10 dans \S 1, on a vu que, dans un
espace a caract\’ere d\’enombrable v\’erifiant la condition (B) ou (D),
tout ensemble ferm\’e est un $G_{\delta}$ . En outre, on sait que, dans un
espace quasi-accessible dans lequel tout ensemble ferm\’e est un’ $G_{\delta}-$

donc tout ensemble ouvert est un $F_{\sigma}$ –beaucoup des th\’eoremes
concernant les proprIe’ $\dot{t}$ \’es importantes des ensembles boleliens sont
v\’erifies. En effet, si l’on envisage les d\’emonstrations des th\’eoremes
concernant les ensembles boreliens, on peut sans peine comprendre
que cette propri\’et\’e que tout ensemble ferm\’e est un $G_{\delta}$ joue un r\^ole
important, mais la restriction que l’espace consid\’er\’e est distanciable
n’est pas n\’ecessairement indispensable1). Par suite, nous voulons ici
cesser d’avancer le raisonnement par rapport aux ensembles boreliens,
mais nous employerons des r\’esultats n\’ecessaires dans la suite, et en
suivant l’id\’ees dues \‘a MM. KURATOWSKI et $MoNTGOMEBY2$), nous
voulons dans ce paragraphe discuter le $s$ fonctions mesurables B.

I. D\’efinition. Une fonction $y=f(x)$ qui transforme un espace
$X$ en un sous-ensemble $d’ un$ espace $Y$ est dite fonction mesurable
$B$ de classe $a$ (ou simplement fonction de classe $a$), lorsque, quel
que soit l’ensemble ferm\’e $F\subseteq Y$ , l’ensemble $f^{-1}(F)$ est un ensemble
borelien de classe $a$ multiplicative. De la d\’efinition et de l’identit\’e
$f^{-1}(Y-F)=X-f^{-1}(F)$ , on peut d\’efinir les fonctions de classe $a$

comme les fonctions pour lesquelles l’ensemble $f^{-1}(G1$ est de classe
$a$ additive, quel que soit l’ensemble ouvert $ G\subseteq$ Y.

1) Par exemple, voir C. KURATOWSKI, Topologie, I. pp. $159-16\dot{7}$ .
2) D. MONTGOMERY, Non-separable metric spaces, Fund. Math., t. 25 (1935),

pp. 523-533; C. KURATOWSKI, Quelques probl\‘emes concernant les espaces m\’etriques
non-s\’eparables, Fund. Math., t. 25 (1935), pp. $534\rightarrow 545$ .
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Les ensembles ferm\’es \’etant de classe $0$ multiplicative, les fonc-

tions continues coIncident, conform\’ement \‘a cette d\’efinition, avec les

fonctions de classe $0$ ( $Y$ \’etant $\tilde{\sup}$pos\’e quasi-accessible).
Th\’eor\‘eme 1. Soit $Y$ un espace \‘a caractere d\’enombrable $v^{f}e$rifiant

la condition $(D)$ et poss\’edant la propri\’et\’e de LINDEL\"OF. La condition
n\’ecessaire et suffisante pour qu’une fonction $f(x),$ $d\prime efinie$ sur $X$ et

dont les valeurs $pa\gamma courantY$, soit de classe $a$ est $qu’ d$ existe pour

chaque $nomb\gamma e$ naturel $k$ une d\’ecomposition de l’espace $X$ de facon que:
$ X=Z_{1}^{k}+Z_{2}^{k}+\cdots+Z_{n}^{k}+\cdots$ en ensembles de classe $a$ additive tels que

$f(Z_{n}^{k})\subseteq U_{k}(y_{n})$ , quel que soit $n$ , pour un point $y_{n}$ de $Y$ convenablement
choisi.

D\’emonstration. N\’ecessit\’e.--Par l’hypothese, il existe pour chaque

nombre naturel $k$ une suite de voisinages $U_{k}(y_{n}),$ $n=$ ], $2,3,$ $\ldots$ ,

tels que $ Y=\sum U_{k}(y_{n})\infty$ . Il suffit donc de poser $Z_{n}^{k}=f^{-1}(U_{k}(y_{n}))$ .
$Suffisance.-n\approx 1$ Supposons que la condition du th\’eoreme soit v\’erifie,

$c$ .-\‘a-d. qu a chaque nombre naturel $k$ correspond une d\’ecomposition $de$

l’espace $X:X=\sum_{=1}^{\infty}Z_{n}^{k}$ ou $Z_{n}^{k}$ est de classe $\alpha$ additive et $f(Z_{n}^{k})\subseteq U_{k}(y_{n})$

pour un point $y_{n}$ convenablement choisi. Nous allons prouver que,
$G$ \’etant un ensemble ouvert dans $Y,$ $f^{-1}(G)$ est de classe $a$ additive.

Soit $x\in f^{-1}(G)$ qui \’equivaut \‘a $f(x)\in G$ . $G$ \’etant ouvert, il existe
un voisinage $U_{m}(y)\subseteq G$ , o\‘u $y=f(x)$ , donc selon la condition (D) $iI$

existe un nombre natulel $k$ tel que:

$y\in U_{k}(y^{\prime})\rightarrow U_{k}(y^{\prime})\subseteq U_{m}(y)\subseteq G$ ,

quel que soit $y^{\prime}$ . Par cons\’equent, selon l’hypothese, il $y$ a un ensemble
$x\in Z_{n}^{k}$ dans une d\’ecomposition de $X$ tel que $y\in f(Z_{n}^{k})\subseteq U_{k}(y_{n})\subseteq G$ ,

$c$ .-a-d. \‘a chaque point $x$ de $f^{-1}(G)$ correspond un ensemble $Z^{k}$, de

classe $a$ additive tel que $f(Z_{n}^{k})\subseteq G$ , et de plus tels ensembles $Z_{n}^{k}$ sont

\’evidemment au plus d\’enombrables, donc $f^{-1}(G)$ est un ensemble de

classe $a$ additive comme la somme de tels ensembles $Z_{7}^{k},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Th\’eoreme 2. $f(x)$ \’etant une fonction de classe $a$ et $E$ un ensemble

de classe $\beta$ , l’ensemble. $f^{-1}(E)$ est de cla$bsea+\beta$ (multiphcative ou additive

suivante la classe de $E$ ).

Ce th\’eoreme $e$st d\’emontr\’e par l’induction transPnie (par rapport \‘a

$\beta)$ et par les identit\’es: $f^{-1}(\sum_{n- 1}^{\infty}E_{n})=\sum_{n\propto 1}^{\infty}|f^{-1}(E_{n})$ et $ f^{-1}(IIE_{n})=IIf^{-1}(E_{n})n=1n\Leftarrow 1\infty\infty$

et du fait que $\beta_{n}<\beta$ entraine $a+\beta_{n}<a+\beta,$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Dans un espace quasi-accessible $X$, comme on le sait, pour qu’un
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ensemble $E$ soit de classe $a$ relativement \‘a un sous-ensemble $M$ del’espace $X$, il faut et il suffit qu’il existe un ensem le $E^{*}$ de classe
$a$ (multiplica ive ou a dltive suivant la classe de $E$ ) tel que $E=E^{*}\cdot M$.Ce fait nous donne le

Th\’eor\’eme 3. Soit $X$ un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable. $ Etant\infty$

$don\prime oe^{\prime}e$ uhe suite d’ensembfes $\{E_{n}\}$ de classe $a$ additive, tels que $X=\sum_{n=1}E_{n}$

et que, $f_{n}(x)$ d\’esignant une fonction partielle $f(x|E_{n})^{1)},$ $f_{n}(x)$ est de classea sur $E_{n}$ , la fonction $\beta(x)$ est de classe a sur l’espace $X$ tout entier.
II. Fonctions de plusieurs variables. Une fonction $z=f(x, y)$

est dite fonction de deux variables, lorsque la variable ind\’ependante
parcourt un produit cart\’esien de deux espace$sX$ et Y.

’ Evidemment, une fonction $f(x)$ d’une seul variable peut \^et $re$
consid\’er\’ee comme une fonction $g(x, y)$ de deux variables, en posant
$g(x, y)=f(x)$ . $X$ et $Y$ \’etant deux espaces (v) et $E$ \’etant un ensemblede classe $a$ multiplicative (ou additive) situ\’e dans $X$, comme on lesait, l’ensemble $E\times Y$ est aussi de classe $a$ mulplicative (ou additive)dans $X\times Y$. Donc on a le

Th\’eore’me 4. Si $z=f(x)$ est une fonction de class $e$ $a$ et si $g(x, y)=f(x)$ ,
$alorsg(x, y)$ est de classe a par rapport \‘a la variable $(x, y)$ .

D\’emonstration. Soit $F$ un ensemble ferm\’e situ\’e dans l’esInce$Z$. Alors on a $1’ 6quivalence$ , en symbole logique2),

$\{g(x, y)\in F\}\equiv\{f(x)\in F\}$ ,
$d’ 0\dot{u}$

$xyE\{g(x, y)\in F\}\equiv E\{f(x)\in F\}\times Yx$

Donc on a
$g^{-1}(F)=f^{-1}(F)\times Y$ ,

Ou,.$f(x)$ \’etant de classe $a$ , l’ensemble $f^{-1}(F)|$ est de classe $a$ multipli-
cat ve. Par cons\’equent, $g^{-1}(F)$ est de classe $a$ multiplicative, $c$ . $q.f.d$ .

Th\’eor\‘eme 5. Soient $X$ et $Y$ deux espaces \‘a caractere $d^{J}e$nombrablemonotone v\’ertfiant les conditions $(D)$ et $(T_{1})$ et soit $Z$ un espace \‘a
caract\‘ere d\’enombrable mqnotone v\’erifiant la condition $(B)$ . Si unefonction $z=f(x, y)$ , d\’efinie sur l’espace $X\times Y$ et ses valeurs parcourant
l’espace $Z$, est continue relatwement \‘a la variable $x$ et de classe a
$\gamma elat\dot{w}$ement \‘a la variable $y$ , elle est de classe $a+1$ relativement \‘a lavariable $(x, y)$ .
$\sim 1)f(x|E_{n})d\acute{e}signe$une fonction $g(x)$ telle qu’elle est d\’efinie sur l’ensemble
$E_{n}$ et $g(x)=J(x)$ pour tout point $x\in E_{n}$ .

2) Quant au symbole logique, voir KURATOWSKI, Topologie, $I,$ $pp$ . $177-193$ .
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. Pour \d\’emontrer ce th\’eor\‘eme, nous avons besoin de quelques
lemmesi).

Lemme 1. Dans un espace $X$ \‘a caractere d\’enombrable monotone
v\’erifiant les $cond’\dot{b}tions(D)$ et $(T_{1})$ , si $ O^{1}\subseteq O^{2}\subseteq\cdots\subseteq O^{\lambda}\subseteq\cdots$ une
suite bien ordonn\’ee d’ensembles ouverts croissants et si $O^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}O^{\mu}$ con-
tient un ensemble ferm\’e $F^{\lambda}$ pour chaque $\lambda$ , alors l’ensemble $E=\sum_{\lambda}F^{\lambda}$

est un $F_{O}$ .
D\’emonstration. D\’esignons par $F_{n}^{\lambda}$ l’ensemble $de$ tous les points

$x$ de $F^{\lambda}$ tels que $p(x, X-O^{\lambda})>\frac{1}{n}$ ; \’evidemment $F_{n}^{\lambda}$ est ferm\’e et

$ F^{\lambda}=\sum F_{n}^{\lambda}\infty$ selon le th\’eoreme 10 de \S 1. Il s’agit de d\’emontrer que

2 $F^{\lambda}$ est
$n$-l

un $F_{\sigma}$ ; pour cela il suffit de prouver que l’ensemble
$F_{n}=\sum_{\lambda}F_{n}^{\lambda}$ est ferm\’e. Supposons, par contre, que $F_{n}$ n’est pas

ferm\’e, alors il $y$ a une suite de points de $F_{n}$ :

$(*)$ $x_{1},$ $x_{2}$ , . . ., $x_{k}$ , . . .
telle qu’elle converge vers un point $x$ n’appartenant pas \‘a $F_{n}$ . Or,

chaque ensemble $F_{n}^{\lambda}$ ne contient qu’au plus un nombre fini de points
$\{x_{k}\}$ , puisque $F_{n}^{\lambda}$ est ferm\’e, et par cons\’equent, pour chaque nombre
naturel $m$ , il existe un nombre $m^{\prime}>m$ tel que $x_{m}$ et $x_{m}$ , ne sont
pas contenus dans un m\^eme ensemble $F_{n}^{\lambda}$ . En outre, si $\lambda\neq_{\mu}$ , le

quasi-\’ecart entre $F_{n}^{\lambda}$ et $F_{n}^{\mu}$ est au moins $\frac{1}{n}$ ; donc $\rho(x_{m}, x_{m}’)\geq\frac{1}{n}$ et

ce fait montre qu’il existe dans la suite $(*)$ une infinit\’e de couples

de points tels que leurs quasi-distances sont au moins $\frac{1}{n}$ et, par

suite, la suite $(*)$ ne peut converger; don $c$ nou $s$ aboutissons \‘a une
contradiction. Pal cons\’equent, $F_{n}$ est ferm\’e, donc $E=\geq_{n}^{-\backslash }\lrcorner F_{n}$ est un
$F_{o},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Lemme 2. $Dans$ un espace \‘a caractere d\’enombrable monotone
v\’erifiant les conditions $(D)$ et $(T_{1}),$ $ O^{1}\subseteq O^{2}\subseteq O^{3}\subseteq\cdots\subseteq O^{\lambda}\subseteq\cdots$

\’etant une suite bien ordonnee $d’ ensembI$es ouverts croissants et, pour
chaque $\lambda,$

$O^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}O^{\mathfrak{u}}$ contient un ensemble $E^{\lambda}$ qui est de classe a (multi-

plicatw $e$ ou additive), alors l’ensemble $E=\sum E^{\lambda}$ l’est aussi.
D\’emonstration. Tout d’abord, nous d\’emontrons ce lemme dans

le cas ou tout ensemble $E^{\lambda}$ est un $F_{\sigma}$ . Comme un ensemble $F_{\sigma}$ est

1) Ces lemmes sont une g\’en\’eralisation de celles que M. D. MONTGOMERY a
donn\’e dans son article: D. MONTGOMERY, loc. cit.
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une somme d’ensembles $ferm\text{\’{e}} s_{I}$ on peut poser que $E_{\lambda}=\sum_{n=1}^{\infty}E_{n}^{\lambda}$ o\‘u $E_{n}^{\lambda}$

est ferm\’e. L’ensemble $E_{n}=\sum_{\lambda}E_{n}^{\lambda}$ est un $F_{\sigma}$ selon le lemme 1, et
donc $E=\sum_{n}E_{n}=5_{\lambda}^{\urcorner}\lrcorner E^{\lambda}$ l’est aussi.

Ensuite, consid\’erons Ie cas o\‘u chaque $E^{\lambda}$ est un $G_{\delta}$ . En posant
$M^{\lambda}=O^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}O^{\mu}-E^{\lambda}$ , alors $M^{\lambda}$ est un $F_{\sigma}$ et du fait que nous avons
d\’ej\‘a d\’emontr\’e ci-dessus, $\sum_{\lambda}M^{\lambda}$ est un $F_{\sigma}$ ; Par cons\’equent, il vient
$E=\sum_{\lambda}E^{\lambda}=\geq_{\lambda^{\rfloor}}^{\urcorner}O^{\lambda}-\sum_{\lambda}M^{\lambda}$ , donc $E$ est un $G_{\delta}$ .

Ainsi nous avons compl\‘etement prouv\’e le lemme pour $a=1$ .
La d\’emonstration dans le cas o\’u $a>1$ , peut \^etre prouv\’ee par in-
duction transfinie (par rapport \‘a a) suivant la meme consid\’eration
us\’ee plus haut, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Lemme 3. Dans un espace \‘a caractere d\’enombrable monotone v\’eri-
fiant les conditions $(D)$ et $(T_{1})$ . $E$ \’etant un ensemble de classe a locale-
ment multiplicative (ou additive), alors $E$ est de classe a multiphcative
(ou additiv $e$).

D\’emonstration. Nous consid\’erons au premier lieu le cas o\‘u $E$

est de classe $a$ localement multiplicative. Soit

(1) $X_{1},$ $x_{2},$
$\ldots,$ $x_{\beta},$ $\ldots$

une suite bien ordonn\’ee $de$ tous les points $x$ de $E$. Au point $x_{I}$

faisons correspondre un voisinage $Vn_{1}(x_{1})$ tel que $Vn_{1}(x_{1})\cdot E$ est de
classe $a$ multiplicative et posons $E^{1}=Vn_{1}(x_{1})\cdot E$. Puis, soit $x_{\beta_{2}}$ le
premier point dans la suite (1) tel qu’il n’est pas contenu dans
$V_{n_{1}}(x_{\beta_{1}}),$ $(\beta_{1}=1)$ . Au point $x_{[3_{2}}$ faisons correspondre un voisinage
$V_{n_{2}}(x_{\beta_{2}})$ tel que $V_{n_{2}}(x_{\beta_{2}})\cdot E$ est de classe $a$ mulitiplcative et posons $E^{2}=$

$V_{n_{2}}(x_{\beta_{2}})\cdot E-V_{n_{1}}(x_{\beta_{1}})$ . Supposons que les ensembles ouverts $V_{n_{\mu}}(x_{\beta_{\mu}})$

pour tout $\mu<\lambda$ soient d\’ej\‘a d\’efinis, et d\’esignons par $x_{\beta_{\lambda}}$ le premier point
dans la suite (1) tel qu’il n’appartient pas a $\sum_{\mu<\lambda}V_{n_{\mu}}(x_{\beta_{\mu}})$ . Au point
$x_{\beta_{\lambda}}$ faisons correspondre un voisinage $V_{n_{\lambda}}(x_{\beta_{\lambda}})$ tel que $V_{n_{\lambda}}(x_{\beta_{\lambda}})\cdot E$

est de classe $a$ multiplicative et posons $E^{\lambda}=E\cdot V_{n_{\lambda}}(x_{\beta_{\lambda}})-\sum V_{n_{\mu}}(x_{\beta_{\mu}})$ .
Continuerons cette maniere jusqu a ce que tous les $pointsde\mu<\lambda$ la suite
(1) seront \’epuis\’es. Chaque ensemble $E^{\lambda}$ est de classe $a$ multiplicative,
et donc, en posant $O^{\lambda}=2_{\lrcorner}^{\urcorner}V_{n_{\lambda}}\nu\leq\lambda(x_{\beta_{\lambda}})$ , on d\’eduit du lemme 2 que
$E=x_{\lambda}\nabla_{\lrcorner}E^{\lambda}$ est de classe $a$ multiplicative.

La d\’emonstration du lemme dans le cas o\‘u $E$ est de classe $a$

localement additive, est obtenue de la m\^eme consid\’eration que nous
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avous us\’ee plus haut, $c$ . $q$ . $f.d$ .
Lemme 4. Soit $y=g(x)$ une fonction $cont’\dot{m}ue$ qui transforme un

espace $Xd$ caractere denombrable monotone v\’erifiant la cond,ition $(D)$

en un sous-ensemble dans un espace $Y$ \‘a caract\‘ere &\acutenombrable mono-
tone $v\acute{e}r^{y}ifiant$ la eondition $(B)$ et soit $E$ un ensemble de points $\{x_{\lambda}\}$

partout dense dans X. La condition n\’ecessa’ire et suffisante pour qu’un
point $g(x)$ apparhenne \‘a un ensemble ferm\’e $F$ situ\’e dans $Y$, est que,
en symbole logique,

$\{g(x)\in F\}\equiv II\sum_{kl}\sum_{\lambda}\{[x\in S_{n+k}(x_{\lambda})]\cdot[g(x_{\lambda})\in O_{n}(F)]\}$ ,

o\‘u $S_{n}(M)$ et $O_{n}(M)$ d\’esignent la sph\‘ere et la sphere restreinte, respec-

twement, dont les centres sont $M$ et les rayons $\frac{1}{n}$

4

D\’emonstrahon. D’une part, si $g(x)\in F$, en vertu de la continuit\’e
de $g(x)$ \‘a chaque nombre naturel $n$ correspond un nombre $n^{\prime}$ tel
que $g(V_{n^{\prime}}(x))\subseteq U_{n}(g(x))$ , ou $U_{n}(g(x))\subseteq O_{n}(F)$ . Or, selon la condition
(D) de l’espace $X$, il $y$ a un nombre $k$ tel que $S_{n+k}(x)\subseteq V_{n^{\prime}}(x)$ ;
donc $g(S_{n+k}(x))\subseteq U_{n}(g(x)),$ $c$ .-\‘a-d. $g(S_{n+k}(x))\subseteq O_{n}(F)$ . L’ensemble $\{x_{\lambda}\}$

\’etant partout dense dans $X$, il $y$ a un suffixe $\lambda$ tel que $x_{\lambda}\in S_{ll+k}(x)$ ,

autrement dit $x\epsilon S_{n+k}(x_{\lambda})$ ; Par cons\’equent, on a l’implication:

(1) $\{g(x)\in F\}\rightarrow II\sum_{kn}\sum_{\lambda}\{[x\in S_{n+k}(x_{\lambda})]\cdot[g(x_{\lambda})\in O_{n}(F)]\}$ .

D’autre part, si $g(x)\overline{\epsilon}F$, il existe un nombre $m$ tel que $g(x)\overline{\epsilon}\overline{O_{m}(F)}$ ,
puisque $F=\Pi\overline{O_{m}(F}$) selon le th\’eoreme 6 dans \S 1; donc il existe
un voisinage $U_{m^{\prime}}(g(x))$ qui est disjoint de $O_{m}(F)$ . De la continuit\’e
de $g(x)$ , il existe un nombre $m^{\prime\prime}$ tel que $g(V_{m^{\prime\prime}}(x))\subseteq U_{m^{\prime}}(g(x))$ ; il
existe, selon la condition (D), un nombre $l$ tel que $S_{l}(x)\subseteq V_{m^{\prime\prime}}(x)$ et
donc on a $g(S_{l}(x))\cdot O_{m}(F)=0$ , autrement dit, en posant $n=\max(m, l)$ ,
il r\’esulte $g(S_{n+k}(x))\cdot O_{n}(F)=0$ , quel que soit $k$ , car $X$ et $Y$ \’etant
monotones. Or, $\{x_{\lambda}\}$ \’etant partout dense dans $X$, il $y$ a un $x_{\lambda}$ con-
tenu dans $S_{n+k}(x),$ $c$ .-\‘a-d. on a $x\in S_{n+k}(x_{\lambda})$ et $g(x_{\lambda})\overline{\epsilon}O_{n}(F)$ . Par con-
s\’equent, si $xeS_{n+k}(x_{\lambda})$ , quels que soient $k$ et $x_{\lambda}$ , il r\’esulte $g(x_{\lambda})\overline{\epsilon}O_{n}(F)$ .
Par suite, on a l’implication suivante:

(2) $\{g(x)\overline{\epsilon}F\}\rightarrow\sum_{n}\prod_{k\lambda}TI\{[x\in S_{n+k}(x_{\lambda})]\rightarrow[g(x_{\lambda})\overline{\epsilon}O_{n}(F)]\}$ .

En rapprochant deux implications (1) et (2), la $d\acute{e}mo.nstration$

du th\’eor\’eme est compl\’etement achev\’ee, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
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Suivant la m\^eme consid\’eration que nous avons us\’ee dans la
d\’emonstration pr\’ec\’edente, nous pouvons prouver le

Lemme 5. Dans un espace $Y$ \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone
v\’erifiant la condihon $(B)$ , si la suite des $p$oints $\{y_{n}\}$ converge vers $y$ ,
on aura alors l’\’equwalence $su\dot{w}$ante:

(3) $\{y\epsilon F\}\equiv II\sum_{kn}\{y_{n+k}\in O_{n}(F)\}$ .

Ces pr\’eliminaires \’etant pos\’es, nous allons des maintenant prouver
le th\’eor\’eme 5.

D\’emonstration $duth_{\acute{e}or\grave{e}me}5$ . Consid\’erons d’abord le cas ou
$a=0$ . Soit $x_{1},$ $x_{2},$

$\ldots,$
$x_{\lambda},$

$\ldots$ une suite de points d’un ensemble
2partout dense dans $X$. Du lemme 4, on a, en posant $f(x,.y)$ au lieu

de $g(x)$ , l’\’equivalence:

$\{f(x, y)\in F\}\equiv lI\sum_{kn}\sum_{\lambda}\{[x\in S_{n+k}(x_{\lambda})]\cdot[f(x_{\lambda},y)\in O_{n}(F)]\}$ ,

et d’ou
$f^{-1}(F)\equiv\prod_{n}\sum_{k}\sum_{\lambda}\{(E[x\emptyset\in AS_{nk}\urcorner(x_{\lambda})]\times Y)$ . (Xx $E[f(x_{\lambda}y y)\in O_{n}(F)])\}$ .

Or, $f(x_{\lambda}, y)$ \’etant continue relativement \‘a la variable $y$ , l’ensemble
$E[f(x_{\lambda}, y)\in O_{n}(F)]$ est ouvert et l’ensemble $E[x\epsilon S_{n+k}(x_{\lambda})]$ est \’evidem-

myent ouvert. Donc l’ensemble entre $croc^{x}hets$
$\{$ $\}$ est ouvert, et

la somme $\sum_{k}\sum_{\lambda}$

$\{$ $\}$ est aussi ouvert. Par cons\’equent, $f^{-1}(F)$ est
un $G_{\delta}$ , donc $f(x, y)$ est de classe 1.

Ensuite, consid\’erons le cas o\‘u $a>0$ ; Soit

$x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$
$x_{\lambda},$ $\ldots$

une suite bien ordonn\’ee de tous les points de $X$ et soit $S_{n}^{\lambda}$ une sph\‘ere
de c\’entre $x_{\lambda}$ et rayon $\frac{1}{n}$ A chaque point $x$ de l’espace $X$ faisons

correspondre l’indice minimum $\lambda$($x$ , n) tel que $x\in S_{n}^{\lambda}$ et posons
$\omega_{n}(x)=x_{\lambda(x.n)}$ . On a \’evidemment

$(*)$ $\rho(x, \omega_{n}(X))\leq\frac{1}{n}$

et il en r\’esulte par les conditions (D) et $(T_{1})$ dans $X$ qvie $\lim\omega_{n}(x)=x$.
Or, en posant $z=f(x, y)$ et $z_{n}=f(\omega_{n}(x), y)$ , du fait que $\lim_{n*\infty}^{n\rightarrow\infty}f(\omega_{n}(x), y)$

$=f(\lim_{n\rightarrow\infty}\omega_{n}(x), y)=f(x, y)$ et de l’\’equivalence (3) du lemme 5, il
r\’esulte que:
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$\{f(x, y)\in F\}\equiv II\sum_{kn}\{f(\omega_{n\dashv k}(X), y)\in O_{n}(F)\}$ ,

et d’o\’u
$E\{f(xwy)\in F\}\equiv II\sum_{kn}E\{f(\omega w . +k(x), y)\in O_{n}(F)\}$ .

Or,
$\{f(\omega_{n+k}(X), y)\epsilon O_{n}(F)\}\equiv\sum_{\lambda}\{f(x_{\lambda}, y)\in O_{n}(F)\}\cdot\{x\in(S^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}S_{n}^{\mu})\}$ ,

donc
$xyE\{f(\omega_{n+k}(X), y)\in O_{n}(F)\}$

$\equiv\sum_{\lambda}[E\{f(x_{\lambda}xy g)\in O_{n}(F)\}\cdot E\{x\in\alpha y(S_{n}^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}S^{\mu_{l}})\}]$

$\equiv\sum_{\lambda}[E\{f(x_{\lambda}xy y)\epsilon O_{n}(F)\}\cdot E\{(x\epsilon S_{n}^{\lambda})-\sum_{\mu xy<\lambda}S_{n}^{\mu}\}]$ .
O\‘u $E(x\in S_{n}^{\lambda})$ est \’evidemment ouvert pour tout $\lambda$ dans l’espace $XxY$
et, $f(x, y)xy$ \’etant de classe $a$ relativement \‘a la variable $y,$ $E\{f(x_{\lambda}, y)$

$\epsilon O_{n}(F)\}$ est un ensemble de classe $a$ additive. Par cons\’equentoey en
.d\’esignant, respectivement, par $0^{\lambda}$ et par $E^{\lambda}$ l’ensemble $(\sum_{\nu\leq\lambda}S_{n}^{\mu})xY$

et l’ensemble entre crochets $[$ $]/du$ dernier membre de l’\’equi-
valence cit\’ee plus haut, il r\’esulte du lemme 2 que l’ensemble
$E\{f(\omega_{n+k}(X), y)\epsilon O_{n}(F)\}$ est $de$ classe $a$ additive; donc l’ensemble
$E\{f(x, y)\in F\}$ est de classe $a+1m$ ultiplicative. Ce qui montre que

$J(x, y)xy$ est de classe $a+1,$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
III. Image de l’\’equation $y=f(x)$ . Soient $X$ et $Y$ deux espaces

\‘a caract\’ere d\’enombrable monotone v\’erifiant les conditions (D) et
$’(T_{1})$ . On a dans ce cas le

Th\’eoreme 6. Si $y=f(x)$ est de dasse $a$ , l’zmage $I\equiv E\{y=f(x)\}$
$xy$

de la fonction $f(x)$ est de cfasse a multipficatw$e$ (a \’etant $su\rho pos\acute{e}>0$).
D\’emonstration. Soit $y_{1},$ $y_{2},$

$\ldots,$
$y_{\lambda},$ $\ldots$ une suite bien ordonn\’ee

de tous les Points de $Y$, et soit $U_{n}^{\lambda}$ un voisinage du point $y_{\lambda}$ . Comme
$f(\underline{x})$ est de classe $a$ , en d\’esignant par $E_{n}^{\lambda}$ l’ensemble des points $x$

$te$ls que $f(x)\in\overline{U}_{n}^{\lambda}$ , il est \’evidemment de classe $a$ multiplicative.
Posons $H_{n}^{\lambda}=E_{n}^{\lambda}\times(U_{n}^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}U_{n}^{\mu})$ et $O_{n}^{\lambda}=X\times\sum_{\mu\leq\lambda}U_{n}^{\mu}$ ; Les ensembles

$O_{n}^{\lambda}$ sont ouvelts dans le produit cart\’esien $X\times Y$ et ce dernier, comme
ton peut le voir, est un espace \‘a caract\’ere $d$\’enombrable monotone
v\’erifiant les conditions (D) et $(T_{1})$ , et de plus $O_{n}^{1}\subseteq O_{n}^{2}\subseteq\cdots\subseteq O_{n}^{\lambda}$

$\subseteq\cdots$ pour tout $n$ . Pour chaque $\lambda$ , on a $H_{n}^{\lambda}\subseteq O_{n}^{\lambda}-\sum_{\nu<\lambda}O_{1}^{\mu}$ , il en
r\’esulte par le lemme 2 que $H_{n}=\sum_{\lambda}H_{n}^{\lambda}$ est de classe $a$ multiplicative,
puisque $H_{n}^{\lambda}$ lui-m\^eme est $de$ classe $a$ multiplicative. Ces pr\’eliminaires
\’etant pos\’es, nous allons d\’emontrer que $I=IIH_{n}n$
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D’une part, soit $(a, b)$ un point de $I$ et soit $\lambda_{0}$ l’indice minimum
des nombres ordinaux $\lambda$ tels que $b\epsilon U_{n}^{\lambda}$ ; Alors $U_{n^{0}}^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda_{0}}U_{n}^{\mu}$

contient
le point $b$ , donc $(a, b)$ est contenu dan$sH_{n^{0}}^{\lambda}$ selon la definition:
$E_{n^{0}}^{\lambda}=f^{-1}(D_{n^{0}}^{\lambda})$ . Par suite, on a l’inclusion $I\subseteq\prod_{n}H_{n}$ .

D’autre part, soit $(a, b)$ un point n’appartenant pas \‘a $I,$ $c$ .-\‘a-d.
$b\neq f(a)$ . Alors, par la condition $(T_{1})$ , il existe un nombre naturel
$k$ tel que les deux voisinages $U_{k}(b)$ et $U_{k}(f(a))$ sont disjoints, et il

$|$ existe de la condition (D) un nombre naturel $l$ tel que $S_{l}(b)\subseteq U_{k}(b)$

et $S_{l}(f(a))\subseteq U_{k}(f(a))$ . Or, pour ce nombre $l,$ $\lambda_{0}$ \’etant l’indice minimum
des nombres ordinaux $\lambda$ tels que $b\in U_{l}^{\lambda}$ , on a \’evidemment $f(a)\overline{\epsilon}?_{l}^{\lambda_{0}}$.

et donc $a\overline{\epsilon}E_{l}^{\lambda_{0}}$ . vPar $suite\backslash ’ H_{l^{0}}^{\lambda}=E_{l^{0}}^{\lambda}x(U_{l^{0}}^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda_{0}}U_{l}^{\mu})$
ne contient

aucun point $(a, y),$ $y$ parcourant $Y$, donc $(a, b)\overline{\epsilon}H_{l^{0}}^{\lambda}$ . Ensuite, si
l’on prend un ensemble $H_{l}^{\lambda}$ arbitraire, il ne contient pas le point
$(a, b)$ , car pour chaque $\lambda\neq\lambda_{0}$ . l’ensemble $U_{l}^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}U_{l}^{\mu}$ ne contient
pas le point $(a, b)$ selon la d\’efinition de $\lambda_{0}$ . Par cons\’equent, le $\cdot$

point $(a. b)$ n’appartient pas \‘a $H_{l}=\sum_{\lambda}H_{l}^{\lambda}$ ; donc $(a. b)\overline{\epsilon}\prod_{n}H_{n}$ . II
r\’esulte donc $I\supseteq\Pi H_{n},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

IV. Limite $d^{n}e$ fonctions. Dans les th\’eor\’emes suivants 7 et 8,
nous supposons que $X$ soit un espace \‘a caractere d\’enombrable mono-
tone v\’erifiant la condition (D) et $l^{\prime}$ soit un espace \‘a caractere
d\’enombrable monotone v\’erifiant la condition (B).

Th\’eoreme 7. La limite $f(x)$ d’une suite convergente de fonchons
$\{f_{n}(x)\}$ de classe $a$ est de $da$sse $a+1$ .

D\’emonstrahon. Etant $f(x)=\lim_{n+\infty}f_{n}(x)$ , on a du lemme 5 l\’equi-

valence suivante:

$\{y\in F\}\equiv\prod_{n}\sum_{k}\{y_{n+k}\in O_{n}(F)\}$ .
Il r\’esulte done

$\{f(x)\in F\}\equiv\prod_{n}\sum_{k}\{f_{n+k}(x)\in O_{n}(F)\}$ ,

d’ou
$f^{-1}(F)\equiv\prod_{n}\sum_{k}E\{f_{n+k}(x)\in O_{n}(F)\}x\equiv\prod_{n}\sum_{k}f_{n+k}^{-1}(O_{n}(F))$ .

Or, les fonctions $f_{n}(x)$ \’etant suppos\’ees de classe $a$ , les ensembles
$f_{n+k}^{-1}(O_{n}(F))sont$ de classe $a$ additive et par cons\’equent l’ensemble
$f^{-1}(F)$ est de classe $a+1$ multiplicative; donc $1a\backslash $ fonction $f(x)$ est de
classe $a+1,$ $c$ . $q.f$. $d$ .

On dira qu’une suite de fonction $\{f_{n}(x)\}$ converge uniform\’ement

vers une fonction $f(x)$ , lorsqu’il existe pour chaque nombre naturel
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$n$ un nombre naturel $m_{n}$ tel que $\sum_{k\leftarrow-0}^{\infty}fm_{n}+k(x)\subseteq U_{n}(f(x))$ pour tout
point $x$ .

Dans cette convention, on a le
Th\’eor\‘eme 8. La fonction hmite $f(x)$ d’une su’ite umform\’ement

convergente de fonctions $\{f_{n}(x)\}$ de classe $a$ est de classe $a$ .
D\’emonstration. La convergence \’etant uniforme, il existe une

suite d’entiers (croissants) $m_{n}$ tels que l’on a $\sum_{k=0}^{\infty}fm_{n}+k(x)\subseteq U_{n}(f(x))$

pour tout $x$ . Dans ce cas. $F$ \’etant un ensemble ferm\’e, on aura
l’\’equivalence suivante:

$\{f(x)\in F\}\equiv IIlInk\{f_{m_{n}}+k(x)\in O_{n}\overline{(}F^{-})\}$ .

En effet, d’une part, si l’on pose pour abr\’eger $y=f(x)$ et
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{n}=f_{n}(x)$ et si $y\epsilon F$, on aura $\sum_{k-- 0}^{\infty}y_{m_{n}+k}\subseteq U_{n}(y)$ . Par cons\’equent, le
membre droit de l’\’equivalence $e$vt r\’ealis\’e, puisque $U_{n}(y)\subseteq O_{n}(F)$ .
D’autre part, si $y\overline{\in}F$, il existe du th\’eor\‘eme 6 dans \S 1 un nombre
naturel $n$ tel que $U_{n}(y)\cdot O_{n}(F)=0$ . La convergence \’etant ttniforme,

il existe un nombre $m_{n}$ tel que $\sum y_{m_{n}+k}\infty\subseteq U_{n}(y)$ , il r\’esulte donc
$(\sum_{k-0}^{\infty}y_{m_{n}+k})\cdot\overline{O_{n}(F})=0$ . Ce qui $nous^{k\approx 0}m$ontre que le membre droit de
l’\’equivalence donn\’ee plus haut $n’ e$st pas r\’ealis\’e. $\uparrow$

Cela \’etant \’etabli, il r\’esulte $f^{-1}(F)=\prod_{n}\prod_{k}f_{m_{n}+k}^{-1}(\overline{O_{n}(F}))$ et, l’en-

semble $f_{m_{n}+k}^{-1}(\overline{O_{n}(F)})$ \’etant de classe $a$ multiplicative, il en est de
m\^eme de l’ensemble $f^{-1}(F)$ . La fonction $f(x)$ est donc de classe $a$ ,
$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Th\’eor\‘eme 9. Soit $X$ un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone
v\’erifiant la condition $(D)$ et soit $Y$ un espace r\’egulier, poss\’edant la
Proproe $u^{J}$ de LINDELOF, et \‘a caract\‘ere denombrable monotone v\’erifiant
les conditions $(E),$ $(e)$ et $(T_{1})$ . Alors, chaque fonction $f(x)$ de dasse $a>0$

est la hmite d’une szeite convergente de fonctions $\{f_{n}(x)\}$ de dasse a
tdles que tous les ensembles $f_{n}(X)$ sont isol\’es.

D\’emonstrahon. Nous d\’emontrons tout d’abord que, dans l’espace
$Y$, il existe pour chaque entier $n$ un ensemble $I_{n}$ isol\’e et d\’enombrable
tel que $Y=\sum U_{n}(y)$ . Rangeons, en effet, tous les points de $Y$ en

$y\in I_{n}$

une suite transfinie:

(1) $y_{0},$ $y_{1},$ $y_{2}$ , . . ., $y_{a}$ , . . . .
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Posons $y\alpha_{0}=y_{0}$ , et supposons que tous les points $y\alpha_{\mu}$ pour $\mu<l$

soient d\’eja d\’efinis. Ceci \’etant pos\’e, nous $d$ \’efinirons $y\alpha_{\lambda}$ comme le
premier point dans la suite (1) tel que $y_{\alpha}\overline{\epsilon}\sum_{\mu<\lambda}U_{n}(y\alpha_{\mu})$ , et posons
$I_{n}^{\sim}=\sum_{\lambda}y\alpha_{\lambda}$ . Il est calir que $Y=\sum_{\lambda}U_{n}(y\alpha_{\lambda})$ . Nous dirons que $I_{n}^{*}$

$est$ isol\’e; En effet, soit $y\alpha_{\lambda}$ un Point de $I^{\star}$ , alors il est \’evident,

selon la d\’efinition, que $U_{n}(y_{\alpha_{\lambda}})\cdot(\sum_{\mu>\lambda}y\alpha_{\mu})=0$ . Donc il nous suffit de $\cdot$

d\’emontrer que $y\alpha_{\lambda}\overline{\epsilon}(\overline{\sum y\alpha_{\mu})}$ . Or, selon la condition (e), il existe
$\mu<\lambda$

pour le voisinage $U_{n}(y\alpha_{\lambda})$ un $n\dot{o}$mbre $m$ tel que

(2) $y\in U_{m}(t/\alpha_{\lambda})\rightarrow y\alpha_{\lambda}\in U_{n}(y)$ ,

quel que soit $y$ . D’autre part, en vertu de la d\’efinition, on a
$y_{\alpha_{\lambda}}\overline{\epsilon}\sum_{\mu<\lambda}U_{n}(y\alpha_{\mu})$ ; Donc, $U_{m}(y\alpha_{\lambda})\cdot(\sum_{\mu<\lambda}y_{\alpha_{\mu}})=0$ selon (2), $c$ .-\‘a-d. $I_{n}^{\star}$ est
isol\’e.

Puis, consid\’erons la famille de tous les voisinages $\{U_{n}(y\alpha_{\lambda})\}$ d\’efinis
plus haut; alors elle couvre Y. $Y$ jouissant de la propri\’et\’e de
LINDEL\"oF, il $y$ a des voisinages d\’enombrables $U_{n}(y_{\alpha_{\lambda_{k}}})$ tels que
$Y=\sum_{k-\rightarrow 1}^{\infty}U_{n}(y_{\alpha_{\lambda_{k}}})$ . En posant $I_{n}=\sum_{k=1}^{\infty}y_{\alpha_{\lambda_{\vee}}}.$

’ il remplit clairement notre
exigence.

Cela pose, nous allons d\’emontrer le th\’eor\‘eme. Soit $y_{1}^{n}$ , $y_{2}^{n},$
$\ldots$ ,

$y_{k}^{n},$
$\ldots$ une suite de tous les points $I$, et posons

$A_{k}^{n}\equiv E\{f(x)x\in\overline{U_{n}(y_{k}^{n})}\}$ et $B_{k}^{n}=E\{f(x)\overline{\epsilon}U_{n-1}(y_{k}^{n})\}x$

o\‘u $\overline{U_{n}(y_{k}^{n}}$) $\subseteq U_{n-1}(y_{k}^{n})$ , ce qui est possible sans perdre la g\’en\’eralit\’e
par la r\’egularit\’e de l’espace $Y$.

Les ensembles $A_{k}^{n}$ et $B_{k}^{n}$ \’etant disjoints et de classe $a$ multipli-
cative, il existe, d’apres le th\’eoreme de s\’eparation (voir KURATOWSKI,
loc. cit., p. 164, VII), un ensemble $E_{k}^{n}$ ambigu de classe $a$ tel que
$A_{k}^{n}\subseteq E_{k}^{n}$ et $B_{k}^{n}\cdot E_{k}^{n}=0$ . Par d\’efinition de $I_{n}$ , on a $Y=\sum_{k-- 1}^{\infty}U_{n}(y_{k}^{n})$ ,

il r\’esulte donc $X=\sum_{k=1}^{\infty}A_{k}^{n}=\sum_{k\approx 1}^{\infty}E_{k}^{n}$ . La fonction $g(x)$ d\’efinie par les

conditions: $g(x)=y_{1}^{\eta t}$ pour $x\in E_{1}^{n}$ et $g(x)=y_{k}^{n}$ pour $x\in E_{k}^{n}-(E_{1}^{n}+E_{z}^{n}$

$+\cdots+E_{k-1}^{n})$ , est de classe $\alpha$ . Car l’ensemble $g^{-1}(y_{k}^{n})$ , comme iden-
tique \‘a $E_{k}^{n}-(E_{1}^{n}+E_{2}^{n}+\cdots+E_{k-1}^{n})$ , est $de$ classe $a$ additive (il est
m\^eme ambigu de classe a) et les valeurs de la fonction $g(x)$ for-
mant un ensemble d\’enombrable, l’ensemble $g^{-1}(G)$ est donc de classe a
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additive, quel que soit $G$ . De plus, on a $f(x)\in U_{n-1}(g(x))$ pour tout
$x$ , car l’\’egalit\’e $g(x)=y_{k}^{n}$ entra\^ine $x\in E_{k}^{n}\subseteq X-B_{k}^{n}$ .

Puis, nous d\’efinirons la fonction $f_{n}(x)$ comme \’egale a $g(x)$ ;alors

il r\’esulte

(3) $f(x)\in U_{n\sim 1}(f,|(x))$

pour tout $n$ et pour tout $x$ .
Nous montrons que la suite des fonctions $\{f_{n}(x)\}$ converge vers

la fonction $f(x)$ . Soit $x_{0}$ un point arbitraire et soit $n_{0}$ un nombre
entier donn\’e d’avance. Par la condition (E), il existe pour le voisi-
nage $U_{n_{0}}(f(x_{0}))$ un nombre naturel $m$ tel que

(4) $f(x_{0})\in U_{m}(y)\rightarrow y\in U_{n_{0}}(f(x_{0}))$ ,

quel que soit $y$ . Par suite, en vertu des (3) et (4) et en tenant
compte du fait que $Y$ est monotone, on a

$\sum_{k=1}^{\infty}f_{m+k}(x_{0})\subseteq U_{n_{0}}(f(x_{0}))$ .

Donc les fonctions $\{f,(x)\}$ convergent vers $f(x)$ , car l’espace $Y$ v\’erifie

la condition $(T_{1}),$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
V. Th\’eor\’eme de BAIRE sur Ies fonctions de 1,$re$ classe. Soient

$X$ et $Y$ deux espaces \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone v\’erifiant la
condition (D) et soit $y=f(x)$ une fonction d\’efinie sur $X$ entier qui
transforme $X$ en un sous-ensemble de $Y$. Dans ces conditions, suivant
le raisonnement d\^u \‘a M. KURATOWSKI (voir loc. cit., p. 189), on peut
d\’emontrer le th\’eoreme 10 et le corollaire suivants:

Th\’eor\‘eme 10. L’ensemble des points de discontinuit\’e d’une fonction
mesurable $B$ de l-re dasse est de l-re cat\’egorie (l’espace $Y$ \’etant suppos\’e
parfaitement s\’eparable).

Corollaire. $f(x)$ \’etant une fonchon, de l-re classe et $E$ \’etant un
sous-ensemble arbitraire de l’espace $X$, l’ensemble des $po^{r}ints$ de dis-
conhnuit\’e de la fonchon partielle $f(x|E)$ est de l-re cat\’egorie par
rapport \‘a $E$.

Une fonction est dite ponctuellement discontinue, lorsque l’en-
semble des points de discontinuit\’e de la fonction est frontI\’ere.

Dans cette convention, on a le
Th\’eor\‘eme 11. Une fonction ponctudlement discontinue sur tout

ensembfe ferm\’e est mesurable $B$ de l-re classe (\’etant $su,ppos\acute{e}$ que $X$

v\’erifi$e$ la condihon $(T_{1}))$ .
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En effet, en envisageant la d\’emonstration $d$ue \‘a M. KURATOWSKI
(voir loc. cit., P. 190), nous pourrons comprendre pour d\’emontrer
ce th\’eor\’eme qu’il nous suffit de prouver que dans l’espace $X$ un
ensemble d\’eveloppable soit \‘a la fois un $F_{\sigma}$ et un $G_{\delta}$ et qu’un en-
semble ouvert soit un $F_{\sigma}$ . Ce dernier est aussit\^ot v\’erifi\’e dans
l’espace $X$ selon le th\’eor\’eme 10 dans \S 1. Donc nous allons d\’es
maintenant prouver le

Th\’eoreme 12. Dans un espace $X$ \‘a caractere d\’enombrable monotone
v\’erifiant les conditions $(D)$ et $(T_{1})$ , un ensemble $E$ d\’eveloppable est \‘a la
fois un $F_{\sigma}$ et un $G_{\delta}$ .

Demonstration. Nous allons prouver ce th\’eor\’eme suivant l’id\’ee
que M. MONTGOMERY a employ\’ee dans son m\’emoire1).

$E$ \’etant d\’eveloppable, nous pouvons poser

$(*)$ $ E=F_{1}-F_{2}+F_{3}-F_{4}+\cdots+F_{\lambda}-F_{\lambda+1}+\cdots$

‘ o\‘u les termes sont ferm\’es d\’ecroissants. On peut clairement supposer
que les indices limites soient omis dans ce d\’eveloppement et que le
dernier terme de la formule $(*)$ , s’il $y$ existe, soit n\’egatif, car s’il est
positif, on $y$ ajoute un ensemble vide qui est $fe$rm\’e, poss\’edant le
signe n\’egatif.

Or, soit $\beta_{1}$ . $\beta_{2},$

$\ldots,$
$\beta_{\lambda},$

$\ldots$ une suite d’indice $s$ de termes positifs
dans $(*)$ cit\’es suivant l’ordre $c$roissant. D\’esignons par $O\beta_{\lambda}$ l’ensemble
compl\’ementaire de $F\beta_{\lambda}+1$ par rapport a l’espace $X$ entier et posons
$F_{\beta_{\lambda}}^{*}=F\beta_{\lambda}\cdot O\beta_{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}O\beta_{\mu}$ . Nous appliquons le lemme 2 \‘a cette suite
des ensembles $\{F_{\beta_{\lambda}}^{*}\}$ , alors il r\’esulte que $\sum_{\lambda}F_{\beta_{\lambda}}^{*}$ qui $co$Incide avec
$E$ est un $F_{\sigma}$ . Comme l’ensemble compl\’ementaire de $E$ est encore
d\’eveloppable, il est aussi un $F_{\sigma}$ , et donc $E$ est un $G_{\delta}$ ; Par con-
s\’equent, $E$ est \‘a la fois un $F_{\sigma}$ et un $G_{\delta},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

En tenant compte $du$ theoreme inverse (th\’eor\’eme 7 dans \S 4),
on a le

Th\’eor\‘eme 13. Dans un espace r\’eguher, complet et \‘a caractere &-
nombrable monotone v\’erifiant les condihons $(D)$ et $(T_{1})$ , les ensemble
$F_{\sigma}$ et $G_{\delta}$ coincident avec les ensembles d\’eveloppables.

En rapprochant des th\’eor\’emes 10, 11 et 6 dans \S 4, on a le
Th\’eoreme 14. $X$ \’etant un espace r\’eguher, complet et \‘a caract\‘ere

d\’enombrable monotone v\’erifiant les cond,itions $(D)$ et $(T_{1})$ , et $Y$ \’etant
un espace parfaitement s\’eparable et \‘a caractere &’nombrable monotone

1) Cf. D. MONTGOMERY, loc. cit., P. 533.
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v\’erifiant la condition $(D)$ , la condihon n\’ecessaire et suffisante pour
qu’une fonction soit mesurable $B$ de l-re dasse est $qu’ eue$ soit ponctuelle-
ment discontinue sur tout ensemble fermi.

VI. Fonctions jouissant de la propri\’et\’e de BAIRE. Suivant
l’id\’ee due \‘a M. KURATOWSKI (voir loc. cit., p. 192), on peut d\’e-

montrer le
$Th\ell^{\prime}$or\‘eme 15. Soient $X$ et $Y$ deux espaces \‘a caractere d\’enombrable

monotone v\’erifiant la condition $(D)$ . Alors, la condition necessaire et
suffisante pour qu’une fonction $y=f(x)$ jouisse de la propri\’et\’e de BAIRE
est $qu’ d$ exts$te$ un ensemble $P$ de l-re categorie dans $X$ tel que la fonction
partieue$f(x|X-P)$ est continue ( $Y$ \’etant suppos\’e parfaitement s\’eparable).

On peut encore d\’emontrer le
Th\’eor\‘eme 16. $S\sigma itX$ un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable mono-

tone v\’erifin$nt$ les condihons $(D)$ et $(T_{1})$ et soit $Y$ un espace \‘a caract\‘ere
d\’enomb rable monotone v\’erifiant la condihon $(B)$ . La limite d’une suite
convergente de fonchons $f_{n}(x)$ iouissant de la propri\’et\’e de BAIRE jouit
aussi de cette proprt’t\’e.

La d\’emonstration du th\’eoreme est tout-\‘a-fait analogue \‘a celle
que nous avons donn\’e dans le th\’eoreme 7 de ce paragraphe, re-
marquant que la somme et le produit des ensembles d\’enombrables
jouissant $de$ la propri\’et\’e de BAIRE poss\’edent aussi cette propri\’et\’e.

Nous d\’emontrons \‘a pr\’esent le th\’eoreme suivant qui est analogue
au th\’eoreme 5:

Th\’eor\‘eme 17. Soient $X$ et $Y$ deux espaces \‘a caraetere d\’enombrable
monotone v\’erifiant les conditions $(D)$ et $(T_{1})$ , et soit $Z$ un espace \‘a

earact\‘ere dinombrable monotone v\’erifiant la condihon $(B)$ . Si une
fonction $z=f(x, y)$ est continue $relat\dot{w}$ement \‘a la variable $x$ et jouit de
la propri\’et\’e de BAIRE $rdat\dot{w}$ement \‘a la variable $y,$ $eue$ iouit de cette
$propr\dot{\acute{w}}t\acute{e}relat\dot{w}$ement \‘a la variable $(x, y)$ .

La d\’emonstration du th\’eor\’eme est obtenu d’une fagon tout-\‘a-fait
analogue \‘a celle du th\’eoreme 5. Cependant, dans ce cas, nous avons
besoin de quelques lemmes:

Lemme 6. Soit $X$ un espace \‘a caract\‘ere d\’enombrable monotone
$v\acute{e}rifia.nt$ les condihons $(D)$ et $(T_{1})$ , et soit $ O^{1}\subseteq O^{2}\subseteq\cdots\subseteq O^{\lambda}\subseteq\cdots$ une
suite hen ordonn\’ee d’ensembles ouverts eroissants dans X. $Si$ , pour
chaque $\lambda,$

$O^{\lambda}-\sum_{\iota<\lambda}0^{\mu}$ contient un ensemble non-dense $E^{\lambda}$ , alors l’ensemble
$E=5_{\lambda^{\lrcorner}}^{\urcorner}E^{\lambda}$ est de l-re cat\’e$gorc\prime e$ .

D\’emonstration. D\’esignons par $E_{n}^{\lambda}$ l’ensemble $de$ tou $s$ les points
$x$ de $E^{\lambda}$ tels que $\rho(x, X-O^{\lambda})>\frac{1}{n}$ ; Alors, $E_{n}^{\lambda}$ est s\^urement non-
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dense. Il s’agit de d\’emontrer que $\sum_{\lambda}E^{\lambda}$ est de l-re cat\’egorie. Pour
cela il suffit de v\’erifier que l’ensemble $E_{n}=\sum_{\lambda}E_{n}^{\lambda}$ est non-dense.
Supposons, par impossible, que $E_{n}$ ne soit pas non-dense, $c$ .-a-d.
qu’il existe un ensemble ouvert non-vide $G$ tel que $G\subseteq\overline{E}_{n}$ . Soit,.
\‘a maintenant, $x$ un point de $G$ et soit $V_{m}(x)$ un voisinage de $x$

qui est enti\’erement contenu dans $G$ , o\’u $m>n$ . Alors, il r\’esulte
$V_{m}(x)\subseteq\overline{E}_{n}=(\overline{\sum_{\lambda}E_{n}^{\lambda}})$ , c.-\‘a-d. $V_{m}(x)\cdot(\sum_{\lambda}E_{n}^{\lambda})\neq 0$ . D’autre part,.

d’apr\’es la d\’efinitioi, on a $\rho(E_{n}^{\lambda}, E_{n}^{\mu})>\frac{1}{n}$ pour $\lambda\neq_{\mu}$ , il existe
donc un suffixe $\lambda_{0}$ tel que $V_{m}(x)\cdot E_{n^{0}}^{\lambda}\neq 0$ et $V_{m}(x)\cdot(\sum E_{n}^{\lambda})=0$ .
Or, il est clair que $(\overline{\sum_{\lambda}E_{n}^{\lambda}})=\overline{E_{n^{0}}^{\lambda}+\sum_{\lambda \text{キ}\lambda}E_{n}^{A}}=\overline{E_{n^{0}}^{\lambda}}+\overline{\sum_{\lambda*\lambda_{0}}E_{n}}^{\lambda}.donc\lambda(*\lambda_{0})$ on a
$V_{m}(x)\subseteq\overline{E^{\lambda_{0}}.}$ . Ce qui est contraire a l’hypoth\‘ese que $E_{n^{0}}^{\lambda}$ est non-
dense. Par cons\’equent, $E_{\iota}$ est non-dense, donc $E=\sum_{n}E_{n}=\sum_{\lambda}E^{\lambda}$

est de l-re cat\’egorie, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Lemme 7. Dans la m\^eme hypothese, si la suite $ O^{1}\subseteq O^{2}\subseteq\cdots\subseteq$

$ O^{\lambda}\subseteq\cdots$ est teue que, pour chaque $\lambda,$

$0^{\lambda}-\sum_{\mu<}iO^{\mu}$ contient un ensemble
de l-re cat\’egorie $E^{\lambda}$ , alors l’ensemble $E=\sum_{\lambda}E^{\lambda}$ est de l-re cat\’egorie.

En effet, $E^{\lambda}$ \’etant un ensemble de l-re cat\’egori$e$ pour tout $\lambda$ ,
on peut poser que $E^{\lambda}=\sum_{n=1}^{\infty}E_{n}^{\lambda}$ o\‘u $E_{n}^{\lambda}$ est non-dense. Selon Ie lemme
6, $E_{n}=\sum_{\lambda}E_{n}^{\lambda}$ est de l-re cat\’egorie. En outre, il est evident que
$E=\sum_{n}E_{n}$ , donc l’ensemble $E=\sum_{\lambda}E^{\lambda}=\sum_{n}\geq_{\lambda}^{\prec}\lrcorner E_{n}^{\lambda}$ est de l-re cat\’e-
gorie, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Lemme 8. Dans la m\^eme hypotese, si la suite $ O^{1}\subseteq O^{2}\subseteq\cdots\subseteq$

$ O^{\lambda}\subseteq\cdots$ est telle que, pour tout $\lambda,$

$0^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}O^{\mu}$ contient un ensemble
$E^{\lambda}$ iouissant de la propri\’et\’e de BAIRE, alors l’ensemble $E=\sum_{\lambda}E^{\lambda}$ jouit
aussi de cette Propri\’e t\’e.

D\’emonstrahon. $E^{\lambda}$ \’etant un ensemble iouissant de la propri\’et\’e
de BAIRE, on peut poser que $E^{\lambda}=M^{\lambda}+P^{\lambda}$ pour tout $\lambda$ , o\‘u $M^{\lambda}$ est
un $G_{\delta}$ et $P^{\lambda}$ est. de l-re cat\’egorie. Il est \’evident que $\sum_{\lambda}E^{\lambda}=\sum_{\lambda}M^{\lambda}$

$+\sum_{\lambda}P^{\lambda}$ , et du fait que $M^{\lambda}\subseteq O^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}O^{\mu}$ et $P^{\lambda}\subseteq O^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}O^{\lambda}$ et des
lemmes 2 et 7, il r\’esulte que $\sum_{\lambda}M^{\lambda}$ est un $G_{\delta}$ et $>_{\lrcorner}^{\neg}P^{\lambda}\lambda$ est de l-re
cat\’egorie; Par cons\’equent l’ensemble $E$ jouit de la propri\’et\’e de
BAIRE, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Ces pr\’eliminaires \’etant Pos\’e$s$ , nous allons d\’emontrer le theoreme
17.

D\’emonstration $du$ th\’eor\‘eme 17. Soit $x_{1},$ $x_{2},$
$\ldots,$

$x_{\lambda},$ $\ldots une^{*}suite$
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bien ordonn\’ee de tous les points de $X$ et soit $S_{n}^{\lambda}$ une sph\’ere de
centre $x_{\lambda}$ et de rayon $\frac{1}{n}$ A chaque point $x$ de l’espace $X$ faisons

correspondre l’indice minimum $\lambda(x, n)$ tel que $x\in S_{n}^{\lambda}$ et posons $\omega_{n}(x)$

$=x_{\lambda(x.n})$ ; On a \’evidemment selon les conditions (D) et $(T_{1})$ de $X$ :
$\rho(\omega_{n}(x), x)\leq\frac{1}{n}$ et $\lim_{n- t\infty}\omega_{\eta}(x)=x$ .

Or, $f(x, y)$ \’etant continue relativement \‘a la variable $x$ , il r\’esulte

$\lim_{n\rightarrow\infty}f(\omega,.(x),$ $y$) $=f(\lim_{n\rightarrow\infty}\omega_{n}(x), y)=f(x, y)$ .

Par suite, selon le lemme 5, on a

$\{f(x, y)\in F\}\equiv II\sum_{kn}\{f(\omega_{n+k}(X), y)\epsilon O_{n}(F)\}$ .
Donc

$xyE\{f(x, y)\epsilon F\}\equiv II\sum_{kn}E\{f(\omega_{n+k(X)}xyy)\in O_{n}(F)\}$ .
Or,

$\{f(\omega_{n+k}(X), y)\in O_{n}(F)\}\equiv\sum_{\lambda}\{[f(x_{\lambda}, y)\in O_{n}(F)]\cdot[x\in(S_{n}^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}S_{n}^{\mu})]\}$ ,

donc il r\’esulte

$E\{f(\omega_{n+k}(X)xyy)\in O_{n}(F)\}$

$\equiv\sum_{\lambda}\{E[f(x_{\lambda}xy y)\in O_{n}(F)]\cdot E[xxy\in(S_{n}^{\lambda}-\sum_{\mu<\lambda}S_{n}^{\mu})]\}$

$\equiv\sum_{\lambda}\{E[f(x_{\lambda}xy y)\in O_{n}(F)]\cdot(E[x\in S_{n}^{\lambda}]-\sum_{ux?j<\lambda}E[x\epsilon S_{n}^{\mu}])\}xy$

Par cons\’equent, en posant $O_{n}^{1}=(\sum_{\mu\leq\lambda}S_{n}^{\mu})\times Y$ et $ E_{n.k}^{\lambda}=E\{f(x_{\lambda}xyy)\in$

$O_{n}(F)\}\cdot O_{n}^{\lambda}$ , on peut employer le lemme 8 \‘a la suite $des\backslash ensembles$

ouverts $ O_{n}^{1}\subseteq O_{n}^{2}\subseteq\cdots\subseteq O_{n}^{1}\subseteq\cdots$ . Il en r\’esulte que, $ E\{f(x_{\lambda}, y)\in$

$O_{n}(F)\}$ \’etant un ensemble jouissant de la propri\’et\’e de $xB^{u_{\wedge}}AJRE$ , l’en-
semble $\sum_{\lambda}E_{n,k}^{\lambda}$ jouit de la propri\’et\’e de BAIRE. Donc l’ensemble

$E\{f(xxyy)\in F\}$ jouit de cette propri\’e t\’e, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Quant \‘a l’image de l’\’equation $y=f(x)$ , en tenant compte du

lemme 8, on a le th\’eol\’eme suivant d’une fa\caon tout-\‘a-fait analogue
au th\’eor\’eme 6. Donc nous le donnons sans d\’emontrer:

Th\’eor\‘eme 18. $X$ et $Y$ etant deux espaces \‘a caractere d\’enombrable
monotone v\’erifiant les condihons $(D)$ et $(T_{1})$ , et $y=f(x)$ \’etant une
fonction jouissant de la proprie t\’e de BAIRE, l’image $I\equiv E\{y=f(x)\}xy$

de $f(x)$ jouit de cette propri\’et\’e.
On sait qu’une fonction $y=f(x)$ est dite continue-a lorsque l’en-

semble des points de discontinuit\’e de $f(x)$ est de l-re cat\’egorie, et
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qu’une fonction $y=g(x)$ est dite $ continue-\beta$ lorsqu’il existe un en-
semble $P$ de l-re cat\’egorie (dans $X$) tel que la fonction partielle
$g(x|X-P)$ est continue.

Enfin dans ce paragraphe, nous ajoutons un th\’eoreme concernant
une relation entre les fonctions continues-a et les fonctions con-
$tinues-\beta$ ;

Theor\‘eme $19^{1)}$. Soit $X$ un espace \‘a caractere d\’enombrable mono-
tone v\’erifiant la condition $(D)$ et soit $Y$ un espace localement compact
et \‘a caractere &’nombrable monotone v\’erifiant les condihons $(D)$ et $(T_{1})$ .
Alors, une fonctions $ y=f(x)continue-\beta$ se laisse obtenir comme limite
d’une suite convergente de fonctions continues-a.

D\’emonstration. Nous remarquons d’abord, selon un th\’eoreme
du \‘a MM. P. ALEXANDROFF et P. URYSOHN2), que tout espace acces-
sible, localement compact et \‘a caractere d\’enombrable monotone
v\’erffiant la condition $(T_{1})$ , est r\’egulier; donc l’espace $Y$ l’est aussi.

Or, $f(x)$ \’etant $continue-\beta$ , on peut d\’ecomposer l’espace $X$ en deux
ensembles sans point commun: $X=C+D$ , o\‘u $D$ est de l-re cat\’egorie
et $C$ est un $G_{\delta}$ tels que la fonction partielle $f(x|C)e$st continue.
De plus on peut supposer sans restreindre la g\’en\’eralit\’e que $C=\prod_{n}G_{n}$ ,
$D=\sum_{n}F_{n}$ et $F_{n}=X-G_{n}$ , ou $G_{n}$ est ouvert et $F_{n},$ ferm\’e\rightarrow et non-
dense et de plus $G_{n+1}\subseteq G_{n}$ et $F_{n}\subseteq F_{n+1}$ pour tout $n$ .

En d\’esignant par $I(E)$ l’ensembIe de tous les points int\’erieurs
d’un ensemble $E$, on a les \’egalit\’es: $X=C+D=\overline{C}+I(D)=I(\overline{C})$

$+I(\overline{D})=G+F’$, o\‘u $G=I(\overline{C})$ et $F=1\overline{(D)}$ . $I(D)$ est de l-re cat\’egorie,
puisque ($I(D)\subseteq D$ et $I(D)-I(D)$ est non-dense comme frontiere d’un
ensemble ouvert $I(D)$ ; donc $F=I(D)+(\overline{I(D)}-I(D))$ est de l-re cat\’e-
gorie. $C+F$ est partout dense dans $X$ , car

$(\overline{C+F})\supseteq\overline{C}+F\supseteq I(\overline{C})+\overline{I(D})=X$.
Puis,

$X=C+F+D=C\cdot G+F+D=C\cdot G+F+\sum_{n}F_{n}=\sum_{n}(C+F+F_{n})$ ,

car $c+F=C\cdot G+F$. En posant $A_{n}=C+F+F_{n}=C\cdot G+F+F_{n},$ $A_{n}$

est partout dense dans $X$, puisque $C+F\subseteq A_{n}$ . Posons $X=A_{n}+B_{n}$ ,
ou $B_{n}=D\cdot G\cdot G_{n}$ et $A_{n}\cdot B_{n}=0$ . Alors, chaque point de $B_{n}$ est
d’accumulation de $A_{n}$ .

1) C’est une g\’en\’eralisation d’un th\’eor\‘eme d\^u $\dot{a}$ M. G. STEINBACH. Voir, G.
$STEIN.BACH78\sim 81$

Beitr\"age zur Mengenlehre, Inaugural-Dissertation, $Bonn^{\backslash }$, (1930), pp.

2) Cf. P. ALEXANDROFF et P. URYSOHN, M\’emoire sur espaces topologiques
compact, Verh. Kon. Akad. Amsterdam, Deel. XIV (1929), pp. 28-29.
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Nous d\’efinirons \‘a pr\’esent les fonctions $f_{n}(x),$ $(n=1,2,3, \ldots)$ ,
comme il suit:

1o Pour chaque point $x$ de $A_{n}$ , posons $f_{n}(x)=f(x)$ .
$2^{o}$ Pour chaque point $x$ de $B_{n}$ , il $y$ a deux cas \‘a distinguer:

$2_{1})$ S’il existe au moins une suite de points $\{x_{m}^{n}\}$ de $A_{n}$ telle
qu’elle converge vers le point $x$ et de plus la suite des points $\{f(x_{m}^{n})\}$

converge $ve$rs un point de $Y$, pour une telle suite fixe, nous posons
$f_{n}(x)=\lim_{m+\infty}f(x_{m}^{n})$ .

$2_{2})$ Pour chaque suite de points $\{x_{m}^{n}\}$ de $A_{n}$ qui converge
vers le point $x$ , si la suite $\{f(x_{m}^{n})\}$ diverge, nous poserons $f_{n}(x)=y_{0}$ ,
o\‘u $y_{0}$ est un point fixe de Y.

Par ce $s$ d\’efinitions, nous avons la suite des fonctions $\{f_{n}(x)\}$

d\’efinies sur l’espace $X$ entier. Nous d\’emontrons que la suite des
fonctions $\{f_{n}(x)\}$ converge vers $f(x)$ . Tout d’abord, par d\’efinition,
on a $ A_{1}\subseteq A_{2}\subseteq\cdots\subseteq A_{n}\subseteq\cdots$ et $X=\sum_{n}A_{n}$ , donc \‘a chaque point $x$

de $X$ correspond un nombre $n$ tel que $x\in A_{n}$ ; par suite, il r\’esulte
$f_{m}(x)=f(x)$ pour tout $m\geq n$ . Par cons\’equent, $\lim_{n->\infty}f_{n}(x)=f(x)$ , autle-

ment dit la suite des fonctions $\{f_{n}(x)\}$ converge vers $f(x)$ .
Il nous reste encore a d\’emontrer que chaque fonction $f_{n}(x)$ est

continue-a. Nous allons v\’erifier que $f_{n}(x)$ est continue sur $C\cdot G(\subseteq A_{n})|$

(pour tout $n$), c.-a-d. que, \’etant donn\’es un point $x_{0}\in C\cdot G$ et un
nombre naturel $k$ , il existe un voisinage $Vm_{k}(x_{0})$ tel que

$f_{n}(\nu_{m_{k}}(x_{0}))\subseteq U_{k}(f_{n}(x_{0}))$ .
Or, comme $Y$ est r\’egulier et localement compact, il $y$ a un voisinage
$U_{k},(f(x_{0}))$ tel que $\overline{U_{k},(f(x_{0}))}\subseteq U_{k}(f(x_{0}))$ , o\‘u celui-la est compact. $ f(x|C\rangle$

\’etant continue, il existe un voisinage $V_{l},(x_{0})$ tel que:

(1) $f(C\cdot V_{l^{\prime}}(x_{0}))\subseteq U_{k^{\prime}}(f(x_{0}))$ .
Puis, comme $G_{n}\cdot G(\supseteq C\cdot G)$ est ouvert, il $y$ a un voisinage $ Vm_{k}(x_{0}\rangle$

tel que

(2) $Vm_{k}(x_{0})\subseteq G_{n}\cdot G\cdot V_{l^{\prime}}(x_{0})$ .
Dans ce cas, il r\’esulte $Vm_{k}(x_{0})\cdot(F+F_{n})=0$ , puisque $G_{n}\cdot G\cdot(F+F_{n})=0j$

Donc il r\’esulte

(3) $A_{n}\cdot V_{m_{k}}(x_{0})=(C+F+F_{q*})\cdot V_{m_{k}}(x_{0})=C\cdot V_{m_{k}}(x_{0})$

$=C\cdot G\cdot V_{m_{k}}(x_{0})$ .
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A maintenant, on pose: $Vm_{k}(x_{0})=A_{n}\cdot Vm_{k}(x_{0})+B_{n}\cdot Vm_{k}(x_{0})$ , et nous
allons d\’emontrer que $f_{n}(Vm_{k}(x_{0}))\subseteq U_{k}(f_{n}(x_{0}))$ . En effet, soit $x$ un
point de $Vm_{k}(x_{0})$ . Alors il $y$ a deux cas a distinguer:

(a). Le cas o\‘u $x\epsilon A_{n}\cdot\nu_{m_{k}}(x_{0})$ . Dans ce cas, d’une part $A_{n}\cdot Vm_{k}(x_{0})$

$=C\cdot G\cdot Vm_{k}(x_{0})\subseteq C\cdot Vm_{k}(x_{0})$ , donc $f(x)\in U_{k},(f(x_{0}))$ selon (2) et (1).
D’autre part, comme $x_{0}\epsilon A_{n}$ et $x\in A_{n}$ , on a, de la d\’efinition,
$\beta_{n}(x_{0})=f(x_{0})$ et $f_{n}(x)=f(x)$ ; donc

(4) $f_{n}(x)\in U_{k^{\prime}}(f_{n}(x_{0}))\subseteq U_{k}(f_{n}(x_{0}))$ .
(b). Le cas ou $x\epsilon B_{n}\cdot Vm_{k}(x_{0})$ . Soit $\{x_{l}\}$ une suite de points de

$A_{n}$ telle qu’elle converge vers le point $x$ . Comme $x\in Vm_{k}(x_{0})$ , il
existe un nombre $N$ tel que $\underline{>^{\urcorner}}x_{i}\infty\subseteq Vm_{k}(x_{0})$ , et en outre, par (3) et

$i=N$
(2), $A_{n}\cdot V^{\backslash }m_{k}\backslash (x_{0})=C\cdot G\cdot Vm_{k}(x_{0})\subseteq C\cdot G\cdot V_{l},(x_{0})$ . Par cons\’equent $|selon$

(1), $f(x_{l})\epsilon U_{k^{f}}(f(x_{0}))$ pour $l>N;\overline{U_{k},(f(x_{0}))}$ \’etant suppos\’e compact,
donc il existe une sous-suite $\{x_{l_{j}}\}$ de points $\{x_{l}\}$ telle que la suite
des points $\{f(x_{l_{j}})\}$ converge vers un point appartenant \‘a $\overline{U_{k^{\prime}}(f(x_{0}))}$.
Par suite, selon la d\’efinition $2^{o}$ , on a $\lim_{l+\infty}f(x_{l}^{n})=f_{n}(x)$ o\‘u $\{x_{l}^{n}\}$ est
Ia suite fixe des points de $A_{n}$ telle que $\lim_{l\rightarrow\infty}x_{l}^{n}=x$ . Or, comme
$x_{l}^{n}\in A_{n}$ pour tout $l$ et $\lim_{\iota\rightarrow\infty}x_{l^{n}}=x\in V_{m_{k}}(x_{0})$ , il existe un nombre $N^{\prime}$ tel
que $x_{l}^{n}\in A_{n}\cdot V_{m_{k}}(x_{0})$ pour $l>N^{\prime}$ ; donc on a selon (3), (2) et (1),
$f(x_{l}^{n})\in U_{k},(f(x_{0}))$ pour $l>N$ . II en r\’esulte que $f_{n}(x)\in\overline{U_{k},(f(x_{0}))}$

$\subseteq U_{k}(f(x_{0}))$ , puisque $f_{n}(x)=\lim f(x_{l}^{n})$ . D’autre part, comme $x_{0}\in A_{n}$

et donc $f_{n}(x_{0})=f(x_{0})$ , il r\’esultel\rightarrow \infty $f_{n}(x)\in Uk(f_{n}(x_{0}))$ . Donc, en tenant
compte de (4), on a $f_{n}(Vm_{k}(x_{0}))\subseteq U_{k}(f_{n}(x_{0}))$ . Ce qui nous montre que
la fonction $f_{n}(x)$ est continue sur $C\cdot G$ . Par suite, l’ensemble des
points de discontinuit5 de $f_{n}(x)$ est un sous-ensemble de $F+D$ qui
est de l-re cat\’egorie dans $X$ , donc $f_{n}(x)$ est continue-a, $c$ . $q$ . $f$. $d$ .
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