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REIN ARITHMETISCHER BEWEIS UBER DIE
UNENDLICHKEIT DER PRIMIDEALE
1. GRADES AUS EINEM ENDLICHEN
ALGEBRAISCHEN ZAHLKORPER

von

Mikao MORIYA

Es sei P der rationale Zahlkérper und K ein algebraischer
Zahlkorper vom Grade 7 iitber P. Dann gilt bekanntlich folgender Satz:

In K gibt es unendlich viele Primideale 1. Grades. Zum Beweis
dieses Satzes nimmt man bisher, soweit ich weiB}, ein transzendentes
Hilfsmittel—die Depexinpsche ¢-Funktion—zu Hilfe. In der vorlie-
genden Note will ich aber zu zeigen versuchen, wie man diesen Satz.
ohne Benutzung der ¢-Funktionen beweisen kann.

Wir greifen zunichst aus K ein primitives Element 6 von K/P
heraus, welches eine ganze algebraische Zahl ist. Bezeichnet nun «,,
®,, -+, w, eine Minimalbasis der Hauptordnung von K, so gilt:

0‘=0¢1w1+"'+0tnwn ’7:=0,1,"',n_1,
wo die ¢, ganz rational sind. Setzt man hierbei

Cor L Con -

C =
l Cn-11 ¢ ° Cn-1n

so gilt offenbar fiir eine beliebige ganze algebraische Zahl ; aus K:

TC-—-EG;(?‘ »

f=0
wo die Zahlen a,, 0y, + - , Q,_y ganz rational sind.

Nun sei p eine zu C prime Primzahl. Dann existiert eine ganze
rationale Zahl u«, fiir welche die Kongruenz



Rein arithmetischer Beweis iiber die Unendlichkeit der Primideale 165

Cu=1 mod »p

erfilllt ist. Wenn dabei fiir einen Primidealteiler § von p aus K die
Kongruenz

0=a mod § (o ist ganz rational)

gilt, dann ist

rETCus-::Z:a,uﬁ‘E:‘lZ;a,ua‘ mod p;
d.h. jede ganze algebraische Zahl aus K ist mod P stets einer ganzen
rationalen Zahl kongruent. Also ist p vom Grade 1.

Um also den Satz zu beweisen, geniigt zu zeigen, daBl es unendlich
viele Primideale aus K gibt, nach denen 6 stets ganzen rationalen
Zahlen kongruent ist, weil C in K nur endlich viele Primidealteiler
besitzt. ' ,

Nun kann man sich leicht davon iiberzeugen, dafl irgendein
Primidealteiler einer Primzahl p aus K dann und nur dann in 6—a
aufgeht, wenn Ny p(6-a) durch p teilbar ist, wobei a eine ganze
rationale Zahl bezeichnet. Bezeichnet man jetzt die definierende
Gleichung von 6 mit f(x) = 2" + - -+ + ¢,, 80 ist bekanntlich

fl@)=(—1)" NK{P(ﬁ —a);

d.h. fiir irgendeinen Primteiler  von p gilt dann und nur dann die
Kongruenz

0=a mod P,

wenn f(a) durch p teilbar ist. Somit ist der Beweis des Satzes auf
den Beweis der folgenden Tatsache reduziert:

Es existieren unendlich viele ganze rationale Zahlen a,, a., « « +, G, = * -
und die voneinander verschiedemen Primzahlen p;, sy * ++ , Dn, - - - derart,
da3 die Zahlen f(a,), f(a,), « -+, f(@,), -+ bew. durch p,, Psy ==+, Pns* * *
teilbar sind. ‘

Der Beweis der letzten Tatsache wird aber auf den des folgenden
Satzes zurickgefithrt: '
Es sei g(x) =aya" + -+« + (2 # 0,m > 0) ein Polynom von « mit
ganzen rationalen Koeffizienten, und qi, q., - - - » ¢s Seien beliebig vorgegebene
Primzahlen. Dann existiert stets eine solche gamze rationale Zahl a, daf
g (a) mindestens einen von ¢, s, - - -, ¢, verschiedenen Primteiler besitzt.
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Beweis. Wenn a,=0 ist, so ist g (¢) = 2g9,(®), wo g,(x) ein
ganzzahliges Polynom bezeichnet. Da es sicher eine von den ¢,,q., ---,
q. verschiedene Primzahl ¢ gibt, so ist g (¢) = ¢g,(¢) durch ¢ teilbar.
‘Wir wollen also den Fall betrachten, wo a,7%= 0 ist. Zunichst kann
man

Cn=cqr gs -+~ @b (bag)=1, =0 (i=12---,9)
setzen, wo b eine natiirliche Zahl ist und ¢ =1 oder — 1 bezeichnet,
je nachdem a, positiv oder negativ ist. Da

lim | g2 '+ -+ 4+ Qu_y | —> o0
Z-poo

ist, so kann man eine natiirliche Zahl M so bestimmen, dal fir jede
natiirliche Zahl N > M stets |a, N*'+ --. + a,_,| > 1 ist. Offenbar

kann man die natiirlichen Zahlen 4, ---, g, so bestimmen, daB g
groBer ist als y(¢=1,..-,8) und a = gt . b>M ist. Fur
dieses a gilt:

g@=q g g blg T g T (@am T e aal) + €]

und die in der eckigen Klammer stehende Zahl besitzt offenbar einen
von den ¢,, ¢, -+ -, g, verschiedenen Primteiler, w.z.b.w.

Folgerung 1. Ist K der kleinste, K enthaltende galoissche Kérper
ilber P, so zerfillt in K eine Primzahl voll, wenn sie kein Diskrimi-
nantenteiler von K /P ist und ein Primideal 1. Grades als einen
Primteiler besitzt. Es gibt also unendlich viele Primzahlen, welche
in K, um so mehr in K, vollzerfallen.

2%t
Folgerung 2. Ist K= P(e™) ein Kreisteilungskérper, so zerfillt
eine Primzahl » mit p 4 m dann und nur dann in K voll, wenn die
Kongruenz

p=1 mod m

erfillt ist. Da es unendlich viele Primzahlen gibt, welche in K
vollzerfallen, so ist folgender Satz bewiesen :
Es gibt unendlich viele Primzahlen, welche der Kongruenz

T = 1 mod m
geniigen ; d.h. es gibt unendlich viele Primzahlen von der Form
mt+1 (t=1,2,--+,m, --).



