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Construction of canonical systems of basic invariants for finite reflection groups

（有限鏡映群の標準不変式系の構成）

博士学位論文審査等の結果について（報告）

本論文では，実または複素有限鏡映群の不変式論，特に標準不変式系の理論の研究が行われている。

有限鏡映群，及びその不変式論は，数学の様々な分野に現れる興味深い対象である。Chevalley (1955)

の古典的定理より n 次元ベクトル空間に作用する有限鏡映群の不変式環は，代数的に独立な n 個の斉次

不変式により生成される。これら n 個の不変式の集まりを基本不変式系という。基本不変式系の次数全

体は，群により一意的に定まるが，基本不変式系自身の取り方には様々な選択肢がある。従来から，不

変式論が現れる数学の状況に応じて，それに相応しい基本不変式系の取り方が研究されて来た。標準不

変式系もそのような選択肢の一つである。

標準不変式系の概念は，多面体調和関数論の研究に関連して Flatto (1968) により導入された。古典

的な調和関数は，球面に関する平均値の性質を用いて特徴付けられる (Gauss の定理)。それでは，球面

を多面体に置き換えたとき何が起きるのかを研究するのが，多面体調和関数論である。Flatto たちの研

究は正多面体，特にその頂点（0 次元骨格）に対するものが主であったが，その後，正多面体とは限ら

ない任意の多面体の各次元の骨格に対する一般論が Iwasaki (1997) により与えられた。その結果，多面

体調和関数論は，古典的な調和関数論とは非常に異なった組合せ解析的構造を持つことが明らかとなっ

た。これに密接に関連する話題として，群調和関数論がある。後者は，与えられた群に対する不変偏微

分方程式系の理論であるが，直交群 O(n) には古典的な調和関数論が対応する。有限鏡映群に対する群

調和関数論は Steinberg (1964)により確立され，その不変式論・表現論的な意味付けが明らかにされた。

さて，多面体調和関数全体の空間は，多面体の対称群に付随する群調和関数全体の空間を常に含むこ

とが知られている。多面体の対称群が，重複次数を持たない実有限鏡映群の場合，両空間が一致する為

の必要十分条件が標準不変式系の言葉で与えられた (Iwasaki 1999)。この意味で標準不変式系の研究が

重要となる。実有限鏡映群に対する標準不変式系の存在は Flatto-Wiener (1968, 1969) により示された

が，構成的ではなかった。その後，An, Bn, Dn, I2(m) 型実鏡映群の標準不変式系に対する一つの具体的

公式が Iwasaki (1997) により与えられた。更に F4, H3, H4 型に対しては Iwasaki-Kenma-Matsumoto

(2002) により与えられた。しかし，E6, E7, E8 型の実鏡映群に対する具体的構成や，また標準不変式系

の理論自体の複素鏡映群への拡張は，これまで行われて来なかった。

そこで，著者は N. Nakashima および H. Terao との共同研究により，標準不変式系の概念に新しい理

論的基盤を与え，それを用いて，標準不変式系の存在，及び線形変換による推移性を除いての一意性を



証明した。この理論化により，標準不変式系の概念と Steinberg 理論との関係が明瞭になると共に，標

準不変式系の理論自体を自然に複素鏡映群へ拡張することが可能となった。上記の証明は，任意の基本

不変式系から出発して，求める標準不変式系へ至るまでの具体的な手続きを与えているという点で構成

的である。また，有限鏡映群の分類理論とは独立な構成法となっており，実の場合に残されていた E6,

E7, E8 型を含んで，すべての実または複素有限鏡映群へ統一的に適用することができる。

上記の構成において鍵となるアイデアは，考えている有限鏡映群を W とするとき，群調和多項式を係

数とする不変微分形式の空間 ΩW，及び求める標準不変式系の入れ物となるべき線形空間 FW の導入，

両者の外微分作用素による同型 d : FW
∼→ ΩW の確立，及びその逆写像 ε : ΩW

∼→ FW の記述である。

また，一般の多項式を群調和多項式へ切り落とすエルミート作用素 ϕ : f 7→ ((f,∆), ∆) の導入，及び作

用素 ϕ の微分形式の空間への拡張 ϕ̃ も重要となる。このとき，任意の基本不変式系 h1, . . . , hn に対し

て ωi = ϕ̃ ◦ dhi とおくと，ω1, . . . , ωn は ΩW の線形基底をなす。更に fi = ε(ωi) とおくと，f1, . . . , fn

は FW の線形基底をなす。最後に f1, . . . , fn を正規直交化すれば，その結果が求める標準不変式系を与

える。以上が，本論文における構成法の概要である。

また，上記の構成法とは別に，著者単独で，無限系列の複素有限鏡映群 G(m, p, n) に対する標準不

変式系の具体的公式を与えた。この系列の群は，特殊な場合，すなわち (m, p, n) = (1, 1, n) の場合は

An−1 型，(2, 1, n) の場合は Bn 型，(2, 2, n) の場合は Dn 型の実鏡映群となり，これらに対する公式は

Iwasaki (1997) により与えられた。著者の公式は，任意の (m, p, n) に対する一般化となっている。

以上をまとめると，著者は，実または複素有限鏡映群の標準不変式系に関する理論面および構成法に

おいて新しい知見を得たものであり，有限鏡映群の不変式論に対して貢献するところ大なるものがある。

よって著者は，北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものと認める。


