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1. 諸言 

 

 

 

1.1 フェーズフィールド法とマルチスケール計算 

 

フェーズフィールド法(Phase Field Method; PFM)1-4) は合金組織の時間発展過程のシミ

ュレーションを行う強力な手法として広く知られている．PFMは組織の状態を記述する物

理量の空間分布の時間発展過程を計算することで組織の時間発展過程を扱う現象論的モデ

ルであり，デンドライト成長 5,6) やスピノーダル分解 7-10)，規則/不規則変態 11-15)といった幅

広い現象に適用することができる．近年，PFMは組織計算に留まらず有限要素法 16)や均質

化法 17)などの他の数値計算手法と組み合わせることにより機械的/機能的性質までをも評価

し得るものとなっている． 

 PFMに関する数ある研究の中でも一つの主流となっているのは，大規模計算によって空

間・時間のスケールアップを図るというものである．とりわけ，近年の計算機性能の向上

により扱える空間メッシュの数は飛躍的に増加した．これにより，大きなスケールの現象

の原因となるミクロスケールの現象を明らかにすることができるようになった．あるいは

逆に，ミクロスケールの現象の協力/競合現象として立ち現れるものとして大きなスケール

の現象を予測することも可能となってきた． 

 

 

 

1.2 マルチスケール計算における粗視化の課題 

 

一般的に，異なる空間スケールをつなぐためには何らかの平均化操作が必須となる．統

計力学においては，この過程は粗視化 18, 19)として知られる．比熱や密度，圧力といった系

のマクロな物理量というのは，ミクロスケールの状態の空間的/時間的平均量として現れる．

これは，ミクロスケールの詳細な情報は見ずに，より大きなスケール域で平均化された情

報のみを見るということである．同様に，材料のマルチスケールの取り扱いにおいては，

メソスケールの内部組織はミクロスケールの原子配列の詳細な情報を粗視化したものとし

て現れる．さらに，材料の機械的性質，機能的性質といったマクロスケールの特性という

のは内部組織の情報が粗視化されたものとして得られると考えられる(図 1.1)． 

粗視化の厳密な条件として，スケールの変化に対して分配関数が不変であることが求め

られるが，複雑な組織の形成過程に対してその条件を実際に適用するのは困難である．そ

のため，実際的な平均化操作が代替として用いられてきた．その最も単純なものは，ある

領域内の平均値をとるというものであり，移動平均法やガウシアンフィルタといった平均
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化操作は画像に含まれる細かなノイズを低減させて画像全体の大まかな特徴を見る目的で

広く用いられている 20)．しかしこのような手法を組織画像に対して適用すると，あるスケ

ールにおける詳細な情報が失われていき，そこで本質的な情報が失われてしまうとマルチ

スケール計算を行なっても満足な結果を得られないという問題がある． 

 

 

 

1.3 内部組織の特徴とその評価方法 

 

材料の内部組織の特徴は，図 1.2 に示すα/κラメラー組織 21) や図 1.3 に示す Ni 基超合

金のγ/γ’組織 22) などに見られるように，実に様々である．そして，多結晶材料の強度と

結晶粒径の関係を示した Hall-Petch 則 23)や，析出物の大きさや間隔といった空間分布の状

態によって変化する析出強化の機構 24)のように，材料の機械的性質や機能的性質がその内

部組織の特徴に強く依存することは広く知られている事実である．よって，計算によって

得られた内部組織でも，実際の相の体積率や形態，空間分布といった特徴が再現されてい

ることが重要である．これは，内部組織の時間発展を支配する系の自由エネルギーの記述

を厳密化することで達成されてきた．Mohri 
25) らは FLAPW 法とクラスター変分法(Cluster 

Variation Method; CVM) 26-29)，PFM を組み合わせた電子状態の全エネルギー計算に基づく

Fe-Pd系の内部組織の計算を行った． 

一方で，組織計算は一種の画像生成プロセスであるともいえる．計算により得られた組

織画像に明瞭なコントラストがなければ，どれだけ自由エネルギーを正確に記述しようと

も有用な情報は得られない．PFM に基づくマルチスケール計算を行うには，粗視化の過程

は不可避である．しかし，そのようにして生成された内部組織の特徴を定量的に評価する

ことは容易ではなく，平均化前後で元の特徴がどの程度保持されているかを評価する方法

は確立されていない．  

上述の観点から，PFM により生成した組織画像の再現性について，変分原理に基づく画

像評価法およびスペクトル解析を利用した解析手法の系統的な研究を行った． 

  

 

 

1.3.1 変分原理に基づく画像評価法 

 

Tanakaと Morita 
30,31) は，変分原理に基づく統計力学的手法を利用して，ノイズが入り劣

化した画像から元画像の復元を行った．Tanaka と Morita による研究とその理論については

3 章で概説するが，その核となるのはベイズ統計である．事象 𝐴 が起こる確率を 𝑃(𝐴)，

事象 𝐴 が起きたという条件の下で事象 𝐵 が起きる条件付き確率を 𝑃(𝐵|𝐴) とする．事象 



3 

 

𝐵 が起きたという条件の下で事象 𝐴 が起きる条件付き確率 𝑃(𝐴|𝐵) は，以下のベイズの定

理で与えられる． 

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐵|𝐴)𝑃(𝐴)

∑ 𝑃(𝐵|𝐴)𝑃(𝐴)𝐴
   (1.1) 

ここで，Σ𝐴 は全ての起こりうる事象 𝐴 について総和をとることを意味している．ベイズ

の定理を画像修復の問題に応用する際の基本的な考え方を TanakaとMoritaの論文 30,31)に基

いて以下に記す． 

図 1.4(a) の original image に対して，ランダムノイズが加えられ劣化した画像が 図 1.4 

(b) の damaged image である．今，この damaged image を復元し，original image に近づけ

るという問題を考える．白黒の二値画像をイジングモデルとみなし，original image の配列

を𝑠𝐼 = {𝑠1, 𝑠2, ⋯ , 𝑠𝐿}で表す．ここで，𝐿 は格子点の総数，s𝑖 は格子点 i の色が黒のとき 1 ，

白のとき －1 となる関数である．同様に，damaged image の配列をℎ𝐼 = {ℎ1, ℎ2, ⋯ , ℎ𝐿}と

すると，ベイズ統計 46) における復元画像の条件付き確率は以下のようになる． 

𝑃(𝑠I|ℎI) =
𝑃(ℎI|𝑠I)𝑃(𝑠I)

∑ 𝑃(ℎI|𝑠I)𝑃(𝑠I)𝑠I

   (1.2) 

ここで，∑ = ∑ ∑ ⋯𝑠2=±1 ∑  𝑠𝐿=±1𝑠1=±1𝑠𝐼
である．  

 original image 𝑠𝐼  から  damaged image ℎ𝐼  が得られるときの条件付き確率分布が

𝑃(ℎI|𝑠I) である．今，𝑠𝐼 と ℎ𝐼 で色が異なっている格子点の割合 𝜎̅1 が既知であるとし，

以下の拘束条件 (1.4) および規格化条件 (1.5) の下でエントロピー (1.3)  を最大化す

ることで，条件付き確率分布 𝑃(ℎI|𝑠I) は式 (1.6) のように導くことができる． 

𝑆 ≡ − ∑ 𝑃(ℎI|𝑠I) ln 𝑃(ℎI|𝑠I)

ℎI

   (1.3) 

1

4
∑ ∑(ℎ𝑖 − 𝑠𝑖)

2𝑃(ℎI|𝑠I)

ℎi𝑖

= 𝐿𝜎𝑖   (1.4) 

∑ 𝑃(ℎI|𝑠I)

ℎi

= 1   (1.5) 

𝑃(ℎI|𝑠I) = exp [(𝐹(1) − ∑
1

2
(ℎ𝑖 − 𝑠𝑖)

2

𝑖

) 𝑇1⁄ ]    (1.6) 

1 𝑇1⁄  および 𝐹(1) 𝑇1⁄  は Lagrange 未定乗数項である． 

 同様に， original image 𝑠𝐼 の確率分布 𝑃(𝑠I) について，互いに異なる色である隣接格

子対の割合 𝜎̅2 が既知であるとすると，確率分布 𝑃(𝑠I) は拘束条件 (1.7) および規格化

条件 (1.8) の下でエントロピー (1.6)  を最大化することで式 (1.9) のように導くこと

ができる． 
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𝑆(2) ≡ − ∑ 𝑃(𝑠I) ln 𝑃(𝑠I)

𝑠I

   (1.6) 

1

4
∑ ∑(𝑠𝑖 − 𝑠𝑗)

2
𝑃(𝑠I)

𝑠I(𝑖𝑗)

= 𝐿2𝜎2   (1.7) 

∑ 𝑃(𝑠I) = 1

𝑠I

   (1.8) 

𝑃(𝑠I) = exp [(𝐹(2) − ∑
1

2
(𝑠𝑖 − 𝑠𝑗)

2

(𝑖𝑗)

) 𝑇2⁄ ]    (1.9) 

1 𝑇2⁄  および 𝐹(2) 𝑇2⁄  は Lagrange 未定乗数項である．また，𝐿2 は格子対の総数であり，

∑  (𝑖𝑗) は全ての格子対について総和をとることを意味している． 

 式 (1.6) および式 (1.9) を式 (1.2) に代入することで，以下の式 (1.10) が得られる． 

𝑃(𝑠𝐼|ℎ𝐼) =
exp [

1
𝑇 (−

1
2 𝐽 ∑ (𝑠𝑖 − 𝑠𝑗)

2
−

1
2

∑ (ℎ𝑖 − 𝑠𝑖)2
𝑖𝑖,𝑗 )]

∑ exp [
1
𝑇 (−

1
2 𝐽 ∑ (𝑠𝑖 − 𝑠𝑗)

2
−

1
2

∑ (ℎ𝑖 − 𝑠𝑖)2
𝑖𝑖,𝑗 )]𝑠𝐼

  (1. 10). 

ここで，𝑇 = 𝑇1，𝐽 = 𝑇1 𝑇2⁄  である．以上のようにして変分原理により導出された条件付き

確率を最大化することで，求める復元画像が得られる． 

組織画像に対して平均化操作を行うと画像の sharpness が失われてぼやけてしまい，再

現性が低くなる．これを劣化した画像の復元問題と同種のものと考えれば，Tanakaらの用

いた手法を利用して組織画像の再現性評価を行うことができると考えられる． 

 

 

 

1.3.2 スペクトル解析 

  

スペクトル解析とは，フーリエ変換(あるいはフーリエ級数)によって時系列データや場の

量の空間変動に含まれる周波数成分の強度分布を調べる解析手法であり，周期性や類似性

を定量的に評価することができる． 

材料科学の分野においてもスペクトル解析は広く利用されている．例えば X 線構造解析

は，X 線散乱強度は結晶の電子密度分布をフーリエ変換し，その絶対値の二乗をとることで

与えられるという原理に基づいて行われる 32)．また，材料組織の特性化にも用いられてお

り，Ohnuma ら 33) は小角散乱によって ODS鋼のナノスケールの酸化物サイズを定量的に評

価した．さらに，顕微鏡観察によって得られた組織画像を対象とした解析も行われている．

例として，Al-Ni系合金における析出物間隔が画像のスペクトル解析によって得られている
34)．Yaoら 35) はスペクトル解析によって 1045鋼の破面を定量的に特徴付けた．また，Laschet

ら 36) は多孔質材の空隙の空間分布をスペクトル解析を用いて評価した． 
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スペクトル解析の例として，二次元組織画像の解析例を以下に示す．ある画像が輝度値

の二次元分布𝐼(𝑥, 𝑦) として与えられているとすると，そのフーリエ変換は式(1.12)で表され

る． 

𝛨(𝑢, 𝑣) = ∫ ∫ 𝐼(𝑥, 𝑦)𝑒𝑥𝑝{−2𝜋𝑖(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣)}𝑑𝑥𝑑𝑦
∞

−∞

∞

−∞

　               　(1.11) 

ここで，u, v は周波数成分である．パワースペクトルは以下のように定義される． 

𝑃(𝑢, 𝑣) = |𝛨(𝑢, 𝑣)|2　               　(1.12) 

これは各周波数成分の強度を意味している．画像に周期的なパターンが含まれていれば，

パワースペクトルにはそれに対応したピークが現れる．図 1.5 および図 1.6 はそれぞれ，

図 1.2，図 1.3の組織画像から得られたパワースペクトルを示したものである．画像の中心

が原点であることに注意すると，図 1.5ではラメラー組織の配列方向，図 1.6では粒の配置

パターンに対応したパワースペクトルの分布になっていることが確認でき，それぞれの組

織写真に存在する相の空間分布の情報が表れる結果となっている． 

スペクトル解析は組織画像の再現性評価の手法としても利用できると考えられるが，そ

のような方向での研究は現在のところ報告されていない． 

 

 

 

1.4 目的 

 

 以上のような背景の下，本研究では PFM により計算した組織について Tanaka らにより

用いられた手法およびスペクトル解析により評価を行い，それが組織評価の方法として適

用可能かどうかを調査することを目的とした． 

 本論文の構成は以下の通りである．第 2章では，組織の時間発展を記述する PFMについ

て概説し，規則-不規則変態による規則ドメインの成長過程および相分離過程の計算を PFM

を用いて行う．第 3 章では，第 2 章の計算により得られた組織を用いて，ベイズ統計に基

づく平均化操作による組織の変化の定量的評価を行う．第 4 章では，スペクトル解析によ

る組織の変化の定量的評価を行う．第 5章では，本論文の総括を述べる． 

 

 

 

 

 

 

 



6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1.1 材料のマルチスケール性． 
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     図 1.2 Fe-Mn-Al-C α/κラメラー組織[1]
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図1.3 Ni基超合金 γ / γ´ 組織[2] 
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(b) (a) 

図1.4  画像の劣化30,31)．(a) Original image.(b) Damaged image.  



9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     図 1.5 Fe-Mn-Al-C α/κラメラー組織画像[1]のパワースペクトル 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図1.6 Ni基超合金 γ / γ´ 組織[2]のパワースペクトル 
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2. フェーズフィールド法 

 

 本研究では，評価の対象となる組織の計算を，PFMを用いて行う．この章では，PFM に

ついて概説した後，その計算理論を説明する．そして，規則ドメインの組織発展と相分離

過程の計算結果を示す． 

内部組織の計算を行うことは，内部組織に存在する界面の分布を計算することに等しい．

従来の取り扱いでは，界面のみに着目し界面自体の運動方程式が定式化される．この範疇

においては，界面は ” sharp interface “ ，つまり幅を持たない線であるとみなされる．例

として，α母相中のβ析出物が時間と共に shrink していく様子を模式的に表した図を図

2.1に示す．これに対して，PFMでは，濃度や長距離規則度(Long-Range-Order parameter, 

LRO)といった空間物理量の時間発展を計算することで，内部組織の計算を行う．界面の存

在は，それら空間物理量の不均一性として表現される．例として，結晶系が等しく濃度が

異なる α 相と β 相の二相が共存する系を考える．α 相の濃度を 𝐶𝛼 ，β 相の濃度を 𝐶𝛽 と

すると，この二相の間の界面は濃度が 𝐶𝛼  から 𝐶𝛽 へ連続的に変化する領域として表現さ

れる(図 2.2)．sharp interface model と異なり，界面が有限の幅を有するのが特徴である．

図 2.3 に，空間物理量の時間発展として組織を記述した場合の模式図を示す．PFM で組織

発展の計算を行う際には，空間を離散化し，それぞれの空間点における物理量を計算する

が，これは pixel 上の輝度で表される画像と容易に対応付けることができ，画像処理の手

法を持ち込む際に都合が良い，ということを指摘しておく． 

空間物理量は濃度のような保存量と，LRO のような非保存量とに区別される．前者に対

しては Cahn-Hilliard方程式が，後者に対しては Time-Dependent Ginzburg-Landau 

(TDGL) 方程式が，それぞれ時間発展挙動を記述する．この二つの式を自由エネルギーに

対して連立させて解くことで平衡状態へ向かうような組織の時間発展を記述する． 

 

 

 

2.1 計算理論 

 

 この節では，PFMを用いる上で重要となる不均一系化学的自由エネルギー，および保存

量・非保存量の時間発展方程式について概説する．各式の導出過程については大野の博士

論文 1)に詳しい． 

 系全体の化学的自由エネルギー 𝐹𝑐ℎ𝑒𝑚 は均一系自由エネルギー密度 𝑓0[𝑐, {𝜂𝑖}] と勾配エ

ネルギー項の総和として与えられ，以下のようになる． 

𝐹𝑐ℎ𝑒𝑚 = ∭ (𝑓0[𝑐, {𝜂𝑖}] + 𝜅𝑐 (𝛻𝑐)2 + ∑ 𝜅𝑖 (𝛻𝜂𝑖)2

𝑖

)
𝑉

∙ 𝑑𝑉   (2. 1) 
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ここで，V は系の体積，𝜅𝑖  はある空間物理量 𝜂𝑖 についての勾配エネルギー係数である． 

時間発展過程は以下の Cahn-Hilliard 方程式と Time Dependent Ginzburg Landau 方程

式に基づき計算される 37,38)． 

𝜕𝑐

𝜕𝑡
= 𝛻 ∙ {𝑀 ∙ 𝛻 (

𝛿𝐹𝑐ℎ𝑒𝑚

𝛿𝑐
)}   (2. 2) 

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝑡
= − ∑ 𝐿𝑖𝑗 ∙

𝛿𝐹𝑐ℎ𝑒𝑚

𝛿𝜂𝑗
𝑗

  (2. 3) 

ここで，𝑀  および  𝐿𝑖𝑗  はそれぞれ移動度と緩和定数である．式  (2. 2)  の変分項は 

Euler-Lagrange方程式によって以下のように微分形式に書き直すことができる． 

𝜕𝑐

𝜕𝑡
= 𝑀𝛻2 (

𝜕𝑓0

𝜕𝑐
− 2𝜅𝑐𝛻2𝑐)   (2. 4) 

ここで，移動度 𝑀 は組成に依存しないものと仮定している．式 (2. 3) についても同様に， 

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝑡
= − ∑ 𝐿𝑖𝑗 (

𝜕𝑓0

𝜕𝜂𝑗
− 2𝜅𝑗∇2𝜂𝑗)

𝑗

  (2. 5) 

となる．式 (2. 4) はCahn-Hilliard 方程式，式 (2. 5) は，非保存量が一変数の場合，Allen-Cahn 

方程式と呼ばれるものであり，それぞれ保存量と非保存量に関する TDGL 方程式と等価で

ある．PFMでは，これら二つの式を自由エネルギー密度関数 𝑓0 について連立させて扱う．

この時，系の変態経路は最急下勾配に限定されていることに注意すべきである．これは系

が平衡状態に近い場合にのみ正当化される扱いである．式 (2. 4) および式 (2. 5) により実

際に組織の時間発展の計算を行う際には有限差分法により計算され，従って組織は離散デ

ータ点上で扱われることになる． 

 

 

 

2.2 計算結果 

 

 PFM により計算した不規則相中の規則ドメインの成長過程，相分離過程についての結果

を示す．この後の章で，ここで計算された組織に対して特徴の評価を行う． 

 

 

 

2.2.1 計算手法 

 

 本節では，系の熱力学的状態が濃度 𝑐 [V−1] および LRO 𝜂 のみによって区別される系
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を考え，規則-不規則変態によって組織発展が進行していく場合の計算を行う．規則-不規則

変態を記述する自由エネルギー密度関数として，ここでは Landau 展開による多項式近似
39) を採用した． 

𝑓0[𝑐, 𝜂] =
1

2
𝐴 ∙ (𝑐 ′ − 𝑐)2 +

1

2
𝐵 ∙ (𝑐" − 𝑐) ∙ 𝜂2 −

1

4
𝐷 ∙ 𝜂4 +

1

6
𝐸 ∙ 𝜂6   (2. 6) 

ここで，𝐴, 𝐵, 𝐷, 𝐸, 𝑐 ′, 𝑐" は現象論的定数である．式 (2.6) は温度の項を陽に含んでいな

いが，各定数の値を適宜調整することで規則-不規則変態に関する自由エネルギー曲線を再

現することができる．本研究では議論を簡便化するために，𝜂 = 0.0，𝑐 = 0.2 の不規則相，

𝜂 = ±1.0，𝑐 = 0.8 の規則相の所で等しく極値 0 をとるように各定数の値を設定した．各

定数の値はそれぞれ，𝐵 𝐴⁄ = 1.2, 𝐷 𝐴⁄ = 𝐸 𝐴 =⁄ 1.2，𝑐 ′ = 0.2，𝑐" = 0.8 と与えている．な

お，有限温度においてはエントロピーの効果により平衡状態の規則相の LRO は 1.0 にはな

らないことに注意すべきである．図 2.4 に，この自由エネルギーの等高線図を示す． 

 式 (2.4) の Cahn-Hilliard 方程式と式 (2. 5) の TDGL 方程式(この場合は一変数のため

Allen-Cahn 方程式)を，式 (2. 6) の自由エネルギー密度関数について連立させると， 

𝜕𝑐

𝜕𝑡′
= 𝑀∗∇2 (

𝜕𝑓0
∗[𝑐, 𝜂]

𝜕𝑐
− 𝜅∗∇2𝑐)    (2. 7) 

𝜕𝜂

𝜕𝑡′
= − (

𝜕𝑓0
∗[𝑐, 𝜂]

𝜕𝜂
− ∇2𝜂)    (2. 8) 

となる．ここで， 

𝑡′ = 𝐴 ∙ 𝐿 ∙ 𝑡   (2. 9) 

𝑥′ = 𝑥√𝐴 (2𝜅𝜂)⁄    (2. 10) 

𝑀∗ = 𝑀𝐴 (2𝜅𝜂𝐿)⁄    (2. 11) 

𝜅∗ = 𝜅𝑐 𝜅𝜂⁄    (2. 12) 

𝑓0
∗[𝑐, 𝜂] = 𝑓0[𝑐, 𝜂] 𝐴⁄   (2. 13) 

として，全て無次元化してある． 

 

 

 

2.2.2 規則-不規則変態による規則ドメイン成長過程の計算 

 

 図 2.4 を見ると、不規則相と規則相の間には自由エネルギー障壁が存在していることが

わかる．このときの規則-不規則変態は一次変態であり，自発的に進行しない．よって，変

態が開始されるためには熱ゆらぎが必要である．本計算では陽にゆらぎを定式化する代わ

りに，乱数を用いて規則ドメインの核をランダムに配置した状態を初期条件として，式 

(2. 7) および式 (2. 8) により組織の時間発展の計算を行った．計算条件は，メッシュサイ
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ズ 256 × 256，周期的境界条件とした．各パラメーターの値は，𝑀∗ = 1.0，𝜅∗ = 1.0 とし，

平均組成は 0.5 として与えた．図 2.5に，計算結果を示す．本論文では，計算により得られ

た組織はすべて LRO の空間分布として表示する．これは，暗視野画像の強度が |η|
2
 に比例

することから，電子顕微鏡による規則ドメインの成長過程の観察と対応させるためである． 

図 2.5 (a)-(e) は，それぞれ時刻 𝑡′ = 0.0, 3.0, 7.0, 11.0, 30.0 の時の組織の LRO 𝜂 の空間

分布を示している．図の横軸と縦軸はそれぞれ，無次元化した 𝑥′ 座標および 𝑦′ 座標であ

る．LRO の値は図 2.5(a)のグレースケールに示されており，白い領域が規則相，黒い領域

が不規則相を表している． 

この系の平衡状態における規則相と不規則相の体積率は 1: 1 であり，規則相と不規則相

を隔てる異相境界(Interphase Boundary, IPB)の移動によって時間と共に規則ドメインが粗大

化して平衡体積率へと向かう．系が平衡体積率へ達した後は，小さな規則ドメインが縮小，

消失し，大きな規則ドメインが増々粗大化するという，いわゆるオストワルド成長が起き

ていることが確認できる．析出粒子の母相に対する溶解度は以下の Thomson-Freundlich の

式 40) により，その粒子半径𝑟に依存することがわかる． 

𝑅𝑇 ln
𝑋𝑖(𝑟)

𝑋𝑖(∞)
=

2𝑉̅𝑖𝜎

𝑟
   (2. 14) 

ここで，𝑅は気体定数，𝑇は温度，𝜎 は界面張力である．また，𝑋𝑖(𝑟) および 𝑋𝑖(∞) はそ

れぞれ，粒子半径 𝑟 と半径 ∞ の場合における成分 𝑖 の母相中への溶解度であり，𝑉̅𝑖 は

成分 𝑖 のモル体積である． 

式(2. 14) により，サイズの異なる粒子間には濃度勾配が生じ，小さな粒子から大きな粒

子へ溶質が拡散することで小さな粒子は溶解し，大きな粒子は粗大化していく．このよう

にして，系全体の自由エネルギーを減少させながら組織の特徴は時々刻々と変化していく． 

 

 

 

2.2.3 相分離過程の計算 

 

 2.2.2 節の場合とは異なる初期条件を与え，𝑐 = 0.4 ，𝜂 = 0.577 の均一な系に対して微小

な濃度ゆらぎを加えた状態から計算を行った．その他の計算条件は 2.2.2 節と同様である． 

 図 2.6 (a)-(e) は，それぞれ時刻 𝑡′ = 0.0, 8.0, 12.0, 16.0, 24.0 の時の組織の LRO 𝜂 の空間

分布を示している．均一な状態から特定の波長を持ったゆらぎが優先的に増幅され，規則

相と不規則相に分離していく様子が確認でき，相分離過程において典型的な変調構造が形

成されていることがわかる． 

ここで見られる相分離過程は規則化を伴うものであり，Fe-Al
41,42)，Cu-Mn-Al

43)，Cu-Zn
44)

合金などで報告されている．このような現象は，相互作用パラメーターの正負によって相

分離と規則化の内どちらか一方が起こる単純なモデルでは説明できず，第二近接対，第三
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近接対の相互作用まで考慮に入れることではじめて理解されるものである 45)．ただし，本

研究で用いている自由エネルギー関数 (2.6) は現象論的なモデルであり，実際に原子の相

互作用エネルギーを考慮しているわけではないことに注意すべきである． 

 

 

 

2.3 結言 

 

 本章では，PFM理論の核となる不均一系化学的自由エネルギーおよび Cahn-Hilliard 方程

式と Allen-Cahn 方程式により記述される時間発展原理について概説した．以上のように，

PFM により計算した組織画像は実材料の組織と同様な特徴を有していて，なおかつ実際の

顕微鏡による組織観察の際に意図せず入ってしまう種々のノイズが含まれていない．その

ため，本研究ではこのような計算組織画像を評価の対象として選んだ．第 3 章，第 4 章で

は組織の特徴，あるいは特徴の変化を定量的に評価する方法について議論していく． 
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図 2.1 析出物の shrink 過程(sharp interface model) 
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図 2.2 α-β界面近傍の濃度プロファイル 

 

図 2.3 析出物の shrink 過程(diffuse interface description) 
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図 2.4 𝑓0[𝑐, 𝜂] 𝐴⁄  の等高線図 
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図 2.5 規則–不規則変態中の組織の時間発展． 

(a) t ′ = 0.0 (b) t′ = 3.0 (c) t ′ = 7.0 (d) t′ = 11.0 (e) t ′ = 30.0 
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図 2.6 相分離過程における組織の時間発展． 

(a) t ′ = 0.0 (b) t′ = 8.0 (c) t ′ = 12.0 (d) t ′ = 16.0 (e) t′ = 24.0 



20 

 

3. 変分原理に基づく組織の特徴の評価 

 

 前章では，不規則中における規則ドメインの成長過程および相分離過程の時間発展挙動

をフェーズフィールド法により計算した．その時間発展過程では組織の特徴は時々刻々と

変化していく．本章では，Tanaka ら 30,31) により画像復元に用いられた変分原理に基づく

統計力学的手法を応用した，組織の特徴の変化の定量的評価方法について述べる．そして，

その方法を用いて，前章で得られた組織の計算結果に対して実際に組織の特徴の変化を評

価していく．第 1 章で述べたように，マルチスケール計算における粗視化を行うと，材料

の内部組織の詳細な情報が失われる．そこで，本研究では平均化操作を行うことで組織に

どの程度の変化が起こるかを評価した． 

 

 

 

3.1 組織の変化の評価方法 

 

 1.3.1節で述べたように，ベイズ統計 46) における復元画像の条件付き確率は式 (1.10)で

表すことができる．式 (1.10) を見ると，統計力学における Gibbs分布 47)と数学的に同等の

式であることがわかる．よって，𝑇を温度，𝐽 を原子間相互作用エネルギーとみなすことで，

damaged image で与えられる不均一外場下におけるイジングモデルの場合と同等と考える

ことができる．その系の自由エネルギーを最小化することで最大確率の分布が求められ，

復元画像が得られる． 

ここでは，自由エネルギー式の記述に CVM を用いる．CVM では，自由エネルギーの変

数に多体のクラスター濃度を導入して，広範な原子間相関を考慮したエントロピーの定式

化を行うことができる．Bragg-Williams近似 48,49) やBethe近似 50) といった近似手法はCVM

に包括されるものであり，CVMの範疇においてはそれぞれ点近似，対近似と呼ばれる． 

CVM の対近似により記述されたイジングモデルの自由エネルギーは以下のようになる． 

𝐹 = 𝐸{𝜌𝑖(𝑠𝑖), 𝜌𝑖𝑗(𝑠𝑖, 𝑠𝑗)} − 𝑇𝑆{𝜌𝑖(𝑠𝑖), 𝜌𝑖𝑗(𝑠𝑖 , 𝑠𝑗)}   (3. 1) 

ここで，𝜌𝑖(𝑠𝑖) は格子点 i における 𝑠𝑖 の点確率，𝜌𝑖𝑗(𝑠𝑖, 𝑠𝑗) は格子対 ij における 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗 

の対確率である．式 (3.2) の自由エネルギーに関して，simulated annealing 51) により逐次的

にパラメーター 𝑇 を減少させていくことで図 3.1 (c)-(f) の復元画像が得られる． 

復元画像の original image に対する復元率を表すものとして，ここでは 

R =
1

4𝐿
∑[𝑠𝑖

(0)
− 𝑠𝑖𝑔𝑛(〈𝑠𝑖 〉𝑖)]

2

 
𝑖

  (3. 2) 

R2 =
1

4𝐿2
∑[𝑠𝑖𝑔𝑛(〈𝑠𝑖 〉𝑖) − 𝑠𝑖𝑔𝑛(〈𝑠𝑗 〉𝑗)]

2
 

𝑖𝑗

   (3. 3) 

なるパラメーターを用いている． 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥) は 𝑥 > 0 
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のとき 1 ，𝑥 = 0 のとき 0， 𝑥 < 0 のとき －1 となる関数である．上付き文字 (0) は

original image の値であることを意味している．また， 

〈𝑠𝑖 〉𝑖 = ∑ 𝑠𝑖 𝜌
𝑖
(𝑠𝑖 )

𝑠𝑖=±1

  (3. 4) 

である．R は 𝜌𝑖 について，R2 は 𝜌𝑖𝑗 について original image と比較したパラメーター

となっており，復元画像が original image に近づくほど R の値は 0に，R2 の値は σ̅2 に

近づく．σ̅2 は original image における全格子対に対する黒-白対の割合である．damaged 

image で与えられた条件の下で R，R2 を最小にするような画像が，求める復元画像となる． 

この R および R2 というパラメーターによって組織の再現性を評価するのが本研究で提案

する組織の評価方法である． 

 

 

 

3.1.1 画像再現度のパラメーター 𝑹, 𝑹𝟐 

 

 本研究では，Tanaka, Morita ら 30,31)が画像処理の研究の中で用いた，画像の再現度を評

価するパラメーター 𝑅 ，𝑅2 を参考にし，次のようなパラメーターを定義する． 

𝑅 =
1

𝐿
∑(𝑠𝑖

(0)
− 𝑠𝑖

(1)
)

2

𝑖

   (3. 5) 

𝑅2 =
1

𝐿2
∑(𝑠𝑖𝑗

(0)
− 𝑠𝑖𝑗

(1)
)

2

𝑖𝑗

   (3. 6) 

ここで，𝐿 は格子点の総数，𝐿2 は格子対の総数である．また，𝑠𝑖 は格子点 𝑖 における LRO 

𝜂 の値，𝑠𝑖𝑗 は格子対 𝑖𝑗 における 𝜂 勾配の大きさであり，上付き文字 (0) と (1) は比較

する二種類の組織画像を区別するものである．𝑅 は平均化前後での 𝜂 の値の差をすべての

格子点について和を取ったもので，LRO の空間分布の変化量を表すパラメーターとなって

いる．また，𝑅2 は平均化前後での 𝜂 勾配の値の差をすべての格子対について和を取った

もので，LRO の空間勾配の変化量を表すパラメーターである．二つの組織の異なり度合い

が大きくなるほど 𝑅 および 𝑅2 の値は大きくなる． 𝑅 が 0 のとき，二つの画像は完全に

一致しているが，𝑅2 が 0 の場合には一致しているとは限らないということに注意すべき

である(例えば，勾配の存在しない規則相の均一系と不規則相の均一系の組織画像を比較し

たとき，この二つは明らかに異なるが 𝑅2 の値は 0 となる)． 
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3.1.2 平均化操作 

 

本研究では，組織の平均化の方法として移動平均法，およびガウシアンフィルタを用い

た 46)．移動平均法ではある格子点を中心とした局所領域内の単純平均を取り，ガウシアン

フィルタではガウス関数で重み付けした加重平均を取る．この操作をすべての格子点につ

いて行うことでフィルタリングを施し，組織を平滑化する．平均化前の組織のある格子点 

(𝑖, 𝑗) における長距離規則度(Long-Range-Order parameter, LRO)を 𝑓(𝑖, 𝑗)，平均化後の組

織の格子点 (𝑖, 𝑗) における LRO を 𝑔(𝑖, 𝑗) とすると移動平均の式は， 

𝑔(𝑖, 𝑗) = ∑ ∑
1

𝑙2
𝑓(𝑖 + 𝑚, 𝑗 + 𝑛)

[𝑙 2⁄ ]

𝑛=−[𝑙 2⁄ ]

[𝑙 2⁄ ]

𝑚=−[𝑙 2⁄ ]

   (3. 7) 

である．ここで，[𝑙 2⁄ ] は 𝑙 2⁄  を超えない最大の整数を表し，l は奇数であるとする．以

後，l を平均化領域サイズと呼称する． 

ガウシアンフィルタの式は以下のように与えられる． 

𝑔(𝑖, 𝑗) = ∑ ∑
1

2𝜋𝜎2
𝑒𝑥𝑝 (−

(𝑖 − 𝑚)2 + (𝑗 − 𝑛)2

2𝜎2
) 𝑓(𝑚, 𝑛)

𝑁

𝑛=1

𝑁

𝑚=1

              　(3.9) 

ここで 𝜎2 は分散を表している．この平均化操作では，𝜎2 の値が大きくなるほどより大き

な平均化となる． 

 何らかの平均化操作により内部組織を粗視化していった場合，内部組織の詳細な情報が

失われてしまう．そのときの内部組織の特徴の変化を移動平均法やガウシアンフィルタと

いった単純な平均化操作により再現しようというのが，本研究において組織の平滑化を行

ったねらいである．ただし，ここで行った平均化操作は，系のミクロスケールの記述から

始め，そのスケールにおける現象を支配する自由エネルギーの数学的形式が不変に保たれ

るように平均化し，より大きなスケール域へ情報を伝達していくという厳密な意味での粗

視化を行っているわけではないということに注意すべきである． 

以下では，パラメーター 𝑅，𝑅2 を用いて，組織の特徴の平均化操作による変化を定量的

に評価していく． 

 

 

 

3.1.3 平均化操作による組織の変化の評価方法 

 

 2.2.2 節で行った規則-不規則変態による規則ドメインの成長過程の計算で得られた時刻

𝑡′ = 7.0 と 𝑡′ = 30.0 のときの組織，および 2.2.3節で行った相分離過程の計算で得られた
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時刻 𝑡′ = 24.0 のときの組織を用いて，平均化操作による組織の特徴の変化を評価した．以

後，それぞれの組織を組織①，組織②，組織③と呼称する．評価は，パラメーター 𝑅，𝑅2 を

用いて，平均化操作前の組織と平均化領域サイズ l ( l = 1, 3, 5, …, 81 )で移動平均を行った

後の組織，あるいは分散 𝜎2(𝜎2 = 0.0 ~ 200.0) でガウシアンフィルタを施した組織とを比

較するという方法で行った． 

 

 

 

3.2 結果 

 

 

 

3.2.1移動平均による組織の変化の評価結果 

 

 図 3.2 は組織①~③に関して移動平均を行ったときの平均化領域サイズ l とパラメータ

ー 𝑅 の関係を示したものである．グラフ中の実線と点線 (黒：組織①，赤：組織②，青：

組織③) がそれぞれの組織についての 𝑅 の値とその二階微分の値を表している．平均化領

域サイズ l のときの二階微分の値として，二階差分 𝑢(𝑙 − 1) − 2𝑢(𝑙) + 𝑢(𝑙 + 1) をとった．

ここで，𝑢(𝑙) は平均化領域サイズ l のときの 𝑅 の値である．グラフ中の黒の太線と交わ

る所で二階微分の値は 0となり変曲点をとる． 

 図 3.3 (a)-(c) は組織①と，それに対して平均化操作を行った後の組織を示した LRO の

空間分布であり，それぞれ (a) l = 1 (平均化前)，(b) l = 11，(c) l = 27のときの組織を示し

ている．(a)と(b)を比較すると，平均化により sharpness が低減され規則ドメインの輪郭

がぼやけていることがわかるが，それ以外の組織の特徴の変化は確認できない．平均化領

域サイズをさらに大きくした (c) になると，ほとんど全ての規則ドメインがつぶれて消え

てしまっていることが確認される．図 3.4 (a)-(d)は組織②と，それに対して移動平均を行っ

た後の組織を示した LRO の空間分布であり，それぞれ(a) l = 1 (平均化前)，(b) l = 11，(c) 

l = 27，(d) l = 35 のときの組織を示している．(b) のときには勾配が緩やかになること以外

の大きな変化は確認されなかった．(c)になると比較的小さな規則ドメインがつぶされて消

えてしまっていたり，規則ドメイン間の境界がぼやけてそれぞれがつながっているのが確

認されるが，組織の大まかな特徴はまだ残っている．(d)では組織②の元の特徴がほとんど

失われてしまっている．このときの図 3.2 の 𝑅 の値を見ると，組織①，②のどちらの場合

も平均化領域サイズ l に対して単調増加し，l が大きくなるほど元の組織からの変化が大

きくなっていることがわかる．ここで 𝑅 の変化挙動に注目すると，図 3.3(b) から (c) へ

の組織の変化や図 3.4(c)から(d)への組織の変化に対応するように，図 3.2 の 𝑅 の二階微分

の値は変曲点をとっている．さらに，組織②に対しての 𝑅 の二階微分の値は，組織①の場
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合に比べてより大きな l の値の所で変曲点をとっていることがわかる．これは，規則ドメ

インが成長して大きくなっているためであると考えられる．図 3.5 (a)-(d)は組織③と，それ

に対して移動平均を行った後の組織を示した LRO の空間分布であり，それぞれ(a) l = 1 

(平均化前)，(b) l = 11，(c) l = 27(d) l = 41のときの組織を示している．(b) のときには境界

がぼやける以外の大きな変化は確認されなかったが，(c) になると元の組織の特徴が大きく

失われてしまっていることがわかる．これに対応するように図 3.2 の組織③についての 𝑅 

の二階微分の値も変曲点をとっており，組織①，②のときと同様に 𝑅 の変化挙動は組織の

特徴の変化に対応していることがわかるが，先の場合とは異なり 𝑅 の値は平均化領域サイ

ズに対して単調増加しているわけではないことに注意すべきである．これは，移動平均法

では平均化領域サイズと同程度の長さスケールを持つ周期性が強められるためであり，組

織③のような強い周期性を持つ組織ではこのことがより顕著に表れる．また，図 3.5(d)では

x’軸方向と y’軸方向に沿った周期性だけが残って，対角線方向の周期性が失われていること

が確認できるが，これは今回用いた平均化領域の形状が正方形であるため対角線方向に大

きく平均化されてしまった結果である．このように平均化を行う際のメッシュ形状に依存

してしまうために等方的な平均化を行うことが困難であることも移動平均法の特徴である． 

図 3.6 は図 3.2 と同様に，平均化領域サイズ l とパラメーター 𝑅2 の関係を示したもので

ある．これを見ると，組織①-③のそれぞれの 𝑅2 の変化挙動は類似したものとなっており，

変曲点の位置はほぼ同じである．図 3.7(a)，(b)に組織①の LROの空間勾配の分布と，組織

①に対して平均化領域サイズ l = 11 で移動平均を行ったときの LRO の空間勾配の分布を

示す．図 3.8(a)，(b) はそれぞれ図 3.7(a)，(b)中の白線に沿った LRO プロファイルである．

平均化操作により LRO勾配の大きな領域がつぶされ，界面についての情報が失われている

ことがわかる．組織①-③はすべて同じ界面幅を有しているため，𝑅2 の変化挙動はいずれの

組織に対しても変わらなかったと考えられる． 

 

 

 

3.2.2ガウシアンフィルタによる組織の変化の評価結果 

 

 図 3.9 と図 3.10 は組織①~③に関してガウシアンフィルタを行ったときの分散 𝜎2 の値

とパラメーター 𝑅，𝑅2 のそれぞれの関係を示したものである．𝜎2 の値が大きくなるほど 

𝑅，𝑅2 の値が大きくなる傾向は移動平均の場合と同様であるが，ガウシアンフィルタの場

合は組織③に対しても単調増加を示している．図 3.11(a)-(c)は組織①と，それに対してガウ

シアンフィルタ操作を行った後の組織を示した LRO の空間分布であり，それぞれ (a) 𝜎2 

= 0.0 (平均化前)，(b) 𝜎2 = 4.0，(c) 𝜎2 = 43.6 のときの組織を示している．図 3.12(a)-(c)

は組織②と，それに対してガウシアンフィルタ操作を行った後の組織を示した LRO の空

間分布であり，それぞれ (a) 𝜎2 = 0.0 (平均化前)，(b) 𝜎2 = 4.0，(c) 𝜎2 = 77.4 のときの
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組織を示している．図 3.13(a)-(d)は組織③について同様に，それぞれ (a) 𝜎2 = 0.0 (平均化

前)，(b) 𝜎2 = 4.0，(c) 𝜎2 = 43.6 (d) 𝜎2 = 148.9のときの組織を示している．𝑅2 の変曲点

を超えた付近の (b) の場合ではどの組織も規則相と不規則相の界面の勾配が緩やかになる

以外の変化は認められないが，それぞれの 𝑅 の変曲点を超えた (c) の場合では移動平均の

場合ほど顕著ではないが規則ドメイン間の境界がぼやけてつながっているように見えるな

どの特徴の変化が確認できる．また，図 3.13(d)に注目すると，ガウシアンフィルタでは図

3.4(d)のように対角線方向に大きく平均化されることなく等方的な平均化操作になってい

ることがわかる． 

 

 

 

3.3 結言 

  

本章では，組織評価のパラメーターとして，画像の再現度を表すパラメーター 𝑅，𝑅2 を

導入した．第 2 章で計算した組織の画像に対して移動平均およびガウシアンフィルタリン

グ操作を行い，平均化操作前後の組織の再現度を 𝑅，𝑅2 を用いて評価した．その結果，𝑅 お

よび 𝑅2 の平均化領域サイズ l あるいは分散 𝜎2 に対する変化挙動は，規則ドメインの消

失や結合，界面といった組織の特徴の何らかの変化に対応するものであることが示唆され，

平均化操作を行った際の 𝑅 および 𝑅2 の値は一般的な組織における粒径や粒の空間分布，

界面幅に依存するものと予測される．移動平均法およびガウシアンフィルタにより平均化

された組織はどちらの場合も平均化の程度が大きくなるほど組織の再現性が失われるとい

う傾向は同じであったが，移動平均法では特定の周期性が強調される，メッシュ形状に依

存して等方的な平均化にならないといった問題があることがわかった．また，𝑅 および 𝑅2 

により組織の特徴が失われない適切な平均化の程度を求めることができると考えられるが，

明確な criteria を与えるものではなく，より定量的に組織画像の特徴量を評価できる手法

が望まれる．次章では，画像の定量的評価法として広く応用されているスペクトル解析に

より平均化前後の組織の再現性評価を行っていく． 
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(b) (a) 

(d) (c) 

(f) (e) 

図3.1 画像の復元 
30,31)．(a) Original image.( σ̅2 = 0.07539) (b) Damaged image.  

(c) T = 4.00 (R = 0.18213,  R2 = 0.28805), (d) T = 3.00 (R = 0.12327,  R2 = 0.19275) 

(e) T = 2.00 (R = 0.08310,  R2 = 0.12020), (f) T = 0.40 (R = 0.05956,  R2 = 0.07752) 
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図 3.2 平均化領域サイズ l に対する R の変化．(移動平均) 
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図 3.3 移動平均による組織①の LROの空間分布の変化． 

(a) 𝑙 = 1 (b) l = 11 (c) 𝑙 = 27 
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図 3.4 移動平均による組織②の LROの空間分布の変化． 

(a) 𝑙 = 1 (b) l = 11 (c) 𝑙 = 27 (d) l = 35 
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図 3.5 移動平均による組織③の LROの空間分布の変化． 

(a) 𝑙 = 1 (b) l = 11 (c) 𝑙 = 27 (d) 𝑙 = 41 
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図 3.6 平均化領域サイズ l に対する R2 の変化．(移動平均) 
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図 3.7 移動平均による組織①の LROの空間勾配分布の変化． 

(a) 𝑙 = 1 (b) l = 11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.8 組織①の LROの空間勾配分布プロファイル． 

(a) 𝑙 = 1 (b) l = 11 
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図 3.9 分散 σ2
 に対する R の変化．(ガウシアンフィルタ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.10 分散 σ2
 に対する R2 の変化．(ガウシアンフィルタ) 
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図 3.11 ガウシアンフィルタによる組織①の LROの空間分布の変化． 

(a) 𝜎2 = 0.0 (b) 𝜎2 = 4.0 (c) 𝜎2 = 43.6 
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 図 3.12 ガウシアンフィルタによる組織②の LROの空間分布の変化． 

(a) 𝜎2 = 0.0 (b) 𝜎2 = 4.0 (c)𝜎2 = 77.4 



36 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 図 3.13 ガウシアンフィルタによる組織③の LROの空間分布の変化． 

(a)𝜎2 = 0.0  (b) 𝜎2 = 4.0 (c) 𝜎2 = 43.6 (d) 𝜎2 = 148.9 
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4. スペクトル解析による組織の特徴の評価 

 

 前章では，Tanaka ら 30,31) により画像復元に用いられた変分原理に基づく統計力学的手

法を応用した組織の特徴の変化の定量的評価方法について述べた．本章では，スペクトル

解析による組織の特徴の変化の定量的評価方法について述べる．                                                                   

 

 

 

4.1 スペクトル解析 

 

 

 

4.1.1 スペクトル解析の数学的基礎 

 

この節ではスペクトル解析の数学的基礎 53) について概説する． 

周期 𝑇 = 2π の周期関数 𝑓(𝑥) は以下のように三角関数により展開することができる． 

𝑓(𝑥)~
𝑎0

2
+ ∑(𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

                 (4.1) 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

                 (4.2) 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

                 (4.3) 

式 (4.1) のような展開が可能なのは，三角関数列 {cos 𝑛𝑥}{sin 𝑛𝑥} が式 (4.4)~(4.6) の直

交性，そして式(4.7) の Parseval の等式に示される完備性を満たすためであり，このとき

三角関数列 {cos 𝑛𝑥}{sin 𝑛𝑥} は Hilbert 空間において完全直交基底である． 

∫ cos 𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥
𝜋

−𝜋

= 𝜋𝛿𝑚𝑛                 (4.4) 

∫ sin 𝑚𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥
𝜋

−𝜋

= 𝜋𝛿𝑚𝑛                 (4.5) 

∫ cos 𝑚𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥
𝜋

−𝜋

= 0                 (4.6) 

𝑎0
2

2
+ ∑(𝑎𝑛

2 + 𝑏𝑛
2) =

1

𝜋
∫ |𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

∞

𝑛=1

                 (4.7) 

ただし，𝛿𝑚𝑛 はクロネッカー・デルタ 𝛿𝑚𝑛 = 1 (𝑚 = 𝑛),  0 (𝑚 ≠ 𝑛) である． 
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オイラーの公式 

𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃                  (4.8) 

を用いて式 (4.1) を複素形式に直すと， 

𝑓(𝑥)~
𝑎0

2
+ ∑ (

(𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛)

2
𝑒𝑖𝑛𝑥 +

(𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛)

2
𝑒−𝑖𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

 

= ∑ 𝑐𝑛𝑒𝑖𝑛𝑥

∞

𝑛=−∞

                 (4.9) 

𝑐𝑛 =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

                 (4.10) 

式 (4.9)，(4.10) を周期 𝑇 = 𝐿 の関数について一般化すると， 

𝑓(𝑥)~ ∑ 𝑐𝑛𝑒
2𝜋𝑖𝑛𝑥

𝐿

∞

𝑛=−∞

                 (4.11) 

𝑐𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥)𝑒−

2𝜋𝑖𝑛𝑥
𝐿 𝑑𝑥

𝐿
2

−
𝐿
2

                 (4.12) 

式 (4.12) を式 (4.11) に代入し， 𝜔𝑛 =
2𝑛𝜋

𝐿
，∆ω = 𝜔𝑛 − 𝜔𝑛−1 =

2𝜋

𝐿
 とおくと， 

𝑓(𝑥)~ ∑ {
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑥𝑑𝑥

𝐿
2

−
𝐿
2

} 𝑒𝑖𝜔𝑛𝑥∆𝜔

∞

𝑛=−∞

                 (4.13) 

関数 𝑓(𝑥) が非周期関数 (𝐿 → ∞) のとき，∆ω → dω, 𝜔𝑛 → 𝜔 (𝜔:連続的な値をとる変

数)と置き換えることができ，以下のような式になる． 

𝑓(𝑥)~
1

2𝜋
∫ [∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

] 𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔
∞

−∞

 

    =
1

2𝜋
∫ 𝐹(𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔

∞

−∞

                 (4.14) 

𝐹(𝜔) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

                 (4.15) 

𝐹(𝜔) を関数 𝑓(𝑥) のフーリエ変換といい，その逆を逆フーリエ変換という． 

離散化されたデータ𝑓(𝑚)について，以下の離散フーリエ変換 53) が定義される． 

   𝑓(𝑚) = ∑ 𝐹(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑚

𝑀−1

𝑚=0

                 (4.16) 



39 

 

𝐹(𝑘) = ∑ 𝑓(𝑚)𝑒−𝑖𝑘𝑚

𝑀−1

𝑘=0

                 (4.17) 

2次元フーリエ変換は以下のように定義される 20)． 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ ∫ 𝐹(𝑢, 𝑣)𝑒2𝜋𝑖(𝑢𝑥+𝑣𝑦)𝑑𝑢𝑑𝑣
∞

−∞

∞

−∞

                 (4.18) 

𝐹(𝑢, 𝑣) = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−2𝜋𝑖(𝑢𝑥+𝑣𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
∞

−∞

∞

−∞

                 (4.19) 

また同様に，二次元における離散フーリエ変換は以下のように定義される． 

𝑓(𝑚, 𝑛) = ∑ ∑ 𝐹(𝑘, 𝑙)𝑒2𝜋𝑖(𝑘𝑚+𝑙𝑛)

𝑁−1

𝑛=0

𝑀−1

𝑚=0

                 (4.20) 

𝐹(𝑘, 𝑙) = ∑ ∑ 𝑓(𝑚, 𝑛)𝑒−2𝜋𝑖(𝑘𝑚+𝑙𝑛)

𝑁−1

𝑙=0

𝑀−1

𝑘=0

                 (4.21) 

 

 

 

4.1.2 スペクトル解析による画像評価法 

 

 本節では組織の定量的な評価法としてスペクトル解析について以下に説明する．LRO の

空間分布として表される組織画像 𝜂(𝑥, 𝑦) に対してフーリエ変換を行うと， 

𝛨(𝑢, 𝑣) = ∫ ∫ 𝜂(𝑥, 𝑦)𝑒𝑥𝑝{−2𝜋𝑖(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣)}𝑑𝑥𝑑𝑦
∞

−∞

∞

−∞

　               　(4.22) 

ここで，u, v は周波数成分である．パワースペクトルは，1.3.2節で定義したものと同様に，

以下のようになる． 

𝑃(𝑢, 𝑣) = |𝛨(𝑢, 𝑣)|2　               　(4.23) 

組織画像は離散データとして与えられるため，本章で記述されているフーリエ変換およ

びフーリエ逆変換はすべて二次元高速フーリエ変換(2-D FFT)を用いて行われている． 

以下では，スペクトル解析によって，ガウシアンフィルタによる組織の特徴の変化を定

量的に評価していく． 
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4.2 結果 

  

 図 4.1 (a)-(c) はフェーズフィールド法により計算して得られた時刻 𝑡′ = 7.0 のときの組

織(組織①)と，それに対してガウシアンフィルタを行った後の組織を示した図であり，それ

ぞれ (a) 𝜎2 = 0.0 (平均化前)，(b) 𝜎2 = 86.0，(c) 𝜎2 = 120.0 のときの組織を示している．

LROの値は図 4.1(a)のグレースケールに示されている． 

図 4.2 (a)-(c) はそれぞれ (a) 𝜎2 = 0.0，(b) 𝜎2 = 86.0，(c) 𝜎2 = 120.0 のとき式(4.23)に

よって与えられる各組織画像のパワースペクトルを示している．各図の横軸 u および縦軸 

v は波数 𝑘 =  1 𝜆⁄  であり，𝜆 は波長である．これらを見ると組織画像の短波長成分が平均

化によりカットされているのが確認され，より大きな 𝜎2 の値のときほど顕著である．図

4.3 (a)-(c) は u 軸に沿ったパワースペクトルのプロファイルを示しており，それぞれ図 4.2 

(a)-(c)に対応している．各パワースペクトルプロファイルに存在している短波長成分のピー

クが平均化によって失われているのが確認されるが，図 4.3(a)のピークⅠに着目すると，こ

れは図 4.3(b)では失われていることがわかる．このピークの波長は図 4.1(a)の規則ドメイン

間の平均間隔 28.1 に対応しており，実際，図 4.1(b) に示されるように組織画像がぼやけ

てしまうことによって規則ドメイン間の間隔が不明瞭になっている．図 4.3(b)ではこのよう

な特徴的なピークは失われているが，最も高いピークⅡは残ったままである．このピーク

は不規則相の周期性に対応していると考えられる．図 4.4はピークⅡから逆フーリエ変換を

行った結果得られた組織画像であるが，暗い不規則相間の間隔はピークⅡの波長 42.7 にお

およそ一致していることがわかる．図 4.3(c)では，さらに大きな平均化によってほとんど全

ての規則ドメインが潰れることで元の組織画像の特徴的なピークが失われているのが確認

できる．以上のように，スペクトル解析によって平均化操作による組織画像の変化を定量

的に評価することができた． 

 図 4.5 に，組織①に対して 𝜎2 = 43.6 でガウシアンフィルタを行ったときの組織画像，

つまり図 3.11(c)の組織画像から得られたパワースペクトルを示す．図 4.6は，図 4.5 のパワ

ースペクトルの u軸に沿ったプロファイルである．これを見ると，図 4.3(a)にあったピーク

Ⅰが消えていることが確認される．よって，図 3.9の 𝑅 の変化挙動は，平均化操作により

ピークⅠが消え，規則ドメイン間の間隔が不明瞭になるような組織画像の変化が起こった

ことに対応して変曲点を取っていたと考えられる．ただし，図 3.9 からはピークⅡ に対応

する変化は読み取れない．パラメーター 𝑅 による評価では組織画像に含まれる，異なる長

さを持った特徴をそれぞれ分離して評価することは困難である． 
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4.3 結言 

 

 本章では，フェーズフィールド法の計算により得られた組織画像に対してガウシアンフ

ィルタ操作を行い劣化組織画像を生成した．その後，スペクトル解析によって元組織画像

および劣化組織画像を構成する相の分布の情報を得た．その結果，パワースペクトルの分

布は平均規則ドメイン間隔等の組織の特徴的長さに関連しており，パワースペクトルのピ

ークの消失に対応付けて組織の特徴の変化を示すことができた．以上のようにして，スペ

クトル解析により計算組織画像の再現性を定量的に評価することができた．この手法を一

般化するためには他の様々な特徴の組織に対して評価を行う必要があるが，これは今後の

研究課題として残されている．また，パワースペクトルのピークの消失が前章で述べたパ

ラメーター 𝑅 の変化挙動と対応することがわかった．
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図 4.1 ガウシアンフィルタによる組織①の LRO の空間分布の変化． 

(a) 𝜎2 = 0.0 (b) 𝜎2 = 86.0 (c) 𝜎2 = 120.0 
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図 4.2 図 4.1(a)-(c)の組織のパワースペクトル． 
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図 4.3 図 4.2(a)-(c)のパワースペクトルの一次元プロファイル． 
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図 4.4 図 4.3(a)のピークⅡの逆フーリエ変換から求めた組織画像 
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図 4.5図 3.10(c)の組織のパワースペクトル． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4.6 図 4.5のパワースペクトルの一次元プロファイル． 
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5. 結論 

 

 フェーズフィールド法により，規則-不規則変態による規則ドメインの成長過程の計算を

行った．得られた組織に対して移動平均あるいはガウシアンフィルタリング操作を行い，

画像の再現度を評価するパラメーター 𝑅，𝑅2 の平均化領域サイズに対する変化挙動を調査

した．また，スペクトル解析を用いて組織画像の特徴がガウシアンフィルタによりどの程

度変化するのかを評価した．その結果，以下の結論を得た． 

 

1. フェーズフィールド法により計算した組織に対して移動平均を行ったときの平均化領

域サイズ l ，あるいはガウシアンフィルタリング操作を行ったときの分散 𝜎2 に対す

る 𝑅 および 𝑅2 の変化挙動は，平均化操作による規則ドメインの消失や結合といった

組織の特徴の変化に対応したものとなる．従って平均化操作を行った際の 𝑅，𝑅2 の値

は組織の粒径や粒の空間分布といった特徴に依存すると思われる．またガウシアンフィ

ルタリング操作を行った際の 𝑅，𝑅2 の値は 𝜎2 に対して単調増加し，あるしきい値を

超えると組織の特徴が失われることから，組織の特徴が失われない適切な 𝜎2 の値の目

安を 𝑅，𝑅2 による評価から知ることができる． 

2. 移動平均法には特定の周期性が強調されてしまう，メッシュ形状により等方的な平均化

にならないといった問題点があり，組織画像を平滑化させてぼやかすという目的に対し

てはガウシアンフィルタの方が適切である． 

3. スペクトル解析により平均化操作による組織の特徴の変化をパワースペクトルのピー

クの消失に対応付けて表すことができた．また，パワースペクトルのピークの消失はパ

ラメーター 𝑅 の変化挙動と対応していることが確認できた．さらに，スペクトル解析

ではパワースペクトルの各ピークの成分を抽出して逆変換を行うことにより，組織画像

に含まれる，それぞれ異なる長さを持った特徴を分離して解析することができた． 

 

 以上のことより，本研究で提案した Tanakaら 30,31) により画像復元に用いられた変分原

理に基づく統計力学的手法を応用した組織の特徴の変化の評価方法およびスペクトル解析

による組織画像評価方法は，マルチスケール計算における粗視化を行う際に有効な評価方

法となり得るものである． 

 本研究で評価の対象とした組織は比較的シンプルなものであったため，組織画像の視覚

的な変化をパラメーター𝑅，𝑅2，あるいはパワースペクトルの変化と容易に対応付けること

ができた．これらの評価方法を一般化するためには，デンドライト組織やラメラー組織と

いった，より複雑な特徴を有する組織画像に対して評価を行う必要があるが，それは今後

の課題である． 
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