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EINLEITUNG

In einer der vorangehenden Abhandlungen® ist die Theorie m-
dimensionaler Mannigfaltigkeit M,, von Hyperflichen zweiter Ordnung
F» im R, begriindet worden. Hier mochte ich mich mit der Unter-
suchung eines speziellen Fall, die Flichentheorie im Fs, beschiftigen,

wobei wir die LiEschen Fldchen zweiter Ordnung der Flédche zu
grunde legen wollen, d.h. mit anderen Worten, wir wollen die
Flidchen als einen Umhillungsmantel der LikEschen Fldchen zweiter
Ordnung ansehen.

(1) A. KawacucHi: Uber projektive Differentialgeometrie V. Grundlagen der
Theorie m-dimensionaler Mannigfaltigkeiten von Hyperflichen zweiter Ordnung
im n-dimensionalen Raume, Tohoku Mathematical Journal, Bd. 30 (1929), S. 2567-
277. Diese Arbeit wird im folgenden mit P. G.V zitiert.
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Man wird in der jetzigen Arbeit ohne weiteres sehen, dass meine
Theorie der Hyperflichen zweiter Ordnung® mit der FuBiNischen
Theorie iiber die projektive Differentialgeometrie® in enger Beziehung
steht, und ich glaube die Beziehung zwischen den beiden Theorien
deutlich klarlegen zu konnen.

Die Theorie der Systeme von Flidchen zweiter Ordnung im pro-
jektiven dreidimensionalen Raume hat G. THOMSEN schon durch eine
sehr schone Methode behandelt®. Seine Theorie ist aber linien-
geometrisch und nicht eigentlich F-geometrisch, mit anderen
Worten, er hat sie in Linienkoordinaten untersucht und nicht in
Koordinaten von Flidchen zweiter Ordnung. Um einen Vergleich zu
gebrauchen, behandelt man die windschiefen Flidchen in Punktkoor-
dinaten und nicht in Linienkoordinaten. Er hat auch dabei eine
Fliche als ein System von Litschen Flichen zweiter Ordnung be-
trachtet, natiirlich in Linienkoordinaten. In dieser Abhandlung mdchte
ich die Theorie der Flichen von derselben Betrachtung behandeln,
aber in Koordinaten von Flidchen zweiter Ordnung, welche ich in
P.G.V eingefiihrt habe.

Zuerst werden die LiEschen Flichen zweiter Ordnung in §1
angefiithrt und dann eine Kennzeichnung des Lieschen F»-Systems in

§2 gebracht. In §3 stellen wir die Bedingung in Koordinaten von

Flidchen zweiter Ordnung vor, dass ein System von Flidchen zweiter
Ordnung das von Lieschen einer Fliche ist. In Linienkoordinaten
hat G. THOMSEN schon dieselbe Bedingung in seiner oben zitierten
Arbeit dargestellt.

Nach einigen Bemerkungen zur Bedingung in §4, fiigen wir in
§5 die Bedingung hinzu, dass ein System von Flidchen zweiter Ord-
nung von DARBouXschen einer Flidche besteht. Diese Bedingung

(1) A.KAWAGUCHI: Uber projektive Differentialgeometrie I-V, Tohoku Mathemati-
cal Journal, Bde. 28 (1927), 29 (1928), 30 (1929).

@) FUB!NI-éECH: Geometria proiettiva differenziale, Bde. I, II, Bologna, 1926-27.

(3) G.THoMSEN: Uber eine liniengeometrische Behandlungsweise der projektiven
Flichentheorie und die projektive Geometrie der Systeme von Flachen zweiter
Ordnung, Hamburger Abhandlungen, Bd. 4 (1925), S. 232-266.
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verdndert sich geméss der Bedingung fiir das System der LiEschen
Fliachen zweiter Ordnung, wenn wir einige Beschrinkungen fiir sie
hinzufiigen.

Die Differentialformen des Systems der LiEschen Flichen zweiter
Ordnung werden erst in §6 eingefithrt. In §7 erhalten wir die
Ableitungsgleichungen und in §8 ihre Integrabilitdtsbedingungen.
Es gibt viele projektiv invariante Differentialformen (Affinoren), aber

von diesen sind nur drei fundamentale, zwei der zweiten Stufe und
eine der dritten Stufe, wie wir in §9 erkennen werden.

Schliesslich werden wir in §10 alle invarianten Affinoren sowie
die anderen Grossen in Notationen der FuBINIschen Theorie ver-
merken, um die Beziehung zwischen unserer Theorie und derselben
von FUBINI deutlich zu gestalten.

§1. LIESCHE FLACHEN ZWEITER ORDNUNG.

Betrachten wir eine auf ihre Asymptotenlinien bezogene Fliche
y(u!, ¥¥) im Rs in homogenen Punktkoordinaten und auf ihr eine
Asymptotenlinie u? = konst. etwa =%. Dann bilden die Geraden
durch die Punkte r(u!, k) mit der Richtung {—é%zg(ul, u"’)}ug_lC eine
geradlinige Flidche W. Durch drei benachbarte Erzeugenden— von W
ist eine Fldche zweiter Ordnung F: bestimmt. Wenn man in dieser
Uberlegung die Parameterlinien vertauscht, erhalten wir auch die-
selbe F,, die durch S. LIE bereits 18780 eingefiihrt worden und
nach seinem Namen benannt ist. In dieser Weise ist jedem Flichen-
punkt eine und nur eine LiEsche F} zugeordnet.

Wir nehmen nun einfachheitshalber die Punktkoordinaten der
Flache x(u!, #?) als die projektiv normierten in Sinne von FUBINI? an
und die Koordinatentetraeder derart, dass das einen betreffenden
Flachenpunkt x(u!, u?), zwei auf der Tangentenebene der Fliche an
3(u!, u?) liegende Punkte x; und x» und der erste Normalenpunkt

(1) S.Lie: Gesammelte Abhandlungen, Bd. 3 (1922), S. 718 (Brief an F. KLEIN).
2) FUBIN]-(VJECH, a.a. 0., Bd. ], S. 85.
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1
1 __rs'rs
(1) n= g

zu seinen vier Eckpunkten besitzt, wobei

9

o x(ut, u?)

L= ail (', w9, L=

und ¢ die kontravarianten fundamentalen quadratischen Grossen
von FUBINI? bedeuten. Unter 1, versteht man dabei die zweiten
kovarianten Ableitungen von (u!, u%) in bezug auf ¢.. unter der
RiEMANNschen Ubertragung.

Die Liksche F. an einem Flichenpunkte z(u!, u?) ist in bezug
auf das oben eingefithrte begleitende Koordinatentetraeder durch die

Gleichung
1,2 .
( 2 ) 2X3X;1+-QX§— E g'rerXs == 0

mit den laufenden Koordinaten X* (« =1, 2, 3, 4) bestimmt®, wobei

(3) 0= %g”(log Gt 1.

Wir setzen dabei ferner voraus, dass die Determinante von g,s
G = gugn—9% >0 .

Diese Voraussetzung ist keine so wichtige Beschriankung in unserem
Falle, da wir durch eine kleine Modifizierung ganz &hnlich die Theorie
entwickeln konnen, wenn G < 0 ist. Wir bemerken noch, dass der
betreffende Punkt Z(u!, u?) in neuen Koordinaten X« mit X; = Xz =
X; =0, X; =1 dargestellt ist.

Es sei ein zweigliedriges Fe-System in die homogenen Punkt-
koordinaten z. durch die Gleichung

1,4
( 4 ) Z{i aa{sxawﬁ = 0

(1) FUBINI bezeichnet diese Grossen in seinen Lehrbuichern, a. a. Q., mit 4,5 oder ars.
(2) Siehe z. B. FuBINI-CECH, a.a.0., Bd, 1, Kap. 3.
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gegeben, wobei die Koeffizienten a.; eindeutige, stetige und geniigend
oft differenzierbare Funktionen von zwei Parametern #! und %2 in

einem Bereiche sind, d.h.
(5) Aoy = Gap(u’, u?) oB8=12734.

In welcher Form werden dann die Bedingungen dafiir aufgestellt,
dass das F:-System (5) aus den Lieschen F, einer Fliche besteht ?
In seiner Arbeit hat G. THOMSEN den folgenden Satz bewiesen® :

Gibt es in einem Fo-System zu jeder Fs zwei Fortschreitungs-
richtungen, fiur die sie sich mit der benachbarten F: lings einer threr
Erzeugenden berithrt, und gehoren diese beiden Berihrungsgeraden
verschiedenen Regelscharen an, so besteht das System aus dem LIE-
schen Fy einer Fliche.

Und auch er hat eine analytische Bedingungen erhalten, aber sie
ist in Linienkoordinaten und nicht in den Koeffizienten a.. Wir
werden daher in §3 die Bedingungen in a.; diskutieren.

§2. EINE KENNZEICHNUNG DES LIESCHEN
F:-SYSTEMS.

Nun wollen wir eine neue Kennzeichnung des LiEschen Fs-Systems
vornehmen. Nimmt man ein Kurvennetz u = ula, o), v = v(a, ')
mit Parametern « und o« auf einer Fliche r(u, v), die eine solche
Eigenschaft hat, dass durch jeden Flichenpunkt je ein einziges
Kurvenpaar « = konst. und «’ = konst. des Netzes vorlduft, wobei u =
konst. und v = konst. die Asymptotenlinien der Flidche auszeichen,
und betrachtet auch ldngs jeder Kurve « = konst. bezw. o' = konst.
die Tangenten der Asymptotenlinien einer Schar » = konst. bezw.
u = konst. Diese Tangenten bestimmen dann eine geradlinige Fliche
G bezw. G’ und ihre drei benachbarten Erzeugenden bestimmen eine
Fliche zweiter Ordnung W bezw. W’. Somit kann man zu jedem
Fldchenpunkt je eine W bezw. W’ entsprechen lassen. Daraus er-

(1) G. THOMSEN, a.a.O.
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gibt sich die Kennzeichnung des LiEschen F:-Systems folgender-
massen :

Stimmen W und W' vollig iberein, dann fullt die Kurvenschar
a = konst. bezw. o = konst. mit der Schar der Asymptotenlinien u =
feonst. bezw. v = konst. zusammen und folglich sind alle W die LiE-
schen Fs der Fliche.

Um den Satz zu beweisen, stellen wir zuerst die geradlinige
Fliche G’ durch zwei Parameter « und p dar:

1 = x(u, v)+pyelu, v) .

Die Asymptoten dieser Fliche lings der Erzeugenden:

i = E(MO » Vo) +p}:v(u0 , Vo) »

die von dieser Erzeugenden verschieden sind, bilden offenbar eine
Schar von geradlinigen Erzeugenden der W’. Wir stellen daher die
Differentialgleichung der zweiten Schar von Asymptotenlinien von G’
auf:

Y = Yo,
Lo = Lot Plos = Lut + L0 + PLoutt + PLost’
= pp2v't + (W + Dy ) u+ (L +p0,)0' 15 + pau'n
X =0,
Ype = De¥'L + 9V Lu+ 0050 +au'nt
gaa = Pix+ Popu+ Psgo+ Pt
wobei

P; = 2+ "+ p (Pov”’ + a(pr1o+ Br2) " + 2(Pozu + ypr)u'v’
+ (p??v + pzZH'v 7)/2/\ ’

Py = w4+ 0,02+ 902+ p{y0" + (Ouo + By)U'% + 2(Do2 + vu + ybu )"V’
+ (yo+y+ 00,

P = 0"+ Bu2+ 0,02+ p (00" + (Bo+ Du+ BO:)U? + 2(6uo + By)u'v'
+ (Pt O+ 202}
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P, = 20u'v' +ap{u + 0,02+ 204"V + 0%,

da in asymptotischen Parametern die zwei fundamentalen Differen-
tialformen

Oy = g,.du"duw’ = 2adudv , la|=¢€,
Oy = aradu’du’dut = a(Bdu®+ ydv®) ,

a = By (fiir die projektiv normierten Koordinaten y)

sind und
Luw = Pul + Hu}u + Bgv ’

}juv =an,
Low = p222»:+'}’£u+911£11 ’
My = @ {(Pro+ BP2)L + (Ouv+ By)Lu+ (Bo+ Pu+ B02)30) »

My = & N (Dau+yP1)E + (v~ P2+ ¥0) fu+ O+ vB) 10} ©

u' bezw. v’ bedeutet hierbei du bezw. »dv—~, und
da da
) ox .o o
= 2% b= ok usw.
5 u : v

Daraus berechnen sich die Determinanten
| 2 %e tm de | = Pu/ +py))—Popan’
| X Zo To Bep | = au®,
| % %o 3oy aw | =0
und fiir die gewiinschte Differentialgleichung erhalten wir

{ Pyt + pyv") — Papan’ Y da + 2au'?dp = 0 .

Somit ergibt sich fiir W’ mittels der Parameter », ¢ die Darstellung

(1) Siehe FuBINI-CECH, a.a. 0., Bd. 1, S. 89.
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T T dp)
3—&+Q{?~,a+2~,p da)

= (1+pgpev’)y +q(u’ + pyv')tu

p Py(u + pyv')— Papau’)

[ X ,
+ P +q(1+pb )" — o fxo +pgau'n .

Wir setzen
5 = XL+ YLy T 2L+ wWn

und fithren damit die Flidche begleitende Koordinaten z, y, 2z, w ein.
So haben wir

z=1+pep=v',  y=q' +pp'),

Py’ + pyv') — Pepan

: '
w = pgau’ .
2au' ’

z=p+qA+pl)v'—q

Wir diirfen hier voraussetzen: a=+0 und u'==0. Wenn dagegen
a =0 ist, stimmen zwei Scharen von Asymptotenlinien der Flédche
iiberein, und wenn %’ = 0 ist, dann beschreibt 3 nicht eine F% sondern
eine Gerade 5=i+}>iv, welche beiden Fille wir ausser Betracht
lassen. Da die Gestalt von 2z p+pgA+p*B ist, soll die Gleichung
fir W’

/
(0*u'y—ayv'z+ ayv' Cw)z = w{(au’ —A—fj,—«y)%+ Aay
!’
—(au’C— A Z:, yC+ B)w}
sein, dhnlich dieselbe fiir W

(a2 —aBi'x + aBu Cw)y = w{(aﬁ’—?f ?_)

Aber gemiiss der Voraussetzung miissen die Koeffizienten dieser beid-

en Gleichungen proportional sein. %’ bezw. ¥’ bedeutet hierbei
du

Ao bezw. % . Durch Vergleichung der Koeffizienten von xzy und
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xz ersehen wir somit ¥’ =0 und %’ = 0 an jedem Flidchenpunkte,
d.h. u bezw. v ist von o bezw. « ganz unabhingig. Deshalb ist die
Kurvenschar « = konst. bezw. « = konst. Asymptotenlinien u =
konst. bezw. v = konst. und alle W sind die LiEschen F% der Fliche.

§3. DIE BEDINGUNGEN FUR DAS LIESCHE F,-SYSTEM.

Wir werden nun die Bedingungen fiir das LiEsche F-System in
den Koeffizienten a«; der Gleichung von F: :’Z:aa(ixaxﬁ =0 bekom-
men. Man kann a.; leicht solchermassen norn{ieren, dass die Deter-
minante von aep

(6) (Q,Q,Q,G)(l)=4!la¢3|=e, €=ﬂ:1

ist, abzesehen vom Falle ausgearteter F,, fiir die |as«| =0 ist.
Dann folgt sofort aus (6) fiir die lidngs beliebiger Fortschreitungs-

richtung dt differenzierten »—dg;“ die Beziehung
da
7 (; -, a, a, ) =0
(7) gt a, a, a

und wir erkennen aus P.G.V ohne weiteres

da da .. du du’
8 - N ’ ) = { ;és T
(8) 3< a’ dat’ © a> It dt

wobei wir allen Grossen in P.G.V einen Stern hinzufiigen, um sie
von derselben der FuBINIschen Theorie zu unterscheiden.

Jetzt stellen sich die gesuchten Bedingungen folgendermassen
vor :

Wenn
(I) fiir die beliebige Fortschreitungsrichtung dt

@ (s )

(1) Dieses Symbol ist schon in P. G. V eingefiihrt.



106 A. Kawaguchi

(10) <da da da da)

dt’ dt’ dt’ dt
stnd und

(II) fir jede von zwei Fortschreitungsrichtungen du und dv,
Sur die
g dutdu® = 0

(%‘ﬁ) bezw. (@;;:«>

den Rang 2 besitzt, trotzdem fiir andere beliebige Richtungen hat die
entsprechende Matrix im allgemeinen den Rang 8 hat, wobei wir vor-

ist, die Matrix

aussetzen
(11) G* = gi9n— 9%’ =F0,

dann besteht das Fa-System aas(ul, u2) aus den LiEschen F einer
Fliche, und umgekehrt erfilllt jedes LiEsche Fs-System einer Fliche
eben diese Bedingungen.

Da wir spéter sehen werden, dass das LiEsche F»-System einer
Fliche stets die beiden Bedingungen (I) und (II) erfiillt, beweisen
wir jetzt die Vollstindigkeit dieser Bedingungen.

Erstens erkennen wir leicht, dass die Fliche zweiter Ordnung

F% mit der Koordinaten —dc% durch die Schnittkurve der zwei benach-

barten Fi:a(as;) und a+ da (a@es+ daes) hindurchgeht, und auch
von (10), dass sie die ausgeartete, d.h. eine Kegelfliche zweiter
Ordnung ist. Wenn man die Spitze der Kegelfliche als Eckpunkte
des Koordinatentetraeders z.B. (0, 0, 0, 1) annimmt, dann sind

dau — dagy _ das _ do

de dt dt dt

und daraus folgt wegen (9)

da da da a)—— dy 0 <da da da da>
dt’ dt’ ’ dag\dt’ dt’ dt’ di

dt

0=
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dan dag daz

dt dt dt
dalz dagg dd.%z

— 9! hated 2NN tel]
Saul 05 Tw
day  dan  dax
dt dt dt

Und die letzte Determinante kann nicht wegen (II} im allgemeinen
identisch verschwindend sein, deshalb schliessen wir ay =0, die

uns zeigen, dass die Spitze der Kegelfliche Z; auf a sich legt.

Zunidchst wollen wir ersehen, dass alle Spitzen der Keglfldchen fiir
beliebige Richtungen miteinander zusammenfallen. Wenn die zwei
nicht zusammenfallenden Spitzen dagegen sich ergeben, nehmen wir
diese Punkte zu zwei Eckpunkte des Koordinatentetraeders z.B. (1,
0,0,0) und (0,1,0,0) an. Dann werden die zwei entsprechenden
Kegelflichen je die Koordinaten

‘o 0 o o0 (dan o dan dan
dw dw dw
d(lzgz d(lzgz da42
0 o= du d 0 0 0 0
dt dt dt
und
day  dag; dags dan o dag dag
dt dt dt dw dw dw
o oz das daw daw o day day
dt dt dt dw dw dw

besitzen und die Beziehungen

(s,ia da  da @,)
dt’ dt’ dt’ dw

_(dw’ dw’ dw’ dt ’

da da da da)

die aus (10) folgen, zeigen uns, dass die Spitze jeder Kegelfliche auf
der anderen liegt, d.h.

d(lu _ dagz = QW .
dw dt

(1) Wenn eine Kegelfliche aus zwei Ebenen besteht, sehen wir jeden Punkt auf der
Schnittgerade dieser zwei Ebenen als Spitze an.
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Ferner erhalten wir von der Beziehung

da  da  da _di>:o
dt’ dt’ dw’ dw ’
welche auch aus (10) folgt,
dan  dan | dow . dow_ g,
dt dw dt dw

somit sind die Gleichungen der zwei Kegelflichen in Punktkoordinat-
en je

! das da; da da.
12 dan o | (odOn, | odan, | dou ) y=0,
(12 a > ( at T g g W)

dasg 2 ( da/m da34 da44 >
itcicdyy ;T 2+ 2 7 =0 s
dw ’ dw ! dw v dw T )

wenn wir das Koordinatentetraeder solchermassen transformieren,
dass daz _ 0 ist. Aus (12) miissen die zwei Kegelflichen lings der

dt
Verbindungsgerade der beiden Spitzen einander berithren. Betrachten
wir nun den Ort der Spitzen der Kegelflichen (Zl(;" dann erhdlt man
hierfiir
13) @ —p 0 (da da da @E)
3 da \Ndt  dt  dt dt

dt
:pglu dvf 3 (da da da da)du

dt

dt dt ladam du’ du’ du’ dv
du

9 (da da da \dq)dv]

de )’

adam dv’ dv’ dv’ du
dv

d.h. der Ort ist eine Gerade, da wegen (II) fiir die beiden Richtungen
du und dv

_ 9 ( da da da da ) -0

5 401 du’ du’ du’ du ’
du
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9 (da da da da> —0
3 dau\dv' dv’ dv’ dv
dv

sind. Von (13) kénnen wir leicht erkennen, dass alle Kegelflichen

29 auf einer Gerade ihre Spitzen besitzen und lings dieser Geraden

einander berithren. Und wenn die Kegelfliche aus zwei Ebenen
besteht, dann schneiden sich die zwei Ebenen lings dieser Gerade.

Von Stetigkeit von dgzs miissen somit alle Ebenen der beiden Kegel-
flichen &%, gg, die wegen (II) aus je zwei Ebenen bestehen,

durch diese Gerade hindurchgehen. Dann soll

%1/G*‘=(%%, %, a, a>=0

sein, das der Bedingung (II) widerspricht. Somit fallen alle Spitzen
der Kegelflichen da

Y
von g—; und % haben nur einen einzigen Punkt P gemeinsam.

miteinander zusammen, und die vier Ebenen

Dieser Punkt P beschreibt offenbar eine Fliche F, wenn die Para-
metern u” iiber ihren Bereich durchlaufen. Die Flidche F' beriihrt
a im Punkte P, wie man gleich ersehen kann, somit stimmen die
Tangentenebenen der beiden Flichen F und a iiberein.

Nun wollen wir die geometrische Beziehung zwischen den beiden
Fy: aund g% bezw. %% finden. Dazu nehmen wir das Koordinaten-

tetraeder wie folgt: Der Punkt P hat die Koordinaten (1,0, 0, 0)
und alle Seitenebenen des Tetraeders beriithren a d.h. zwei Kanten
X =xs=0, xs =23 = 0 gehoren zu einer Regelschar und andere zwei
2t =x3=0, £, =24 =0 zur anderen Regelschar von a. Dann wird
die Gleichung fiir a

X1e+ Az = 0 .

da

Da der Punkt auf beiden Ebenen von % bezw. g liegt, hat die

d d U d
Gleichung von 28 perw. 2% die Form
du dv

(a2 + B3+ yxs) (22 + B'xs+o'2) = 0,
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somit sind von (7) und (II)

d '
0=(d2, a, a, a>=3!R(Bv’+Bv)

und
— Vd(l ¥da — [ ' /ﬁl LTI gl
= —(By—vR)?,
daraus folgt sofort
By =v8 =0.

Es gibt hier folgende drei verschiedene Félle:

1) B=v=0 fir © undauch fir 9 ;
U v
2 B=v=0 fur da und B = B’ = 0 bezw. v =o' = 0 fiir da
du dv

oder umgekehrt ;

(3) fy=fy'=OfiiI‘—da und 8 =@ = 0 fiir da .
du dv
Da die vier Ebenen von éld; und (é; - nur einen Punkt gemeinsam
haben, kann nicht der Fall =38 =0 fir beiden g;— und 33

bestehen. In den Fillen (1) und (2) kann man unschwer

11141/G* :(%,, 32, a, a>=0

beweisen, das der Bedingung G* =0 widerspricht. Im Falle (3)

gehort die Schnittgerade der zwei Ebenen von g% einer Regelschar
von a und jene von %% anderer Regelschar von a an. Daraus sollen
zwei benachbarte F»: a und a + da in der Richtung du bezw. dv

ldngs einer Erzeugenden zueinander berithren. Somit kann man
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zufolge des Satzes von THOMSEN ersehen, dass das Fe-System aus der
Lieschen F, einer Fliche besteht. Aber wir wollen hier diese
Resultate ohne Hilfe des Satzes von THOMSEN herleiten.

Der Punkt P legt sich auf a sowie auf %%, wie wir schon ge-

sehen haben, d.h. fiir seine Koordinaten #. sind

1,4
14) S @yttt = 0,
o, B
1,4
(15) 53 L g =0,
und zwar
L4 da,s dz
16 ap 20 g =0,
16 o3 dt  dw “

da wegen (13)

ist, wobei w eine beliebige Funktion von Parametern u” ist. Die
asymptotischen Richtungen der Fliche x.(u!,u?) sind durch die
Gleichung

A7) @ = L)+ 2Mdudod + Ny = =, °%, O @ =0
! ul " 9’ !

bestimmt, wobei wir den Ausdruck fiir die Determinante wie folgt
abkiirzen :

9x; 921 2
x T d
Yot ew? t
% Xo gj'% g—x; dzxz }
- , U U .
X , g‘l‘l’ %L;z ) de { = ‘) *
i u U ; |
- % ,a% d?xs
oul  ou? |
}(
|y ;,a,wé 04 d2x4 ;
|

| ul  du?
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Da wegen (6) im allgemeinen (a, a, a, a) nicht verschwindet und
einen feste Wert + 1 hat, multiplizieren wir denselben mit der obigen

Determinante

(ay a, a, G)d) = G(p

9 9
:4!‘2%.«%, D Gy X0,
2 a ou @ ou

Von vier Koordinaten 2z, soll mindestens eine z.B. 2,
verschieden sein, man kann damit die letzte Determinante wie folgt

umschreiben :

a,

9
’ *41)

ou

3 ’ dzxi‘
qu? |

9x 9%
Z Wo2Xo Z Aoz % 2 Qo2 " °
o o

1 out e 9’
e =41 —

1 9 A

2 [0 %37 Z (12%3 0; 2 (V%% ;

@ @ U @ U

: o 9,

Z Ausly Z 027} 01‘ E_.-‘ (e 27 ;

@ o ou 2 U

daraus folgt

(18) e = 41 (S androda,) L
o, 8 xr1

Sl Aoy >\ Qa2
o a

Sl 0us®e D) Gez—
o o

Z Qg 4la Z (27
[2 o

, D s AP,
o

A 3 . '
Z Q3o Z (0% ix‘x 2 sy ¢ 3 Z aaﬁ,dzxax‘;
@5 U @ ur "

von Null

S aged?r,

o

ST adP,

a

ST @edP,

a
(R a X,
o 2
ul T ul
o 9

DI R
u' e ou
a9x 9%

; Sy
dut o ou

Da, zufolge (14) und (15) kann man sofort bekommen

dx
19 ey =
(19) %aﬁdt v
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oder

3 3 Sxa
(19), % axq(;‘a%. Xy = 0 y 2 aap‘aaz x{, = 0

o, B
und auch (16) und (19)
(20) E" a’a(idzxaxﬁ = _azﬁ a:a(;dxadx(; .

Die Determinante in (18) ist von der Differentiale dt vollstindig
unabhéingig, somit ist

(21) Eﬂ Gopdr,dr; = 0

fir die asymptotischen Richtungen und umgekehrt. Daraus folgt
nach (14), (19) und (21) lings der Richtungen

> Qo + Ad,) (s + Adws) = 0
o,

fir einen beliebigen Wert von 4, daraus konnen wir ohne weiteres
schliessen, dass alle Punkte auf den zwei Geraden mit den Richtung-
en: %, + Adx. (4: Parameter)® auch auf a liegen, d.h. dass diese
zwei Geraden zwei durch den Punkt z. hindurchgehende Erzeugenden
von a sein sollen.

Nun betrachten wir eine der Richtungen dw und dv, fiir welche

grdudus =0

ist, z.B. du, dann Dberiihren a und die benachbarte a + da sich in
der Richtung du einander ldngs einer Erzeugende von a. Andererseits
ist ein Kurvennetz & auf der Flidche wx.(u!, u? bestimmt, so dass
durch jeden Fliachenpunkt nur ein Kurvenpaar des Netzes & durchliuft
und Kurven des Paares immer die Richtungen du und dv hat. Gemiiss
der hervorgehenden Ergebnisse ersieht man, dass jede zwei dem Punkte
auf jeder Kurve des Netzes & zugeordneten benachbarten a und a+da
lings einer Asymptoten der Fliche a,(u!,u?) zueinander beriihren.
" Somit muss jede a je drei benachbarte Asymptoten, die die Tangenten

(1) Diese Geraden sind offenbar bezw. die Tangenten am Punkte x¢ von Asymptoten-
linien der Fliche wqo (ul, u?).
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von drei Asymptotenlinien einer Schar sind, ldngs der Kurve des
Netzes & erhalten. Zufolge des Satzes in § 2 konnen wir sofort
erkennen, dass das Kurvennetz & mit dem Netz von Asymptotenlinien
vollig iibereinstimmt. Mit anderen Worten, die Richtungen du und dv
sind nichts anderes als die asymptotischen Richtungen der Flidche
e (ul, u?), die durch a umgehillt ist, und jede a ist die LiEsche F:
der Fliche, d.h. die Vollstindigkeit der beiden Bedingungen hat

sich vollig erwiesen.

§ 4. EINIGE BEMERKUNGEN ZU DEN BEDINGUNGEN.

Wir wollen jetzt noch einige Bemerkungen zu den Bedingungen
hinzufiigen.

1. Die Bedingung (I) diirfte gemiss der Bedingung (IT) durch
die folgende ersetzt werden:

da da da da) _
0% R R

da (9) wegen (II) sogleich umgeschrieben werden kann

da da da a)_(d_a da da a) ,d“)s

dt’ dt’ dt’ du’ du’ du’ /N dt
RO D CIp
ol )
(e )

_odu dvf(da da da \du
=34 dt{(du’ du’ dv’ Y at
dao da da dv \

+ T Ty T o
(du dv’ dv e de S
=0
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und (10)

(o @ @)= o w &) 0

2. Wenn man die normierten Koordinaten a.; mit den nicht-
normierten azs, d.h. die Koeffizienten der Gleichungen von F. in
allgemeine Form darstellt, so ist

22) = (41 2) Faz,,

wobei d=las | ist. Daraus folgt:
da -3 das
23 s _ 3141 4 I(4JA—@ AR
23) =31 40y

wenn man die Invarianten (im Sinne der algebraischen Geometrie)

E3
zwischen den beiden F:: ai; dass mit 4, 0;, ¥,, 0,, 4, bezeichnet,
dt
d. h. die Determinante
* dass | _ 2 30 1 34
a5+ AT = A IO B A RO 2,

' fir ein beliebiges 4. Dann koénnen wir die beiden Bedingungen (I)
und (II) folgendermassen umschreiben :

(I) Fiir die beliebige Fortschreitungsrichtung dt sollen

(9) 1660, —80,¥,4—360 = 0 ,
(10), 41, P—4%0,0,L+ £20%0,4—30 = 0
sein ;

(I1) Fur jede von zwei Fortschreitungsrichtungen du und dv, fir
dre
84%,—30% =0 bezw. 84%,—30% =0

ist, hat die Matriz

das; * L dad, «
<4J dz “—-@uaaﬁ) bezw. <4L170;—B --@vaao
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den Rang 2, trotzdem fur andere beliebige Richtungen die dhnliche
Matriz im allgemeinen den Rang 3 hat.

3. dgz‘z“ bezw. d(g;“ besteht aus zwei Ebenen, deren Schnitt-

gerade eine Erzeugende von dus ist, wie wir schon gesehen haben.
Somit schneidet jede dieser Ebenen die F:: @« noch in je einer
anderen Erzeugenden von a.;, und wir erhalten deshalb ein wind-
schiefes Viereck, das von der in dieser Weise gefundenen Erzeugenden
gebildet ist. Das eingefiihrte Viereck rithrt von DEMOULIN her®. Die
vier Eckpunkte des Vierecks DEMOULINs legen sich auf allen benach-
barten F: von @ und jeder der Punkte beschreibt also eine Fléche,
welche @ im Punkte berithrt. Von den Sonderfillen wire besonders
den Fall zu beachten, wo das Viereck DEMOULINS stets zu einem
Punkte %. zusammenschrumpft, was eintritt, wenn die beiden Matriz-

(da““) nd (dq““) stets den Rang 1 haben. Die Liesche F%
der Fliche x., ist dann gleichzeitig Liesche F. im entsprechenden
Punkte der Flédche %., wie DEMOULIN bemerkt hat. Wenn eine der
beiden Matrizen den Rang 2 und andere den Rang 1 hat, so stimmen
zwei Gegenseiten des Vierecks DEMOULINs vollig iiberein.

4. Aus den beiden Bedingungen konnen wir die folgende Rela-

tion auffinden :
(24) (ars, Aty Qu, (lv) =0 ]

wobei a,s und a; die kovarianten Ableitungen von a in bezug auf die
quadratische Form g,.* du”dus sind. Denn man sieht sofort nach
der Bedingung (II)

(©5) ~da da da da 4da da > 0

e 0b
dwdw’ du’ du’ du> eaw- ( wdw dv’ dv’ dv

und nach (10)

da da da da>=

26 , gacan ad
(26) dw’ dut’ du* du?

(1) A.DeMOULIN: Sur la quadrique de Lie, Comptes Rendus de Paris, 147 (1908),
493-496.
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somit bekommen wir aus (26) durch Differenzierung wegen (25)

d%a da da da d?a da  da da)
27 R b 747 T, =0 b . T ) Ty h :0
@D ( durdn’ du’ du du) enw ( dwrdy’ dw’ dv’ dv

und dadurch

da  da da da>=0 bezw.( dla  da da da ):0

28 e, ey =y =y =
@8 dudu du du dv

dwdv’ du’ dv’ dv
Ahnlicherweise erhalten wir aus

(ot )=

29) (bd_%,,, da da elq>+(_.£liq_, da da da) —0,
dutdv du du  dv duwdw du dv dv
folglich wegen (28)

d’a da da da d’a da da da
30 ey ——, = )=0 D A=, oy e —— =0
(30 (du2 du dv dv ) ez <d1;2 du du dv )

Aus (25), (26), (28) und (30) folgt (24) ohne weiteres.

Im Falle, wo die zehn F:: a, ar, G, Qo e€in linear unab-
himgiges System bilden, kann die Bedingung (II) durch (24) und

(31) (a'rst y Quy Qo aw) 2”21) 2w =0 a=1,2

ersetzt werden, wobei ¢ einen solchen kontravarianten Vektor bedeutet,
a

dass
=90 fir a=10
9rs€" €
=) fir a=Fb
1st.

§5. DIE BEDINGUNGEN FUR DAS
DARBOUXSCHE F,-SYSTEM.

Wir haben bereits die Fille kennen gelernt, wo die beiden

Matrizen <~%%‘“v> und (dgg“> stets den Rang 2 oder 1 haben. Der
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Fall wire nun dann zu beachten, wo mindestens eine dieser beiden
Matrizen den Rang 3 hat, d.h. die Bedingung (II) nicht erfullt ist.
Wir wollen zuerst in analoger Weise wie in § 3 zeigen, dass eine der
Matrizen unter der Bedingung (I) den Rang 2 haben soll, wenn die

andere den Rang 2 hat.

da  da
du’ dv
(a, a, da, da) =0 ist, voneinander verschiedene Spitzen haben, so

Wenn die zwei Kegelflichen zweiter Ordnung , fur die

nimmt man das Koordinatentetraeder solchermassen an, wie in §3,
dass zwei Eckpunkte des Tetraeders die zwei Spitzen sind und in
bezug auf das Koordinatentetraeder a in der Gestalt dargestellt wird :

L1X2 + X3y = 0.

Dann sollen die zwei Kegelflichen wegen der Bedingung (I) wie in
§ 8 die Koordinaten haben :

0 0 0 0 3\ 0 0 iq_;i daiyg
dv dv
0o o %an dax 0 0 0 0
du du
bezw. ,
0 daxs das 0 dass 0 das 0
du du dv dv
dax )  daw daw o o dau
du du ) dv dv
wobei
(32) dass _d_% — das da =0

ist. Aber es ist

%, Zg) = _4<ﬂ“ﬁi&4ﬂ 4 das da«) )

(33) 0+ (a @ du dv dv du

Man sieht zufolge der Bedingung (I)

0= (da da da d a‘> = 4(@‘}2.3_ daw __ day day )2 ’

(34) dw du dv’ dv/) \du dv du dv
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da da da ddzg da13 dCL44 da24 da14 dasg
= 4 — ,
(85) 0 ( du’ du’ dv> ( du dv du du dv du )
da da da dazg da13 da44 da24 da,m da33
6) 0=1(a," 4 LT
(86) 0 du dv’ dv> ( du dv dv du dv dv

Wenn (fg:“ = 0 ist, so ist es

d@gg 4___ O da33 =0 da44 ___{: 0
dv ’

von (32) und dann folgt aus (35)

dazs daw _
du dv

Wir miissen jetzt zwei Fille betrachten :

(i) fdgu:o. Dann ist aus (34)
v

da24 daqg _

du  dv

Wenn dgf =0 ist, so artet %‘* zu zwei Ebenen aus, deren Schnitt-
d, a[&

gerade durch die Spitze der du hindurchgeht, d.h. wir diirfen an-
nehmen, dass die beiden Kegelflichen die zusammenfallenden Spitzen
haben, was aber der ersten Voraussetzung widerspricht. Deshalb
kommt nicht dieser Fall heraus.

(ii) ‘fiaz“ = 0. Dann muss wegen (36)
U

dCLo; dan —
du dv

sein. —dd%i =0 ist der Fall (i) und %‘% = 0 widerspricht auch der

ersten Voraussetzung.
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Fiir den Fall: %ﬁi =0 ist es ganz analog. Somit haben die

beiden Kegelfliichen, folglich alle dgg‘“ , die zusammenfallenden Spitz-

en . Der Punkt x. beschreibt eine Fliche und wir kénnen wie in
§3 ersehen, dass zwei Asymptoten im Punkte . der Fliche die zwei
Erzeugenden der entsprechenden a.; sind. Somit kann man durch

dieselbe Methode wie in §38 die Richtigkeit unserer Behauptung be-
. . . daaﬁ . da
welsen. Denn die Matrix <_dzT) sel z.B. von Rang 2, dann soll D

die Koordinaten

0 0 o0 o0 0 0 0 0
doz dax 0 da= o dag
(37) ju ;” oder o du
7‘1“@ dif 0 0 0 0 0
0 0 0 o0 0 dom o day
\ du du )

in bezug auf das obengenannte Koordinatentetraeder besitzen, d.h.
die Schnittgerade dieser zwei Ebenen ist eine Erzeugende von a,
somit beriihren die zwei benachbarten a und a + da in der Richtung
du lings einer Asymptote der Fliche z. einander.

Es sei a(u', u?) das LiEsche F-System einer Fliche und &, die
der a zugeordneten Tangentenebene der Fliche, dann wird sich das
DARBoUXsche Fb-Biischel durch

(38) b=a+s€,

dargestellt, wobei &2 die doppelt berechnete Tangentenebene &. be--
deutet, d.h.

(38) baﬂ = Qg+ U'Eag{x .
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Daraus folgen
(a, a, a, &) = (da, a, a, &) = (da, da, a, &) =0,
(39) (a, a, a, &d€) = (da, a, a, &d8) = (da, da, a, £d§) =0,
(da, da, da, &) = (da, da, da, &d§) =0,
(a, a, EdE, €)= (da, a, EdE, £dE)=(da, da, £dE, EdE)=0, usw.®,

da da bezw. £ bezw. &d¢ die Koordinaten

0 0 0 0 0 0 0 0\

0 dazz da32 da42 0 Eg 0 0
(40) bezw.

0 daza daas 0 0 0 0 0

0 d(l24 0 da44 v 0 0 0 0

0 0 0 0

0 &ds %@m+ma %@m+ma
bezw. 1

0 'é(g 203+ Ead &) 0 0

0 %(ﬁd& + £,dEy) 0 0 }

haben sollen, wenn wir das Koordinatentetraeder solchermassen an-
nehmen, dass a durch die Gleichung xx2 + 254 = 0 dargestellt ist.
Geméss der Bedingung (I) erhalten wir daraus ebenso

(0,0,6,0)=1,  (db, b, b, 0) =0,
(41)  (db, db, b, b) = %g;idu’dus ,

(db, db, db, b) =0, (db, db, db, db) =0,

d.h. das Fi-System, welches von allen F: der DARBOUXschen Fb-
Biischeln einer Fliche besteht, erfullt auch eben die Bedingung (I),

(1) Diese Beziehungen ergeben sich immer, wenn a die Bedingung (I) erfiillt hat.
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. . . . dbaﬁ dbaﬁ -
aber micht (II), da die beiden 'Matrizen ( du> und < dv> fiir
=0, =k o wirklich den Rang 3 haben®.

Uberdies geniigt das System die Bedingung (I), selbst wenn wir
o als Parameter ansehen wiirden.

Umgekehrt, wenn ein Fy-System b die Bedingung (I) erfiillt und
Sur das g3i9% — g5*=F0 ist, dann gehort das System demselben von
DARrBOUXschen Fo-Biischeln einer Fliche an. (Einfachheitshalber
wollen wir das System mit den Worten ‘ DARBOUXsches Fh-System”’
nennen).

Jetzt miissen wir diesen Satz beweisen. Alle db besitzen dann
eine gemeinsame Spitze, die eine Fliche beschreibt, wie wir schon
gesehen haben. Um den Satz zu beweisen, geniigt es zu zeigen,
dass a = b — &% fiir ein passend erwihntes o das LiEsche F,-System
der Fliche wird, d.h. dass die Matrix (d“““) den Rang 2 hat, da

du
die Matrix ({Z;“) dann ebenso ist. & bedeutet hierbei die Tangenten-

ebene der Fliche gerade wie oben. Es sei Ly = 0 die Gleichung der
Tangentenebene &, dann wird dieselbe von b

(42) : Lils+ LsLy =0,
1,4
wobel L, = %}aam und die Determinante | ass | nicht verschwindet.
Somit soll -gg- von der Bedingung (I) z. B. durch die Gleichung von

der Gestalt

(1) Wegen (37) und (40) weisst man sofort z. B. in bezug auf das obenerwahnte Ko-
ordinatentetraeder

| dby  dby  dby | | das Lol dow o, &
du du du i du Ydu  du " P du
l dboy  dbgy dbﬂ daog das
L du du ‘ du
| dbyy _dby, dbu ds4
8 0 0
1 du du du | J
dts \ *dags
— 4 28 22 ) 22
=4 Ez(du) au T

;l_ii +0, wenn die Windung

da 7’ =0 bezw.
der Asymptotenlinien am betreffenden Punkte von Null verschieden ist.
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(43) AnLoLo+ 243 Lo Lis+ 2224 Lo Ly + A3 LsLis = 0
dargestellt werden®. Ferner kann man setzen

(44) ,d,‘,L% = /-leLZ + /.L:J_Ls + [14L4 ’
du

da die Ebene dLs
du

L;=0, Ly=0, L;=0 hindurchgehen soll. Daraus folgt aus (43),
dass

=0 durch den Schnittpunkt von drei Ebenen

da db  do
45 = — 2
(49) du du duE2+ o¢

dé
du

die Gleichung
(46) (zzz— 3; —20,12)L2L2 + 2(ks— o pts) LeLs + 2(Aos— oyas) LoLi
+2glsLy = 0
haben muss, denn a = b — o€ hat die Gleichung
LiLo+ LsLy—oaLeLy = 0 .

Nun wollen wir ¢ passend bestimmen, d. h.

dann stellt die Gleichung (46) zwei Ebenen dar und diese Ebenen
werden lings einer Erzeugenden von a geschnitten, die die Schnitt-
gerade der zwei Ebenen L,=0, Ly;=0 ist, da a und b die Er-
zeugende gemeinsam haben®. Somit ist der Rang der Matrix (—‘%:")

wirklich zwei, deshalb konnen wir schliessen, dass a das Liksche
F>-System einer Fliche bilden.

(1) Dies kann man gerade ersehen, wenn man ein solches neues Koordinatensystem
annimmt, dass T« = L, d.h. das Koordinatentetraeder betrifft, welches wir
schon vielmal verwendet haben.

(2) Weil a hat die Gleichung :

(Lj — oLg)Lg + LyLy = 0.
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Aus dem obigen Ergebnisse erhalten wir den Satz:
Die Bedingung (I) kennzeichnet das DARBOUXsche Fy-System einer
Fliche.

§ 6. DIE DIFFERENTIALFORMEN DES
LIESCHEN F,-SYSTEMS.

Nun wollen wir unserem Hauptziel entgegenschreiten, d.h. geméss
unseres Standpunktes die Flichentheorie begriinden. Betrachten wir
das Liksche F-System einer Fliche:

a = a(u, ¥?),

dann gelten die beiden Bedingungen in § 3 fiir dieses System. (7) und

(8) lassen sich umschreiben, sodass
47 (t;,a,a,a) =0,
(48) 3(ai, aj, a, a) = g5 @,

wobei a; bedeutet

da

a; = = .
du’

Wir fiihren die kovariante Differenzierung im Sinne der RIEMANN-
schen Ubertragung ein, wobei der fundamentale Tensor g; ist. Aus
den Bedingungen in §3 folgen dann sogleich

(49) (as, aj, ax,a ) =0,
(50) (s, G, ae, ;) =0,
(51) (@i, ary az, Gm) =0,
(31) (arse» az, ;, ar)é‘e’e® = 0, a=1,2,

(1) Wir wollen von nun an den Stern von gjf; weglassen, da g% mit dem FUBINIschen
fundamentalen Tensor bis auf ein Vorzeichen uibereinstimmt.
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wobei a; bezw. a,: die zweite bezw. dritte kovariante Ableitung
darstellt.
Nimmt man die Notation in P. G.V an, so ist

(52) (0, a, a,a) =al = ¢
oder man kann setzen
(63) A = ((a, a, a)) .

Dann erhalten wir

(54) aA =a; =0,

(55) ad; = 0 = —ai; A = —aWy; = 945,
da

(56) A = 3((as, a, a))

ist. Aus (48) bekommt man zufolge (49)
3(aix, a5, a, a)+3(a;, a, a, a) =0,

d.h. C anhaadi=0.
Somit muss ay YU; in bezug auf 7 und %k symmetrisch sein, d. h.

i = ;s s, aady = aid, ‘
daraus erhélt man ‘

(67) i = 0, adl; =00

und aus (55) auch

(57)' aijki)l =90 ’ a‘l[ijk =0.

(1) Aus dieser Beziehung ersieht man, dass ays in P.G.V in unserem Falle ganz
verschwindet.
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(49) gibt uns mit Hilfe von (50)
(az, a1, a1, a) = (az, az, az, a) = 0,
(au, az, a1, a) = (a2, a1, az, a) =0,
(au, Gz, az, a) = (a2, a1, a1, a) = — (a2, a1, Az, a) .

Wenn wir als Parameterlinien die Asymptotenlinien annehmen, fiir
die g,s du” du® = 0 ist, dann konnen wir durch die Methode wie in
§ 5 schliessen

(568) ((a1, a1, a)) =0, ((az, az, a)) =0.
Somit ergibt sich im allgemeinen fiir das beliebige Parameterlinien-
system

(59) (ai, ar, @, a) = 0.

Wegen (58) muss sich eine F.: ¥ ergeben, fiir die
(58) ((ai, aj, a)) = g;; X

gilt.

Betrachtet man eine Fliche zweiter Ordnung

(60) b= ;g’sam-kea
und dualistisch
(60)’ W = -;—grsmsﬂm,

die die folgenden ‘Beziehungen erfiillen :
(61) bA=0, aBd =0,
(62) 0U; =0, aB=0,
wie wir sofort beweisen konnen. Und wir erhalten auch

(63) B =e
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und
(64) 0,06, 06,a;) =0,
(65) (b, aij, ar, a) = 0@,
folglich
(66) (b, b, ax, a) = 0.

(59) und (60) geben uns wegen (48)
(67) 3(0b, a;, a;j, a) = €gi; ,
daraus geht durch kovariante Differenzierung hervor

(b:, aj, ag, a)+(b, az, ar, a) +(b, a;, ar, a)

+(b, a;, ax, a;) =0,

somit folgt wegen (24) und (63)

(68) (6;, aj, ax,a) = 0.

Nach (56) ersehen wir durch kovariante Differenzierung

(69) Wy = 3((a3;, a, a)) +6((ai, a;, @) ,
deswegen ist die Beziehung zwischen b und B

(70) B = 3((b, a, a)) +3((ar, as, a))g™s—2eN,
somit folgt nach (67) und (61)

e= 0B =3(b, b, a, a)+2¢,

(71) 3(b, b, a, a) = —e .

(1) Diese beiden Beziehungen kann man nicht so leicht ableiten, aber sie gehen nach
einiger Berechnung aus den Bedingungen fiir das LiEsche F.-System hervor.
Wir werden aber spiter ihre Richtigkeit erkennen.
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Diese Beziehung gibt uns ohne weiteres
(b, b, a, a); = 2(b;, b, a, a)+2(b, b, a;, a) =0,
daraus folgt wegen (66)
(72) (0;,0,a,a)=0.
Andererseits sieht man aus (61) und (62)
(73) bA =0, a¥; =0
und aus (63) und (70)
6,8 = —bYB;

= 3(b;, b, a, Q) +3(0;, ar, a5, a)g™—2ebA ,

deshalb ist nach (68)

(74) 0B = —0B; =0.
Der Affinor
(75) brst = —3(07‘3 y At b, b)

verschwindet nicht im allgemeinen identisch und ist zu g;; apolar, d. h.
(76) g°b,e = 0,

wie wir aus (64) und (66) erkennen kionnen. Es muss hierzu bemerkt
werden, dass der Affinor b, in bezug auf die ersten zwei Indexes
symmetrisch ist, aber nicht im allgemeinen auf die letzten, d. h.

(77) brst = bsrt s brst == s
Wir fithren noch einen Affinor b, der sich durch
(78) Pt =0,  Voubrt = G
erkldrt, daraus entsteht

(79) th = bruAlt ‘
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wobei A%, durch folgende Gleichung definiert wird:
(80) brswb”:s. qu.'/t = gwt(l) )
wie aus (78) folgt.

Durch Uberschiebung mit b7, leiten wir aus a,, neue Flichen
zweiter Ordnung her:

(81) Cc = b7 ars
und dualistisch

(81)’ €, = b5, .

Wir haben hiermit auch einen neuen Tensor
ko = G ,
der symmetrisch ist, da nach (69) und (59)
&Cu = 3(css Ars, q, I u+6(cc, ar, a5, Q)04
= 8(ct, Cu, , a)+6(ais, Qr,y A5, Q)DITDTS
v = 38(cs, cu, a, Q) .

ist, d. h.

(82) ko = ¢y = 064 .
Man kann auch leicht wegen (58) und (69) ersehen, dass

(83) €. = 3((cz, a, a))
ist, aus denen (82) wieder erhalten wird.

Die drei Affinoren ¢,s, b. und ki sipd die fundamentalen des
Lieschen F.-Systems, d.h. der Flichentheorie, wie wir spéter ersehen
werden.

(1) Wir kénnen andererseits ersehen, dass

80y " brew DTS = %G 28 = brgu bro
ist, folglich ist

80y’ ‘ At = a~1gut
und

80y grst = 0" Lhysy .
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Aus (55) erhalten wir
(84) A =0, a€, =0
und aus (67)
(85) =0, a€;=0.

Es entstehen auch

(86) B =0, ¢, =0,

deren Richtigkeit man spiter ersehen wird.

§7. DIE ABLEITUNGSGLEICHUNGEN.

Die drei Affinoren ¢.s, bm1, bre sind voneinander linear unab-
hingig, wenn |
G = gugn—g% -0 |

ist, da
‘gu gz Oz gt 9* 9 2 0 0
bin bz b | - | DY B B2 =10  gn g | =2G
bz bz bez by 0% 0% 0 ga 9=

ist.

Die drei Flichen zweiter Ordnung ég”c(,S und ¢ sind aus Q. |
durch lineare Kombinationen gebildet und aus der obigen Tat-
sache ersehen wir, dass diese drei Fldchen zweiter Ordnung vonein-
ander linear unabhingig sind. Somit muss a,s von ihnen linear
dargestellt werden :

Ays = %Arsgijaij'*'Bﬁ:tct ’

daraus folgt durch Jberschiebung mit g~ oder b,
A'rsgrs =2, B;.;tgrs =V,

Arj)’."‘ft =0, Brst?)?fu = Jtu .
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Somit konnen wir schliessen
Are=g¢rs, und  Byy = by
und erhalten deswegen
(87) rs = —€frs@ + grsb+ b, 550t
wenn man (60) ersetzt. Ganz #hnlich erkennen wir sofort
@87) Wps = —egral + greB + b6 .
Aus (87) folgt sogleich
@8)  ((am, 0, a)) = —egrA+9,((b, a, ) +b:4(ce, a, ),

daraus kann man wieder (82) und (83) ableiten.

(48) und (67) zusammen geben uns andererseits

(89) (@@, 0, @) = Sgad+ %gmm 0l

wobei & eine solche Fliche zweiter Klasse ist, dass

(90) AR=a8=08=0
und auch
(91) R =R =0

ist, da aus (67)
2
(aij’ Qr, s, (]) = gijgrs(_‘fg—am ‘f‘—:E]?bgs)'}‘butgrsct'Q
= bz:_;'tgrsctﬁ

=0
wegen (59) folgt.
(70) wird wegen (89)

(92) B = —3((b, a, a))—68 ,

131
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Es seien b (@=1, 2, 3, 4) die Flidchen zweiter Ordnung, fiir

welche die Beziehungen
(93) DA = 0, A; = 0, B =06, =0

gelten. Diese Flichen werden natiirlich nicht eindeutig bestimmt,
sondern sie haben je vier Freiheiten, d.h. zusammen 12. Die Flidchen
zweiter Klasse ®. bestimmen sich dann durch die Beziehungen

94) adD, = 0Dy = D = ¢:D, = 0
und
(95) ba®3 = aa(x

fiir jedes System von b..

Man nehme dann a, a;, b, ¢, b bezw. A, A, B, €;, Do als
Grundflichen zweiter Ordnung bezw. zweiter Klasse an, und kann
alle andere Flichen zweiter Ordnung bezw. zweiter Klasse mit ihnen
linear darstellen. Zwischen diesen Grundflichen besteht das Multipli-

kationsgesetz gemiiss folgender Tabelle:

a a; b G I
A € 0 0 0 0
A 0 9ii 0 0 0
(96)
B 0 0 € 0 0
G; 0 0 0 ks 0
Ds 0 0 0 0 Sup

Um die anderen Ableitungsgleichungen zu finden, miissen wir
zuerst die Koeffizienten der Gleichung

97) b; = AA+ B,fja_;+ C:b+ D.ijj +STEd,
@
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berechnen. Multipliziert man 2, dann folgt nach (96) und (73)
0= [Wﬂ[ = eAi
und #hnlich durch Multiplikation von 2[; nach (87)

By = b, = —egir »
da
b2 = —0Up; = —egir

ist. (74) zeigt ferner C; = 0. Somit lautet (97) schliesslich

(98) b; = —68{aj+q;"cj+2mab¢ ,
wenn man
(99) 06 = Qijk/{ , 0:D, = 75,

setzt. Durch dualistische Betrachtung erhalten wir daraus sogleich

(98)’ B = —edA;+ a;f@:ﬁ; TieDa
wobei

(99)' @ = Gkl und  0.B; = T
ist.

Aus (84) folgt wegen (85)
(100) i A=0
und aus (85)’ wegen (87)
(101) ¢ W = —cUp s = — b0k -
Es ist ferner
(102) e, D = —quky ,

da nach (86) und (99)’

Ct,4 B = “Ct%i = ‘—_(L‘uk}‘
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ist. Somit muss ¢, ; in folgender Weise durch die Grundflichen linear
dargestellt werden :

(103) Ct,0 = —b.jiulcz‘a,-—eﬁiuk’;b+t;;“cu+2umk}‘ba ,
wobei
(104) ct,’i%k = t’ituk% ’ Ct,i@a - uiuak?

sind. Dualistisch wird deswegen

(103)’ Chi= —b?'iuk“;%—eqiuk’t‘%+Z;-£“@u+gﬁimki‘@a )
wobei analog

(104) il s = Lk}, 0.6, s = Winoky
sind.

Da man nach (82) durch kovariante Differenzierung
Fe,i = i Cut G s

erhalten kann, folgt aus (104) und (104)’

(105) ko, : = tinky, + Tiurky
deswegen kann man t;, durch %, und t;, darstellen.

In analoger Weise kénnen wir

. (106) Dosi = —ePaab Tt 530y »
(106) Dy,i = —ema%~u3¢@t—%} Viga Dy
bekommen, da wegen (99) bezw. (99)
(107) 0, iB = —0Bi = —Fiu
107y 0Dei = —0:Dy = — 7,

und wegen (104) bezw. (104)

(108) ba.i@t = —ba@t.i = _‘aiuak'g ]
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(108)’ 0 Dei = —04,i D = —Uiuaky’
sind, wobei man setzt:
(109) Do, iD;s = Vigg = —0:Dy,4

die aus (95) sogleich abgeleitet ist.

Die Gleichungen (87), (98), (103) und (106) bezw. (87)’, (98), (103)’
und (106)" sind die gesuchten Ableitungsgleichungen fiir das LiEsche
F>-System. Wir haben hierbei viele neue Affinoren

Qij s Gijy Lijkr Uijsr Uijas Viap

bekommen, aber sie lassen sich durch die drei Affinoren ¢;;, by und
ki; darstellen, wenn man die noch nicht vollig bestimmten Fldchen
D. passend erwdihlt, wie wir im folgenden ersehen konnen.

§8. DIE INTEGRABILITATSBEDINGUNGEN.

Wir wollen nun die Integrabilititsbedingungen fiir die Ableitungs-
gleichungen suchen. Differenzierend (87) kovariantlich und ellimi-
nierend die Ableitungen der Grundflichen aus denen vermoge der
Ableitungsgleichungen, lauten die dritten kovarianten Ableitungen
von a

Urst = —€GrsQe+ Grsbe 4 0755 ¢ ¢4 )5Teie
= —2e0rs0:+ gro(gici + >17eade) + byal,e i
+ b (k05— eQubf b + 13 cut 3] Ukt De)
= —(2e0s®]+ b,V % ) 0— by Grn kD
+(0n0e7 b2+ )G+ DD (G ta + by Uk
Es mu s dafiir

1,5,
Qrfst) = ?Rr?tsaj
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gelten damit die Gleichungen (87) integrabel sein sollen, wobei Rojts
den Krimmungstensor in bezug auf den Fundamentaltensor 9i; be-
zeichnet. Somit erhalten wir die folgenden Bedingungen :

1

(110) 260015+ bjibyjuk¥ = —Z—ng ,
(111) b Gk = 0,

(112) Irisq0;i+ bugs ity + 07t = 0
(113) IsTeje + O, Ueuok? = 0

und auch durch dualistische Betrachtung aus
15,
QIfr[st] - E—RT'?;S;)[J'

die Bedingungen (110) und

a1y | b qudet = 0,
112y Irislni+ brsii g+ b s = 0
(113)/ gﬁﬁ‘qg-i-b,'{;fﬁt]wkﬁ =0.

Durch Uberschiebung mit ¢™ konnen wir aus (110) wegen (76)
2¢9:i—b;"biruk? = —gi;R
d.h.
(114) b bjruk? = (2e+ R)gy;
herleiten, da im zweidimensionalen Fall

(115) Ryjts = (9rt955—9rs9it) B

ist, wobei R das GAussische Kriimmungsmass des metrischen Funda-
mentaltensor g;; bedeutet, d.h.

(116) - —%Rﬁm.




Uber projektive Differentialgeometrie VI 157
Wenn man
(117) braukly = Crst
setzt, dann kann man (116) wie folgt umschreiben :
(118) bimicers = (2¢+ R)gst

und ¢, ist natiirlich in bezug auf die ersten zwei Indexes sym-
metrisch und mit g, apolar, d.h.

(119) gCrss = 0 .
Mit derselben Methode wie oben konnen wir aus (110)
(120) e =0
iberfithren und ebenso aus (110)’
(120)’ ¢y = 0 .

(112) bezw. (112)’ gibt in derselben Weise

(121) Qte = b.ty-'.‘.-.'r"i' b'/,”tm's
bezw.
(121 Qis = by e+ b7

daraus folgt wegen (120) und (120)’

(122) 0 (tii—Tois) = 0
und
(123) 6256 4+ b (tsij +8si5)) = 0.

(121) sowie (121)’ zeigt uns, dass g¢:; sowie @ durch g;;, by, ky und
t. dargestellt werden kann, da %y so ist. Durch (105) wird (122)

b b (b + auilti— i) = O
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d. h.
(124) 20,"Y sa151 Koy = U0 Koui, s
und (123)
(125) 26,705 1 k) = 0,105, s + 26,075, ¢

= b,"Cu,s+¢;7b;s -
Andererseits geht dhnlich aus (113) bezw. (114) hervor
(126) Pt = C7Upsy bezw. Tte = CF%Upsq »

deswegen ersieht man, dass 7. bezw. 7., durch g, by, ki und wg
bezw. ;. dargestellt werden kann.

Da wir durch kovariante Differenzierung aus (98)
brs = —ed7 s+ q,2, s i+ Eﬂ]rm,sba +q7; s+ Zﬂ] TraDs, s
= grsa—q,%c}ja,
—€(grs+ @riouk™ + 2 Pra¥sa)b
H(—ebi + 40 s+ 0t =S i)

+ [Z (Trp, s+ Qrithsusk™ + > Trosep)Ds
o

erhalten, wird die Integrabilititsbedingungen von (98) aus

by = 0
wie folgt :
(127) Qs =0,
(128) Q)31 Qego™ + 317101 T = 0,
(129) (I[;t-,s]+Q[}jt;]}t“; Tira) Usfe = 0,

(130) Yiris, s+ Qprls) Uspush™™ + ; PirioVsjes = 0
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und dieselbe von (98)" aus

g = 0
| ausser (128) |
127y Tpcati =0,
‘ (129’ Bt T2 — S it = 0,
(130) Tirip), s]+21'[r[jﬂ7s]u;.kj“*—§ Firjoj Vspsa = 0 .

(127) und (127)’ sind nichts anderes als (111) und (111)’. (128)
gibt nach (121) und (126)

(131) b, IOtttk — tiap iz + K2 S (Uipalinge — Ukaalbips)) = 0. |
Die Bedingungen
1,.;
ct,[rs] - 9 Rt,'?srcj
geben in ganz analoger Weise
(132) Cmm,s]—ki"@[rw 9515+ s “Csygu = 0,
(133) -q-[r(uf.S]k:‘,‘ + a[rlu{ kultl, s] + t[;li{uas]vkz + g Ur| ua | T'SJak? =0 ’
(134) — "l t 10510 F T 451, 91— €Qriae) @y Ko+ Tt 3 s
1
—"2 Ur | ual us]jakt' = Z Ry ,
@ v 2
(135)  Upjupp, ¥ + Upriua B 21, 57— €Tty ekl + 70 o,
+ Z Ulr e | 'Us]a[ik? =0
und
Copra = L R;2,6;
>t [rs] — E t-sr=g
dualistisch

(132) Cir b, kﬂt‘Q[TWiQs]J‘“‘ Z[;lt.luc-*]iu =0,
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(133)I q[r\ui.s]k? +Qpriu) kultl. st Z[.,rt {”qs]ukﬁ + g 2~1«[7; e | Ts]ak% =0,

(A34)" =%t bagus + 051 7= €Qrion Te s + B * T

_ 1
—Z Upr(uaf uS]jak? = ?Rtjsr )
3

(135)/ ’l—t[r [up], s]k? + ’l_l[r]un ;kuj t), 517 €q[r[u) FS]ﬂk? + f['r:] 'tiu 'ﬁsjvﬁk'z
_Z 771[7} ua | 'Us][mk;‘ =0.
@

(132) bezw. (132)" ist nichts anderes als (112)’ bezw. (112). Weil aus
(132) z.B. durch Uberschiebung mit ¢ nach (105) entsteht

(—Ieuk? = C’:st, r— trz ucsru
= b”-.su, rqu‘ + br-.suk?, r— tTtwbrsukql':’,
= W e+ D7

die man aus (121)’, folglich aus (112)’, gleich ausfithren kann. Aus-
serdem ist (133) bezw. (133)" mit (129)’ bezw. (129) identisch, da z.B.

Qi | K"y2 9+ 12 Qsplon, = Qoryu) K21, ) — G ok,
= (—I[r]u| (kult‘,s]_ts]tvkvu)

= a["l uf Zs uvk})
ist.

Aus der Bedingung
ba,[,,s] =0 bezw. @a, [rs] = 0
werden wir ausser (113)’, (130)’ und (135)’ bezw. (113), (130) und (135)

(136)  Virjap), o) —€Fir e g Upst s Usqualy + 2 Vprfar) Ve = 0

erhalten, die zu selbst dualistisch ist.
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| §9. DAS SYSTEM DER FUNDAMENTALEN
| GRUNDAFFINOREN.

In hervorgehenden Paragraphen haben wir viele Affinoren ein-

gefithrt, die mit dem Likschen Fb-Systeme projektiv invariantlich

sind. Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dass die oben einge-
fithrten Affinoren alle durch g¢i;, bz und k; dargestellt werden
konnen, d.h. dass diese drei letztgenannten die fundamentalen sind.

Zuerst betrachten wir wegen (105)
(137) kre,i = ikl + Loy = Cutr,i+ Gt
und es ist nach (83)
Cree,i = B(cess ey ay Q) = Lirak}

und

|
verkniipft sind, von denen aber einige durch andere ausgedriickt
Crice = 3, Crs, a, A)+6(ck, ¢, a5, )
= tztuk% +6(Ck y C¢y Qg G) )

deswegen wird (137)
Fore,i = tiakd + ik +6(Cke, ;5 az, Q)

d.h.

(138) 6(ck, ¢y 5y Q) = Kpe,i— ikl + tinuk)
Andererseits folgt aus (59)

(139) 0=r,ci,ar, as, Q)

= (¢i,5, Qry Qs, Q)+ (i, Qrj, Qs, Q)
+(ci» ar, g5, )+ (i, r,y s, Q)

= (¢ij, Qr, s, )+ (b78% + 58 (i, ¢, ag, Q)
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wegen (51) und (87), und aus (89) und (103)

(140) (¢i,5, ar, Qs, Q) = %grsci,j B+ gt ; &
= —-%—Gjuk’fgrs + %— Grs(Qind? + jukey)

= %grxqu:uamk;@) :

Somit ist

141) (0787 + 78, (¢, &, Ay, @) = —%grs(qju~éju)k"i .

Ersetzt man (¢, ¢,, a;, a) in dieser Beziehung durch (138) und Qiu

sowie g; durch (121) sowie (121), so bekommt man wegen (137)

(b;]:l’gs‘l + bs] 7}81‘") (kip. qa t(mukui _ tqiukup)
= —g TSb]: k (tklu - Zlclu) kui

= — 0D (k™ + triuke"s— Koy, 1)
d.h.

(142) (5,787 +b;78,"— Grsb;") (Kip, g—bapuks—tyuuk’y) = 0 ,
daraus folgt sofort durch Uberschiebung mit &7,
(143) by P i, o—tapuk™i—tgink ) = 0 .
Diese Gleichung ist mit (142) ganz gleichwertig. Weil der Affinor
AZS = b8 b8, — g b
in bezug auf 7 und s symmetrisch und mit ¢"* apolar ist :
Agge =0,

deshalb soll er wie folgt dargestellt werden :
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— h-t 1
Are, = Bt Ave. O

(143) enthilt in der Tat (124), wie wir durch Uberschiebung mit g
und dann durch Vertauschung von 7 und p® aus (143) erkennen

werden. (143) geben uns im ganzen acht Gleichungen in bezug auf
die Klammerausdriicke, aber der Rang der Determinante

P P: PL PZ
PL P PL  P3
Py pPp Py PE
Py PE PR P%

ist im allgemeinen drei®, somit sind nur sechs von den acht Gleich-
ungen voneinander unabhéngig, wobei wir b,?b%%; mit P?¢ bezeichnen.
Um den Affinor #; durch andere auszudriicken, fehlen noch zwei
Gleichungen, da er acht Bestimmungszahlen hat. Die zwei Gleich-
ungen gehen aber aus (125) hervor. Wir kennen damit, dass der
Affinor t;3 durch drei Affinoren g;;, by und ki dargestellt werden
kann.

Wir haben die Grundflichen bd. noch nicht vollig bestimmt und
sie haben je vier Freiheiten. Folglich konnen wir die Affinoren
Ui ganz beliebig festsetzen, abgesehen von der Beschrinkung, dass
sie voneinander linear unabhingig sein sollen. Wir wollen damit
hier z.B.

(144) Uit = Gis »  Uig = biji, Uiz = bin , Wi = €45,

annehmen, wobei e; ein schiefsymmetrischer Affinor wie folgt de-
finiert ist:

(1) Jeder uber » und s symmetrische Affinor Aygp . ... q wird stets dargestellt:
1 ..
Apsp .. ..q= EgrsAft;o gt brtb P Ay L g -

(2) Das ist méglich, da der Ausdrucke in der Klammer in bezug auf ¢ und p sym-
metrisch ist.
(3) Diese Tatsache werden wir spéater verifizieren.
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en=20, o= —en= VG, e=20.
(135) ldsst sich wegen (105) derart umschreiben, dass
(145) Ut 1,61 — Q) Vot et Yoon + 25 Uy st Vi = 0
ist. Wir setzen hier einfachheitsha‘lber
Qrous = —Upriupt, a1 €Qpr i st T ¥t Ushos 5
die nur von g;, by und ki gebildet ist, dann wird (145)

Z Ulr | ual Vslas = Qrsu3 .
2

Beriicksichtigend (144) und iiberschiebend mit «**7;, bekommt man

daraus
3 — ?
(146) Vgrp — 2 W UiaVpas = 20" 5 Qs
o
wobei
kur 1 ur Sur  — Furl Kur Tur2 kur 1 ur
w¥er = Zgvr, wty = bt wtrs = 0w, ut = —42;@

sind. Betrachtet man (146) als das Gleichungssystem von v,q;, dann
kénnen wir sie in bezug auf v,.; auflésen, da die quadratische Matrix
mit 8 Elementen

(147) M = (85 8re—U*"Ts Usuia)

den Rang 8 hat, wobei in der Zeile » iiber 1,2 und « iiber 1, 2, 3, 4,
aber in der Spalte s iiber 1, 2 und v iber 1, 2, 3, 4 l4duft, die man
dureh Annahme von Asymptotenlinien als Parameterlinien verifizieren
kann. Wir erkennen dann, dass alle v,4; sich durch die drei Affinoren
i;» biw und ki darstellen lassen. Andererseits konnen wir Affinoren
Wi« durch gi;, bie, ky und v darstellen, wenn wir (137) als das
Gleichungssystem von #;. ansehen.

Endlich schliessen wir damit :
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Alle Affinoren, die mit dem LiEschen F>-Systeme projektiv invari-
antlich verknupftet sind, lassen sich durch gi;, by und ki darstellen.

Wir fiigen noch eine Relation hinzu. (83) und (86) zeigen uns
ohne weiteres

0:[7_;'([), ¢, Q, 0)

= (bj, Cty Qo 0)+(bv C,5y Q, 0)+2(b, €y A5, G) ’
daraus folgt wegen (65) und (89)

bi@:t = 3(’31, ¢, a, 0) = *3(6, ct,iy a, Q)

= —8¢:((0, a, a)) = ¢ B+6c: 8 .
Somit erhélt man aus (99) und (102)

(148) @ikt + ks = 60 8 .

§10. BEZIEHUNG MIT DER FUBINISCHEN THEORIE.

Wir wollen jetzt die Gelegenheit ergreifen, zu priifen, wie eng
unsere Theorie mit FuBINIschen verkniipft ist. Darum ist es am
besten, dass wir unsere invarianten Affinoren sowie andere Grossen
mit der FuBINIschen Bezeichnungen einfiihren.

Wir bezeichnen die projektive Transformation mit P, welche ein
beliebiges Koordinatensystem dem in §1 eingefiihrten begleitenden
Koordinatensystem X, der Fliche ubertrdgt. Dann hat die Deter-
minante von P den Wert

(149) |P| =0, by, by, n| = VG @,

Die umgekehrte Transformation von P ldsst sich dabei durch P!
darstellen und sie hat die Determinante

) FUBINI-éECH, a.a. 0., S.78, wobei er anstatt n die Notation X benutzt. Wir
setzen hierbei voraus, dass G > 0 ist.
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1
150 Pl = .
( ) l I 'I/G

Die LiEsche F» der Fldche hat dann die Koordinaten a wegen (2):

—gu —9re 0 0
1 —0ga —0e 0 0
(151) a= (@4 *p? ,
0 0 0 1
0 0 1 Q
da
—on —g2 0 O
—gu —¢g= 0 0
(a, a,a,a) = @) 74! | P12 = -1
0 0 0 1
0 0o 1 £

ist, wobei £ =1—K ist. K sei hierbei das Gaussische Kriimmungs-
mass des metrischen Fundamentaltensor von FUBINI g;. Und wir
ersehen daraus sogleich

gll g‘Zl 0 O

ant gz & 0 0
as2)  w= @D gpa
4 0 0 1-K —1

0 0 —1 0

Lisst a die Grossen in der Klammer in (151) sein, so ist

(153) 0= @NEp g
d.h.
Zﬁ' Qg X, i35 = (4 !)_%aij , Dl Aepa®; = (4 !)_?}aaa ,
(159  Slagzm, = @ N Has, S derens = (41) tay

1 1
;: Qg Mo Tp,; = (4 !) £l ’ azﬂafaﬁnanp = (4 !) 44 .
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Durch kovariante Differenzierung in bezug auf den FuBINIschen
Tensor g; bekommen wir aus (154) mit Hilfe von Formeln®

Y Irs = Ors"Lp+ Grst+Drsl
e = Lr+mPL, ,

Mys = mrs+(1—K)grs ,
(155) l+2 = —K,,

Drst+ Trps = GsiT"

—DrstTrs = i,

=2 = 7v— (s, s+ i)

t — t
Qrs’y t = af’rst'\l"

die Werte von a,®:

20110 2010 0 ap’
1 202, 20z 0 Gt
(156) a4, = (41)7Ep ,
0 0 0 0
At Ayt 0 A,

daraus kann man sofort erkennen, dass a die in §8 erwihnten
Bedingungen fiir das LiEsche F3-System wirklich erfiillt.

a, kann man nun.unmittelbar aus (151) und (156) durch die Re-
lation A, = 8((a,, a, a)) berechnen:

(1) FuBINI-CECH, a.a. 0., S. 349.
@ Z.B.

(4N dai, » = \"r(;ﬁaaﬁxa,im.i)
=2} Qap, r¥a,iTp, T 2 Aap&a, ir&p, § + > GapLa, 5 06, jr
ap ag ap :
= Z{; Aoy, r%a, 128, j + 2{; s (@irP Xa, p + GirMe + Pir®e) 28, 5
[+ [+
~+ 2 QapTa, i (7P xs, p + Girng + Piras)
af
= Zﬂaap. o, %3, 5 + (41)7 4(@uP pj + Gir@is + Pirdss
[+
+ ajﬂ’d%n' + Girdia + Tir@;3)
= 2{‘;%3, r®e, 26,5 — (41) 4 (Girs + ajr),
o

_1 -1
2 aop, r%a, i, 5= (41) 4 Qair + Tig, r) = (4N 4 (2ai).

e
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(__2“221‘ 2a2lr _alﬁ‘pi 0 \

G G
1 20’121' §2aur 2 i
a7y o = @igpa| @ ¢ "o
4

_alﬁ\;’j _azn. T Ar 0

L0 0 0 0 )
wobei

A, = arij(‘l’i.j + ‘I"i‘I’J') —Tr = Ay

ist. Unser Fundamentaltensor g ldsst sich dann folgendermassen
schreiben :
(158) g5 = aid; = —G N auitei+ Gz0n—2a2025) = —gi; Y,

d.h. er stimmt bis auf Vorzeichen mit dem FuUBINIschen iiberein.
Wir erhalten dhnlicherweise

0 0 —y! 0
(159)
(4} ° 0 e ’
((ar, Gsy @)= =7~ GgruP ! L i ’

3.4 g 2(1—K)+—2~\Pﬂl” 2

0 0 2 0

da
— 2(Ar2 sy — Bz @oya )Y = —lg,s usw.

G

(159) ist nichts anderes als (58).
Durch nochmalige kovariante Differenzierung erhalten wir in
analoger Weise aus (156)
TAW A 2gy,, AR
1 AD A® 24y, AQ
(160) g = —(4!) *P7? >
2a1’rs 2a2rs 0 a"rs'i'\!’ﬂ

AD  AD gyt AQ

1) FUBINI-éECH, a.a. 0., S. 84.
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wobei
A9 = @i (7 AW + 20— K)trsip' — Ay, s
A;.is)) = 2(]- _K)a’p'rs + a’m"ra’isj("ri + 2‘["]) + gzus/"r‘~ ar,ri'\lfi, s Qpri, s"lfi ’
AED = 2 Gisq + Gar'Gisp) + IpsOharip’ + gqsaz)ri‘l’i—' 20 pqr,s -

Man kann (57) wegen (157) und (160) verifizieren® und auch (59)
wegen (159) und (160).
Es folgt aus (160)

201 291 0 VY1

1 1 200 202 O Ve
"2“9"073 = —(41)y P! ,

0 0 0 0

o 0 Gy

folglich
gn gz O V1
_1 g gz O e
(162) b= —(4!) P! ,
0o 0 O 1
1 .
Y1 oye 1 —g(q’—\ﬁi¢’)~(K—1)
W) n = —(darys aprg Vi + 25 eup v ayu ADD)
4 »q

1 .
= Qariiaprs¥i — S are AGD)
7 7
= —2—(2az>t7-, Aprs VT — 4aP9s apri Qisqg — 209t O gri Vi + 209 Qpqr, s )

. 1 .
= (aPgi Aprs — APps Apri ) VP |- o€si € aPy Qprm Vi
2
=0,
da
(161) aray ”p'ri Qisq = 0
und

1 .
'gesi elm apy Qprm V2 = AP Apgr, s -

Siehe FUBINI-CECH, a.a.O., 356. Man kann (161) wie folgt beweisen :
Durch Uberschiebung mit atr, erhilt man aus
1
Qrsp APty + Astp APry + Ausp OPtr = ‘z—(g'rs gtu + 9st ru + Gus gtr)
die in FuBINI-CECH, a. a. O., S. 500 steht, die Gleichung

204320 APy Ay + Ausy = Qusv,
welche (161) gibt.
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wobei man setzt :
(163) V= gl j—pir .

Wendet man (70) an, um ¥ abzufinden, dann gibt

gll gZI _‘Pl 0
(164) . Y ,
% — (i!)EG p g 9= . —Y 0
4 =¥ = @)+ (K1) 1
0 0 1 0

(162) und (164) beweisen die Richtigkeit von (63), da
0B = —%G]P‘l (grg™+2) = —1.

(64) folgt ausserdem aus (156) und (162), d.h.
(6, 0, b, a) = 2-3! 4 !)—1 |P_1 |2 (1192 — 2019:G21 + A2 G11)

1 .
= —Qjjr =0,
D) rd

Es gibt ferner

( 2%;27- _ 2(22!17' afl—i'r‘!’i 0

201121' 2(1-11,. 2 i
i A A i 0
(165) (@, a.,,a))=%,,{4)jGP-1 G a4 |
alylt @l @ = 0

\ 0 0 0 0/
da

GeVe 0wy _ grgi Ge¥i—GmYe g g
G G

sind. —3((b, a,, a)) ist mit 2. identisch, abgesehen von einem
Elemente allein, das in der dritten Zeile und dritten Spalte steht,
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wie man durch Vergleichung von (157) und (165) leicht ersehen kann.
Somit erkennen wir nochmals die Richtigkeit von (65).

Wir wollen zundchst den Affinor b, heranziehen. Darum miissen
wir erstens (a.s, b, B, a;) berechnen. Es ist aber von (162)

(202 202 o
G G

1 20 _20u o
(166) (0, b, 0) = %—{FGP—I G G ,

deshalb erhalten wir wegen (160)

1
(arsy by B, at) = EZ el”em"amtA,(.g”)
pq
1
= __égarthgq)
1 D @ pq
= ‘g‘(a st@pri ' — P pgr, s)

1 :
= arspa/pti'\!fz o y
3
daraus erkennen wir sofort

(167) brst = a/rspa'pti\pi .

(1) Weil (ars, b, b, a5) tber » und s symmetrisch ist, deshalb soll es so geschrieben
werden, dass

APyt Apri Vi — aPy dpgr, s = Bigrs + Ciu trst
und wir sehen daraus durch Uberschiebung mit grs bezw. ars,

B:=0  bezw. Cip = api¥?,
da

Qrst, i = — e Vk brst und arsy brst = ept
ist, wobei man setzt:

brst = eir aist .
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Wir konnen jetzt mit Hilfe dieser Gleichung (80) verifizieren, d.h.
brspbSq = Qrau@™ il a0
= guvaupi‘l’ia'vqi‘!’j

1 o
= ‘ggpqgii\l"l\lfj ,

Jetzt ist es klar, dass die Relation (b, b, b, a,) = 0 sich ergibt.

Wir wollen nun beweisen, dass die Matrix (P%) in der Gleichung
(143) im allgemeinen den Rang 3 hat, welcher Beweis wir zu zeigen
in Aussicht gestellt haben. Wir nehmen die Asymptotenlinien als
Parameterlinien an, dann sind

gu =g2=0, Gz = Qg = Qont = Gz = Gz = Ay = 0
und wir setzen einfachheitshalber

Je=4d, Yy = a, am = B, Qo = 7y .
Da nach (167) wegen (168)

b, b, = %—8%8'2 A+ (A7l jro— A7 ju0 %) \,!r”\lr”}

1
2

ist, wird dann die Matrix

(1, gy 0 0 0 \
2 g
0 la A Ay 0
1 2 4
P = & 0 —yyfr 1, 0 |
g 2

O O 0 1 a + ,\P‘I\!’,‘z /d'Y

2 4

(1) Esist im allgemeinen

1
(168) QrsP Apij = —2"(‘77'1: 9si + Grigsi — 9rs9ii) -
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29 0 0 0\ ®
g —g 0

1 1.1,.2 0
REAAS . ol
. g g9

dessen Rang 3 ist.

Man hat nach (160) und (167)

(169) ¢ = V%A = a0 ars

— (@) iar ey

il

20u74n Jipret Jop Y1 201 B,
G2+ Gopyn 200000 202 By,
x P71 ,
201 292 0 Y
By, By, ¥y Z(I—K)‘I"p—arsp/]r.s
da
gpsaqui + gqsapri\’/‘i - zaqur, s = (gﬂt‘I’Q + gql‘l"ll)a't’rs
und

1
K= —=g° 7, 8
3 b4

ist, wobei man setzt:

Bip = 2+ K)gip+Yridrp + Vi — Cin'Ts -
Und es ist

1
(170) @t = !%)ﬁ apti‘PiG

__29171,‘!,,1 . (gm'\lf’z + gpz‘l,l) Elp 2g]p N\
l . ( gm‘I,Z + gﬂ?.\lf.l) : —92 gﬂZ,\’,Z EZp 92 QZp
x P~ ,
Elp ?R_—?P a,'rspAr'S_ ,\Irp . ‘I’p
2g'? 29°° —P 0

(1) In die projektiven normierten Koordinaten ist @y = g°% Siehe FUBINI-éECH, a.a.
0., S. 89.
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wobei

B = BKg™ + i + i P—ai®ir, .

Jetzt konnen wir den Affinor k; von (169) und (170) ausfiihren,
d. h.

(171) k{' = Ci@j

~ =@yt | By By — | (b By )]
= — P adn’ {2(1 +2K)gpe+ Vg + 2‘?(11. ) zamj"'j
1
— 9 gpq‘l’k‘h?}
= — 21 {2(2 -+ K)gij + a/ijt(2\l/‘u‘l’t - Bﬁ‘a) (zAu —‘a'upq'\[/‘p‘l/'q) } .

Man kann natiirlich (118) wegen (167) und (171) verifizieren.

Unsere fundamentale Grundaffinoren sind also durch die FUBINI-
schen dargestellt, und umgekehrt kann man die FuBINIschen durch
unsere darstellen. Wir erhalten in der Tat einen Affinor

1]1'3 = arst'\l"t s
die Gleichungen auflésend
bz,-stll';t = 0 y [[rsllrs = bTStbrst ’

dann wird /7,5 bis auf das Vorzeichen vollig bestimmt. a,: kann
man durch die Gleichungen

brst = a"rspl 1 pt

bestimmen, wobei das Vorz ichen von a,: noch unbestimmt bleibt.
Das ist aber belanglos, da das Vorzeichen von a,; durch eine Kor-
relation sich dndert. Der andere Affinor . wird dann aus (171)
erhalten.
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Wir beschédftigen uns nun mit der Verifizierung von (86). Nach
(162) und (170) wird tatséchlich

D6, = — 5 Qi (— 247+ 447 —297) — 0
und

6B = — iap,i«w‘(zxprwﬁz%) - 0.

& hat die Koordinaten

0 0 0 0
. 0 0 0 0

(172) f=—@A)igp ,
o 0 v 0
0O 0 0 0

wie man aus (159) wegen (89) und (162) ersehen kann.

Schliesslich werden wir durch kovariante Differenzierung aus
(162) bezw. (169) wegen (99) bezw. (102) die folgende Relation
erhalten :

Qiilx = atipp? { (2 + K— ; @)git + 2401 } ‘
bezw.

Tkl = —atiy? |(2+ Kt ®)gat 2 |
daraus folgt (148) sogleich.

Sapporo, Mirz 1931.
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