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EINLEITUNG 

In einer der vorangehenden Abhandlungen(l) ist die Theorie mｭ

dimensionaler Mannigfaltigkeit M川 von Hyperfl臘hen zweiter Ordnung 

F2 im Rn begr�det worden. Hier m�hte ich mich mit der Unterｭ

suchung eines speziellen Fall , die Fl臘hentheorie im R3 , beschäftigen , 

wobei wir die LIEschen Fl臘hen zweiter Ordnung der Fl臘he zu 

grunde legen wollen , d. h. mit anderen Worten , wir wollen die 

Fl臘hen als einen Umh�lungsmantel der LIEschen Fl臘hen zweiter 

Ordnung ansehen. 

(1) A. KAWAGUCHI口I仁: tむJber p戸r吋ojek王tive Dif丘l'erentialg巴ometr匂 V. Grundlage叩n der 
Theorie m-dimensionaler Mannigfaltigkeiten von Hyperfi臘hen zweiter Ordnung 
im n-dimensionalen Raume, T�oku Mathematical Journal, Bd. 30 (1929), S. 257-
277. Diese Arbeit wird im folgenden mit P. G. V zitiert. 
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Man wird in der jetzigen Arbeit ohne weiteres sehen, dass meine 

Theorie der Hyperfl.臘hen zweiter Ordnung(l) mit der FUBINIschen 

Theorie �er die projektive Di百erentialgeometriel2l in enger Beziehung 

steht, und ich glaube die Beziehung zwischen den beiden Theorien 

deutlich klarlegen zu k�nen. 

Die Theorie der Systeme von Fl臘hen zweiter Ordnung im pro・

jektiven dreidimensionalen Raume hat G. THOMSEN schon durch eine 

sehr sch�e Methode behandelt(3l. Seine Theorie ist aber linien匂

geometrisch und nicht eigentlich F 2-geometrisch , mit anderen 

Worten, er hat sie in Linienkoordinaten untersucht und nicht in 
Koordinaten von Fl臘hen zweiter Ordnung. Um einen Vergleich zu 

gebrauchen, behandelt man die windschiefen Fl臘hen in Punktkoorｭ
dinaten und nicht in Linienkoordinaten. Er hat auch dabei eine 

Fl臘he als ein System von LlEschen Fl臘hen zweiter Ordnung beｭ

trachtet, nat�lich in Linienkoordinaten. In dieser Abhandlung m�hte 
ich die Theorie der Fl臘hen von derselben Betrachtung behandeln , 

aber in Koordinaten von Fl臘hen zweiter Ordnung, welche ich in 

P.G.V eingef�rt habe. 

Zuerst werden die LIEschen Fl臘hen zweiter Ordnung in ~ 1 

angef�rt und dann eine Kennzeichnung des LlEschen F2-Systems in 

~ 2 gebracht. In ~ 3 stellen wir die Bedingung in Koordinaten von 

Fl臘hen zweiter Ordnung vor, dass ein System von Fl臘hen zweiter 
Ordnung das von LlEschen einer Fl臘he ist. In Linienkoordinaten 

hat G. THOMSEN schon dieselbe Bedingung in seiner oben zitierten 

Arbeit dargestellt. 

Nach einigen Bemerkungen zur Bedingung in ~ 4, f�en wir in 

~ 5 die Bedingung hinzu, dass ein System von Fl臘hen zweiter Ordｭ
nung von DARBouxschen einer Fl臘he besteht. Diese Bedingung 

(1) A. KAWAGUCHI: ﾜber projektive Differentialgeometrie I-V, T�oku Mathematiｭ
cal Journal, Bde. 28 (1927), 29 (1928), 30 (1929). 

(2) FUBINI・己ECH: Geometria proiettiva diffe四nziale， Bde. 1, II, Bologna, 1926-27. 
(3) G. THOMSEN : ﾜber eine liniengeometrische Behandlungsweise der projektiven 
Fl臘hentheorie und die projektive Geometrie der Systeme von Fl臘hen zweiter 
Ordnung, Hamburger Abhandlungen, Bd. 4 (1925), S. 232-266. 
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ver舅dert sich gem舖s der Bedingung f� das System der LIEschen 

Fl臘hen zweiter Ordnung, wenn wir einige Beschr舅kungen f� sie 
hinzuf�en. 

Die Di百erentialformen des Systems der LIEschen Fl臘hen zweiter 

Ordnung werden erst in ~ 6 eingef�rt. In ~ 7 erhalten wir die 

Ableitungsgleichungen und in ~ 8 ihre Integrabilit舩sbedingungen. 

Es gibt viele projektiv invariante Differentialformen (A白noren) ， aber 

von diesen sind nur drei fundamentale , zwei der zweiten Stufe und 

eine der dritten Stufe, wie wir in ~ 9 erkennen werden. 

Schliesslich werden wir in ~ 10 alle invarianten A由noren sowie 

die anderen Gr�sen in N otationen der FUBINISchen Theorie verｭ

merken , um die Beziehung zwischen unserer Theorie und derselben 
von FUBINI deutlich zu gestalten. 

~ 1. LlESCHE FLACHEN ZWEITER ORDNUNG. 

Betrachten wir eine auf ihre Asymptotenlinien bezogene Fl臘he 

x:(u 1, u2) im R3 in homogenen Punktkoordinaten und auf ihr eine 

Asymptotenlinie u2 = konst. etwa = k. Dann bilden die Geraden 
durch die PU叫r

l �2'''''' "117旬ιρ2 = k 
geradlinige Fl臘he W. Durch drei benachbarte Erzeugerﾍden von W 

ist eine Fl臘he zweiter Ordnung F2 bestimmt. Wenn man in dieser 

Uberlegung die Parameterlinien vertauscht, erhalten wir auch die岨
selbe F2' die durch S. LIE bereits 1878(1) eingef�rt worden und 

nach seinem Namen benannt ist. In dieser Weise ist jedem Fl臘henｭ

punkt eine und nur eine LIEsche F2 zugeordnet. 

Wir nehmen nun einfachheitshalber die Punktkoordinaten der 

Fl臘he ~(Ul ， 旬2) als die projektiv normierten in Sinne von FUBINI(2) an 

und die Koordinatentetraeder derart , dass das einen betreffenden 
Fl臘henpunkt ~(u\ u2) , zwei auf der Tangentenebene der Fl臘he an 
~(Ul ， u2) liegende Punkte ~1 und ~2 und der erste Normalenpunkt 

(1)S.LIE :vGeBarnmelte Abllandlungen, Bd.3(1922), s.718(Brief an F.KLEIN)・

(2) FUBINI-CECH, a. a. 0. , Bd. 1, S. 85. 
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(1) ロ =Zr8E問

zu seinen vier Eckpunkten besitzt, wobei 

E1= ￡FE川， ~2 =かい

und grs die kontravarianten fundamentalen quadratischen Gr�sen 

von FUBINI(1) bedeuten. Unter ~rs versteht man dabei die zweiten 

kovarianten Ableitungen von ~(Ul， u2) in bezug auf g:γs unter der 

RIEMANNschen ﾜbertragung. 

Die LIEsche F2 an einem Fl臘henpunkte ~(ul， u2) ist in bezug 

auf das oben eingefi.ihrte begleitende Koordinatentetraeder durch die 

Gleichung 

(2 ) 2X3X4+ .QX~-:b g問XrXs= 0 

mit den laufenden Koordinaten Xrj. (α= 1, 2, 3, 4) bestimmt(2), wobei 

( 3) 。 =tgTS(MM

Wir setzen dabei ferner voraus, dass die Determinante von g.γs 

G = gl1伽-gï2> O. 

Diese Voraussetzung ist keine so wichtige Beschr舅kung in unserem 

Falle, da wir durch eine kleine Modifizier・ung ganz 臧nlich die Theorie 

entwickeln können, wenn G < 0 ist. Wir bemerken noch , dass der 
betreffende Punkt ~(Ul ， ぽ) in neuen Koordinaten Xrj. mit X1 = X2 = 
Xs = 0, X4 = 1 dargestellt ist. 
Es sei ein zweigliedriges F2-System in die homogenen Punktｭ

koordinaten x ", durch die Gleichung 

(4) :b αa向的 =0
α. ~ 

(1) FUBINI bezeichnet diese Gr凸ssenin seinen Lehrbüchern, a. a. 0., mit Ars oder α刊.
(2) Siehe z. B. FUBINI・CECH， a. a. 0., Bd. 1, Kap. 3. 
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gegeben, wobei die Koeffizientenαゅ eindeutige ， stetige und gen�end 

oft differenzierbare Funktionen von zwei Parametern u1 und u2 in 

einem Bereiche sind, d.h. 

( 5 ) (,, 1 ，， 2'、
α<X~ ==α~~~u'， U") α， β= 1, 2, 3, 4 . 

In welcher Form werden dann die Bedingungen daf� aufgestellt, 

dass das F2・System (5) aus den LIEschen g einer Fl臘he besteht? 

In seiner Arbeit hat G. THOMSEN den folgenden Satz bewiesen(1) : 

Gibt es iγz ei~γzem F2-System zu Jeder F2 zwei For恰chreitungs­

richtungen, j� die sie sich mit deγ benachbart肌 F2 längs ein必γ ihrer

Erzeug肌den もeγührt， und ge~もりren di偶e beiden B巴T杭，rungsgerαむ:n

verschiedenen Regelsch併問帆， so besteht das System aus dem LIEｭ

schen Fz ei'γze:γ Fläche. 

Und auch er hat eine analytische Bedingungen erhalten , aber sie 
ist in Linienkoordinaten und nicht in den Koe由zientenαω ・ Wir

werden daher in ~ 3 die Bedingungen in α岬 diskutieren.

S 2. EINE KENNZEICHNUNG DES LIESCHEN 
F2-SYSTEお1S.

Nun wollen wir eine neue Kennzeichnung des LIEschen F2-Systems 

vornehmen. Nimmt man ein Kurvennetz u = u(α， a') ， 旬=り(α， a') 

mit Parameternαund a' auf einer Fl臘he ~(u ， 旬)， die eine soIche 

Eigenschaft hat, dass durch jeden Fl臘henpunkt je ein einziges 
Kurvenpaarα= konst. und a' = konst. des Netzes vorläuft, wobei u = 
konst. und の= konst. die Asymptotenlinien der Fl臘he auszeichen , 
und betrachtet auch l舅gs jeder Kurveα= konst. bezw. a' = konst. 

die Tangenten der Asymptotenlinien einer Schar の= konst. bezw. 

u = konst. Diese Tangenten bestimmen dann eine geradlinige Fl臘he 

G bezw. G' und ihre drei benachbarten Erzeugenden bestimmen eine 

Fl臘he zweiter Ordnung W bezw. W'. Somit kann man zu jedem 

Fl臘henpunkt je eine W bezw. W' entsprechen lassen. Daraus er・

(1) G. THOMSEN, a. a. O. 
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gibt sich die Kennzeichnung des LIEschen F2-Systems folgenderｭ

町lassen:

Stimmen W 肌d W' 憾i[l-句協er也知， dann flα\llt die Kurvenschar 

a = ko慨:t. bez'切. a' = J，もonst. mit d，併 Sch α~r deéγ Asy 悦.ptotenl伽.~en 司悦!.(=

1加cωO'lí畑z凶\s比s

scheéγ汎Z F2 d巴r Flè誌ïche.

Um den Satz zu beweisen , stellen wir zuerst die geradlinige 
Fl臘he G' durch zwei Parameter αund p dar: 

;t; = ~:(u ， り)+P!v(u ， v) . 

Die Asymptoten dieser Fl臘he l舅gs der Erzeugenden : 

;t; =;t;(旬。， ν。) +p;t;v(旬。，切) , 

die von dieser Erzeugenden verschieden sind , bilden offenbar eine 
Schar von geradlinigen Erzeugenden der W'. Wir stellen daher die 

Differentialgleichung der zweiten Schar von Asymptotenlinien von G' 

auf: 

wobei 

~:P = ;t;v , 

ら = ;t;~+p;t;山 = ~:uu' 十 ;t;vV' 十 p;t;vuU' +p!仰が

=ρPZ21/;t;+ (u' 十 pγげh:u+ (1 + p8v)v¥v + pαu'n , 

;t;1ゅ= 0 , 

;t;p~ = P22り';t; +γV';t;u 十 {lvv'~:v 十 αu'n , 

t~<> = Plt + P2tU 斗 P3;t;り十 P411 , 

P1 = Pl1U'2 十 P20旬ロ十 P (P22V" キ α(Pllv 十 βP22)U'2 十 2(:快2u +ryP11)包V

+(p加+Pi2Bv)V'2} , 

P2 = u" + θuU'2 十 ryv'2+ P {,,/v" + (Buψ 十 βγ)U'2 十 2(PZ2十円十γ札)u'v'

十 (γ匂 +γ+γBV)V'2} , 

P3 = 旬v" +βu.l2 +Bvv旬'2+ p {θ旬JりFげ'+ (，β旬 +ρ11十β0仇ψ.v)1悦ιF吃2 +2(伊θu附旬十 βY汁)悦匂

+(ρ忽+θ叩十 B';，)旬〆'2勺} , 
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P4 = 2αu'v' + αP {u" + OuU'2 + 20vu' v' 十 γV'2} , 

da in asymptotischen Parametern die zwei fundamentalen Differenｭ

tialformen 

(/)2 ==:; grBdurdUs = 2αdudv ， |α|==d ， 

(/)3 三 α'r..tdUrdusdut = α(βdu3 + γdv3) , 

α=βγ(für die projektiv normierten Koordinaten 1:) 

sind und 

t.u" = Pn6+θu6"+ β6v , 

�-;uv = α口，

~:v旬 =ρ221: +γ1:u 十仇t，v , 

11" =α一1((Plh十βP22) 1:+ (0ω十 βγ)6，， +(β匂 +Pn十 βOv)1:v} , 

11旬 =α一1((pnu 十 γpnh: 十 (γu 十 P't.2 十 γOu) 1:u 十 (0叩+γβ) 1:v}(1) . 

u'be肌内山utet hierbei 坐 bezw. 竺， und 
uαωα 

z-hl-31  悦= ~， ì-;v 一一 usw. 
8u 8り

Daraus berechnen sich die Determinanten 

1 6' 6"' 6P' らα1 = P4(u' +P'YV')-P2Pαu' , 

1 ~:， 6"' 6P' 1:叩 1=αU'2 ，

1 x, r.", [.P' [.pp 1 = 0 

und f� die gew�schte Differentialgleichung erhalten wir 

{P4(u' +p引J')-P2Pαu'}dα 十 2αu'2dp = 0 . 

Somit ergibt sich f� W' mittels der Parameter p, q die Darstellung 

(1) Si巴he FUBINI-CECH, a. a. 0. , Bd. 1, S.89. 
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3=l+q(L4P2) 

= (1 + pqp'Z!.v'h + q(u' + P"fV')μ 

f ~ I ~(1 I ~L1 ¥̂.I ~ P4(u'+仰が)-P2Pαu')十 lp+q(1 +同)v'-q 凸長一一)いpq側 l
乙αu'“ Y

Wir setzen 

a = X~+Yì-:u+Z6旬 +wn

und f�ren damit die Fl臘he begleitende Koordinaten ♂， ν， z, w ein. 
80 haben wir 

X = 1 +pqP22V' , ν = q(u' +pγv') , 

P4(u' +ργげ)-P2Pαdz = p+q(1 十 pÐv)v'_q.L 4¥"" I jJ') 向，
乙αu' 臼

1.V = pqαu' . 

Wir d�fen hier voraussetzen:α 0=1= 0 und u'=ト O. Wenn dagegen 

α= 0 ist, stimmen zwei 8charen von Asymptotenlinien der Fl臘he 
überein , und wenn u' = 0 ist , dann beschreibt a nicht eine F2 sondern 
eine Gerade a = ~+P~v ， welche beiden F舁le wir ausser Betracht 

lassen. Da die Gestalt von z p+pqA +p2qB ist, soll die Gleichung 
f� W' 

州日γ内十州知)z = ω{(ω-AJγ)X+A仰

一(dc-A;;仙B)初)

sein , 臧nlich dieselbe f� W 

(α約一αβ山+αβ玩仇)ν = w[(αîi'ー瓦て β必十互αz
¥ ¥ V' ノ

mw 
司
/

十一
前

一
切
-
u

一A一C-
引Uα

 

〆
r
'
'
E
1、
\

Aber gem舖s der Voraussetzung m�sen die Koeffizienten dieser beidｭ

en Gleichungen proportional sein. �' bezw. v' bedeutet hierbei 
竺 b m 327 ・ Du旧附r帥ch Ver目目叫r宮gleic伽hl加1u叫n
u，叫u，α
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xz ersehen wir somit ザ= 0 und �' = 0 an jedem Flächenpunkte, 
d.h. u bezw. り ist von a' bezw.αganz unabh舅gig. Deshalb ist die 

Kurvenscharα= konst. bezw. a' = konst. Asymptotenlinien u = 

konst. bezw. v = konst. und alle W sind die LIESchen F2 der Fl臘he. 

S 3. DIE BEDINGUNGEN FﾜR DAS LIESCHE F2.SYSTEM. 

Wir werden nun die Bedingungen f� das LlEsche F2-System in 
1.4 

den Koeffizientenα..~ der Gleichung von F2: 2:;α..~x..x~ = 0 bekom・
α.Ii 

men. Man kannαωIeicht solchermassen normieren, dass die Deter-
minante vonα吋

(6) (α ， α ， α ， α)(1) = 4! Iαり 1= e , e= 士 1

ist, ab6"esehen vom Falle ausgearteter F2' f� die I 伽 I = 0 ist. 

Dann folgt sofort aus (6) f� die I舅gs beliebiger Fortschreitungsｭ

richtung dt differenzierten 豆型ιdie Beziehung dt ~.~ ~~~.~..~"b 

(7 ) (号， α， α ， α)=0

und wir erkennen aus P.G.V ohne weiteres 

(dαdα\ 持 dur dus ( 8 ) 3( _":~， lh.~ ， α ， α)=qTR-一一一
¥ dt' dt ノ '0 dt dt 

wobei wir allen Grりssen in P.G.V einen Stern hinzufügen , um sie 
von derselben der FUBINIschen Theorie zu unterscheiden. 

Jetzt stellen sich die gesuchten Bedingungen folgendermassen 

vor: 

Wenn 

(1) f� die beliebiye Fortschreitunysrichtuny dt 

(9 ) (坐， 4α ， h，\
dt' dt' dt' ..ノ

(1) Dieses Symbol ist schon in P. G. V eingeflihrt. 
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(10) (~~， -~α ， dα ， dα\ 一一 )一一一・-

dt' dt' dt' dt J 

sind und 

(II) jüγ jede 仰旬 zwei Fortschγeitungsγichtungen du 旬ηd dψ ， 

f長γ die

g:'.duγ4司')，8 =。

ist, die Mαtγ~X 

(な) b訓(舎)

den Rαng 2 besitzt, tγotzdem 1\長γαndere beliebige Richtungen hαt die 

entspr・echende 1lぬかむ ~m αllgemeinen den Rαng 3 hαt， wobei wかりoγ圃

αussetzen 

(11) G* = g~i g~2 -gil 十 0 ，

dαηη besteht dαs F2-System α吋 (uI， u2) αus den LIEschen F2 eineγ 

Fläche, und umgekehr・t erjiillt jedes LIEsche F2-System eineγ Fläche 

eben diese Bedingungen. 

Da wir sp舩er sehen werden, dass das LIEsche F2-System einer 
Fl臘he stets die beiden Bedingungen (I) und (II) erfüllt, beweisen 
wir jetzt die Vollst舅digkeit dieser Bedingungen. 

Erstens erkennen wir leicht, dass die Fl臘he zweiter Ordnung 
F2 mit der Koordinaten d~笠 durch die Schnittkurve der zweibenach-

dt 
barten F2 : α(αゅ) und α +dα(αゅ +dαゅ) hindurchgeht, und auch 
von (10), dass sie die ausgeartete , d.h. eine Kegelfl臘he zweiter 
Ordnung ist. Wenn man die Spitze der Kegelfl臘he als Eckpunkte 

des Koordinatentetraeders z.B. (0, 0, 0, 1) annimmt, dann sind 

da竺=空型生 =!l型! = !l_α44._ = 0 
dt dt dt dt 

und daraus folgt wegen (9) 

oz(dαdαdα) = a44 =-;aJd ( ~αdαdαdα) ~~.， a I =α仁一(~~， ~~， ~~， ~~) dt' dt' dt ノハ dα44¥ dt' dt' dt' dt ノ
dt 
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! dα11 dα21 dα31 
! dt dt dt 

I dα12 dα'22 dα沼
ニ 3!α44

dt dt dt 

dα13 dαぉ dα':1 
dt dt dt 

Und die letzte Determinante kann nicht wegen (II) im allgemeinen 

identisch verschwindend sein , deshalb schliessen wirα44 = 0 , die 
dα uns zeigen , dass die Spitze der Kegel自äche \.N，~_ auf αsich legt. 
dt 

Zun臘hst wollen wir ersehen , dass alle Spitzen der Keglfi臘hen f� 
beliebige Richtungen miteinander zusammenfalIen. Wenn die zwei 

nicht zusammenfallenden Spitzen dagegen sich ergeben, nehmen wir 
diese Punkte zu zwei Eckpunkte des Koordinatentetraeders z. B. (1 , 
0,0,0) und (0, 1, 0, 0) an. Dann werden die zwei entsprechenden 
Kegelfi臘hen je die Koordinaten 

。 。 。 。 dα11 

dw 
。 dα:11 dα41 

dw dw 

。 dα2~ dα沼 dα42

dt dt dt 
。 。 。 。

und 
。 dα2:1 dα31 dα43 
dt dt dt 

dα1~ 

dw 
。 h

←
州w
h
w

，
仙
一--
-
αめ
←d

v
w一
w
h

一
初

め
一
，d
'

山
一d

。 dα24 da:l4 dα判
dt dt dt 

dα14 

dw 
。

besitzen und die Beziehungen 

(~α ， dfI ，九 ~o~，) = (~αdn dα ぬ\
dt' dt' dt' dwJ 'dw' dw' dw' dt ノ'

die aus (10) folgen , zeigen uns, dass die Spitze jeder Kegelfi臘he auf 
der anderen liegt, d.h. 

自立=豆坐= 0(1) 
dw dt 

(1) Wenn eine Kegelfiäch巴 auszwei Ebenen besteht, sehen wir jeden Punkt auf der 
Schnittgerade dieser zwei Ebenen als Spitz巴 an.
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Ferner erhalten wir von der Beziehung 

(~αdαdαdα)=0 
dt' dt' dw' dw J 

welche auch aus (10) folgt , 

(向伽14 仇 dαJ;1_y =0 一一一・一一一+一一一・一一-. -
dt dw dt dw ノ

somit sind die Gleichungen der zwei Kegelfl臘hen in Punktkoordinatｭ

en Je 

(12) q ヮ(n da9~ . n daM . dα14. \ハ
~x~ +12三グ主的+ 2~~'竺的十 一"'X4 I X4 = 0 

dt υ \ dt “ dt" dt . ノ晶

dα~R ..9 目/口 dα14 . n dα~d . dα41 \ハ
ーでふ院十 l 乙 二 X， 十乙一一二二仇十 三日仇 l 仙=ニリ.
dw " ¥ dw ‘ dw" dw 吟ノー , 

wenn wir das Koordinatentetraeder solchermassen transformieren , 
s 互恒三= 0 ist. Aus (12) m�sen die zwei Kegelfl臘hen l舅gs der 
dt 

Verbindungsgerade der beiden Spitzen einander ber�ren. Betrachten 

wir nun den Ort der Spitzen der Kegelfl臘hen ~1~.' dann erh舁t 
dt 

hierf� 

a (dαdαdαdα\ 
(13) 仇 =p i--，一一， ~~， U:l~) 

a d，α1~ ¥ dt' dt' dt' dt J 
dt 

_ ndu dv f a (dαdαdαdα \du 
-1'面白 1a d~~~\ d~' ぬ'両， dv) dt 

du 

十L_(_d，αdα da dα)~川
面可， d匂， dv' du) dt J ' 
d旬

d.h. der Ort ist eine Gerade, da wegen (Il) f� die beiden Richtungen 
du und dv 

'�( dα da dαdα)=0 
a cl._a!竺\du' du' du' du ノ

du 
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~_ (_d_q_ dlαdαdα)=0 
'� da竺\dv' dv' dり酌/

dv 
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sind. Von (13) kりnnen wir leicht erkennen , dass alle Kegelfi臘hen 
-1~ auf einer Gerade ihre Spitzen besitzen und l舅gs dieser Geraden 
dt 
einander ber�ren. Und wenn die Kegel自äche aus zwei Ebenen 

besteht, dann schneiden sich die zwei Ebenen l舅gs dieser Gerade. 
dαα{もVon Stetigkeit von ~一一 müssen somit alle EbeneI� der beiden Kegelｭ
dt 

dαd fi臘hen -'一一旦， die wegen (II) aus je zwei Ebenen bestehen , 
du' dv 

durch diese Gerade hindurchgehen. Dann soll 

!_ ,!r;* = ( da _ da ηλ=0 
4' - ¥ dv ' dv' J 

sein , das der Bedingung (II) widerspricht. Somit fallen alle Spitzen 
der Kegelfi臘hen 1~- miteinander zusammen, und die vier Ebenen 
噌噌 dt

von∞n3宏;um削n凶d3号t h 
Dieser Punkt P beschreibt 0宜enbar ei加ne FI協äche F , wenn die Paraｭ
metern ur �er ihren Bereich durchlaufen. Die Fl臘he F ber�rt 

αim Punkte P, wie man gleich ersehen kann , somit stimmen die 
Tangentenebenen der beiden Fl臘hen F und αüberein. 

Nun wollen wir die geometrische Beziehung zwischen den beiden 
dα F2 : αund γα_ bezw. 自nden. Dazu nehmen wir das Koordinaten・du "-'vLJ.H.  dり

tetraeder wie folgt: Der Punkt P hat die Koordinaten (1, 0, 0, 0) 

und alle Seitenebenen des Tetraeders berührenαd. h. zwei Kanten 

Xl = ね= 0 , X2 = Xg = 0 gehりren zu einer Regelschar und andere zwei 
Xl = 均= 0 , X2 = X4 = 0 zur anderen Regelschar vonα. Dann wird 
die Gleichung f� α 

X1X2 十 ÆX3X4= 0 . 

Da der Punkt auf beiden Ebenen von 学 bezw. 全 liegt ， hat die 
ー _ au a 

Gleichung von å~ be肌

(αね十βX:J +γぬ)(αF均十β'Xa+ γ'X4) = 0 , 
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somit sind von (7) und (II) 

0=(;; ， α， α ， α) = 3! ~(ß'Y' +的)

und 

Idα da \, f ~~， I 1 / ~ " ~I\? 1 21u ，」， α， α) = 4: ﾟ゚' 'Y'Y'一一(βγF 十 γβF)2j
¥du' du ノ l

=ー(βγ'-γβ')2 , 

daraus folgt sofort 

βγ'-γβ'= o. 

Es gibt hier folgende drei verschiedene F舁le: 

(1)β=γ= 0 für イαu吋 a帥 für そα
αu αv 

(2)β=γ= 0 f� dαundβ=β'= 0 be肌 γ= ゾニ O 加や
du ，~ dv 

oder umgekehrt; 

dα (3)γ=γ'= 0 für 牛 und β=βF=O fur , 
du dv 

Da die vier Ebenen von ~~ und ~g_ nur einen Punkt gemeinsam du ~..，... dv 
da , d内

haben, kann nicht der Fall β=β， = 0 f� beiden d~- und d; 
bestehen. 1n den F舁len (1) und (2) kann man unschwer 

_!..，I伊=(空空 dα 円円、 0 
4 ¥ du ' dv' , •• J 

beweisen, das der Bedingung G替宇 o widerspricht. 1m Falle (3) 

geh�t die S伽i均erade der zwei Ebenen von 空白er Regelschar 
vonαund je附n問1児e von∞n i去t aIn伽1
zwei benach bar吋te F2 :αund α 十 dαi加n der Richtung du bezw. d旬

l舅gs einer Erzeugenden zueinander ber�ren. Somit kann man 
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zufolge des Satzes von THOMSEN ersehen, dass das F2・System aus der 

LIEschen F2 einer Fl臘he besteht. Aber wir wollen hier diese 

Resultate ohne Hilfe des Satzes von THOMSEN herleiten. 

dα 
Der Punkt P legt sich auf αsowie auf 瓦τ， wie wir schon ge-

sehen haben , d.h. f� seine Koordinaten 仇 sind

(14) 

(15) 

und zwar 

(16) 

da wegen (13) 

三;α~~X.X戸= 0 , 
α.11 

!己負九仇= O. 
~ dt ~ ,. 

ldhι生竺払= O. 
訂ヲ dt dw ' 

日豆白 X~ = 0 
il dt 

ist, wobeiωeine beliebige Funktion von Parametern ur ist. Die 
asymptotischen Richtungen der Fläche 仇 (ul， u2) sind durch die 

Gleichung 

(17) ψ 三 L(du1)2+ 2Mdu1du2 十 N(du2)2 三l1z2mgZd2m | l=0 
, 8u1' 穹2' 

bestimmt, wobei wir den Ausdruck f� die Determinante wie folgt 

abk�zen: 

Xl 
8Xl gお1

d2忽1
8u1 8u2 

江'2
8:1り2 8 :1:泡

d2包Z

iz , 
3ぷ，竺 ， d2x 1=1 8u1 8u2 

8u1' 8u2' 禮3 g沼3
X:l 8u1 穹2 

d2x3 

X4 
8X4 8X4 d2x4 
穹1 8u2 
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Da wegen (6) im aIlgemeinen (α ， α ， α ， α) nicht verschwindet und 

einen feste Wert 士 1 hat, multiplizieren wir denselben mit der obigen 
Determinante 

(α ， α ， α ， α)φ=εψ 

z
 

nnv m
 

Q
W
'
 
g
 

α
 

泊
且Z一

一 �1 ' m
 

qtu 
T
α
 

9
“ z
u
 

n
o

円
。

I '" _. '" _ ô仇|= 4 ! I b a~~ 仇， Sh ， EJh 仇，三Jh3d2ma|
|αα ，. ôu1 α ôu2 α| 

Von vier Koordinaten 仇 soIl mindestens eine z. B. ♂1 von Null 

verschieden sein , man kann damit die letzte Determinante wie folgt 
umschreiben: 

b a~rIXaX ，1 b aa" ~Xα 三Jgma 三= a~:，d2x ααr~XαX ，lα吋 ~X，lα的 1t9irotαα:'αX，l 
円 [1α;:;- . ôu α:ïi • ôα，戸

三Jαa2仇 三Jbα 52ha  三ミ αぷ2立?αα2 αa2 

1 |α α “ ôu1 α 包u2 a 
Eﾘ = 4! 一一

Xl I 28Z￠ 21 33a bαα3d2X~ bααEX αα214. ム αα214n “ a αg α 百 a 

三J 向山 b a~4 ~仇 て、 ÔX~ 三Jα"4d2九αα431 αα4 
C民 α u τ ôu2 

α 

daraus folgt 

� 
2αa仏三:αα2fE:ι2 ~ 9 
αα ôul α ôuζ 

(18) 
I ~， ~ dぺt: rl ~一、 d沼

Eﾘ = 4 ! ( b a"Bdx~dx:l)..!_ I ~αα尚子向山:子 αωiJ
α• l~ Xl 

ﾔXrl ~ 8~f，α 
bαda22h:17EJα，4ー-。
αω りU' α dU“

Da, zufolge (14) und (15) kann man sofort bekommen 

(19) て可 _ dxα 一ーの
古7ii 吋~dt .v,l - v 
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oder 

(19)' "" 8x", ^ 
);αa尺← ---:-x.= U. 
可官 '8u1 ' 

2:j αaJ竺仇 =0
可否 . 8u~ , 

und auch (16) und (19) 

(20) ~α，，~dl-;抗的 =-~α"~dx，，dx~ ・
", ~ ". ~ 

Die Determinante in (18) ist von der Di置erentiale dt volIst舅dig 

unabhängig, somit ist 

(21) ~α，，~dxαdx~ = 0 
".11 

f� die asymptotischen Rich.tungen und umgekehrt. Daraus folgt 

nach (14), (19) und (21) l舅gs der Richtungen 

~ a"~(x，， + ~dx，，)(x~ + えdx~) = 0 

f� einen beliebigen Wert von ん daraus k�nen wir ohne weiteres 

schliessen, dass aIIe Punkte auf den zwei Geraden mit den Richtungｭ
en: 仇 +，{d仇(，{: Parameter)(1) auch auf a liegen, d. h. dass diese 
zwei Geraden zwei durch den Punkt 仇 hindurchgehendeErzeugenden 

vonαsein solIen. 

Nun .betrachten wir eine der Richtungen du und dv, f� welche 

g:' durduB = 0 

ist, z. B. du , dann berührenαund die benachbarteα +dαsich in 
der Richtung du einander l舅gs einer Erzeugende vonα. Andererseits 

ist ein Kurvennetz sr auf der Fläche 仇 (u1 ， u2) bestimmt, so dass 
durch jeden Fl臘henpunkt nur ein Kurvenpaar des Netzes sr durchl舫ft 
und Kurven des Paares immer die Richtungen du und dv hat. Gem舖s 

der hervorgehenden Ergebnisse ersieht man, dass jede zwei dem Punkte 
auf jeder Kurve des Netzes sr zugeordneten benachbartenαund α+dα 
l舅gs einer Asymptoten der Fläche 仇 (u1 ， u2) zueinander ber�ren. 

勾 Somit muss jedeαje drei benachbarte Asymptoten, die die Tangenten 

(1) Diese Geraden sind offenbar bezw. die Tangenten am Punkte 向 von Asymptoten・
linien der Fl臘he x" (u 1, ~内・
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von drei Asymptotenlinien einer Schar sind, l舅gs der Kurve des 
Netzes ~ erhalten・ Zufolge des Satzes in 9 2 k�nen wir sofort 
erkennen , dass das Kurvennetz ~ mit dem Netz von Asymptotenlinien 
v�lig �ereinstimmt. Mit anderen Worten, die Richtungen du und 伽
sind nichts anderes als die asymptotischen Richtungen der Fl臘he 

X" (ul, u2) , die durchαumgehüllt ist, und jedeαist die LIEsche F2 
der Fläche, d. h. die Vollst舅digkeit der beiden Bedingungen hat 

sich v�lig erwiesen. 

94. EINIGE BEMERKUNGEN ZU DEN BEDINGUNGEN. 

Wir wollen jetzt noch einige Bemerkungen zu den Bedingungen 

hinzuf�en. 

1. Die Bedingung (1) d�fte gem舖s der Bedingung (II) durch 

die folgende ersetzt werden: 

(9 h (jt， j;， t， α) = ({~， 1~ ， -~~， α)= 0 , 

(10)1 (~α da 坐 dα) = 0 , 
du' du' dり dν ノ

da (9) wegen (II) sogleich umgeschrieben werden kann 

( ~~， 1i-' ~~， α) ニ(;;，;;， Z， α)(~~y
α
u
 

v
α
1
α
 

/
'
E
E
、
\

円
。+
 

dα dαα)(2)22 
du' dv' 

十3q ， Z ， jf，咋(~~Y
q
u
 
¥
1
2
1
/
 

り
一
t

守

d
一
v
α

/
r
a
E
1
、

\
、s
t

，
ノ

α
 

α

一
切

7
α
，

d
u
 

α

一
り

d
•d α

引u

v
α
，

α
 

/
i
1
¥
 

+
 
~ du dv f( dα 豆旦 d旦円、 du

~ ﾛ dt dt:t¥du' du' dv' ") dt 

+(dαdαdαdけん ， dザ ， -dv' α)dtj 
=0 
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und (10) 

(2 ， 222)=(2， Z ，;;， j;)(す)往y=0 
2. Wenn man die normierten Koordinaten 仇~ mit den nichtｭ

normiertenαお， d. h. die Koeffizienten der Gleichungen von F2 in 

allgemeine Form dar叫ellt ， so ist 

(22) α叫 =(4!J)ZαL ，

wobei .1 = Iαお I ist. Daraus folgt: 

(23) 
¥
1
1
J
/
 

持
吋

α
 

Q
リ

ゆ
九v
h

咲

α

一
ー
i

'
伽
一
点

J
 

S

佳

/
t
E
1
¥
 

5
一
壬

、
‘
.
，
，
，

t
d
 

A

吐
，
，
.
‘
、

9
0
 

一
一

円
一α

一
伽
占
山

wenn man die Invarianten (im Sinne der algebraischen Geometr匂)
* dα: zwischen den beiden F2: a:~ ， '''''~~~ mit .1 θP 配 ， .1i bezeichnet, :州， ~ UUL  JJ , I:7 t , 

d. h. die Determinante 

|附α叫耐斗計+出 1= 川い2和い，ì3θ;川
dt I 

f� ein beliebigesλDann kりnnen wir die beiden Bedingungen (I) 

und (II) folgendermassen umschreiben : 

( 1)' Fiir die beliebige Fort舵:hrei加ngsrich加w 批 soll肌

( 9 )2 16θ;ぷ-8θtljlt .1-3e~= 0 , 

(10)z 44.1i.13-43etθiJ2+ 42θ~ljlt.1-3θ~ = 0 

se'も，n;

(11)' Füγ jede von zωei Fortschγeitungsrichtungen du und dv , fi長γ

die 

8.1 ljlu-3θ~ = 0 bezw. 8.1弘一3θ~ = 0 

ist, hαt die Mαtγix 

(4.1 ~~e-eua:~) bezw. (4.1 ~a:~ --仇α品)
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den Rαng 2, tγotzdem jüγαndeγe beliebige Richtungen die 臧nliche 

Mαtγ旬 im allgemeinen den Rαng 3 hαt. 

3. 坐旦 be肌今旦 be蜘ht aus zwei Ebenen, deren S伽itt・
αu av 

gerade eine Erzeugende vonα，，~ist ， wie wir schon gesehen haben. 

Somit schneidet jede dieser Ebenen die F2: α，，~ noch in je einer 

anderen Erzeugenden vonαω ， und wir erhalten deshalb ein windｭ

schiefes Viereck, das von der in dieser Weise gefundenen Erzeugenden 
gebildet ist. Das eingef�rte Viereck 討lhrtvon DEMOULIN her(l). Die 

vier Eckpunkte des Vierecks DEMOULINS legen sich auf aHen benach・

barten F2 vonαωund jeder der Punkte beschreibt also eine Fläche, 
welcheα的 imPunkte ber�rt. Von den Sonderf舁len w舐e besonders 

den FaU zu beachten , wo das Viereck DEMOULINS stets zu einem 
Punkte x" zusammenschrumpft, was eintritt, wenn die beiden Matrizｭ
en (卑叶 und (必旦向ts den Rang 1 haben. Die Liesche F2 
¥rl.nl \ αV I 

der 'FläclÍe 仇 ist dann gleichzeitig Liesche F2 im entsprechenden 

Punkte der Fläche 払， wie DEMOULIN bemerkt hat. Wenn eine der 

beiden Matrizen den Rang 2 und andere den Rang 1 hat, so stimmen 
zwei Gegenseiten des Vierecks DEMOULINS vむllig �erein. 

4. Aus den beiden Bedingungen k�nen wir die folgende Relaｭ

tion auffinden : 

(24) (α問， αt ， αU ， む) = 0 , 

wobeiα四 und αt die kovarianten Ableitungen vonαin bezug auf die 

quadratische Form grs* dur dus sind. Denn man sieht sofort nach 

der Bedingung (II) 

(25) 一 aa. _aa_ )=0 bezw. (_一一一← , -_", -_-I (fL dαdα ♂ \ 1¥ 1_ _____ (仇， dαdαdα\
durdu"' du' du' du) ---_... 'durdu.' dv' dv' dv / 

und nach (10) 

(26) (1αdαdαdα)=0 
dus' dut' duu' du"ノ

(1) A. DEMOULIN: Sur la quadrique de Lie, Comptes Rendus de Paris, 147 (1908), 
493-496. 
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somit bekommen wir aus (26) durch Differenzierung wegen (25) 

(27) (♂2α ， dα ， dα ， d\( 伊tI ，円 dα ， dα\一1 aa. a,C!_ aa )=0 bezw. 一一~_， ~u_ ， U.I \.-t , UI \,.I. )== 
duγdu' du" du' du J ---- ¥ duγdv ' du" dり dv ノ

und dadurch 

(28) 
(d2tI ， dα ， d1d\dJα da dαdα 一一一 ! PMbem(- , ，一一)=
duγdu' du' du' dψ ) - ---... ¥ durdv ' du' dv' dv J 

AhnIicherweise erhalten wir aus 

(1αdαdαdα\ ハ
du' du' dv' dυ ノ- v 

(29) 
(ポα 自白山 \.f 仇 dα 自由\ -() 

l 十 1 一一一一 一一 l りdUrdv' du' 伽 ， dv) I ¥ durdu' du' dv' dv } ~ 

folglich wegen (28) 

fd2αdαdα da ¥ ,,'--____ f d2αdαdαdα \ () 
{ ~_~l_. u!u UtU_ _ ~~_l~ ):=: 0 bezw. (~~， tAI \.-l , U'U ，ー"_ )=0 
\~'~'~'~J \~.~.~.~勺/

(30) 

Aus (25) , (26) , (28) und (30) folgt (24) ohne weiteres. 

1m Falle , wo die zehn F2 : α ， ar ， αγs ， aγst ein lineαγ 'uηαb­

h舅giges System bilden, kαηη die Bedingung (II) duγch (24) 旬ηd

(31) (αrst ， au ， 恥， αw)eUeV (jW = 0 
ααα 

α= 1, 2 

ersetzt weγden ， wobei eγ einen solchen kontγα1・αγ4αnten Vektoγ bedeutet， 

dαss 
ハ
リ
ハ
リ

=
!
干

o
u
b
 

グ
α

以
h
m

日u
u

f� α =b 

f� α 二ト b
ist. 

S 5. DIE BEDINGUNGEN FUR DAS 
DARBOUXSCHE Fz-SYSTEM. 

Wir haben bereits die F�!le kennen gelernt, wo die beiden 

MatrizeniEF吐}und (40叶 stets den Rang 2 oder 1 haben. Der 
\αU / \αV J 
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Fall w舐e nun dann zu beachten, wo mindestens eine dieser beiden 
Matrizen den Rang 3 hat, d.h. die Bedingung (11) nicht erf�lt ist. 
Wir wollen zuerst in analoger Weise wie in ~ 3 zeigen, dass eine der 
Matrizen unter der Bedingung (1) den Rang 2 haben soll, wenn die 
andere den Rang 2 hat. 

dαdα 
Wenn die zwei Kegelfl臘hen zweiter Ordnung 百九， d~' f� die 

(α， α ， dα ， dα) = 0 ist, voneinander verschiedene Spitzen haben , so 
nimmt man das Koordinatentetraeder solchermassen an, wie in ~ 3, 
dass zwei Eckpunkte des Tetraeders die zwei Spitzen sind und in 

bezug auf das Koordinatentetraederαin der Gestalt dargestellt wird; 

Xl X2 十的向 =0.

Dann sollen die zwei Kegelfl臘hen wegen der Bedingung (1) wie in 

~ 3 die Koordinaten haben; 

。 。 。 。 。 。 dα1日 dα14
d'勺 d勺

。 。 dα23 dαu 。 。 。 Q 
du du 

bezw. 

。 dα23 dαぉ 。 dα13 。 dαぉ 。

du du d旬 d'勺

。 dα24 。 dα44 dα14 。 。 dα叫

du d~札 d'勺 dり

wobei 

(32) 
dα33 dα44 _ dα38 dα~=o 
du du dv dv 

i st. Aber es ist 

(33) 0 十 (α ， α ， Z ， ddvα)= 一一J一\ddαuぉ一dd一αu4一4 ー1ddαv23d一d一αt44一4)

Man sieht zufolge der Bedingung (1) 

(34) o = (~α 自白血') = 4(cl~23_ dα14 dα24 dα!il..y 
I 1 =  LLI 一一一一--- . 

-\両'両， dv' dv ノ \ du d旬 du dv ) 
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( dαdαdα \ Jda� dαdα“ dα24 dα14 dα33 ¥ 
(35) 0 = (α ， )=4( ー竺 13 一一一一一一一一一)

\~' du' du' dv} -¥ du dv du du dv du ノ

(_ dαdαdα \ A( dα23 dα13 dα44 dα24 dα 14 dα認、
(36) 0 =い， 一一) = 4( W~ー) ー 一一一一一一一一)

¥'" du' dv' dv) ~\ du dv dv du dv dv} 

Wenn df)44_ = 0 i札 so ist es 
αu 

空白戸 +0 ，
αu 

dα3.~=0. 
dv 

von (32) und dann. folgt aus (35) 

dα24 dα14 = 0 . 
du dv 

Wir m�sen jetzt zwei F舁le betrachten : 

( i )匂14 = O. Dann i山田 (34)
αv 

dα24 dα13 _ 鋹 
du dv 

空q竺 +0
α，v 

119 

Wenn 坐1主 =O ist, so utet-4α吐 zu zwei Ebenen aus, deren Schnitt圃
αv ~ .~O ， ~~ _.0_0 dv 

dα，，~ gerade durch die Spitze der w1~1'- hindurchgeht, d.h. wir d�fen an・du .&..1.,&..1..1,.......""'.1.........1. .&.5...... .1,.&."'" 

nehmen, dass die beiden Kegelfi臘hen die zusammenfallenden Spitzen 

haben, was aber der ersten Voraussetzung widerspricht. Deshalb 

kommt nicht dieser Fall heraus. 

(ii) 空白竺= O. Dann muss wegen (36) 
αu 

dα28 dα~=O 
du dv 

附舎= 0 ist der Fall (i) und 一向= 0 wider刷cht auch der 
du 

ersten V oraussetzung. 
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同 d印刷:佐= 0 ist ……nalog. Somit 山 die
凶叫 司脳伽a恥chen ， fo仰剖山le 舎舎争ι人， dいiぬれie zu山zu…usam…m
en 仇. Der Punkt 仇 beschreibt eine Fl臘he und wir k�nen wie in 

S 3 ersehen, dass zwei Asymptoten im Punkte 仇 derFl臘he die zwei 

Erzeugenden der entsprechendenα岬 sind. Somit kann man durch 

dieselbe Methode wie in S 3 die Richtigkeit unserer Behauptung beｭ

weisen. Denn die Ma出(今叶 sei z.B. von Rang 2, dann soll 卓
\α'(，f;ノ αu

die Koordinaten 

。 。 。 。 。 。 。 。

。 dα22 dα32 。 。 dαE官 。 dα42 

(37) 
du du 

oder 
du du 

。 dα23 dαぉ 。 。 。 。 。

du du 

。 。 。 。 。 dα24 。 dα44 

¥ du du 

in bezug auf das obengenannte Koordinatentetraeder besitzen, d. h. 

die Schnittgerade dieser zwei Ebenen ist eine Erzeugende vonα ， 

somit ber 

du l舅gs einer Asymptote der Fläche 仇 einander.

Es sei α(ul， u2) das LIEsche F2-System einer Fl臘he und ιdie 

der αzugeordneten Tangentenebene der Fläche, dann wird sich das 

DARBOuxsche F2-B�chel durch 

(38) b=α+σç2 ， 

dargestellt. wobei �2 die doppelt berechnete Tangentenebene ﾇa beｭ

deutet, d. h. 

(38) ba~ = α岬 +σιÇ:I ・
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Daraus folgen 

(α ， α ， α ， ç:2) ニ (dα， α ， α ， ﾇ2) = (dl1, dα ， α ，ç:2)=0 ， 

(39) (α ， α ， α ， �:d�:) = (dα ， l1， α ， �:d�:) = (dα ， dα ， l1, �:dt;) = 0 , 

(dα ， dα ， dα ， t;2) = (dα ， dα ， dα ， t;d�:) = 0 , 
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(α ， α ， ç:dç:, t;dt;) = (dα ， α ， t;dt;, r;dﾇ) = (dα ， dα ，t;dt;， t;dt;) =0 , USW.(l) , 

da dαbezw. �:2 bezw. t;dt; die Koordinaten 

。 。 。 。 。\

。 dα22 dα32 dα42 。 弓 。 。

(40) bezw. 
。 。 。 。 。

。 dα24 0 dα44 i 0 。 。 。

。 。 。 。

。 �:2dt;2 ~ (ιdç:a+ 己d長) • ~ (t;2d�:4 + �:4dt;2) 
2 2 

。
1 。 。一一 (t;2dt;3 十ç:Sdç:2)
2 

bezw. 

。 ~ (fzdf 4 + t; 4df2) 。 。

2 

haben sollen, wenn wir das Koordinatentetraeder solchermassen anｭ

nehmen , dassαdurch die Gleichung XIX2 十均的= 0 dargestelIt ist. 
Gem舖s der Bedingung (1) erhalten wir daraus ebenso 

(b , b, b, b) = 1, (db , b, b, b) = 0 , 

側仇db， (1， ト 7ωurdus ，

(db , d6 , db , b) = 0 , (db , db , db , db) = 0 , 

d.h. dαs Fz-System , welches のon αllen F2 der DARBouxschen F2-

B�cheln einer Fl臘he besteht , erfüllt αuch eben die Bedingung (1), 

(1) Diese Beziehungen ergeben sich immer, wenn 白 die Bedingung (1) erf�lt hat. 
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伽附ht (II), da die beiden Matrizen 件吋 und (生斗
\αu) ------ ¥ d'v } 

σ+0，十∞ wirklich den Rang 3 haben(1) . 

むberdies gen�t das System die Bedingung (I), selbst wenn wir 
σals Parameter ansehen w�den. 

Umgekehγt， wenη ein F2-System b die Bedingung (1) er!�lt und 

f伽 dαs g{Jg;_ -g~2+0 ist, dαηn gehöγt das Sνstem demselben ψon 

DARBouxschen F2・Büscheln einer Fläche αn. (Einfachheitshalber 

woIIen wir das System mit den Worten “ DARBouxsches F2・System" 

nennen). 

Jetzt mせssen wir diesen Satz beweisen. Alle db besitzen dann 

eine gemeinsame Spitze, die eine Fl臘he beschreibt, wie wir schon 
gesehen haben. Um den Satz zu beweisen , gen�t es zu zeigen , 
dassα=ó 一 σf2 f� ein passend erwähntesσdas LIEsche F2-System 

(dα昨\der Fl臘he wird, d. h. dass die Matrix ( ""~a~ ) den Rang 2 hat, da 
-，、 \αU J 

die Matrix (や) dann 伽nso ist. f bedeutet hierbei d山叩山n-

ebene der Fl臘he gerade wie oben. Es sei L2 = 0 die Gleichung der 

Tangentenebene f , dann wird dieselbe von b 

(42) L1L2+ LaL4 = 0 , 

wobei La = ~α岬町 und die Determinante Iαa~ I nicht verschwindet. 

db 
Somit soII 瓦d von der Beding1mg(I)z.B.durch die Gleicllung von 

der Gestalt 

(1) Wegen (37) und (40) weisst man sofort z. B. in bezug auf das obenerwahnte Ko・

ordinatentetraeder 

db22 db'2 db42 I I da刊 dふ da32 n , dﾇ4 |一一一 一一| 一--十 2σ1;.ーム UUJ32 針。
dn du du I i du ,---, du d叫“ d叫

db23 db" db 43 dα23 dα問。

du d官 d叫 d1ん d叫

db24 db34 db 44 2σEdE4 ? 。 。

d叫 d叫 du 2 du 

z-42E。21i1 』dduL2If jEddcu bt〓二キ 0 ，

dI;3~ ， d 'é,4 ~ , d 'é,4 ,^' dヒa -":'" = 0 bezw. ー土=0 und auch ーーキo bezw. _~'3 キ0， wenn die Windung du - ~----- dv ----------- du ,- ~-- --- d勿

der Asymptotenlin冾n am betreffenden Punkte von Null verschieden ist. 
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(43) ì.?2L2L2十 2ì.æL2L汁 2ì.24L2L4 十んどんL3= 0 

dargestellt werden(l). Ferner kann man setzen 

(44) 
7
1
U
 +
 

r
μ
 

μ
 

十叫一
一

仏
一
伽da die Ebene dfu2 = 0 du帥 den Schn均unkt von 制 Ebenen

L2 = 0 , L3 = 0 , L4 = 0 hindurchgehen sol1. Daraus fo1gt aus (43), 

dass 

(45) E

U

 

d

d

 

声
炉
、

σ
 

ワ
臼十9-舟炉

、

σ
u
 

J
U
J
H
M
 

1

t

 

i

L

 

J
U
J
U
 

一
一

山
一
伽

die G1eichung 

(46) (也-dσ -2<Tf12 )Lム+ 2(ì.23- <Tf13)LzL3 十 2(知一σ!L4) LzL4
\αU I 

十』ぉLBL:l= 0 

haben muss , dennα=0 一 σ~2 hat die G1eichung 

L1L2 十 LzL4一σんL2= O. 

Nun wollen wirσpassend bestimmen , d. h. 

σ-
ﾀ24 

μ4 

dann stellt die G1eichung (46) zwei Ebenen dar und diese Ebenen 

werden 1舅gs einer Erzeugenden vonαgeschnitten ， die die Schnitt圃

gerade der zwei Ebenen L2 = 0 , L3 = 0 ist, da αund 0 die Erｭ
zeugende gemeinsam 仙n ω S凶O仰削m凶it is刷s

Wl祉rlセ剖k凶王dich zwei , de剖sha1b kりnnen wir s回chliessen ， dass α das LIEsche 

F2・System einer F1臘he bilden , 

(1) Dies kann man gerade ersehen, wenn man ein solches neues Koordinatensystem 
annimmt, dass X~ = Lα ， d.h. das Koordinatentetraeder betrifft, welches wir 
schon vielmal verwendet haben. 

(2) Weill1 hat die Gleichung: 

(Lì ー σL2)L2 十 L~L.j ~~ O. 
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Aus dem obigen Ergebnisse erhalten wir den Satz: 

Die Bed仇gung (I) kennzeichnet dαs DARBOUXsche F2-System eineγ 

Fl臘he. 

~ 6. DIE DIFFERENTIALFORMEN DES 

LIESCHEN F2.SYSTEMS. 

Nun wollen wir unserem Hauptziel entgegenschreiten , d.h. gem舖s 
unseres Standpunktes die Fl臘hentheorie begr�den. Betrachten wir 

das LIEsche 九四System einer Fl臘he: 

α=α(ul， u2) , 

dann gelten die beiden Bedingungen in ~ 3 f� dieses System. (7) und 

(8) lassen sich umschreiben, sodass 

(47) 

(48) 

(ω ， α ， α ， α) = 0 , 

3(ω ， aj ， α ， α)=gE(1) ， 

wobei Qi bedeutet 

尚
一
伽Wir f�ren die kovariante Differenzierung im Sinne der RIEMANNｭ

schen ﾜbertragung ein, wobei der fundamentale Tensor g.匂 ist. Aus 

den Bedingungen in ~ 3 folgen dann sogleich 

(49) 

(50) 

(51) 

(31) 

(ω ， αj ， αk ， α) = 0 , 

(ω ， αj ， a" ， αt) = 0 , 

(αij ， α" ， α1 ， αm) = 0 , 

(αrst ， αi ， αj ， h)e463dc=O， 
ααα 

α= 1, 2 , 

(1) Wir wollen von nun an den Stern von g;i weglassen, da gむ mit dem FUBINISchen 
fundamentalen Tensor bis auf ein Vorzeichen �ereinstimmt. 
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wobeiαが bezw.α問t die zweite bezw. dritte kovariante Ableitung 

darstellt. 

Nimmt man die Notation in P. G. V an, so ist 

(52) (α ， α ， α ， α)=α12.{， = e 

oder man kann setzen 

(53) 引= ((α， α ， α)) . 

Dann erhalten wir 

(54)αil2.{，ニ α~i = 0 , 

(55)αil2.{，j =αßli =ーαijl2.{， =αl2.{，ij = gij , 

da 

(56) I2.{,j = 3((αj ， α ， α)) 

ist. Aus (48) bekommt man zufoIge (49) 

3(ατk ， αj.， α ， α)+3(ω ， αjk ， α ， α) = 0 , 

d.h. αikl2.{，j" ト αjk~i= 0 • 

Somit mussαjk l2.{,i in bezug auf i und k symmetr色ch sein , d. h. 

αjkl2.{，i = αμI2.{，k ， αik l2.{，j = αijl2.{，，， , 

daraus erh舁t man 

(57) αij~" = 0 , むをlij = 0 (1) 

und aus (55) auch 

(57)' αijk~l = 0 , α~lij" = 0 . 

(1) Aus dieser Beziehung ersieht rnan, dass a町t in P. G. V in unserem Falle ganz 
versch windet. 



126 A. Kjαwαguchi 

(49) gibt uns mit Hilfe von (50) 

(αli ， α1 ， α1 ， α) = (α2包， 02 , 02 ， α) ニ 0 ，

(α11 ， α2 ， α1 ， α) = (α22 ， α1 ， 02 ， α) = 0 , 

(α11 ， α2 ， α2 ， α) = (α22 ， α1 ， 01 ， α)= 一 (α12 ， α1 ， α2 ， α) . 

Wenn wir als Parameterlinien die Asymptotenlinien annehmen , f� 
die grs duγ dus = 0 ist, dann k�nen wir durch die Methode wie in 
sl 5 schliessen 

(58) ((α1 ， α1 ， α)) = 0 , ((α2 ， α2 ， α)) = O. 

Somit ergibt sich im allgemeinen f� das beliebige Parameterlinienｭ

system 

(59) (αíj ， Ok ， αl ， 0) = O. 

Wegen (58) muss sich eine F2 : 疋 ergeben ， f� die 

(58) ((ぬ， αj ， α)) = gij 主

gilt. 

Betrachtet man eine Fl臘he zweiter Ordnung 

(60) A
U
 
E
 +
 

3
 

γ
 
α
 
S
 

γ
 口

日

噌i

一
日4

一
一

r
n
u
 

und dualistisch 

(60)' 切 =2グ"~~~い â! ，

die die folgenden Beziehungen erf�len: 

(61) 

(62) 

(12C = 0 , 

{J2Ci = 0 , 

α'8 = 0 , 

向、お= 0 , 

wie wir sofort beweisen k�nen. Und wir erhalten auch 

(63) (1'8 = e 
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und 

(64) (0, 0, 0 ， ω) = 0 , 

(65) (0 ， α包.j， Ok ， α)=O(1} ， 

folglich 

(66) (0, 0, Ok ， α) ニ O.

(59) und (60) geben uns wegen (48) 

(67) 3(0，似， α.j， α) = I:.gij , 

daraus geht durch kovariante Differenzierung hervor 

(Oi ， αj ， Qk ， α) + (0 ， αぷ， Ok ， α) + (0 ， αj ， αμ ， α) 

+(b ， αJ'α" ，山) = 0 , 

somit folgt wegen (24) und (63) 

(68) (bi ， αj ， 0" ， α) = 0 . 

Nach (56) ersehen wir durch kovariante Differenzierung 

(69) ~.{ij = 3((句， α ， α))+ 6((ω ， αj ， α)) ， 

deswegen ist die Beziehung zwischen � und 匁

(70) )L"ﾌ = 3((0 ， α ， α)) + 3((or ， α s ， α))g向-2ât ，

somit folgt nach (67) und (61) 

1:. = 0ヨラ = 3(6, ó, α ， α)+21:. , 

(71) 3(0, 0 ， α ， α) = -1:.・

(1) Diese beiden Beziehungen kann man nicht so leicht ableiten, aber sie gehen nach 
einiger Berechnung aus den Bedingungen f� das LIEsche F~-System hervor. 
Wir werden aber sp舩er ihre Richtigkeit erkennen. 
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Diese Beziehung gibt uns ohne weiteres 

(6 , 6 ， α ， α)包= 2(6i , b ， α ， α)+2(6 ， b ， ω ， α) = 0 , 

daraus folgt wegen (66) 

(72) (6i , b ， α ， α) = O. 

Andererseits sieht man aus (61) und (62) 

(73) 

und aus .(63) und (70) 

bi~ = -b~i 

bi2! = 0 , α刃包 =0

= 3(bi , b ， α ， α) 十 3(恥， αγ ， α8 ， α)grS-2E(\2l , 

deshalb ist nach (68) 

(74) (1i~~ ニ-(1~\ = 0 . 

Der Affinor 

(75) brst = -3(αrs ， α t ，(1，(1) 

verschwindet nicht im allgemeinen identisch und ist zu % apo]ar, d. h. 

(76) gγsbrst = 0 , 

wie wir aus (64) und (66) erkennen kむnnen. Es muss hierzu bemerkt 

werden , dass der Affinor bγst in bezug auf die ersten zwei Indexes 
syminetrisch ist, aber nicht im allgemeinen auf die letzten, d. h. 

(77) brst = bsγt , brst ，4二 bγts ・

Wir f�ren noch einen Affinor brst , der sich durch 

(78) gγsbγst = 0 , bて九br"t= gut 

erklärt, daraus entsteht 

(79) brst = brsuA '; t , 
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wobei A ~ t durch folgende Gleichung definiert wird: 

(80) bγ'8wb~~uA';'t = g叫(I} ，

wie aus (78) folgt. 

Durch ﾜberschiebung mit bて古 leiten wir aus α問 neue Fl臘hen 

zweiter Ordnung her: 

(81) Ct = b'てて tO刊

und dualistisch 

(81)' ~t = li九割問・

Wir haben hiermit auch einen neuen Tensor 

ktu = ct<ru , 

der symmetrisch ist, da nach (69) und (59) 

Ct~u = 3(ct ， αr8 ， α ， α)b~~ u + 6(ct. む， 08 ， α)b~~u 

= 3(Ct , Cu ， α ， α)+6(αij ， αγ ， Os ， α)b~古b?"~，ι

= 3(Ct , Cu ， α ， α) 

ist, d. h. 

(82) ktu = Ct<ru = Cu<rt ・

Man kann auch leicht wegen (58) und (69) ersehen, dass 

(83) ~t = 3((ct ， α ， α)) 

ist, aus denen (82) wieder erhalten wird. 

Die drei A自noren grs , br8t und ktu sind die fundamentalen des 
LIEschen F2-Systems, d. h. der Flächentheorie, wie wir sp舩er ersehen 
werden. 

(1) Wir k�nen andererseits ersehen, dass 
(卸)' br脚 b~~u = rxg叩 ， 2rx= bγ四 b捌

ist, folglich ist 
(80)" Aut= rx-1gut 
und 

(80)''' brst = rx-1 br8t ・
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Aus (55) erhalten wir 

(84) Ct~>r = 0 , α(ft = 0 

und aus (57) 

(8町 Ct~i = 0 ， αi(ft = 0 . 

Es entstehen auch 

(86) Ctち= 0 , bCft = 0 , 

deren Richtigkeit man sp舩er ersehen wird. 

S 7. DIE ABLEITUNGSGLEICHUNGEN. 

Die drei Affi.noren Yr8' bγ'81 ， br82 sind voneinander linear unabｭ

hängig, wenn 

ist, da 

Yn Y12 Y22 

bll1 bl21 b221 

bll2 b122 ~ 

ist. 

G ョ YÜY22-- g'f2'=F 0 

yU yI2 g22 

b~~1 b~~1 b守1

b~~2 b~も b守2

200  

o Yll YI2 I = 2G 

o Y21 Y22 

1 Die drei Fl臘hen zweiter Ordnung ~ U四α問 und Ct sind ausα問
2 

durch lineare Kombinationen gebiIdet und aus der obigen Tat-

sache ersehen wir, dass diese drei Fl臘hen zweiter Ordnung voneinｭ
ander linear unabh舅gig sind. Somit mussα問 von ihnen Iinear 

dargestellt werden : 

α問 = ~Ars仰が+恥tCt , 

daraus folgt durch ﾜberschiebung mit yr8 oder b":~ u 

Ar.U刊= 2 , 

Ar.bても =0 , 

Bぷyr8 =0 ，

Br8tb~~u = Ytu ・
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Somit k�nen wir schliessen 

A四 = gr8 und B.問t= br8t 

und erhalten deswegen 

(87) ar8 = -egr8α + grsb + b;;tCt , 

wenn man (60) ersetzt. Ganz 臧nlich erkennen wir sofort 

(87)' %lrs = -eg，問視+g，問58+ b;;t(f,t • 

Aus (87) folgt sogleich 

(88) ((αr8 ， α ， α)) = -egrs羽 +gr8((b ， α， α))+ b;;t((Ct ， α ， α)) ， 

daraus kann man wieder (82) und (83) ableiten. 

(48) und (67) zusammen geben uns andererseits 

(89) ((α.. ， 08, a)) =三gr8呪+1gr88+gmR ，3 _. - 3 _. --. ~. n-. , 

wobei sf eine solche Fl臘he zweiter Klasse ist, dass 

(90) αSf =α.Sf = bSf = 0 

und auch 

(91) αr8Sf = ctSf = 0 

ist, da aus (67) 

(αij ， ar , a. ， α)=gdra(-fiα抵 +_!_b君)+ b:,:/grøctSf ¥ 3 3 ノ "IIJ '17.",-" 

= bi;tuγ'sctSf 

=0 

wegen (59) folgt. 

(70) wird wegen (89) 

(92) 58 = -3((b ， α ， α))-6Sf . 
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Es seien b" (α= 1, 2, 3, 4) die Fl臘hen zweiter Ordnung, f� 

welche die Beziehungen 

(93) b,,1?í = b ，，~i =弘治 = b,,(ft = 0 

gelten. Diese Fl臘hen werden nat�lich nicht eindeutig bestimmt, 

sondern sie haben je vier Freiheiten , d.h. zusammen 12. Die Fl臘hen 

zweiter Klasse ::ﾐ" bestimmen sich dann durch die Beziehungen 

(94) α::Ð，， =αi::Ðα= b'3)" = Ct'3)α=0 

und 

(95) b，，::Ð~ =九戸

f� jedes System von b". 

Man nehme dannα ， Oi , Ó, Ci , b" bezw. '2X, 1l1i , 5H, (1i , ::ﾐ" als 

Grund自ächen zweiter Ordnung bezw. zweiter Klasse an , und kann 

alle andere Fl臘hen zweiter Ordnung bezw. zweiter Klasse mit ihnen 

linear darstellen・ Zwischen diesen Grundfl臘hen besteht das Multipliｭ

kationsgesetz gem舖s folgender Tabelle: 

(96) 

α[つってτr b" 

:l;lLJlιl土

Um die anderen Ableitungsgleichungen zu finden , m�sen wir 
zuerst die Koe田zienten der Gleichung 

(97) bi = A刈+Bi均十 Cib+Diい干ιh
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berechnen. Multipliziert man Ilf, dann folgt nach (96) und (73) 

。= bi2� = CAi 

und 臧nlich durch Multiplikation von Ilfk nach (87)' 

Bik = もi2ík = -Egik , 

da 

billfk = -bllfki = -Egik 

ist. (74) zeigt ferner Ci = O. Somit Iautet (97) schIiesslich 

(98) 

wenn man 

(99) 

恥 = -EO{αj+q/Cj十三Jγ4ム，
'" 

b&:k = q;jk1 , b包~α=γi"

133 

setzt. Durch duaIistische Betrachtung erhalten wir daraus sogleich 

(98)' 君主= -Eb{2íj十百:/[j十 b 子'i"1)，， , 

wobei 

(99)' Ck宅i== 司ijk1 und b"，íS包 = ri", 

ist. 

Aus (84) foIgt wegen (85) 

(100) Cu 2� = 0 

und aus (85)' wegen (87)' 

(101) Ct, i で'h= -Ct~乱k， i= -biciuk叫・

Es ist ferner 

(102) Ct, i 侒 =一可山崎，

da nach (86) und (99)' 

Ct, i ち = -Ct~\ = -q.九kf
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ist. Somit muss Ct, i in folgender Weise durch die Grundfl臘hen linear 

dargestellt werden : 

(103) Ct, i = -b!叫kfαj-e7'Ï;ukr6+ tiiucu + ~ uiu~kf'b~ , 

wobei 

(104) Ct，持k = tituk% , Ct_/~~ = Ui川崎

sind. Dualistisch wird deswegen 

(103)' Cft, i = -b! i"kr%{j-eqiukr>s + litCfu + ~混乱・刷kt';J)~ , 

wobei analog 

(104)' ckCft , i = litukk , b~Cft. i = uiu~k;' 

sind. 

Da man nach (82) durch kovariante Differenzierung 

kt" , i = Ct, i Cf.ι 十 Ct[包 4

erhalten kann, folgt aus (104) und (104)' 

(105) ktu_i = tit1・k~+liurkr , 

deswegen kann man tiur durch ktu und tiur darstellen. 

In analoger 、'Ýeise k�nen wir 

(106) b~， i = -eri~6-ui~~Ct十三ミ山山，

(106)' ⑤μ= ーげ'i~>S -ui~~[t-~ Vi~~;J)~ 

bekommen , da wegen (99) bezw. (99)' 

(107) 

(107)' 

b~，;>S = -b..>Si = -'i'i~ , 

6;J)~.i = -M丸=一的ゎ

und wegen (104) bezw. (104)' 

(108) b~.i[t = -b..Cft, i = -uiu~k~' , 
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(108)' Ct;3)a. i = -Ct. i;3)α = -Ui仰向6

sind, wobei man setzt: 

(109) ﾌ'.la. iつÐ.l = りも岬 = -Ì'.l a ;3) ~.i , 

die aus (95) sogleich abgeleitet ist. 

Die GJeichungen (87) , (98), (103) und (106) bezw. (87)ぺ (98)' ， (103)' 

und (106)' sind die gesuchten Ableitungsgleichungen f� das LIEsche 

F2-System. Wir haben hierbei vieJe neue A白noren

qij , qij , tij/c, Uija , Uija , Via~ 

bekommen, aber sie lassen sich durch die drei Affinoren 助 ， bψund 

ん; darstellen, wenn man die noch nicht vりllig bestimmten Fl臘hen 
ﾌ'.la passend erwählt , wie wir im folgenden ersehen kりnnen.

~ 8. DIE INTEGRABILITATSBEDINGUNGEN. 

Wir wollen nun die Integrabilit舩sbedingungen f� die Ableitungsｭ

gleichungen suchen. Di町erenzierend (87) kovariantlich und ellimiｭ

nierend die Ableitungen der Grundfl臘hen aus denen vermりge der 

Ableitungsgleichungen , lauten die dritten kovarianten Ableitungen 
von a 

αrst = -Egγぷt十 grsbt + bぷ •t Ci + b;;iCi.t 

= --2Egrsαt 十 gγs(qiCi+ 2::; γtα Ì'.l a) + b~ど.t Ci 
C民

+ b;;i( -b~tuk~ αj-E司郎防(1+ t;:tcu + 2::; utuakfﾌ'.la) 

=ー(2EgrsÔ{+ b;;引tuk~)αj-Eb;;i司印kfb

十 (grsqi/+ b;/.t 十 b;;it;/)Cj +ざ (grsrtα 十弘、tuaki') Ì'.l a ・
a 

Es mu s daf� 

何t] = まR;~tsαj



136 A. IGαwαgu，chi 

gelten damit die Gleichungen (87) integrabel sein sollen , wobei Rηts 

den Kr�mungstensor in bezug auf den Fundament稷tensor gii beｭ

zeichnet. Somit erhalten wir die folgenden Bedingungen: 

(110) 

(111) 

(112) 

(113) 

2egr[sgtjj + b:.r_;ibtjjukf = すRηtB , 

bぇ2EZIU141=Q ，

g巾qtjj+ br[8Ijl, tJ+ b:.r_.~itt]ij = 0 , 

g司.rtj" +久UUt抑kr= 0 

und auch durch dualistische Betrachtung aus 

ぬj= すR/ts~r.i

die Bedingungen (110) und 

(111)' bぷqtjωk~= 0 , 

(112)' gべ;qt]i+ b巾Ijl， tj+ bぷ ltJij= 0 , 

(113)' gr[s子tj，， +bぷ句tj阿k'i= O. 

Durch ﾜberschiebung mit gr8 k�nen wir aus (110) wegen (76) 

d.h. 

(114) 

2egtj-biバbjrukf = -gtjR 

bi吋bjrukiι = (2e+R)gtj 

herleiten, da im zweidimensionalen Fall 

(115) Rrjt8 = (grtgjs-g，開gjt)R

ist, wobei R das GAussische Kr�mungsmass des metrischen Fundaｭ
mentaltensor 仇r bedeutet, d.h. 

(116) R=-fR??臼
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羽Tenn man 

(117) brsukY = Crst 

setzt, dann kann man (116) wie folgt umschreiben : 

(118) bi吋Csri= (2E + R)gst 

und C問t ist nat�lich in bezug auf die ersten zwei lndexes symｭ

metrisch und mit g.四 apolar ， d. h. 

(119) gr8Cr8t = 0 . 

Mit derselben Methode wie oben kりnnen wir aus (110) 

(120) c;stqst = 0 

�erf�ren und ebenso aus (110)' 

(120)' cft豆st= 0 . 

(112) bezw. (112)' gibt in derselben Weise 

(121) Gts = bt.・ 9・十 brtris

bezw. 

(121)' 可t8= br.,r + brilris , 

daraus folgt wegen (120) und (120)' 

(122) c;tjb，:si(t吋-t8ij) = 0 

und 

(123) c;tj {2bì;.i, s 十 bìOi (tsij 十 tsij)} = 0 . 

(121) sowie (121)' zeigt uns, dass qts sowie qt3 durch gij , biJk , kij und 

tijk dargestellt werden kan :J, da tijk so ist. Durch (105) wird (122) 

bJ吋
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d.h. 

(124) 

und (123) 

A. IGαwα伊lchi

2b;'加b?it8(i[j[kil = b;.ub"/ikui,8 

(125) 2bfubfh旬以 [kる = b;tubi吻ω +2c;'匂jfjJ

= b;加ctu， 8 + c;tjbtj, 8 , 

Andererseits geht 臧nlich aus (113) bezw. (114) hervor 

(126) T臼 - c'ruru bezw. 子ta. = c[Sürsα ， 

deswegen ersieht man, dass rta. bezw. 子ta. durch g,"j, b仙 ， kij und Uijk 

bezw. ﾜijk dargestellt werden kann. 

Da wir durch kovariante Differenzierung aus (98) 

b九グ開♂= 一eô.呼iα町j. 十 qωL1f.s dCj汁+ 三エ=r，九叩，.必ムba.汁+q/c.匂j品， 8+ ::8 r.作r問α占ムba.，αι，
a.‘ α 

= grsα -q/C~8jαt 

-e(g.四十 qγ.iii8Ukiu+ ::8 γ'rar8a.)b 
a. 

十 (-ebJf+qJ18+qjtr-2rra昭次t
a. 

+~(γ'r~， 8+qr3U叫がu十三JTrJ8岬)bll
P a 

erhalten, wird die Integrabilit舩sbedingungen von (98) aus 

b['四1 = 0 

wie folgt: 

(127) q[/ cs]tj = 0 , 

(128) q[rjj j qs]ukiu + ::8 r[r[ a [九'J"= 0 , 

(129) q[.よい，]+q[.ゴthf-2TITiαl ぬも =0 ，
$ 

(130) r[rl~I.8]+q[r[j[ 叫抑kiu + ::8 r['列a. IVB]a.~ = 0 
a. 
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und dieselbe von (98)' aus 

ausser (128) 

(127)' 

(129)' 

(130)' 

ミヰ[rsJ = 0 

可Ijcb]fj=O ，

可[;1.F]+ 司[/l;]/- 2::: 子[巾IU.~]~a = 0 
6 

子h ~ 1. s] + q[rlius]u.Jdu -~ r[γJげs] ，la = 0 
α 

(127) und (127)' sind nichts anderes als 

gibt nach (121) und (126) 

(111) und (111)'. 
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(128) 

(131) b; ijb;"l {tijptklqk阿- tldptijqk/)(I 十 k!/k'f~(叫paUkqα -UkqaU仰)} = O. 
α 

Die Bedingungen 

Ct.[rs] = 1 RJ<".c� 2 ，，~. J 

geben in ganz analoger Weise 

(132) 

(133) 

(134) 

(135) 

und 

dualistisch 

(132)' 

CJlrl t 1. s]-k河[γlul gs]j 十町[;1';1 "Cs]iu = 0 , 

可[γlul.s]ky +可[γIUlkUltl.S]+ ιlilt司市民 +~U[村山 1 rS]ak~i = 0 , 
cl 

-C':[rit1bs]u:i十和1tj1. s]-Eq[riu 1 qSJj kf + t[;1 i IUts]uj 

-hlMMY=JRw , 

U[叶叫 1. 釘Jkt 十句[rlu~I kU1t 1. s]一ε可[γI y, rγSpk~i + t[; 1; IU仏]1J[1 k~;

十三~U[γ|制 IVsþ~kt = 0 
α 

(ft. [rs] = ~ R ; ~，r(ij 

C11r 1 t:. s]-lcyq[r lu 1 ge]j 十九;ltIUCs]iu= 0 , 
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(133)' q[rrul.s]k~ + q[rluj kU[tl.s] + t[;rげらlvk~ 十:8窃[γ|州九]~k~ = 0 , 
~ 

(134)' -c':'[γ[tl bs]uj+ t[rftjl.8]-eq[r[ul払ljk~+ t[; t [U l8]uJ 

-:8 Ü[rlu~j Usμr=lRw ， 
tt '"/_ 

(135)' 窃[rI U~ 1. s]k~ +召[r l'作 1kU1 t:. s]-eq[γ [UI 子8pk~+ t[; I t [U Üs抑k~

-:8召[rluαj 九]何k~ = O. 

(132) bezw. (132)' ist nichts anderes als (112)' bezw. (112). Weil aus 

(132) z.B. durch ﾜberschiebung mit grj nach (105) entsteht 

qRuk~ = cて8t.r-tγιCSrtι

=b日叱rk~+bγsukf.r-tγ"bγsuk~

=bて四， γkf+b;，"叩trwukf ，

die man aus (121)' , folglich aus (112)' , gleich ausf�ren kann. Aus同

serdem ist (133) bezw. (133)' mit (129)' bezw. (129) identisch , da z.B. 

可[γ1" [!c'u[tl.s]+ 九;1 t iUqs]vk~ = 奇[γl叫んU[ t[.8]-q[~ut8]tvk~ 

=奇[γl 川 (k"[t 1. s]-t.,]tvkV") 

=守'[rluI l;]':'匂k~
ist. 

Aus der Bedingung 

b".[r8] = 0 bezw. SÐα. [九]= 0 

werden wir ausser (113)に (130)' und (135)' bezw. (113) , (130) und (135) 

(136) 略I"~1. "]-éi'[γ["1 九]，l-召dialUs]叫ん?十三~V[r["T! 九]"f~ = 0 
τ 

erhalten, die zu selbst dualistisch ist. 
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S9. DAS SYSTEM DER FUNDAMENTALEN 
GRUNDAFFINOREN. 

141 

In hervorgehenden Paragraphen haben wir viele Affinoren einｭ

geführt , die mit dem LIEschen F2-Systeme projektiv invariantlich 
verkn�ft sind, von denen aber einige durch andere ausgedr�kt 

sind. Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dass die oben eingeｭ

f�rten A田noren alle durch g;j, b抽 und kij dargestellt werden 

können, d.h. dass diese drei letztgenannten die fundamentalen sind. 

Zuerst betrachten wir wegen (105) 

(137) kkυ = tituk% + tikukf = [kCt. i + (fk, iCt 

und es ist nach (83) 

(f"cυ= 3(Ct,i , Ck ， α ， α) = tit, 

und 

(1", i Ct = 3( Ct , c/c, i ， α ， α) +6(c" , Ct ， αi ， α) 

= titukrc + 6(Ck , Ct ， αi ， α) , 

deswegen wird (137) 

kkt， も = tiれ.krc+ tikukf + 6( Ck , Ct ， ω ， α) 

d.h. 

(138) 6(Ck , Ct ， 向， α) = kkt,i-tuukrc + t依uk;4.

Andererseits folgt aus (59) 

(139) 0 = t7J(Ci ， 恥， 08 ， α) 

= (Ci, .i , 0，.， α8 ， α) + (Ci ， α ，.j ， 08 ， α) 

+ (Ci , a，.， α8j ， α) + (Ci , 0 ,., 08 ， αj) 

= (Ci，j， ι ， α8 ， α) + (b.;?ô~ + b;?Ô~)(Ci ， Cp ， αq ， α) 
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wegen (51) und (87), und aus (89) und (103) 

(140) 

Somit ist 

ιαγ ， αs ， α)=ト日+gr，Ci.j 府

=-;bkfふ+;品川+州)

=ト(qjukf-lﾏiukf) 

(141) 仇j叫柳川いp ， Qq ，叫 =-tM伽-qju)kU五

Ersetzt man (c!c, cp ， αq ， α) in dieser Beziehung durch (138) und qju 

sowie "iﾙu durch (121) sowie (121)', so bekommt man wegen (137) 

d.h. 

(b;/�s(/ + b;?ôrq)(kip. fJ -tqpuk''i -tqiuk九)

= -g問b/l(t仇-tklu)ん~

= -grsb;ll(tklukui 十九ωk"l-k1i.k)

(142) (b;/�.q +b.~jPorq-grÞr)(恥川-tq仰kUi-tqiuk九) = 0 , 

daraus folgt sofort durch ﾜberschiebung mit b;~t 

(143) b;/b~叫ん4品 q-tqpUk'';--tqiukUp) = 0 . 

Diese Gleichung ist mit (142) ganz gleichwertig. Weil der A田nor

A~氾~j:=:; b;，ぷ./ôι.fJ +b比';/ôιんrι一gγ問δb匂~'P阿q 

in bezug auf γund s symmetrisch und mit g吋 apolar ist: 

A~Zjgγ· = 0 , 

deshalb soll er wie folgt dargestellt werden : 
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A~fj = b;~tb~~tA~も (1)

(143) enth舁t in der Tat (124), wie wir durch ﾜberschiebung mit git 
und dann durch Vertauschung von i und p (2) aus (143) erkennen 

werden. (143) geben uns im ganzen acht Gleichungen in bezug auf 

die Klammerausdrücke, aber der Rang der Determinante 

P11 
11 Pii Pii P査

PE 1~ p12 12 P21 12 Pii 

P11 21 P12 21 P21 21 P宝

P孟 P茎 P~~ P~ 

ist im aIlgemeinen drei(3), somit sind nur sechs von den acht Gleichｭ
ungen voneinander unabhängig, wobei wir b;;pbて~t mit P!/'t bezeichnen. 

Um den A白nor tijk durch andere auszudrücken , fehlen noch zwei 
Gleichungen , da er acht Bestimmungszahlen hat. Die zwei Gleichｭ
ungen gehen aber aus (125) hervor. Wir kennen damit , dass der 
A田nor tijk durch drei A百ìnoren gij , bijk und kij dargesteIIt werden 
kann. 

Wir haben die Grundfi臘hen b" noch nicht vりllig bestimmt und 

sie haben je vier Freiheiten. Folglich k�nen wir die A田noren

Uii" ganz beliebig festsetzen , abgesehen von der Beschränkung, dass 
sie voneinander linear unabh舅gig sein sollen. Wir wollen damit 

hier z.B. 

(144) 仏'jl= gij , Uij2 = bij1 , Uij3 = b泊 ， U仇= ei.i, 

annehmen , wobei 匂 ein schiefsymmetrischer Affinor wie folgt deｭ

finiert ist: 

(1) Jeder überγund s symmetrische Affinor A，・sp • • • • q wird stets dargestellt : 

A?sp q=;Mtpq+仰:'~tAu叩 q
(2) Das ist möglich, da der Ausdrucke in der Klammer in bezug auf i und p symｭ
metrisch ist. 

(3) Diese Tatsache werden wir sp舩er verifizieren. 
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ell = 0 , el2 =ーの1 = l/G , e22=0. 

(135) l舖st sich wegen (105) derart umschreiben , dass 

(145) U[rlu~I..]-Eq"rrlul 九p十 l[;~luIUIi川亭め1 ，， "1 vs]..~ = 0 

ist. Wir setzen hier einfachheitshalber 

Qr，時戸 = -U[r!坤 1・ 8] 十 Eq[rlul九]~-t[ゴlu! 仏]V{'\ , 

die nur von gij , bijk und kij gebildet ist, dann wird (145) 

~U[γlu"l vs]時 = Qr8u~ ・

Ber�ksichtigend (144) und �鑽schiebend mit 

daraus 

u*'!: ・・ r , bekommt man 

(146) 九，~-::s u*'~:，u.'U..vr..~ = 2uヤ:，Q間的，

wobei 

ゃー 1 ~..~ 
U....::l =豆 !r' , 

$ 

U*':':2 = b叩・1 ， U*，:，ら = bu，宮，
+… 1 ..~ 
rh=-EF'  

sind. Betrachtet man (146) als das Gleichungssystem von v，叫， dann 

k�nen wir sie in bezug auf 叫吋 auflösen ， da die quadratische Matrix 

mit 82 Elementen 

(147) M = (0/0刊ーが"r川町)

den Rang 8 hat, wobei in der Zeile r �er 1, 2 und αüber 1, 2, 3, 4, 
aber in der Spalte s �er 1, 2 und γüber 1, 2, 3, 4 läuft , die man 
durch Annahme von Asymptotenlinien als Parameterlinien verifizieren 

kann. Wir erkennen dann, dass alle Vr"~ sich durch die drei A田noren

g匂 ， bijk und k;j darstellen lassen. Andererseits k�nen wir Affinoren 

混ij.. durch gÕj , bi.詰k ， k;j und v，叫 darstellen ， wenn wir (137) als das 

Gleichungssystem von ü加 ansehen.

Endlich schliessen wir damit: 
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Alle Affinoγen， die mit dem LIEschen F2・Systeme projektiv in叩バー

αntlich のeγknüpftet sind, lαssen sich duγch gij , bijk und kij dαγstellen. 

Wir f�en noch eine Relation hinzu. (83) und (86) zeigen uns 

ohne weiteres 

0= Pj(f:l, Ct ， α ， α) 

= (f:lj , Ct ， α.α)+(f:l， Ct， j ， α ， α)+2(f:l， Ct ， αj ， a) , 

daraus folgt wegen (65) und (89) 

f:li(It = 3(bi , Ct ， α ， α) = -3(f:l, cμ ， α ， α) 

= -3Ct， i((f:l， α ， α)) = ~t， i IS + 6Ct, i ~ . 

Somit erh舁t man aus (99) und (102) 

(148) qjikit +可ijikit = 6Ct・j~ • 

持 10. BEZIEHUNG MIT DER FUBINISCHEN THEORIE. 

Wir wollen jetzt die Gelegenheit ergreifen , zu prüfen, wie eng 

unsere Theorie mit FUBINISchen verkn�ft ist. Darum ist es am 

besten, dass wir unsere invarianten A田noren sowie andere Gr�sen 

mit der FUBINIschen Bezeichnungen einf�ren. 

Wir bezeichnen die projektive Transformation mit P , welche ein 

beliebiges Koordinatensystem dem in S 1 eingef�rten begleitenden 
Koordinatensystem X戸 der Fl臘he �ertr臠t. Dann hat die Deterｭ

minante von P den Wert 

(149) I P I = I f:l, óu , óv, n I ~〆G (1) • 

Die umgekehrte Transformation von P l舖st sich dabei durch P-1 

darstel1en und sie hat die Determinante 

(1) FUBINI・CECH， a , a , 0. , S , 78, wobei er anstatt n die Notation X ben�zt. Wir 
setzen hierbei voraus, dass G>  0 ist. 
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(150) I p-l ト Ju

Die LIEsche F2 der Fl臘he hat dann die Koordinatenαwegen (2): 

--,-gl1 -g12 。 。

(151) α ニ (4 り-主!p-l I -g21 -g22 。 。

。 。 。 1 

。 。 1 52 

da 
-gl1 -g12 。 。

(α ， α ， α ， α) = (4 り 14! I P-112j -g21 -g22 
。 。

1=, -1 
。 。 。 1 

。 。 1 Q 

ist, wobeiρ= 1-K ist. K sei hierbei das GAussische Kr�mungsｭ
mass des metrischen Fundamentaltensor von FUBINI gij ・ Und wir 

ersehen daraus sogleich 

σn 。，21 。 。

� ! g12 d混 。 。

(152) ~l = _(竺!)~GP-l 
4 I 。 。 1-K -1 

。 。 -1 。

L舖st a die Gr�sen in der Klammer in (151) sein, so ist 

(153) 

d.h. 

一α
'
A
 P
 

-
-
生

、
‘E
，
，
，

s
ι
τ
 

，
a
・
‘
、

一
一

円
U

1 

2α"'~ X"'.i 的，j=(4!)154j ，
1 

~α"，~X"， X~ = (4 !)主δ33 , 
α戸

~α"，~x"，n~ = (4 !) まぬ，
αβ 

1 

~αa川内= (4!)一亙δ44 ・
"'~ 

1 

(154) ~αα~ X"X~.i = (4 !)一亙ãi3 , 
1 

~α"'~ n"， x~.i = (4!)一主ãi4 , 
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Durch kovariante Differenzierung in bezug auf den FUBINISchen 

Tensor gij bekommen wir aus (154) mit HiIfe von Formeln(1) 

(155) 

E間二 αr.t~p+grs口十P問~ , 

llr =ιE十mrPtp ，

mr.c; = 7T'rs 十 (1-K)grs ，

Jγ+ ん = -Kr , 

Prs 十7f'r...α何色TZ ，

-Prs十7r四 =αmψz ，

lrーん = Tr一αrij(、/ri， j+ ψτψj) , 

αγst， t=α問tψt

die Werte vonα212}: 

2α11γ 2α12r 。 αl門、Jρ

茎~ D-1 I 2α21r 2α22r 。 α2ri、v
(156) ら= (41) 4 p-1 

。 。 。 。

α1門ψ包 α2riず 。 Ar 

daraus kann man sofort erkennen, dassαdie in S 3 erw臧nten 
Bedingungen f� das LIEsche Fa-System wirklich er向日t.

ル kann man nun unmittelbar aus (151) und (156) durch die Reｭ

lation 2t，γ= 3((Or ， α ， α)) berechnen: 

(1) FUBINI-CECH, a. a. 0., S. 349. 
(2) Z. B. 

1 
(4 !)-4ã;j , r ででγ( '22 α吋 X~， i X~ ， j) 

α:< 

= ~ a~ ~. r Xct. i X~. j 十 2αα~ X~ ， irX~ ， j 十 2αα~X~. i X~. jr 
~I'‘ αFα戸

=~αα~. rXct , iX~. j 十 2α岬 (a;γPX~ ， P 十 girn" 十 pirX~ )x~ ， j 
αl'α戸

+'22 α岬 X~ ， i (α:jrP仰 ， P 十必γ向十 pjγ X~ ) 
刷会
1 

=事 α吋.仇 ， i XB ， j+(4l)-4(αirP縣j + gir ãj4 十 F的3

十 αjrP?+gjA4 十 fjr ãi3)

士号 αα~ ， γ X~ ， iX~ ， j ー (4 !f4(州+削) • 
1 1 

Eα，，~， rX~ ， iX~ ， j = (4 !)-4(2向;r + 匂， r) = (4!)寸(2仰の
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2α22r 2α21γ 屯a\色i守'包ハv 
G G 

(157) ~(r = J4 d)~G p-l I 2α12r 2αIIr a2r包-.Jri 0 
G G 

γ4 

一α1吋'Ýi -α2円ず Aγ 。

。 。 。 。

wobei 

Ar = αrii(ψ包， i十和ψ'j)-T，・=ん-ι

ist. Unser Fundamentaltensor gむ lässt sich dann folgendermassen 

scbreiben: 

(158) g"t ニ αi~i = -G-l(α11iα22i+ αmαllj-2α12iα21i) = -gii (1) , 

d.h. er stimmt bis auf Vorzeichen mit dem FUBINIschen �erein. 

Wir erhalten 臧nlicherweise 

。 。 一ψ1 。

(159) 
。 。 ーザ 。1 

一一(4一!)主一 GgrsP-l((αγ ， a. ， α))- 3 ・4
'ﾝ1 

1 
一ψ，2 2(1-K) +玄ψi'Ýi 2 

。 。 2 。

da 

-2(α12(ra8)ぉ一α22(rα.)li)、/r，i _ _.,_ 
Gψgγs usw. 

(159) ist nichts anderes als (58). 

Durch nochmalige kovariante Differenzierung erhalten wir in 

analoger Weise aus (156) 

-aA21} A~:2) r8 2αlrs A~Y γs 

A~:I) A~怨) 2α2rs A(2) 

α問=ー(4 !)まp-l I 問
γs γs 

(160) 
2α1γ8 2α2rs 。 α間ψ包

A~~ 9戸.. A~:! r.' αmψ，i A~~ 

(1) FUBINI-CECH, a. a. 0" S. 84. 
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wobei 

Ai?=αisjα九，，， (Tk + ψk)ψi+2(1-K)αmψi_Ar.s ，

AP=2(1-K)αp何十 αmα1J(T3 十 2ψi) 十 gpsAr-αJψω一αpr1 ， Sず，

A~~q) 2(αpJα凶q ト αqJα仰)十 gp.，αqr.ず +gqsαpnず-2αpqr.8 • 

Man kann (57) wegen (157) und (160) verifizierenωund auch (59) 

wegen (159) und (160). 

Es folgt aus (160) 
2gll 2g12 。 ψ1 

1 一主1p 12921 2g22 
。 ψ2 

E-grsbs= 一 (4 !)一1I 
。 。 。 。

、"Ý1 ψ= 。 1(V 一、わψ")
2 

folglich 
gll g12 。 、h

-手IP Eg21 g'i.2 
。 ψE 

(162) (J =ー (4 !) 4p-1 
。 。 。 1 

1 
ψ1 、h 1 一( Ijfーψqψi)-(K-1)

2 

)
 

唱
E
A(
 

llrs 9!t ご十(4州 Oprsμ 十 2~e叩伊1UuvtA (~;;)) 
・宝 pq 

= ~(2UPti α川包ヱ αVQtA (~~)) 
“ 2ρJq 

ι 伽f α匂ρ仰m川川?阿rs <jJi中μ4 一 4釦伽抑山Q附仰仰p戸仰叩(]

=附川一 αM仰仰川'i)川)ν川t中μ争4l tト6臼d川Pt川n
で 0 ，

da 

(161) 

und 

口問t O p1.'I， ai叫 =0

1 
'2eóiel叩 αPtl αpr怖い =αpqt Up'irバ・

Siehe FUBINI-CECH, a. a. 0. , ? 56. Man kann (161) wie folgt beweisen: 
Durch Oberschiebung mitαtrv erh舁t man aus 

ωαP加十偽tp αPru+ Uu昭 αPtr = 言(grsg加十 gstgru 十 gu拙4岨sg仰伽州廿叫Tの)

die in FUBINIト帽CECH王， a. a. 0., S. 500 steht, die Gleichung 
2α rS'j) αPtu atr・u 十 α u.';:v = α旬開，

welche (161) gibt. 
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wobei man setzt: 

(163) 習 =91jA4J 、þwi • 

Wendet man (70) an, um ~ abzufinden, dann gibt 

gl1 g21 

(164) 
一ψ1 。

生1 g12 g22 一ψ2 。

>S=型)ó!GP-l
1 4 一ψ1 _ψ2 玄(1Jl + ψi'ti)+ (K-1) 1 

。 。 1 。

(162) und (164) beweisen die Richtigkeit von (63) , da 

bm=-7Gip-112(MS+2)=-1 

(64) folgt ausserdem aus (156) und (162), d.h. 

(b , b, ó ， αr) コ 2 ・ 3! (4!)一1 1 p-112 (α11rg22-2α助921+α勧911)

1 = 一一αけg五五 = O. 
2 

Es gibt ferner 

2α22r 2α21r α14γψ，i 。

G G 

~GP-l I ん恥Ë.: a2， ず 。

(165) ((b ， αγA))=143・-411-Gp-1G-1子
α14γψ4α24γψ4αJjψ'i， j- T1・ 。

。 。 。 。

da 

旦~r"Ý2-=空空'r:Ýl = α14γず
G 

α12rψ1ーαllr"Ý2 = α2げず
G 

sind. -3((b ， ι ， α)) ist mit ~.{，. identisch, abgesehen von einem 

Elemente allein, das in der dritten Zeile und dritten Spalte steht, 
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wie man durch Vergleichung von (157) und (165) leicht ersehen kann. 

Somit erkennen wir nochmals die Richtigkeit von (65). 

ﾜber p吋ektive D1刀erent句1geometrie VI 

Wir woIlen zun臘hst den Affinor bijk heranziehen. Darum m�sen 

wir erstens (α，.s ， ó, b ， α t) berechnen. Es ist aber von (162) 

。

。

。

。

2α21r 

G 

廿
一

町
一G

日
/
卸
一

九
一
G

2α12" 
G (4 !)主((b , ó ，ふ)) = _\~_"_:_GP-1 

3・4
(166) 

。Ar 。。

。。。。

deshalb erhalten wir wegen (160) 

(ars , Ó, ó ， ω)=12許emqαJF}
o pq 

二-::E αpqtA~~q)
o pq 

ニー;wJ一仰向日)

二一 1α…αPt-，"ψ包 (1)
3 ・~"….

daraus erkennen wir sofort 

brst = αγspaPtiψ包.(167) 

Weil (日間， Ó, Ó, !1t) �er r und s symmetrisch ist, deshalb soll es so geschrieben 
werden, dass 

αPst αp吋μ - apqt apqr. s = Btg問+c，ふ αrsU ，

und wir sehen daraus durch ﾜberschiebung mit g内 bezw. arsp 

Bt = 0 bezw. Ctp = αtpi 中. , 

(1 ) 

乱特pbγst= ept 

da 

αγst ， も= - eik 中kbγ'st

ist, wobei man setzt : 
und 

b'rst = eiγαist ・
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Wir k�nen jetzt mit Hilfe dieser Gleichung (80)' verifizieren , d.h. 

brspb'ててq = αr8Uau Pi+iars va九が

= g.削α叫同[r'aVqj+3

=29mWψd 制

Jetzt ist es klar, dass die R.elation (ó, ó, ó, Or) = 0 sich ergibt. 

Wir wollen nun beweisen, dass die Matrix (F明) in der Gleichung 
(143) im allgemeinen den Rang 3 hat, welcher Beweis wir zu zeigen 

in Aussicht gestellt haben. Wir nehmen die Asymptotenlinien als 

Parameterlinien an, dann sind 

α112α121 =α211 =α122 =α212 =α221 ニ Ogl1 = g22 = 0 , 

und wir setzen einfachheitshalber 

α222=γ. α111 =β ， ずψ'i =α ， gI2=g , 

Da nach (167) wegen (168) 

brm=1(1mM+(α川向一山αqtv) +,,+v} 
2 l2 

ist, wird dann die Matrix 

tα+ψγ会 。。。

α
 

1

一2
。一ψ1ψ，213吹

g" 

α
 

1

一2

。

聞=ま 。

;叶ψV7
ーψV7。

。。。

1 
αrsP αpij = 玄(仰向十向gsi - grsgij). 

(1) Es ist im alIgemeinen 

(168) 
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2g 。 。 。'\ (1) 

=計1γ 10 g -g 
。

1 0 -g g 。

。 。 。 2g 

dessen Rang 3 ist. 

Man hat nach (160) und (167) 
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(169) Ct = 配主α開 =αmFαPt包ψ包α何

=一 (4 !)ーまα~ψ4

2g!r)ψ1 。lpψz キ g旬、h 2g1p Blp 

glp'0/2 + g2pψ1 2g2p'0/2 2g2p B2p 
Xp-l I 

2g1P 2g2p 。 ψp 

B1p B2p ψp 2(1-K)ψpーゲ'SpA..，8

da 

gptiα例ψ.i+ gqsαpnず-2αpq..， S = (gpt'ψq+ gqt'ψp)αtm 

und 

K=-3内 s
ist, wobei man setzt: 

Bip = (2 + K)gip +ψ色ψ'p+ ψï， p一αiP'Tj ・

G
 
V
 

P
 

α
 

1
F一川

和
一

4
一
一

t

g

 

g
u
 

目
白
、
.
，
，

e
n
υ
 

d

日

n
i
-

U
 

-2gP1ψ1 一 (gPl "[r2+ gp2、[rl) Blp 2g1p , 

一 (gPlψ，2+ gP2ψ1) -2gP2ψ2 B'2p 2r/P 
x P-ll ー

B1P 2゚p ar8p A .. ，s一ψp -ψm 

2g1p 2g2p -ψP 。

、，

(1) In die projektiven normierten Koordinaten ist [:l~ = g3. Siehe FUBINI-CECH, a. a. 
0. , S.89. 
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wobei 

i゚p = 3Kgip + ψzψ.P + ψ，< pーαipjTj ・

J etzt k�nen wir den A田nor kij von (169) und (170) ausführen , 

d. h. 

(171) kij = Ci(ij 

r Tln , n.n 1 =一川Uaqjv'Ý汁Eパ;q_ ~ ('ÝP'Ýq十句州k十ψ'p'/rq)] l-'P' -1) 2 

=一川悦仰旬 (2(1 十 2K)gpq+川+2ψ(p，q) _ 2ap/T.i 

-;川和)

=-J(2(2dM43十 a;/(2州一昨α)(2Au-αu刊れ))
t:.α 

Man kann nat�lich (118) wegen (167) und (171) veri自zieren.

Unsere fundamentale Grundaffinoren sind also durch die FUBINIｭ

schen dargestellt, und umgekehrt kann man die FUBINIschen durch 

unsere darstellen. Wir erhalten in der Tat einen Affinor 

nγ'8 =α四tψt ，

die Gleichungen au日りsend

br.dpt = 0 , JJr8Ilγ'8 = brstb，四t ，

dann wird J Jrs bis auf das Vorzeichen v�lig bestimmt.αγst kann 

man durch die Gleichungen 

brst = αrspJlPt 

bestimmen, wobei das Vorz ichen vonα叫 noch unbestimmt bleibt. 

Das ist aber belanglos, da das Vorzeichen vonαrst durch eine Korｭ

relation sich 舅dert. Der andere Affinor Tr wird dann aus (171) 

erhalten. 
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Wir besch臟tigen uns nun mit der Verifizierung von (86). Nach 

(162) und (170) wird tats臘hlich 

bEtz-1ω 

und 

ゆ=-;川鮎-4れ十2れ) ~ 0 

~ hat die Koordinaten 

(172) .~=ー (4!)-2GP1

ハ
υ
A

リ
ハ
リ
ハ
リ

。

。

0 

0 

A
V
A

リ
ハ
リ
ハ
リハ

リ.
A

リ

IJJ 

。

wie man aus (159) wegen (89) und (162) ersehen kann. 

Schliesslich werden wir durch kovariante Di町erenzierung aus 

(162) bezw. (169) wegen (99) bezw. (102) die folgende Relation 

erhalten: 

f (') [ 17 .1 11)¥ 
qi.ikjk = αtM'Ýj l~2 十 K-2Tgd十 2hu11

bezw. 

kjk = -at,,;wj ! ( 2 + K + __!_ IJI) jk = -at"i'ﾝj l ¥ 2 十 K+亙 IJI)git + 2'tli. t] J ' 

daraus folgt (148) sogleich. 

Sapporo, M舐z 1931. 
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