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DIE DIFFERENTIALGEOMETRIE IN DEN VER-
SCHIEDENEN FUNKTIONALRAUMEN, L
VEKTORIALEN UND TENSORIALEN
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EINLEITUNG

Unter dem Funktionalraume (oder Funktionenraume) verstehen
wir den Raum, dessen Elemente die in einem abgeschlossenen Bereich
definierten eindeutigen Funktionen sind. Uber den Funktionalraum
und iiber die in ihm geltende Funktionentheorie sind zahlreiche
Untersuchungen angestellt worden, doch meist hauptsdchlich von
dem Standpunkte der Analysis, d.h. um den geometrischen Begriff
auf die Analysis anzuwenden. Uber seine geometrische, besonders
differentialgeometrische Untersuchungen konnen wir nur wenig
aufweisen. Hauptsédchlich durch Problemdarstellungen und heuristi-
sche Ansitze der Quantenmechanik angeregt, ist ein metrischer
komplexer Funktionalraum, der zu dem HILBERTschen Raume
isomorph ist, seit kurzer Zeit in einem neuen Aufschwung begriffen®,
Die Hauptgegenstinde dieser Untersuchungen sind iiberhaupt die

(1) F.Riesz: Uber die linearen Transformationen des komplexen HILBERTschen
Raumes, Acta Szeged, 5 (1930), 23-54. J. v. NEUMANN: Mathematische
Grundlagen der Quantenmechanik, Berlin, 1932. M. H. STONE: Linear
transformations in HILBERT space, New York, 1932. S. BANACH: Théorie
des opérations lindaires, Warszawa, 1932.
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44 A. Kawaguchi

linearen Transformationen im Raume, d.h. die linearen Operatoren,
und das wichtigste Hauptresultat ist der Satz iiber die Spektralzer-
legung und die entsprechende Integraldarstellung der quadratischen
Formen. Die Metrisierung des Funktionalraumes spielt dabei die
wichtigste Rolle und ist die grundlegende Hauptsache. Aber sie ist
nicht mehr so wichtig von dem neuesten Standpunkte der Geometrie,
und es ist auch interessant, die Theorie ohne Metrik aufzubauen,
z.B. die der affinen oder projektiven Geometrie entsprechende
Theorie®.

Bei Aufbau der Theorie ohne Metrik, liegt eine Transformations-
gruppe im Funktionalraume zugrund, welches Element eine funktionale
Transformation f(x) = F[¢(t), x] ist. Dabei kommt ein Funktional
F[g(t), x] einer Funktion ¢(¢) vor, das in bezug auf x eine gewdhnliche
Funktion ist. Ausser Eindeutigkeit, Summierbarkeit und Vollstetig-
keit sollen wir hier bei dem Funktional Differenzierbarkeit voraus-
setzen. Die Form vom Differential eines Funktionals bestimmt sich
nicht eindeutig, sondern der Form entsprechend erscheinen mehre
Arten von Transformationen von Variationen §f(x) in Lichte. Von
denen sind am wichtigsten und bedeutungsvollsten diejenigen, die
den FreEDHOLMschen und VOLTERRAschen Integralgleichungen erster
und zweiter Arten und den PicarRDschen dritter Art entsprechen.
Diese Transformationen derselben Art bilden einzeln eine Gruppe
und charakterisieren die Eigenschaft des Funktionalraumes. Somit
miissen wir verschiedene Funktionalrdume gemiss der Art von Trans-
formationen unterscheiden.

Im Raume endlicher Dimensionen erzielte man die neueste und
grosste Entwicklung der Differentialgeometrie auf Grund des bedeu-
tungsvollen Begriffes ‘‘ Paralleliibertragung ”’. Die euklidischen Diffe-
rentialgeometrie'im Funktionalraume ist ziemlich eingehend unter-
sucht worden®. Trotzdem konnen wir nur wenige Untersuchungen

(1) I. A. BARNETT, I. A, BARNETT und D. NATHAN, J. DELSARTE [8], L. L. DINES,
L. S. KENNISON, G. KOWALEWSKI [2].

(2) G. ALIPRANDI [1]-[8], V. AMBARZUMIAN, G. AscoLl, L. BIEBERBACH, P. Borro-
Lozzi [1][2], M. FricHET, L. INGoLD [1], M. KERNER, G. KowALEWSKI [1][2],
M. Pastori, E. PINTE [1]{3], F.RiEsz, I. SaciLorro, E. SIMONETTO, A.
TonoLo [1][2], G. ViTALI [1}11].




Die Differentialgeometrie in den Verschiedenen Funktionalriume, I 45

auf Grund dieses neuen Begriffes erweisen®. {berdies sind diese
Untersuchungen alle in Rechnungen sowie in Ausdriicken so mithsam
und kompliziert, dass sie &dusserst schwer zu verstehen sind, und
entbehren der klaren Darstellung der geometrischen Bedeutung. Um
von dieser unangenehmen Sachlage auszugehen, mochte ich drei neue
Symbole 875, 8714, 8!8 einfithren, die in einem Sinne mit dem KRro-
NECKERschen Delta und in anderem Sinne mit dem imagindren Symbol
1/ —1 "Ahnlichkeit haben. Diese Symbole diirfen als verbesserte von
der §-Funktion von DirRac und CONFORTO® angesehen werden.

In einer Reihe von Abhandlungen mit demselben Titel mochte
ich den Begriff ‘‘Paralleliibertragung’ in die verschiedenen Funk-
tionalrdume mit Hilfe von den neuen Symbolen einfithren und mich
mit der systematischen Untersuchung beschéiftigen, womit nicht nur
eine prinzipielle Vereinfachung und Vereinheitlichung der Methoden,
sondern auch Bereicherung des Inhalts und weitere Entwicklung der
Theorie erzielt wird.

In der vorliegenden Abhandlung stellt sich nur die einleitende
Theorie vor, und den Hauptteil unserer Theorie mochte ich in den
nachfolgenden Abhandlungen entwickeln. In §1 werden die ver-
schiedenen Transformationen von Variationen erkldrt. Mit Hilfe der
in §2 definierten Symbole &fj, 874, 8! greifen wir dann den wich-
tigen Begriff ‘‘ Komplexfunktion”’, die wesentlich mit einem System
von Funktionen equivalent ist (§2). Wir definieren auf Grund dieses
neuen Begriffes die kontravarianten und kovarianten Vektorialen
sowie die kontravarianten, kovarianten und gemischten Tensorialen,
die mit Vektoren und Tensoren im gewohnlichen Ricci-Kalkiil Ahn-
lichkeit haben und dieselbe Rolle spielen (§3). Wir finden dabel zwei
Arten von relativen Grossen, gewohnliche und M-relative. In §4
werden die weiteren Untersuchungen iiber die Tensorialen zweiten
Grades angestellt. Durch Einfithrung des Fundamentaltensorials und

(1) F. ConrorTo [1]14], A. KawAGucHI [1]-[4], A. D. MicHAL [2]-{7], A. D. MiCHAL
und L. S. KENNISON, A, D. MicHAL und T.S. PETERSON, G.C. MoisiL [1],
T. S. PETERSON [1] [2].

(2) P. A. M. DirAc: The principles of quantum mechanies, 1910, Oxford, S. 64.
F. ConForTO [4].
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der Vektorialenschar wird das Eigenwertproblem des Tensorials
zweiten Grades gelost (§5). Schliesslich fiigen wir eine wichtige
Bemerkung iiber die Beziehung zwischen dem Tangentialraume
unseres Funktionalraumes und dem HILBERTschen Raume hinzu:
Der durch ein Fundamentaltensorial metrisierte Tangentialraum ist
zum HILBERTschen Raume isomorph.

§1. ALLGEMEINE NOTIONEN UND
TRANSFORMATIONEN.

1. Es sei f* oder ¢, eine eindeutige summierbare Funktion von
einer Variablen x, welche iiber einen Bereich B von der Variablen
definiert ist. Auf den Bereich B werden alle vorkommenden unab-
hingigen Variablen beschrinkt. Einfachheitshalber mogen vorldufig
alle vorkommenden Funktionen sowie Variablen als reell vorausgesetzt
werden. Der Bereich B ist dabei eine messbare Menge. Diese
Voraussetzung ist aber eigentlich nicht notwendig, da wir dieselbe
durch éinige Modifizierung sofort weglassen kénnen und alle in dieser
Abhandlung erklirten Tatsachen im allgemeinen Falle erweitern
konnen'd,

Unter einem Funktionalraume ist die Gesamtheit aller obener-
wihnten Funktionen verstanden. Dabei wird jede Funktion der
Punkt genannt und seine Koordinaten sind nichts anderes als die
Werte der Funktion, iiberlaufend die Variable « auf dem Bereich B.
Wir mochten sagen, dass zwei Funktionen f* und ¢® zueinander
gleich sind, und durch f* = ¢* darstellen, wenn sie iiber den ganzen
Bereich B bis auf eine Nullmenge® immer gleiche Werte haben.

Wir setzen jetzt ferner, dass die Umgebung (e-Umgebung) eines
Punktes f° die Gesamtheit solcher Funktionen f* bedeutet, die fiir

(1) Die Variable # darf als ein Element einer gewissen kompakten und metrisie-
renden Menge angesehen werden, besonders z.B. als ein Punkt eines reellen
oder komplexen Raumes von endlich vielen Dimensionen. Demgeméss wird
f® eine Mengenfunktion und im letzten Falle eine Funktion von endlich
vielen reellen oder komplexen Variablen.

(2) “Nullmenge’ besagt eine Menge vom LEBESGUEschen Mass Null.

0y
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eine reelle Zahl ¢ iiber den ganzen Bereich B bis auf eine Nullmenge
die folgende Beziehung erfiillen:

[fo—f] e.
Somit ist unser Funktionalraum nichts anderes als der Raum im
HAUsDORFFschen Sinne.

2. Unter den Worte ‘‘Integral’’ verstehen wir stets das be-
stimmte Integral im LEBESGUEschen Sinne, welches sich iiber den
ganzen Variablenbereich B erstreckt, wenn anderes nicht gesagt ist.

Als Voraussetzung fiir die vorkommenden Funktionen ist der
Bequemlichkeit wegen angenommen, dass die Ordnung von Integral-
zeichen immer vertauschbar ist, d.h. z. B.

Sqfrq,sdr> ds = g(jfr(ps ds) .

Wir konnen weiter, ohne eigentliche Beschrinkung fiir unsere
Theorie, voraussetzen, dass iiber den Bereich B

Sdr=1.

3. Wir setzen die folgende Abkiirzung fiir das Integralzeichen
fest, um alle Ausdriicken in kurzer Form darzustellen, welcher
Bequemlichkeit im Folgenden sofort erwiesen wird.

Wenn ein Index in einem Term mehrmal als zwei, einige oben
und die iibrigen unten, vorkommt, dann integrieren wir stets den
Term in bezug auf den Index iiber den Bereich B, selbst wenn das
Integralzeichen nicht ausdriicklich hinzugeschrieben wird, z. B.

Srpr = gf“]’r dr,
Pt = | [ £ g dr

Es gibt aber eine Ausnahme, dass wenigstens ein der in einem
Term vorkommenden Indizes in Klammern gesetzt wird. In dem
Falle integrieren wir nicht den Term in bezug auf die Indizes, z.B.
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f (r)s Pres = j frs Prss ds .

4. Wir miissen uns zuerst allerdings mit Transformationen im
Funktionalraume beschiftigen, welche wesentlich notig sind, um
unsere Theorie zu entwickeln. Es sei eine Transformation im Funk-
tionalraume, die jeder Funktion f¥ z.B. in einem Funktionenbereiche
B eine Funktion f¥ in einem Funktionenbereiche 3 entsprechen ldsst:

(1) fr=F=[f"].

Dabei kommt ein Funktional F*[f¥] einer Funktion f¥ vor, welches
in bezug auf x eine Funktion ist.

Ein Funktional Fg'2 (" [f] einer Funktion fv, welches von
Variablen 7, 72, ..., "m, S, S2,..., S, abhidngt ist, heisst stetig
von nullter Ordnung, wenn zu jedem ¢ >0 und jeder Funktion f7 in
B eine positive Zahl §(¢) gehort, so dass

Fog ol 1= Fogam [f1]) e
fir alle Variablen », 72, ..., m, S1, S2, ..., 8, in B bis auf eine
Nullmenge, sobald

[ @' —f"] < 8()
fir alle Werten von y in B bis auf eine Nullmenge, wobei ¢? eine
Funktion in 9 ist.

Wir setzen fiir die Transformationen (1) voraus, dass

(I) das Funktional F?[f”] eine eindeutige und summierbare
Funktion in bezug auf z in B und stetig fiir jedes f¥ in B ist;

(II) das Funktional F=[fv¥] ein Differential in FRECHETschen
Sinne® hat und dieses Differential von der VOLTERRAschen Form
ist.

(1) M. FRECHET: Sur la notion de différentielle d’une fonction de ligne, Transac-
tions of the Amer. Math. Soc., 15 (1914), S. 139. P. LEvY, Lecons d’analyse
fonctionnelle, 1922, Paris, S. 48-105. V. VOLTERRA, Theory of functionals,

1930, London, S. 22-34.
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Dann erhalten wir durch die Transformation (1) die Transforma-
tionsregel von Variationen §f7, welche naturméssig in bezug auf 8fv
linear sein muss:

(2) 5f==F~,8f@ + F5of",

wobei F*, ., und F'% die Funktionalen von f* sind.

Wir setzen iiberdies voraus, dass

(II1) das Funktional F@, , bzw. F? eine eindeutige und sum-
mierbare Funktion von 2 bzw. x und y fiir 2, y < B und fiir jedes
f¥ in B stetig ist;

(IV) eine und nur eine inverse Transformation von (1) existiert
und diese Transformation

=P

auch die Bedingungen (I)-(III) befriedigt.
Nach (IV) folgt

(3) 8f" ="F",, 8™ + 'FL8f" .

Wir betrachten in der vorliegenden Abhandlung tberhaupt nur
den Fall, wo die Funktionenbereiche 5 und B iibereinstimmen.

5. Es sei in einem Punkte f¥
F&, =0

in dem ganzen Bereich B, dann ist (2) eine Integralgleichung erster
Art, wihrend 8f7 als eine unbekannte Funktion angesehen wird.
Dafiir, dass (2) eine Losung (3) haben soll, ist notwendig und
hinreichend, dass >12¢} = >la? konvergiert, wobei 4 bzw. ¢, die
Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen des symmetrischen Kerns Fz®
sind und

=0 "g.,  ai=08f"p®.
K3

12

(1) Wenn der Kern nicht symmetrisch ist, kénnen wir aus ihm einen symmetri-
schen Kern Hg ausfihren, so dass 8f% = HE BfY .

(2) E. PicaRD: Quelques remarques sur les équations intégrales de premiére
espéce et sur certains problémes de physique mathématique, und Sur les
équations intégrales de premiére espéce, Comptes Rendus, Paris, 148 (1909).
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Die Losung wird dann durch
Sf'y = Z C; Py

gegeben, und der Kern hat die Form

v 1
Fz/ =] ”Z- ‘f’x(]fy .
Da jeder Eigenwert reell ist und da die Summe ihrer reziproken
Quadrate, ein jedes nach seiner Vielfachheit gezihlt, konvergiert,
s0 muss >)c? auch konvergieren, und zwar &£ nach Eigenfunktionen
entwickelbar sein

8?95:201‘(_[)33.

K

Daraus erkennen wir, dass alle betreffenden Variationen §f= als
Punkte in einem HILBERTschen Raume angesehen werden diirfen.
Der Tangentialraum unseres Funktionalraumes im Punkte fv ist
deswegen nichts anderes als ein HILBERTscher Raum. Unter dem
Tangentialraume verstehen wir den Funktionalraum, der von allen
Variationen §f* besteht.

Jede lineare Transformation in einem HILBERTschen Raume kann
in der Form

(4) 8f% = Fz 8f¥

dargestellt werden, deshalb sollen wir anstatt (1) immer (4) zu Grund
legen. Alle linearen Transformationen vom Typus (4) bilden bekannt-
lich eine Gruppe. Wir mochten im Folgenden den Punkt den
HILBERTschen Punkt nennen, wenn der Tangentialraum im Punkte
f¥ ein HIiLBERTscher ist. Der Funktionalraum wird der allgemeine
HILBERTsche Raum genannt, und mit den Buchstabe $ bezeichnet,
wenn jeder Punkt des Raumes ein HILBERTscher ist.

6. Ist im Punkte fv

(5) F@, =1
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in dem ganzen Bereich B, dann wird (2) eine FREDHOLMsche Integral-
gleichung zweiter Art. Die notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Existenz der einzigen inversen Transformation (3) von (2) ist
bekannterweise, dass die FREDHOLMsche Determinante D[F'Z] des
Kerns F? im Punkte f” nicht verschwunden ist. Dann ist fiir die
inverse Transformation

(6) IR =1
und 'F'z die Resolvente des Kerns F'%, fiir die die Relationen
(7) F:+'F;+ Fi'F; =0,
(7) Fe+'F2 + 'F2Fz =0
gelten. Die Transformation (2) wird dabei die FREDHOLMsche Trans-

formation, und alle FREDHOLMschen Transformationen mit nicht
verschwindender FREDHOLMscher Determinante

Fy Fy ... Fy

w0 F%™ F*» ... F"
piFl=1+3>1 : w
=1 93

...............

li7) X X
FJ Fgi....F:

bilden bekanntlich eine Gruppe, die FREDHOLMsche Gruppe heisst®.
Den der FRrEDHOLMschen Gruppe unterworfenen Funktionalraum
wollen wir deswegen den FREDHOLMschen Raum nennen. -Der Punkt
wird der FREDHOLMsche Punkt genannt, dessen Tangentialraum
ein FREDHOLMscher ist. Der Funktionalraum wird der allgemeine
FrREDHOLMsche Raum geheissen und mit der Bezeichnung % ange-
deutet, wenn jeder Punkt des Raumes stets ein FREDHOLMscher ist.

7. Fir
(8) F®, .40

(1) G. KowALEWSKI [2], S. 95. I. FREDHOLM: Sur une classe d’équations fonction-
nelles, Acta Math., 27 (1903), S. 342-373.
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in dem ganzen Bereich B ist (2) eine Integralgleichung dritter Art,
die von PICARD erst eingefithrt wird®. Es ist notwendig und
hinreichend, dass die FREDHOLMsche Determinante D[—;é] nicht
verschwindet, dafiir, dass (2) auflosbar sein soll, d.h. dass die in-
verse Transformation von (2) existieren soll. Wenn die FREDHOLM-

sche Determinante nicht verschwindet, erhalten wir fiir die inverse
Transformation (3)

F(x)’x’Fx;:c =1,
"F®, FY+ F,,'FY 4+ FY/Fz = 0

(9)

daraus geht sogleich (7) hervor, setzend F® =1. Wir wollen die

Transformation (2) mit nicht verschwindender FREDHOLMscher Deter-
minante D e

Je zwei PICARDsche Transformationen

] die PICARDsche Transformation nennen.

37 = F®,, 8f* + Fz of"

(10) X - -
8f% = F®,,8f" + Fz sfv

nach einander ausgefiihrt ergeben wiederum eine PIcARDschen Trans-
formation :

.

(11) 8f7 = F®,,8f 4 F= 51,
wobel

i?’(x)’x = F(m),x Fw;m )
(12) . o
Fy=F® ,F;+ F",,F2+ F2F? .

Zwischen den FREDHOLMschen Determinanten ergibt sich dabei eine
Beziehung

o 1ol 55 ol 5]
(13) F(‘t), B} F(x)’ . F(:t), ©

(1) E. PicARD: Sur les équations intégrales de troisiéme espéce, Annales de
’Ecole Normale Supér., (3) 28 (1911), S. 459-472.
(2) A. KAwAGuUCHI [1] und [2].
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denn (12) gibt uns

sk — _
F: _ Fy F»,, F; - FY s

== L E - T [E— S - —— y

ﬁ(x),x F(x),m F(x),x F(m),x F(m),x F(x),x

daraus folgt

*x z Y) Jx
D[ Fw,]_—:D[fFﬂﬁJD[ K o Iy ]
F(x) F(a:)’m F(:c) x -
— D[,Eif]D[TF?L'J :
F(x),m F(x),x

Wenn die zwei Transformationen (10) zuemander mvers sind, so ist
(11) die identische Transformation, d.h. F(“) =1, FZZO (12) geht
dann sogleich in (9) tiber.

Wir konnen erweisen, dass alle PICARDschen Transformationen
eine Gruppe bilden®. Die Gruppe nennen wir die PICARDsche Gruppe
und den der PicARDschen Gruppe unterworfenen Funktionalraum den
PicARrDschen Raum. Der Punkt heisst der PICARDsche Punkt, wenn
der Tangentialraum am Punkte der PICARDsche ist. Unter dem
allgemeinen PICARDschen Raum verstehen wir den Funktionalraum,
dessen alle Punkte die PicArRDschen sind, und deuten den Raum mit
Bezeichnung 9 an. Die FREDHOLMsche Gruppe ist eine Untergruppe
der Picarpschen Gruppe.

8. Bis jetzt ist der Integrationsbereich B von der Variablen
unabhiingig festgesetzt. Im Falle, wo der Bereich B von der
Variablen abhingig, z.B. das Intervall (0, @) ist, gibt (2) uns eine
VOLTERRAsche Integralgleichung zweiter Art

(14) 8/% = F@,.5f" +| F58f"dy,
die immer auflosbar ist, wenn F@, ,-=0. Die Losung ist dann durch

(15) 8f7 = 'FW,, 8f" + S: 'F 8f" dy

(1) A.D. MicHAL und T. S. PETERSON.
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gegeben, wobei
(16) FO R, =1,

x
B0, By 4 B0, B+ [ F2Fy de = 0.
Y

In Betrachtung als Transformationen sind (14) und (15) zueinander
invers. Wir nennen (14) mit F@, =0 die VoLTERRAsche Transfor-
mation. Dann konnen wir leicht schliessen, dass alle VOLTERRAsche
Transformationen eine Gruppe, die VOLTERRAsche Gruppe, bilden®,
Auf ganz analoge Weise wie im Vorhergehenden kinnen wir den
VOLTERRAschen Raum, den VOLTERRAschen Punkt und den allge-
meinen VOLTERRAschen Raum definieren.

Fir (14) mit F®,, =0 ist der Zustand etwas anders, und die
Losung wird nicht in der Gestalt wie (15) ausgedriickt, sondern hat
die Form

8f = "B 8f + |\ Fy 6 ay

wenn F@ =0, wo f'* die Ableitung von f~ in bezug auf z bedeutet.
Alle solchen Transformationen (14) bilden somit nicht eine Gruppe
und es wiére deshalb viel schwerer, ihre Invariantentheorie zu ent-
wickeln. Es ist noch mehr kompliziert, wenn der Kern e identisch
Null fiir x =y oder singulir ist.

§2. KOMPLEXFUNKTIONEN.

9. Um alle Formeln in einfacher Form darzustellen und daraus
viele neue Ergebnisse abzuleiten, fithren wir neue Symbole &, &,

(1) V. VOLTERRA, Theory of functionals and of integral and integro-differential
equations, 1930, S. 43. Die Integralgleichung (14) ist von allgemeinerer Form
als die sogenannte VOLTERRAsche Integralgleichung zweiter Art und redu-
ziert sich zu diejertige fiir F®),, = 1. Unter einer speziellen VOLTERRAschen
Transformation bzw. einer speziellen VOLTERRAschen Gruppe verstehen
wir sodann die Transformation (14) fir F®),, =1 bzw. die Gruppe, die von
allen speziellen VOLTERRASchen Transformationen gebildet ist.

(2) Siehe V. VOLTERRA, a.a. O.
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374 ein, welche durch die folgenden Forderungen gekennzeichnet
werden :
(I) Symmetrieeigenschaft. 84, 83, 81 sind alle gleich Null fiir
r 4=s ebenso wie das KRONECKERsche Delta ; dagegen haben sie keine
reellen Bedeutungen und sind nur imagindre Symbole fiir » = s so wie
t=1v—-1.
(I1) Symmetrieeigenschaft fir Produkt. 8% &%) sowie 87 & sind
in bezug auf drei Indizes r, s, ¥ symmetrisch:
B ol = 3 o = a8l
& O = 3t &y = 3 o
und analog
Sm S;M[UJ = Bﬁt] 3;[:}] = 5;,“] 52{11] ,

A gyl = gl gyl = 187 .

(I1I) Produktseigenschaft. Fiir beliebige Funktionen f: und ¢
gelten
& fr gy = i fr e

83 S o = &S 1 s
S8 fr 0 = 8 fe s
&3 Sl f o = 8L

(IV) Erste Integraleigenschaft. Wenn wir das Produkt von
84 o, und f7 in bezug auf r iber den Bereich B integrieren, dann

(1) Wir kénnen diese Symbole als Funktionen mit drei Variablen ansehen, aber
jedes von ihnen ist keine eigentliche Funktion, sondern kann nur als ein
Limes einer Funktionenfolge betrachtet werden. In der Tat befriedigen
z.B. die Funktionen

g0 =atet, em=orey, olt=ajal®
die samtlichen Forderungen, wobei
3t =8 (t—r)
die sogenannte DIRACschen -Funktion bedeutet, welche durch

lim /h e—/r(t—'r)'

hoo V T

definiert wird.
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erhalten wir das Produkt von ¢@; und f* (nicht in bezug auf s
P
integriert) usw. :
852 q)tfr = (/)sf(s) ’ ,';:s]ft Pr = q)sf(S) )
8;{‘] pefT = @sf QI &l Pefr = @sfs

wihrend ¢, bzw. f7 eine Funktion von der Variablen s bzw. r ist.
(V) Zweite Integraleigenschaft. Wir bezeichneten 871%, in bezug
auf das Index r integriert, mit ., welches keine reelle Bedeutung
hat, sondern nur imaginires Symbol ist, dann ist . von dem Index
t unabhingig und wird wie Konstante behandelt.
Es folgt wegen (V) ohne weiteres

(1) Sﬁt](/n:l,jq)tdt:Letcpt,

wobei ¢t eine Funktion bedeutet, welche identisch gleich eins. Wegen
(ITII) ergeben sich

85[5] Pt Sff]f“ = 37-[5] <Ptft = bq)tft ’

(2)
5§[t] Pt Bi{'t]fu — 3;[:5] pefi =1 et ¢tft .
Wenn wir
5‘8[7“3 dt = 8[,?; e = &rs ,
(3) o e = oqg et = o,

[arar =5 = 3

setzen, folgt aus (IV)
8rs.flrz'.fs, Brsfr ':f:sy
Bgfr'——ﬁay Sif'r:fs

(4)

bzw.
Srs A1

Il

§ j 84 drr dt =
Sdr dt = | 8 dr

J

o lfmeas
” S dr dt = j dr=1,

JJotaar ae= |

ll

Slldrdt==\8&dr=1,
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setzend ¢, =1 bzw. ¢, =f; =1. Durch Integrierung in bezug auf v
und 7, kénnen wir die folgenden Relationen aus (II) ableiten:

Sk%&dr=j&ﬁ%dr=ah

S [t] St dr = S ] 7 8t dy = o,
(6)
| a8 a Pﬂ&r—m,

j%a S g, dr = 5% .

(I1I) gibt uns fiir fi=g¢,=1

87‘3 874 = 8su ) ol 8? = & ’
(7)
Srdv = &, 8 8y = 05 .
Es ist bemerkenswert, dass die fiinf Forderungen (1)—(V) sich

nicht widersprechen.
10. Es sei @, eine Funktion von zwei Variablen und &, dieselbe
von einer Variablen, dann fithren wir eine neue Funktion ?,, von

zwei Variablen von dieser Funktionen aus:
(8) ¢rs=(prs+6,[,f3(pt.

Die Funktion @, ist eigentlich von derselben Bedeutung wie das
System von zwei Funktionen ¢, und ¢, und wir nennen die Funk-
tion D,. die Komplexfunktion mit zwei Indizes. Auf dieselbe Weise
ergeben sich Komplexfunktionen anderer Art‘ mit zwei Indizes @
und @7, welche je &f; und &1 entsprechen:

Pre= 0 + & 0,

(9)
O = + 511, .

Auf Grund von (I) definieren wir Gleichheit von zwei Komplex-
funktionen derselber Art wie folgt:

Wenn und nur wenn 2.B. @ gleich ¥,s und gleichzeitig @, gleich
¥, sind, sind die zwei Komplexfunktionen D,, und ¥, gleich, d.h.

(])rs + 8{,2 (pt = %3 + S[Tts] wt y
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und Analoges besteht fur Komplexfunktionen anderer Art.

Wegen dieser Definition bedeutet

q)rs = (prs
dass

deswegen diirfen wir eine Funktion von zwei Variablen als eine
Komplexfunktion mit zwei Indizes ansehen.

11. Aus (I) folgt, dass

] 2 E t [t
o llaal ol et
in bezug auf die Indizes 71, 72, ..., "us1 Symmetrisch ist, davon die _

Komplexfunktionen mit mehreren Indizes wie Folgendes definiert

werden konnen.

Die allgemeinste Komplexfunktion mit drei Indizes ist z.B.

(12) (23) (31)
Py = Proy + 8 Dy + 8D Dy, + S Dy, + 33} O,
(11)

(12 @ @1)
= Opat + S[r? q)otc + 8&2] ¢ar + 8[;-] ¢ﬂs ’

(i)
wo @py, Py, P Funktionen sind, von welchen die Zahl von Vari-
ablen drei, zwei oder eins der Zahl der Indizes gemiss sind. Wir
setzen dabei

) 1
(12) Qat = Py + 3 Oat (ﬁ‘., ’

welches auch Komplexfunktion mit zwei Indizes ist. Somit ist eine
Komplexfunktion mit drei Indizes nichts anderes als ein System
von fiinf Funktionen, von welchen eine von drei und drei von zwei
Variablen und die iibrigen von einer Variablen sind.

Im allgemeinen wird eine Komplexfunktion mit = Indizes durch

(k1)
¢¢7'1 R SR TS IR 4 AR N A AR I n

(13) q)r,rg oty =@rprg . oyt %5[0‘]

rery
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dargeste]lt w0 @ryry...r, eine Funktion von = Variablen und

(P ary ... ru-s Komplexfunktion mit »—1 Indizes sind. Z bedeutet dabei
Summatlon iiber alle Kombinationen ohne Wlederholung von je zwel
von (1, 2, ..., n). Eine Komplexfunktion mit » Indizes ist mit
einem Systeme von Funktionen equivalent. Die Zahl o, dieser
Funktionen ist

o 1 2 3 n—2 nt
21 31 4! 7777 (n—1)! n!
1 0 1 2 n—3 (n—1)"
21 3! n—2)! (n—1)!
_ 1 n—4  (n=2)"
a o= 071 0y m—3)! m—2!
2:7.
0 0 0 0 -1 0 2
0 0 0 0 0 —1 1

denn wir konnen leicht die Formel fiir die Zahl p; der Funktionen
mit ¢ Variablen auffinden:

1 1 1 "
i + pi1 + T T - pg b Ty =
pet Pt gy P i—21 27 -1 M0
und
Oy — ZPL .
=1

Wir betrachten auf dieselbe Weise Komplexfunktionen anderer
Art:

(15 ‘prﬂ'g R 07 —_ w"']’rg ) + S‘ 87‘]5 Tl ¢'l’r'l B o RS o TSI A AR W A AR TR 7
) @ ’
s,s — 9,3
(16) q) oo r{r‘ .y (p et 7‘17‘3 e T
[“] Sm
+ E Brkrz e ATy e e T VheAy oo e VI VU4 oo e T

(k)

(1) '71—1 o,_2 '73—5, o, =15, 05 =152, ......
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SkS %8) ves SE—1 S, ee. Sl 8, vee S
+ 8kl¢ 1 k—1Sk+1 [—1 Sl+1 m

@ [«] (Bl) " et tein e, ST e T
l
si[e] @y S1 - o Sk—18k+1 +-- Sm
+,$;87'l ?a- ............... B I A L SR
Die Komplexfunktion @72 "™ sowie @% - e SINd je mit

einem Systeme von o, Funktionen equivalent ebenso wie @r r, ... 7, .
Die zwei Komplexfunktionen derselben Art mit derselben Zahl von
Indizes sind gleich, wenn und nur wenn die entsprechenden Systeme
von Funktionen miteinander gerade iibereinstimmen.

12. Wenn wir das Produkt von zwei Komplexfunktionen von
verschiedener Art mit zwei Indizes z.B. ®,, und @ in bezug auf r
integrieren, dann bekommen wir wegen (III) und (IV) auch eine
Komplexfunktion mit zwei Indizes ¥¢, da

an D, Pt = (s + 81 @) (078 + 8 D7)
= Qs 7+ P PO+ Qs @O + & 874 @, @
= P48y, = Pt
ist, wobei
?Fﬁ = (Drs wﬂ + ws w(s)t_*_ (pts (D(t)’

18)
¥, = @, 0 .

Auf analoge Weise konnen wir schliessen, dass

q)rs ¢£ = lpst ’

19) @ Pt = Pt |
O Pt =y
alle Komplexfunktionen mit zwei Indizes sind.
Fir zwei Komplexfunktionen @7 "%, . @7%n "o |
ist im allgemeinen
(20) S TR A er IO SR S
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auch eine Komplexfunktion mit » + m —2 Indizes. Unter einer
Komplexfunktion mit keinem Index bzw. mit einem Index verstehen
wir dabei einen bestimmten Zahlenwert bzw. eine gewohnliche Funk-
tion einer Variablen.

13. Wegen (V) erhalten wir fiir eine Komplexfunktion mit

zwei Indizes @
1) r— e,

Wir heissen in Nachfolgenden ¢ den reellen Teil von @7 und dagegen
ed, = (@, dr den idealen Teil von demselben. Wenn wir (=1
ansehen, dann wird @ die Summe beider Teile, welche der absolute
Betrag von demselben genannt wird. Der absolute Betrag von @
wird durch |®7| dargestellt und der reelle bzw. ideale Teil durch
R(®:) bzw. I(Dr).

TP N TR

Im allgemeinen ist @ : _ein Polynom ¢-ter Ordnung
Fie..TiS)

ve. Sm—
von : und jeder seiner Koeffizienten auch eine Komplexfunktion mit
eine Komplexfunktion

ity e tn—

. . . 7y .
n + m — 24 Indizes, wihrend @, """/ 7%

eee SM—1

mit n + m Indizes z.B.

0 1
P, =& + O

und
0 1 2
Q. =@ +.0+ 2P,
wobei
0 . (12) (23)
@ =0T, + O + O,
1 (13)
PP = QPite* + ¢,
0 X (12) 2 1
Q=@ 4O+ O+ O A D,
12) 1 2
1 1 e e 2 1,2 (12) (12) (12)
O = Q3.+ Py7 e+ Dy + Dy + Doy + Dy €*
1 2 2,1 (12) 1 2

1 2
+ Dye®+ Py e®
(12) (12)
2 1,2
D = Pete’ + P, e .
1,2

o
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Somit ersehen wir wegen Nr. 12, dass ¢ Komplexfunktionen mit
n + m—2 1 Indizes herausgehen, wenn das Produkt von zwei Kom-
plexfunktionen, eine mit » Indizes und die andere mit m Indizes, in
bezug auf dieselben ¢ Variablen integriert wird, z.B.

-

T

) ] . .
(22) PRIyt = SO P
F
0 . .
Wir heissen dabei @7 - s,"’“;l v tmq den reellen Teil und

(JD‘T‘ j’.‘.‘?"’t‘f”. tm; TUr 7>>0 den idealen Teil j-ten Grades. Der reelle
Teil wird durch R(®) und der ideale Teil j-ten Grades durch I;(®)
dargestellt. Unter dem absoluten Betrag |®| verstehen wir ferner

die Summe des reellen und aller idealen Teile:
-1
(23) |D| = R((D)+§ LD .

14. Es ist klar, dass die Summe sowie die Differenz von zwei
Komplexfunktionen mit denselben Indizes und von derselben Art
auch eine Komplexfunktion mit denselben Indizes und von derselber
Art sind.

Das Produkt (nicht integriert) von zwei Komplexfunktionen ist
auch eine Komplexfunktion, deren Indizes von allen Indizes der
beiden Komplexfunktionen entstehen. Aber solche Komplexfunktion
ist nicht die allgemeine, sondern einige ihrer Funktionen verschwin-
den identisch, z. B. fir @,; = ®,, ¥, ersehen wir sogleich

(23) (31)
=0y =P, =0 .

Deswegen konnen wir nicht schliessen, dass jede Komplexfunktion
auf ein Produkt von zwei Komplexfunktionen mit wenigen Indizes
reduziert werden konne.

Im allgemeinen, fiir das Produkt von zwei Komplexfunktionen

@rl...rnsn,;l...sm: ¢r1...7'.nq’sn+1...sm ’

ergibt sich
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(24) Dr, .. rnsnss oo sm = Pry ... vpSnsy...5m
(k1)
[«]
+(;l)8rk7'l¢a’r| o Th—1 Tty e e VT3V l4y -+« TnSn+y -+« Sy

[a.] (i)
+288[¢S[ ¢a'r‘, ve e T Sn+1 eee Skk—18k+1 +++Sl-184+1+++Sm

(k1)
und Dxry ... 7% vy oo T Suey o v Sy SLiy - - - Sm VEYSChwinden alle identisch.

Bemerkung. Wir diirfen folgendermassen schreiben :

()]

Xy e e VI Vhoty e e V-1 PLbg oo e TSty - o« S

(kel)
= ¢a7‘1 e e PVt oo e VL1 VL1 oo o T
(i5)
X <§l’.«~rﬂ+, ... Sm +771 S S[ﬁ] ‘Pisml e Si1Sidg e en S5o1 8541 e nn sm) ,
(25) 2 D /

(el

XV e ee P Snt1 oo Sk—ySktp + s Sl-1 Sl+1 -+ - Sm

(74)

1 Al
= <(l)r, coorpt 2 T r’”,]¢ir1 R CARE RN o N ¥ PR

()
X q)J‘SnH eoe S~y Sk+1 0+ Sl-18l+1 +++ Sm

15. Wir greifen zunichst die gebrduchlichsten heraus, die sym-
metrische und die schiefsymmetrische Komplexfunktion. Wir heissen
die Komplexfunktion mit zwei Indizes symmetrisch, wenn fiir sie die
Beziehung

(26) q)'r« = ; ((prs + ¢sr) = (l)('rs)

fiir beliebige Wert von » und s in B gilt. Die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Komplexfunktion mit zwei
Indizes @,, symmetrisch sein soll, ist, dass

(27) Drs = (l)(rs)

fiir alle Werte von » und s in B.
Die schiefsymmetrische Komplexfunktion mit zwei Indizes wird

dagegen durch

(28) (prs = ; : (¢’rs - (psr) = (p['rs]
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definiert. (28) ist wegen (I) mit den zwei Beziehungen
(29) ' (prs = (p[,.s] ’ (l)i =0

equivalent.

Wenn die Komplexfunktion mit drei Indizes ®,. in bezug auf
jede zwei Indizes symmetrisch ist, so nennen wir die Komplexfunk-
tion symmetrisch. Fiir die symmetrische Komplexfunktion mit drei
Indizes @, ergibt sich ohne weiteres

(30) ¢rst = “élT E ¢rst = ¢(’rst) ’

wo S) Summierung iiber séimtliche Permutationen der Indizes bedeutet.
(30) kann in die folgenden Beziehungen der Funktionen umgeschrieben

werden :
12) (3) (31)

(31) Dyt = (p('rst) y Ops= Dys = Dps .
Im allgemeinen definieren wir Symmetritit einer Komplexfunktion
mit »n Indizes @, ...r, durch

(32) q)r,...rn: ;,'Z¢rl.“rn§¢(r,...rn),

daraus konnen wir sogleich schliessen:

Die charakteristische Eigenschaft der symmetrischen Komplex-
Ffunktion mit n Indizes ist, dass thre Funktion vom n Variablen in
bezug auf simtliche Variablen symmetrisch ist und ihre anderen
Funktionen in bezug auf samtliche Variablen, bis auf die erste
Variable, symmetrisch sind, von denen diejenigen mit derselben Zahl
von Variablen alle miteinander iibereinstimmen, d.h.

wr,'re_» viirn = Pry7re ... 1),
(12) (12) (23)
Da(ry...rpn) = Pary ccorpny = Pary...rpy = ..,
(123) (123) (234)
(33) Da(ry ... 10— = Dar...rn3 = Darycc.rpg = +ov
......................................... y
1n-2) (1n=2) 2+n-1)
Da(ryry) = Paryry = Paryry = ...,

(Leem=1)  (2+n)
oy = AP = o ee o
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Unter der schiefsymmetrischen Komplexfunktion mit drei Indizes
verstehen wir diejenige, welche in bezug auf jede zwei benachbarten
Indizes schiefsymmetrisch ist. Die schiefsymmetrische Komplexfunk-
tion wird dann durch

(34) ¢rst = ‘?;ly (ZI ¢'rst - Z” ¢'rst) = ¢[’rst]

charakterisiert, wo >} bzw. >} Summierung iiber simtliche gerade
bzw. ungerade Permutationen der Indizes bedeutet. Im allgemeinen
definieren wir Schiefsymmetritit einer Komplexfunktion mit » Indizes
durch

(35) ¢r, e Ty = nl,’ (Z, ¢"1 rn*zn¢rl rn)Eq)[rl cee?n] .

Wegen (35) und Definition von Gleichheit konnen wir ohne Schwie-
rigkeit schliessen:

Die schiefsymmetrische Komplexfunktion mit n Indizes ist nichts
anderes als eine Funktion von n Variablen, welche in bezug auf
simtliche Variablen schiefsymmetrisch ist.

Wir konnen ferner von Symmetrie bzw. Schiefsymmetrie in
bezug auf einen Teil von Indizes reden, d.h. eine Komplexfunktion
ist in bezug auf einen Teil von Indizes symmetrisch bzw. schiefsym-
metrisch, wenn sie in bezug auf jede zwei benachbarten Indizes des
Teils symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch ist, fiir die wir haben z.B

(36) q)r,...rns,...sm=q’(r,...m)s,...sm
bzw.
(37) q)r,...rns,...sm:q)[rl...rn]sl...sm.

Es ist nicht schwer, die folgenden Sitze zu beweisen :

Wenn eine Funktion einer in bezug auf einen Teil von Indizes
symmetrischen Komplexfunktion einige von den Indizes des Teils als
Variablen enthilt, dann ist sie in bezug auf diese Variablen symme-
trisch.
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Eine in bezug auf einen Teil von Indizes schiefsymmetrische
Komplexfunktion entsteht nur aus derartigen Funktionen, die wenigs-
tens m—1 Indizes des Teils als Variablen enthalten und in bezug auf
sie schiefsymmetrisch sind, wo m die Zahl von Indizes des Tetls
andeutet.

D,.. sei z.B. eine Komplexfunktion mit drei Indizes, welche in
bezug auf r, s symmetrisch bzw. auf s, ¢ schiefsymmetrisch ist, dann
erhalten wir

(12) (23) L(23)
(38) Do = Py + 89 D, + 853 Dy + 8 D+ 8 @,
bzw.
(£3) (23)
(39) ¢7‘St = (p'r[s(,] + SE;] (])ar'—slt:"] (pas .

Wegen (38) und (39) entsteht ?,,; nur aus einer Funktion @,;, wenn
sie gleichzeitig beide obengenannten Eigenschaften enthilt, und die
Funktion @, in bezug auf r, s symmetrisch und auf s, ¢ schiefsym-
metrisch ist.

Die Symmetritit bzw. die Schiefsymmetritéit einer Komplexfunk-
tion anderer Art wird auf analoge Weise definiert. Doch sei das hier

nicht ausgefiihrt.
Es sei @r,...r, eine allgemeine Komplexfunktion mit »n Indizes,

so nennen wir D ...m) bzw. P, ...»,] den symmetrischen bzw.
schiefsymmetrischen Teil von @r, ...»,, der eine symmetrische bzw.
schiefsymmetrische Komplexfunktion ist.

16. Wenn wir

(40) Fe=Fz+ &F°,,

ansetzen, dann ist ¥% eine Komplexfunktion mit zwei Indizes und
die PicArDsche Transformation (2) in §1 wird eben in der Form

(41) 8f = Rz afv

dargestellt. Die inverse Transformation von (41) hat dann die Gestalt

(42) 8f° ="F58f",
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ansetzend
(43) xE ="k 4 & Ee,, .

"%z ist auch eine Komplexfunktion mit zwei Indizes, und die Bezie-
hungen (9) in §1 werden hierbei gerade in einem Ausdrucke

(44) ' %3 ,’( 7 =0
zusammengefasst, wo

&7 = &l*le, .

Es ist klar, dass (44) in (6) und (7) in §1 iibergeht, wenn wir
F® =1 voraussetzen.

§3. VEKTORIALEN UND TENSORIALEN.

17. Wir mochten erstens die PicArDschen Transformationen
zugrund legen, damit die Vektorialen sowie Tensorialen in einem
Tangentialraume des Funktionalraums 3 definiert werden konnen.

Der Punkt f* sei derjenige, am welchem der Tangentialraum den
Funktionalraum ¢ tangiert. Das kontravariante Vektorial »® im
Tangentialraume erklidrt sich dann als eine Funktion von einer
Variablen 2, welche von f* abhidngig ist und bei der PICARDschen
Transformation am Punkte f* genau so wie 8% sich transformiert;

(1) P = TroY .
Der Index 2 eines kontravarianten Vektorials v* wird immer oben
geschrieben, wie iiblich bei dem Tensorkalkiil.
Andererseits verstehen wir unter dem kovarianten Vektorial v,
im Tangentialraume eine Funktion von einer Variablen x, welche von

f* abhingig ist und bei einer PicARDschen Transformation am Punkte
f* folgendermassen sich transformiert :

(2) W, = 'Ly, .

Der Index x eines kovarianten Vektorials v, wird immer unten
geschrieben.
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Die Summe bzw. die Differenz von zwei kontravarianten (kova-
rianten) Vektorialen v” + 1” ist, infolge der Linearitit der PICARDschen
Transformation, wiederum ein kontravariantes (kovariantes) Vektorial.

Es sei H{f*] ein Funktional von f%, welches bei der PicaRDschen
Transformation sich nicht verdndert, dann ist die funktionale Ablei-
tung H, von H[f*] ein kovariantes Vektorial, denn

SH[F] = H,of" = H, (X2 8f") = (H,F3) 81"
und andererseits
SHIF"] = sH[ /"] = H, 8",
daraus folgt
H.% =H,, dh. H,='§H,.

18. Es sel »* bzw. iv, ein kontravariantes bzw. kovariantes
Vektorial, dann lautet gemiss (44) in §2 nach (1) und (2)

0710, = F2 2 0710, = 807, = b1, ,

d.h. v"1v, bleibt bei jeder PicArRDschen Transformation unverindert.
Ein Funktional von f= heissen wir ein Skalarial oder eine Invariante,
wenn es bei jeder PicaARDschen Transformation unveridndert bleibt.
b®iv, ist somit ein Beispiel von Skalarial. Jedes Skalarial hat eine
invariante Bedeutung fiir die PicArRDsche Gruppe, bedeutet folglich
eine geometrische Rigenschaft im PicARDschen Raume.

Trivialerweise gilt das Assoziativgesetz fiir die Operation b”iv,:
(3) 0" W) L =071 + 07 Ly,
(4) 0" (10 + Ln) = 0" 10, + D7 L, -

19. Das allgemeine Produkt von zwei kontravarianten Vekto-

rialen b*1?, welches das Produkt von zwei Funktionen von den

Vektorialen bedeutet, transformiert sich bei der PicaArRDschen Trans-
formation

(5) b1 = FIFL0 1w .
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Im allgemeinen nennen wir eine Komplexfunktion u*” mit zwei
Indizes das kontravariante Tensorial zweiten Grades im Tangential-
raume, wenn sie vom Punkte f* abhingig ist und bei der PICARD-
schen Transformation genau so wie (5) sich transformiert:

(6) u = FrFYut .
Auf Darstellung in Funktionenrelationen geht (6) iiber:
= F{Fu+ F®,, Fu=+ F;FY, "+ F®, , FO, 0™
(7) +F@,  Fiu+FSF®, u’+ FF?u*
ut=F9 ,F® ,ut,

wobei u™ = u™+ & u’ ist.

(7) zeigt uns, dass fiir jedes kontravariante Tensorial zweiten
Grades u*¥ die Beziehung u* = 0 bei der PicARDschen Transformation
von invarianter Bedeutung ist, d.h. dass ein Tensorial, fiir das u'=0
ist, bei der PICARDschen Transformation wiederum zu dem gleichartig-
en Tensorial iibergeht.

Wenn die Komplexfunktion u™ symmetrisch bzw. schiefsymmet-
risch ist, nennen wir das Tensorial u*¥ zweiten Grades auch symmet-
risch bzw. schiefsymmetrisch. Die Symmetritidt sowie die Schiefsym-
metritdt des Tensorials zweiten Grades sind bei der PICARDschen
Transformation die invarianten Eigenschaften des Tensorials, wie
wir wegen (7) erkennen konnen.

Es seien b, und w, die kovarianten Vektorialen und 1*¥ ein
kontravariantes Tensorial zweiten Grades, dann ist infolge (6)

(8) U 0, 10y = U Vy Wy + UT Vg WP
Y Y

ein Skalarial. Umgekehrt, ist u® ein kontravariantes Tensorial
zweiten Grad 's, wenn 1*¥b, v, ein Skalarial ist und wenn b, und 1v,
die kovarianten Vektorialen sind.

(1) Wir setzen dabei vy = v;, Wy, = 1w, an. Im allgemeinen beniitzen wir die
deutschen Buchstaben fiir Vektorialen oder Tensorialen und die lateini-
schen fiir gewohnliche Funktionen oder Funktionalen.
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Auf analoge Weise, erkennen wir, dass u®p, und u*¥tv, beide
die kontravarianten Vektorialen sind, unter derselben Bedingung wie
oben. Somit kénnen wir sofort schliessen, dass b, und i, beide die
kontravarianten Vektorialen sind, wenn u® ein kontravariantes
Tensorial zweiten Grades und 1w*¥v,ip, ein Skalarial ist.

20. Das kovariante Tensorial zweiten Grades im Tangentialraume
erkldrt sich als eine Komplexfunktion 1, mit zwei Indizes, welche
bei der PrcarRDschen Transformation am betreffenden Punkte folgen-
dermassen transformiert wird:

(9) Ugy = ,%fc I%gz/“tz .

Das allgemeine Produkt von zwei kovarianten Vektorialen ist somit
ein kovariantes Tensorial zweiten Grades. (9) fasst die folgenden
Beziehungen zusammen:

Uey = "FLFZ U+ FO, 2 U+ ' FLFY sty +'F@ L FO gy,
(10) +'F®, ' Fau,+'FUF®, yu,+'F2'Fiu, ,

Uy = IF(t),t,Ft,tut s

wobel 1xxy=uxy+f7£§1],ut ist. Fir jedes kovariante Tensorial zweiten
Grades 11,y wird die Beziehung ;=0 auch bei irgendeiner PICARDschen
Transformation nicht zerstort, und iiberdies geht das allgemeine
Produkt von zwei kovarianten (sowie kontravarianten) Vektorialen
wiederum in ein allgemeines Produkt von zwei gleichartigen Vekto-
rialen tiber. Wir konnen auch Symmetritit bzw. Schiefsymmetritit
eines kovarianten Tensorials zweiten Grades i, durch Symmetritit
bzw. Schiefsymmetritdt der Komplexfunktion mit zwei Indizes 1,
definieren, welche bei der PicArRDschen Transformation nicht zerstdrt
wird.
Es ist nicht schwer die folgenden Sitzen zu beweisen:

(i) Wenn 1, bzw. w™ ein kovariantes bzw. kontravariantes
Tensorial zweiten Grades ist, dann ist

(11) oy D™ = Uy W + Uy W™ + Uz W+ ¢ UW"
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eine Invariante, wobei ay = sy + 88 u, und W™ = w*™ + §ffw*. Die
Behauptung ist auch Wahrheit, wenn tv* ein allgemeines Produkt
von zwei kontravarianten Vektorialen ist. Umgekehrt ist u,, ein
kovariantes Tensorial zweiten Grades, wenn i, 10* bzw. ® eine
Invariante bzw. ein kontravariantes Tensorial zweiten Grades ist.
Das Gleiche gilt bei Vertauschung von 1, und tv*.

(ii) 1, b* und u,, ¥ sind beide kovariante Vektorialen, wobei
v® und tov beide kontravariante Vektorialen sind.

(iii) Wenn 1, 0®v? eine Invariante und 1, ein kovariantes
Tensorial zweiten Grades sind, dann sind v* und ¥ beide die kon-
travarianten Vektorialen.

Der reelle bzw. ideale Teil von 1, iv*¥:

12) R (1 W) = Uy W™ + Uy W + Uy W
bzw.
(13) T (1t W) = up w®

ist bei der PicArRDschen Transformation einzeln in,variant, wie wir
wegen (11) sofort erkennen. Somit ist der absolute Betrag |1, iv™ |
natiirlich auch so. Deshalb erhalten wir immer zwei voneinander
unabhéingige!? invariante Grossen R (i, v*) und I(i,, iv™) aus zwei
Tensorialen zweiten Grades, eine ‘kovariante und eine kontravariante.

Die Transformationsregeln (7) und (10) stellen uns vor, dass die
Funktion einer Variablen u,w® fiir zwei Tensorialen zweiten Grades
u,, und ™ bei der PicARDschen Transformation auch invariant ist®.

21. Die Komplexfunktion u?,®, welche bei der PicARDschen
Transformation am betreffenden Punkte f* genau so wie das Produkt

(1) ““Voneinander unabhéngige’” bedeutet, dass jede der Grossen aus der anderen
keineswegs ohne weitere Bedingungen abgeleitet werden kann.

(2) Es wird bemerkenswert sein, dass in unserem Falle zwei voneinander unab-
hingige invariante Groéssen und eine invariante Funktion einer Variablen
aus zwei Tensorialen zweiten Grades 1y, und oy abgeleitet werden,
wéhrend nur eine invariante Grosse v*tw), aus zwei gewohnlichen Tensoren
zweiten Grades v** und wa, , einem kontravarianten und einem kovarianten,
erhalten werden kann.

(3) & geht bei jeder PicARDschen Transformation in sich uber, so stellt & ein
gemischtes Tensorial zweiten Grades dar. Aber & bzw. ooy stellt kein
Tensorial dar, denn es bleibt bei PICARDschen Transformationen unverindert.
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von den kontravarianten und kovarianten Vektorialen bv” v, sich
transformiert, nennen wir das gemischte Tensorial zweiten Grades,
das in bezug auf dem Index x kontravariant und auf dem y kovariant
ist:

(14) wr, = FEFrul, .
Die obere Beziehung stellt das:

(15) @, = Fy/Fiul,+F® ' Fiyz + F{'FO, oyt +F@ IFO e
+F®, Fous+ FE'F®, yu,+ F&'Fzu,,

Ut = U

wobei u?, = u?, 4821y, ist. Daraus erkennen wir, dass die Funk-
tron einer Variablen u: etnes gemischten Tensorials zweiten Grades bei
der PICARDschen Transformation unverdindert bleibt®.

Die Grosse
(16) We = U +eU,€”
ist infolge (14) eine Invariante und somit ist die Grosse u?, bei der

PicArDschen Transformation invariant. Es seien u?, und w?, beide
die gemischten Tensorialen zweiten Grades, dann ist

a1 u?, ¥ = u?, Wy + U, W+ Ue Wy + o Uy W €7
auch eine Invariante, daher ist der reelle Teil von u*,wv,
R (%, w%,) = u%, wY, +u?, we+ U, w7,

invariant. Die Invarianz des idealen Teiles I(u®,1w¥,) wird trivialer-
weise bewiesen, denn u; sowie w; sind sich selbst invariant.

Die folgenden Sitzen werden leicht bewiesen:

(i) Wenn b,, bzw. w* ein kovariantes bzw. kontravariantes

Tensorial zweiten Grades ist, dann sind b,,10¥* und b, > beide die
gemischten Tensorialen zweiten Grades, und umgekehrt.

(1) Auf die Reihenfolge der Indizes ist hier aufs strengste zu achten, und im
allgemeinen braucht u#, durchaus nicht gleich u,;= zu sein.
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(i) Wenn u®, und 3?, die gemischten Tensorialen zweiten Grades
sind, dann ist v®,1¥, wiederum ein gemischtes Tensorial zweiten
Grades und umgekehrt.

(iii) Y., 10, u®, seien wie oben, dann ist bv,, 1%, bzw. W% uz,
ein kovariantes bzw. kontravariantes Tensorial zweiten Grades, und
umgekehrt.

22. Wir wenden uns jetzt zur Definition der allgemeinen Ten-
sorialen?, wobei auch die PICARDsche Gruppe zugrund gelegt wird.
Die bis jetzt betrachten Tensorialen treten dabei wiederum als
Spezialfall auf.

Wir nennen eine Komplexfunktion mit n Indizes 3" """ ein
kontravariantes Tensorial n-ten Grades, wenn sie sich bei der
PicarDschen Transformation genau so wie das allgemeine Produkt

von n kontravarianten Vektorialen transformieren :

(18) S—zh...’lﬁn=%’;1 o (yrn TS -0 Sn (2 .

Sn

(1) A. Kawaguch1 [17 und [2].
(2) (18) fasst ja im allgemeinen o, Beziehungen zwischen den Funktionen der
Tensorialen "1 """n Zrl"' n zusammen, z.B. fir ein Tensorial dritten
. (23) (81)
Grades gwwz = govz-if) g“z e 9o+ ofs5 gou+ i g* gibt (18) uns in der Tat
(]8/) gryz = g'rsch FZ/Ff +g(x)st FT FLJ_th—FgT(y)tFiFU, v F:
+g7rQ F7 FY F?, 5+ gt %, o F'Y, ) F'%-t g@)s(2) F®, o, FY F?,,

+gr)@ FyFY, , F?, g@@ F*, o FY,, F*,,

](glt FaFa I _*,(};zy)th FY,y F§+(;72()x)‘ F FiF}

AF‘;;QJ(z) FEFY Fz,z +(192(’,J)<z)pgj FY,, Fz,er(:)Z()x)(z)wa YR,

+(2(‘)3£‘T FIFYF% +g(1)rp FY,, F; _{_g(z)r P2 lﬂ, ,

‘(2(:;?1(90)17' yo MY 4(g(J)(E)Fx,$FU yF +J(z)(x)Fx,x1—,JFzM

| q“sFa F{F&+ g<x>° F“”,xF” Fiy q(z)be ng,z

+g°‘(y) FsFY,, Fu'f‘!}(‘")(l’) F® 4 FY,, FE']‘Q(Z)(U) FPErY,, F?,,

+ge FERY Fz } g(z) FEFYF? 490 FEFY,, Foggo) F®,, FY B2

(12) (12)
goz = (g‘“” F3 ’FQ(G)(Z)F 2+ gt Fa) P ,aF sy

(23)
gy = (g<“>8F + g(“)(y) FY b g@ FY) R o %,

(%1) (31) 31) ,
g o= (g0 F74 o“‘"x’ Fo ot g@ FF% . F% .,

=g F% e F* o F°q.
Die Beziehungen fiir das Tensorial hoheren Grades sind sehr kompliziert.
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Die Reihenfolge der Indizes ist dabei auch wesentlich.

In analoger Weise werden die kovarianten Tensorialen mn-ten
Grades definiert, deren Transformationsregel bei der PICARDschen
Transformation durch

= s
19) Srl...rn=’(,}l---/%izzsl...s

n

dargestellt wird?, wobei Zr, ... r, eine Komplexfunktion mit » Indizes
ist.

Wenn die Komplexfunktion eines kontravarianten oder kovariant-
en Tensorials n-ten Grades symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch ist,
nennen wir das Tensorial symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch. Die
Symmetritidt sowie die Schiefsymmetritit eines Tensorials ist sinnvoll,
denn sie wird bei der PicARDschen Transformation nicht zerstort,
welches sich gemiss Linearitit der Transformation leicht beweist.
Aus Nr. 15 lautet der Satz:

Ein schiefsymmetrisches (kontravariantes oder kovariantes) Ten-
sorial n-ten Grades ist michts anderes als eine Funktion von n Vari-
ablen, welche in bezug auf simtliche Variablen schiefsymmetrisch ist.

Wir konnen auch den symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen
Teil eines Tensorials definieren, der der symmetrische bzw. schiefsym-
metrische Teil der Komplexfunktion des Tensorials ist. Dann geht
der symmetrische bzw. schiefsymmetrische Teil eines Tensorials bei
der PicArRDschen Transformation in denjenigen des neuen Tensorials
iiber, wie sofort bewiesen wird. Uberdies ist der symmetrische bzw.
schiefsymmetrische Teil auch ein Tensorial.

Ein gemischtes Tensorial n-ten Grades ist eine Komplexfunktion
mit n Indizes, die sich bei der PicaArRDschen Transformation wie das
Produkt von 7 Vektorialen transformiert, von denen m (< n) kontra-
variant und die iibrigen n—m kovariant sind:

(20) grlrm Tn:g;;l c&;‘ymn/ Sm+1 . ‘lg;sn r3~81...8m

CTm+y e Tm+1 T ™~ " oo *Smt1 -8 "

(1) Wir konnen z.B. die Ausdriicke der Transformationsregel in Beziehungen
zwischen den Funktionen fiir ein kovariantes Tensorial dritten Grades aus
(18) erhalten, indem wir jedem F' einen Strich hinzufiigen und alle oberen
bzw. unteren Indizes nach unten bzw. oben herziehen.
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Das gemischte Tensorial bekommt m obere und n—m untere Indizes®.
Aus dieser Definition erhalten wir sofort den Satz:

Die einzige Funktion einer Variablen jedes gemischten Tensorials,
das dieselbe Zahl von kontravarianten und kovarianten Indizes bekommt,
bleibt bei der PICARDschen Transformation unverindert®.

Wir nennen ein Tensorial in bezug auf einen Teil seiner Indizes
symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch, wenn die Komplexfunktion des
Tensorials in bezuz auf den entsprechenden Teil der Variablen
symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch ist.

23. Aus einem kontravarianten Vektorial v® und einem kovari-
anten Vektorial w, lidsst sich eine Invariante v”w, durch Integration
iiber den Bereich B bilden, wie wir in Nr. 18 zeigen. Die Operation,
dass ein Tensorial® in bezug auf zwei gleiche Indizes, einen kontra-
varianten und einen kovarianten, tiber den Bereich B integriert wird,
heisst die Uberschiebung oder die Faltung. Die Uberschiebung ist
schon vielmal zur Anwendung gebracht worden, d.h. in (8), (11),
(16), (17). Wihrend (8) uns nur eine Invariante gibt, bekommen wir
in (11), (16), (17) doch zwei Invarianten, den reellen Teil und den
idealen Teil. Im allgemeinen konnen wir den Satz beweisen:

Aus einem gemischten Tensorial 2m-ten Grades, m kontravariant
und die ubrigen m kovariant, erhalten wir im allgemeinen ein Polynom
von . durch m-fache Uberschiebungen. Die Ordnung des Polynoms
ist hichstens m, und der reelle Teil und die m idealen Teile sind alle
Invarianten. Wenn das Tensorial aus vielen Tensorialen niedrigen

(1) MiIcCHAL heisst das Tensorial den absoluten funktionalen Tensor. Er definiert
denselben als eine Reihe von Koeffizienten einer absoluten funktionalen
Form in Vektorialen. A.D. MICHAL [4].

(2) Es sei in der Tat 371" "m  das Tensorial 2m-ten Grades, m kontravariant
1 m
und die ubrigen m kovariant, dann geht seine Funktion einer Variablen T't
bei der PicarRDschen Transformation tber:
Tt = (FO, ™ (FO,)" 1 = T,
denn
Fo,;'Ft,;=1.
(8) Wir sehen dabei das Produkt vom mehren Tensorialen auch als ein Tensorial
an, denn das Produkt ist tatsdchlich ein Tensorial geméss der Definition des
Tensorials.
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Grades als Produkt sich bilden lisst, kann der Fall auftreten, dass
die Ordnung des Polynoms niedriger als m ist.

Aus dem in Nr. 13 erwidhnten Grund lautet auch der Satz, der
den oben-erwihnten Satz als einen speziellen Fall enthiilt:

Ein gemischtes Tensorial (m+n)-ten Grades, m kontravariant und
die ibrigen n kovariant, verindert sich durch i-fache Uberschiebungen
in ein Polynom i-ter Ordnung von ., dessen Koeffizienten jedenfalls
einzeln Tensorialen (m+n—2i)-ten Grades sind, die m—i kontravariante
und n—1i kovariante Indizes haben.

24. Die Pseudovektorialen und die Pseudotensorialen kénnen
nun als den Pseudovektoren und den Pseudotensoren im gewdhnlichen
Tensorkalkiil entsprechend definiert werden.

Eine Komplexfunktion mit einem Index v* bzw. iv,, die sich bei
der PicArDschen Transformation folgendermassen transformiert :

21) p® = 7k R
bzw.
(22) E)y = 7k ’ggj 1, ,

heisst kontravariantes bzw. kovariantes Pseudovektorial von der Klasse
k, wobei T ein beliebiges Funktional von f® ist. Der in 7% auftretende
Index & ist eine nicht verschwindende ganze Zahl und bedeutet
einen Exponent.

Ein Funktional p, das sich bei der PicArRDschen Transformation
folgendermassen transformiert :

(23) p=r1tp,
heisst Pseudoinvariante von der Klasse k.

Kovariante, kontravariante und gemischte Pseudotensorialen ent-
stehen aus den Pseudovektorialen in derselben Weise, wie gewohnliche
Tensorialen aus gewohn ichen Vektorialen. Sie unterscheiden sich
also von den gewdhnlichen Tensorialen nur durch das Auftreten
eines Faktors bei der Transformation.

Dass Summierung von zwei gleichartigen Pseudovektorialen oder
Pseudotensorialen und Multiplikation von zwei Pseudovektorialen
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oder Pseudotensorialen® wiederum zu einem Pseudovektorial oder
einem Pseudotensorial fithren, ist evident.

Wir kdnnen auch fiir Pseudotensorialen Symmetritdt und Schief-
symmetritdt definieren und die Jberschiebung anwenden. Es ist
klar, dass jedes Pseudotensorial bzw. Pseudovektorial von der Klasse
k sich als Produkt eines gewohnlichen Tensorials bzw. Vektorials
mit einer Pseudoinvariante von der Klasse k& schreiben ldsst.

25. Relative Invarianten, relative Vektorialen bzw. relative Ten-
sorialen vom Gewichte k erkldren sich als Pseudoinvarianten, Pseudo-
vektorialen bzw. Pseudotensorialen von der Klasse k&, fiir die

(29) = D[F]

ist.  Unter D[J%] verstehen wir dabei die FREDHOLMsche Determi-

. Y i e . @ :
nante von Funktion ﬁ‘”’—‘fj‘@: multipliziert mit e“"glF sl do
ry
vw F? {log | F*, .| dx
(25) D[¥,1=D [71;;(;;:; ' l’wm;‘y*] ¢ ,
welche wir die Determinante der PICARDschen Transformation nennen
. F: . .
wollen. Dagegen heisst D[T/f(x )—’—x Z;'WT;J ] die M - Determinante der

Transformation, und wir bezeichen sie mit M[F:]®. Die Pseudoin-

varianten, die Pseudovektorialen bzw. die Pseudotensorialen fiir
= M[3:]

heissen die M-relativen Invarianten, die M-relativen Vektorialen bzw.
M-relativen Tensorialen.

Die M-Determinante der PICARDschen Transformation M[ 2] ist

. F3
gleich D[”’ o
Fo_
Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir erstens beweisen, dass

die FREDHOLMsche Determinante einer Funktion K7 gleich derjenigen

], welches nicht identisch verschwindet.

(1) Wir ordnen dabei den gewoshnlichen Tensorialen die Klasse 0 zu.
(2) Diese Determinante hat zuerst MICHAL und PETERSON eingefiihrt.
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von Funktion K2 ‘Ly) ist, widhrend L, eine beliebige Funktion einer
()
Variablen bedeutet. Es ist nach der Definition

oo

DIKl=1+ 3% Ko

’
1=1 <o X

wobei
Xy Xy Xy
KD K% ... KD

K»® K> ... K%
le R % L i

Xy .00 X5

----------------

X 2o

Auf dhnliche Weise ist

D[K“’ L(y)] 1+i 1 Kmmu

Y L(z) i1 gl Lxl «e. Lx;
— 1 + i 1 K’Ll e 2'7,
i eee Ly
= D[K;j] .
Setzen wir nun
K= VF® F(y) und L. = VF®,,

dann folgt die Behauptung des Satzes ohne weiteres.

Wir werden im nédchsten Kapitel ersehen, dass die Determinante
eines kontravarianten bzw. kovarianten Tensorials zweiten Grades
eine relative Invariante vom Gewichte 2 bzw. —2 ist.

26. Nun schliessen wir uns im FREDHOLMschen Raume ein, dann
treten nur die FREDHOLMschen Transformationen auf, fiir die F'®, ,=1.
Somit lautet der folgende Satz unmittelbar :

Die einzige Funktion einer Variablen jedes Tensorials bleibt bet
der FREDHOLMschen Transformation unverdndert.
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Eine Komplexfunktion mit » Indizes heisst FREDHOLMsches Ten-
sorial m-ten Grades, wenn sie sich bei der FREDHOLMschen Transfor-
mation wie ein Tensorial n-ten Grades transformiert. Fiir n =1
erhalten wir FREDHOLMsches Vektorial und fiir n = 0 FREDHOLMsche
Invariante.

Wir erhalten infolge des oben-erwidhnten Satzes:

Die einzige Funktion einer Variablen jedes FREDHOLMschen Ten-
sorials ist eine FREDHOLMsche Invariante.

Ein FREDHOLMsches Tensorial n-ten Grades heisst ein funktionaler
TensorV, wenn alle seine Funktionen bis auf diejenige von #» Vari-
ablen identisch verschwinden. Ein z.B. kontravarianter funktionaler
Tensor n-ten Grades ist also eine Funktion von » Variablen, welche
sich bei der FREDHOLMschen Transformation folgendermassen trans-
formiert :

(26) Trl...rn=8€: :Z TS Su
Unter funktionalem Vektor verstehen wir FREDHOLMsches Vektorial.
Somit bekommen wir keine idealen Teile aus funktionalen Tensoren
durch Uberschiebung und nur reelle Teile treten tatsichlich auf,
wovon die Theorie in diesem Falle ziemlich einfach ist.

§4. TENSORIALEN ZWEITEN GRADES.

27. Wir betrachten ein kontravariantes Tensorial zweiten Grades
u™, dessen Funktion einer Variablen ut nicht identisch verschwunden

ury .
'I‘/ZT) &(; multi-

wird dann die Determinante des Tensorials

ist. Die FREDHOLMsche Determinante von Funktion

pliziert mit oSlog ] e,

(1) Funktionaler Vektor und Tensor sind sich schon von vielen Autoren definiert
worden. Die Autoren lassen aber nur Fredholmsches Tensorial zweiten
Grades, dessen Funktion einer Variablen identisch gleich eins ist, jedoch
nicht hoheren Grades, in funktionalen Tensoren begriffen sein. A.D. MICHAL
[2], G. C. MoisIL [1], F. CoNFORTO [4].

(2) Wir setzen hierbei natiirlich die Existenz von Slog[ux!dx voraus.
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u® genannt und mit D[u®*] bezeichnet. Fiir die Determinante
entsteht der Satz:

Die Determinante eines kontravarianten Tensorials zweiten Grades
ist eine relative Invariante vom Gewichte 2.

Beweis. Ersetzend

sy Fx ~/ u(y)

Y — T = =Y T

a 7 1:4:(97) u(y) - und .Ky ’
i

transformiert a® sich wegen (7) in §3 folgendermassen :
(1) o =K:Kla"+Kla*+Kia?+a®+Ki+Ks+KiKYe .

Der letzte Ausdruck wird leicht umgeschrieben:

wobei
(3) b = a”+Kj+Kia" .

Gemidss der Mulfiplikationsregel der FrREDHOLMschen Determinanten
ergeben sich aus (2) und (3)

D[] = DIKY] D[],
D[] = D[a™] D[K}] ,
daraus folgt

D[a*] = D[K?] D[K3] D[a] .

Andererseits konnen wir auf analoge Weise wie in Nr. 25 beweisen :

DLKY] = DIK;) = D| i | = MT3;)

Die letzte Gleichung von (7) in §3 gibt uns

(log|at|dt 2{log | Ft,¢|dt (log|ut|dt
e =e€ e .
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Somit ergibt sich
(4) D[u~]) = D*[%] D[u™] .

Auf dhnliche Weise nennen wir die FREDHOLMsche Determinante
(log | e | de

. u u’ T .
von Funktion ———- bzw. —==—"— multipliziert mit e

Vﬂ(x) Uy V U Uy
die Determinante des kovarianten bzw. gemischten Tensorials zweiten
Grades oy = Uy, + 8 u, bzw. w7, =u%, + &M u, und bezeichnen sie

mit D[u,, ] bzw. D[u%,], wobei u;==0 vorausgesetzt wird. Dann
konnen wir, auf analoge Weise wie oben, den Satz beweisen :

Die Determinante eines kovarianten bzw. gemischien Tensorials
zweiten Grades ist eine relative Invariante vom Gewichte —2 bzw. eine
gewihnliche Invariante.

Die M- Determinante eines kontravarianten, kovarianten bzw.

gemischten Tensorials zweiten Grades u®, u,, bzw. u?%, definiert
Uy

. ‘ Vu® yw

U ue . . y

— " bzw. —— Y= und wird mit M @), M(u,,) bzw. M(u7,)

V U) Uiy) VU Uy

bezeichnet. Der Satz von MICHAL besteht dann fiir die M-Determi-

nante:

sich als die FREDHOLMsche Determinante von Funktion

Die M- Determinante eines kontravarianten, kovarianten bzw.
gemischten Tensorials zweiten Grades ist eine M-relative Invariante
vom Gewichte +2, —2 bzw. eime gewihnliche Invariante®.

28. Wir wollen erstens den folgende Hilfssatz beweisen :
Ist u™ =y + 8f¥, ut eine Komplexfunktion mit zwei Indizes, fir

die die FREDHOLMsche Determinante D [VQW] nicht verschwun-
den ist, so ist jede Komplexfunktion mit zwei Indizes 1. = Wyy+ 88 w,

sdentisch gleich Null, wenn sie die Beziehung
(5) U0y = 0

erfullt.
Beweis. Die letzte Gleichung von (19) in §2 gibt uns unmittelbar
infolge (6) w; =0, und die erste

(1) A.D. MicHAL und T. S. PETERSON.
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(6) U Wy + UP W,y =0 .

Andererseits erkennen wir, dass die Integralgleichung
U +u@f, =0

eine einzige Lisung f, = 0 hat, da

pl— " J-p|l® |+xo
1 0@ @ @

ist. Somit soll w,, in (6) gleich Null sein.

Wegen dieses Hilfssatzes erhalten wir:

E's set u™ ein kontravariantes Tensorial zweiten Grades mit nicht
verschwindender Determinante, dann ergibt sich ein und nur ein
kovariantes Tensorial zweiten Grades u,,, das die folgende Beziehung
befriedigt :

(7) Uy = & .

Das Gleiche gilt auch bei Vertauschung von u*” und u,,. Diese
beiden Tensorialen u*” und u,, werden zueinander konjugiert zu sein
gesagt.

Beweis. Ist D,,[a] ein erster Minor der FREDHOLMschen Deter-
minante von

8 TS = —,T_u—i., -
(8) . vV uy®
S0 ist
D,y[a™]
9 oy = — L2yl
(9) oy D[a”]

der resolvente Kern von ¢*/, und zwischen diesen beiden Funktionen
besteht die Relation

10) A Qg+ + Ay = 0,
d.h.
a® 1
xz xry =
11) u vont e u - NeRCIITE +a.,=0.
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Setzen wir

a 1
(12) Ury = ——= Dt S und Uy = ——
Vul? y® u’

dann wendet (11) sich durch Multiplikation mit /'y /¥

U Uy + U Uy +UD Uy = 0

d. h.
U 1y = 6 ,
wihrend
(13) Uyy = Usy + 852 Ut

Es ist leicht zu beweisen, dass 1t,, ein kovariantes Tensorial zweiten
Grades ist. In der Tat, ist bei der PicarDschen Transformation

T ~ T - "~
W oy = U™ X85 ey = U™ Uiy = U U "5y

S0 ist
ut F% (Fo ey — o' Fy) = 0,

daraus folgt mit Hilfe des Hilfssatzes sogleich

C 7 — 17
o lley = Wuwn 5y »
d. h.

™ It T
Hyy = ‘(5‘; Sy Usw

Somit ersehen wir, dass wenigstens ein zu u® konjugiertes kovari-
antes Tensorial u,, immer existiert. Es soll nun gezeigt werden,
dass nur ein solches sich ergibt und nicht zwei. Es seien 1, und
f;xy hingegen zwei verschiedene kovariante Tensorialen, die beide die
obengenannte Eigenschaft besitzen, dann soll

% (Uzy— iiw) =0

aus (5) folgen. Der Hilfssatz lehrt uns also uw=i:fxy, das der
Voraussetzung widerspricht. Der Satz ist nun vollig bewiesen.

Wir erkennen somit, dass zwischen den zueinander konjugierten
Tensorialen zweiten Grades vollstindige Reziprozitdt besteht. Aus-
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serdem wird gezeigt, dass das konjugierte Tensorial eines symmetri-
schen Tensorials auch symmetrisch ist.

Auf ganz analoge Weise definieren wir zu jedem gemischten
Tensorial zweiten Grades u%,=u%,+ 828 u, (u;==0), konjugiertes
gemischtes Tensorial zweiten Grades, das die Bedingung erfiillt

ut, ', = 8.

Wenn die Determinante D[u%,] von Null verschieden ist, ergibt
sich ein und nur ein konjugiertes gemischtes Tensorial zweiten Grades
%, das zum vorgegebenen gemischten Tensorial zweiten Grades us,
konjugrert ist.

Diesen Satz konnen wir auch auf dieselbe Weise wie oben be-
weisen und erhalten

|
yﬂ.]{},‘@,}‘,(y)\iﬁﬁ_ + 3;[:]»,1*

Ve U D[ > ﬁz—ﬁf] ¢
V. Uy Uw)

14y e, =

29. Ein kontravariantes Tensorial zweiten Grades u*¥ entspricht
in eindeutiger Weise einer Transformation, die die kovarianten Vek-
torialen in die kontravarianten iibergehen lisst:

(15) b* = u"ip, .

Ist die Determinante des u® nicht Null, so existiert die umgekehrte
Transformation :

(16) Wy = Uy 0V,

wo u,, das konjugierte kovariante Tensorial des u® ist.

Ein gemischtes Tensorial zweiten Grades u%, steht in eindeutiger
Beziehung erstens zu einer Transformation vom PIicARDschen Typus
der kontravarianten Vektorialen :

17) p* = u?, WY,
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zweitens zu derjenigen der kovarianten Vektorialen
(18) 0, = uY, by .

Es stellt sich also heraus, dass § und ‘%3 der PicarDschen Trans-
formation im PicARDschen Raume zueinander konjugierte gemischte
Tensorialen zweiten Grades sind. Dem gemischten Tensorial &j ent-
spricht die identische Transformation. Soll ein bestimmtes Vektorial
p* bei der Transformation (17) nur mit einem konstanten Faktor }

multipliziert werden, so muss die Gleichung die Form haben:

19) Lo
oder
(20) (A2, —8&)py=0.

Diese lineare homogene Integralgleichung ldsst aber nur dann eine
Losung zu, wenn die Determinante verschwindet

.
—flog | ug—1}dx e coo— 2u®, .

@1) oIl u—1idz pp; u.y—5y1=D[Gum_1)(m*l)]_o
Die Wurzeln der Gleichung (21) % heissen Hauptwerte des Tensorials
u?, und die einem Eigenwerte entsprechenden Losungen v® von (20)
Eontravariante Hauptvektorialen des u%,. Es kann der Fall eintreten,
dass keine Hauptwerte vorhanden sind. Wenn 2 ein Hauptwert ist
und wenn der Rang der Determinante D[Au%,—8%] r ist, so hat die
Gleichung (20) r und nur r linear unabhingige Losungen®, und die
kontravarianten Hauptvektorialen lassen sich durch diese Losungen
linear darstellen.

(1) Weil die Gleichung (20) in der Form umgeschrieben wird:

3
I8
u,u

Lug—1

T = vy .

ru®, . . .

Nun nehmen wir die Funktion T JlA als Kern Kz’i an, dann ist die Gleichung
Uy — }

eine homogene FREDHOLMsche Integralgleichung mit verschwindender Deter-

minante, daraus folgt unsere Behauptung.

o
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Unter kovarianten Hauptvektorialen des u®, verstehen wir die
kovarianten Vektorialen b,, die fiir einen Wert 2 die Gleichung
erfiillen :

(22) (Au?,—&) v, =0.

Dann muss 2 eine Wurzel der Gleichung (21), d.h. ein Hauptwert
sein, denn es ist

(23) D[2uw,—&]=D[2u*,—8]] .

Ausserdem konnen wir schliessen, dass fiir einem Hauptwert die
beiden Determinanten D[iu¥%,—&%] und D[iu%,— 82] von demselben
Rang 7 sind. In diesem Falle nennen wir den Hauptwert 4 von
r-tem Rang. Einem Hauptwert r-ten Ranges entspricht somit ein
lineares System 7-ter Dimension von kontravarianten Hauptvektorialen
und ein entsprechendes von kovarianten Hauptvektorialen. Ein
linear unabhingiges System von 7 kontravarianten oder kovarianten
Hauptvektorialen heisst ein Hauptsystem.

Ein  kontravariantes Hauptvektorial v wund ein kovariantes
Hauptvektorial v*, die zu verschiedenen Hauptwerten gehoren, erfiillen
die Beziehung :

(24) b*o, =0 .
Beweis. Es sei
b= AuT, 0¥, b, = pul,v,,

wobei A=Fu ist. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit v, und
integrieren nach xz, so erhalten wir

Ve, = AU%, Y b,

und ebenso, wenn wir die zweite mit v® multiplizieren und nach x
integrieren:

b0, = Y, b7,
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oder wenn wir auf der rechten Seite x mit y vertauschen:
0%, = AU’ 07D, .

Die beiden Gleichungen konnen fiir 2=} 4 nicht gleichzeitig bestehen,
sofern nicht »*b, = 0.

Weiterhin konnen wir schliessen:

Wenn 21, 22, ... die nach nicht abnehmendem absoluten Betrag
geordneten Hauptwerte des Tensorials u%, sind, und r, der Rang von
An ist, so lasst sich eine Folge von kontravarianten Hauptvektorialen

T 4T x
%, 0% ..., D5, DY L., DT, L.,
n 12 1r 21 27y

und von kovarianten Hauptvektorialen

Dy Oy ooy Dpy Upy enny Dpy e
n o1 1rp 21 27y

angeben, die zwei biorthogonale Systeme bilden, so dass jedes zu dem
Hauptwert 2, gehorige Vektorial v* oder b, eine lineare Kombination

von %, ..., b* bzw. Vg, ..., D, 1St.
hl hrh k1 hry,

Unter zwei biorthogonalen Systemen verstehen wir zwei endliche
oder unendliche Vektorialensysteme, die in erstem Falle aus einer
gleichen Anzahl von Elementen bestehen sollen:

€x X .
| ¢
12

=T

S
wenn

=0 fur i-j
(25) ve b,
i L0 fir i=j.

Ist 2 = o kein Hauptwert des u%,, d.h. D[u%,] nicht Null, so
existiert die umgekehrte Transformation, die in eindeutiger Beziehung
zu einem zweiten gemischten Tensorial 'u%, steht:

(26) w* ="u%, v, b, = "u¥, 1w, .
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Das Tensorial 'u%, ist wiederum der Minor der Determinante D[u?,],
dividiert durch die Determinante, und es besteht die Beziehung

27 we, 'u?, = uy,u®, = &7.

Es kann der Fall eintreten, dass die Komplexfunktion u%, eines
gemischten Tensorials zweiten Grades in bezug auf x und y sym-
metrisch ist. Es ist aber zu beachten, dass diese Symmetrie bei
einem gemischten Tensorialen im Gegensatz zu den rein kontravari-
anten und rein kovarianten Tensorialen keine von der PICARDschen
Transformationsgruppe unabhingige Bedeutung hat. Sie verschwin-
det im allgemeinen bei einer PICARDschen Transformation. Nun
ein Vielfaches des Tensorials 82 macht hier eine Ausnahme.

§ 5. DIE MASSBESTIMMUNG.

30. Wir wollen nun eine Massbestimmung einfithren. Darum
betrachten wir ein kovariantes symmetrisches Tensorial zweiten
Grades g,, mit nicht verschwindender Determinante, das das kovari-
ante Fundamentaltensorial genannt wird. Wir setzen weiterhin
voraus, dass das Tensorial g,, beschrankt® und eigentlich positiv
definit® ist, d.h.

(1) Ouy D7 0¥ > 0

fiir jeder beliebigen Funktion b*, fiir die S (v%)?2 dx-+=0 ist, und dass
die Funktion einer Variablen von g,, im Bereich B nicht verschwin-
det: g;==0. Das zu dem g,, konjugierte kontravariante Tensorial
a*® heisst das kontravariante Fundamentaltensorial:

(2) Qoy O = &5 .

Die Linge b eines kontravarianten Vektorials v® ist dann durch die
Gleichung

(1) ‘“ Beschrankt” bedeutet hierbei, dass eine derartige positive Zahl M existiert,
dass |gxy |, | 9= | <C M uber den ganzen Bereich B bis auf eine Nullmenge ist.
(2) guy ist ein vollstetigen positiven HERMITEscher linearer Operator fiir vz,
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( 3 ) = V/ Qaw bi‘ba»a)
gegeben, und diejenige v eines kovarianten Vektorials v, durch
(4) = 10" w,, .

Wir definieren den Winkel zwischen zwei kontravarianten bzw.
kovarianten Vektorialen v°, w® bzw. b,, i, mit Hilfe der Gleichung

(5) cos (%, %) = - 1 Quy D 0¥
bip
bzw.
(6) cos (v, Iny) = 1 Q%Y 010y .
Dip

Danach sind 9° und w® senkrecht zueinander, wenn

ist. Bei Einfithrung des Fundamentaltensorials a4y sind das Herauf-
und das Herunterziehen der Indizes moglich, d.h. einem kontravari-
anten bzw. kovarianten Vektorial v* bzw. v, ist stets ein bestimmtes
kovariantes bzw. kontravariantes Vektorial in eindeutiger Weise
zugeo‘rdnet :

(8) Dy = Qs V¥ bzw. W° = 9y ,

und das Gleiche besteht auch fiir Tensorialen. Somit verlor sich der
Unterschied zwischen kontravarianten, kovarianten und gemischten
Tensorialen bei fest gegebenem Fundamentaltensorial, und es bleibt
nur der Unterschied zwischen kontravarianten, kovarianten und
gemischten Eigenschaften von Komplexfunktionen der Tensorialen.

31. Wir heissen eine Komplexfunktion mit zwei Indizes v*
kontravariante Vektorialenschar®, wenn sie sich bei der PICARDSChetn
Transformation genau so wie ein kontravariantes Vektorial mit Index
x transformiert:

(1) Wenn gleichmassig |vv—ve |- 0, dann ist /g, (52 —b7) (b¥—v¥) — 0, aber nicht
umgekehrt.
(2) MicHAL hat Vektorialenschar * Infinitude ”’ genannt. A.D. MICHAL [5].
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(9) T = R
¢ ¢

und wenn die Determinante D[v®] nicht verschwindet, wobei ¢ wie
t

ein von der Transformation unabhédngiger Parameter angesehen
werden kann®,

Aus der Definition erhalten wir sofort, dass b®iv, eine Invariante
t

ist, sofern v, ein beliebiges kovariantes Vektorial ist, und dass die
Determinante D[v®] eine relative Invariante vom Gewichte 1 ist®@,
t

Unter kovarianter Vektorialenschar verstehen wir eine Komplex-

t
funktion mit zwei Indizes b,, die sich bei der PicaRDschen Trans-
formation folgendermassen transformiert:

. k2
(10) 0, =Y lt’y

t
und die nicht verschwindende Determinante D[b,] hat. Die Deter-
t
minante D[b,] ist eine relative Invariante vom Gewichte —1.
Es sei eine kontravariante Vektorialenschar u®, dann verschwin-
t

det nicht die Determinante von Komplexfunktion

an Quu 1100 = D = s+ 851
t s

ts

da
D[g] = D[guw] D[ltf”] D[lsty] +0

ist. Setzen wir

(12) b=0» fir ¢,s<p
ts ts
= 8 d, fir t=s=0p
=0 fiir ¢ oder s >p

(1) Wir durfen die kontravariante Vektorialenschar ansehen als ein System von
unendlich (Kontinuum) vielen und voneinander linear unabhéngigen kontra-
varianten Vektorialen. Sie entspricht in der Tat einem System von 7 linear
unabhingigen Vektoren im n-dimensionalen Raume.

(2) A.D. MICHAL [5].
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und setzen voraus, dass die Determinante D[g] in bezug auf ¢t und
is
s nicht verschwindet™ und dass d,>0. Dann ergibt sich eine einzige

ts

Komplexfunktion d fiir jeden Werte von p, die den Beziehungen
P

geniigt:

(13) 0D =&y d, fur w, t<p

ts p

integriert nach s, aber nicht nach p, und
Su 1 .
14 dY=&t——— flir s=u=
( ) » [t] 1/ dt Uu p

=0 fiilr s oder u > p®@

Wir wollen zunéchst beweisen, dass die Determinante von g(nicht
integriert nach s) von Null verschieden ist. Darum setzen wir
einfachheitshalber, ohne Schaden an Allgemeinheit, d, =1 voraus,

dann ist
dl'l Xy d.’C] o . dxl Ty

A A I A

) pra=1+3 1 || dat ... da",
n=1l N.

drnxl dl‘nwg

(1) Wir koénnen tatsichlich die Komplexfunktion 1% so bilden, dass diese Voraus-
t
setzung sich befriedigt.

(2) Der Beweis ist nicht so schwer. Setzend g: dgt—i—ig’g] dy , ergibt sich stets der
» st
resolvente Kern D™ von L fir s,t<p, da nach der Voraussetzung

I 8
ofox! dt}dtD[ijﬁt—]r— D[%]:}:O ist, und
di st

Ds"+£§u ,,+Dst_di =0.

dqu) daw)

Damit erfiillt die folgende Komplexfunktion ) wirklich die betreffenden Be-
ziehungen (18) und (14) : v

Fo L pry g

P v ds) e
wéhrend D =0 fir u oder s> p,

1 "
dt = e fur t<p

v
=0 fur t>p.
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wobel
(16) D=dm 4+ 5 und dm=0 fir u>s.

Fir jedes Wertesystem von n Variablen z,, xs, ..., %,, existiert
immer der grosste Wert z.B. z, =21, 22, ..., ¥, dann ist nach (16)

d"* =0 i=1,2, ..., n.
Deshalb ersehen wir die Determinante
anm dnt L, ghte
arv® gt

...................

A A N A

fir jedes Wertesystem von z;, 2z, ..., #,. Diese Determinante inte-
griert nach 1, 2, ...., %, verschwindet danach auch identisch.
Daraus folgt wegen (15)

17) Dld*]=1,

d.h. unsere Behauptung ist bewiesen.

Su.
Da b eine Invariante ist, ist D auch so. Damit muss
S

su

(18) i =pue (integriert nach )

bei PicaRDschen Transformation wie ein kontravariantes Vektorial
fiir jeden Wert von s transformiert werden, und die Determinante
D[i"] ist von Null verschieden, denn es ist D[i"] = D[%:] D[ﬁx]=l=0 .
Deswegen soll i® eine kontravariante Vektorialenschar éein.

Eine kontravariante Vektorialenschar heisst normal orthogonal,
wenn die Beziehung

19) Oy U 1Y = 85
s t
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besteht. Dann lautet der Satz:

Die oben-erwihnte kontravariante Vektorialenschar ist normal
orthogonal.

Denn wegen (13) und (14) erhalten wir mit Hilfe von (39) fir t<s

su tv
(20) gm,t Iy = gxyb u”D uw =">odd

S w t v uv st

— Db*-)(l) — 85[1(] }/d ‘D

uv s t

=d*vVd, +8§; dy L =
ful? Vd

wobei b = dv + 57 /; und dy, = 0 filr ¢<s ist.

Aus der Tatsache, dass u beliebig ist, erkennen wir sofort die
Existenz von unendlich v1e1en normal orthogonalen kontravarianten
Vektorialenscharen. Auf analoge Weise wird die normal orthogonale
kovariante Vektorialenschar fx aus beliebiger Vektorialenschar flx
konstruiert :

s t
(21) g ity = 8%
Ausserdem ist

¢
(22) ty = Quy1?
¢

auch eine normal orthogonale kovariante Vektorialenschar, wihrend
i* eine normal orthogonale kontravariante Vektorialenschar ist. Denn
t

s t
97 ety = 9™ Qs ¥ e 1
t

= &Y Qyu 1 1
= gzul i* = Sst .
s t
t
Die Vektorialenschar 1, ist die i* konjugiert :
t

t
(23) 1,17 = &t .

2w v
1) D~Ofur %> s, somit 1stDDD 0 fur w oder v>s.

uvs t
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Jedes kontravariante oder kovariante Vektorial kann immer mit

t
Hilfe von einem Paar konjugierter Vektorialenscharen z.B. 1:” und i,
in der Form ausgedriickt werden:

t t
(24) b =pi% i, =i,  (integriert nach %).
' t t

t
Die Fxtmktion b bzw. v ist eine Invariante. Wir erhalten eben die-
t
selbe b fiir die kontravariante oder kovariante Komplexfunktion des
Vektorials und

t t
(25) D=1, Ib=ip,1",
t t

welche die orthogonale Komplexfunktion des Vektorials genannt wird.

Das Gleiche gilt auch fiir Tensorialen, z.B.

v
(26) Fw, =3I "Y1, ,
t u
wobei
. t u
27 o, = T 1,1, 1°

ist. Fiir das Fundamentaltensorial erhalten wir

¢ s ¢t
gxy = Btsl,rly = 519;11/ dt y
(28)
g = S = jiwiu dt .
t s t t
Die orthogonale Komplexfunktion des Fundamentaltensorials g., ist
also &,y .
Wenn zwei kontravariante (oder kovariante) Vektorialen b®, 1o”
t
senkrecht sind, dann sind ihre orthogonalen Komplexfunktionen b und

t
v orthogonal :

(=g
S~
&
I
(=)

(29) |

und umgekehrt.
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32. Betrachten wir eine Transformation, indem z.B. ein kontra-
variantes Vektorial wiederum einem kontravarianten entspricht:

(30) v =ut, Y.
Die Transformation (30) fiihrt das Fundamentaltensorial g*¥ in
g™ = utul, g

itber. Wenn die Transformation das Fundamentaltensorial ¢* nicht
verdndert, wenn also die Gleichung g® = g*¥ stattfindet, nennen wir
sie die orthogonale Transformation, fiir die

(31) jfmi’zdt= -
t t

besteht, wobei lxl die orthogonale Komplexfunktion des gemischten
Tensorials u%, itst‘”. Die Determinante der orthogonalen Transfor-
mation D[u®,] ist gleich 1 oder —1, und die Gesamtheit der orthogo-
nalen Transformationen bildet eine Gruppe. Die Gruppe der orthogo-
nalen FREDHOLMschen Transformationen (die Gruppe von Drehungen)
ist eine Untergruppe dieser Gruppe.

Ein symmetrisches Tensorial zweiten Grades {,, steht in eindeu-
tiger Beziehung zur Transformation von Vektorialen:

(32) Ex = fxz/ b .

Da nach Einfiihrung eines Fundamentaltensorials der Unterschied
zwischen kontravariant und kovariant verschwindet, konnen wir
Hauptwerte und Hauptvektorialen des symmetrischen Tensorials {,,
in analoger Weise wie in Nr. 29 definieren. Es sei bemerkt, dass
die Gleichung

(33) | (A fy—e) 0¥ = 0

(1) Die orthogonale Transformation lisst die Linge eines Vektorials d.h. die Norm
der orthogonalen Komplexfurktion des Vektorials invariant. (31) stellt dar:

vitagt(ugaydt=0 wd we=x1,

x
wéahrend U= uf +eduy . Die orthogonale Transformation mit u, = 1 ist also
eine orthogonale FrEDHOLMsche Transformation. Siehe z.B. G. KOWALEWSKI [2].
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an die Stelle von (20) in §4 tritt, oder in orthogonalen Komplexfunk-
tionen

(34) [@f—dgvae=o.
Hier treten auch zwei Arten von Hauptvektorialen auf, fiir deren
erste die Gleichung (33) und fur die zweite
(A fay—38) 0* =0
besteht. Aber die beiden Hauptvektorialen stimmen nach Symmet-
ritit des Tensorials i, tatsidchlich miteinander iiberein.
Wir behaupten weiterhin:
Jede zwei Hauptvektorialen des symmetrischen Tensorials {.,, die
verschiedenen Hauptwerten gehoren, sind zueinander orthogonal :
(35) . Quy D* 0¥ =0 .
Beweis. Es sei
Qe 07 = Aay 1, Qo 0¥ = play 0¥,
wobei A==y ist. Dann erhalten wir aus der ersten Gleichung
Oy VY 10° = 2oy DY 116”
und aus der zweiten

Oy VY D° = ,"“Txy ¥ v®,

oder wegen Symmetritit von g, und {,, wenn wir & mit y vertau-
schen,
Oy DY " = p i:t’!/ b¥ 17,

Die beiden Gleichungen zeigen, dass (35) bestehen soll.
Ein symmetrisches Tensorial hat keine komplexen Hauptwerte.
Beweis. Es sei im Gegenteil 2 = «+1 3 ein komplexer Hauptwert
des symmetrischen Tensorials {,, und b® ein zugehoriges Hauptvek-
torial, dann soll v® auch ein komplexes Vektorial a”+1 b” sein, da sonst
wegen (33) gleichzeitig

(0fey—gem)9? =0 und Binyv' =0,
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folglich g,, b¥ = 0 bestehen miissen, was unmoglich ist, sofern nicht
p*=0. Wegen (33) bekommen wir
(@0®—=Bb) joy — guya® =0,
1 (Ba"+ab®) foy—1 0 b®=10.

Subtrahierend die zweite Gleichung von der ersten, geht hervor
{(a—1B) Txﬂ_gxy} (a®*—120%) =0,

d.h. 7= a—i /3 ist auch ein Hauptwert und b = a*—ib® ein zuge-
horiges Hauptvektorial. Nach dem =zuletzt erwdhnten Satz ist, da
i-k2,

Quy D70Y = 0,

oder in orthogonalen Komplexfunktionen
tt
j bodt =0,
was unmoglich ist.

Wenn 41, 22, .... die nach nicht abnehmendem absolutem Betrag
geordneten Hauptwerte des symmetrischen Tensorials {., sind, und rs
der Rang von A, 1st, so lasst sich eine Folge von Hauptvektorialen

(36) %, 0%, ..., DTV, ..., 0T, L.

1 12 1r 21 27y

finden, die ein orthogonales System bildet, so dass jedes zu dem Hauptwert

An gehorige Vektorial v° eine lineare Kombination von v*, ..., b® st.
k1l hrh

33. Esist viel zweckmaissiger und natiirlicher, in unserer Theorie
die Hauptvektorialenschar anstatt des Systems von Hauptvektorialen
(36) einzufithren. Die Hauptvektorialenschar t:’” eines symmetrischen
Tenscrials {,, definiert sich durch die Gleichung:

37 (ixy_Pt .(]xy) ?y =0V,
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wobei p; eine passend zu erwéhlende Invariante mit einem Parameter
t ist. Die Gleichung (37) gibt uns

(38) (Sey—pt Gy) VY + (S2—pe 02) V2 + (Sat—pe Got) Ve = 0
und

(39) (Se—pege) ve = 00 |
wéhrend

foy = S+ s, und ttﬂ’ = p¥+8ly, .

Da v;==0 und g.=F0, konnen wir p; wegen (39) bestimmen :

St
9o

(40) pt =

und v: wird hier so gewdhlt, dass g;v% =1 ist. Fir jeden festen

Wert von t ist die Gleichung (38) in bezug auf v? losbar®, sobald

PL kein Hauptwert von {., ist und s,—p:g, in keinem Unterbereich
t

B’ identisch verschwindet®. Fiir p;=Fp, erkennen wir aus (37)

gleichzeitig

(1) Es sei bemerkt:
|43 E'%] Uy = 2[;;,] fu Vu »

(2) Siehe E. PICARD, Sur les équations intégrales de troisiéme espéce, Annales de
I’Ecole Norm. Supér., (3) 28 (1911), S. 459-472.

(3 Im Falle s; =0, ist sy—pegs =0 wegen (40). (37) wird hier iyo” =0, d.h.
Swy VW +sgtve = 0. Dafiir, dass die Funktion sy, dieser Gleichung genigt,
muss die Determinante D[v¥] gleich Null sein. Die Hauptvektorialenschar

t
existiert also nicht. Aber die Funktion sz, kann mit Hilfe von Hauptvek-

torialen v folgendermassen entwickelt werden:
18

wenn die Reihe auf der rechten Seite gleichmissig konvergiert, wobei 7, ein
Hauptwert und v das entsprechende Hauptvektorial ist.
153

Wenn p; = p im ganzen Bereich B konstant ist, so ist pizy = g4y notwendig

und hinreichend dafiir, dass eine Vektorialenschar v existieren soll, die (37)
t

geniigt. Denn (388) wird hiermit
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(41) f "0 =0
t
und
(42) Q0’0 =0,
t u

d.h. t:” und bv® sind orthogonal, somit sind

(43) Gy 7Y = S
t u
und
(44) Ty 07 0 = 8] 2
tow gv

(8xy—0 Juy) VY +(Set—p gut) ve =0,

,U?I
somit muss Szy—p gxy = 0 sein, da D[f:}"l]:}:o ist.
¢
Wenn sy—p¢ g in einem echten Unterbereich B’ identisch gleich Null ist, so
muss pt=qu("— in B’ konstant sein. Einfachheitshalber beniitzen wir hierbei die
t)

orthogonalen Komplexfunktionen, dann wird (38) in folgende drei Gleichungen
umgeschrieben :

(i) seyl+(se—p) v +ss =0 fur t<-B-—B/, x,y<B,

(i) Say VUt s v3+(50—p7) V8 807 = 0 |

. fur «, y< B—B/, «,8,y< B/
111 Sy U 83a Vs 83y =
(i) spyol+sievd+ser =0 f

(i) hat stets eine Losung o7 fur ¢-ZB—FB/, sobald ¢¢ kein Hauptwert von
fyy ist. (ii) gibt uns

. 1 -
(iv) v%= — = (Sar+ S v5) — 8P (Syr+ Sy= v%),
S(x) —0(7) ! !
wihrend 53 der resolvente Kern von I sxyﬂ ist. Ersetzend (iv) in (iii),
Sx) —Fr

erhalten wir
(v) —Payy = Papy 7’2 ,

wobei

Sy _
Pu3r = Sap—Say (‘—’1’—‘—+ng Sa;r)
Sy—¢r

ist. Deshalb existiert hierbei auch eine Hauptvektorialenschar nur, wenn
(v) nicht nur losbar ist, aber auch die Determinante der von (i), (v) und (iv)
bestimmten Komplexfunktion ve nicht gleich Null ist.

t
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Wenn p; = p, fiir ¢t <u ist, ist der Punkt u ein Hdufungspunkt solcher
konvergenten Punktfolge {u;} im Bereich B, so dass Pt:}:pui fiir
©1=1,2,.... Dann konnen wir irgendeine von Limesfunktionen der
Komplexfunktionenfclge { 713“5} als E” wiéhlen, die auch die Beziehung

(42) d.h. (43) erfiillt. Denr:, wenn lim 8., = s, und lim Gou; = G

7 =00
gleichméssig sind, so ist Jim b* = ™ gleichméssig. Somit bekommen
1o wu; u

wir schliesslich eine Hauptvektorialenschar des f,,, die (43) iiber ganz

B geniuigt. Aber es fehlt hierbei noch 9* entsprechend solchen Werten
t

von t, fiir die % die Hauptwerte von {,, sind. Erginzen wir den
Fehler durch das orthogonale System von Hauptvektorialen (36),
dann ergibt sich eine Hauptvektorialenschar v* {iber ganz B ohne
Ausnahme, die die Beziehung (43) fiir t==u ertfiillt, da aus (33) und
(37) folgen

Qe 0°0Y =0 und f,0°0Y=0.
t t

(1) Aus (38) folgen
(Szy—0u Gay) UZ + (Sx—Fu gar) '“',(f)+(3xu*"9u gou) =0,
(Sxﬂ_Pui Gy) uzi'F(sx—Pui Ox) uz(f? -f‘(qui—Pui gxui) =0,
Y

. y /Uu
wobei u¥ =
T

ist. Subtrahierend die erste Gleichung von der letzten,
gelingt es

(St Gow) (=% )+ (50—t Ga) (T~ ) (o~ 0u) Gy W, + 900 ()
+(sxui—szu)—Fu(gzui—gapn)—‘(Pui—Fu) gxui =0

zu finden. Somit soll die Funktion w¥ = lim (ugi——ugi) der Gleichung geniigen :
. 1—>00

(Scy—"0u Grry) WY + (Sz—pu Gx) 'w,(f) =0,

wenn die Funktionen s, g und » alle in B beschriankt sind. Daraus wissen wir

wY =0, d.h. lim %% = «%, da die Determinante
g 200 v

D [_Soc_y___?yﬂ_xy'_] 40
S() () ()

ist. Die Punkte u, an denen fiur keine Folge {quz} lim Szu; = Sau ist, sind

>0

héchstens abzihlbar viel.
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Die Determinante D [tf)“] verschwindet hierbei nicht wegen (48), sobald
alle den Hauptwerten entsprechenden Punkte in B eine Nullmenge

bilden. Somit kdonnen wir nach (44)

(45) o 07 0 = ] 220

t u v

schliessen, folglich

t u 0] Sy St t t
(46) foy = 050, 85 —= = ¢

Jv gt

bis auf eine Nullmenge in B, wobeli v® eine normal orthogonale
t
Hauptvektorialenschar von i, heisst. Wir konnen also behaupten:

Es existiert wenigstens eine normal orthogonale Hauptvektorialen-
schar eines symmetrischen Tensorials ., bis auf eine Nullmenge in
B, wenn s:/gw in einem echten Unterbereich B'® wnicht konstant ist
und wenn alle den Hauptwerten von {,, entsprechenden Punkte in B
eine Nullmenge bilden.

Das konjugierte kontravariante Tensorial {*¥ von f{., stellt sich
durch

(47) W= 5 prpy = It ey
t t

st
? S¢g t ¢t

dar. (46) bzw. (47) ist eine Losung des Hauptachsenproblems in
unserem Raume.

34. Wir wollen nun eine wichtige Bemerkung iiber den Tan-
gentialraum hinzufiigen. Die Mannigfaltigkeit von kontravarianten
Vektorialen an einem Punkte ist ndmlich der tangentiale PICARDsche
Raum, den wir mit 8 bezeichnen. Der Raum 3 hat die folgenden
Eigenschaften, wie wir leicht ersehen konnen:

(1) Es sei bemerkt: Wenn ¢t =w und % ein Hauptwert von iy ist, so ist die
t

Sy

rechte Seite von (45) gleich —— und nicht &
a@) gv

fir t =u.

(2) Ein echter Unterbereich B’ bedeutet hier selbstverstidndlich eine Punktmenge
in B, welcher Mass nicht gleich Null ist.
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(1) B ist linear, d.h. es gibt die Addition u?+b* von den beiden
Elementen u®, v* und die skalare Multiplikation cu® fiir Element u?,
wéihrend ¢ eine beliebige Konstante ist.

(2) P ist vollsténdig, d.h. fiir eine Folge von Vektorialen b* folgt
aus |[v*—v°|—0 fir m, n— o die Existenz eines Vekto:ia]s b®
derart?:l dasns | p* — p® j‘—+0 flir n— o .

(3) B ist sepa:abel, d.h. es enthilt eine abzihlbare, iiberall dichte
Teilmenge.

(4) P enthilt beliebige viele linear unabhingige Vektorialen.

Bei Einfilhrung des Fundamentaltensorials g,, wie in Nr. 30,
wird P ein metrischer Raum $. Dann wird der Betrag |[b]| eines
Vektorials v® durph 1 0.y 07 0? definiert und die Winkel zweier u®, v?

T Y
durch cos €=l~&”ﬂwb— Der Raum $ ist auch nicht nur voll-

Hull- Mol

stindig, sondern auch separabel beziiglich der Metrik, d.h. eben

wenn wir an Stelle der Bedingung |[v®*—9*|—0 die Bedingung
m n

[ 9% — 0% || = v '@uy (0* — %) (0¥ — b¥) — 0 setzen. Daraus ersehen wir,

dass der Raum $ nichts anderes als ein (abstrukter) HILBERTscher
Raum ist. Diese Tatsache zeigt sich auch noch klar bei Beniitzung
von orthoganalen Komplexfunktionen, dabei ist

x Y x x
Quy U DY = Bwub=subd:c,

das das innere Produkt von zwei Elementen u®, v* im gewdhnlichen

HiLBERTschen Raum ist. Somit ist der Raum $ zum gewdhnlichen
HiLBERTschen Raum isomorph.

Dezember 1934.
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