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UBER DIE UBERTRAGUNGEN, DIE DER
ERWEITERTEN TRANSFORMATIONS-
GRUPPE ANGEHOREN, II

Von

Shisanji HOKARI

In der letzten Arbeit® behandelten wir die Ubertragungen, die
der Transformationsgruppe®

I@i=@i(y1,...,y”‘), =12, ...,m),
(1) .

: li’ =@, ..., e g, ooy, @=m+l, ..., m+n)®
angehoren. Bei jener Gelegenheit haben wir als spezielle Féille die
Theorien von T. HOSOKAWA, A. WUNDHEILER, V. HLAVATY und E.
CARTAN, indem wir die kontravarianten bezw. die kovarianten Vektoren
definierten, eingefiihrt®. Wir konnten damals die kontravarianten
Vektoren natiirlich erhalten, jedoch die kovarianten Vektoren wumn-
natirlich. In der vorliegenden Arbeit mochten wir diese Schwéche
verbessern.

1. Allgemeine Theorie. Wir nehmen zunichst 2* als die Koordi-
naten der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X, an, und adjungieren
jedem Punkte in X, eine (m+mn)-dimensionale Mannigfaltigkeit X,,+x ,

(1) S. HokArl, Uber die Ubertragungen, die der erweiterten Transformations-
gruppe angehéren, Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial
University, Bd. 3 (1935), S. 15-26.

(2) Diese Transformationsgruppe wurde erstens von Herrn Professor A. KAWAGUCHI
in seiner Arbeit behandelt. Siehe: A. KawaAcGucHI, The Foundation of the
Theory of Displacements, II, Proceedings of the Imperial Academy, Bd. 10
(1934), S. 45-48.

(3) Die lateinischen, griechischen bezw. grossen lateinischen Indizes durchlaufen
die Werte (1, 2, ..., m), (m+1, ..., m+n) bezw. (1, 2, ..., m+n).

(4) Siehe: S. HOKARI, a. a. O.
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die auf ein System von m-+n reellen Funktionen o', ..., v™*" der
m reellen Variablen y', ..., y™ bezogen ist. Selbstverstéindlich sollen
alle Funktionen v4 vom adjungierten Punkte 2* in X,, abhingen. Wir
nennen einen kontravarianten Punkt in %,., ein System von m-+n
reellen Werten, welche m+n Funktionen v4 annehmen. Wir setzen
voraus, dass die Funktionen v4 sich bei den Transformationen (1) in
folgender Weise transformieren :

(2) 74 = P40F,
wobei
pi= %7
ay’
(3) Pi=0, P}=0,
az*
Pi= Pl

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die Gleichungen (2) folgender-
massen darstellen :

vt = Piv ,

7t = Pho* .
Nun erhalten wir nicht nur die zwei unverschwindenden Determinanten
| Pi| und | P; ], sondern auch die einfache Relation |P4| = |Pi|-|P;|.
Der auf diese Weise definierte kontravariante Punkt v4 ist eigent-
lich ; mit anderen Worten der Punkt »4 hat die geometrische Invari-

anteneigenschaft. Um den wahren Sachverhalt zu erfahren, nehmen
wir die zwei folgenden Transformationen von (1):

{7=7@

und
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an, nun lidsst sich der kontravariante Punkt v4 folgendermassen trans-
formieren :

74 = P4o”®
und

78 = PEWC |

wobei die Funktionen P4 dieselben Bedingungen wie (3) erfiillen.
Deshalb erhalten wir sofort bei der Transformation von (z, y) zu (%, y)

*
v4 = Pgo°,

wobei
* —_
P4 = P4PE.

*
Daraus ergibt sich sogleich, dass die Funktionen P4 dieselben Bedin-
gungen wie (3) erfiillen.

Die ersten Gleichungen von (1) gibt uns
dyt = Pidy’ .
Wir denken uns weiterhin fiir * nur die folgenden Differentiale :
(4) szt = de* + M}y’ ,

wobei MM} im allgemeinen die Funktionen von %° und #* sind. Die
geometrische Bedeutung von (4) wird folgendermassen erklirt: Jede
Koordinate #* in X, hingt von den Parametervariablen y* ab und die
Ubertragung von x* bei der infinitesimalen Verinderung von y* definiert
sich durch (4). Deshalb stellt (1) dann und nur dann die Parallel-
verschiebung des Punktes x* dar, wenn alle Differentiale Sx* gleich
Null sind. Diese Verschiebung (4) heissen wir die Grundibertragung.

Nehmen wir die weitere Forderung an, dass die Funktionen 9%}
sich bei den Transformationen (1) in folgender Weise transformieren :

(5) M Py = M Pi+ 0T
Y
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so ergibt sich bei den Transformationen (1)
(6) 88t = P)éx*;

nun erkennen wir, dass (dy’, éxz*) die Bestimmungszahlen eines kontra-
varianten Punktes in X,,., sind.

Auf #hnliche Weise definieren wir einen kovarianten Punkt in
%¥mn, d.h. wenn die Funktionen w4 von 3 und z* in folgender
Weise sich transformieren

wa = ngB ’

so stellt w4 einen kovarianten Punkt in %,.., dar, wobei

i oY
Qj_‘ ay] ’
Qa=07 Q7}:=0,
. ?x?
%= o

Wir erkennen nun gleich, dass zwischen den P4 und QZ die ge-
wohnlichen Relationen entstehen :

ANB — 4
PB C_SC'

Definieren wir die lineare Punktiibertragung in %,,., folgender-

massen :
(7) Sv4 = dvd+ ['fvB8=C
= dvt+ (44 dy* + Af, dx*)vB
wobei
8¢ = dyt fir C=1,
=& fir C=2
und

(8) Afi = TH+THDG, A= T4,
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so transformieren sich die Parameter A%, der Ubertragung nach (1)
in folgender Weise :

—_ l
A; Pl(Qg Qk Agm'n"*- QJ ax Al 8?;:) )

—. ) T
i =Pi(QQp d + Q;a—?f— A,
AG*

Ao = Po(Qr Q2 At Q27 1)

o

©) | Tu=Pi(QiQedn + @35 a5+ 3%,

A3, = PiQrQiA,,,

— BQ,“
iz = Pi(Q Qo+ 2%,

Ay Q}LQ BT BZV
r'w=PerLQTA.w,

n A
.A;‘y = PGQ;'n ;5/113;1,7 .

Wenn wir 24 anstatt y* fir A = ¢ und 2* fiir A = 2 umschreiben,
so haben wir nach (7)

(10) Svt = dvA+ AfcvBdC .

,2. Der von T. HOSOKAWA, A. WUNDHEILER und V. HLAVATY
betrachtete Fall. In der X,,., nehmen wir eine bestimmte n-dimensionale
Mannigfaltigkeit X, an, setzend die Bestimmungszahlen »® bezw.
w; von kontravariantem bezw. kovariantem Punkte in der %,,.,
(fur t=1,2, ..., m) gleich Null; mit anderen Worten wir nehmen
durch die Projektion von der X%,., eine neue kleine %, an, welche
auf ein System von n reellen Funktionen v* der m reellen Variablen
y* und - der n reellen Variablen z* bezogen ist.

Wir nennen also ein auf diese Weise erhaltenes System von =
reellen Werten, welche n Funktionen v* bezw. w,. annehmen, einen
kontravarianten bezw. kovarianten Punkt in X,,. Diese Uberlegungen
fithren uns dahin, folgende Definition aufzustellen :
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Ein Wertsystem v* bezw. w, ist ein kontravarianter bezw.
kovarianter Vektor im Punkte xz* der Mannigfaltigkeit X, , sobald
v* bezw. w, ein kontravarianter bezw. kovarianter Punkt in X, ist.

Dieser kontravariante Vektor v* transformiert sich gemiss (1)
folgendermassen :

7* = Piov* .

Gleichfalls transformiert sich dieser kovariante Vektor w, gemiss (1)
in folgender Weise :

wy = Qiw, .

Wir miissen aber bemerken, dass die Grossen »*, w, P und Q)
alle von den Parametern #%* abhiingig sind.

Wir beschéftigen uns weiter mit der Frage: Was die Grund-
iibertragung

8t = da* + M dy

bedeutet? Wenn alle Parameter y° fest bleiben, so erhalten wir
8% = da*; in diesem Falle sind nimlich die 8x* den gewohnlichen
Differentialen dz* der Koordinaten gleich. Damit erkliren wir die
Grundiibertragung folgendermassen: Wenn ein Punkt P(z) in X, in
einem bestimmten Wertsystem von ' gegeben ist, so wird bei in-
finitesimaler Verdnderung von z* und y° der Punkt P(x) dem anderen
Punkte Q(x+8x) iibertragen.

Die Grundiibertragung bestimmt also bei gegebener infinitesimaler
Verinderung von x* und y* die Beschaffenheit der Verinderung des
Punktes von dem Raume X, .

Die Ubertragung in X, wird aus der allgemeinen Punktiibertragung
in X,.+n in einfacher Weise eingefithrt. Wenn wir die folgenden
Bedingungen :

(11) Iic=0 und o=
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fir ¢=1, 2, ..., m; A=m+1, ..., m+n; C=1,2, ..., m+n

annehmen, so ergibt sich uns unmittelbar infolge (8) und (9)
Ifce=0 und I%=0.

Deshalb sind diese Bedingungen (11) eigentlich. Da die Parameter
I'ic in der allgemeinen Theorie (Nr. 1) hierbei nicht vorkommen,
erhalten wir als die Transformationen der Parameter I, die folgenden
zwel Gleichungssysteme :

_— T %
@ B = (@ Qi+ Q2045+ 2%E)
(12

®) = P(@ Q4+ 0

Wir erhalten weiterhin die Ubertragung in diesem Raume aus (7)
und (10)
Sv* = dv* + I}cv 8¢
= dv*+ A} cv” d2C
und
dw, = dwr—Ifcw, 82°
= dw,— Aycw, dz° .

Wir ersehen: Die Geometrie von A. WUNDHEILER st ein

Spezialfall der hier betrachteten Geometrie:

*
Wenn wir die Parameter von A. WOUNDHEILER mit A4.
*
zeigen, so entstehen zwischen den A#: und unseren Parameter A4. die

Relationen

* *.
Ly=4, und L=,
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Hieraus folgt ohne weiteres: Die spezielle Punktkonnexion wvon ‘
V. HLAVATY st ein Spezialfall der hier betrachteten Geometrie :

m=1, gF=y(=1i).
Die Parameter @); von V. HLAVATY transformieren sich
folgendermassen :

= o 0T . 3Q5
(pli(]:P;(Ql-[: ﬁo_i_Qi_aT ﬁf"%)-

Deshalb erkennen wir
o), = 4;, und o = A1 .

Bemerkung. Wir sehen, dass in dieser Ubertragung sich die
Bestimmungszahlen

K" _ 9 'fv aA')I‘,u, w o Agp ©o A%
Apy = 'J“——V+A”P/“—AW ANL
! cr

nach (12. b) untereinander transformieren und also einen Affinor bilden.

Das obige erhaltene Ergebnis zeigt uns mnicht nur, dass viele
Parameter y* eintreten diirfen, sondern auch, dass die Transforma-
tionsregel von y* micht identisch sein kann.

3. FINSLERscher Raum. In Nr.1 nahmen wir z* als die Koordi-
naten der Mannigfaltigkeit X, an, und adjungierten jedem Punkte in X,
eine (m+mn)-dimensionale Mannigfaltigkeit ¥,.... Es mogen z* und y*
vertauscht werden, d.h. wir deuten nun y‘ als die Koordinaten in
einem m-fach ausgedehnten Raume Y, , und adjungieren jedem Punkte
in Y,, eine (m+n)-dimensionale Mannigfaltigkeit 9),.:n, die auf ein
System von m + n reellen Funktionen v4 der % reellen Variablen
x* bezogen ist.

Alle Relationen, welche wir fiir %,.., erklirten, entstehen gleich-
falls fiir die neue 9),..,-

Wir setzen voraus, dass alle Grossen in 9),,.,, nur von dem Verhilt-
nis der Variablen xz* abhdingen, und ferner m =n. Wir nehmen
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eine bestimmte n-dimensionale Mannigfaltigkeit ), an, setzend v* bezw.

w, von Kkontravariantem bezw. kovariantem Punkte in 9., fir
i=m+1, ..., m+n gleich Null; mit anderen Worten die 9, wird
durch die n Bestimmungszahlen v* bezogen, und ¥), entspricht der
gewohnlichen tangentialen Mannigfaltigkeit, welche im Punkte 3¢ von
Y, adjungiert wird. Wir definieren v*, welches der kontravariante
Punkt in 9), ist, als kontravarianten Vektor im Punkte y* der Man-
nigfaltigkeit Y,. Den kovarianten Vektor w; definieren wir ebenso
wie den kontravarianten.

Denken wir uns z* als das ausgezeichnete Linienelement, welches
im Punkte y' adjungiert wird, so erhalten wir einen FINSLERschen
Raum Y,. In diesem Falle sind 2* die Bestimmungszahlen eines
Vektors, und deshalb transformieren sie sich folgendermassen :

T = P)rxt .
Nehmen wir noch weitere Bedingungen
13) I'=0 und Iic=20

firi=1,2, ..., n; Ai=n+l, ..., 2n; C=1,2, ..., 2n an, so
haben wir gemiiss (10) als kovariantes Differential eines kontravarianten
Vektors v bezw. eines kovarianten Vektors w;

vt = dvt+ 7 8z¢
= dvi+ Aicv?dzC
bezw.
(14) dw; = dw;— i w;8z°

= dw;— Mcw;dzC .
1 J

Die Bedingungen (13) sind eigentlich, d.h. wir haben ndmlich
aus (9) und (13)

Ix=0 und Iic=0.




50 S. Hokari

Da die Parameter [7¢ in der allgemeinen Theorie (Nr. 1) hierbei
nicht vorkommen, so erhalten wir als die Transformationen der
Parameter I'ic die folgenden zwei Gleichungssysteme :

I ) m yn m axT 1 an
A = Pi(Qr Qi A+ Q; A+ 0% ),

Ay, = PiQrQiA,, .
In diesem Falle gibt uns die Grundiibertragung
8¢t = dx* + D dyt

die Ubertragung des ausgezeichneten Linienelementes 2.

Schreiben wir genau die Gleichungen (14), so erhalten wir

Suw; = ( dwi _ dwi gy g, wj)dyk+(»??“”@—1;{ w]-)sw.
oy* B 3xY

Also konnen wir das Ergebnis aufstellen: Wenn wir in unserem

Raume geeignete Metrik einfiihren und die Relationen zwischen ma

und ['ic versuchen, so erhalten wir die CARTANsche Ubertragung im

FINSLERschen Raume.

Zum Schlusse mochte ich mich besonders fiir die lehrreichen An-
weisungen des Herrn Professors A. KAWAGUCHI herzlichst bedanken.

25. Juli 1935.
Mathematisches Seminar,
Universitédt zu Sapporo.
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