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ÜBER DIE ÜBERTRAGUNGEN, DIE DER 
ERWEITERTEN TRANSFORMATIONS­

GRUPPE ANGEHÖREN, II 

Von 

Shisanji HOKARI 

In der letzten Arbeit<1> behandelten wir die Übertragungen, die 

der Transformationsgruppe<2> 

( l) Jil = f;i(y1 , • • • , ym) , (i = 1, 2, ... , m) , 

· Le = ic'(xm+l, .•. , xm+n; y1, ••. ;ym), (Ä = m+l, ... , m+n)<3> 

angehören. Bei jener Gelegenheit haben wir als spezielle Fälle die 

Theorien von T. H0S0KAWA, A. WUNDHEILER, V. HLAVATY und E. 

CARTAN, indem wir die kontravarianten bezw. die kovarianten Vektoren 

definierten, eingeführt<4>. Wir konnten damals die kontravarianten 

Vektoren natürlich erhalten, jedoch die kovarianten Vektoren un­

natürlich. In der vorliegenden Arbeit möchten wir diese Schwäche 

verbessern. 

1. Allgemeine Theorie. Wir nehmen zunächst x" als die Koordi­

naten der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit Xn an, und adjungieren 

jedem Punkte in Xn eine (m+n)-dimensionale Mannigfaltigkeit Xm+n, 

(1) S. HoKARI, Über die Übertragungen, die der erweiterten Transformations­
gruppe angehören, Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial 
University, Ed. 3 (1935), S. 15-26. 

(2) Diese Transformationsgruppe wurde erstens von Herrn Professor A. KAWAGUCHI 

in seiner Arbeit behandelt. Siehe: A. KAWAGUCHI, The Foundation of the 
Theory of Displacements, II, Proceedings of the Imperial Academy, Ed. 10 
(1934), s. 45-48. 

(3) Die lateinischen, griechischen bezw. grossen lateinischen Indizes durchlaufen 
die Werte (1, 2, ... , m), (m+l, ... , m+n) bezw. (1, 2, ... , m+n). 

(4) Siehe: s. HOKARI, a. a. 0. 
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die auf ein System von m + n reellen Funktionen v1 , ••• , vm+n der 
m reellen Variablen y1 , • • • , ym bezogen ist. Selbstverständlich sollen 
alle Funktionen vA vom adjungierten Punkte x). in Xn abhängen. Wir 
nennen einen kontravarianten Punkt in Xm+n ein System von m+n 
reellen Werten, welche m+n Funktionen vA annehmen. Wir setzen 
voraus, dass die Funktionen vA sich bei den Transformationen (1) in 
folgender Weise transformieren : 

(2) 

wobei 

(3) 

p( = ari 
3 ayi , 

Pi= 0, 

P"=Jx" 
1-' 'iJxl-' 

P; = 0, 

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die Gleichungen (2) folgender­
massen darstellen : 

Nun erhalten wir nicht nur die zwei unverschwindenden Determinanten 
1 Pj I und I P~ 1 , sondern auch die einfache Relation I Pi 1 = 1 Py 1 • 1 P~ 1 • 

Der auf diese Weise definierte kontravariante Punkt vA ist eigent­
lich; mit anderen Worten der Punkt vA hat die geometrische Invari­
anteneigenschaft. Um den wahren Sachverhalt zu erfahren, nehmen 
wir die zwei folgenden Transformationen von (1): 

{ 
'fji = 1?(y) 

x). = x"(.c, y) 

und 

{ 
fi = f/(y) 

x" = x"(x, y) 
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an, nun lässt sich der kontravariante Punkt vA folgendermassen trans­
formieren: 

und 

wobei die Funktionen Pj dieselben Bedingungen wie (3) erfüllen. 

Deshalb erhalten wir sofort bei der Transformation von (x, y) zu (x, y) 

wobei 

* -Pf:= P.iPI/:. 

* Daraus ergibt sich sogleich, dass die Funktionen Pt dieselben Bedin-

gungen wie (3) erfüllen. 

Die ersten Gleichungen von (1) gibt uns 

dyi = Pjdyi. 

Wir denken uns weiterhin für x>- nur die folgenden Differentiale : 

( 4) 

wobei 9Jc; im allgemeinen die Funktionen von yi und x>- sind. Die 

geometrische Bedeutung von (4) wird folgendermassen erklärt: Jede 

Koordinate x>- in Xn hängt von den Parametervariablen yi ab und die 

Übertragung von x>- bei der infinitesimalen Veränderung von yi definiert 

sich durch (4). Deshalb stellt (4) dann und nur dann die Parallel­

verschiebung des Punktes x>- dar, wenn alle Differentiale öx>- gleich 

Null sind. Diese Verschiebung (4) heis8en wir die Grundübertragung. 

Nehmen wir die weitere Forderung an, dass die Funktionen 9Jc~ 

sich bei den Transformationen (1) in folgender Weise transformieren: 

(5) 
<> -1' 

W"l~ P,, = \)Jcfl- p>-+_o_X_ 
• , , f', ayi , 



44 S. Hokari 

so ergibt sich bei den Transformationen (1) 

( 6) 

nun erkennen wir, dass ( dyi , ox") die Bestimmungszahlen eines kontra­

varianten Punktes in Xm+n sind. 

Auf ähnliche Weise definieren wir einen kovarianten Punkt in 

Xm+n, d. h. wenn die Funktionen WA von yi und x" in folgender 

Weise sich transformieren 

so stellt WA einen kovarianten Punkt in Xm+n dar, wobei 

Qi= 0, Q; = 0' 

Wir erkennen nun gleich, dass zwischen den P'JJ und Q~ die ge­

wöhnlichen Relationen entstehen : 

Definieren wir die lineare Punktübertragung in Xm+n folgender­

massen: 

(7) 

wobei 

und 

(8) 

ovA = dvA + I'jfcvB ozC 

= dvA+(A'Jjidyi+AJ„dx")vB, 

ozC = dyi 

= ox" 

für C = i, 

für C = Ä 
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so transformieren sich die Parameter Aic der Übertragung nach (1) 

in folgender Weise : 

A-i -pi(QmQnAl +QmaxTAl +aQ}) jk - l j k mn j a-k mT a-k ' y y 

-1i _ pi(Q~ QnAl + Q' axT Al ) 
i fJ,/c - l ;, k ,,n fJ, c) yk ~T • 

A-A _ p>-(Qm Qn t + Qm axT A~ ) jk - ~ j k .I mn j ------::,; mT , ay 

(9) A-A p>-(QßQnA~ + Q~ axT .1·1' + aQ;) 
fJ,k = ~ ~ k :in µ elf/ ~T ar/ ' 

A-i _ piQmQTAl 
jv - l j V mT' 

-1>- - p>-(Q~ QTA~ + aQ;) 
j µV - ~ fJ, V ~T a~V , 
A-i - piQ~ QTAl 

µv - l fJ, v ~T, 

-1>- - p>- QmQT 1~ i jv - (J, j v J mT • 

Wenn wir zA anstatt yi für A = i und x' für A = Ä umschreiben, 

so haben wir nach (7) 

(10) 

, 2. Der von T. HOSOKAWA, A. WUNDHEILER und V. HLAVATY 

betrachtete Fall. In der lm+n nehmen wir eine bestimmte n-dimensionale 

Mannigfaltigkeit In an, setzend die Bestimmungszahlen vi bezw. 

wi von kontra variantem bezw. kovariantem Punkte in der lm +n 

(für i = 1, 2, ... , m) gleich Null; mit anderen Worten wir nehmen 

durch die Projektion von der lm+n eine neue kleine In an, welche 

auf ein System von n reellen Funktionen v>- der m reellen Variablen 
yi und der n reellen Variablen x>- bezogen ist. 

Wir nennen also ein auf diese Weise erhaltenes System von n 

reellen Werten, welche n Funktionen v>- bezw. w, annehmen, einen 

kontravarianten bezw. kovarianten Punkt in In. Diese Überlegungen 
führen uns dahin, folgende Definition aufzustellen: 
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Ein Wertsystem vA bezw. W>- ist ein kontravarianter bezw. 

kovarianter Vektor im Punkte xA der Mannigfaltigkeit X.,. , sobald 

vA bezw. W>- ein kontravarianter bezw. kovarianter Punkt in l.,. ist. 

Dieser kontravariante Vektor v>- transformiert sich gemäss (1) 
folgendermassen : 

Gleichfalls transformiert sich dieser kovariante Vektor W>- gemäss (1) 

in folgender Weise : 

Wir müssen aber bemerken, dass die Grössen vA, w>-, P~ und Q; 
alle von den Parametern yi abhängig sind. 

Wir beschäftigen uns weiter mit der Frage: Was die Grund­
übertragung 

bedeutet? Wenn alle Parameter yi fest bleiben, so erhalten wir 

öXA = dxA; in diesem Falle sind nämlich die öx' den gewöhnlichen 

Differentialen dx' der Koordinaten gleich. Damit erklären wir die 

Grundübertragung folgendermassen: Wenn ein Punkt P(x) in X.,. in 

einem bestimmten Wertsystem von yi gegeben ist, so wird bei in­

finitesimaler Veränderung von x' und yi der Punkt P(x) dem anderen 

Punkte Q(x+öx) übertragen. 

Die Grundiibertragung bestimmt also bei gegebener infinitesimaler 

Veränderung von xA und yi die Beschaffenheit der Veränderung des 

Punktes von dem Raume X.,. • 

Die Übertragung in X.,. wird aus der allgemeinen Punktübertragung 

in lm+n in einfacher Weise eingeführt. Wenn wir die folgenden 
Bedingungen : 

(11) I'fc = 0 und rtc = 0 
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für i=l, 2, ... , m; Ä=m+l, ... , m+n; C=l, 2, ... , m+n 

annehmen, so ergibt sich uns unmittelbar infolge (8) und (9) 

I'ic=O und rtc = 0. 

Deshalb sind diese Bedingungen (11) eigentlich. Da die Parameter 

I'jc in der allgemeinen Theorie ( Nr. 1) hierbei nicht vorkommen, 

erhalten wir als die Transformationen der Parameter r:c die folgenden 

zwei Gleichungssysteme : 

(12) 

Wir erhalten weiterhin die Übertragung in diesem Raume aus (7) 

und (10) 

und 

Wir ersehen : Die Geometrie von A. WuNDHEILER ist ein 

Spezialfall der hier betrachteten Geometrie: 

m=1, y = y( = t) . 

* Wenn wir die Parameter von A. WuNDHEILER mit Aitc 
* zeigen, so entstehen zwischen den Aitc und unseren Parameter Aitc die 

Relationen 

und 
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Hieraus folgt ohne weiteres : Die spezielle Punktkonnexion von 
V. HLAVATY ist ein Spezialfall der hier betrachteten Geometrie: 

m = 1, y = y( = t). 

Die Parameter </J~o von V. HLAVATY transformieren sich 
folgendermassen : 

<JJ->- P'(Q~<JJ" +Q~ ax· <JJ" + aQ~) µ0 = r, µ ~0 µ ~- llT ~- • at at 

Deshalb erkennen wir 

und 

Bemerkung. Wir sehen, dass in dieser Übertragung sich die 
Bestimmungszahlen 

nach (12. b) untereinander transformieren und also einen Affinor bilden. 

Das obige erhaltene Ergebnis zeigt uns nicht nur, dass viele 
Parameter yi eintreten dürfen, sondern auch, dass die Transforma­
tionsregel von yi nicht identisch sein kann. 

3. FINSLERscher Raum. In Nr. 1 nahmen wir x' als die Koordi­
naten der Mannigfaltigkeit Xn an, und adjungierten jedem Punkte in Xn 

eine (m +n)-dimensionale Mannigfaltigkeit Im+n • Es mögen x' und yi 

vertauscht werden, d. h. wir deuten nun yi als die Koordinaten in 
einem m-fach ausgedehnten Raume Yn , und adjungieren jedem Punkte 
in Ym eine (m+n)-dimensionale Mannigfaltigkeit Vm+n, die auf ein 
System von m + n reellen Funktionen vA der n reellen Variablen 
x" bezogen ist. 

Alle Relationen, welche wir für Xm+n erklärten, entstehen gleich­
falls für die neue Vm+n. 

Wir setzen voraus, dass alle Grössen in Vm+n nur von dem Verhält­
nis der Variablen x' abhängen, und ferner m = n. Wir nehmen 
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eine bestimmten-dimensionale Mannigfaltigkeit Vn an, setzend v" bezw. 

w, von kontravariantem bezw. kovariantem Punkte in Vm+n für 

Ä = m+ 1, ... , m+n gleich Null; mit anderen Worten die Vn wird 

durch die n Bestimmungszahlen vi bezogen, und Vn entspricht der 

gewöhnlichen tangentialen Mannigfaltigkeit, welche im Punkte yi von 

Yn adjungiert wird. Wir definieren vi, welches der kontravariante 

Punkt in Vn ist, als lcontravarianten Vektor im Punkte yi der Man­

nigfaltigkeit Yn . Den kovarianten Vektor Wi definieren wir ebenso 

wie den kontravarianten. 

Denken wir uns x" als das ausgezeichnete Linienelement, welches 

im Punkte yi adjungiert wird, so erhalten wir einen FINSLERschen 

Raum Yn . In diesem Falle sind x" die Bestimmungszahlen eines 

Vektors, und deshalb transformieren sie sich folgendermassen : 

Nehmen wir noch weitere Bedingungen 

(13) I'fc = 0 und I'fo = 0 

für i = 1, 2, ... , n ; Ä = n + 1 , ... , 2n ; C = 1, 2, ... , 2n an, so 

haben wir gemäss (10) als kovariantes Differential eines kontravarianten 

Vektors vi bezw. eines kovarianten Vektors Wi 

bezw. 

(14) 

Die Bedingungen (13) sind eigentlich, d. h. wir haben nämlich 

aus (9) und (13) 

I'fc= 0 und I'fc = 0. 
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Da die Parameter nc in der allgemeinen Theorie (Nr. 1) hierbei 

nicht vorkommen,' so erhalten wir als die Transformationen der 

Parameter l}c die folgenden zwei Gleichungssysteme : 

A~ = pi(Q'!'Qn Al + Q'!'_axT_Al +lQ.J) 
Jk l . 1 k mn J ofl mT arl , 

AJ, = Pf Q'J' Q~ A;n . 

In diesem Falle gibt uns die Grundübertragung 

öx' = dx' + 'JJlf dyi 

die Übertragung des ausgezeichneten Linienelementes x) .. 

Schreiben wir genau die Gleichungen (14), so erhalten wir 

Also können wir das Ergebnis aufstellen : Wenn wir in unserem 

Raume geeignete Metrik einführen und die Relationen zwischen W?~ 

und I'fo versuchen, so erhalten wir die CARTANsche Übertragung im 
FINSLERschen Raume. 

Zum Schlusse möchte ich mich besonders für die lehrreichen An­

weisungen des Herrn Professors A. KA w AGUCHI herzlichst bedanken. 

25. Juli 1935. 

Mathematisches Seminar, 

Universität zu Sapporo. 
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