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UBER DIE EXTENSORRECHNUNG IN DEN
VERALLGEMEINERTEN RAUMEN
VON FLACHENELEMENTEN
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Von
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EINLEITUNG

Wir verstehen unter den verallgemeinerten Rdume, die Man-
nigfaltigkeiten, in denen als Raumelement nicht der Punkt sondern
das Linienelement, Hyperflichenelement oder noch allgemeinere
Flichenelement von gewissen Dimensionen angekommen isi. Es sei
eine K-dimensionale Fliche in der ]\-dlmensmna]en Manniglaitigkeit
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mit Koordinaten 2a¢ durch «* = 2i(u, ..., u¥), i=1,2, ..., N; 1S KZ
N—1 gegeben. Das Linienelement oder Flachenelement M-ter Ord-

nung wird durch (af, 2%, . ..., 2% (fir K = 1) oder (&, Da*y - . ) Dlatan)
dargestellt. Diese verallgemeinerten Riume sind also von Dimen-
sion N(K]TIM). '

Nun betrachten wir den Raum, in welchem ein K-faches Integral
S= ” : g FO, @, Pas e er Pac)ditt. .. duX, 1< KSN-1

die Geometrie beherrscht. Fiir M = 1, steht der Raum in der Mitte
zwischen dem FINSLERschen Raume und CARTANschen. Fir K=1,
reduziert sich namlich der Raum zur direkten Verallgemeinerung
des FINsLERschen und fiir K = N—1 tritt der CARTANsche als ein
besonderer Fall auf. Fir M=>2 sind die Umstdnde schwerer. In
‘diesem Falle hat der Verfasser® eine besondere N-dimensionale
Mannigfaltigkeit untersucht, deren Geometrie durch ein K-faches
Integral von der Form

n-1

b 3%t | 2 :
“‘ . S {Ai (x, 3x/du)———— + Blx, Bx/au)j dut. . .du¥
dudu’

beherrscht wird, das die Oberfliche eines Hyperflichenstiickes angibt
(K= N-1, M =2).

Die Theorie des FINsLERschen sowie CARTANschen Raumes
verkniipft sich mit der Variationsrechnung eng. Die Extremalen
ot = 2i(t) bzw. 2t = a(ul, u? ..., u"!) des Variationsproblemes

aSF(a;, )t baw. sﬂjF(x swjau)duidt. . .

bei fester Berandung liefern uns diejenigen, welche wir die Bahnen
(oder ““paths’’) bzw. die minimalen Hyperflichen im FINSLERschen
bzw. CARTANschen Raume nennen. Die ersten sind die Verall-
gemeinerung der geoditischen Linien im RiEMANNschen Raume und
durch die Gleichungen :

d2xt

1) Rt T“(m, ‘jlﬁ;) —0

(1) T. Ouxueo [1]. Die Zahlen in eckigen Klammérn bezeichne nsich auf das
Literaturverzeichnis am Ende der vorliegenden Abhandlung. :
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gegeben. Die anderen sind die Verallgemeinerung der minimalen
Hyperfiichen im RiEMANNschen Raume, welche durch

2.1 s .
02 T piy(n Ele0n @b=12...K
gegeben sind. Die andere Verknilpfung mit der Analysis zeigen die
Differentialgleichungen (0.1) und (0.2), daraus folgt das Problem,
das gewdhnliche oder partielle Differentialgleichungssystem geo-
metrisch zu behandeln, d. h. die Geometrie von Bahnen (‘‘paths’’)
oder von ‘‘K-spreads’’, die durch die Untersuchung der geodéti-
schen Linien angeregt wiren. Die Differentialgleichungssysteme
(0.1) sowie {0.2) liefern uns das neue Problem, d. h. die Geometri-
sierung des gewohnlichen bzw. partiellen Differentialgleichungs-
systems hoherer Ordnung, die zuerst von E. CARTAN, A. KAWAGUCHI,
H. HomBu, S. HokaRrl und T. Sucugl untersucht worden ist.

Ausserdem steht die Geometrie hoherer Ordnung d. h. die Geo-
metrie im Raume hoherer Ordnung, in enger Beziehung mit dem
‘‘gistema assoluto’ wvon G. VITALIY sowie mit der ‘‘Geometria
riemanniane di specie superiore’ von E. BoMPIANI® und E. BorTO-
LOTTI®. « Der Begriff von Extensoren, der zuerst von H.V. CRAIG®
und sodann von A. KAWAGUCHI® aufgefasst worden ist, ist zur
Untersuchung der Geometrie hoherer Ordnung sehr zweckméssig
und von einer grossen Bedeutung. Der Extensor ist offenbar ein
geometrisches Objekt und wesentlich nichts anderes als ein beson-
deres von ‘“sistema assoluto’ von VITALI®. Der Begriff von Ex-
tensoren wurde von A. KAwWAGUCHI? auf den Fall von partiellen
Ableitungen erweitert.

Das Hauptziel von den vorliegenden Abhandlung ist die Dif-
ferentialgeometrie hdherer Ordnung, d. h. die Geometrie in der N-

“dimensionalen Mannunigfaltigkeit My (M ; K) von Flichenelementen

hoherer Ordnung, zu behandeln. Zuerst mochte der Verfasser
in Kapitel I als Vorbereitung einige Eigenschaften von verall-
gemeinerten Extensoren. Wir mdchten #ns in § 1 mit der Definition

6]

2
®)
4)
5)
(6)
M

. VITALI [1}], {2

. Bomp1aNt [1}.

. BorToLoTT1 [1}, [2].

. V. Craxc [1], [2], [3].

. KawacGucHr [1), 2], [3], [4]-
. Viraur [1], [2].

. KawacucHr [8].

PopmEEQ !
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der N-dimensionalen Mannigfaltigkeit Ma{M; K) von Flichenelement
M-ter Ordnung beschiftigen. §2 liefert die Erlduterung einiger
nachtriglich gebrauchten Identititen und § 8 die erweiterten Trans-
formationen von Koordinaten. Sodann definieren wir in §4 die
verallgemeinerten Exvektoren bzw. Extensoren, die kurz Exvek-
toren bzw. Extensoren heissen, und erwahnen in §5 einige Sitze
iiber die Exvektoren. Aus einem Exvektor kbnnen wir drei Arten
von Exvektoren oder Pseudoexvektoren durch den Systeme von

H H H
linearen Operatoren & (§8), B (§6) und 9 (§7) erhalten. Es mag
bemerkenswert sein, dass wir die Bestimmungszahlen des Exvektors

Vige durch sewohnlichen Vektoren {;"'b(m und ihre Ableitungen nach
den Parametern darstellen kénnen (§8). Wir skizzieren in Kapitel
If die Ubertragungslehre in dem metrischen' Raume von K-dimen-
sionalen Flichenelementen M-ter Ordnung. §9 liefert die Erldu-
terung des Fundamentalextensors und §10 die den CHRISTOFFELschen
Symbolen. In §11 wird eine exkovariante Differentiation eingefithrt.
Als besonderer Fall, nehmen wir den im L-dimensionalen euklidi-
schen Raume eingebetteten Raum im Auge (Kapitel III). In diesem

Kapitel, geben wir die Begriffe von Exfliche (812) und Exflichen-

normale (§13). Die Exflichen werden in zweien Klassen klassifiziert
(5 14). |

Hier mochte der Verfasser sich besonders fiir die lehrreichen
Anweisungen des Herrn Prof. A. KAWAGUCHI herzlichst bedanken.

KAPITEL 1. DIE N-DIMENSIONALE MANNIG-
FALTIGKEIT VON FLACHENELEMENTEN
HOHERER ORDNUNG My (M; K).

§ 1. Die Mannigfaltigkeit My(M; K). Es sei Xy eine N-dimen-

~‘sionale Mannigfaltigkeit, die auf ein System von N Koordinaten z*

(i=1,2,...,N) bezogen ist, und unter einem Punkte verstehen
wir ein System von N reellen Werten, welche N Variablen a* an-
nehmen. Wir filhren K voneinander unabhingigen Parameter u®
(¢ = i, 2, e K) ein, die alle reellen Werte annehmen und vorldufig
festgelogt sind. Dann wird jede Fliche in Xy mittels N passend
gewithlter Fanktionen «i(u) dieser Parameter #* durch die Gleichung-
en x = 2/(1) gegeben. Finem Systeme der Werte u% von u® ent-
spricht dann ein Punkt mit den Koordinaten x'(u,) auf der Fldche.
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In der vorliegenden Arbeit durchaus zu Vermeidung schwieriger
analytischer Erorterung setzen wir voraus, dass die Finktionen
a*(u) filr alle Warte von den Parametern u® in einem Bereich um
die betreffenden Werte u® von #* analytisch regulir und die Werte
der partiellen Ableitungen 932°/3u* nicht alle verschwindend sind.
In jedem Punkte der K-dimensionalen Fliche bestimmen die Griossen

ot = a(u), i =3, Pie =D, = 8% dut1du,
(1.1) :

o Dion = pf,l%...aM = Mt /u 3, . . dum

ein Fldchenelement M-ter Ordnung. Adjungicren wir in jedem

Punkte von Xy der N(K }{.f[) Werte von af, pi, ..., Phan, <0 kommt

eine Mannigfaltigkeit My (M: K) von Dimension N(KT[M) zustande,

die aus allen K-dimensionalen Fldachenelementen M-ter Ordnung

(& P, ..., Py besteht. Die Menge von N(K %{[‘W Grossen o, pl.,

..y Doy, welche mit einem Punkte z* auf der Fliche assoziert
werden, heisst die Koordinaten des erweiterten Punktes cder kurz
Expunktes. Man legt dabei die Parameter »® fest vor und ldsst
vorldufig seine Anderung nicht zu. Die Parameter u® spielen somit
hier eine wesentliche Rolle und sollen nicht durch anderen Para-
meter ersetzt werden. D.h. im allgemeinen verwandelt sich ein
Flichenelement M-ter Ordnung bei einer Anderung der Parametri-
sierung in ein anderes Flidchenelement M-ter Ordnunz. In einem
Punkte auf einer Flidche ergeben®sich zwei Flichenelemente M-ter
Ordnung entsprechend zwei verschiedenen Parametrisierungen.

§ 2. Einige Formeln. Einfachheitshalber schreib-n wir die par-
tiellen Ableitungen einer Funktion F'(u) von den Parametern "
nach %2 in der Gestalt ’

_ OF P o= OF
/ay Fut ’ ‘ajay == 4 ja(?) U3t ’ cee
F F = Rt Y
sy am alM) - gumu. L ducm

(1) Durch die geklammerte Zahl in einem Index (z. B. » in «()) bezeichnen wir
die Anzahl der voneinander verschiedenen Indizes, welch je einen zweiten Hilfsindex
zu sich nehmen (z. B. @, as, ..., ar). Danach schreibin wir so:

A(a(r)B“(s)Ca(t)) = A(”‘i“-g v ar‘Bar 1Ay *-sC“r* 8+1 B Aytgit):
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Da die Grosse pi, beziglich @ symmetrisch sind, definieren
. ar vil gl - ee ! F
wir den Operator FY'e® = ——,8=0,1,.... als "7 | Yu —§~,
9 pa(s) 8. 87“&(3)
wenn die Indizes ay, s, ..., as aUS vy, 1, ..., v, gleichen Indizes be-
stehen, wihrend vi+12+-- +v, = 5. Noch allgemeiner

{s) af Fﬁz,(;)

fro = F jas)
Al , = — -
ib(t 3 b b

du1du’2. .. du’t

iy )

und Flao P =

werden auch fiir eine Funktion F' aufgenommen, wobei man setzt:

Fr@= Ff’izF;i:gf—;,; . So ist z. B. die folgende Schreibweise gestattet :
Mo gy v an . .
dF = > F*"dple) und ——’;.‘“;‘“f = diofL 8. . .8y = 88U -
y=0 ) ﬁpblbg ce by,

Fiir spateren Zweck stellen wir einige cinfache Formeln in un-
gerer Schreibweis: wieder vor, von denen die erste nichts anderes
als die wohlbekannte LEIBNITZsche Formel ist. Seien A und B zwei
beliebige Funktionen von u®, so bestehen

(1.2) (A.B)/a(r) = ?% ( : >A/(a1a.2' - ath/'lr g o)
= E( : )A(acr—nB/ﬂ(t)) ,
und \
(1.3) ABm(r) = ?;0 (— 1)1 : )(A/(d<t)B)/“(r-- e | ‘

Der Beweis dieser Formeln kann man leicht durch Induktion
beziiglich » bekomment?,

§ 3. Die erweiterte Koordinatedtransformation. Wir fithren eine
Koordinatentransformation #* = z*(a¥) mit nicht verschwindender
Determinante in die Mannigfaltigkeit Xy ein. Nach dieser Transfor-
magtion, findet dann eine erweiterte Transformation fiir Fldchenele-
mente z. B. M-ter Ordnung

by A A 2,
{ ¥ = (@), pp, = ;Z P Py = ;; Dl E?F%m? PP,
(1.4) .
l cors Pan = a‘Z; Do + Ragn(®, Pay, « -+« D)

{1) Vgl. A. KawacucHr und H. HoMBU (1}, S. 24.
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statt, bei welcher ein Flichenelement M-ter Ordnung (2% p;, ...,
pa(m) in das Fldchenelement (x%, pal ..y Pan) Ubergeht.
Uber diese erweiterte Transformation (1.4) bestehen die folgen-

den Formeln® fir »r > t¢: .
(1.5) - (?ﬂﬁcr_)) _ Mawime
N axt ax*
TR WPy »
(1.6) qpa‘(x) — (’I )3(3}5322,. . .32’, pazﬂ r) ___( )Bbfzt()t 3001‘)
9Dk ¢ ot 3" Ve
und
éB‘;ﬁQ —_ b, apa,(r 1)) — r Y(thu)! (u) é>paCr u))
(1.7 “fa 8 Slatn) — .
Cr2) t " i) tlr—u)! BD4-w)

Da in (1.4) pk,, von hoheren partiellen Ableitungen von z¢ als r nicht
abhingig ist, so ist

A ,
(1.8) Wewd — 0 fiur ¢,
9Pk

- . . . . ( 3p)
Die lineare Transformation mit der Koeffizientenmatrix (i%)
b(t)

nennen wir die K-gliedrige erwelterte Transformation, wobei 7,

t< M und ’ap 0. =0 fur » < ¢. Da die Determinante dieser erwei-
YZ10)

terten Transformation gleich der Potenz der Determinante \ail ist,
so ist sie verschieden von Null. Deshalb existiert immer ihre um-

gekehrte Transformation mit der Koeffizientenmatrix ( 7”‘“ ) Es
pa(r)
besteht dann

(1.92) Wiy BPbo — gh 5oty
. apz apt #CPalr) »
b(t) pc(u)

MoLKN . .
wobei wir das Summationszeichen > S7 ] in der linken Seite
&0 bbb, -1

auslassen. In dieser Arbeit lassen wir immer das Summationszeichen

(1) Vgl A. KawacucHr und H HoMBu [1], S. 26. In dem Falle K =1 siehe
H. V. CraiG [1].
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aus, wie tiblich in der Tensor-analysis, wenn dieselben kleinen

Buchstaben als Indizes gerade zweimal d.h. einmal oben und ein-

mal unten erscheinen, insofern nichts anderes oesagt wird.
Ausserdem seien

& = a*(a’) at = 2*(@%),
dann besteht

‘ 3Pk _ OPhr ODies
(1.9b) : _p_() - "p; ) ‘:Ug( ) |
ey Dbie) IPsie)

§ 4. Der Extensor. Unter dem K-gliedrigen Exvektor oder nur
dem Exvektor verstehen wir den Vektor in Bezug auf die K-gliedrige
erweiterte Transformation, z. B. die Komponenten des exkontra- bzw.
exkovarianten Exvektor Vi, bzw. W%® vom Grad M transformie-
ren sich bei der K-gliedrigen erweiterten Transformation folgender-
massen :

VA = Vi 2 3Phie baw. W0 — Wb(.)api(s)
apf’;(q) apﬂ(t)

=0,1,....,M:4,j=1,2, ..., N;a, b=1,2, ..., K.

Wir immer setzen voraus, dass Vi, in Bezug auf die Zeigern
symmetrisch ist. Z. B. die Bestimmungszahlen des gemischten Ex-
tensor Ti, %Y, dritter Stufe, der in Bezug auf (,j,) exkontravariant
vom Grad G, auf (*¢?) exkovariant vom Grad G’ und auf %k kovariant
ist, werden nach der Regel transformiert:
-
(1.10) Té(’t)bu(?‘)v = 8pa(t) apd(p) dx* LA L
s 3P B2

“t,8=0,1,...,G; »,p=0,1,...,G.

Fiir einen Extensor hoherer Stufe ergibt sich somit mindestens
eine grosste Gradzahl, die wir die Gradzahl des betreffenden Ex-
tensors nennen. Ein Extensor vom Grad Null ist nichts anderes als

ein gewdhnlicher Tensor. Im allgememen werden die J\TH(K+G*)

x 1l (K+G *) Grissen Ty, ) o ff(‘u)ybfgl);bg(sq) P, de= 1,2,
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SN, 6=0,1,...,Gx; 5,=0,1, ..., G,) die Bestimmungszahlen
eines relativen gemischten Extensors (A + B)-ter Stufe vom Gewichte
f genannt, der in Bezug auf (a(t»\)) bzw. (b(s“)) exkontra- bzw. ex-
kovariant vom Grad G, bzw. G, ist, wenn bei jeder K-gliedrigen

erweiterten Transformation sie sich transformieren folgender-
massen :

T XA b(sl). . b(sg)
a(tl) ca(tA) by ... uB
3p, w) E 303, . d(sy). . .d(sp)
= 4 f[] a( ) II (s3) Tc o géA)_],(SI) ]1(98B ,

roplt, " Bph,

wobei 4 = Det. ax : gesetzt ist®,

Wenn die hochste Ordnung der partiellen Ableitungen, die in
der Bestimmungszahlen des Extensors enthalten werden, M ist,
heissen wir M die Ordnung des Extensors. Einfachheitshalber
bezeichnet man den relativen Extensor (A+ B)-ter Stufe vom
Gewichte , Grad ( und der Ordnung M als den relativen Extensor
mit der Charakteristik (A+B, ¥, G, M)™.

Ein relativer Extensor mit der Charakteristik (0, 0, 0, 0) ist nichts
anderes als ein im Punkte %' definierter Skalar und ein relativer
Extensor mit der Charakteristik (4+B,0,0, M) ist ein Tensor, der
zum Flichenelemente M-ter Ordnung adjungiert ist.

Fa® bzw. Vi/ye sind die Bestimmungszahlen eines exko- bzw.
exkontravarianten Exvektors, wihrend F ein differenzierbarer
Skalar ist und V* die Bestimmungszahlen eines gewothnlichen dif-
ferenzierbaren Vektors sind. Aber F. .5 sind nicht die Bestim-
mungszahlen eines exkqvarianten Extensors zweiter Stufe, sondern
transformieren sie sich folgendermassen unter der erweiterten
Koordinatentransformation

3
(1.11) Fa(r)b(s) — Fc(Au)dﬁv) pcw) apd(V) + F'C(“) 8 pc(u) -
_ 0k Do) i IDhie)

Das Ehmmatlonsverfahlen der zweiten Ableitungen aus (1.11)
werden mittels der Einfilhrung irgendeiner affinen Ubertragung ge-

(1) A. KawaGucHI [3].
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£

filhrt wie im Tensorkalkiil. Untersuchend (1.10) und zuriickrufend
dass f;ff(’” verschwindet, wenn » grosser als p ist, cisehen wir
b(r) -

dass die Bestimmungszahlen von T}, %), fir die s gleich zu oder
grosser als S ist, abhingig sind nur von den analog bezettelten
Bestimmungszahlen T¢,,%?, d. h. von solchen, fiir die p nicht
kleiner als S ist. Die Sammelung aller solcher Bestimmungszahlen
nennen wir die Bestimmungszahlen eiffes Extensors mit der redu-
zierten Reihe. Der kovariante Vektor I.“M ist ein Extensor mit
der reduzierten Reihe (S = M) und auch die Grossen F.«(M-D [ aldD)
(S= M-1). Gleicherweise, kann die Reihe von d r iIberschrift
reduziert werden. Nz‘imlich, zuriicksichtigend (1.10}, b« 't"iitigen wir,
dass die Grossen Ty, fiur die ¢ gleich zu oder klciner als A ist,
nur von den entsprechenden Bestimmungszahlen Ty (s < A)
abhingig sind.

Ein besonderes Beispiel wird uns durch die Ableitungen von
einem kontravarianten Vektor V¢ liefert, d. h. :

s,
Vise-a = Z Je(r— AY: ~T s ’“, MZ

s=>A.
ap? -

!1

c(r-

Wenn A gleich M ist, ist die Reihe vollstindig reduziert und wird
die obere Gleichung eine Tensortransformation. Aber eine exkontra-
varianter Exvektor mit der reduzierten Reihe ist wesentlich nichts
anders als ein exkontravarianter Exvektor.

Obgleich die Differentiation von (1.10) zweite Ableitungen her-
vorbringt, konnen wir dieses Verfahlen auf eine b schriinkte Reihe
verwenden, Extensoren mit reduzierten Reihe zu konstruieren. Zur
Erklirung betrachten wir den folgenden Satz, der sogleich verall-
gemeinert ist.

Satz 1. Wenn T,;,% die Bestimmungszahlen des itxtensors mit
der reduzierten Reihe (r < A, s> B) sind, dann konstruiert, fiir
t> A und t > M—B gleichzeitig, die Menge der Grissen 7,{,"{.%"
einen Extensor mit der reduziertcn Reihe.

§5. FEinige Sitze. Fiir einen exkontravarianten Exvektor V.,

vom Grad G und einen exkovarianten Exvektor W+" vom Grad
G sind (K4 G) Arten der Uberschiebungen vorhanden, wihrend fur

die gewohnlichen Vektoren nur eine Art der Uberschiebung existiert.
D. h.
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Die Grisse

G
(1.12) o0 =33( ? WViamg W 0
8=t
fir ¢t=0,1, ..., @ hat die Skalareigenschaft.

Die Existenz der Extensoren mit der reduzierter Reihe deutet
uns auf die Moglichkeit der Konstruktion von den Invarianten und
Extensoren durch Uberschiebung auf einer reduzierten Reihe hin.
In der Tat, z.B.

Satz 2. Wenn T,{, yi 4 °? die Bestimmungszahlen eines Ex«
tensors mit der reduzierten Reihe: A <s< M, ALt< M sind,
dann sind die Grossen :

STEAY RN I
._X‘L A Ta(r)b(s—A)k 3
die Bestimmungszahlen eines gemischten Extensors, der kovariant
erster Stufe und exkontravariant erster Stufe ist.

Umgekehrt ist das Quotientengesetz fiir Uberschiebung auf
einer reduzierten Reihe folgendermassen erklirt:

Satz 3. Wenn, fiir einem beliebigen differenzierbaren Vektor
Vi, die Grissen

EMJ(S)T' YB(ANo(s~ A) |k
J alr [ 3l
AT & fb(s- A)
die Bestimmungszahlen eines gemischten Extensors von der durch
freien Zeigern angegebenen Art sind, dann sind die 7Y¢%® die
Bestimmungszahlen eines gemischten Extensors dritter Stufe mit
der reduzjerten Reihe. ‘
Satz 4. Die Menge der Grossen

79 =L S Py, 1Sr<M
konstruiert die Bestimmungszahlen eines Exvektors mit der redu-
zierten Reihe. ~
§ 6. Die Operatoren §
Satz 5. V,i, seien die Bestimmungszahlen eines exkontravarian-
ten Exvektors mit der Charakteristik (1,0, G, M), dann definieren
die Grossen
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B [ Hi ¢ t H SH\Nt-1 T7i
(113) 8Va(t) = 8a(t)(V) = TZQ( » )2 'r(l__z ) 4 I/ (Iu.('r),'a,(t r)) o
, 1, ..., @G

fiir jeden Wert von H=1,2, ..., einen exkontravarianten Exvektor
mit der Charakteristik (1,0, G, M+G).

Satz 6. Wenn die Griossen We® die Bestimmungszahlen eines
exkovarianten Exvektors mit der Charakteristik (1,0, G, M) sind, so
gind die Grossen

H » H
(L14)  JWetns = Gumato )

_ o Hat l)r(H*l + ”‘)]/]/'a(r)a.s_n 1-)/”.(1_) ,
r=0 H-1

t=0, 1, ..., G—H

\/

fir jeden Wert von H=1,2,...,G die Bestimmungszahlen eines
exkovarianten Exvektors mit der Charakteristik (1,0, G—H, M+G
—H). - .

Beweis. Wir wollen zunichst den Satz fur H =1 beweisen.
Fir H =1 ergeben sich die Rekursionsformeln

(115) BORO() = e (FzO(W)), . ¢ =0,1, ..., G—L.
Voréusgesetzt

(1-16) éa’b{”( W' E a”c(r) %ar-(r)(” )

=0 pb(t)

dann bekommt man durch Induktion beziiglich ¢

8ab(t "(W) Py a1 _ (%ab(t ‘)C(W)) . dalid(r 1);%(Ld(r W )
b(t 1)

Wegen W“‘F’=8“ aG-D (W), ist es selbstverstidndlich klar, dass

(1.16) fiir ¢t = G—1 besteht. Deswegen sind éa ab (1) die Bestim-
mungszahlen eines exkovarianten Exvektors vom Grad G—1. Zu-
nichst beweisen wir den Satz fiir einen beliebigen Wert von H
durch Induktion beziiglich H. Darum setzen wir voraus, dass

H
BaHL ¥ (1) einen erkovarianten Exvektor vom Grad G—H auf-
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1
bauen, und ersetzen statt Wa® in 322® (W) die entsprechenden
H

Bestimmungszahlen d:s exkovarianten Exvektors 3¢5 (W), dann
ist , . '

) H G-H=s-1 "

3aHf1’8 wlalH%a(s) — Z} (_1)‘,(8 I,Va(H)aH:la(s)a(r))m(r)

=

H 1
—_ 8 W a(H+i1)a,(s) ,

die nach dem vorhergehenden Beweise die Bestimmungszahlen eines
exkovarianten Exvektors vom Grad G—H—1 sein miissen. Da
H
U (W) als die hochste partiellen Ableitung pigy. ¢-x) enthélt,
ist die Ordnung des Kxvektors (1.14) bekanntlich M+G—H. W.z.
b. z.

An Stelle von W*" in (1.14) setzt man f*?, wobei f eine
Skalar von der Ordnung M andeutet, dann ergibt sich

Zusatz. f sei ein Skalar von der Ordnung M, dann sind

(1n)  Greonen ST Cap(HELET) pongoaen,
M — H—1 : [ a(r

M
— __1)u-H-s u—s—1 a(u)
u=§+s( D ( H—1 >f"’“(“"’"”
H=12 ..., M
die Bestimmu‘ngszahlen eines exkovarianten Exvektors mit der
Charakteristik (1,0, M—H, 2M—H).

Von (1.14) kann man die analogen Rekursionsformeln wie (1.16)
herleiten :

H H-1 H
(1.18) 3 [/Ifa(H)f;(s—l) — 8 W(L(H-ll)a]{u(s-l)_NSWa(H‘)ia,w)

lag s

s=0,1, ..., G—H.

Wir haben ohne weiteres:
H
Satz 7. Die Operatoren 3 sind yertauschbar, linear und asso-
ziativ,
() . }l - H 3
§ 7. Die Operatoren V). Ausser den linearen Operatoren 3 die
im obigen eingefiihrt sind, wollen wir noch eine andere Art von

H
linearen Operatoren ¥) einfithren, die auch auf jeden Exvektor an-
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wendbar sind und die durch die folgenden zwei Sdtze vorgestellt
werden.

Satz 8. Die Grossen

[ )Vu(é) S“/(a(s 1)/as)+ ((T —8+ 1) Va(a) fur s = 17 27 ooy Ga

(1.19)
lQ)Vo G+DVE, DVien = G+ Viu@heg.

definieren einen exkontravarianten Exvektor mit der Charakteristik
(1,0, G+1, M+1); wahrend Vi, die Bestimmungszahlen eines ex-
kontravarianten Exvektors mit der Charakteristik (1 0,G, M) sind,
wobei G L G.

Nun konnen wir den folgenden Zusatz durch Induktion be-
ziiglich H beweisen. .

Zusatz. Die Grossen
M i H‘i H G + H—
@20 Wi =V = 1 52 N5 ) Vi i

fir s=H, H+1, ..., G,

)<G+ H—s )V(u(s -r)/a(r))

fuir s=0,1, ..., H,

fir s=@G, G+1, ..., G+H

fiir jeden Wert von H=1,2, ..., G die Bestimmungszahlen eines
exkontravarianten Exvektors mlt der Charakteristik (1, 0, G+ H,
" M+H), wobei G < G.

Uber den exkovarianten Exvektor kinnen wir einen analogen
Operator definieren. Nimlich erhilt man den

Satz 9. Die Grissen
(1.21) YW = PINW) = (s+ D{ W@+ Wel}
s=0,1, ..., G

definieren einen exkovarianten Exvektor mit der Charakteristik
(1,0, G, M+1), wihrend W® die Bestimmungszahlen eines ex-
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kovarianten KExvektors mit der Charakteristik (1,0, G, M) sind, wo-

bei WG = ( gesetzt ist. .
H

Nach der Definition von Oneratoren V), kann man auch ohne
weiteres behaupten:

H

Satz 10. Die Operation V) sind vertauschbar, linear und asso-
ziativ.

Satz 11. Wenn V), die Bestimmungszahlen eines exkontra-
varianten relativen Hxvektors mit der Charakteristik (1, &, G, M)
sind und f ein relativer Skalar vom Gewichte f und von der
Ordnung M ist, so bilden die Grossen

. g€ . Mo
G200 Vi = fPawl™V)

= Wi 2 () ) e I Ve
fir jeden Wert von H =1,2, ..., G einen exkontravarianten rela-
tiven Exvektor mit der Charakteristik (1, f, G+H, M+ H).

§ 8.  Die Uberschiebunger der Exvektoren. Aus einem exkontra-
varianten oder exkovarianten Exvektor konnen wir den Pseudo-
exvektor cder Exvektor vom niederen Grad mittels Differentiation
nach dem Parameter #* herleiten, d. h. haben wir den®

Satz 12. V,,, t=0,1, ..., G, seien die Bestimmungszahlen
eines exkontravarienten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G,
M), dann definieren die Grossen® ,

O O o 4o HY s
. ) J— } . __ —
“.Z>) Cal(H .\')(L ) - < 1/(:(][‘4*‘) - >_ ( N 1) ( ¢ )V?u(s+t)/n,(1l~t)) )

Ry

=

\

s=0,1, ..., G—-H

einen exko travarianten Pseudoexvektor mit der Charakteristik (1,
0, G—H, M+ H) und von der Kiasse H®, ,

Zusatz. Vi, seien dic Bestimmungszahlen eines exkontravarian-
ten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, M), dann sind die
Grossen

H H

) H H
= —_ i V(1 i
EViun = Sian(V) = !)ﬁ( -1) '( : )V(lb(t)/b(H-—t))

(1) vgl. A. KawaAGucHr [3] und T. Sucurl |1].
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fir jeden Wert von H=0,1, ..., G die Bestimmungszahlen eines
gewohnlichen kontravarianten Vektors von der Ordnung M+ H.

Satz 13. Wenn We®, t=0,1, ..., G, die Bestimmungszahlen
eines exkovarianten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, M)
sind, dann definieren die Grossen

H H H .
1.24 S Wals) = Sals) =H! 1S +t\(G—s—1 a(8)e(t)
@28 Swpo=Crom) =013 (0 (TG0 wao,,

fir jeden Wert von H=0,1, ..., G einen exkovarianten Exvektor

mit der Charakteristik (1, 0, G—H, M+H).

Zusatz. W seien die Bestimmungszahlen eines exkovarianten
Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, M), dann sind die Griossen

H . H _ ;
g”m(q’_’r}{) — @“(G{H)(W) = H! :i(:'(—l)t(a f*t)]ya((i—?)c(t)/c(t)

G
= (—1 G—”H! | . 3( S a(G—H)c(s»GH-I)CY -
(=1 s_(}}__,H( 1) G—HW s fels- G+ H)
fir jeden Wert von H=0,1, ..., G die Bestimmungszahlen eines
gewohnlichen kovarianten Vektors von der Ordnung M+ H.

Fir einen exkontravarianten Exvektor Vi, und einen exko-
varianten Exvektor W*® mit der Charakteristik (1, 0, G, M), hat

man (KEG> Arten der Uberschiebungen, d. h.

G -
112) 0= 3 (5 Wi nWee DD, T=0,1, ..., G.
s=T T

Wir konnen beweisen, dass diese Skalar p*™ durch die Skalar-
produkte der aus den Exvektoren abgeleiteten Vektoren vollig aus-
driickbar sind. .

Aus einem exkovarianten Exvektor Vi, mit der Charakteristik
v H
(1,0, G, M) konnen wir (Kg(’> kontravariante Vektoren Vi, (H

=0,1, ..., G) mittels des Zusa_tzes von Satz 12 herleiten :
H H 1 .
(1.25) Viun =S Vimao = tE_U(— 1)H"(1;I>V(‘bm bEL-1)) +

Umgekehrt kann man die Bestimmungszahlen des Exvektors Vi,
durch diese Vektoren und ihre Ableitungen nach den Parametern
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darstellen, d. h. wir haben den

Satz 14. Fir einen exkontravarianten Exvektor Vi, besteht

7i Al ’3 e
(1.26) Vig = X ( )(V&(m)mu—n»-

B

Beweis. Wenn Va(m auf der rechten Seite von (1. 26) mit (1.25)
ersetzt wird, dann erhilt man

R-()

da $(—1)% (;)(5) — & st

Die analoge Formel besteht auch filr den exkovarianten Ex-
vektor We®. D.h. der Zusatz von Satz 13 liefert uns (K(*G) ge-
wohnliche kovariante Vektoren

(]_ 27) ﬁ/a((:,—m — >1~Ci§W"‘(G-'”)
o " H! :

S(e )( Viwhue = 33133 (=00 8 ) B ) Viwaw = Viw,

— ﬁ (§1)t(G—tH+ t)Wa(G—iH)c(t)/(.(“ ,

t=0

H=01, ..., G

fiir jeden exkovarianten ExVvektor W<® mit der Charakteristik (1, 0,
G, M).
An Stelle von Satz 14 haben wir den

Satz 15. Die Bestimmungszahlen eines exkovarianten fixvektors
W« sind fol ;endermassen ausdriickbar

(1.28) Ws) = bS (s + 7) (W““*’))/ ) - ’

e 0

Nun haben wir den folgenden Satz.
Satz 16. Jeder Skalar p“", der fiir zwei Exvektoren Vi uud
W durch (1. 1?) definiert wird, ist immer durch die Skalarprodukte
L
der Vektoren [Q,(H) und WD und ihre Ableitungen folgender-
massen d:rsteilbar:
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(129) p“'“) s 2(1 +7 )V;r a(lwr)

r=0

R A A Y2 A AV ,
=SS (NI s G 0
70 ‘ll r -—

wobei
G-T-u

'r T
ba(l au)(q’ G— I—u) am W a(]'.+u)

gesetzt ist.

KAPITEL 11. DIE UBERTRAGUNGSLEHRE IN DEM
METRISCHEN RAUME VON K-DIMENSIONALEN
FLACHENELEMENTEN HOHERER ORDNUNG.

§9. Der Fundamentdextensor. Die Geometrie, die so weit in
der Entwicklung von der Exvektoranalysis untersucht worden ist,
ist die Geometrie der Lage. In der Geometrie gibt es keine Basis
fiir die Determination der Grosse noch fiir die Vergleichung der
Richtungen auf zwei verschieden erweiterten Punkte (Expunkte).

“In dem vorliegenden Kapitel wollen wir die Grosse und den Paralle-

lismus definieren und das Resultat dieser Definitionen entwickeln.

Wir nehmen als die Basis der Metrik vom Raume eine reelle
fundamentale quadratische Differentialform

(2.1) ds? = (/'lm b“)dpu('r)dpb(s) ’

wobei die Grossei go%® die Funktionen von den Fléchenelementen
%, Py« o .5 Phon sind und gsymmetrisch, d.h. g¥n¥) = gt@aln ynd
die Determinante ¢ = Det. | g*"% | nicht identisch verschwindend
vorausgesetzt ist. Ubrigens, in der N(K+M> dimentionalen Deter-
minante | g® # |, laufen “¢” und ¥ tber die Werte “{”,  NILIO
o) ath ey e el el durch.

Da ds eine Invariante sein muss, folgt, dass die Grossen g b
die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors zweiter Stufe
sind. Deshalb fiihren wir die Definition ein:

Definition. Der Extensor ¢°¢"® bzw. der Ausdruck ¢%"% bls)
x dpaim Al wird der mairische thcnsor (oder der Fundamental-
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extensor) bzw. die fundamentale quadratische Differentialform ge-
heissen. Die Mannigfaltigkeit Mxy(M; K), in der die Metrik (2.1)
eingefithrt ist, wird durch Vy(M; K) bezeichnet.

Die Bedeutung der Gleichung (2.1) ist, dass ds, die Linge des
exkontravarianten Exvektors dp,,, ist. Wenn 4, die Bestimmungs-
zahlen eines exkontravarianten Exvektors vom Grad M sind, dann
ist die Grosse 4, die durch

¢ 22— Au(r)b 3 7 ]
(2.2) A= g b AT

gegeben wird, eine Invariante, welche als die Grosse des Exvekiors
definiert wird. Wenn wir das inverse System der ¢“0% mit ¢, s
bezeichnen, dann erhalten wir

9o *) b(s k ] Sk
(2.3) g 9.6l = 818

Seien 4,,, die Bestimmungszahlen eines beliebigen exkovarianten
Exvektors, so bauen g0 2 einen beliebigen exkovarianten Ix-
vektor, der mit w*{" bezeichnet wird. Wegen (2.3) ergibt sich

Eog oobls) — o k GFb(s)y & 5k
Ieloitor”S = 95ela 94 Pk = ALy

Da w die Bestimmungszahlen eines beliebigen exkovarianten
IExvektors sind, erhalten wir als das Resultat vom Satz 3 den
Satz :

Wenn g7t die Bestimmungszahlen des symmetrischen ex-
kovarianten Exvektors zweiter Stufe sind, so liefert das inverse
System von g% die Bestimmungszahlen des exkontravarianten
Extensors. Es ist klar, dass in derselben Weise, wenn g, i, die
Bestimmungzzahlen des symmetrischen exkontravarianten Kxtensors
zweiter Stufe sind, das inverse System von g, ., den exkevarian-
ten Extensor zweiter Stufe baut.

Ohne weiteres erhilt man die vom symmetrischen Extensor
zweiter Stufe und seinem Konjugierten eingefiihrte Invariante

. e K+ M
(2.4) Dal 1l :N( M )

J

Vermioe dein symmetrischen exkovarianten Extens ¢ ¢t
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und seinem Konjugierten g, i, definiert man, wie iblich, das
Hinauf- und Herunterziehen der Zeiger und dann kann man von
exkontravarianten und exkovarianten Komponenten eines Exvektors
sprechen u.s. f. . '

Von der Regel fiir Multiplikation der Determinante und von
der Transformationsformel

s 51’ (‘ ) vapd(j )
(2.5) g — getw) dw) OPe(w) 9Patv)
’ ? 3Daly) Dbl
folgt, dass

(i)

’

ox*

2.6 f =
(2.6) g=9.

wihrend ¢’ die Determinante | g*{"% | ist.

Zuletzt, wenn 4% .die Bestimmungszahlen eines beliebigen ex-
kovarianten Exvektors sind und 2., solche des assozierten Exvektors
vermoge gty il sind, d.h. 4,5, = guénsly 2%, dann ergibt sich:

12 = ga,(ir) »gs)za(zr)zbzs) — ga(z'r)b'(s)xa(z? )lbg‘) .

§ 10. CHRISTOFFELLsche Symbole und ihre Beziehungen.. Wir
beobachten den Fundamentalextensor zweiter Stufe ¢*?*® und den
konjugierten Extensor g¢,,;}) und definieren die zwei folgenden
Ausdriicke, die in Zukunft sehr anwendbar sein werden. Sie sind

(2.7) [agr) c}‘t)‘ b(js)] = I”a%r) bgs) a;ct)
1 3 o 9 R
— 2_ {gb(jb) (,;‘t); al(r) + gb;;a) a,(ir): C;ct)—ga({) vi.?); I);. )}
und
) P AN e Jralr) § et) — o d L
(2.8) U G0t = 10 = gy alnl R .

Man bemerke, dass von der Definition /72"t c® und ['e() 7, <0
in Bezug auf (%) und (°) symmetrisch sind.

Definition. Das von (2.7) bzw. (2.8) definierte Symbol heisst das
CHRISTOFFELsche Symbol erster bzw. zweiter Art.

Aus (2.8) und (2.3) ergibt sich

} v) oty . , ,
(29) g);s) d(ll)l“'(l(ir)d(lv)(;t) =/ (L‘l(:r)b_('iS)ckt) ,
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und von (2.7) erhilt man

(2.10) ga(r)r(t) b(s) — I"‘ﬁ”‘ﬁf”’f’-& /r(fgf)a(ir)bgs) i
.
Differenzierend (2.3) beziiglich p,},), erhalten wir

d a —
g0 9.8 k0 + 9% 980 bl 40 = 0

Multiplizierend mit g, s, und tberschiebend beziiglich (,,), be-
kommt man )

k o b d k 7
Gely ety ™1 = = Qo) Sy g¥ PO Mg k) T

' .
Substituiert man in der rechten Seite von (2.10), erhilt man ver-
moge Beziehung (2.8)

(2~11) gcft)oz') H d&u)
k b
~{Galry ctr 10 )20 + g by g TP 75y 400}
Von (2.4) durch die Differentiation findet man
(2-12) gm'(r)?')(s)ga(ér) b;'S); egct) +ga,zr) bfs);egf)ga(ir)b:(iﬂ =0.

Anwendend die Regel fiir die Differentiation der Determinanten,
erhalten wir aus der Definition von g}, i,

(2.13) 920 = 994ty g™ P M, P
= —gg*" g, il P

vermoge (2.12). Ersetzt man (2.10) oder (2.11; in (2.13), so folgt

(2.14) (lgg ‘// g )‘(t) = [al) i )O(t)

* ar

Wenn ¢ bzw. g°®4® die Bestimmungszahlen des gegebenen
Fundamentalextensors im Koordlnatensysteme 2 bzw. z* sind,
folgt von (2.5) und (2.7)

(2.15) I"a('r)b(s)c(t) = ["e(u)f(v)a(-w)ape('u) apj(v) 8pg(w)
3Ph 02d) 3D%y

+ ge40r 0Py Bpo
° apb(s) apa(r)apc(t)
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Da diese Gleichungen nicht in der Form von (1.10) sind, folgt, dass
die Funktionen ["¥)e®) nicht die Bestimmungszahlen des Ex-
tensors sind. Die Funktionen /{7, ? sind auch nicht die Bestim-
mungszahlen eines Extensors, sondern sie transfortieren sich fol-
gendermassen :

LA A .-
(‘) 16) / afr) b(J )c(]t) a'_];)f(;u) ._ Ivd{u)f}l. );/(w) alﬁi(u) akg(},,) ) 321{,-()1,)
b i s) ke : - A v) v ~ - S roo
k y i
s alsy P BPu(rdPel

Nun wollen wir (2.15) und (2.16) betrachten. Es ist bemerkens-
wert, dass die CHRISTOFFELschen Symbole erster Art im x'-Systeme
[ '8NV D (o> S unabhédngig von den CHRISTOFFELschen Symbolen
erster Art im z*-Systeme [0 <@ (L, <7 S) sind. Auf dieselbe
Weise sind die CHRISTOFFELschen Symbole jeder Art in &'-Systeme z. B.
[0, 00 fiir welche die Summe der symmetrischen Zeiger / und

t > S, unabhingig von der im a*-Systeme z. B. [ £/, fir

welche »+w -7 S. Darum haben wir die folgende

Definition. Die Menge der CHRISTOFFELschen Symbole erster Art
[ e e - fijr welche s.2S und 7+t = R (R+S>0), wird CHRISTOP-
rELsche Symbole erster Art mit reduzierter Reihe geheissen.

Auf dieselbe Weise wird das Sammeln der CHRISTOFFELschen
Symbole zweiter Art ['“”,7 <@, fiir welche s<S und r+t =R
(M—S+ R >0), CHRISTOFFELsche Symbole zweiter Art mit reduzierter
Reihe gesagt wird.

iy _ 30
e = 8o flir w=1r =M,
3 ]):l(,,.) ozt ¢

,._az, P,
3Pk DDk

WA
Vet

=0 fiir
8[";{:‘)

Uberd{ies, da

r - u und = ( fir »4¢ >v, bestitigen wir den folgen-

den 3
Satz 17. Die vollstindig reduzierten CHRISTOFFELschen Symbole
erster Art (d.h. jeder Zeiger in der Klammer gleich zu M) sind die
Bestimmungszahlen des gewohnlichen Tensors, wéhrend solche von
jeder Art, fiir welche die symmetrische Summe grosser als M ist,
die Bestimmungszahlen des Extensors sind. Auch wenn R beliebige
Zahl der Menge 1,2, ..., M ist, bestimmt das Sammeln der CHRISTOF-
FELschen Symbole zweiter Art 77,7 ¥ fiir welche s~ 7 und

“r+t= R, einen Extensor.

Wie in RIEMANNscher Geometrie, wenn in beliebigem Koordinaten-
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systeme g% die Konstanten sind, verschwinden die CHRISTOFFEL-
schen Symbole in diesem Systeme und umgekehrt. Wenn der
Fundamentalextensor von nur 2’ abhingig ist, verschwinden alle
CHRISTOFFELschen Symbole erster Art in a'-Systeme, fiir welche -
jeder Zeiger >1, deshalb verschwinden alle Symbole (erster Art)
in jedem Koordinatensysteme, fiir welche die symmetrische Summe
> M und die andere >1. Im allgemeinen erhalten wir den fol-
genden

Satz 18. Wenn ¢°%9 in 2’-Systeme von nur %, Py, ..., Dalr)
abhingig sind, verschwinden in allen Koordinatensystemen die
CHRISTOFFELschen Symbole erster Art, fiir welche jeder Zeiger grosser
als R und die symmetrische Summe grosser als M ist (E =>1).

Nun wollen wir den Fall betrachten, dass in der Gleichung
(2.16) r=s=M und t=0. In diesem Falle fithrt das letzte Glied
in rechter Seite von (2.16)

e&u)f(y)apf&) . 52[&& o qa(M)b(imafc” a‘fx*
0Deis) 8pa(r)"’79c(z) 3x? dataxk

zuriick und geht (2.15) zu

(2.17)  [oP0DC® — fra(anb(an o(n O 8> 3" Op.fy (L(M)b(‘ILVI)a'L o
' 37 ™ok ud dwidak

Fir die festen Zeiger a(M) und b(M), sind ¢g*“M 0 die Bestim-
mungszahlen eines gewéhnlichen Tensors zweiter Stufe. Wenn nun
die Determinante | g *U"| nicht identisch verschwindet, konnen
wir einen UJbertragungsparameter, welche im Eliminationsverfahren

2,02
von der zweiten Ableitung a—jf—;%—k einen niitzlichen Zweck hat, ein-
fithren. '
Daher wenn die Symbole g.nsly das inverse System der

Grosse ¢g°¥ ¥ in der N-dimensionalen Determinante | g*?? *) | (a(M)
und b(M) fest) bezeichnen, dann haben wir die folgende Beziehung:

S ax . ¥ . ax Ip a“
(2.18) )i a(lM)béw 0 1 a(AM)b(.M)us) ox IJ(s) 4 O %"

ox Yot aak dataxk

wobei

- (2.19) o DL(fmb(J W= gb(MJa{M [nran du,
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(nicht summiert begiiglich a(#) noch b(M)) gesetzt ist.

Es ist offenbar, dass der Ubertragungsparameter (2.18) von den
in (2.16) durch Ersetzung von » =v= M, t=0 erhaltenen {ber-
tragungsparametern verschieden ist - Weiter fiir ¢>0 transfor-
mieren die Grossen /a0 L. e gich folgende"masqen

o ) ¢ ax 0 s ax 9 3 S
(2.20) / (M)b(M) OOF — fratn b 792E : i 0y , t20.
Bx’ 0% apdt) .

§11. Die exkovariante Differentiation. Wegen dem wohl be-
kannten Verfahren von der Tensoranalysis, wird der Differentiations-
prozess eingefiihrt durch (2.16) oder (2.18) mit (2.19). Wenigstens
in einem Punkte sind die erhaltenen Ableitungen verschieden von
solchen in gewohnlicher Tensoranalysis. Es sind ndmlich einige von
den Bestimmungszahlen der Ableitungen nur eine Summe oder Dif-
ferenz des Extensors. Seien Ve(? die Bestimmungszahlen eines ex-
kovarianten IExvektors, so dndern sie sich folgendermassen:

. apt(r) '

daraus durch Differentiation naeh pj, ergibt sich

>

P e 8 i a s a 0 s a R
(2.21) Pl e — 7be) dw) | Do) BDaf 4 o O Do) _ )
an,m Dy 3PatydDaln)

Multipliziert man (2.16) mit VA, so erhilt man

(2.22) 17904, SOV = e s s E 3Pdm) 37?a(w) + VIO i Drto
3Date 3Dl 3DalrdPelsy

Nun eliminiere man die zweiten Ableitungen zwischen (2.21) und
(2.22), so erhilt man exkovariante Ableitung von Ve, Nimlich
haben wir, dass die Ausdriicke

(2.23) V«({r)' e(}) E_:'Vmgr); .?}‘"‘ I“ay).(ks) oy) Vb]ﬁa)

die Bestimmungszahlen des exkovarianten Extenscrs zweiter Stufe
sind, wihrend V2’ die Bestimmungszshlen eines .exkovarianten
Exvektors sind. '
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Es ist bemerkenswert, dass fiir »+¢ >M (2. 21) und (2.22)
nichts anderes als Extensortransformationen der reduzierten Reihe
sind. Analogens werden die exkovarianten Ableitungen eines ex-
kontravarianten Exvektors V., definiert durch

(2.24) Va(‘;) b(s) — V“(i) b(s)+ o iytw

c(t) ’

welche fiir » <7 s die Komponente der Summe des Extensors sind.
Es ist leicht zu sehen, dass die Sitze fiir die exkovarianten
Ableitungen von der Summe, dem Produkte und der Uberschie-

bung so wie in der Tensoranalysis sind. Offenbar besteht Riccisches
Lemma.

Lemma, ,
(2.25) l gUpBe o0 = 0 |

Weiter sind Produkte von KRONECKERschen Delta S die
Bestimmungszahlen des Extensors zweiter Stufe und besteht

- (2:26) @), 4 = 0.

Kovariant differenzierte man beide Seiten von (2.3), so folgt aus
(2.25) und (2.26)

(2.27) gq(';r) b{l) ’ .g) = 0 .

Die vollstidndige Uberschicbung T,i,*, *® der exkovarianten
Ableitung T, %", <@ reduziert offenbar zu der partiellen Ableitung
der Invariante T,{,°?, aber nicht besteht die entsprechende Re-
duktion im Falle der Uberschiebung iiber reduzierte Reihe.

Wir wiederholen kurz den folgenden

Satz 19. Der Prozess, welcher durch
(2.282)  DEPT, 8, ¥ = T,8, ¥ e
— u(r) b(s) c(t)+ Pd(u) a(i)c(t)Td ) b(s) S

i {
— [’b(a) aty oy c(t) Ta,(r) (u)

definiert wird, ist so, dass (a) wenn es auf einen Extensor be-
liebiger Stufe angewandt wird, gibt es den zweiten Extensor um
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eins hoherer Stufe: (b) die S#dtze fiir exkovarianten Ableitungen
der Summe, des Produkts und der Uberschiebung iiber vollstédndige
Reihe sind genau so wie in der Tensoranalysis, aber die entsprechen-
den bestehen nicht fiir reduzierte Reihe; und (¢) wenn er auf den
Extensoren g*¢ %), g,,(,, s und & 8”‘(3,), angewandt wird, gibt es den
Nullextensor.

' Das exkovariante Differential eines Extensors wird durch

—_ . < b
(2 28b) 8Ta(7) b(]b) dq u('r’ b(S) I d(u)a(‘;‘)(%)Td(w) )(S) dpc(t)
: v n §oees ces I
o =T gl 0 Tl 14 Dy —

gegeben.

In Bezug auf die anderen Ubertragungsparamecter (2.18). zeigt
es sich bald, ‘dass diese Beziehungen auf die exkovariante Differen-
tiation des Tensors anwendbar sind. In der Tat, entwickeln wir
einen Differentiationsprozess fiir beliebigen Vektor V;, dessen Be-
stimmungszahlen die differenzierbare Funktionen von %, p.iy, ...,
Potm sind. Differenziert man nach a* die Beziehung

A
(2.29) v, = V,%
9x?
so folgt
ap a@ B:ZIA
2.30 Viy = V,, ) Latn) + v, 9 .
(250 ' oxk 3 " duiaak

Andererseits, wenn man (2.18) mit V. multipliziert, so g‘bt‘es

2%
(2.31) I“(fmbdmkV - 1a(M) PR T 390 37°a(~» + W 3_»’3 )
k. dx ok

20
Infolgedessen eliminierend das Glied V. 8?;:'7‘ aus beiden Gleichun-
gen (2.30) und (2.31), erhidlt man

(2.32) Vik ra(M)b(M) Vi
= (Vi ‘gg)_["-a(}{mb 0(7)‘7 ) @»Ef_ ?ﬂ']’)r!,&) )

Zunéchst, wenn man (2.29) nach p.fy, (¢ >0) differenziert, be-
kommt man
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(2.33) 1/1';65:) = V,. gg*) ax* apg(e) ,
L

wiéhrend aus (2.30) folgt

(2.34) IA""‘;M) winy OV = [ oo 7OV, 3z’ amm ’ £>0.
a'r ap,(,)

Darum haben wir den
Satz 20. Die Grossen

(2.85) DOV, = Viep—jamn i oy, t=01, ..., M

sind die Bestimmungszahlen des gemischten Extensors (kovariant,
exkovariant), wobei Vi(z, pw), ..., pan) die Bestimmungszahlen eines
gewohnlichen Vektors sind.

Zuletzt als das Beispiel fiir eine simultane Anwendung von
(2.16) und (2.18), untersuchen wir das Problem, den Differentiations-
prozess fiir einen gemischten Extensor 7T; ., zu konstruieren. Dif-
ferenzierend die Transformationsformeln

G 3x* Al
2.36 T'- r = T V:s —_— a(r) s
( ) a(’) Ab(s) aat apb&)

erhalten wir

(2.87) Ty ol o = Tx'bfl.;,d(u)apd(u) 3z’ apa('r)
ey 3" Bpyly

ax)‘ a-p“(") apd(ﬂ)_*_ TAI;F 8] a(;) 8%’ 8{,
ox* apb(s)apd(u) 37%(1) apl,(, awaxk

+ Tiolo—;

Wir setzen im zweiten Glied in der rechten Seite die von (2.16)
einge:iithrte Beziehung

2o
(238) — 8 I__)g-{r) = ['b(s) E d(u)apa(:) 1“e(v)a(.7r f(;:z)a7’e(71) v pf(w)

3Del’ 3Pa) BPe(y) 3ty BDatu
und im dritten die Beziehung (2.18) ein, dann besteht fiir ¢t = 0
T aln: B4 T o) Tioby— 1M 0 T afy
= {Tiply, 5+ [0y 000 Ty 8 — 90 5 oGO T

x 02" 8Pl 30,00
9x® Opyly) Ok
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und fiir ¢ =
S s .l had 1 o
(2.39)  Tialyy, 0+ 10 o8y O Ty oly— T oy 82 Tl
= {TA b’(f?) S g(y) + [Vj(Ev) b#n) g(vu) T}'f(zv)—‘rld(lpn e(%ll) g(y) Ts b&)}

X 3&1{ _.a:?@i":! 0Pg(u)

2t sl Bl

Ohne Einschrinkung ist deshalb die Gleichung (2.39) giiltig, somit
haben wir den folgenden Satz.

Satz 21. Wenn die Grossen T;,.f, die Bestimmungszahlen eines
differenzierbaren gemischten Extensors sind, dann sind die Aus-
driicke

-G et b(s) 5 e(t) e i SA(M) L elty e g
Til(r);cgc)‘}'[j%s'a{r)c(k)Tib(lS)_I (i )e(M)(gr’Flmf?rJ

die Bestimmungszahlen des Extensors, dessen Art durch freie Zei-
ger 4, () und (°9) gezeigt ist.

Nun wollen wir die besondere Eigenschaft, der kein Gegenstiick
in gewohnlicher Tensoranalysis hat, vom N(Kjl‘w)-dimensionalen Ge-
sichtspunkte aus untersuchen.

Erstens, wenn V,{, aus dem Vektor V¢ durch Differentiation
formiert wird, d. h. V,{,= V¥4, dann mag die hinzukommende
Differentiation von V*¢ nur als Erweiterung der Reihe angesehen
werden, Nimlich die Hinzusetzung ‘der neuen Grossen V.1,
Vi liefert uns die folgende Transformationsformel

Vatn = Vb(lf)'a;pfa')(\ﬂ , r,8=01, ..., M+1,
apb(s)

wihrend die ursprilngliche Grosse V,i,, »=0,1, ..., M, sich fol-
gendermassen transformieren:

Deshalb, in diesem Falle, ist der besondere Differentiationsprozess
vom wenigern Sinn als in der Tensoranalysis. »
Die intrinsike Ableitung von V,}, wird gegen durch

P i i prels) i d(t)p k
(2.40) FbVa('r) = Va(;) s+ chs)[ C(f)a(lr) If')pd(t)b s
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die diezelbe Reihe der Zeiger hat.
Erstens ist es klar, dass die Grosse

M .
(2.41) >18D8 Vi Datsy

=~1

die Extensoreigenschaft hat, da sPafg), s=1,2,..., M, der Exvektor
mit der reduzierten Reihe ist: denn .

}"‘4\ A af)az'r) i
(242) > SPo(sy=—5~ = TPaly) -
=1 Ps(e)

Daraus folgt der

Hilfssatz.  rp,i,, sind die Bestimmungszahlen eines Exvektors
mit der reduzierten Reihe.

Wegen des Hilfssatzes, wenn T%" die Bestimmungszahlen eines
Exvektors sind, ist es offenbar, dass ﬁrpa}",,, T eine Invariante
ist. , ™

Naéchstens konnen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 22. Die Ausdriicke

M
(2.43) D3P T, + 5T

sind die Bestimmungszahlen des Exvektors mit der reduzierten
Reihe, wihrend T die Bestimmungszahlen eines Exvektors mit
der reduzierten Reihe 1 < » << M sind.

KAPITEL 11I. DIE IN EINEM L-DIMENSIONALEN
EUKLIDISCHEN RAUME EINGEBETTETE
MANNIGFALTIGKEIT.

§12. Die Exfliche. In dieser Kapitel wollen wir annehmen,
dass in einem gegebenen L-dimensionalen euklidischen Raume die
Mannigfaltigkeit Xy, in welcher jede Fliche durch af = z® (u%) ge-
geben ist, eingebettet ist. Man zeigt die rechtwinkeligen kartesi-
schen Koordinaten des L-dimensionalen euklidischen Raumes £ mit
¥, w=12, ..., L(L_>N). L gegebene Gleichungen

(3.1) Y = Y@, Dabys ooy Patin) o=1 2, ..., L
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assoziieren offenbar mit jedem Expunkte p,/, von Xy, ein Punkt
von E, und mit jeder Fliche in parametrischer Form, eine Fliche
in E, welche wir die ‘‘ gekriimmte Fliche’’ heissen.

Definition. Die Gesamtheit der gekriimmten Flichen heisst
eine ‘““Exfliche.” Diese ist offenbar eine Erweiterung des Begriffs
“Fliche,” weil ein Punkt y* der Exfliche durch einen Expunkt
(anstatt eines Punktes) vom Basisraume Xy bestimmt ist. Z. B.
mogen wir nehmen einen 3-dimensionalen euklidischen Raum als
Xn und einen 4-dimensionalen euklidischen Raum als E, und die
Gleichungen (3.1) als Kriimmung der Basisfliche im 3-dimensionalen
euklid'schen Raume zir 4-dimensionalen euklidischen Raumfliche.
Wenn M gleich Null ist, so reduziert die Exfliche zu einer Flédche.
Ks ist bemerkenswert, dass die Exfliche nicht nur die Menge der
Punkte y“, sondern die Gesamtheit der gekriimmten Flichen ist.
Die Punkte einer Exfliche mogen den ganzen Raum FE (fiillen,
wihrend jede Fliche von E nicht immer eine zu der Exfliche ge-
hiorige Fliache ist.

Wir mogen die Gleichungen (3.1) in zwei Klassen klasxifizieren.

Klasse 1. Einige y* sind nicht invariant in funktionaler Form
bei den Parametertransformationen. In diesem Falle wenn F' eine
Basisfliche in Xy ist, ist das Bogenelement der zur F' assoziierten
gekrimmten Fliche F'* durch

L

(3.2) ds* = D1 dy dy* = g*" P dPafr) ADsls

w1

gegeben, wobei

(3.8) _ 8 BT e
R O apb(j.s-)
gesetzt ist. '

Wir beschridnken uns auf die Basistransformationen und sehen
die verschiedenen Punkte und die Bogenlinge als die geometrische
Invariante an und die Funktionen wie »* und y“/, als Skalare.
Deshalb fiir jedem Werte von o, sind 3y°/3p.,, die Bestimmungs-
zahlen eines Exvektors und daraus bestimmen die Grossen (3.3)
einen exkovarianten Extensor zweiter Stufe. Nun formieren wir
aus den Grossen ¢« eine Determinante g. Nun beobachten wir,

dasy, wenn L = N(KI"EIM), die Determinante g gleich zu dem Quad-
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rate der JacoBlschen Determinante -Say—:»i ist. Natiirlich setzen
! pa(z‘r)

wir voraus, dass die Funktionen (3.1) unter einander funktional

unabhingig sind. Deswegen in diesem Falle verschwindet g nicht

identisch. Hingegen wenn L < N(KR‘IM) ist ¢ immer gleich Null.

Weiter: aus dem wohl bekannten Satze in Matrizenalgebra folgt,

dass, wenn L -~ N (K IQM), so die Determinante g gleich zur Summe

der Quadrate der Determinanten von Ordnung N(K]]ZM) in der
JACOBIschen Matrize ist. Also um die Exsistenz des inversen Systemes

von g9 M) zu sichern, ist es nitig, dass L= N (K&M ) und dass die

JAacopische Matrize den Rang N(MﬂK) hat. Im Falle, dass diese

Bedingungen bestehen, konnen -wir (3.3) als- den Fundamentalex-
tensor, d. h. den metrischen Extensor in My(M; K) nehmen.

Wenn N(KIIIM) von den Gleichungen (3.1) eine einzige einwer-
tige Losung fiir p,f, gestatten, sehen wir, dass zwei verschiedene
Expunkte denseiben Exflichenpunkt nicht bestimmen. Das Skalar-
produkt zweier Exflichenexvektoren l'efert uns ein Beispiel einer
anderen metrischen Eigenschaft vom Fundamentalextensor. Es
besteht nidmlich der
, Satz 23. Wenn zwei Basisflichen einen Expunkt P gemeinsam
haben, dann ist das Skalarprodukt der tangenten Vektoren zur
entsprechenden gekriimmten Fliche am gemeinsamen Punkte gege-
ben durch die Uberschiebung vom metrischen Extensor und zwei
tangenten Exvektoren am- P.

Denn sei Fy bzw. I, die Basisfliche, welche durch die Gleichun-
gen 2z = (1) bzw. xi= aj'u*) gegeben ist. Da die beiden Flichen
den Expunkt P gemeinsam haben, bestehen die Beziehungen:
af(uf) = 25(v8), Pidoy(UF) = Podey (U5), .., Diaian (1) = Poaisn (ug). Auch
schneiden die entsprechenden gekriimmten Flichen F{ und F§ und
ist das Skalarprodukt der Vektoren dy; und dyy am Schnittpunkte
durch

< LAy sy : :
(3.4) N dypdyy = X 3 U gk dp
w=! ol apa(l/r) 3Prls) '
gegeben. Da die Basisflichen F; und F» am Schnittpunkte einen
Expunkt gemeinsam haben, an diesem Schnittpunkte ist der Wert
von y“/3p.i, identisch gleich fiir beide Flidchen. Daraus stimmen
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am Punkte die zu beiden Basisflichen assoziierten metrischen Ex-

tensoren miteinander iiberein und das Skalarprodukt ist durch die

Uberschiebung des metrischen Extensors mit zwei tangenten Ex-

vektoren gegeben. Nimlich (8.4) wird folgendermassen umge-
schrieben :

L ) )
231 dyrdyy = ¢*P*Wdp,t. dpada) -

Die Exflichen von Klasse 1 werden in zwei Typen geteilt:
L>N(K‘,’1"1M) und L=N(K[QM). Typus I ist solches, in dem die
Funktionen y* voneinander funktional abhingig sind und so die
gekriimmten Flichen die Untermenge der Flichen vom RIEMANN-
schen Unterraume der Mannigfaltigkeit y* sind. In Typus II sind
dagegen die Funktionen »* voneinander unabhiingig und es gibt
keine Kinheitsnormal® im starken Sinne.

Ein wicatiges Beispiel fiir beide Typen ist durch die ‘Exebene
gegeben, die man definiert durch die Gleichungen vom Typus

(3'5) ,”m = A.:)a'(z?.) pa(i'r)+ Cw ’

wobel A“ %" und C* die Konstanten sind.
K3

§13. Dre Exﬂdchennormale.' Sei P[y“(p.i»)] ein Punkt unserer
Exfliche und +“ ein tangenter Vektor zur durch P gehenden ge-
kriimmten Fliche, so ist +* durch

w w wa a 1
(3.6) =y p At = Y _piy, AP
a(r)
ausgedriickt, wobei A’ geeingnete Grossen sind. Der Vektor, der
mit P[y*(Paf,)] assoziiert wird, ist dann zum Vektor +* normal,
wenn

oW

Ly .9 s
(3.7) S paidy = 0.

w=1 apa.('r)

Wenn L = N(KR'IM) +1 und y* in Bezug auf p,}, (r=1) linear sind,
d.h. y* die Form

M .
(3.8) y* =3 A D i+ A(x)

1) Siehe 213.
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- hat, gestatten die Gleichungen

e
L
(3.9) Sigv . L/ 0
w1 8pct‘('r)

eine einfache Infinitdt der Losungen, die die einzige Richtung am P

" definieren. P mag von der durch a° gehenden Fliche abhingen,
aber nicht dieser Richtung. Gerade zwei Einheitsvektoren (gegen-
stindig orientiert) gestatten (3.9). Diese Einheitsvektoren sind zu
allen gekriimmiten Flichen normal, dessen Basisflichen durch den
Punkt 2° gehen, am entsprechenden Exflichenpunkte P. Also haben
wir die

Definition. Man sagt, dass im starken Sinne der Vektor 7 zur
Exfliche normal ist.

Wenn die Funktionen y* beziiglieh p,,,, » =1, nicht alle linear
sind, mogen die Bestimmungszahlen %* mit der durch i gehenden
Basisfliche wechseln. Betrachtet man in solchem’ Falle die Menge
der Basisflichen, welche durch den gegebenen Expunkt Dalry, =0,
1, ..., M, gehen, so erhilt man, dass die Orthozonalitdtsbedingun-
gen sich zerlegen in:

L w
(3.10) S S PE Ay
w1 IPaim
| und
| ' SETE y
‘ (311) }.J Y L l)u(r)b =0.
G0 Dby

‘ Es ist klar, dass {3.10) eine Tensorgleichung ist und dass (3.10) und

L .
(3.11) das Verschwinden von >} 7“y% invariant halten. Auf diesel-

we]
Deswegen konnen wir .schliessen, dass, wenn (3.10) und (3.11) in
einem Koordinaten System 2° unserer Gruppe bestehen, in allem
auch sie giiltiz sind. Also haben wir die
Definition. Der Vektor, der den Bedingungen (3.10) und (3 11)
geniigt, heisst, in schwachem Sinne: normal zu sein.
Wenn L = N(K}‘}M) +1 und alle y* in Bezug auf p,f,, r =1, 2,

w=1
L
ber Weise aus der Gleichung (3.10) und 29y =0 folgt (3 11).
., M, linear sind, gibt es eine [-fache Infinitit der Vektoren 7»*
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und folglich ist ein [-dimensionaler normaler euklidischer Raum,

der mit dem Basispunkte x* assoziiert wird, bestimmt. ~
Nun gehen wir zur Exebene (3.5) zurick. Wenn die Exebene
von Typus I ist, so sind seine Normalen 7 von ihrem assoziierten
Basispunkte unabhiingig. Wenn fiir ein Koordinatensystem a’ in
dem Basisraume andere Exebene durch die Gleic ungen vom Typus

(312) . Yo = A(:N,L(‘_I') I),,,(;‘) + D~

deﬁniert ist, folgt sogleich, dass zwei Exebene (3.5) und (3.12) ge-
meinsame Normalrichtungen haben. Also sagen wir, dass sie
parallel sind.

Als letztes Beispiel betrachten wir die Exfliche, die fiir einige
Koordinatensysteme a¢ durch die Gleichungen vom Typus

M . .
(3.13) ¥ = f(x) +§;1 A D oty

definiert ist. Entwickelnd (3.13) in TAYLORschen Reihen in Umge-
bung von 2%, so hat man ’

@18 g = e + B i S A 21,

~ wobei wir durch [2] die Glieder, welche zweite oder hihere als
zweite Potenz von (x'—ux3) enthalten, bezeichnen. Wenn man durch
yy die Koordinaten des Punktes der Exebene

(3.15)  yn— f‘"(x)+af (*0)(9: —al)+ S AT g,

r=1

bezeichnet, erhilt man
(3.16) Y =yp+[2].

Deshalb haben die Exebene (3.15) und die Exfliche (3.13) die ge-
meinsame Normale am Punkte . Ferner, wenn F beliebige durch
x; gehende Basisfliche ist und F'* bzw. F'} die entsprechende Ex-
fliche bzw. Exebene ist, dann sind F'* und F} paralle] Daraus
haben wir die

Definition. Wir heissen (3.15) die tangente Exebene der Ex-
fliche (3.13) am .
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8 14. Die Exflichen von der Klasse 2. In §12 haben wir die
Gleichungen {3.1) in zwei Klassen klassifiziert. Die zweite Klasse
ist charakterisiert durch: (a) jede Funktion y“(a%, p,) ist in funk-
tional~r Form invariant unter der zuléissigen Parametertransforma-

tion, (b) auf jeder Basisfliche besteht \: datds® #=0. Wir nehmen
die Paramet:rtransformation :

BID w =Y, A=1, 2 ..., K (20D 5 0).
3(UUe. . . UX)
Wir zeigen das fiir u¢ in 2%(u) u* = u%(U4) substituiierende Ergebnis
mit X° und X%yigt...pt mit Pg,,. Dann ist die Bedingung (a)
folgendermassen umgeschrieben : . . '

Wenn wir u* in y“(%, pan) durch (3.17) ersetzen, ist das Er-
gebnis y“(X, Pa). D.h. die funktionale Relation zwischen #“(u)
und ihren mittelbaren Argumenten %, p,h, ..., D.lay ist identisch
dieselbe mit der funktionalen Relation zwischen y“(U) und ihren
mittelbaren Argumenten X', P/, ..., P44 und fiir den entspre-
chenden Wert von »* und U4, (u* = u“(UA)) haben wir (2, Paw)
= y*(X, Pa).

Das ungelegene Ergebnis von der Bedingung (a) ist, dass (a)
das Verschwinden der Determinante des metrischen Extensors ergibt.
Wir wollen es untersuchen. Differenzierend die Identitit

(3.18) y*(', pi,, ...) = y"(*, PLUA, ...) = y(X*, P4, ...),

4 _ AU
“ ur

nach Ug,),s=1,2,.. , M, und setzend dann U} =352, Uy, =0,
2> 2, erhalten wir dle woh]bekannten Bedingungen

M /N .
(3.19) S (7 Whatrar s =0, 521
S .

Also wegen der Beziehungen (3.19) ist offenbar der Rang der Matrize
(3.20) (y©.*), r=20,1, ..., M,

kleiner als N (K}QM). Folglich verschwindet die Determinante des
durch (38.3) definierten Fundamentaltensors, und besteht der
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Satz 24. Es ist unmoglich, dass die N (K*M) funktional unab-

hingigen Funktionen y“(x, P.y) immer in funktionaler Form bei
der Parametertransformation invariant sind (M =1).

Als das latzte Ergebnis der Bedingung (a), haben wir den

Satz 25. Die Bestimmung-zahlen des metrischen Extensors einer
Exfliche von der Klasse 2 und von der Ordnung M>1 konnen
nicht die Funktionen, die nur von «* abhédngen, sein.

Beweis. Im euklidischen Raume F, ist das Flidcheninhaltele-
ment durch

(3.21) vV G duldul. ‘.}.duk
gegeben, wobei G die beter;ninante
(3.22) = lg“"’b“)pa(r,cpb(s)dl e, d=1,2, ..., K
b:zeichnet. In diesem Falle ist das'Integral
(- (v Gaude.. .aux

bei der Parametertransformation invariant, somit muss G der fol-
genden Beziehung geniigen.

M+1

(323) 2 Tpf,i(,, I)G; d('r;l)f = 28‘/G .
r-1
Nach Berechnung aus (3.23) erhalten wir die folgend - Id-ntitét

(3.24) Elsg”‘é“"”?’ pd(’i)c’l)b(f)eGje =0, e, f=1,2, ..., K,
10

wobei wir die algebraische Komplemente von g% %" pufe Pothya mit

G°? bezeichnen. Da die Determinante G nicht verschwmden soll,

rauss auch die Determinante | G| verschieden von Null sein. Also

haben wir die Identitit

M .
(3.25) >89 Y Poye Padya = 0

s=0

Daraus miissen alle ¢%® %" verschwinden. Das ist Wid:rspruch und
die Behauptung des Satzes besteht.
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