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EINLEITUNG 

Wir verstehen unter den verallgemeinerten Räume, die Man­
nigfaltigkeiten, in denen als Raumelement nicht der Punkt sondern 
das Linienelement, Hyperflächenelement oder noch allgemeinere 
Flächenelement von gewissen Dimensionen angekommen fr,;_ Es sei 
eine K-dimensinnale Fläche in der N-dimensionalen Mannh:;faltigkeit 
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mit Koordinaten xi durch xi= xi(u1, ... , uK), i = 1, 2, ... , N; 1 ~K~ 

N-1 gegeben. Das Linienelement oder Flächenelement M-ter Ord­

nung wird durch (xi, x'i, .... , x<M>i) (für K = 1) oder (xi, Pa', ... , p\,(M>) 

dargestellt. Diese verallgemeinerten Räume sind also von Dimen-

K + M 
sion N( M ). 

Nun betrachten wir den Raum, in welchem ein K-faches Integral 

S = H · · · J F(u, X, Pa, •••. , Pa(M))du1 ••• • duK, 1 < Ks;,.N-1 

die Geometrie beherrscht. Für M = 1, steht der Raum in der Mitte 

zwischen dem FINSLERschen Raume und CARTANschen. Für K = 1, 

reduziert sich nämlich der Raum zur direkten Verallgemeinerung 

des FINSLERschen und für K = N-1 tritt der CARTANsche als ein 

besonderer Fall auf. Für M2 2 sind die Umstände schwerer. In 

diesem Falle hat der Verfasserm eine besondere N-dimensionale 

Mannigfaltigkeit untersucht, deren Geometrie durch ein K-faches 

Integral von der Form 
"-1 

JJ ... J { A"b( a . /a· ) a2x• + B( " ;a ) 1 2-d· i • d K 
i X , X U X, oX U ) U • • • U 

au"aub 

beherrscht wird, das die Oberfläche eines Hyperflächenstückes angibt 

(K= N-1, 111 = 2). 

Die Theorie des FINSLERschen sowie CARTANschen Raumes 

verknüpft sich mit der Variationsrechnung eng. Die Extremalen 

xi= xi(t) bzw. xi= xi(,u1, u2, ... , un-1) des Variationsproblemes 

ö j F(x, x')dt bzw. ö JJ · • • J F(x, ax;au)du1dn2 ••• dun- 1 

bei fester Berandung liefern uns diejenigen, welche wir die Bahnen 

(oder "paths ") bzw. die minimalen Hyperflächen im FINSLERschen 

bzw. CARTANschen Raume nennen. Die ersten sind die Verall­

gemeinerung der geodätischen Linien im RIEMANNschen Raume und 

durch die Gleichungen: 

(0.1) d2x~ + r•(x _dd3t-) = 0 
dt2 · ' 

(1) T. OHKUBO IT]. Die Zahlen in eckigen Klammern bezeichne nsich auf das 

LiteraturvPrzeichnis am Ende der vc,rliegenden Abhandlur,g. 
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gegeben. Die anderen sind die Verallgemeinerung der minimalen 
Hyperflächen im RIEMANNschen Raume, welche durch 

(0.2) (a, b = I, 2, .•. , K) 

gegeben sind. Die andere Verknüpfung mit der Analysis zeigen die 
Differentialgleichungen (0.1) und (0.2), daraus folgt das Problem, 
das gewöhnliche oder partielle Differentialgleichungssystem geo­
metrisch zu behandeln, d. h. die Geometrie von Bahnen (" paths ") 
oder von "K-spreads ", die durch die Untersuchung der geodäti­
schen Linien angeregt wären. Die Differentialg·Jeichungssysteme 
(0.1) sowie (0.2) liefern uns das neue Problem, d. h. die Geometri­
sierung des gewöhnlichen bzw. partiellen Differentialgleichungs­
systems höherer Ordnung, die zuerst von E. CARTAN, A. KAWAGUCHI, 
H. HOMBU, S. fIOKARI und T. SUGURI unternucht worden ist. 

Ausserdem steht die Geometrie höherer Ordnung d. h. die Geo­
metrie im Raume höherer Ordnung, in enger Beziehung mit dem 
"sistema assoluto" von G. VITAL1<1J sowie mit der "Geometria 
_riemanniane di specie superiore " von E. BoMPIAN1<2> und E. B0RTO­
LOTTi<3>. Der Begriff von Extensoren, der zuerst von H. V. CRAIG<4l 

und sodann von A. KA WAGUCHI<5> aufgefasst worden ist, ist zur 
Untersuchung der Geometrie höherer Ordnung sehr zweckmässig 
und von einer grossen Bedeutung. Der Extensor ist offenbar ein 
geometrisches Objekt und wesentlich nichts anderes. als ein beson­
deres von "·sistema assoluto" von VITALI<6>. Der Begriff von Ex­
tensoren wurde von A. KA WAGucm<7J auf den Fall von partiellen 
Ableitungen erweitert. 

Das Hauptziel von den vorliegenden Abhandlung ist die Dif­
ferentialgeometrie höherer Ordnung, d. h. die Geometrie in der N-
dimensionalen Mannigfaltigkeit JfN(llf; K) von Fl:":chr,melementen 
höherer Ordnung, zu behandeln. Zuerst möchte der Verfasser 
in Kapitel I als Vorbereitung einige Eigenschaften von verall­
gemeinerten Extensoren. Wir möchten «ns in § 1 mit der Definition 

(1) G. VrrALl [lJ, [2'. 
(2) E. BOMP!AN! flJ. 
(3) E. BORTOLOTT! [11, [2l 
(4) H. V. CRA!G fl], [2], [3]. 

(G) A. KAW AGUCHI il], f2], [3J, [4j. 
(6) G. VITAL! [lj, [2]. 
(7) A. KA w A(~l'CHI [3J. 
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der N-dimensionalen' Mannigfaltigkeit M~M; K) von Flächenelement 

M-ter Ordnung beschäftigen. § 2 liefert die Erläuterung einiger 

nachträglich gebrauchten Identitäten und § 3 die erweiterten Trans­

formationen von Koordinaten. Sodann definieren wir in § 4 die 

verallgemeinerten Exvektoren bzw. Extensoren, die kurz Exvek­

toren bzw. Extensoren heissen, und erwahnen in § 5 einige Sätze 

über die Exvektoren. Aus einem Exvektor können wir drei Arten 

von Exvektoren oder Pseudoexvektoren durch den Systeme von 
1T H 1/ 

linearen Operatoren 0 (§ 8), -3 (~ 6) und ~) rn 7) erhalten. Es mag 

bemerkenswert sein, dass wir die Bestimmungszahlen des Exvektors 
H 

V\,rsl durch irewöhnlichen Vektoren VibW) und ihre Ableitungen nach 

den Parametern darstellen können (§ 8). Wir skizzieren in Kapitel 

II die Übertragungslehre in dem metrischen· Raume von K-dimen­

sionalen Flächenelementen Jl-ter Ordnung. § 9 liefert die Erläu­

tenmg des Fundamentalextensors und § 10 die den CHRISTOFFELschen 

Symbolen. In § 11 wird eine exkovariante Differentiation eingeführt. 

Als besonderer Fall, nehmen wir den im L-dimensionalen euklidi­

schen Raume eing·ebettet~n Raum im Auge (Kapitel III). In diesem 

Kapitel, geben wir die Begriffe von Exfläche (§ 12) und Exflächen-· 

normale (§ 13). Die Exflächen werden in zweien Klassen klassifiziert 

(~ 14). 
Hier möchte der Verfasser sich besonders für die lehrreichen 

Anweisungen des Herrn Prof. A. KAWAGUCHI herzlichst bedanken. 

KAPITEL 1. DIE N-DIMENSIONALE MANNIG­

FALTIGKEIT VON FLÄCHENELEMENTEN 

HÖHERER ORDNUNG MN(M; K). 

~ 1. Die Mann?°_qfalti_qkeit MN(M; K). Es sei XN eine N-dimen-

. 'sionale Mannigfältigkeit, die auf ein System von N Koordinaten xi 

U = 1, 2, ... , N) bezogen ist1 und unter einem Punkte verstehen 

wir ein System von N reellen Werten, welche N Variablen xi an­

nehmen. Wir führen K voneinander unabhängigen. Parameter ua 

(u = i, 2, ... , K) ein, die alle reellen Werte annehmen und vorläufig 
festgelegt sind. Dann wird jede Fläche in XN mittels N passend 

gewählter Funktionen xi(u) dieser Parameter 11" durch die Gleichung­

en :r; = :dn) gegeben. Einem Systeme der 'IVerte u~ von ua ent­

spricht dann ein Punkt mit den Koordinaten x'(un) auf der Fläche. 
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In der vorliegenden Arbeit durchaus zu Vermeidung- schwieriger 
analytischer Erörterung setzen wir voraus, dass die F,;nktionen 
xi(u) für alle Warte von den Parametern ua in einem Bereich um 
die betreffenden Werte u~ von ua analytisch regulär und die Werte 
der partiellen Ableitungen 8x1/aua nicht alle verschwindend sind. 
In jedem Punkte der K-dimensionalen Fläche bestimmen die Grössen 

(1.1) ( x• = xi(u)' p~ = a:ci/81,1,", Pt(,)==! Ptla~ = a2x•1aua1a11"c, 

••• •t 7J!(M) ==v~a1;1·•·a, == 3.ltixi/Ou"13u.a2 •• ~DtlaM 
1. M 

ein Flächenelement J/-ter Ordnung-. AdjungiEren wir m jedem 

P kte X d 11.r(K + Jf) W t i i . i 1 t un von N er 1v. JH er e von x, Pa., ... , Pa<M>• so <omm 

ei'ne Mannigfaltigkeit J/N(Jf; K) von Dimension N(J{t/r) zustand€.·. 

die aus allen K-dimensionalen Flächenelementen M-ü~r Ordnung 

( . i i ) b t ht D" M :\7(1{ + J!) G .. i ·; x•, Pa, ... , Pa(M) es e . 1e . enge von lv lll rossen x, Va, 

••• , p~<M>• welche mit einem Punkte xi auf der Fläche assoziert 
werden, heisst die Koordinaten des erweiterten Punktes oder kurz 
Expunktes. Man legt dabei die Parameter ua fost vor und lässt 
vorläufig seine Änderung nicht zu. Die Parameter ua spielen somit 
hier eine wesentliche Rolle und sollen nicht durch anderen Para­
meter ersetzt werden. D. h. im allgemeinen verwandelt sich ein 
Flächenelement M-ter Ordnung bei einer Änderung der Parametri­
sierung in ein anderes Flächenelement 1lf.ter Ordnung. In einem 
Punkte auf einer Fläche ergeben'sich zwei FlächenP]emente 2VJ-Ler 
Ordnung entsprechend zwei verschiedenen Parametrisierungen. 

§ 2. Einige F'ormeln. Einfachheitshalber schreib: n wir die par­
tiellen Ableitungen einer Funktion F'(u) von den Parametern 1r'' 

nach u" in der Gestalt 

••• t 

011111-, 
]? =F' = ~- L -~· 1)) 

la1a2--·aM a(M) 011a1oua2. •. 311(/M 

(1) Du(ch die geklammerte Zahl in einem Index (z. B. r in 11r„Jl hezeichn,!n wir 
die Anzahl der voneinander verschiedenen In1izes, wt'Jch je einen zweiten Hilf„ind, x 
:m sich nehmen (z.B. a 1, a2, ••• , a,.). Danach schreiben wir so: 

A(a(r)Bac.iCa(t)) = A(a1ac, . a,:Bar 1 ... a,., ,Gar••+ 1 '. llr< • t) . 
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Da die Grösse p~(t) bezüglich a(t) symmetrisch sind, definieren 

· d Ü t pa(3 ) 8F Ü l l vi! vz ! · · · v,, ! oF wu• en pera or 1.•; i = ----.-- -, s = , , . . . . a s - - -1 - · --:- , 
8 P~<s> s . 8 l'~(sl 

wenn die Indizes a1, a2 , ••• , as aus v1, v2, •.. , vu gleichen Indizes be­
stehen, während v1 +v2 + · · +vu = s. Noch allgemeiner 

und F_, (') b(t) = afJa(!<)_ 
a • . i c,_ i 

0P1,(t) 

Wc'rden auch für eme Funktion F aufgenommen, wobei man setzt: 

Fa(o)= F 0 =F- -= 8E So ist z.B. die folgende Schreibweise gestattet: ; ' ; '· '' oX" ·. 
M 

dF = :i~ F~t>rlp~<rl und 
r-P 

Für späteren Zweck stellen wir einige einfache Formeln in un­
serer Schreibweis~ wieder vor, von denen die erste nichts anderes 
als die wohlbekannte LEJIBNITZsche Formel ist. Seien A und B zwE·i 
beliebige Funktionen von ua, so bestehen 

(1.2) (AB)1a(r) = :t(r)A1<a1a,••·-a,- tBl"r-t•I•--",-)" 
t-0 t -

und 

(U3) r ,tf r) 
Aßl"(r) = ~ (-1)~ t (A/(a(t)B);a(r-t)) • 

Der Beweis dieser Formeln kann man leicht durch Induktion 
bezüglich r bekommi0 n(l). 

§ 3. Die erweiterte' Koordinatetttransformat·ion. Wir führen eine 
Koordinatentransformation ">- = x>-(x•) mit nicht verschwindender 
Determinante in die Mannigfaltigkeit XN ein. Nach dieser Transfor­
mation, findet dann eine erweiterte Transformation für Flächenele­
mente z. B. M-ter Ordnung 

(1.4) 
Jl :i = :'i:;(x•). p~1 = 

! ax~ i RA ( -
• • ·, Pa(M) = - Pa(M)+ -.. (M) ~, J/(1), • • ·, P(/\1-1)) ax• 

(1) Vgl. A. KA~VAGUCHI und H. HOMBU [l], s. 24. 
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statt, bei welcher ein Flächenelement M-ter Ordnung (xi, p~1 , ••• , 

p~<M)) in das Flächenelement (x\ p~ , .•• , P~<M>) übergeht. 
.. . l 

Uber diese erweiterte Transformation (1.4) bestehen die folgen-
den Formeln<lJ für r ~ t : • 

(1.5) -

(1.6) 

und 

(1. 7) 2E_~(,-) = r Ö1•bl ap~(,--1)) - r !(t-u) ! ö'•(u) a~P~c .. -,,)) 
c, i t a1 - . t 1( ) ! (a(u) c, i • 
0 Ph(t) .PPb(t-1) · r-u • 0 Pb(t-u) 

Da in (1.4) P~Crl von höheren partiellen Ableitungen von xi als r nicht 
abhängig ist, so ist 

(L8) ~JJ~(r) = 0 
8pt(t) 

für t>r. ' 

Die lineare Transformation mit der Koeffizientenmatrix ( !P:cr>) 
8pb(t) 

nennen wir die K-gliedrige erweiterte Transformation, wobei r, 

t ~ M und -!E:c,:1_ = 0 für r < t. Da die Determinante dieser erwei-
8Pbct> 

terten Transformation gleich der Potenz der Determinante i ~x~ j ist, 
· 1 ox• 

so ist sie verschieden von Null. Deshalb existiert immer ihre um-

gekehrte Transformation mit der Koeffizientenmatrix (-~P!co_) . 
apa(r) 

besteht dann 

Es 

(1.9a) 

M l,K N 

wobei wir das Summationszeichen ~ ~ -~; in der linken Seite 
t U bl' b2 • ... , bt i~ 1 

auslassen. In dieser Arbeit lassen wir immer das Summationszeichen 

(1) Vgl. A. KAWAGUCHI und H HOMBU [l], S. 26. In dem Falle K = 1 siehe 
H. V. CRAIG [I]. 

• 
' 
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aus, wie üblich in der Tensor-analysis, wenn dieselben kleinen 
Buchstaben als Indizes gerade zweimal d. h. einmal oben und em­
mal unten erscheinen, insofern nichts anderes g·esagt wird. 

A usserdem seien 

dann besteht 

(1.9b) ap~<r> = ap~<r> _apt<s1 
ap~<t> 8Pi<•> 8p~<t> 

~ 4. Der Extensor. Unter dem K-gliedrigen Exvektor oder nur 
dem Exvektor verstehen wir den Vektor in Bezug auf die J{-gliedrige 
erweiterte Transformation, z. B. die Komponenten des exkontra- bzw. 
exkovarianten Exvektor V~(t) bzw. W_?<t> vom Grad M transfonnie­
ren sich bei der K-gliedrigen erweiterten Transformation folgend0r­
massen: 

V , -- vj ap~<n b w 
a.(t) - b(,) =--;-~ · Z • 

öJYo(s) 

s,t=0,1, ... ,M: i,j=l,2, ... ,N; a,b=i,2, ... ,K. 

Wir immer setzen voraus, dass V~<,-> in Bezug auf die Zeigern %·> 

symmetrisch ist. Z.B. die Bestimmungszahlen des gemischten Ex­
tensor Tt(t) by\ dritter Stufe, der in Bezug auf (a[tJ) exkontravariant 
vom Grad G, auf (hy->) exkovariant vom Grad G' und auf k kovariant 
ist, werden nach der Regel transformiert : 

.... 
(1.1 0) 

t, s = 0, 1, .•. , G; r, p = 0, 1, ... , G'. 

Für einen Extensor höherer Stufe ergibt sich somit mindestens 
eine grösste Gradzahl, die wir die Gradzahl des betreffenden Ex­
tensors nennen. Ein Extensor vom Grad Null ist nichts anderes als 

ein gewöhnlicher Tensor. 
A 

Im allgemeinen werden die N fl (KG+G,) 
. A - 1 'A 

X II (K+af'IJ,) Grössen Tia.'(t) ia-z(t) ... aiA(tA)J?(81)J?(S2) .• ·J!;B(SB) (i;.' ]u = 1, 2, 
!'--1 ' 1-' 1 2 • • • 1 2 • • ·. 

.. 

ti 
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... , N; t>. = 0, 1, ... , G>.; 8fJ, = 0, 1, ... , G' "') die Bestimmungszahlen 
eines relativen gemischten Extensors (A + B)-ter Stufe vom Gewichte 
f genannt, der in Bezug auf (al~ ... )) bzw. (b}8;)) exkontra- bzw. ex­
kovariant vom Grad G ... bzw. G~ ist, wenn bei jeder K-gliedrigen 
erweiterten Transformation sie sich transformieren folgender­
massen: 

TÄi ..• ÄA b(s1) • •• b(sB) 
a(f1) ..• a(tA)µ,1 .. • µ,B'' 

A 8pÄ" B 8pj~ · · = ,1-1 Il~l If __ d(stl_ rJ1 ·••JA c!(s1) ... d(SB) 
«~! 8- ,.J« ~-l -8 µ~ c(t,) ... c(tA)J1 . • .jB 

Vc(t«) Pb(s~) 

wobei · .::1 = Det. 1 ;:; / gesetzt ist<1J. 

Wenn die höchste Ordnung der partiellen Ableitungen, die in 
der Bestimmungszahlen des Extensors enthalten werden, M ist, 
heissen wir M die Ordnung des Extensors. Einfachheitshalber 
bezeichnet man den relativen Extensor (A + B)-ter Stufe vom 
Gewichte f, Grad G und der Ordnung M als den relativen Extensor 
mit der Charakteristik (A+B, f, G, M)l1l. 

Ein relativer Extensor mit der Charakteristik (0, 0, 0, 0) ist nichts 
anderes als ein im Punkte xi definierter Skalar und ein relativer 
Extensor mit der Charakteristik (A + B, 0, 0, M) ist .ein Tensor, der 
zum Flächenelemente M-ter Ordnung adjungiert ist. 

Ff~•l bzw. Vi/a(sl sind die Bestimmungszahlen eines exko- bzw. 
exkontravarianten Exvektors, während F ein differenzierbarer 
Skalar ist und Vi die Bestimmungszahlen eines gewöhnlichen dif­
ferenzierbaren Vektors sind. Aber Fttl/Y> sind nicht die Bestim­
mungszahlen eines exkQvarianten Extensors zweiter Stufe, sondern 
transformieren sie sich folgendermassen unter der erweiterten 
Koordinatentransformation 

(1.11) 

Das Eliminationsverfahlen der zweiten Ableitungen aus (1.11) 
werden mittels der Einführung irgendeiner affinen Übertragung ge-

(1) A. KAWAGUCHI [3). 
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führt wie im Tensorkalkül. Untersuchend (1.10) und zurückrufend 
8 j 

dass _r,<L<vl verschwindet, wenn r gröss.er als p ist. cisehen wir 
öPb'<r> 

dass die Bestimmungszahlen von T~<o t<s~, für die s gleich zu oder 
grösser als S ist, abhängig sind nur von den analog bezettelten 
Bestimmungszahlen T~<s>d<j>\ d. h. von solchen, für die p nicht 
kleiner als S ist. Die Sammelung aller solcher Bestimmungszahlen 
nennen wir die Bestimmungszahlen eirfes Extensors mit der redu­
zierten Reihe. Der kovariante Vektor Ji\ a.\M> ist ein Extensor mit 
der reduzierten Reihe (S = M) und auch die Grössen F, 11 <~,r-t>, Ft\11n 

(S = M-- l). Gleicherweise, kann die Reihe von d r i iJJerschrift 
reduziert werden. Nämlich, zurücksichtigend (1.10\ ];, 0.-t/itig-en wir, 
dass die G1·össen T~<tN,r\, für die t gleich zu oder l:k:n°1 ;,!, Aist, 
nur von den entsprechenden Bestimm{rngszahlcn T, {,/S"\. (., _:;;;; A) 
abhängig sind. 

Ein besonderes Beispiel ~ird uns durch die Ableitungen von 
einem kontravarianten Vektor Vi liefert, d. h. 

M .. i 

V i - "' V' apa(s-A) 
/<11(a-Al - L..J /e(r-.A.)"8- ;_--- , 

r-A Pc(r-A) 

Wenn A gleich M ist, ist die Reihe vollständig reduziert und wird 
die obere Gleichung eine Tensortransformation. Aber eine exkontra­
varianter Exvektor mit der reduzierten Reihe ist wesentlich nichts 
anders als ein exkontravarianter Exvektor. 

Obgleich die Differentiation von (1.10) zweite Ableitungen her­
vorbringt, können wir dieses Verfahlen auf eine b schrüukte Reihe 
verwenden, Extensoren mit reduzierten Reihe zu konstruieren. Zur 
Erklärung betrachten wii· den folgenden Satz, det sogleich verall­
gemeinert ist. 

Satz 1. Wenn Tal,}~"> die Bes.timmungszahlen des Extensors mit 
der reduzierten Reihe (r S: A, s ~ B) sind, dmm konstruiert, für 
t > A und t -;> M-B gleichzeitig, die Menge der Grössen 1'af.,}Y\ cJt> 
einen Extensor mit der reduzierten Reihe. 

§ 5. Einige Sätze. Für einen exkontravadanten Exvektor Valt> 
vom Grad G und einen exkovarianten Exvektor wa\0 vom Grad 

G sind (\t·G) Arten der Überschiebungen vorhanden, während für 

die gewöhnlichen Vektoren nur eine Art der Übeischiebung existiert. 
D. h . 

.. 
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Die Grösse 

(1.12) (,a(t) = .f:7 ( 3 )vi lV"(•-t>a<tJ 
L.J t u(•-t) i •-t 

für t = 0, 1, ... , G hat die Skalareigenschaft. 
Die Existenz der Extensoren mit der reduzierter Reihe deutet 

uns auf die Möglichkeit der Konstruktion von den Invarianten und 
Extensoren durch Überschiebung auf einer reduzierten Reihe hin. 
In der Tat, z. B. 

Satz 2. Wenn Talri bd-AJ k 0 \ 1> die Bestimmungszahlen eines Ex.., 
tensors mit der reduzierten Reihe : A ,< s ;S;; M, A S: t ~ M sind, 
dann sind die Grössen 

~ ( S )r i ; •h(•-A)b<A) 
L.J A fl(r) b(s-A) k i 
•-A 

die Bestimmungszahlen ein0s gemischten Extensors, der kovariant 
erster Stufe und exkontravariant erster Stufe ist. 

Umgekehrt ist das Quotientengesetz für Überschiebung auf 
einer reduzierten Reihe folgende:rmassen erklärt: 

Satz 3. Wenn, für einem beliebigen differenzierbaren Vektor 
Vi, die Grössen 

-#, ( 8 )rja(r)b(A)b(•-AlVk 
L.J A • i /; /b(3-A) 
•-A 

die Bestimmungszahlen eines gemischten Extensors von der durch 
freien Zeigern angegebenen Art sind, dann· sind die Ti a1rl blsl die 
Bestimmungszahlen eines gemischten Extens1)rs dritter Stufe mit 
der redmrJerten Reihe. 

Satz 4. Die Menge der Grössen 

za<rl = 1 ~ (--1)•-,·Fa!sl 
• L.J • /a(s··r) , r •. ,. · 1:=;;,rs.M 

konstruiert die Bestimmungszahlen eines Exvektors mit der redu­
zierten Reihe. 

H 
s, 6. Die Operatoren ß. 
Satz 5. V0 ttJ seien die Bestimmungszahlen eines exkontravarian­

ten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, M), dann definieren 
die Grössen 
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(113) H8 i _ ~i _ ~, ( l ) Hr · , H t-r r,; 
'- Va<tl = va.<11(V) - ~ r 2 (1-~ ) i, (a(,·Jta.(t rl), 

t = 0, l, ... ' G 

für jeden Wert von H = l, 2, ... , einen exkontravarianten Exvektor 
mit der Charakteristik (1, 0, G, M+G). 

Satz 6. Wenn die Grössen W11 ~0 die Bestimmungszahlen eines 
exkovarianten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, M) sind, so 
sind die Grössen 

(1.14) 

= >' ( - lt - 1 vva(t)a(II ,) G-H-t (H 1 + ") 
;::/i H-1 ' ;,,(,.J' 

t = 0, l. ... ' G-H 

für jeden Wert von H = l, 2, ... , G die Bestimmungszahlen eines 
exkovarianten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G-H, M+G 
-H). 

Beweis. Wir wollen zunächst den Satz für H = l beweisen. 
Für H = 1 ergeben sich die Rekursionsformeln 

Vorausgesetzt 

(1.16) 
1 G 1 i 1 
~ab(t)(W) = ')' clJJc(r) <)ac\rl(W) 
,iJ>. ,.::::..JA ,J1 ,, 

r-o cJAcn 

dann bekommt man durch Induktion bezüglich t 

l l - aJJ' 1 
3ab(t;l\ W) = wab(~-l)_(Bab(tA-l)c(W) )1c = -- ,~(r-1)3ad(~- I)( W). 

cJ[)b(t-1) 
l 

Wegen W"f> = 8" a<f-ll ( W), ist es selbstverständlich klar, dass 
l . 

(1.16) für t = G-1 besteht. Deswegen sind ,3a ~w ( W) die Bestim-

mungszahlen eines exkovarianten Exvektors vom Grad G-1. Zu­
nächst beweisen wir den Satz für einen beliebigen Wert von H 
durch Induktion bezüglich H. Darum setzen wir voraus, dass 
H 
3a<H~ b<t) ( W) einen erkovarianten Exvektor vom Grad G-H auf-
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1 
bauen, und ersetz,,m statt wait> in 3a ~<t) (W) die entsprechenden 

H 
Bestimmungszahlen d,. s exkovarianten Exvektors Ba<H~b<t) (W), dann 
ist 

1 Jf G· ll-s-1 H 
8"H+1:1wa(HJ.,,(s) = "'7 (-lY(8TVu(H)aH+1a<s)a(r)) , , , ~ , i la(r) 

lJ 1·1 = ;)wa(H+.l)a(s) 
"-) 1, ., 

die nach dem vorhergehenden Beweise die Bestimmungszahlen eines 
exkovarianten Exvektors vom Grad G-H-1 sein müssen. Da 
H 
8a\Hl b(o1 ( W) als die höchste partiellen Ableitung P1CM. G-H> enthält, 
ist die Ordnung des Exvektors (1.14) bekanntlich M+G-.H. W. z. 
b. z. 

An Stelle von l,Vn;'l in (1.14) setzt man ft11>, wobei f eine 
Skalar von der Ordnung 1W andeutet, dann ergibt sich 

Zusatz. f sei ein Skalar von der Ordnung M, dann sind 

(1.17) H M-H-s (H 1 + ~·) 8 ru.(JI)u(sl = "''. ( -1 y - I Ja(H)°'(s)a(r) 
, • ; t r:,; . H-1 ; • /a(r) 

= ~ (·-·l)u-H,-s(u-s-l)fafu) L.J ; t/a(u-H-s), 
u-H+s H-1 

H= 1, 2, ... , M 

die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Exvektors mit der 
Charakteristik (1, 0, M-H, 2M-H). 

Von (1.14) kann man die analogen Rekursionsformeln wie (1.16) 
herleiten: 

H 11-1 H 
(1.18) ;) HTaUI)a(&-1) = ;) w«<H-l)aHa(s-1)_ ';) wa(H).a 1s) 

, ) 1, r'\.) 1, ,V i !a, , 

s = 0, 1, 

Wir haben ohne weiteres: 

... ' G-H. 

H 
Satz 7. Die Operatoren 3 sind vertauschbar, linear und asso-

ziativ. 
H H 

~ 7. Lhe Operatoren ~). Ausser den linearen Operatoren 8 die 
1m obigen eingeführt sind, wollen wir noch eine andere Art von 

H 
linearen Operatoren ~11 einführen, die auch auf jeden Exvektor an-

• 1 
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wendbar sind und die durch die folgenden zwei Sätze vorgestellt 
werden. 

Satz 8. Die Grössen 

(1.19) 
f~)Vt("> = sV<a(s-\>1,,,>+W-s+l)V~<•> für s = 1, 2, ... , G, 

't~)Vt = (G+l)Vj, vv~(GH) = (G+l)V(a(cl1aa+1> 

definieren einen exkontravarianten Exvektor mit der Charakteristik 
(1, 0, G+l, M+l); während V~<•> die Bestimmungszahlen eines ex­
kontravarianten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, M) sin,d, 
wobei G ~ G. 

Nun können wir den folgenden Zusatz durch Induktion be­
züglich H beweisen. 

Zusatz. Die Grössen 

H H H ) -
(1.20) vv~(s) = V~c->(V) = H ! ~ (. 8 (G+HH-s)Vla<•·r)/a(r)) 

r-Q r -r . 

für .~ = H, 1I + l, ... , G , 

_ , f, ( s )(G+ H-s)1ri - H • LJ H r (a(,-r)/.a(r)) 
r-0 r -r 

für s = 0, 1, •.. , H, 

n ( s )(G+H-s) . = H ! ::B_ H Vi-:.(s-r)/a(r)) . r-• ·G r -r 

für s=G, G+l, ... ' G+H 

für jeden Wert von H = l, 2, ... , G die Bestimmungszahlen eines 
exkontravarianten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G+ H, 
M+H), wobei G-;;;,G. 

Über den exkovarianten Exvektor können wir einen analogen 
Operat0r definieren. Nämlich erhält man den 

Satz 9. Die Grössen 

(1.21) mwa(s)-~ffiq;(sl(W) = (s+l){W!'(s)b + w10(s)} t) i t)i i /b i , 

s = 0, 1, ... , G 

definieren einen exkovarianten Exvektor mit der Charakteristik 
(1, 0, G, M+l), während wa~•l die Bestimmungszahlen eines ex-
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-lrnvariankn Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, M) sind, wo­
bei wa<(1+n = O gesetzt ist. 

H 
Nach der Definition von Oneratoren ~), kann man auch ohne 

weiteres behaupten: 
}[ 

Satz 10. Die Operation 1J sind vertauschbar, linear und asso-
ziativ. 

Satz 11. VVenn V:,(Bl die Bestimmungszahlen eines exkontra­
varianten rel:?tiven Exvektors mit der Charakteristik (1, f, G, M) 
sind und f ein relativer Skalar vom Gewic'.1te f und von der 
Ordnung- 1\!l ist, so bilden die Grössen 

ll II 
(1.2·) ])*V,\,) ~,f]);,(,i(.( 1 V) 

CC. 11 v,:('1 1; ( ; ) l ! ( ~ )1- 1f1(a(l) ~*\,i(,-l)) 

für jeden Wert von H = 1, 2, ... , G einen exkontravarianten rela­
tiven Exvektor mit der Charakteristik (1, f, G-PH, M+H). 

~ 8. Die Ubenv:h,'e1>ungen der Exvektoren. Aus einem exkontra­
varianten oder exkovarianten Exvektor können wir den Pseudo­
ex:vektor oder Exvektor vom niederen Grad mittels Differentiation 
nach dem Parameter ua herleiten, d. h. haben wir den<lJ 

Satz: 12. V,,(t>• t=0,1, ... ,G, seien die Bestimmungszahlen 
eines exkontravarfanten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, 
M), dann definieren die Grössen• , 

( 1. 2 i) l!,_. (V = ~ . . 7i ~- J!, -- )JJ-t(H) fi ,;::::t.(H ,-.:)\ ) --- '- l a(/-1 ! .-:) - L.J ( 1 1 (a,(s+t)/a.(1/-t)) , ,-o t 

s c== 0, 1 .... , G-H 

einen exko travarianten Pseudoexvektor mit der Charakteristik (1, 
0, G-H, M+H) und von der Kiasse f](ll_ 

Zusatz. Vf,uJ seien die Bestimmungszahlen eines exkontravarian­
ten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, M). dann sind die 
Grössen 

1/ n 1-1 (H) 2 V/un = 2/,un( V) = ~,~ (~1)11 t t Vi'~(t)Jb(H m 
t-0 

(1) Vgl. A. KAwAmrcm [3J und T. Sm;um 11]. 
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für jeden Wert von H = 0, 1, ... , G die Bestimmung::izahlen eines 
gewöhnlichen kontravarianten Vektors von der Ordnung M+H. 

Satz 13. Wenn wa?>, t = 0, l, ... , G, die Bestimmungszahlen 
eines exkovarianten Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, M) 
sind, dann definieren die Grössen 

(1.24) 16.w!>(B) = ;~(•l(W)=H' f ( -l)t(S + t)(G - 8- f)wa<s\c(t) 
"'- ' - • • t-o t G--H-s • tc(o 

für jeden Wert von H = 0, 1, ... , G einen exkovarianten Exvektor 
mit der Charakteristik (1, 0, G-H, M+ H) . 

. Zusatz. W"itl seien die Bestimmungszahlen eines exkovarianten 
Exvektors mit der Charakteristik (1, 0, G, M), dann sind die Grössen 

JJ ' H I{ (G H ' t) ·2 wa(Ui H) = ea(G; 11 '( w) = H ! ::s ( -1 )t . -- T nraW fldt\c(t) 
t-0 t 

= (--u;-JJH' f (-1)•( s )wa(G-H)c(s-G+IJ) , 
·,-G-H G-H '' /c(s·(,>H) 

für jeden Wert von H= 0, 1, ... , G die Bestimmungszahlen eines 
gewöhnlichen kovarianten Vektors von der Ordnung M + H. 

Für einen exkontravarianten Exvektor V~!s> und einen exko­
varianten Exvektor wa~•l mit der Charakte.ristik (1, 0, G, M), hat 

man ( Ki/) Arten der Überschiebungen, d. h. 

(1.12) pa(T) = t~( ~ )v~{s-T) wa<•-r)a(T), T = 0, 1, ... , G. 

Wir können beweisen, dass diese Skalar pa(Tl durch die Skalar­
produkte der aus den Exvektoren abgeleiteten Vektoren völlig aus­
drückbar sind. 

Aus einem exkovarianten Exvektor V~<•> mit der Charakteristik 

(1, 0, G, M) können wir (KJG) kontravariante Vektoren Vt(Hl (H 

= 0, 1, ... , G) mittels des Zusatzes von Satz 12 herleiten: 

(1.25) 
H. H . II (H) . Vtun = 8 vb(H)a(O) = ::s ( - l)H-I v(b(t) b(H-t)) • 

t-0 t 

Umgekehrt kann man die Bestimmungszahlen des Exvektors V~<•> 
durch diese Vektoren und ihre Ableitungen nach den Parametern 
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darstellen, d. h. wir h1ben den 

Satz 14. Für einen exkontravarianten Exvektor V~(•l besteht 

(1.26) Vi - '\' (. I )(V:i ) 
"(•l - .i711 R <"(RJ 1"'<•-- JT)) • 

R 

Beweis. Wenn V~<m auf der rechten Seit~ von (1.26) mit (1.25) 
f 

ersetzt wird, dann erhält man 

~-- ( s ) Hi - ~ f -·' H- .. ( s )( R) l i - i 
L-1 j.:> ( Viaw)L,(, R).) - b l ~ (-1) R J v(.(,.)/&(a· u)) - v.(a), 
R-0 . ;, u-(1 R-.,. 'h/, 

da :>~ ( - l)R u( s )(R) = o~ ist. 
ll-u R U 

Die analoge Formel besteht auch für den exkovarianten Ex­
vektor wa~sl. D. h. der Zusatz von Sah 12 liefert uns (KJ G) 2'€­

wöhnliche kovariante Vektoren 

(1.27) 

= .,!!. (- l)t(G-H + t)wa(G-.f{)c(t) 
L.l • !dt) • 
fc.,() t 

H= 0, 1, ... , G 

für jeden exkovarianten Ex\rektor wa}•> mit der Charakteristik (1, 0, 
G,M). 

An Stelle von Satz 14 haben wir den 

Satz 15. Die fä,stimmungszahlen eines exkovarianttm Exvektors 
W";"> sind fol rnnderinassen ausdrückbar 

(1.28) W u(s) = ~-;• (S + 'f')G(--w•-~<•:A) 
t ..;:_J i /a(r) • 

r-0 r 

Nun haben wir den folgenden Satz. 

Satz 16. Jeder Skalar pa<rJ, der für zwei Exvektoren Vf,(.,J uud 
TV"~s) durch (1.12) definiert wird, ist immer durch die Skalarprodukte 

H L 
der Vektoren V/,m> und lVa(Gi-LJ nnd ihre Ableitum,;cn f'olnmder-
massen di rsü~;lhilr: 
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(1.29) 

1;-1•-G l' /' )([' ) "-' + I: +u a(l'+u) ' 
=.:.....J ::8( S(a(r) (r,G-l+u)la(u-r)), 

r-0 u-r r U --r 

wobei 

gesetzt ist. 

KAPITEL ll. DIE ÜBERTRAGUNGSLEl;IRE IN DEM 

METRISCHEN RAUME VON K-DIMENSIONALEN 

FLÄCHENELEMENTEN HÖHERER ORDNUNG. 

~ 9. Der Fundamental.extensor. Die Geometrie, die so weit in 

der Entwicklung von der Exvektoranalysis untersucht worden ist, 

ist die Geometrie der Lage. In der Geometrie gibt es keine Basis 

für die Determination der Grösse noch für die Vergleichung der 

Richtungen auf zwei verschieden erweiterten Punkte (Expunkte). 

· In dem vorliegenden Kapitel wollen wir die Grösse und den Paralle­

lismus definieren und das Resultat dieser Definitionen entwickeln. 

Wir nehmen als die Basis der Metrik vom Raume eine reelle 

fundamentale quadratische Differentialform 

(2.1) ds2 = q"<:r) b(•>dpi dp·- j 
• • t J a(r) b(s) , 

wobei die -Grösse;1 g0tlb}•> die Funktionen von den Flächenelementen 

xi, P~oi, ... , Jl~<Ml sind und symmetrisch, d. h. gat> b}s) = gb<j> a~r) und 

die Determinante y = Det. \ g"t>b}·•> 1 nicht identisch verschwindend 

vorausgesetzt ist. Übrigens, in der N(K.il,i-M)-dimentionalen Deter­

minante I ga(d l,(H) 1 laufen a(r) und b(~) u··be1· die Werte a(o) a.(o) a(O). 
i 3, i :, · 1,2,••·,n, 

ot>, a~I>, ... ' atl); ... ; a(rn, a(r>, ... ' "<:r> durch. 

Da ds eine Invariante sein muss, folgt, dass die Grössen gat> h}•> 

die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors zweiter Stufe 

sind. Deshalb führen wir die Definitfon ein : 

Definition. Der Extensor g"·~d hi"'. bzw. der Ausdruck ga}r> b~sl 

x dPa.<r1 dnhlsi wird der m~,trisc11e Extensor (oder der Fundamental-
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cxtensor) l,zw. die fundamentale quadratische Differentialform ge­
heissen. Die Mannigfaltig·keit MN(M; K), in der die Metrik (2.1) 
eingeführt ist, wird durch VN(M; K) bezeichnet. 

Die Bedeutung der Gleichung (2.1) ist, dass ds, die Länge des 
exkontrnvarianten Exvektors dJJairJ ist. Wenn ilairl die Bestimmungs­
zahlen eines exkontravarianten Exvektors vom Grad JJ sind, dann 
ist die Grösse i., die durch 

(2.2) 

gegeben winl, eine fnvariante, welche als die Grösse des Exvektors 
definiert wird. Wenn wir das inverse System der u"~r) b}sl mit Yaf,) 0f,J 
bezeichnen, dann erhalten wir 

Seien A,,(,J die Bestimmungszahlen eines beliebigen exkovarianten 
Exvektors, so b:rnen g"t·J b)·'> ilal.) einen beliebigen exkovarianten Ex­
vektor, der mit µbI,> bezeichnet wird. Wegen (2.3) erg·ibt sieh 

k j b(,) _ . k j a(r! /,(s), i --~- • k 
g<'(t)l,(s)fl, j - !f(,·)t b(ö) _(/ i j 11n(r) -- 1.,.(1) • 

Da p}'}"l die Bestimmungszahlen eines beliebigen exkovarianten 
Exvektors sind, erhalten wir als das Resultat vom Satz 3 den 
Satz: 

Wenn g0 /d 1,yi die Bestimmungszahlen des symmetrischen ex­
kovarianten Exvektors zweiter Stufe sind, so liefert das inverse 
System von g";,-J by> die Bestimmungszahlen des exkontrav:• rianten 
Extensors. Es ist klar, dass in derselben Weise, wenn l!u\rHL> die 
Bestimmung2zahlen des symmetrischen exkontravarianten l!;xtensors 
zweiter Stufe sind, das inverse System von ga/rJ d.,) den exkovarian­
ten Extensor zweiter Stufe baut. 

Ohne weiteres erhiilt man die vom symmetrischen Extensor 
zweiter Stufe und seinem Konjugierten eingeführte Invariante 

i i a.(r)h(s) - w(K+ M) 
fl«(,-)1,(. .. )(I , i - 1 M . 

V,~rrnj:~" de:tJ e:ymmetrischen exkovarianten Extens t· !l'':··11·.\•l 
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und seinem Konjugierten g0 i.-> d.> , definiert man, wie üblich, das 
Hinauf- und Herunterziehen der Zeiger und dann kann man von 
exkontravarianten und exkovarianten Komponenten eines Exvektors 
sprechen u. s. f. ' 

Von der Regel für Multiplikation der Determinante und von 
der Transformationsformel 

(2.5) g ajr)b(s) = g«u)d(p) ap,(~>-~Piv) 
• IL l J ). µ 

apa(r) a Pb(s) 

folgt, dass 

(2.6) 

während g' die Determinante I gat> b~•> 1 ist. 
Zuletzt, wenn ,;at> ,, die Bestimmungszahlen eines beliebigen ex­

kovarianten Exvektors sind und J.atr> solche des assozierten Exvektors 
vermöge gafr)b{s) sind, d. h. ,Ur) = Yatr)bts) J.b;•>, dann ergibt sich: 

§ 10. CHRISTOPFFJLLsche Symbole und ihre Beziehungen . .. Wir 
beobachten den Fundamentalextensor zweiter Stufe ga\r> b}•> und den 
konjugierten Extensol' gai:,.> ds> und definieren die zwei folgenden 
Ausdrücke, die in Zukunft sehr anwendbar sein werden. Sie sind 

(2.7) [ a(:,·)c(t) b(_s)] = ra(r)b(s)c(t) 
i k, J - i J k 

~ {gb(_s) c(t) a,(r) + gb(_.s) n(r) c(t) _ga(r) dt) b(_,,)} 
2 ,.ik;i J i;k ,.k;J 

und 

(2.8) {<t(_r) j c(t)} === J'a.(:r) j c(t) = gi l /'a(r)d(u)c(t) 
,. b(,) k - i h(s) k b(s)d(u) • l k • 

Man bemerke, dass von der Definition /'0 (:r) b~•) c~) und rat) b(s) ci:> 

in Bezug auf (at>) und (0 ~>) symmetrisch sind. 

De_/in1:Uon. Das von (2.7) bzw. (2.8) definierte Symbol heisst das 
CttRISTOFFELsche Symbol erster bzw. zweiter Art. 

Aus (2.8) und (2.3) ergibt sich 

(2.9) 
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und von (2. 7) erhält man 

(2.10) 

1 

Differenzierend (2.3) bezüglich Vd(n> , erhalten wir 

g «(r)b(B) d(u)g k j +ga(r)b(s)g k j d(u) - Q 
, i j ; l c(t) b(s) i j c(t) b(s) ; ! - • 

Multiplizierend mit Yalr) e<~> und überschiebend bezüglich Cir>), be­
kommt man 

• Substituiert man in der rechten Seite von (2.10), erhält man ver-
möge Beziehung (2.8) 

(2.11) Ycft> •0·); diu) 

= - {ga{r) e(v)ra<z-> ctt) d\ul + Ycft) bis) ['b~s) e(v) d(r>} . 

Von (2.4) durch die Differentiation findet man 

(2.12) 

Anwendend die Regel für die Differentiation der Determinanten, 
erhalten wir aus der Definition von gafr> d~> 

(2.13) 

vermöge (2.12). Ersetzt man (2.10) oder (2.llJ in (2.13), so folgt 

(2.14) (lng,/-g )•(t) = ['<>(r) i e(t) 
~ v ; k • a(r) k • 

Wenn g"t"lb?l bzw. gcftld~u> die Bestimmungszahlen des gegebenen 
Fundamentalextensors im Koordinatensysteme xi bzw. x>- sind, 
fol2"t von (2.5) und (2. 7) 

(2.15) r a.(_r) b(_s) •(,.t) = [''(,u)f(v) u(,w) ap;(u) ~E1jv) op;(w) 
•1 •!'>-. ·. -·k 

a P~<r> 'il1,i<s> 0Pe<t> 

+ ge~df<v> oJf<v> _ ZJ 2p;i_u> . 
• " 'ilPi<•> apt<r> 'ilp~<t> 

• 
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Da diese Gleichung·en nicht in der Form von (1.10) sind, folgt, dass 
die I:<,unktionen f'"\rl bysJ c~l nicht die Bestimmungszahlen des Ex­

tensors sind. Die Funktionen l'"tl ,i,J "1,0 sind auch nicht die Bestim­

mung-szahlen eines Extensors, sondern sie transfor'rnieren sich fol­
gendermassen : 

(2.16) al-~-1 'o.(r) j dl) 1/(v) 
i b(s) k -j --

3pb(s) 

Nun wollen wir (2.15) und (2.16) betrachten. Es ist bemerkens­

wert, dass die C'HRISTOFVELschen Symbole erster Art im ;r'-Systeme 
/ '"•'{l 1,~,l "\,° (s ~ S:;, unabhängig von den CHRISTOFFELschen Symbolen 

erster Art im x'-Systeme /"1~,l "~~J.r<~d (v < Si sind. Auf dieselbe 

Weise sind die CHRISTOFFELschen Symbole jeder Art in x1-Syst,c::me z.B. 

I a\'\(,J'/.0 , für welche die Summe der symmetrischen Zeig-er ;· und 

t? 8, unabhängig- von der im x'-Systeme z. B. 1 •,1~,,J J,-/~"1, für 

welche u + w < S. Darmn haben wir die folgende 

De_finüüm. Die Menge der CHRISTOFFELschen Symbole erster Art 
! •n~r) b~s) c)/>, für welche s > S und r + t > R (R + S > 0), wird CHRISTOF­

fELsche Symbole erster Art mit reduzierter Reihe geheissen. 

Auf dieselbe Weise wird das Sammeln der CHRISTOFFELschen 

Symbole zweiter Art /'"~'\<{l "f/l, für welche s;;; S und I' + t ~'?: R 
(M-·S+ R 0), CHRISTOf"FELsche Symbole zweiter Art mit reduzi{0 rte1· 

Reihe gesagt wird. 

a,t:' (M) - - 0° für 11 = r = M. axi c<M> 

/' 

den 

11 und _ai P_[(-ul_ - -- 0 f'u·· r 
"J)i :1J)lc -

r+t>v, bestätigen wir cfon folgen-
D n.(r) " - c(t) 

Satz 1 7. Die vollständig reduzierten CHRISTOF'FELschen Symbole 
erster A1·t (d. h. jeder Zeiger in der Klammer gleich zu M) sind die 

Bestimrnuugszahlen des gewöhnlichen Tensors, während solche von 
jeder Art, für welche die symmetrische Summe grösser als M ist, 
die Bestimmung·szahlen des Extensors sind. Auch wenn R beliebige 
Zahl der Menge 1, 2, ... , M ist, bestimmt das Sammeln der CHRISTOF­
FELschen Symbole zweiter Art ra\'\&1 c~>, für welche -~ · H und 

-r+t ~ R, einen Extensor. 

Wie in RIEMANNscher Geometrie, wenn in beliebigem Koordinaten-
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systeme ga~ilb~,> die Konstanten sind, verschwinden die CHRISTOFFEL­
schen Symbole in diesem Systeme und umgekehrt. Wenn der 
Fundamentalextensor von nur xi abhängig ist, verschwinden alle 
CHRISTOFFELschen Symbole erster Art in x':-Systeme, für welche 
jeder Zeiger > 1, deshalb verschwinden alle Symbole (erster Art) 
in jedem Koordinatensysteme, für welche die symmetrische Summe 
> M und die andere ?- 1. Im allgemeinen erhalten wir den fol­
genden 

Satz 18. Wenn g0t 1 by•> in xi-Systeme von nur xi, Pa[!), •.. , Pa{m 
abhängig sind, verschwinden in allen Koordinatensystemen die 
CHRISTOFFELschen Symbole erster Art, für welche jeder Zeiger grösser 
als R und die symmetrische Summe grösser als M ist (R ~ 1). 

Nun wollen wir den Fall betrachten, dass in der Gleichung 
(2.15) r = s = M und t = 0. In diesem Falle führt das letzte Glied 
in rechter Seite von (2.15) 

zurück und geht (2.15) zu 

(2.17) 

Für die festen Zeiger a(M) U'1cl b(M), sind g"<f>hC(J1l die Bestim­
mungszahlen eines gewöhnlichen Tensors zweiter Stufe. Wenn nun 
die Determinante j ga<,M>b<1J1l I nicht identisch verschwindet, können 
wir einen Übertragungsparameter, welche im Eliminationsverfahren 

. 2 , 

von der zweiten Ableitung 0;i;xk einen nützlichen Zweck hat, ein-

führen. 

Daher wenn die Symbole ila(~) b(Arl das inverse System der 
Grösse ga<,_M> bCf> in der N-dimensionalen Determinante I ga(f1l b(~w> \ (a(M) 
und b(M) fest) bezeichnen, dann haben wir die folgende Beziehung: 

(2.18) 

wobe'. 

· (2.19) 

['a(M) l O 8X' 
i b(M)k axl 

/a(M) j c(t) _ g' j l f 'fl(M) 1,(M) /'lt) 
i b(M) k - b(M)tt(M) i j k , 

.1 
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(nicht summiert bezüglich a(M) noch b(M)) gesetzt ist. 
Es ist offenbar, dass der Übertragungsparameter (2.18) von den 

in (2.16) durch Ersetzung von r = v = M, t = 0 erhaltenen Über­
tragungsparametern verschieden ist. Weiter für t > 0 transfor­
mieren die Grössen f,a<r> b(in cJ/> sich folgendermassen : 

(2.20) l'>a(M) j c(t) OX~ __ /''a(M) , u(s) OX) _rJp!)(.,) 
i b(M) k ----. -- A b(M) v ~c -_ -k , 

ax1 ax• ap,,(t) 
t>O. 

~ 11. Die exkovariante Differentiation. Wegen dem wohl be­
kannten Verfahren von der Tensoranalysis, wird der Differentiations­
prozess eingeführt durch (2.16) oder (2.18) mit (2.19). Wenigstens 
in einem Punkte sind die erhaltenen Ableitungen verschieden von 
~olchen in gewöhnlicher Tensoranalysis. Es sind nämlich einige von 
den Bestimmungszahlen der Ableitungen nur eine Summe oder Dif­
ferenz des Extensors. Seien vat> die Bestimmungszahlen eines ex­
kovarianten Exvektors, so ändern sie sich folgendermassen : 

v•·<•> = Vbfs) a_'!)b[,) 
• ap„j,) , 

daraui! durch Differentiation naeh Pc{t) ergibt ~ich 

(2.21) 

Multipliziert man (2.16) mit V.II'.;>, so erhält man 

(2.22) 

Nun eliminiere man die zweiten Ableitungen zwischen (2.21) und 
(2.22), so erhält man exkovariarite Ableitung von vat>. Nämlich 
haben wir, dass die Ausdrücke 

(2.23) 

die Bestimmungszahlen des exkovarianten Extenssrs zweiter Stufe 
sind, während va~•> die Bestimmungs:i;'lhlen eines . exkovarianten 
Exvektors sind. 
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Es ist bemerkenswert, dass für r+ t M (2.21) und (2.22) 
nichts anderes als Extensortransformationen der reduzierten Reihe 
sind. Analogens werden die exkovarianten Ableitungen eines ex­
kontravarianten Exvektors V„fr> definiert durch 

(2.24) V, i b(_•) = V i b(•>+ ['<(t) i b(!')V k 
'2(.-), J - a(r); J lt a(r) J o(t) , 

welche für r < s die Komponente der Summe des Extensors sind. 
Es ist leicht zu sehen, dass die Sätze für die exkovarianten 

Ableitungen von der Summe, dem Produkte und der Überschie­
bung so wie in der Tensoranalysis sind. Offenbar besteht Rrccrsches 
Lemma. 

Lemma. 

(2.25) 

Weiter sind Produkte von KR0NECKERschen Delta o{öt/t? die 
Bestimmungszahlen des Extensors zweiter Stufe und besteht 

(2.26) 

Kovariant dit!erenzierte m!.n beide Seiten von (2}~). so folgt aus 
(2.25) und (2.26) 

(2.27) , ; -<t) o f1.,(,.) i(•)' ,. ""' • 

Die vollständige Überschiebung T„t„J •~r>, •L0 der exkovarianten 
Ableitung Tat .. , 6}">, e~> requziert offenbar zu der partiellen Ableitung 
der Invariante T„t.-> "t>, aber nicht besteht die entsprechende Re­
duktion im Falle der Überschiebung über reduzierte Reihe. 

Wir wiederholen kurz den folgenden 

Satz 19. Der Prozess, welcher durch 

definiert wird, ist so, dass (a) wenn es auf einen Extensor be­
liebiger Stufe angewandt wird, 2"ibt es den zweiten Extensor um 

' 

1 
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eins höherer Stufe: (b) die Sätze für exkovarianten Ableitungen 
der Summe, des Produkts und der Überschiebung über vollständige 
Reihe sind genau so wie in der Tensoranalysis, aber die entsprechen­
den bestehen nicht für reduzierte Reihe; und (c) wenn er auf den 
Extensoren ga\r) 6}8)' gafr) d,, und ö} otW) angewandt wird, gibt es den 
Nullextensor. , 

Das exkovariante Differential eines Extensors wird durch 

gegebt'n. 
In Bezug- auf die anderen Übertragungsparamdc•r (2.18). zeigt 

es siqh bald, ·dass diese Beziehungen auf die exkovariante Differen­
tiation des Tensors anwendbar sind. In der Tat, entwickeln wir 
einen Differentiationsprozess für beliebigen Vektor V;, dessen Be­

stimmungszahlen die differenzierbare Funktionen von x', JJr,ti>, ... , 

Pa{M) sind. Differenziert man nach xk die Beziehung 

(2.29) 

so folgt 

(2.30) 

Andererseits, wenn man (2.18) mit V, multipliziert, so g·bt es 

(2.31) 

cfx; 
Infolgedessen eliminierend das Glied V, ci -~· 1 aus beiden Gleichun­

"x'i:J:r· 
gen (2.30) und (2.31), erhält man 

(2.32) 

Zunächst, wenn man (2.29) nach Pr(·;> (t 0) differenzie1·t, be­

kommt man 

7 
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(2.33) 

während aus (2.30) folgt 

(2.34) f"a(M) j c(t)V - ['ct(tJ)b(•M, )(l(s)v.~x:'.- ap(f(s) 
i h(M) 'k j - ~ " • a • a J- ' 

x Pdn 

Darum haben wir den 
Satz 20. Die Grössen 

(2.35) bc(t)v. - V· c(t)_j,a.(M) j c(ov. 
k • - i; k i b(M) k J , t = 0, 1, ... , M 

sind die Bestimmungszahlen des gemischten Extensors (kovariant, 
exkovariant), wobei Vi(x, p(l), ... , P<M>) die Bestimmungszahlen eines 
gewöhnlichen Vektors sind. 

Zuletzt als das Beispiel für eine simultane Anwendung von 
(2.16) und (2.18), untersuchen wir das Problem, den Differentiations­
prozess für einen gemischten Extensor T:; "{r> zu konstruieren. Dif­
ferenzierend die Transformationsformeln 

(2.36) 
" - j 

T . j - r· fJ, ax apa(r) 
;,.(,-) - >-b(s)--ai~a i-' 

X Pb(.,) 

erhalten wir 

(2.37) 

Wir setzen im zweiten Glied in der rechten Seite die von (2.16) 
einge, ührte Beziehung 

a2 J -a j ·a z ".:\ h ~-l!_":hl_ = rbJ•> e(vl dl.,u) _J!a_(,-) _ rciv) alr) f(h) __ ]!,,J,i) u PJ(1v) 

ap~) apd("'.,,) OJJe(~) apd~) apd(u) 
(2.38) 

und im dritten die Beziehung (2.18) ein, dann besteht für t = 0 

T . j O+f'e(v) j O T· l r••d(M) l OT· i 
i a(r); k l a(r)k ie(v)- · i e(M)k ta(r) 

{ T . fJ, g(u) + /Y!v) fJ, g(u) T · t -- ,·•d(M) ~ g(u>r·. fJ, } 
-- A b(s); \1 '; b(s) \1 Af(v) A e(l\,f) \t i; b(sl 

X cl~" ~Pa/r) nJJ0 <~,L 
ax• avbl'i> axk 
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und für t = 0 

(2.39) 71 • -j c(t)+ / b(s) ; c(t) T. t r· d(M) i c(t) T. :i 
i a(r); I, l a(r) k i b(s) - i e(M) k l a(r) 

- {T. µ g(u) + ['f(v) µ g(u) T· \; -r·•d(M) \; g(u) T· µ } 
- H(s); > I; b(o) > ,f(v) , e(M) > , b(s) 

x ax),. apalr) 1Eg1) 
axi 8Pb(s) 8pit) 

Ohne Einschränkung ist deshalb die Gleichung (2.39) gültig, somit 
haben wir den folgenden Satz. 

Satz 'l, 1. Wenn die Grössen Ti afr> die Bestimmungszahlen eines 
differenzierbaren gemischten Extensors sind, dann sind r1ie Aus­
drücke 

r· j c(t) + rb(•) j e(t) T· t - J„d(M) l c(t) r· .i 
i«.(r); k l a,(r) k ib(s) i e(M) k l ,i(r) 

die Bestimmungszahlen des Extensors, dessen Art durch freie Zei­
ger i, (afr>) und (c~>) gezeigt ist. 

Nun wollen wir die besondere Eigenschaft, der kein Gegenstück 
in gewöhnlicher Tensoranalysis hat, vom N( K ,t.M)-dimemionalen Ge­
sichtspunkte aus untersuchen. 

Erstens, wenn V,ifr> aus dem Vektor Vi durch Differentiation 
formiert wird, d. h. V„fr> = Vita<.-,, dann mag die hinzukommende 
Differentiation von V• nur als Erweiterung der Reihe angesehen 
werden. Nämlich die Hinzusetzung • der neuen Grössen Va<k+i>, 
Vm~+1) liefert uns die folgende Transformationsformel 

r, s = 0, 1, ... , M + 1 , 

während die ursprüngliche Grösse Val.->, r = 0, 1, ... , M, sich fol­
gendermassen transformieren : 

V i - TT , a Pa(\-) 0 1 M 
"(r) - Yo(s)'·.:.-·--;_- , · r, S = , , , •. , . 

a Pb<•> 

Deshalb, in diesem Falle, ist der besondere Differentiationsprozess 
vom wenigern Sinn als in der Tensoranalysis. 

Die intrinsike Ableitung von Vafrl wird gegen durch 

(2.40) 

' 
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die die ;elbe Reihe der Zeiger hat. 

Erstens ist es klar, dass die Grösse 

(2.41) 

die Extensoreigenschaft hat, da spal,>, .'-/ = 1, 2, ... , M, der Exvektor 
mit der reduzierten Reihe ist: den~ 

M -

(2.42) ',' A a Pa(r) - i 
L..l SPb(s)·~~- - rp .. (r). 
•~ 1 O]Jb(s) 

Daraus folgt der 

Hilf.~mtz. r11 0 !,) sind die Bestimmungszahlen eines Exvektors 
mit der reduzierten Reihe. 

Wegen de,; Hilfssatzes, wenn rair> die Bestimmungszahlen eines 
M 

Exvektors sind, ist es offenbar, dass ~ rPa1d T"'}r> eine Invariante 
r-n 

ist. 

Nächstens können wir den folgenden Satz beweisen: 

Satz 22. Die Ausdrücke 

(2.43) 

sind die Bestimmungszahlen deJ Exvektors mit der reduzierten 
Reihe, während Ta\,> die Bestimmungszahlen eines Exvektors mit 
der reduzierten Reihe 1 <;;, r ,:S.: M sind. 

KAPITEL III. DIE IN EINEM L-DIMENSIONALEN 
EUKLIDISCHEN RAUME EINGEBETTE.TE 

MANNIGFALTIGKEIT. 

~ 12. Die /!,,';r:jicwhe. In dieser Kapitel wollen wir annehmen, 
das, in einem gegebenen L-dimensionalen euklidischen Raume die 
Mannigfaltigkeit XN, in welcher jede Fläche durch xi= xi (ua) ge­
geben ist, eingebettet ist. Man zeigt die rechtwinkeligen kartesi­
schen Koordinaten des L-dimensionalen euklidischen Raumes E mit 
u"', (J) = l, 2, ... , L (L,>N). L gegebene Gleichungen 

(3.1) (J) = 1, 2, L 
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assoziieren offenbar mit jedem Expunkte P«l~i von XN, ein Punkt 
von E, und mit jeder Fläche in parametrischer Form, eine Fläche 
in E, welche wir die "gekrümmte Fläche" heissen. 

1Jefi11ü1:011. Die Gesamtheit der gekrümmten Flächen heisst 
eine ·' Exfüiche." Diese ist offenba1· eine Erweiterung des Begriffs 
"Fläche," weil ein Punkt y'" der Exfläche durch einen Expunkt 
(anstatt eines Punktes) vom Basisraume XN bestimmt ist. Z. B. 
mögen wir nehmen einen 3-dimensionalen euklidischen Raum als 
XN und einen 4-dimensionalen euklidischen Raum als E, und die 
Gleichungen (3.1) als Krümmung der Basisfläche im 3-dimensionalen 
euklid sehen Raume zir 4-dimensionalen euklidischen Raumfläche. 
Wrnn ivf gleich Null ist, so reduziert die Exfläche zu einer Fläche. 
Ec: ist bemerkenswert, dass die Exfläche nicht nur die Meng-e der 
Punkte y"', sondern die Gesamtheit der gekrümmten Flächen ist. 
Die Punkte einer Exfläche mögen den ganzen Raum E füllen, 
während jede Fläche von E nicht immer eine zu der Exfläche ge­
hörige Fläche ist. 

Wir mögen die Gleichungen (3.1) in zwei Klassen klas:-ifizieren. 

Klasse 1. Einige yw sind nicht invariant in funktionaler Form 
bei den Parametertransformationen. In diesem Falle wenn F eine 
Basisfläche in XN ist, ist das Bogenelement der zur F assoziierten 
gekrümmten Fhiche F* durch 

(3.2) 
L 

ds2 = b dy'"dyw = gay>bys)dpa{r)dPds) 
w-1 

gegeben, wobei 

(3.3) 

gesetzt ist. 

Wir beschränken uns auf die Basisfransformationen und sehen 
die ver.schiedenen Punkte und die Bogenlänge als die geometrische 
Invariante an nnd die Funktionen wie y'" und y'" / b als Skalare. 
Deshalb für jedem Werte von w, dnd äy'"(äpa{rJ die Bestimmungs­
zahlen eines Exvektor.s und daraus bestimmen die Grössen (3.3) 
einen exkovarianten Extemor zweiter Stufe. Nun formieren wir 
aus den Grössen ga\T> b1•l eine Determinante g. Nun beobachten wir, 

das", wenn L = N( Kii:tM), die Determinante g gleich zu dem Quad-



l 7her die PJ:ctensorrechnun,q in den 11erall,qemeinerten Räu11ien 31 

--a __ ·y'" ___ _ rate der ,lAcomschen Determinante - ist. Natürlich setzen 
ilPa[r) 

wir voraus, dass die Funktionen (3.1) unter einander funktional 
unabhängig sind. Deswegen in diesem F~lle verschwinde~ g nicht 

identisch. Hingegen wenn L < N( Ki/1) ist g immer gleich Null. 

Weiter: aus dem wohl bekannten Satze in Matrizenalg-ebra folgt, 

darn, wenn L / N(K1tM), so die Determinante g gleich zur Summe 

der Quadrate der Determinanten von Ordnung N(1\&M) in der 
JAC0Bischen Matrize ist. Also um die Exsistenz des inversen Systemes 

von ga\rl 1'j"l zu sic11.ern, ist es nötig, dass L ~ N( KÄ,,M) und dass die 

JAcomsche Matrize den Rang N(Ml\~K) hat. Im Falle. dass diese 

Bedingungen lK:stehen, können -wir (8.3) als- den FL1ndamentalex­
tensor, d. h. den metrischen Extensor in MN(M; K) nehmen. 

\Venn N(KJ.rM) von den Gleichungen (3.1) eine einzige einwer­

tig_e Lösung für Pair> gestatten, sehen wir, dass zwei verschiedene 
Expunkte denselben Exflächenpunkt nicht bestimmen. Das Skalar­
produkt zweier Exflächenexvektoren J:efert uns ein Beispiel einer 
anderen metrischen Eigenschaft vom Fundamentalextensor. Es 
besteht nämlich der 

Satz 2 3. Wenn zwei Basisflächen einen Expunkt P gemeinsam 
haben, dann ist das Skalarprodukt der tangenten Vektoren zur 
entsprechenden gekrümmten Fläche am gemeinsamen Punkte gege­
ben durch die Überschiebung vom metrischen Extensor und zwei 
tangenten Exvektoren ai~1 P. 

Denn sei Pi bzw. F2 die Basisfläche, welche durch die Gleichun­
gen xi= x;(u") bzw. xi= ::r//11") gegeben ist. Da die beiden Flächen 
den Expunkt P gemeinsam haben, bestehen die Beziehungen: 
xl(uf) = xf(vJ), P1<1<1,(u'{) = J12,/(l)(u2), ... , P1aiM)(11?) = P2a/1VI)(u:!'). Auch 
schneiden die entsprechenden gekrümmten Flächen F; und Ft und 
ist das Skalarprodukt der Vektoren dy;" und d.1/,t am Schnittpunkte 
durch 

(3.4) 

gegeben. Da dit, Basisflächen F1 und F2 am Schnittpunkte einen 
Expunkt gPmeinsam haben. an diesem Schnittpunkte ist der Wert 
von ?.y'"/a;1"l,) icluntisch gklch für beide Flächen. Daraus stimmen 
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am Punkte die zu beiden Basisflächen assoziierten metrischen Ex­
tensoren miteinander überein und das Skalarprodukt ist durch die 
Überschiebung des metrischen Extensors mit zwei tangenten Ex­
vektoren gegeben. Nämlich (3.4) wird fohrendermassen umge­
schrieben: 

L 
~ l "'dy"' - 11"(.-)b(•ldp • dp j L..l ( Y1 2 - " i j l<1(r) ~~(•) • 
..,-] 

Die Exflächen von Klasse 1 werden in zwei Typen geteilt : 

L > N{ K1~M) und L = N (Kit, M). Typus I ist solches, in dem die 
Funktionen y"' voneinander funktional abhängig sind und so die 
gekrümmten Flächen die Untermenge der Flächen vom RIEMANN­

sehen Unterraume der Mannigfaltigkeit y"" sind. In Typus II sind 
dagegen die Funktionen y"' vone;nander unabhängig und es gibt 
keine Einheitsnorma1<1> im "tarken Sinne. 

Ein wichtiges Beispiel für beide Typen ist durch die Exebene 
gegeben, die man definiert durch die Gleichun~en vom Typus 

(3.5) 

wobei A'~ at> und cw die Konstanten sind. 

~ 13. Die Exfiächennormale. · Sei P[y"'(Palrl)] ein Punkt unserer 
Exfläche und T"" ein tangenter Vektor zur durch P gehenden ge­
krümmten Fläche, so ist T"' durch 

(3.6) '" w b - 'ay"' i Ab 
T = Y /bA - ~--. Pa(r)b 

apa('r) 

ausgedrückt, wobei A„ geeingnete Grössen sind. Der Vektor, der 
mit P[?/"(z,,J,.> )] assoziiert wird, ist dann zum Vektor T'" normal, 
wenn 

(3.7) 

Wenn L=N(KtM)+l und y"' in Bezug auf Palr>(r~l)linearsind, 

d. h. u"' die Form 
M 

(3.8) y"' = bA':'ay>pafr)+A'"(x) 
r-1 

"(l) Siehe ?. 13. 
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· hat, gestatten die Gleichungen 
_ _/ 

(H.9) 

eine einfache Infinität der Lösungen, die die einzige Richtung am P 
definieren. P mag von der durch xi gehenden Fläche abhängen, 
aber nicht dieser Richtung. Gerade zwei Einheitsvektoren (gegen­
ständig orientiert) gestatten (3.9). Diese Einheitsvektoren sind zu 
allen gekrümmten Flächen normal, dessen Basisflächen durch den 
Punkt xi gehen, am entsprechenden Exflächenpunkte P. Also haben 
wir die 

Definition. Man sagt, dass im starken Sinne der Vt ktor r}'"' zur 
Exfläche normal ist. 

Wenn die Funktionen y'" bezüglieh Pair>, r ~ l, nicht alle linear 
sind, mögen die Bestimmungszahlen r)"' mit der durch ·xi gehenden 
Basisfläche wechseln. Betrachtet man in solchem' Falle die Menge 
der Basisflächen, welche, d,urch den gegebenen Expunkt paf,.>, r = 0, 
1, ... , M, gehen, so erhält man, dass die Orthogonalitätsbedingun­
gen sich zerlegen in: 

(3.10) 

und 

(3.11) 
J, M-1 

b 17w ::S 
1.0-1 r - o 

rli/" . 
•_ . Pn(~H, = 0 . 

OPa{r) 

Es ist klar, dass (3.10) eine Tensorgleichung ist und dass (3.10) und 
L 

(3.11) das Verschwinden von ::S r1"'ylb invariant halten. Auf diesel-
u,=1 

L 
ber Weise aus der Gleichung (3.10) und 2J ry'"yj,, = 0 folgt (3 11). 

IV .c. l 

Deswegen können wir .schliessen, dass, wenn (3.fü) und (3.11) in 
einem Koordinaten System xi unserer Gruppe bestehen, in allem 
auch sie gültig sind. Also haben wir die 

Definition. Der Vektor, der de.n Bedingungen (3.10) und (3.11) 
genügt, heisst, in schwachem Sinne: normal zu sein. 

Wenn L = N( KiIM) +l und alle ,11"' in Bezug auf Patr>, r = l, 2, 
... , M, linear sind, gibt es eine l-fache Infinität der Vektoren 17w 

.. 
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,, 
und folglich ist ein l-dimensionaler normaler euklidischer Raum, -
der mit dem Basispunkte x' assoziiert wird, bestimmt. ·, 

Nun gehen wir zur ~xebene (3.5) zurück. Wrnn die Exebene 
von Typus I ist, so sind seine Normalen 11w von ihrem assoziierten 
Basispunkte unabhängig. Wenn für ein Koordinatensystem a i in 
dem Basisraume andere Exebene durch die Gleic ungen vom Typus 

(3.12) 

definiert ist, folgt sogleich, dass zwei Exebene (3.5) und (3.12; ge­
meinsame Normalrich~ungen haben. Also sagen wir, dass sie 
parallel sind. , 

Als letztes Beispiel betrachten wir die Exfl.äcl:ie, die für einige 
Koordinatensysteme xi durch die Gleichungen vom Typus 

M 

(3.13) Yw = .f'"(x)+~ A•~a<;>Jialr) 
r ' 

definiert ist. Entwickelnd (3.13) in TAYLORschen Reihen m Umge­
bung von xf,, so hat man 

(3.14) 

wobei wir durch [2] die Glieder, welche zweite oder höhere als 
zweite Potenz von (xi-xb) enthalten, bezeichnen. Wenn man durch 
y"f, die Koordinaten des Punktes der Exebene 

(3.15) !Ir = !'"(1·0) + af:S~'.o) (xi-Xi'i) + J~ A ·~ n<;) Patr) 
oll' .--1 

bezeichnet, erhält man 

(3.16) y"' = y'j',+[2]. 

Deshalb haben die Exebene (3.15) und die Exfläche- (3.13) die ge­
meinsame Normale am Punkte xi. Ferner, wenn F beliebige durch 
x/) gehende Basisfläche ist und F* bzw. Fp die entsprechende Ex­
fläche bzw. Exebene ist, dann . sind F* und Ff, parallel. Daraus 
haben wir die 

Definition. Wir heissen (3.15) die tangente Exebene der Ex­
flä ?he (3.13) am xi). 
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~ 14. Die Ex.flächen von der Klasse 2. In § 12 haben wir die 
Gleichungen (3.1) jn zwei Klassen klassifiziert. Die zweite Klasse 
ist charakterisiert durch : (a) jede Funktion yw(xi, Palr>) ist in funk­
tiona10r Form invariant unter der zulässigen Parametertransforma-

- N 

tion, (b) auf jeder Basisfläche besteht .::S dxidx} + 0. Wir nehmen 
i-l 

die Paramet,, rtransformation : 

2, ... ' K- ,· ( a(u_iu2_ •• • uK)_ > o)' . (3.17) ua = ua(UA), A = i, 
a(U1U' ... UK) 

Wir zeigen das für u.U in xi(u) ua = ua(UA) substituiierende Ergebnis 
mit Xi U!]d Xi1 ui u2 ... u' mit P A1,>. Dann ist die Bedingung (a) 

• folgendermassen umgeschrieben: 
Wenn wir ua in y"'(~, Pa<r>) durch (3.17) ersetzen, ist das Er­

gebnis y"'(X, P A(a)). D. h. die funktionale Relation zwischen y'"(u) 
und ihren mittelbaren Argumenten xi, Pat1>, ... , Pa{M> ist identisch 
dieselbe mit der funktionale~ Relation zw:schen y"'(U) und ihren 
mittelbaren Argumenten X\ P A~o, ... , P AtM> und für den entspre­
chenden Wert von ua und UA, (u0 = ua(UA)) haben wir y'"(x, Pa(r)) 
= yw(X, P A(a)), 

Das ungelegene Ergebnis von der Bedingung (a) ist, dass (a) 
das Verschwinden der Determinante des metrischen Extensors ergibt. 
Wir wollen es untersuchen. Differenzierend die Identität 

(3.18) y'"(xi,p~_, ... )=y"'(xi,piAU/, ... )=1/"(X',P}, ... ), 

uA = auA 
" aua- ' 

nach U„fs>, s = 1, 2, . . , M, und setzend dann u,: = S;}, Ubfi-> = 0, 
r ~ 2, erhalten wir die wohlbekannten Bedingungen 

(3.19) ~ ( r )'''J- i y'" c(S)(L(r-s) = 0 .L 1, ba(r-.c.;). ; i , 
r=s 8 

s2 l. 

Also wegen der Beziehungen (3.19> ist offenbar der Rang der Matrize 

(3.20) r = 0, 1, ... , M, 

kleiner als N( K~). Folglich verschwindet die Determinante des 
durch (3.3) definierten Fundamentaltensors, und 'besteht der 

• 1 
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Satz 24. Es ist unmöglich, dass die N(Kt,M) funktional unab­
hängigen Funktionen y"'(x, Pa<r>) immer in funktionaler Form bei 
der Parametertransformation invariant sind (M?:. 1). 

Als das lQ.tzte Ergebnis der Bedingung (a), haben wir den 

Satz 25. Die Bestimmung.,zahlen des metrischEn Extensors einer 
Exfläche von der Klasse 2 und von der Ordnung -M?:. l können 
nicht die Funktionen, die nur von xi abhängen, seif?.. 

Beweis. Im euklidischen Raume E, ist das Flächeninhalt_ele­
ment durch 

(3.21) 

gegeben, wobei G die Determinante 

(3.22) G _ 1 ga(r)b(s)p i p j 1 
- i ; a(r)c b(s)d , c, d = i, 2, ... , K 

brneichnet. In diesem Falle ist das Integral 

bei der Parametertransformatiop invariant, somit muss G der fol­
genden Beziehung genügen. 

M+l 

(3.23) ""°' ·pk G d(•r-l)f _ 2 <:JG L.J r cd(r ··l) ; k - o., , 
r· 1 

Nach Berechnung aus (3.23) erhalten wir die folgend , Jd,:-ntität 

(3.24) 
M 
,, s,.d(s)b(t)p k p j Gfe _ o 
~ Y k j d(•)o b(t)e - , 
• 0 

c, f = i, 2, . . . , i{, 

wobei wir die algebraische Komplemente von gat•> b)° Pa(~)c PbftJa mit 
Qcd bezeichnen. Da die Determinante G nicht verschwinden soll, 
muss auch die Determinante I c;,·d I verschieden von Null sein. Also 
haben wir die Identität 

M 
(3.25) ""°' a(s)b(t) k p ; _ 0 

L.J sg k ; Pa(s)c b(t)d - • 
s-o 

Daraus müssen alle gaL•> b}tl verscbw:nden. Das ist Wid,_.rspruch und 
die Behauptung des Satzes besteht. 
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