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電磁界解析を用いた 

電気機器の最適設計に関する研究 

 

佐藤孝洋 

 

 

 

概要 

 

同期電動機やパワーインダクタ等の，電磁現象を利用した電気機器は，多様な電気

製品の重要な構成要素であり，高効率設計が強く望まれている．そのため与えられた

制約・仕様の下で電気機器の性能を限界まで引き出す最適設計が重要である．しかし，

電気機器の最適設計は電磁現象に精通した技術者が経験則に基づき試行錯誤的に行わ

れている側面が強い．そこで電気機器の最適設計を補助ないし自動化するため，電磁

界の有限要素解析と最適化技術を組み合わせた電気機器の最適化手法が近年注目され

ている． 

本研究では，電気機器の最適設計を高度化する新たな 2 つの手法を提案する．1 つ

は非適合ボクセル有限要素による 3 次元形状のパラメータ最適化である．非適合ボク

セル要素を用いることで，有限要素解析に用いる 3 次元メッシュを従来法に比べて高

速にかつ動的に変更できる．この方法を用いて，昇圧回路用インダクタの最適化を行

う．もう 1 つは新たな on/off ベースのトポロジー最適化法の提案である．トポロジー

最適化は形態の変化も許容した最適化法であり，形状の表現能力が高く，初期概念設

計に有効な方法である。従来法では，実現の困難な複雑形状が発生してしまう問題が

あったが，この問題を解消する新たな方法を提案し，これを同期電動機の最適設計に

応用する． 

上記に加えて，最適化で検討した有限要素解析を応用し，電磁誘導型振動発電の設

計を行う．振動発電は微小振動から電力を回収する機構であり，無線センサーの電力

源として注目されている．ここでは，有限要素法による評価に基づき，広帯域・高出

力な振動発電を設計する． 

 

 

キーワード：パラメータ最適化，トポロジー最適化，遺伝的アルゴリズム，振動発電 
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A Study on Design Optimization of Electric Devices and 

Machines Based on Electromagnetic Field Analysis† 

 

Takahiro Sato 

 

 

 

Abstract 

 

Electromagnetic machines and devices, such as motors and inductors, are one of the important 

components in various electronics products. There is, thus, a great demand for high efficiency 

the electromagnetic machines and devices. For this reason, design optimization techniques have 

been attracted attention in order to maximize the performance under some constraints and 

specifications. 

Because the devices and machines are sometimes optimized by the try and errors based on the 

designer's experiences, numerical optimization method which is based on the finite element (FE) 

analysis are necessary. 

In this work, two optimization methods are proposed to advance the numerical optimization 

method of electromagnetic devices. First, parameter optimization based on the nonconforming 

voxel FEM is proposed, by which FE meshes for 3D shapes can be drastically generated with 

low computational cost. The inductor for boost circuit is optimized using the proposed method. 

Next, a new on/off-based topology optimization method is also proposed. Topology optimization, 

in which the topology of the shapes can be changes, can seek for the optimum shapes with high 

shape representation ability, and is thus effective to find innovative and initial conceptual designs. 

Although the conventional on/off-based method often finds complicated shapes which is not 

suitable for manufacture, a new method is proposed to overcome this problem. The proposed 

method is applied to the optimization of the synchronous motor. 

Moreover, as an application of the FE analysis, a new vibration energy harvester is designed. 

Vibration energy harvester, which transforms the vibration energy into electric energy through 

magnetic induction, has been receiving attentions as a power source of wireless sensor ICs. In 

this work, based on the FE analysis, a harvester with both higher output and wider operational 

bandwidth is designed. 

 

Keywords:  Parameter Optimization, Topology Optimization, Genetic Algorithms, Vibration 

Energy harvester 

 

†Doctor’s Thesis, Division of Systems and Information Engineering, Graduate School of Information 
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1 

第 1章 序論 

1.1  研究背景 

モータやアクチュエータ等に代表される電気機器は，多様な工業製品に使用されてい

る重要な構成要素である．それゆえ，電気機器の性能を改善することは様々な製品の性

能の改善に直結している．省エネルギー化という社会的な要望を実現していく上で，電

気機器の効率・性能の改善が重要さを増している．このような理由から，電気機器の設

計開発においては，与えられた制約を満たしつつ，機器の性能を限界まで引き出す最適

設計が必要となっている．一般に，電気機器の設計においては，設計者の電磁気学的知

見や経験を元に機器の形状が設計され，CAD (Computer Aided Design)ソフトウェアを用

いた電磁界解析を行いて，所望の性能を満たしているかを評価し，形状に修正を加えて

いく．このとき，電磁界解析は一般に有限要素法が用いられることが多い．しかし，熟

練した技術者であっても，所望の性能を有する電気機器を設計することは容易ではなく，

設計と有限要素解析を何度も繰り返して適切な形状を設計しなければならない．さらに

設計仕様の高度化や，それを受けた電磁界解析技術の進歩により，電磁界解析用 CADソ

フトウェアを使用する技術者には解析技術に関する一定の知識が求められるようになっ

ている．このため，電気機器の最適設計には，設計者に多大な負担をかける作業となっ

ている． 

上述した問題点を解消するため，電気機器の最適設計を自動化ないし補助する技術が

必要とされ，盛んに研究が行われている．最適設計をコンピュータに担わせることがで

きれば，設計者が繰り返していた設計と解析の作業を自動化することができ，設計者の

負担を減らしつつ，製品開発にかかる時間が短縮されることが期待できる．さらに設計

という作業をコンピュータに任せることで，設計者の先入観が排除され，従来にはなか

った新しい形状を設計できる可能性がある． 

本研究では，電気機器の最適設計を実現する方法として，機器形状の最適化について

扱う．形状の最適化法には主に二つの方法がある．ひとつはパラメータ最適化(寸法最適

化)と呼ばれる方法である．この方法では設計対象の機器形状を表現する長さや幅などの

パラメータ(設計変数ベクトル)を設計者が定義し，その値を最適化することで所望の形

状を獲得する方法である．表現可能な形状が限定されてしまう欠点があるが，設計者の

知見を適切に生かして設計変数を定義できれば，少ない計算時間で実用上十分な性能の

形状を獲得できる可能性が高い．もうひとつはトポロジー最適化と呼ばれる方法である．

この方法は設計変数を用いず，位相構造の変化も許容して動的に形状を変化させる方式

である．このため非常に形状表現の自由度が高い手法である．設計変数の定義が不要で

あり，設計者の先入観を極力排した最適設計が可能である．そのため，従来にない革新
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的な形状を設計するための着想を得ることができる可能性もある．これら形状の最適化

手法と電磁界の有限要素解析を組み合わせることで，電気機器の形状の最適設計を行う

ことができる．このような技術はかねてから研究されていたが，前述の通り，電気機器

の設計仕様の高度化や，電磁界解析技術の進歩を受けて，より高度な最適設計が必要と

されている． 

1.2 研究目的 

本研究の目的は，電気機器の設計高度化を支援ないし自動化する機器形状の最適化技

術を提案することである．本研究では，3 次元形状のパラメータ最適化手法と，工学的

に実現可能な形状を容易に獲得できるトポロジー最適化手法についての検討を行う．こ

れらの問題は従来法では実現が困難であったが，設計高度化にあたり今後重要さを増す

分野である． 

 さらに最適化に用いる有限要素法の応用として，電磁誘導型振動発電の特性解析と，

その結果に基づくデバイスの設計を行う．振動発電とは微小な振動源から小電力を回収

する環境発電の一方式である．振動発電は，無線センサーを自律動作させるための電力

源として注目されている．振動発電の実用化にあたり，より高性能な機器形状を設計す

る必要があり，最適化で用いた技術を応用することで新たな機器形状の設計を行う． 

1.2.1 電気機器の 3次元形状パラメータ最適化 

電磁界の有限要素解析は，計算機資源との兼ね合いからかつては 2次元形状の解析が

主流であった．しかし実際の機器は誘導機などのように 3次元的な形状をしているもの

が多く，2 次元での解析では実機との特性に差異が生じてしまっていた．ところが近年

の計算機性能の向上により，3 次元形状の電磁界解析を一般的なデスクトップコンピュ

ータでも解析することが容易となった．これに伴い，設計の現場においても 3次元形状

の解析が広く行われており，3次元形状の最適設計を補助する必要がある．ところで，3

次元形状の有限要素解析を行うためには，事前に機器形状に合わせた有限要素メッシュ

が必要である．2次元形状に比べ，3次元形状のメッシュ生成は非常に計算負荷の重い処

理である．最適設計においてはメッシュを機器形状に合わせて何度も変更するため，メ

ッシュ生成に要する計算負荷が無視できない．さらに最適設計においてはメッシュ生成

を自動化する必要があるが，3 次元形状に応じたメッシュを生成する場合は要素の裏返

りが生じる恐れがある． 

そこで本研究では，上記の問題を解決するため，階層的なボクセル要素を用いた有限

要素法を導入し，それに基づくパラメータ最適化法を提案する．この方法を磁気シール

ド問題やインダクタの設計問題に応用し，その効果を検証する． 

1.2.2 電気機器のトポロジー最適化 

トポロジー最適化は設計変数を設定する必要が無く，形状表現の自由度が極めて高い．
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そのため，従来にない革新的な形状を設計するための着想を得ることができる可能性が

あり，設計工程の初期における概念設計に有用である．その反面，形状表現の自由度が

高すぎるために，工学的に実現の困難な形状が得られてしまう場合が多い．例えば磁性

コアが空中に孤立している，過度に複雑な材料境界が得られてしまう，などである． 

本研究では，上述の問題を解消する新たな方策として，ガウス関数ネットワークを用

いた形状表現法を提案する．この方法を埋込磁石同期電動機の回転子形状の最適化に応

用する． 

1.2.3 電磁誘導型振動発電の広帯域化 

振動発電とは微小な振動源から小電力を回収する環境発電の一方式である．振動発電

は，無線センサーを自律動作させるための電力源として注目されている．実用化にあた

っては，デバイスの発電量を増加させることが第一であるが，それに加えて，発電可能

な周波数帯域を拡大する必要がある．このような設計を実現するには数値解析に基づき，

事前に機器の特性を把握して設計を進めること，すなわち最適設計が有効である． 

そこで上述した 3次元形状パラメータ最適化に用いる階層的なボクセル要素の応用と

して，振動発電の広帯域化を実現する最適設計を行う． 

1.3 本論文の構成 

この節では，本論文の構成について述べる． 

第 1章は，本研究の目的・背景について述べる．第 2章では，電気機器の形状最適化

に用いる有限要素法の基本や最適化アルゴリズムについてまとめる．第 3章ではボクセ

ル要素を用いた 3次元形状パラメータ最適化について述べる．第 4章では，トポロジー

最適化についてまとめる．第 5章では，振動発電の数値解析と動作実験の結果を述べる．

最後に 6章で結論を述べる． 

なお本研究では，同期電動機などのほかにも，磁気シールドなどの一般には”電磁機器”

と呼ばれる機器も対象としているが， これらを総称して電気機器とする． 
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第 2章 電気機器の設計最適化 

2.1  コンピュータによる設計最適化 

電気機器の要求仕様の高度化に伴い，設計者にかかる負担は年々増加している．コン

ピュータによる機器形状の設計最適化は，従来設計者が試行錯誤的に行っていた最適設

計の一部ないし大部分を計算機に任せることを可能にする手法である．以降，本論文で

は電気機器形状の設計最適化を「形状最適化」と略記する．(最適設計の分野において“形

状最適化”は一般には別の意味を指すので注意されたい．) 

形状最適化の基本的な流れを図 1に示す．最初に，設計者が最適化の目標を数式で表

し，最小化(最大化)する目的関数と，満足すべき制約条件を定義する．次にパラメータ最

適化を行う場合は機器形状を表現する設計変数(Design variables)を，トポロジー最適化の

場合は機器の形状を変化させる領域(Design region, 設計領域)を設定する．その後，表現

された形状の特性を有限要素法により解析し，目的関数と制約条件を評価する．機器形

状を変化させてこの流れを繰り返す．任意の終了条件を満たすまでこの反復を繰り返し

て，最終的な形状を得る．以上が形状最適化の基本的な流れである．最適化後には，得

られた形状の検討を行う．形状最適化で得られる解はコンピュータが最適化手法にした

がって機械的に導いた解であるため，得られた形状が妥当であるか，問題設定の段階で

考慮していない事項がないか等，様々な方向から解の有効性・妥当性を検証する必要が

ある． 

 

図 2.1 形状最適化の基本的な流れ 

【最適化問題の設定】 

(目的関数・制約条件) 

【設計変数の設定】 【設計領域の設定】 

・パラメータ最適化の場

合 

・トポロジー最適化の場合 

【電磁界解析と評価】 

・機器形状の変化，有限要素解析の実行 

・目的関数，制約条件の評価 

【得られた形状の評価】 

反復 
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形状最適化において，どのように機器形状を変化させ，解を探索するかは用いる最適

化アルゴリズムによる．パラメータ最適化の場合，例えば勾配法を用いるとすれば，設

計変数に対する目的関数の感度をとり，目的関数値が改善する方向へ設計変数を変化さ

せる．遺伝的アルゴリズムなどの確率的探索法を使用する場合は交叉・突然変異などの

オペレータに従い設計変数を変更する．いずれの場合も，新たに得られた設計変数に応

じて機器形状をモデル化し，電磁界の有限要素法により機器の特性を解析する． 

上記のとおり，与えた最適化問題に対して，どのように機器形状(設計変数)を変化さ

せ，解を探索するかと，与えられた機器形状をどのように解析するかは，それぞれ基本

的に独立した問題である．設計者が解きたい問題に応じ，適切な最適化アルゴリズムを

用いることで効率的に解を得ることができる． 

2.2  電磁界の有限要素法 

この節では，形状最適化において，機器形状の特性を評価するために用いる電磁界の

有限要素法について述べる．有限要素法の基礎についてはすでに多くの文献[1-4]があり，

本節では概説するにとどめる． 

2.2.1 支配方程式 

本研究では，直流～数 MHz の交流で動作する電気機器について扱う．動作周波数が

数 MHz 以下の場合，電磁界を記述するマクスウェル方程式において変位電流の項を無

視することができる．一般に変位電流を無視でき，後述する渦電流を考慮しなくてよい

問題を静磁場問題という．また，渦電流を考慮する問題を準定常問題という．本研究で

扱う電磁界はアンペアの法則により，以下の支配方程式で記述することができる． 

  0JA  v  .................................................................................................................. (2.2.1) 

ここでAは磁気ベクトルポテンシャル，J0は強制電流密度，v＝1/μは磁気抵抗率である．

ただし交流磁場中に導電率 σ の導体があった場合は渦電流が生じるため，式(2.2.1)の J0

加えて渦電流 Jeが右辺に加わる．渦電流密度 Jeはオームの法則により電界 E を用いて

以下のように表すことができる． 

EJ e  ............................................................................................................................... (2.2.2) 

 A
B

E 










tt
 ................................................................................................. (2.2.3) 

ここでベクトル公式： ×( )=0 により電気スカラポテンシャルが定義でき，式(2.2.3)

を次式のように記述できる． 







t

A
E  ..................................................................................................................... (2.2.4) 

式(2.2.4)を式(2.2.2)に代入し，式(2.2.1)に加えることで以下を得る． 
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   





t
v

A
JA 0  .......................................................................................... (2.2.5) 

さらに渦電流が連続であるという条件を以下のように導入する． 

0












 

t

A
 ........................................................................................................ (2.2.6) 

式(2.2.5)と式(2.2.6)が，渦電流がある際の支配方程式である． 

 2.2.2 有限要素法 

有限要素法では，解析したい領域をメッシュと呼ばれる細かな小領域に分割し，各要

素の節点ないし辺に未知変数を与える．そして各要素内での物理量を，未知変数による

簡単な関数で補間して表現する．解析領域内で渦電流を考えない場合は辺のみに，渦電

流を考える場合は一般に辺と節点に未知変数を割り当てる． 

支配方程式に対して Galerkin法を適用することで，有限要素法で解くべき方程式を導

出できる．式(2.2.1)に Galerkin法を適用すると以下の式が得られる． 

   

V

i

V

i VVv dd 0JNAN  .............................................................................. (2.2.7) 

ここで Niは辺 eiのベクトル補間関数である．式(2.2.7)にベクトル公式を適用して整理す

ると以下の弱形式が得られる． 

     

V

i

V

i VVv dd 0JNAN  ........................................................................... (2.2.8) 

ここで A を各有限要素内で補間関数により表現して整理すると，式(2.2.8)は以下のよう

な行列形式で記述することができる． 

bA K  ................................................................................................................................. (2.2.9) 

      

V

jiji Vv dK , NN  .................................................................................... (2.2.10) 

   

V

ii Vd0JNb  ........................................................................................................... (2.2.11) 

ここで A={Ai |i=1,2,...Ne}は有限要素メッシュ内の Ne個の辺に与えられた未知変数からな

るベクトルである．行列 K は対称行列であり，式(2.2.9)は前処理つき共役勾配法などの

対称マトリクスソルバにより解くことができる．より詳しくは文献[1-4]などを参照され

たい． 

電気機器に用いられる電磁鋼板などの強磁性材料には，一般に磁束密度 Bと磁界 Hの

間に非線形な関係がある．すなわち式(2.2.9)において，磁気抵抗率 v は解ベクトル A に

対する非線形性があり，正しくは v=v(A)と書くことができる．印加する電流が小さく，

機器が線形領域で動作する場合には v を適当な一定値でおき，式(2.2.9)を解けばよい．
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しかし一般には非線形性を考慮した解析が必要である． 

磁気非線形性を考慮した有限要素解析にはニュートンラフソン法が広く用いられてい

る[5-7]．いま，式(2.2.9)の残差：G(A)=KA-b を考える．G(A)に対してニュートンラフソ

ン法を適用し，残差が減少する方向へ Aを以下のように逐次更新して解を得る． 

 
GA

A

AG

AAA












  where
 ....................................................................................................... (2.2.12) 

これに関しても詳細は文献[1-7]などを参照されたい． 

2.3  最適化問題 

前章で概説した有限要素解析は，最適化計算中に得られた形状の特性を解析するため

に用いられる．解析の結果に基づきどのように形状を変化させ解を探索するか，言い換

えれば，設定した最適化問題をどのように解くかは，最適化アルゴリズムにより決まる．

この章では形状最適化問題を解くために用いる手法についてまとめる． 

2.3.1 最適化問題の設定 

目的関数が 1つである単目的最適化問題は以下のように定式化される． 

  SF xx
x

minarg  ........................................................................................................ (2.3.1) 

 21 ,...,1,0)(,,...,1,0)(| NjhNigS ji  xxx  ............................................... (2.3.2) 

ここで x は設計変数ベクトル，F(x)は目的関数である．S は x の実行可能領域であり，

N1，N2はそれぞれ不等式制約，等式制約の数である．設計変数ベクトル xは例えばパラ

メータ最適化の場合，x は長さなどに相当し実数値をとる．後述するトポロジー最適化

の方法の 1 つである on/off 法などでは 0/1 の離散値をとる．単目的最適化の目的は実行

可能解の中から F(x)が最も小さくなる xを見つけることである．すなわち， 

    SFF  xxx
*

 ..................................................................................................... (2.3.3) 

となるベクトル x*を得ることである．このときの x*を大域的最適解とよぶ． 

 実問題では，目的は 1つではなく複数ある場合が多い．このような問題を多目的最適

化問題という．多目的最適化は P 個の目的関数 F0(x),...,FP(x)を最小化する解ベクトルを

得ることである．ただし各目的関数はトレードオフの関係になっている場合が多く，完

全最適解が存在するとは限らない．したがって多目的最適化では単一の解を得るのでは

なく，パレート解の集合を見つけることが目的となる[8, 9]．パレート解とは「他の解と

比べて完全に劣っているとは言えない解」であり，以下のように定義される． 
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 ある個体 x*が，目的関数が P個存在する問題に対して Fi(x*) ≤ Fi(x), i=1,…,Pであり，

1つ以上の iに対して Fi(x) ≤ Fi(x*)となるような xが存在しないとき，x*をパレート

解という． 

  1つ以上の iに対して Fi(x) <Fi(x*)となるような xが存在しないとき，x*を弱パレー

ト最適解という． 

また，パレート解，弱パレート解以外の解は，他の解よりも劣っている解ということか

ら劣解と呼ばれる．パレート解の集合が張る曲面を，パレートフロントと呼ぶ．パレー

ト解の概念を図 2.2 に示す．なお，求められたパレート解からどの解を採用するかは設

計者が目的に応じて判断する． 

 
多目的最適化を解く最も単純な方法は，複数ある目的関数に重みをつけて足し合わせ，

単目的最適化問題として扱うことである．重みを適当に変えて複数回の単目的最適化問

題を解くことで，パレートフロントを得ることができる．しかし同様の最適化を複数回

行うという冗長な計算が必要になる．さらに，パレートフロントが凸でない場合，重み

をどのように設定しても得られない解の範囲が存在する[10]．そのため，可能であれば

単目的問題におとさず，多目的問題をそのまま扱うほうが良い． 

2.3.2 最適化問題の解法 

設計者が設定・定式化した最適化問題を解き，最適化を求める手法が最適化アルゴリ

ズムである．すべての最適化問題を解くことができる万能なアルゴリズムはないとされ

ている．問題に応じて適当な最適化アルゴリズムを用いることで少ない計算時間でよい

解を得ることができる． 

実数値設計変数を対象とした最適化問題において，目的関数が設計変数で微分可能で

ある場合は，勾配法が有用な場合が多い．たとえば， 

 
x

x
xx

d

dF
  ................................................................................................................. (2.3.4) 

図 2.2 パレート解の概念図(目的関数が 2つのとき) 

 

F1 

F2 

パレート解 

弱パレート解 

劣解 
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として設計変数を逐次更新していくことで解を得る手法である．勾配法に基づく方法は

目的関数が単峰の凸関数であれば大域最適解を得ることが可能である．しかし目的関数

に多峰性がある場合は初期に与えた設計変数により，得られる解が依存してしまい，局

所解に陥る場合が多いという問題がある．ただし局所解であっても工学的に十分な性能

を持つ“妥当解”であることも多く，一概に局所解が悪いとはいえない．また当然なが

ら，勾配法に基づく方法は，目的関数が設計変数で微分不可能な場合は使用できない． 

実数値設計変数を対象とした最適化問題で勾配法が有効ではない場合や，離散変数を

対象とした最適化問題では別の最適化アルゴリズムを用いることになる．また，電気機

器の最適化問題においては，目的関数の微分計算が難しい場合が多い．これらの問題で

はメタヒューリスティクスな最適化法が用いられる．メタヒューリスティクスな方法と

しては貪欲法(Greedy method)やローゼンブロック法(Rosenbrock method)[11]などに代表

される直接探索法と，遺伝的アルゴリズム(Genetic Algorithm: GA)に代表される確率的探

索法が挙げられる．確率的探索法は幅広い問題に対して適用でき，大域的に解を探索す

ることが可能である．ただし得られた解に対して極小性などは一切保証されない．また，

どのような解が得られるかはアルゴリズム中で用いる乱数系列により決まるため，最適

化計算のたびに得られる解が変わってしまう． 

上記のような問題点はあるものの，広い問題に適用可能である利点を鑑み，本研究で

は確率的探索法を用いた最適化法について検討する． 

2.3.3 代表的な確率的探索法 

前述したように「すべての最適化問題を解くことができる万能なアルゴリズムはない」

といわれている．それに応じて，多様な確率的探索法が提案されている．すべてを網羅

することは困難であり，この項では代表的な確率的探索法をいくつか取り上げてまとめ

る． 

 

 遺伝的アルゴリズム(Genetic Algorithm: GA)[9, 12] 

GA は進化型計算の代表といえる方法である．この手法は自然界の生物の進化から発

想を得た探索手法であり，最適化問題や人工知能などの多くの分野で応用されている． 

GAは，与えられた問題に対する設計変数を染色体 (Chromosome)として各個体がそれ

ぞれの値を保持する．なお，個体が持つ設計変数は上記のように元々は染色体と呼ばれ

ていたが，近年では遺伝子(Gene)とよぶ方が一般的となりつつある．ランダムな遺伝子

を持つ個体を複数個生成して初期の個体集団とする．初期集団に対して淘汰，交叉，突

然変異といった操作を行う．各個体を問題への適応度に応じて評価し，適応度の高い個

体を残すという処理を繰り返し実行する．この流れを繰り返すことで生物が進化するよ

うに段々と良い評価をもつ個体が生き残っていく．このようにして解を探索する方法で

ある． 

GAは進化計算の代表であり，そこから派生した様々な方法が存在する．例えば GAの

処理の中に生物の免疫系の仕組みを模倣した処理を導入した免疫アルゴリズム(Immune 

Algorithm: IA)[13]がある．また，旧来の GAは遺伝子を bit-stringとして扱うが，実数値
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設計変数を対象とする場合は遺伝子を実数として扱う実数値 GA(Real-coded Genetic 

Algorithm)[14, 15]があり，実数値問題では bit-stringに比べて高い探索性能を持つ． 

 

 粒子群最適化 (Particle Swarm Optimization: PSO)[16] 

PSO は群知能の一種である．各粒子の位置を設計変数とし，GA と同様に複数の粒子

をランダムに生成する．また，各粒子は位置に加えて速度の情報をもち，この値も粒子

生成の際に初期化される．生成された粒子は速度にしたがってランダムに飛び回るが，

各粒子の速度は最適化計算の中で発見した最も評価がよい位置を向くように徐々に修正

される．これにより，粒子を段々とよい解の方向へ移動させることで大域的に解を探索

させつつ，よい解へ収束させる． 

 

 分布推定アルゴリズム(Estimation of Distribution Algorithm: EDA)[17-19] 

EDA は GA が探索に用いてきた交叉や突然変異などのオペレータの代わりに統計力

学の考えに基づいたオペレータにより，個体を生成する方法の総称である．それまで得

られた個体を元に良好な個体群の確率分布を推定し，その分布に従って子個体を生成し

て解を探索する． 

 

 焼きなまし法 (Simulated Annealing: SA)[20] 

焼きなましとは一度高温で溶かした金属をゆっくりと冷却することで，原子配列が規

則正しく並び変わることを利用し，より安定な材料を作る技法である．これを計算機上

で模擬した方法が SAである．SAでは，設計変数を目的関数が改善する方向に変化させ

ていく．ただし，目的関数が改悪する方向へ変化させることを一定の割合で許可する．

最適化計算の初期にはこの割合を高くし，徐々にその割合を下げていく．この操作によ

り，大域的に解を探索する．最適化計算中に，十分に緩やかに改悪を許容する割合を低

下させることにより，理論的には確率 1で大域最適解が得られる．この点が他の確率的

探索法とは異なるが，実用的な時間でそれを実現することは難しい． 

 

上記以外にも，進化戦略(Evolution strategy: ES)[21]，Ant Colony Optimization(ACO)[22]，

差分進化(Differential Evolution: DE)[23]などの方法がある．それぞれに長所・短所があり，

一概にどの方法が優れているということはできない．また，それぞれの方法に事前に設

定すべきパラメータが複数存在するため，問題に応じてそれらのチューニングが必要と

なり，その結果によっても探索性能が大きく左右される． 

 本研究では，GA をベースとして最適化アルゴリズムの検討を行う．次節では GA に

ついて詳説する． 
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2.4  遺伝的アルゴリズム 

2.4.1 遺伝的アルゴリズムの概要[9, 12] 

GA は，与えられた問題に対してランダムに生成した初期の個体集団に対し，淘汰，

交叉，突然変異といった操作を行う．各個体を問題への適応度に応じて評価し，適応度

の高い個体を残すという処理を繰り返し実行する．これらの処理の流れを図2.3に示す． 

 

GAは，基本的に以下に示すような流れで処理される． 

 

(1) 個体集団の初期化 

ある数の個体からなる集団を生成する．各個体は遺伝子(2進のビット列からなる)を持

つ．遺伝子は個体生成時にランダムで初期化される． 

(2) 適応度の評価 

集団を構成する各個体の適応度を計算し，終了条件を満たすか確認する．終了条件は

問題や設計者よって決定されるが，集団の中にあらかじめ決めた適応度を持つ個体が出

現した場合や，世代数があらかじめ決めた数になった場合などが使われることが多い．

適応度の計算方法は基本的により良い個体が高い適応度になるようにする． 

(3) 淘汰 

集団の中で適応度が高い個体を次世代に生き残らせ，低いものを集団から消去する．

生き残る個体を選ぶ方法にはいくつかの種類がある．適切な方法で淘汰することにより，

高い適応度を持つ個体が生き残るようにする．主にエリート戦略，ルーレット戦略など

の手法がある． 

(4) 交叉 

淘汰によって生き残った個体の中から，ランダムに個体対(両親)を選択し，両親の遺

伝子の特徴を受け継ぐような，新たな個体(子)を生成する．二つの個体間である一点(交

叉点)を境に遺伝子コードを入れ替える「一点交叉」，複数の(交叉点で遺伝子コードを複

数の区間に分け，区間単位で遺伝子を入れ替える「多点交叉」などの方法があり，問題

によって適切に選ぶ必要がある． 

(5) 突然変異 

突然変異は，遺伝子の一部をある確率で変化させる操作である．変化させる遺伝子コ

ードの数によって 1点突然変異や複数点突然変異がある． 

 

突然変異終了後は，再び(2)に戻り，適応度を計算，淘汰，交叉を繰り返す．これを数

世代にわたって行うことで，より適応度の高い個体が生成される． 
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単目的の最適化問題を解くために GA を使用する場合は，遺伝子を設計変数とし，遺

伝子の値を引数として目的関数に代入したときの値を適応度とすればよい．ただし GA

は基本的に最適化問題を無制約問題としてしか取り扱えないアルゴリズムであるため，

制約条件がある問題では，遺伝子が制約を満たしていない場合にペナルティ関数を適応

度に加える必要がある．詳しくは 2.4.6項で述べる． 

2.4.2 実数値遺伝的アルゴリズム 

GA は前述のようにビットストリングの遺伝子表現を用いる．そのため，パラメータ

最適化のような実数値の設計変数をとる最適化問題に GA を用いる場合は，エンコーテ

ィングとデコーティングが必要になる．しかしこれらの処理により目的関数の景観が失

われてしまうため，GA を用いた実数値関数の最適化の性能は低い水準にとどまる．そ

こで，遺伝子をビットストリングではなく，実数値ベクトルで表現する手法が開発され

ている[14]．この手法は実数値遺伝的アルゴリズム(Real-coded Genetic Algorithms: RCGA)

と呼ばれる．遺伝子の表現方法が伝統的なビットストリング GAとは異なっているため，

前項で述べた処理のうち交叉や淘汰の処理は，RCGAにあわせて修正された方法が用い

られる．これらの手法を用いる場合はビットストリング GAのように突然変異オペレー

タを使用せずに有望な解を見つけることができる． 

RCGA の交叉や淘汰の設計にあたり，機能分担仮説[24]とそれに基づいた交叉・淘汰

の設計指針[25]が考えられ，機能分担仮説に基づき設計された手法の有効性が示されて

いる．機能分担仮説では，交叉と淘汰に与える役割を明確に以下のように分けて設計す

べきと提唱している． 

 交叉：個体群の情報を可能な限り活用しつつ，新たな探索点を生成するべきであ

る．個体群を確率分布と捉え，交叉オペレータを親個体から子個体群への確率分

布の変換操作とみなしたとき，子個体を生成する領域は親個体が分布している領

域に生成することが望ましいと考えられる． 

図 2.3 GAの流れ 
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 淘汰：良い個体を選択し，探索空間内において重点的に探索すべき領域(個体群)を

示すことにあるとする．淘汰オペレータの設計にあたっては多峰性の性質を考慮

し，最適化の初期には広く個体を分布させ，徐々に探索範囲を限定していくよう

に設計するべきである． 

 

上記の考え方に基づいた交叉オペレータの設計指針として，以下が示されている． 

 

 統計量遺伝： 

交叉により生成される子個体の分布は，親個体の分布の平均・共分散行列を保

存するように設計することが望ましい．特に共分散行列の保存は設計変数間の依

存関係が強い問題において重要であると考えられる． 

 多様な解の生成： 

統計量遺伝という拘束の下では，できるだけ多様な解を生成する能力を持つべ

きと考えられる． 

 ロバスト性： 

探索をよりロバストにするためには，子個体の分布は統計量遺伝を満たす分布

をわずかに拡大したものが望ましいと考えられる． 

2.4.3 世代交代モデル 

2.4.1 項で述べたように，GA では集団の中から親を選んで子個体を多数生成し，集団

と子個体群の中から特定の個体を淘汰して次世代の集団とする．このとき，集団の中か

ら親を選ぶ方法，親と子の中から次世代に残す個体を選ぶ方法を合わせて「世代交代モ

デル(Generation Alternation Model)」という[9]．伝統的ビットストリング GAではエリー

ト戦略やルーレット選択などがこれに該当する．RCGA では，MGG(Minimal Generation 

Gap)[26]や SPC[27]などが提案されている． 

機能分担仮説に基づいて世代交代モデルを設計するにあたっては，最適化の初期段階

においては集団の遺伝子の多様性を維持して探索を行い，徐々に解が収束していくこと

が望ましい．多様性を維持するには集団サイズを大きく取ればよいが，個体数を増やし

すぎると解の収束速度が遅くなり最適化に要する世代数が増えてしまう．そのため集団

サイズに頼らずに多様性の維持するように世代交代モデルを設計する必要がある． 

機能分担仮説に基づき設計された交叉オペレータを用いる際に有効な世代交代モデル

として，JGG(Just Generation Gap)が提案されている[15, 28]．JGGの世代交代は以下のよ

うにして行われる． 

 

1. 複製選択：個体群から np個の個体をランダムに選択し，親個体群とする． 

2. 子個体の生成：親個体群に対して交叉を繰り返し適用し，nc 個の子個体を生成す

る． 

3. 生存選択：評価が上位の np個の子個体を選び，親と入れ替える．評価にかかわら

ず親はすべて淘汰する． 
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JGGでは，次世代に残る個体は子個体に限定され，交叉に参加した親は全て淘汰される．

エリート選択を用いないことで局所解からの脱却を促し，親全てを子と入れ替えること

で個体群の変化を大きくし，解の探索を促進する．なお，アルゴリズムの過程でエリー

ト個体は保存しないが，それとは別に最適化計算中の最良個体を保存しておき，それを

最終的な解とする方法が適当であろう． 

2.4.4 多親交叉 

ビットストリング GAとは異なり，RCGAの交叉では 2個体以上の親を用いて子個体

を生成する手法が開発されている．特に機能分担仮説に基づき設計された交叉オペレー

タには複数の親を用いた手法が多い．それらは統計量遺伝に基づき親個体の平均ベクト

ルと共分散行列を維持するように設計されている．ここでは多親交叉のうち，悪スケー

ル性や変数間依存性などに対応した交叉オペレータである SPX[29]と REXstar[15]につい

て述べる． 

SPX(Simplex Crossover)は複数の親個体群が張る多角形領域内に一様に子個体を生成

する．まず，設計パラメータが n個ある場合，集団から n+1個の親 x0,...,xnをランダムに

選択する．親の重心 gを以下で計算する． 

,
1

1

0







n

i

i
n

xg  .................................................................................................................. (2.4.1) 

次に以下の式に従って，p0,…,pn，c0,…,cnを計算する． 

 gxgp  kk  ............................................................................................................. (2.4.2) 

  ,else

0 if0

111








 kkkk
k

r

k

cpp
c  .............................................................................. (2.4.3) 

ここで k=0,1,…,n であり，rkは範囲[0,1]の一様乱数 u から以下の式で変換される値であ

る． 

.1

1

 k
k ur  .......................................................................................................................... (2.4.4) 

最後に子個体の遺伝子 cを以下で得る． 

.nn cpc   ....................................................................................................................... (2.4.5) 

cはすなわち，親個体の遺伝子が張る多角形領域内で一様に決定される．図 2.4に 3親を

用いた場合の子個体生成領域を示す．なお，式(2.4.2)の ε は 2n とすると，親個体の

平均値と共分散行列が保存され，統計量遺伝の条件を満たす．SPXは親個体の遺伝子が

張る多角形領域をわずかに拡大した領域に子個体を生成する． 
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SPXは初期個体群の張る凸包内に最適解がある場合は有効に働くことが多い．しかし

凸包内に最適解がない場合，親個体の張る領域を僅かに拡大した範囲しか探索しないた

め，最適解に到達することは容易ではない． 

初期個体群が最適解を覆っていない状況では，統計量遺伝の考えに基づき親個体の重

心を維持することにこだわると初期収束の原因となる．この場合，親個体の重心を最適

解が存在するとみられる方向(大域降下方向)に移動して子個体を生成するのが有用と考

えられる．この考えに基づいて REXstar(Real-coded Ensemble Crossoverstar)が提案された． 

まず，REXstarでは以下の方法を用いて大域降下方向を推定する． 

 

１． K個の親個体が与えられたとき，親個体の重心 xgに対して，親個体の位置ベク

トル x1,…,xKの xgに対する鏡映点 x1,…,xKを生成する． 

２． 合計 2K個の中で評価が上位半分の個体の重心を xbとし，(xb－xg)を大域降下方

向とする．このとき，(xb－xg)は 2K個の中で最も評価の高い個体を通る． 

 

図 2.5に大域降下方向の例を示す． 

 

p0 

g 

親 1 

親 2 
親 3 

p1 
p2 

x 

εx 

c1 

c2 
c 

図 2.4 SPXにおける子遺伝子の生成範囲(遺伝子サイズが 3の場合) 

図 2.5 大域降下方向の推定法 



 

 

第 2章 電気機器の設計最適化  2.4  遺伝的アルゴリズム 

 

17 

 

上記で示した大域降下方向 xbを用いて，次式で子個体 xcを生成する． 

  

 






p

1

g

gb
1

g
c ,,

n

i

ii

t
n

tdiag

xx

xxxx



 

 ................................................................................. (2.4.6) 

   njtUt
j ,,2,1,0   .......................................................................................... (2.4.7) 

   ppp ,,2,13,3 ninnUi   .................................................................... (2.4.8) 

ここで，nは設計変数の数， U(a, b)は範囲[a,b]の一様分布である．tは大域降下方向への

移動量を示すステップサイズであり，任意パラメータである．図 2.6に REXstarの子個体

生成範囲を示す．また，npは親個体の数を設定する定数であり np=n+1 が推奨値である．

REXstarでは親個体の共分散行列は保存されるが，子個体の中心を大域降下方向にシフト

しているため，重心に関しての統計量遺伝は満たされていない．しかし子個体の生成領

域を最適解が存在するとみられる方向にシフトすることは望ましいことと考えられるの

で，統計量遺伝が厳密に満たされていなくても問題はないと期待できる． 

 
REXstar交叉では式(2.4.6)のように子個体の移動方向を xbからランダムに拡大している．

問題によってはこれにより探索能力が劣化する場合があり，直線状に移動させる REXline

や AREX[30, 31]などの修正法，改良法がある．また，遺伝子サイズが大きい問題では，

n+1 の鏡映個体を生成し，それらを評価する計算コストを無視できない場合がある．そ

のような場合は探索性能が多少劣化するが，親個体のみを用いて xbを推定することも十

分可能である[32]．世代交代モデルに JGG，交叉に REXstarを使用した場合の RCGAの流

れを図 2.7に示す． 

 

 

 

図 2.6 REXstarの子個体生成範囲 
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REXstar+JGG を使用するにあたり，事前に決定するべきパラメータには図 2.7 のとお

り， 

 

1. 初期個体数 npop 

2. 親個体数 np 

3. 子個体生成数 nc 

4. 大域降下方向ステップサイズ t 

 

の 4つがある．なお，JGGでは親個体を全て子個体と入れ替えるので，基本的に np<ncで

ある．問題に応じてこれらのパラメータを調整することで GAは高い性能を発揮しうる．

ただし使用者の観点からは負担であり，提案者らの数値実験結果により推奨値が以下の

ように提示されている[15]． 

 

1. 初期個体数 npop：問題依存である．単峰性関数と見られる問題の場合は 2n~5n 程

度，強い多峰性関数と見られる問題の場合は 20n程度が目安である． 

2. 親個体数 np：n+1(設計変数の数+1) 

3. 子個体生成数 nc：4n程度 

4. 大域降下方向ステップサイズ t：問題依存である．単峰性関数と見られる問題の場

合は 4~8，強い多峰性関数と見られる問題の場合は 2以下が目安である． 

 

子個体生成数は，親個体群の張る空間内で一様な子個体を得るため，問題によらず 4n程

度が推奨される．親個体数 npも問題によらず，n+1程度が推奨される．これより大きく

すれば親個体の覆う領域が広くなり，有望な子個体を発見しやすくなるが，JGGではそ

れらの親個体を全て入れ替えるので，初期収束を起こしやすくなる．初期個体数 npopと

ステップサイズ t の設定は問題に依存し，これら 2 つはある種のトレードオフの関係に

ある．単峰性関数と見られる問題では，npopをある程度小さくし，降下方向へ大きく子個

体の重心を移動させることで，少ない評価回数で大域解へ集団を移動させることが可能

である．しかし逆に多峰性関数と見られる問題の場合，tを大きくすると大域解がある谷

を踏み外し，誤った領域に集団が収束する可能性が高まる．そのため t の設定は問題に

強く依存し非常にシビアである．基本的に複雑な実問題ほど多峰性関数になっている場

図 2.7 REXstar+JGGによる最適化の流れ 

1: 初期個体群として npopの固体をランダムに生成する． 

2: 個体群から np個の個体をランダムに選択し，親個体群とする． 

3: 親個体群の鏡映個体を生成し，大域降下方向を推定する． 

4: 親個体群に REXstar交叉を適用し，nc個の子個体を生成する． 

5: 評価が上位の n +1個の子個体を選び，親と入れ替える． 

6: 終了条件を満たしていれば終了し，そうでなければ 2に戻る 
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合が多いので，tはあまり大きくしないほうが安全といえる．また，このような問題点が

あるため，REXstarの修正法である AREXでは，大域降下方向の変わりに評価が良い親個

体の方向へ重心を移動する方法を用いている． 

2.4.5 多目的遺伝的アルゴリズム 

これまで述べた GA の各手法は全て単目的最適化問題に対応した手法であるが，多目

的最適化問題に対応した GA(多目的 GA)が提案されている．単目的 GAと多目的 GAの

相違点は，パレート解を評価するためのランキングを適応度として用いること，解の多

様性を維持するためのシェアリングという処理を用いることである[20]．ランキングと

は個体が集団の中でどの程度優れているかの順位付けである．シェアリングは，個体の

遺伝子が一点に集中するのを防ぎ，解の多様性を維持する処理である．単目的 GA では

一つの解を得るために徐々に探索領域を収束させるように設計されており，世代が進む

と同じような遺伝子を持つ個体が増えていく．その一方で，多目的最適化の目的は多様

なパレート解を探索することが目的であるため，個体の遺伝子に多様性を維持させるた

め，シェアリングのような処理が不可欠である． 

多目的 GA として，ベクトル評価型 GA や MSGA-II[33]などが提案されている．ここ

では探索性能が優れているといわれる Strength Pareto Evolutional Algorithm2 (SPEA2) に

ついて述べる[34]．SPEA2のアルゴリズムを以下に示す． 

 

１． 初期化：それぞれサイズ np，nqの初期探索母集団 P0と空のアーカイブ Q0を作

製する． 

２． ランキング評価：Pt，Qtに対してランク付けを行う．SPEA2 におけるラランク

付けの詳細は後で述べる． 

３． 環境選択：適応度が最も良い個体群から順にアーカイブ候補とする．nq よりも

アーカイブ候補の数が多い場合，シェアリングを用いて候補を削減する．SPEA2

におけるシェアリングの詳細は後に述べる． 

４． アーカイブ更新：アーカイブ候補をアーカイブ Qt+1に保存する． 

５． メイティング選択： Qt+1からバイナリトーナメント選択によって個体を np個

選ぶ． 

６． 交叉・突然変異：手順(5)で選ばれた個体に対して，交叉と突然変異を適用し，

その結果を Pt+1とする．その方法は単目的の GAと同様のものを用いる． 

７． 終了判定：終了条件が満たされていれば Qt+1を解の候補とする．そうでない場

合は手順(2)に戻る． 

 

SPEA2では，各個体のランクは以下のように評価する． 

 

A) 全ての個体 Ciに対して，Ciを優越している個体の数 siを求める． 

B) 個体 Ciのランキング riは，Ciを優越している個体 Cjの sjの和とする． 
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ここで，個体 Ciが Cjを優越しているとは，Ciの全ての目的関数値が Cjより小さいとい

うことを意味する．図 2.8 に目的関数が二つのときのランクの例を示す．個体の右肩に

書かれた数字が si，下線付きの数字が riである．この図に示すように，支配している個

体の数に関わらず，非劣解に対しては最も高い適応度が割り当てられることが分かる．

このことから，SPEA2を用いることで，広い範囲のパレートフロントを求めることがで

きる． 

 
また，SPEA2におけるシェアリング処理には，「端切り法」という手法が用いられる．

端切り法の処理手順を以下に示す． 

 

A) 最も近接している 2 つの個体を探す．このとき，各目的関数の端にある個体は選

択しない． 

B) 該当する 2 個体それぞれの，2 番目に近接している個体との距離を比較し，小さ

いほうの個体を削除する． 

C) まだ個体群のサイズを超えているならば，手順(A)に戻る． 

 

なお，2個体間の距離関数は目的に応じて定義される． 

 

2.4.6 GAにおける制約条件の扱い：Oracleペナルティ法[35] 

GA に限らず多くの確率的探索法は制約のない最適化問題を想定している．制約条件

のある問題では，制約を満たしていない場合に値が大きくなるようなペナルティ関数

p(x)を設計し，それを目的関数に足しこむことで制約条件を考慮する．例えば制約関数

g(x)に対する残差関数 res(x)を適当に 

   2res xx g  ................................................................................................................... (2.4.9) 

などとし，res(x)>0の場合には p(x)として以下のように設定する方法がある． 

si 

ri 

図 2.8  SPEA2におけるランクの評価の例 
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 
 



 


otherwise0

0res x
x

P
p  ................................................................................................... (2.4.10) 

ここで P は十分に大きな正の値である．この方法は death ペナルティといい，単純で実

装上の都合は良いが，制約が不成立な場合すべてで p(x)が非常に大きな値をとる．その

結果，実行可能解と不能解の境界付近の探索を阻害してしまう．また，実行可能解が少

ない問題では，ほとんどの領域で p(x)が支配的になるため，最初に見つけた実行可能解

を解としてしまう恐れがある．すなわち，ランダムサーチを行っているに等しい状況に

陥る．他に p(x)の設計方法としては， 

   xx res Kp  ............................................................................................................. (2.4.11) 

とする方法が考えられる．ここで Kは比較的大きな正の値である．この方法では Kの値

によってペナルティの度合いが変化し，大きすぎればやはり death ペナルティに近くな

ってしまうが，小さくしすぎるとペナルティが有効に働かず，実効不能解を解としてし

まうことがある．さらなる改良としては，最適化計算中に Kの値を変化させる方法が考

えられる．計算の初期では Kを小さくすることでランダムサーチを防ぎ，後半では Kを

大きくすることで，有望な解以外は実効不能解として淘汰を促すことができる．しかし

この方法では問題に応じてペナルティ関数の調整が必要となってしまい，それによって

得られる結果が大きく変化しうる． 

できるだけ少ないパラメータでペナルティ関数を動的に調整する方法が使用者にとっ

ては最も都合が良い．そのような方法として，Oracle ペナルティ法が提案されている．

この方法では，単一のパラメータ Ω を用いて，目的関数 F(x)と残差関数 res(x)をあわせ

た修正目的関数 Fp(x)を以下のように与える． 

 
         
     










0res and  if

0resor   ifres1

xxx

xxxx
x

FF

FF
Fp


 ............................... (2.4.12) 

ここで Ω はオラクルパラメータとよばれる．また 0<α<1 であり，F(x)と res(x)の大小に

応じて動的に，かつ Fp(x)が滑らかになるように以下のように変化させる． 
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  .. (2.4.13) 

 

図 2.9に，Ω=4，F(x)∈[0, 10]，res(x)∈[0, 10]に対する修正目的関数を示す．res(x)が零の

とき，Fp(x)は目的関数 F(x)に応じて単調に減少している．また，F(x)< Ωで res(x) >0の

とき，Fp(x)は F(x)に対しては平面であり，res(x)の減少に応じてのみ単調に減少する．さ

らに F(x)< Ωで res(x)>0のときは両者の減少に応じて Fp(x)が減少する．図 2.7 のように

Fp(x)は F(x)と res(x)が張る平面の中で滑らかに変化し，deathペナルティのような急激な

変化はない．したがってランダムサーチに陥る状況を避けることができる．また，Oracle

ペナルティ法を使用する上で必要なパラメータはΩのみであり，アルゴリズムの扱いが

容易である．図 2.10にΩに対する Fp(x)の変化を示す．これから分かるようにΩの変更

による影響は Fp(x)の関数形が左右に移動するのみであることがわかる．Ωを大きくする

と，Fp(x)が F(x)に対しては平面の領域が増える．すなわち res(x)の減少に重点を置くこ

とになり，式(2.4.10)のようにペナルティを設計した場合に近くなる． 

Ωの設定の指針としては，大域最適化のときの F(x)の値，もしくは所望の性能を持つ

解の値に設定すればよい．F(x)がΩを下回っているときは実行可能解の探索に重点がお

かれる．Ωの値に見当がつかない場合は，適当な大きさのΩを設定し，簡易的な最適化

計算を行う．その結果，F(x)がΩより小さい実行可能解が得られれば，そのときの F(x)

をもとにΩを再設定して改めて最適化を行えばよい． 
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図 2.9  Oracleペナルティ法による修正目的関数 

(a)：等高線 

(b)：3次元図 

F(x) 

res(x) 

F(x) 

res(x) 

Fp(x) 

Fp(x)： 

Ω=4 

図 2.10  Oracleパラメータに修正目的関数の変化 

(a):Ω=4 (b):Ω=6 
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2.5  遺伝的アルゴリズムの数値実験 

242 節で述べた実数値 GA の交叉手法である BLX-α，SPX，REXstarの性能をテスト関数の最適

化問題を通して比較する． 

2.5.1 テスト関数 

ここでは文献[15]で検討されている 7 通りのテスト関数を対象とした最適化問題につ

いて検証する．テスト関数とは関数最適化問題の特徴(悪スケール性や多峰性等)を典型

的に示すように設定された関数である．関数形 F(x)と定義域 Rn，最適値 x*をそれぞれ以

下に列挙する． 

 Sphere関数：基本関数 
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 Ellipsoid関数：弱い悪スケール性 
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 k-tablet関数：強い悪スケール性(k=n/4) 
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 Rosenbrock関数(chain型)：隣り合う変数間に強い変数間依存性 
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 Bohachevsky関数：弱い多峰性 
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 Schaffer関数：強い多峰性 

      

   0,,0,100,100

150sin

*

1

1

1.02
1

2225.02
1

2









 







x

x

nn

n

i

iiii

R

xxxxF
 .................................................... (2.5.6) 

 Rastrigin関数：強い多峰性 
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2.5.2 最適化の設定 

前述した 7 通りのテスト関数を 7 つの関数を最小化するよう，BLX-α，SPX，REXstar

の 3つの手法により最適化を行う．それらの世代交代モデルとして，BLX-αではルーレ

ット選択，SPX と REXstarでは JGG を採用する．ルーレット選択では，集団から親をラ

ンダムに選んで nL個の子個体を生成し，生成した個体と集団からルーレット選択により

(集団数-nL)個体を選んで次世代の親個体群とする．すなわち，最も単純なルーレット選

択の方法を世代交代モデルとして使用する．表 2.1～表 2.3に，本数値実験で使用するパ

ラメータをまとめる．ここで表中の n は遺伝子サイズである．ここでは遺伝子サイズ n

を 20として実験を行う． 

 

 

表 2.1 実数値 GAの数値実験におけるパラメータ設定(REXstar) 

関数形 

初期 

個体

数:npop 

親個体数:np 子個体数:nc 
ステップサ

イズ:t 
世代数 

Sphere 5n n+1 4n 2 500 

Ellipsoid 5n n+1 4n 2 500 

k-tablet 5n n+1 4n 1 500 

Rosenbrok(c) 5n n+1 4n 1 500 

Bohachevsky 8n n+1 4n 0.1 500 

Schaffer 15n n+1 4n 0.1 500 

Rastrigin 20n n+1 4n 0.1 500 
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表 2.2 実数値 GAの数値実験におけるパラメータ設定(SPX) 

関数形 

初期 

個体

数:npop 

親個体数:np 子個体数:nc 世代数 

Sphere 5n n+1 4n 500 

Ellipsoid 5n n+1 4n 500 

k-tablet 5n n+1 4n 500 

Rosenbrok(c) 5n n+1 4n 500 

Bohachevsky 8n n+1 4n 500 

Schaffer 15n n+1 4n 500 

Rastrigin 20n n+1 4n 500 

 

表 2.3 実数値 GAの数値実験におけるパラメータ設定(BLX) 

関数形 

初期 

個体

数:npop 

親個体数:np 子個体数:nc 世代数 

Sphere 5n 2 5n/10 500 

Ellipsoid 5n 2 5n /10 500 

k-tablet 5n 2 5n/10 500 

Rosenbrok(c) 5n 2 5n/10 500 

Bohachevsky 8n 2 8n/10 500 

Schaffer 15n 2 10n/10 500 

Rastrigin 20n 2 15n/10 500 

 

 

 

2.5.3 最適化結果 

7通りのテスト関数に対して，前項で述べた設定の下，異なる乱数系列を用いて 20回

の最適化計算を行った．各手法・関数での，評価回数に対する目的関数の平均の変化を

図 2.11 から 2.17 にそれぞれ示す．なお，REXstarでは問題に応じて降下方向へのステッ

プサイズパラメータ tを表 2.1の値に設定した場合と，どの場合も t=0.1で固定した場合

の結果を示している． 
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図 2.11  Sphere関数の最適化結果 

図 2.12  Ellipsiod関数の最適化結果 

図 2.13  k-tablet関数の最適化結果 
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図 2.14  Rosenbrock関数(chain)の最適化結果 

図 2.15  Bohachevsky関数の最適化結果 

図 2.16  Schaffer関数の最適化結果 
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図 2.11 から図 2.13 より，REXstarにおいて，パラメータ t を適当に設定すると，すば

やくテスト関数値が最適解へ近づいていることが分かる．しかし図 2.14，2.16，2.17 に

示すように，それらの関数では REXstarと SPXの推移はほぼ同等か，僅かに SPXの方が

良い．これらの問題では変数間の依存性・多峰性ともに強く，降下方向へ移動すると大

域解を超えて誤った領域に収束してしまう可能性を高めるためと思われる．これらの結

果より，比較的単純な関数景観の問題では REXstar は非常に良い性能を示すことがわか

る．いずれの関数においても，BLX の性能は他の 2 つを大きく下回っている．これは，

BLX-αが変数間依存性に対応していないことに加え，用いた世代交代モデルが最も単純

なルーレット選択であるためと考えられる．この結果より，適当な世代交代モデルを用

いることの重要性が示されたたといえる． 

図 2.18に，20回の最適化で得られた最終的な解の標準偏差を示す．ほぼ全てのテスト

関数において REXstarの標準偏差が SPX より低くなっている．これは，大域方向へ解集

団を移動させることで，初期の個体分布に対してロバストに解空間を探索できるためで

あると考えられる．GA の大きな問題点の一つとして，用いた乱数系列によって得られ

る解が変化するため，同じ問題を何度も解く必要性が生じることがあるが，REXstarはそ

の回数を減らすことができるといえる．これは計算負荷の重い実問題においては，非常

に重要な特性であるといえる． 

 

 

図 2.17  Rastrigin関数の最適化結果 
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 次に，REXstarにおける鏡映個体の影響について考察する．REXstarでは大域降下方向を

推定するために毎世代で n+1の鏡映個体を生成する．実問題において，特に nが大きい

場合には，毎世代で鏡映個体を作ると，それらの評価に要する負荷を無視できなくなり，

最適化計算の時間が長大化する．そこで大域降下方向の推定に鏡映個体を用いず，親個

体のみで推定する場合に，REXstarの探索性能がどのように変化するかを考察する． 

同様に，7 通りのテスト関数に対して，前項で述べた設定の下，異なる乱数系列を用

いて 20回の最適化計算を行った．鏡映個体の有無による，評価回数に対する目的関数の

平均の変化を図 2.19から 2.25にそれぞれ示す．これらの結果より，図 2.19，2.20に示す

ような比較的単純な関数景観の場合は，鏡映個体の有無によらず最適化が進んでいるが，

図 2.21，2.23で示したテスト関数の結果では，鏡映個体を用いたときに最適解が得られ

ているが，鏡映個体がないと SPXとの差が殆ど見られなくなっていることがわかる．こ

の理由として，単純な景観では，親個体の最良解の方向が大域的な最良解の方向が高い

ため，鏡映個体の有無による影響が少ないためではないかと思われる．一方で，図 2.24，

2.25では鏡映個体を用いない方が早く良い解を見つけている．これらの問題は強い多峰

性のある問題である．また，図 2.26に最終的な解の標準偏差を示すが，この値は鏡映個

体の有無に違いがあまり大きくない．変数間の依存性・多峰性が強い問題では，そもそ

も大域的な最良解の方向を推定することが容易ではないため，鏡映個体の有無の影響が

小さかったのではないかと思われる．  

以上の結果より，鏡映個体を用いないことで解きにくくなる問題が一部存在する可能

性が示唆されたが，その影響は大きくはない．そのため実問題では鏡映個体を用いない

という方法も計算負荷との兼ね合いからは採用する価値があるといえる． 
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図 2.18  最終的な解の標準偏差 



 

 

第 2章 電気機器の設計最適化  2.5  遺伝的アルゴリズムの数値実験 

 

31 

 
 

0.00001

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

10

100

0 10000 20000 30000 40000 50000

o
b

je
ct

iv
e 

fu
n

ct
io

n
 v

al
u

e

num. of evaluation

REX REX(no_mirror) SPX

0.00001

0.001

0.1

10

1000

100000

10000000

0 10000 20000 30000 40000 50000

o
b

je
ct

iv
e 

fu
n

ct
io

n
 v

al
u

e

num. of evaluation

REX REX(no_mirror) SPX

0.00001

0.001

0.1

10

1000

100000

0 10000 20000 30000 40000 50000

o
b

je
ct

iv
e 

fu
n

ct
io

n
 v

al
u

e

num. of evaluation

REX REX(no_mirror) SPX

図 2.19 鏡映個体の有無による Sphere関数の最適化結果 

図 2.20 鏡映個体の有無による Ellipsiod関数の最適化結果 

図 2.21 鏡映個体の有無による k-tablet関数の最適化結果 
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図 2.22 鏡映個体の有無による Rosenbrock関数(chain)の最適化結果 

図 2.23 鏡映個体の有無による Bohachevsky関数の最適化結果 

図 2.24 鏡映個体の有無による Schaffer関数の最適化結果 
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2.6 2章のまとめ 

2.1節では，電気機器の形状最適化の流れについて述べた．次に 2.2節では，電気機器

の形状最適化を行うにあたり，与えられた機器形状の解析に用いる有限要素法について

概説した．2.3節では各種最適化問題の概説と，最適化問題を解くアルゴリズムについて

述べた．2.4節では本研究で主に用いる遺伝的アルゴリズムの各種方法について述べた．

2.5節では，2.4節で述べた手法をテスト関数の最適化問題に適用し，それらの手法の比

較・考察を行った．結果として，REXstarが最もロバストな探索性能を持つことがわかっ

た．また，REXstarにおける鏡映個体の有無による影響を示した． 
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図 2.25 鏡映個体の有無による Rastrigin関数の最適化結果 
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図 2.26 鏡映個体の有無による最終的な解の標準偏差の違い 
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第 3章 3次元形状パラメータ最適化 

3.1  パラメータ最適化の概要 

パラメータ最適化(Parameter Optimization)とは，長さや位置などの形状を表現する設計

変数を定め，それらの値を変化させて形状最適化を行う方法である(図 3.1)．形状の表現

範囲が設計変数によって制約されているため，形状表現の自由度は低い．その反面，探

索空間が比較的小さいため，最適化計算に要する時間が比較的少なくすむ利点がある．

得られる形状は設計変数の定義による．また，設計変数の数に応じて，満足できる解が

得られるまでの計算時間が長くなるため，対象となる機器に対する設計者の知見などを

もとにして慎重に検討して設定する必要がある． 

電気機器のパラメータ最適化はこれまでも広く行われているが，そのほとんどは 2 次

元形状モデルを対象としたものである．3 次元形状モデルでパラメータ最適化が行われ

ていない理由は，主に有限要素解析に用いるメッシュ生成にかかる計算負荷のためであ

る．パラメータ最適化では設計変数が変化するたびに形状に合わせてメッシュを生成し

なければならないが，3 次元形状のメッシュ生成は特に計算負荷が重く，何度もメッシ

ュ生成を行うと計算時間が非常に長くなってしまう． 

そこで本研究では，電気機器の 3 次元形状最適化を容易にするため，階層型非適合ボ

クセル要素を用いた解析法と，それに基づくパラメータ最適化法を提案する． 

 

図 3.1 パラメータ最適化における形状の表現 
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3.2  階層型非適合ボクセル要素 

有限要素法において，3次元形状の変化に合わせてメッシュを修正する方法としては，

主として以下が考えられるだろう． 

1. メッシュを一から再生成する． 

2. 変化した形状に合うようにメッシュを変形させる[36]． 

3. ボクセル要素を用いる[37, 38]． 

 

「１」の方法は確実ではあるが計算負荷の観点から難がある．「２」の方法は形状の変化

に合わせてメッシュ内の節点位置を移動させる方法である．比較的小さな変形には向い

ているが，一度で大きな変更を表現しようとすると要素が裏返る可能性がある． 

「３」の方法は，ボクセル要素を用いた有限要素法(ボクセル FEM)である[37, 38]．ボ

クセル FEM とは，その名の通り，均一な立方体(ボクセル)をメッシュとして用いる有限

要素法である．これらボクセルに与える物性値を，形状に合うように設定することで任

意の機器形状を，メッシュ生成を行わずに表現することができる．また，要素のゆがみ

に起因する条件数の悪化がなく，対称マトリクスソルバの収束特性がよい．これらの理

由から軽い計算負荷で任意形状の有限要素解析を実行できる．しかしボクセル要素では

当然ながらステップ上の形状境界しか表現できないため，形状を正しく表現することが

できず，解析精度が悪化してしまう． 

ボクセル FEM の解析精度を向上させるには，単純にボクセルの辺長を短くすればよ

い．そうすることで空間解像度が改善され，形状境界の表現能力が向上する．しかし形

状境界だけでなく，領域全てのボクセルが小さくなるため，メッシュ全体の要素数が膨

大な数になり，有限要素解析に必要な計算時間が増大してしまう．そこで本研究では，

形状境界のボクセル要素のみを小さくすることが可能な階層型非適合ボクセル要素を用

いる． 

3.2.1 階層型非適合ボクセル FEM  

前述のようにボクセル FEM では解析領域を均一なボクセルで分割する．ただし機器

形状周辺以外の要素を粗くするため，一般的には図 3.2(a)のように機器形状周辺の主要

な領域を十分に細かいボクセルで分割し，空気領域は扁平な直方体要素を用いて分割す

ることが多い．解析領域のボクセルを細かくするほど，形状境界の表現能力が向上する

が，解析領域内の全てのボクセルが小さくなるため，要素数が増加してしまう．また空

気領域の扁平な直方体要素も同様に増加してしまうため，メッシュ全体の要素数の増加

と扁平な要素の増加に伴う条件数の悪化[1]が重なり，有限要素解析にかかる計算負荷が

大幅に増加してしまう． 

ボクセル FEMにおいて，材料境界に位置する要素のみを図 3.2(b)のように階層的に細

かくできれば，解析精度と計算負荷の観点から有利である．図 3.2(c)に示すように，材料

境界に位置するボクセルを自身の半分の辺長を持つボクセルに等分して新しいボクセル

を生成する．これを階層的に任意の回数繰り返すことで材料境界付近のみに小さなボク
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セルが多数生成され，メッシュ全体の要素数を大幅に増加させることなく，形状境界の

表現能力を向上させることが出来る．しかし異なるサイズのボクセルからなるメッシュ

は非適合であり，そのままでは解析に利用できない．非適合なメッシュを解析に用いる

場合には次項で説明する，非適合接続を導入して解析を行わなければならない． 

 

3.2.2 ボクセル要素における非適合接続 

非適合ボクセル要素には，辺の始点と終点が他の辺と一致していない「浮き辺」と呼

ばれる状態になる辺が生じる．通常，浮き辺が存在するメッシュでは有限要素解析を行

うことができないが，非適合接続と呼ばれる手法を導入することで解析を行うことがで

きる[39-42]．  

非適合接続には，モルタル有限要素法，ラグランジュ乗数法[39, 40]を使用した方法な

どが提案されているが，有限要素行列の対角項が 0 になるときがあり，従来の線形マト

リクスソルバでは解を得ることができないなどの問題点がある．一方で，線形補間を使

(a): 一般的なボクセルメッシュ 

(b): 非適合ボクセルメッシュ(三次元概観) (c): 非適合ボクセルメッシュ(2次元断面) 

図 3.2 階層型非適合ボクセル要素 
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用した接続方法[41, 42]はこのような問題点はなく，通常の線形マトリクスソルバを用い

ることができるなどの優位な点が多い．本研究では補間法を用いた接続方法を採用する．

以降では階層型ボクセル要素を用いた有限要素法を，非適合ボクセル FEMと略記する． 

補間法を用いた接続では，浮き辺に付属する未知数(磁気ベクトルポテンシャルを辺に

沿って線積分した値)は，他の辺の未知数によって線形補間される．このとき，補間され

る側の辺をスレーブ辺，補間する辺をマスター辺と呼ぶ．スレーブ辺 esの未知数 Asはマ

スター辺 em,i の未知数 Am,i によって次式のように補間される． 

 



mas

1

,,

N

i
e

imims
s

dAA lN  ..................................................................................................... (3.2.1) 

ここで，Nmasは esのマスター辺の数，Nm,iは辺 em,iの補間関数，l は辺 esの接線ベクトル

である．非適合ボクセル FEM の場合は図 3.3のように，スレーブ辺は分割によって生ま

れた小ボクセルの辺，マスター辺はその辺が属している分割前のボクセルの平面を構成

する 4辺とすればよい．したがって式(3.2.1)は次式のように表すことができる． 

4,,43,,32,,21,,1

4

1

,,

msmsmsms

i
e

imims

AcAcAcAc

dAA
s



 


lN
 .......................................................................... (3.2.2) 

ここで ci,sは em,i から esへの補間係数である． 

 
非適合ボクセル FEMのように補間側の要素形状が矩形の場合，式(3.2.2)における補間

係数は解析的に計算可能である[42]．ここでは c1,sを計算することを考える．図 3.4(a)の

ように，図 3.3に示した接合面を二次元平面のみで示す．4つのマスター辺が作る直方体

を座標変換して[-1,1]の局所座標系 r-s を導入すると図 3.4(b)のようになる．次に，辺 esを

[-1,1]のパラメータ λを用いて，全体座標，局所座標でそれぞれパラメータ表示すると次

式となる． 

es 

em,1 

e m,2 

e m,3 e m,4 

図 3.3 非適合ボクセル FEM のマスター辺とスレーブ辺 
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22

22

abab
e

abab
e

yyyy
y

xxxx
x

s

s

















 .................................................................................................... (3.2.3) 

22

22

abab
e

abab
e

ssss
s

rrrr
r

s

s

















 ....................................................................................................... (3.2.4) 

 
図 3.4 マスター辺とスレーブ辺の座標の対応 
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式(3.2.3)より，lは次式で表現できる． 





























22

22

abab

abab

yyyy

xxxx




l  ................................................................................................... (3.2.5) 

ここでマスター辺 em,1 の補間関数は， 

 

2

4

1

21

1,

xx
L

L

s

x

x

x

m





 iN

..................................................................................................................... (3.2.6) 

なので，式(3.2.3)～式(3.2.6)を用いれば，c1,sは次式のように計算できる． 

  

x

abab

abab

x

ab

e
m

e
m

m
s

L

ssxx

d
ssss

L

xx

d
d

d

dc

s

s

8

2

22
1

8

1

1

1,

1,,1











 
























l
N

lN

 ......................................................................... (3.2.7) 

上式の値は局所座標と全体座標での値が含まれている．そこで局所座標での値に統一す

るため， 

 abxab rrLxx   ............................................................................................................ (3.2.8) 

を式(3.2.7)に代入すると，最終的に次式を得ることができる． 

  ababs ssrrc  2
8

1
,1  ................................................................................................. (3.2.9) 

同様にして残り 3つのマスター辺に対する補間係数を求めると次式のようになる． 

  ababs ssrrc  2
8

1
,2  ............................................................................................... (3.2.10) 

  ababs rrssc  2
8

1
,3  ............................................................................................... (3.2.11) 

  ababs rrssc  2
8

1
,4  ............................................................................................... (3.2.12) 

以上より，補間係数 ci,s はスレーブ辺の局所座標値が分かれば直ちに求めることができ

る． 
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3.2.3 非適合ボクセル要素有限要素法 

3.2.2項で述べた補間をすべてのスレーブ辺に適用することにより，非適合メッシュで

あっても有限要素解析に用いることが可能となる． 

マスター辺の未知数を 

 ei NiA ,...2,1| A  ......................................................................................................... (3.2.13) 

とし，スレーブ辺の未知数を， 

 EI NIA ,...2,1|
~

A  ....................................................................................................... (3.2.14) 

とする．両者の関係は，次式のように記述することができる． 

  AA
A

A
A C

C

I
~

MS
all 

















  ............................................................................................... (3.2.15) 

ここで，I は(Ne×Ne )の単位行列，CMSは(Ne×NE)のマスター辺とスレーブ辺の補間係数

からなる行列であり，この行列の要素は以下となる． 

 Eeji NjNic ,...,2,1,,...,2,1|C ,MS   ............................................................................ (3.2.16) 

すなわち式(3.2.15)において，Cはスレーブ辺とマスター辺の関係を示す行列であること

を示す．本研究では以後，式(3.2.15)の行列 Cを「接続行列」と呼ぶ．接続行列を用いる

と，非適合接続を用いた解析は以降で述べるように通常の有限要素法に大きな変更を加

えることなく実現できる． 

2章で述べたように，静磁場問題でのガラーキン法の弱形式は次式である． 

   

0

0



 
V

k

V

kk dVdVvG JNAN
 ....................................................................... (3.2.17) 

適合メッシュを用いた際の有限要素法と同じく，体積積分を要素ごとに行えば式(3.2.17)

は次式となる．ただしこのとき，新たに小ボクセルを生成するために分割されたボクセ

ルは無視する． 

 



















  


V

k

e V m

mmkk

dVN

dVANvNG

0

12

1

J

 ........................................................................... (3.2.18) 

ここで e は要素番号である．したがって有限要素方程式は通常の有限要素法と同じく次

式となる． 



 

 

電磁界解析を用いた電気機器の最適設計に関する研究 佐藤 孝洋 

42 

bA allK  ............................................................................................................................. (3.2.19) 

ここで K は(Ne + NE)×(Ne + NE)の有限要素行列であり，bは(Ne + NE)×1の右辺ベクトル

である．ところで Aallは式(3.2.15)のように表せるので，式(3.2.19)に代入し，行列を対称

にするために CTを両辺に左からかけると次式を得る． 

bA
TT CKCC   ................................................................................................................... (3.2.20) 

以上より，接続行列が得られていれば，通常の有限要素法と同様の方法を用いて行列を

作成し，非適合接続による解析を行うことが可能である． 

また，非線形解析を行うためにニュートンラフソン法を用いる場合は，以降に示すよ

うになる．式(3.2.17)より，ガラーキン法の残差は次式のように書くことができる． 

  bAK

bAG



 allK
 ...................................................................................................................... (3.2.21) 

ここで G={Gk |k=1,2,..., Ne+NE)}は残差ベクトルである．上式にニュートンラフソン法を

用いれば，次式を得る． 

  0 AAG   

 
GA

A

AK





 ................................................................................................................... (3.2.22) 

したがって式(3.2.21)は， 

 
GA

A

AK





C

all

 ................................................................................................................ (3.2.23) 

となる．Gに式(3.1.21)を代入し，行列を対称にするために CTを両辺に左からかけると，

最終的に次式を得る． 

 
AbA

A

AK
KCCCCC TT

all

T 



  ........................................................................................ (3.2.24) 

以上より接続行列を用いれば，非線形解析でも通常と同様の方法を用いて行列を作成し，

解析を行うことができる． 

3.2.4 階層型非適合ボクセルメッシュの生成法 

図 3.2 のように形状の境界に三次元解析において非適合ボクセルメッシュを生成する

場合，ボクセルが形状境界にあるかを判定してそのボクセルを分割する，ということを

繰り返していけばよい．しかし，この方法でメッシュを生成していくと，辺が以下の 3

通りの状態を取りうる． 

１． マスター辺 

２． スレーブ辺 

３． データ上は存在するが，解析に使用されない辺（本研究では無効辺と呼ぶ） 
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例えば，図 3.5 に示すメッシュ例を考える．太線で示した 4 つのボクセルが分割前のボ

クセルであり，それ以外は新たに生成されたボクセルの辺とする．このメッシュの場合，

辺 ea は新たに生成された辺であるが，適合しており，解析上は通常の辺と変わらない．

一方，辺 ebはスレーブ辺である．同様に辺 ecもスレーブ辺であるが，辺 ecのマスター辺

を生成元のボクセルの 4辺とした場合，その辺に辺 ebが含まれるため，ecのマスター辺

にスレーブ辺が含まれてしまう．そのため，解析時にはマスター辺のマスター辺を参照

する必要がある．一方，左下のボクセルにおいて，辺 edが生成された後に再度分割され

て辺 eeが生成されたとする．このとき，辺 eeのマスター辺は辺 edであるが，edは再分割

された要素でしか使用されていないため，結局辺 edは解析では参照されない．すなわち

辺 edは解析上使用されることがない無効辺となっている． 

 
このように，階層的にボクセルを生成していく過程に応じて，辺が様々な状態をとり

うる．ボクセルの分割が終了した後，生成された辺がそのような状態をとり，各スレー

ブ辺に対応するマスター辺を探索していると，それらに要する計算負荷が無視できない

恐れがある．辺の状態の判定を容易にするため，以下に示すアルゴリズムを用いて非適

合ボクセルメッシュを生成する． 

 

1. 全ての辺データに以下の 2つの変数を持たせる． 

 Nu：その辺を使用する要素の数 

 Nr：その辺と重なっている辺の数（重なっているとは，自身を ex，他の辺を ey

 とすると，lx=tly (t<1)となるものである．ここで lx は辺 ex の始点から終点へ

 のベクトルである） 

 

図 3.5 非適合ボクセルメッシュの例(2次元断面) 
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2. 以下の処理を Ndivだけ繰り返す． 

A) 材料境界に位置している要素を全て抽出する．方法は任意であるが，例え

ば要素がもつ全ての節点位置における材料が一致していなければ境界であ

ると判定できる． 

B) 抽出した要素を半分の辺長からなる 8 つのボクセルに等分し，新たな要素

を生成する．このとき生成される節点と辺は記憶され，次に新たなボクセ

ルを生成するときに，同一の節点と辺が生成されたときは，すでに生成し

ているデータに置き換える． 

C) 新たに生成した辺が元の要素の内部に位置し，Elの 6 つの表面に接してい

ない場合は，その辺はマスター辺である．それ以外はスレーブ辺であり，

その辺が属する Elの平面を成す 4つの辺をマスター辺とする． 

 

3. 全ての辺について， 

A) 1MNu  のとき，その辺をマスター辺とする． 

B) ru NN 2 もしくは 2MNr  のとき，その辺を無効辺とする． 

 

以上の方法を用いることで，新たに生成した辺の状態を適切に表現できる．ここで，M1

とM2の値は辺が，メッシュの内部，メッシュの境界面上，メッシュの境界面の端辺上の

どこにあるかで異なる値となる．表 3.1にそれぞれの場合の値を示す． 

 なお，本アルゴリズムを実装する上での注意する点として，生成済みの節点と辺のサ

ーチ法が挙げられる．アルゴリズム 2(B)において，新たに要素を分割した際，生成済み

の節点と辺がサーチする必要があり，これを適切に設計しなければ計算負荷が増加する

ので注意が必要である．サーチすべき節点と辺は，対象となるボクセルの“前後左右”

のボクセルが持つものだけで十分である．ボクセルメッシュでは要素が規則的に並んで

いるため，それらの節点・辺を事前に規則的に格納しておくことが容易である．サーチ

すべき対象を適当に管理しておくことでサーチに要する計算負荷を低減できる． 

 

表 3.1 非適合ボクセルメッシュ生成アルゴリズムにおけるM1とM2の値 

 
メッシュの内部 メッシュの境界面上 

メッシュの境界面の端

辺上 

M1 4 2 1 

M2 8 4 2 

 

 

3.2.5 接続行列の作成方法 

非適合ボクセルメッシュを用いて解析を行うには，3.2.3項で述べたように接続行列 C

を作成するだけでよい．しかし，前項で述べたように，非適合ボクセルメッシュではス
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レーブ辺のマスター辺がスレーブ辺である場合や，マスター辺が無効辺である場合があ

り，メッシュの生成過程に応じて各辺の状態が動的に変化する．そのため，各スレーブ

辺のマスター辺を用いて単純に補間係数を求めても接続行列を正しく得ることはできな

い． 

全項で述べたアルゴリズムにより非適合ボクセルメッシュを生成していれば，各辺が

スレーブ辺，マスター辺，無効辺であるかは瞬時に判定でき，さらに接続行列は図 3.6に

示す再帰的アルゴリズムを用いて機械的に生成することができる． 

 

for each slave edge es 

  em[4] ← master edges of es 

  calcInterpolationCoeficient(es, es, em, 1.0) 

end 

 

void calcInterpolationCoeficient(es, es2, em[4], cpre) 

  for i in 1..4 

    calculate c
m 

sm using Eq. (4.2.9)~(4.2.12) 

    if em[i] is slave edge or non-valid edge 

       em ← master edges of em[i] 

       calcInterpolationCoeficient (es, em[i], em, cpre×c
m 

sm) 

    else 

      C(esl, em[i]) ← cpre*c
m 

sm  

    end 

  end   

end 

 

図 3.6 接続行列生成アルゴリズム 

3.2.6 非適合ボクセル要素における節点要素の扱い 

準定常問題を解くためにA-法を用いる場合は，辺-節点の混合要素が必要になる．こ

の場合，非適合ボクセル要素において辺だけではなく節点の非適合接続を考える必要が

ある． 

図 3.7 のように，ボクセル要素の節点 ni(i=1~4)内がつくる平面内にある浮き節点 nsを

考える．浮き節点 nsに付属する未知数sはの節点 niの未知数iの線形補間により，以下

のようにあらわせる．
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 ................. (3.2.25) 

 

式(3.2.25)の補間係数 di,sを用いて，辺の場合と同様に節点接続行列 CNを作成すれば，す

べての未知数は以下のように表現できる． 

x
φ

A

φ

A

φ

A

C

C0

0C

I0

0I

~

~

N

MS

φ

A


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
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




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






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

























 .............................................................................................. (3.2.26) 

したがって準定常問題の場合も C を作成すれば，通常と同様の方法で行列を作成し，

Cを掛けることで解くべき方程式を以下のように得ることができる． 

図 3.7 節点の非適合接続 
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 ........... (3.2.27) 

ここで A*は前ステップにおける辺の未知数の解ベクトルである．各行列やベクトルの

計算方法は文献[1-4]等を参照されたい． 

 

 

節点接続行列 CN を作成するにあたっては辺の場合と同様に，非適合メッシュ内での

各節点の状態を把握しておく必要がある．これも辺を生成する場合と同様に，以下のよ

うな方法をとることで瞬時に判定することができる． 

 

1. 全ての節点データに以下の 2 つの変数を持たせる． 

 Nu2：その節点を始点もしくは終点とする辺の数 

 

2. 材料境界に位置する要素 El対して，以下の処理を行う． 

A) (辺の場合と同じであり，省略する)  

B) 新たに生成した節点が Elの 8つの節点でなければ，その節点が属する Elの

平面を成す 4つの節点をマスター節点とする． 

3. (辺の場合と同じであり，省略する) 

 

4. 全ての辺について， 

C) 12 nu MN  のとき，その辺をマスター辺とする．  

 

ここで，Mn1は節点が，導体のどこに位置するかにより表 3.2のような値をとる．ただし

この方法では，図 3.8 のように導体の境界上に非適合節点がある場合には，それが非適

合節点になっているかを判定することはできない．これを避けるためには，導体境界上

には非適合要素が発生しないよう，境界周辺の要素を全て同じサイズのボクセルに分割

しておく必要がある．この操作では，未知数が増えてしまうが，表皮深さを自動的に考

慮していることになるため，一定の妥当性がある． 
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表 3.2 非適合ボクセルメッシュ生成アルゴリズムにおけるMn1の値 

導体内 
導体内かつメッシ

ュ境界面上 

導体内かつメッシュ

境界の端線上 

導体内かつメッシュ

境界の隅点上 

6 5 4 3 

 
 

3.2.7 非適合ボクセル要素における電流項の扱い 

電流が流れるコイル領域は，それらの箇所も同様に小ボクセルに分割され，非適合接

続を用いる必要がある． 

3 次元問題を扱う場合，コイル要素に与える電流密度 J0はコイル内で連続になるよう

に設定する必要がある[3]．適合メッシュの場合，次式のように J0を与えることでコイル

領域の電流密度は必ず連続になる． 

TJ rot0   ............................................................................................................................ (3.2.28) 

ここで T は電流ベクトルポテンシャルである．T は磁気ベクトルポテンシャルと同様に

辺に与えられ，ボクセル要素内の Tは次式のように求められる． 





12

1k

kkTNT  ....................................................................................................................... (3.2.29) 

ここで Tkは辺 ekに沿って Tを線積分した値である．各辺に与える Tkは木-補木分解によ

り決定することができる． 

適合メッシュの場合は木-補木分解を行って Tk を与えることができるが，非適合メッ

シュの場合は木-補木分解を行うことは容易ではない．ところでコイル形状が図 3.9のよ

うに単純な円形もしくは矩形コイルのような場合は，木-補木分解などを行わずに ek に

与える Tkを以下のように与えることができる． 

図 3.8 導体境界上の非適合節点 
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lT kk  ....................................................................................................... (3.2.30) 

ここで Nはコイルの巻数，I は電流 lkは辺 ekの長さである．また，pは ekの重心の図 3.9

におけるコイル左端からの距離である．非適合ボクセルの場合は，コイル境界の辺がコ

イルの境界と完全に一致しているとは限らないため，図 3.9 でのコイルの左端と右端よ

り外側に位置している辺には，近似的にそれぞれ p=0，p=1 の場合の値を設定すること

で電流が完全にコイル要素内で連続になる． 

 
以上の方法でコイル要素のマスター辺に Tkを与えた後，コイル要素内のスレーブ辺に

与えた Tkを，Aの場合と同様に以下のように再度与える． 

T
T

T
TC~ 








 .......................................................................................................................... (3.2.31) 

ここで T，T
~
はコイル要素に含まれているマスター辺とスレーブ辺に与えた Tkからなる

ベクトルである．CTはコイル要素に含まれている辺のみの接続関係を示した接続行列で

ある．以上の方法を用いることで，非適合メッシュでも電流密度をコイル要素内で連続

にできる． 

ところで，電流ベクトルポテンシャルを与えるためには，コイルの端に位置する要素

を探索し，辺がコイルの端にあるかを判定する必要がある．しかし非適合メッシュの場

合，コイル端の要素は小ボクセルに分割されるため，渦電流問題の場合と同様に，その

要素がコイルの端にあるかどうかを判定するのが難しくなる．したがって，やはり渦電

流問題の場合と同様にコイルの境界から幅 ε内の領域を，コイル境界部分と同じ回数だ

け小ボクセルに分割する必要がある．このようにすることでコイル境界の要素はスレー

ブ辺をもたなくなり，コイルの境界かどうかの判定が容易になる． 

コイル形状が単純であれば上記の方法で電流項を与えることができるが，より一般の

場合は式(3.2.30)のように与えることはできない．しかしその場合は木-補木分解が必要

になってしまうため，別な方法を用いた方が実装上の都合が良い． 

電流が連続であるということは， 

図 3.9 単純円状コイルにおける T 
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00  J  ............................................................................................................................ (3.2.32) 

ということである．ここで，オームの法則より，J0=σE と書くことができ，コイル内に

渦電流が流れないとすると， 

0 E  ............................................................................................................................ (3.2.34) 

となる．これにより電界 Eは 

E  ............................................................................................................................. (3.2.35) 

と書くことができるので，J0は次式のように表現できる． 

0J  ......................................................................................................................... (3.2.36) 

これを式(3.2.32)に代入すると， 

0   ......................................................................................................................... (3.2.37) 

となる．このときの境界条件は， 

 

S

s

S

s SNSNI dd0 iiJ   .................................................................................. (3.2.38) 

として与える．すなわちコイルの流入・流出面に，電流 NI になるような一定のを与え

る．ただし「電流 NIになるような一定の」というのは一般には未知である．そのため

一度と σ に適当な値を与えて式を解き，その結果得られた流入面の電流密度 Jsol

と本来コイルの流入面に与えるべき J0を比較して，  

sol

0

J

J
  ............................................................................................................................ (3.2.39) 

として σ を更新し，再度，式を解くことで正しいを得ることができる． 

離散化にあたり，電流連続の方程式は近似的に満たされており，電流密度の発散が 0

になっている保証はない．そこで電流密度の発散が 0 になるように補正を行う[43]．式

をから得られた電流密度を，新たなポテンシャル zにより以下のように修正する．

z 00 JJ  ...................................................................................................................... (3.2.39) 

ここで，補正後の電流密度 0J の発散が 0になるように z を求める．すなわち， 

  z  ............................................................................................................... (3.2.40) 

となるように z を求める．このようにして得た 0J を用いて有限要素法の右辺項を作成す

る． 

式(3.2.37)を Galerkin 法により離散化する．節点の補間関数を Ni とすると，以下をえ

る． 

0
V

iN  ............................................................................................................... (3.2.41) 
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ベクトル公式により展開し，整理すると，上式は以下となる． 

0dd   SNVN

S

si

V

i i  .............................................................................. (3.2.42) 

ここでコイルの流入・流出面以外で電流の出入りは無いことから，式(3.2.38)で示した境

界条件の通り，流入・流出面以外で上式の左辺第 2項は 0とする．式(3.2.40)も同様に離

散化できる． 

 この方法を用いれば，木-補木分解が不要になるため，節点の非適合接続のみを考慮す

れば良い．ただし，本方法を用いても要素がコイルの境界かどうかの判定が必要となる

ため，判定を容易化するには同様にコイルの境界から幅 ε内の領域，ならびに流入・流

出面は，コイル境界部分と同じ回数だけ小ボクセルに分割する必要がある．その分要素

が増えてしまうため，より効果的な手法の提案は今後の課題といえる． 
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3.3  数値実験 

この節では，3.2節で述べた非適合ボクセル FEM を用いた 3次元パラメータ最適化の

性能や最適化結果についてまとめる．また，個別の最適化問題を扱う上での有限要素法

の定式化についてもあわせてこの節に記載する． 

3.3.1 非適合ボクセル FEMの精度評価 

非適合ボクセル FEM を形状最適化に使用するにあたり，性能の評価を行う．ここで

は図 3.10，3.11 に示す２つのモデルを対象として，非適合ボクセルメッシュの生成時間

と解析精度を検証する．図 3.10に示す磁気シールドモデルは，ターゲット領域における

磁束密度を，磁性体によるシールドにより最小化する機器のモデルである．また図 3.11

に示すリアクトルモデルは電流を流した際に，コアの磁気飽和を防ぐギャップが設けら

れたモデルである． 

 

 

図 3.10 磁気シールドモデル 

(3.3.1 項では a1と c1を 70mmに，他は 10mmに設定する) 
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ここでは上記 2 つのモデルの解析に非適合ボクセル FEM を用いた際の，メッシュ生

成時間と解析精度を検証する．まず基本ボクセルとして，シールドモデルでは

200×200×200 mm3を物体領域として 1 辺が 4mm の小ボクセルで均等に分割し，それ以

外の 2000×2000×2000 mm3 の領域を空気領域として 1辺が 40mmのボクセルで粗く分割

した．そして解析では両メッシュの接合部を非適合接続する．同様にリアクトルモデル

では 240×240×240 mm3と 1280×1280×1280 mm3の領域をそれぞれ物体領域と空気領域と

し， 1 辺が 8mm と 48mm のボクセルで分割した．これらを基本ボクセル要素とし，形

状に合わせて非適合ボクセルを生成し，それに要する計算時間を計測する．ここで基本

ボクセルは一度用意すれば固定であるため，基本ボクセルの生成時間は計算時間には含

めない． 

クロック数が 3.33GHz の Intel Xeon W5590 CPU を用いて，3.2.4 項で示したアルゴリ

ズムにより非適合ボクセルを生成した．シールドモデルとリアクトルモデルの非適合ボ

クセルメッシュの生成に要した計算時間を図 3.12 に示す．ここで図中の Ndivは 3.2.4 項

で示した方法における分割繰り返し数を指す．また，Δnは=ne-nIは分割による未知数(未

知の磁気ベクトルポテンシャルをもつ辺の数)の増加分である．図 3.12 より，非適合ボ

図 3.11 リアクトルモデル 

(3.3.1項では wx, wy, cx, cy, gw, N をそれぞれ 80, 80, 96, 22, 4mm, 36, とする) 
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クセルによるメッシュ生成時間は近似的には Δn に比例することが分かる．また，メッ

シュ生成に要した時間はシールドモデルの方が長くなっている．これはシールドモデル

の方が形状境界に位置する要素の数が多いためと思われる．3.2.4項のアルゴリズムから

明らかなように，非適合ボクセルメッシュの生成時間に影響するものは材料境界に位置

する要素 nEの数である．境界に位置する要素が多ければ分割対象となる要素が増え，計

算負荷が増加することが明らかである．ただし図 3.12のように，計算負荷はおおむね Δn

に比例している． 

ここで一般的な四面体要素の生成法であるDelaunay分割法の計算負荷はO(nlogn)であ

ることが知られている[44]．ただしここで n は節点数である．したがってもし n と nEの

数が等しければメッシュ生成に要する計算負荷は非適合ボクセルの方が軽いことが期待

できる．また，一般的にメッシュ内の全節点数よりも nEの方が小さいことが期待できる

ため，非適合ボクセルの計算負荷が十分に軽いことが期待できる．本研究では Delaunay

分割法のプログラムを用意できなかったため，机上での比較ではあるが，非適合ボクセ

ルの計算負荷が軽いことが分かった．また，非適合ボクセルではメッシュ生成後にスム

ージング処理[45]が不要であるということも優位な点である． 

具体的な比較のため，電磁界解析の商用ソフトウェアである JMAG(c)を用いてシール

ドモデルのメッシュを生成し，それとの計算時間を比較した．結果を図 3.13 に示す．用

いた CPUと OSが異なっており，実行環境が大きく違うので単純に比較することができ

ず，参考の比較ではあるが，非適合ボクセルによるメッシュ生成の計算負荷が軽いこと

を示唆している． 

図 3.14，3.15にシールドモデルとリアクトルモデルの非適合ボクセルメッシュを示す．

形状の境界に小ボクセルが配置され，曲線が表現されている． 

 

図 3.12 非適合ボクセルメッシュに要した計算時間 
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図 3.13 メッシュ生成時間の商用ソフトウェアとの比較 
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図 3.14 シールドモデルの非適合ボクセルメッシュ 

(a): Ndiv=2 (b): N
div

=3 

図 3.15 リアクトルモデルの非適合ボクセルメッシュ 

(a): Ndiv=2 (b): N
div

=3 
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生成した非適合ボクセルメッシュを用いて有限要素解析を行い，ボクセルメッシュを

用いた際の計算精度を検証する．ここでは，精度比較対象として，シールドモデルでは

対象領域内の磁束密度最大値を，リアクトルモデルではインダクタンスをそれぞれ解析

し，十分に細かな四面体要素(fineFEM)の解析結果と比較する．解析結果を図 3.16 に示

す．両モデルとも，Ndiv=1のときは誤差が大きいが，Ndivが増加するにつれて fineFEM の

結果に近づき，Ndiv＝3 の際はほぼ一致していることが確認できる．以上より，本モデル

においては非適合ボクセルにより解析精度を維持できることが示された． 

 

3.3.2 シールドモデルの 3次元パラメータ最適化 

前項で示したシールドモデルを対象にして非適合ボクセル FEM を用いた 3 次元形状

パラメータ最適化を行う．対象とするパラメータは図 3.10における ai, ci (i=1,...,4)の計パ

図 3.16 非適合ボクセルメッシュの解析精度 

(a): shield model 

(b): reactor model 
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ラメータとする．この最適化の目的は以下で定義する． 

.min
TT

max

sh 
V

V
W

B
F

B
 .............................................................................................. (3.3.1) 

ここで Bmax は対象領域の最大磁束密度，V はシールド体積である．また，

BT=0.73μT,VT=2567.9mm3 は規格化定数であり，3.3.1 項の設定のおける Bmax と V の値で

ある．さらにWは結合重みであり本項では 0.2とする． 

最適化計算は REXstar+JGG を使用して行う．初期個体数を 50 とし，毎世代 12 個体を

子個体として生成する．また，本最適化では鏡映個体を使用する．この設定で 80世代ま

で最適化計算を行った．世代数の変化に対する Fshの推移を図 3.17 に示す．世代が進む

につれて Fshが減少し，適切に探索が進んでいることが確認できる．図 3.18 に最適化に

より得られたシールド形状を示す．このシールドにおける||Bmax||と V はそれぞれ 0.57μT 

2736.8mm3であり，最適化前に比べて||Bmax||は 30%減少し，V は 6%増加した．したがっ

てシールド体積をほぼ維持しつつ，シールド効果を30%高める形状が得られたといえる．

最適化形状をみると，外側のシールド厚さは x 方向・z 方向ともに同じであるが，内側

のシールドは z 方向の厚みが小さくなっていることが分かる．この理由として，外側シ

ールドは厚くなることで磁気飽和を防いでシールド効果を維持し，内側シールドは飽和

に達する磁界がかからないため，z 方向の磁気抵抗を高めることを優先して上部シール

ドが細くなったためと考えられる．その結果，シールドの効果が高まったと考えられる． 

このように非適合ボクセル FEM を用いた最適化により，効果的なシールド形状が得

られたことが示された． 
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図 3.17 最適化計算における目的関数 Fshの推移 
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3.3.3 非適合ボクセル FEMの精度評価 2 – 均質化と電磁力 

3.3.1 項で示したモデルでは，非適合ボクセル FEM はよい精度を示した．ところで，

シールドモデルで精度評価の対象とした磁束密度の計算領域は形状境界から離れた領域

であり，リアクトルモデルで対象としたインダクタンスはメッシュ全体から算出される．

このため，非適合ボクセルメッシュの最大の難点と思われる「形状境界の凹凸の影響」

があまり現れない問題設定であると考えられる．そこでさらなる精度検証のため，形状

境界付近の磁束密度から電磁力を算出する節点力法[46, 47]を用いた場合の計算精度に

ついて検討する．また，文献[48]などで検討されているように，形状境界に位置するボク

セル要素に，物体と空気の中間的な透磁率を与えることで解析精度を改善できる可能性

が示唆されている．この方法と非適合ボクセル要素を組みわせれば更なる精度改善が実

現できる可能性が高い．そこで本項では，均質化法の有無による節点力法の解析精度に

ついて検討する． 

均質化法とは一般に複合材料の物性値を与える際に用いられる方法である[49-51]．具

体的には，巨視的にみれば 1つの材料としてみなせるが微視的にみると複数の材料ない

し構造からなるものに，巨視的な物性を与える方法である．代表例としては規則的格子

に等価的なヤング率を与える方法がある． 

ここで述べる均質化法とはそれとは異なり，図 3.19のように材料境界に位置する要素

に等価的物性値を与える方法[48]であり，Mixture theory[52]とも呼ばれる．材料境界に位

置する要素はその内部に物体と空気の両方が含まれているため，それらの中間的な物性

を与えることで解析精度を改善する方法である．均質化には様々な方法が考えられるが，

本項では最も単純な以下の式により，境界に位置する要素の物性値(磁気抵抗率)を与え

る． 
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図 3.18 シールドモデルの最適化結果 

(||Bmax||=0.57μT，V=2736.8mm3) 
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  ...................................................................................................... (3.3.2) 

ここで vhは均質化磁気抵抗率，vm，v0はそれぞれ物体と真空の磁気抵抗率である．また，

Veは要素の体積，Vmは要素内の物体が占める体積である．すなわち式(3.3.2)は体積比に

応じて等価的物性を与える方法である． 

 

精度検証として図 3.20 と図 3.21 に示すモデルを用いる．図 3.20 ではMover に働く電

磁力を解析対象とし，図 3.21のインダクタモデルではヒステリシス損とインダクタンス

を対象とする．これらに対応する非適合ボクセルメッシュを Ndiv=3 として生成し，式

(3.3.2)の均質化法の適用有無により精度がどのように変化するかを調べる． 

 

図 3.19 境界に位置する要素の均質化 

v0

vm
vh

図 3.20 検証モデル１ - 単純アクチュエータ[138] 

 

x 

z 

x 

y 

10.5 25.5 

72 

10 

1000 1000 

1000 1000 

45 

Yoke, 

μ=1000μ0 

Coil, 

10(A),  

100turn 

unit:[mm] 

50.5 

50 40 

10.5 25.5 50.5 

10.5 

50.5 

25.5 

Mover, 

μ=1000μ0 

Iron,
μ＝1000 μ0

Coil, 10(A), 
100turn

15.5
40

45

27

Mover,
μ＝1000 μ0

(a)：寸法詳細 

(b)：メッシュ図 



 

 

電磁界解析を用いた電気機器の最適設計に関する研究 佐藤 孝洋 

60 

 

表 3.3 に検証モデル 1 において Mover に働く電磁力を解析した結果を示す．表 3.3 よ

り，z 方向の電磁力は均質化の有無に関わらず，十分に細かな四面体メッシュによる結

果とほぼ一致していることが確認できる．しかし x・y方向の電磁力は均質化を用いてい

ない場合は fineFEM と近い結果が得られているが，均質化を用いた場合は電磁力の値が

大きく異なっている．考えられる理由としては，均質化透磁率により磁束密度の方向が

変化してしまい，x・y方向に発生する電磁力に影響を与えた可能性が考えられる．この

ように式(3.3.2)の均質化法では電磁力に悪影響を与えることがわかった．また，均質化

を用いなくとも非適合ボクセルによる電磁力の解析精度は fineFEMと比べて 10%の差で

あることが分かった． 

表 3.3 検証モデル 1における電磁力の解析精度 

電磁力 

(103×Nm) 
fineFEM 

非適合ボクセル 

(均質化なし) 

非適合ボクセル 

(均質化あり) 

z 方向 -3.54 -3.56 -3.51 

x・y 方向 0.63 0.59 0.24 
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次に検証モデル２におけるインダクタンスとヒステリシス損の結果を示す．なお，ヒ

ステリシス損Wはスタインメッツの方法により次式で求めた． 


e

eh VKW
2

B  ............................................................................................................... (3.3.3) 

ここで総和は磁性体ならびに境界要素について行う．また Kh はヒステリシス係数であ

り，本来は材料の損失を計測した結果から算出するが，本問題は解析に関する比較を行

うことが目的であるので，適当な値として 1000を与える． 

解析結果を表 3.4 に示す．均質化の有無に関わらず，インダクタンス・ヒステリシス損

ともによく fineFEM と一致していることが確認できるが，本モデルでは均質化を用いた

際の解析結果が fineFEMとほぼ一致しており，均質化により解析精度が改善されたこと

が分かる．これはインダクタンスとヒステリシス損がともに境界要素の磁束密度のみで

はなく，メッシュ全体を通した結果の総和により求められるため，局所的な磁束の乱れ

の影響が少ないためと考えられる．そのため電磁力の場合と異なり，均質化により解析

精度が改善されたと考えられる． 

以上の結果より，均質化法の有無による電磁力の解析結果について示すとともに，解

析対象によっては均質化が有効に働く場合があることを示した．電磁力を一致させるよ

うな均質化法や，より精度を改善できる方法の検討は今後の課題であるといえる． 

 

表 3.4 検証モデル 2におけるインダクタンスとヒステリシス損の解析精度 

 
fineFEM 

非適合ボクセル 

(均質化なし) 

非適合ボクセル 

(均質化あり) 

インダクタンス(kW) 1.54 1.50 1.53 

ヒステリシス損(W) 8.89 8.57 8.82 

 

3.4  昇圧回路用フェライトインダクタの最適化 

この節では，3.3 節で非適合ボクセル FEM を用いたより具体的な最適化の例として，

昇圧回路に用いるインダクタの 3次元パラメータ最適化について報告する． 

3.4.1 問題の背景 

DC-DC コンバータは電気機器の電源回路として広く用いられている重要な IC といえ

る．DC-DCコンバータは近年小型化が強く望まれており，それに応じてインダクタサイ

ズを低減するために，スイッチング回路の周波数が高くなっている．これに伴い，イン

ダクタ内の磁性コアのヒステリシス損を無視できなくなりつつある．したがって高効率

な DC-DC コンバータを実現する上でインダクタの効率を改善することが必要とされて

いる[53, 54]．そこで非適合ボクセル FEM を用いて，低損失なインダクタの最適設計を
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行う． 

インダクタの損失としてはヒステリシス損に加えて，巻線で生じる銅損がある．これ

ら 2つを同時に最小化することが求められているが，銅損を低減するために巻線の巻き

数を減少させると，所望のインダクタンス値を発揮することができなくなる．代わりに

磁性コアの体積を増加させてインダクタンス値を増加させることが可能であるが，磁性

コア体積の増加はヒステリシス損の増加を招く恐れが高い．このように，上記 2 つの目

的は一定の相反関係にあり，適当な構造を見つけるには最適設計が有効である． 

本節では Texas Instruments 社の昇圧回路 IC である TPS61240[55]に用いるインダクタ

の最適設計を行うことを考える．図 3.22に TPS61240 の等価回路図を示す．この回路に

必要な 1μH のインダクタンス値をもつインダクタを非適合ボクセル FEM で設計する．

なお，図 3.22 における RIC は IC の制御回路の消費電力を考慮するための等価抵抗であ

り，データシートから 400Ω と推定する．また本節では簡単のため，スイッチング回路

における FET とダイオードのスイッチング損失は無視するとし，それらの on 抵抗によ

る損失のみを考慮する．ここで FET とダイオードの on 抵抗はデータシートから 0.29Ω

と 0.25Ωと仮定する．また，TPS61240 はフィードバック抵抗 RFBによって負荷の状態を

監視し，フィードバック制御や PWM制御と PFM 制御の切り替え等を行っているが，本

研究ではこれについても簡単のため， PWM 制御のみが行われていると仮定する． 

 

3.4.2 直流重畳下のインダクタンス解析[特許 56] 

電源回路で使用されるインダクタには，スイッチングによる三角波に直流が重畳した

電流が流れる．インダクタに磁性コアが使用されているため，大きな直流バイアスが加

わっている状況下では磁性コアが磁気飽和し，インダクタンス値が低下する．このよう

な現象を解析するためには，直流重畳を考慮した解析が必要である． 

直流重畳による影響を精確に考慮する方法としては，プライザッハモデルやプレイモ

デル等のヒステリシスモデルを使用する方法がある．ヒステリシスモデルを用いて，後

述する回路連成解析を行えば，過渡状態から定常状態に至るまでの磁性コアの挙動を精

度よく解析することが可能である．しかし計算負荷の観点から必ずしも現実的な方法で

はない． 

図 3.22 昇圧回路 TPS61240(Texas Instruments 社)のモデル図[137] 
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静磁界の有限要素解析のみを用いて，簡便に重畳下のインダクタンスを解析すること

ができる．本研究ではこの方法により重畳下のインダクタンスを解析する． 

いま，直流電流 I0に流れており，それによりコイルに Φ0の磁束がコイルに鎖交してい

るとする．これに加えて，小振幅な交流電流 i(t)が流れ，磁束が Φ0+φ になったとする．

つまり， 

   tLit  00   ................................................................................................... (3.4.1) 

なる磁束がコイルに鎖交している．ここで Lは小電流に伴う磁束の増分をあらわすイン

ダクタンス(増分インダクタンス)である．ここでコイルに生じる起電力は 

dt

di
L

dt

di

di

d

dt

d
V 





  ............................................................................................... (3.4.2) 

di

d
L


  ................................................................................................................................. (3.4.3) 

であるので，回路連成などの方法により電流や磁束の変化の時間変化を解析している場

合は，式(3.4.3)により Lを求めることが可能である． 

いま，動的解析を行わずに静磁界により Lを求める方法を考える．小電流に伴う磁気

エネルギーの増分 ΔWmは以下で表現できる． 

22

)()(

2

0

2

0

0

00

0

0

0

0

Li
iLI

L
I

d
L

Id
L

IIdWm



 
















 ................................................................ (3.4.4) 

ところで磁気エネルギー密度の増分は図 3.23 のように考えれば以下のように表現で

きる． 

bhbHhHHbwm
2

1
)(

2

1
000   ............................................................................... (3.4.5) 

 
図 3.23 磁気エネルギー密度の増分 
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式（3.4.5)より，磁気エネルギーの増分 ΔWmは以下のように表記することもできる． 

dVdV

dVdV

dVdV

dVbhdVbHW

VV

VV

VV

VV

m

















jaJa

haHa

haHa

2

1

rot
2

1
rot

rot
2

1
rot

2

1

0

0

0

0

 .................................................................................. (3.4.6) 

ここで a は微量電流により生じる磁気ベクトルポテンシャルを，j は小電流に対する電

流密度をあらわす．ここで直流電流と小電流の分布は同じであるので，J0=αj，I0=αiとか

くことができる．ここで αは定数である．したがって式(3.4.4)と式(3.4.6)より， 

dVLiW

V

m  
















 ja

2

1

2

1 2   ............................................................................... (3.4.7) 

が得られる．以上より，直流重畳下における小電流に対するインダクタンス Lは次式で

与えられる． 

dV
i

L

V

  ja
2

1
 .................................................................................................................... (3.4.8) 

したがって小電流に対する aを求めれば Lを解析することができる． 

FEM により aを求めるために，以下のように微小増分に対する透磁率を定義する． 

hHB

h
dH

dB
HBhHB

H

̂)(

)()(

0

0

0




 ............................................................................................... (3.4.9) 

ここで， 

)(rotˆ

rot)()( 0000

ah

AHHB







 H
 ............................................................................................... (3.4.10) 

である．それぞれの磁気ベクトルポテンシャルは， 
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JH
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



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)(rot

00

00
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より，式(3.4.10)に代入すると次式が得られる． 

00
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rot
)(

1
rot JA 











H
 ..................................................................................................... (3.4.12) 
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




rot

ˆ

1
rot


 .................................................................................................................. (3.4.13) 

したがって上記 2 式を FEM で解くことで，式(3.4.8)より L を求めることができる．

具体的には，式(3.4.12)を直流 BHカーブによる非線形解析で解き，各磁性体要素の H0を

求める．次に求めた H0と交流 BHカーブから微小増分に対する透磁率 ̂ を求める．得ら

れた ̂ を用いて線形解析で式(3.4.13)を解くことで aを求める． 

本節では，インダクタの磁性コアとして，図 3.2.24 に示す特性を持つフェライト材を

用いる．この磁気特性を用いて上述の方法により，重畳下でのインダクタンスを算出す

ることができる． 

 

3.4.3 昇圧回路の回路連成解析 

インダクタの最適化にあたり，最適化問題を適当に設定するため，まずインダクタの

有限要素解析と昇圧回路の連成解析を行う．連成解析は FEM と網目解析の方程式を結

合することにより行うことができる[57]． 

例として，図 3.22 に示した昇圧回路において，インダクタを含むループにおける回

路方程式は以下で与えられる． 

   

  ,04433fet

2233IC33





IiIiR

IiIiRIir
dt

d

 .............................................................................. (3.4.14) 

ここで i3，I3はインダクタを流れる交流と直流電流であり，i2, I2と i4, I4はそれぞれイン

ダクタループの左右を流れる電流である．また，Rfetは FET の抵抗である．また，φはコ

図 3.24 インダクタの磁性コアに用いるフェライト材の磁気特性[137] 
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イルに鎖交する磁束であり，以下で求めることができる． 

,u
V

u dV
C

baJa    ...................................................................................................... (3.4.15) 

ここで a は i3による解ベクトル，Juはコイル電流が 1A の際のコイル内の電流密度であ

り，Juに対応する有限要素右辺ベクトルが buである． 

 ここで i3による解ベクトル aを求めるには，式(3.4.12)に示した非線形解析を行い微小

増分に対する透磁率を求めておく必要がある．ところが過渡解析においては I3の値が定

まっておらず，非線形解析を行うための直流電流値を与えることができない．一方で，

回路の効率を求める上では過渡の損失は重要ではなく，定常状態における損失が必要で

ある．そこで弱連成的に回路の定常状態における I3を推定することを考える．推定は以

下のように行う． 

1. インダクタは，直流重畳下でのインダクタンス低下を抑えるように設計されて

いるため，I3 によるインダクタンスの低下はほとんどないと仮定する．この仮

定より，小さな直流重畳，例えば 0.5Aなどの値を仮定して，それに対するイン

ダクタンス値を算出する． 

2. 求めたインダクタンスとコイルの直流抵抗を用い，昇圧回路の回路解析のみを

行い，定常解を求める．これにより得られた電流波形の平均値を直流重畳 I3と

する． 

  

 以上の流れにより，I3 を推定されたため，これを用いて非線形解析を行い，微小増分

に対する透磁率を求めることができる．求めた透磁率により，式(3.4.15)を計算できる．

したがって網目解析から求められる回路のインピーダンス行列 Zから，連成解析におい

て解くべき方程式を行列形式で表記すると以下となる． 
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CZC

KCC
TT

TT

 ........................................................................... (3.4.16) 

ここで i は各ループにおける電流からなるベクトルであり，V は各ループ内の電圧源で

ある．また Δt は 1ステップあたりの時間刻み，A*は前ステップにおける解ベクトルであ

る．式(3.4.16)を 1 周期にわたり解くことで，インダクタ内の磁束密度波形が得られる．

その結果を用いて，スタインメッツの方法により，ヒステリシス損を以下で求める． 


e eeVfKW


Bhh  ...................................................................................................... (3.4.17) 

ここで f は昇圧回路のスイッチング周波数，Khと αはスタインメッツ係数であり，それ

ぞれ=9946W/m3/s と 2.26 である．これらの値はフェライトリング試料を用いた損失の測

定結果により推定した． 

上述した回路解析法により昇圧回路の効率を解析し，実測データと比較する．実験は負

荷抵抗 R0 を変えて行った．図 3.25 にこの実験で用いたインダクタ形状を示す．このイ
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ンダクタの巻数は 6 ターンであり，インダクタンスは 1.09μH，直流抵抗は 0.14Ω であ

る． 

 

図 3.26 に解析と実測により得られた効率を示す．負荷電流の大きな重負荷側の条件で

は，両者が近い値を示している．その一方で軽負荷側では差が大きく特に負荷電流 0.1A

以下では差が顕著である．この理由は，実際の回路はこの領域において PWM 制御では

なく PFM 制御が行われるためと考えられる．また，FET やダイオードのターン on/off 損

失などを考慮していないため，実測結果の方が，低効率になっているのは妥当であると

思われる．このように解析で考慮していない点はあるものの，効率の変化の傾向は実測

とよく整合しており，解析には一定の妥当性が確認できる． 

 

 図 3.27にインダクタ損失におけるヒステリシス損と銅損の割合を示す．軽負荷側では

ヒステリシス損が支配的あるが，重負荷側では重畳電流が増えたことで銅損が支配的に

なっていることが分かる．また，ヒステリシス損は負荷の状況によらずほぼ一定である．

この理由は図 3.28 に示すようにインダクタに流れる交流電流の振幅が重畳電流によら

ずにほぼ一定の 160mA となっているためと考えられる．式(3.4.17)方法によりヒステリ

シス損を求める方法では，損失は磁束密度の変化によるため，印加される交流電流の振

幅が同じであれば，同様の損失が得られたと考えられる． 

図 3.25 連成解析のテストに用いたインダクタ形状[137] 
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図 3.26 昇圧回路の連成解析結果[137] 
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3.4.4 インダクタの最適化問題の設定 

連成解析で得た知見をもとにインダクタの最適化問題を設定する．図 3.29 に最適化す

るインダクタモデルを示す．設計変数はコイル内径と外径 r1，r2，コイル高さ ch，上部磁

性体の幅 w，コイル巻線の直径 crの 5つである．直径 crは 0.1mmか 0.15mmの通りの値

をとるとする． 

 

図 3.27 ヒステリシス損と銅損の割合[137] 
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図 3.28 負荷電流に対するインダクタ電流波形 

図 3.29 最適化対象となるインダクタモデル[137] 
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最適化の目的は所望の寸法とインダクタンス値を満足しつつ，ヒステリシス損と巻線抵

抗を最小化することとし，以下で与える． 

.min

.min

160mAh2

1





i
Wf

Rf
 ..................................................................................................... (3.4.18) 
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LLL

l

 ...................................................................................................... (3.4.19) 

ここで R は巻線の直流抵抗，Wh|i=160mAは交流振幅が 160mA のときのヒステリシス損で

ある．Lは小さな直流重畳下でのインダクタンス値，LT=1.0μHはインダクタンスの目標

値である．また，Llは 2.7Aの直流重畳下でのインダクタンス値である． 

 本最適化問題は実数値パラメータを対象としているため RCGA を用いて解く．また，

目的関数が 2 つ存在するため，f1と f2を対象とした多目的最適化を行う．多目的最適化

アルゴリズムとして，SPEA2 と REXstar，さらに IA を組み合わせた方法をとる．すなわ

ち，淘汰には SPEA2[34]を用いつつ，交叉法には REXstar[15]を使用する．加えて，集団内

で似た個体が一定数を超えた場合にその個体を Suppressor 細胞として保存する[13]．具

体的アルゴリズムを以下に示す． 

 

１． それぞれサイズ npの初期探索母集団 P0を作製する．また，空の Suppressor細胞

集団 Sを作成する． 

(以下を繰り返す) 

２． Ptからランダムに n+1個の個体を選び親とする(nは遺伝子サイズ)． 

３． REXstar交叉により nc個の子個体を生成し，Ptに加える． 

４． Pt+Sに対してランキングを計算する． 

５． Ptのランキングが上位 np個を選び，一時個体群 Qtとする．同じランキングの個

体がある場合は端切り法により Qtの数を np個まで減らす．S内の個体でランキン

グが 0でない個体を消去する． 

６． Qtの個体間 i と j 間の距離 li,jを計算する．その後，個体 i の密度 diを計算する． 

７． di>θdとなっている個体 iを Qtから削除し，Suppressor 細胞集団 Sに加える． 

８． S内の個体 s との距離 li,sが，li,s>θkとなっている個体を Qtから削除する．この処

理により Qt内の個体数が npを下回った場合はランダムに初期化した個体を Qtに

加える． 

９． 終了条件が満たされていれば Qt+Sを解とする．そうでない場合は Pt+1←Qtとし

て手順(2)に戻る． 

 

ここで距離 li,jと密度 diの定義は任意であるが，ここでは li,j をマハラノビス距離として

以下のように計算する． 
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   jijijil gggg  1T
, ............................................................................................ (3.4.20) 

ここで giは個体 i の遺伝子ベクトル，Σ は遺伝子に関する共分散行列である．Σ は Qtの

ランキングが上位の個体の遺伝子の分布により求める．また，diは以下により求める． 



 




otherwise0

1
  where

,
,,

lki
ki

n

ik

kii

l
ddd

p 
 ...................................................................... (3.4.21) 

 以上のアルゴリズムにより，多目的最適化を行う．最適化アルゴリズム内のパラメー

タを以下のように設定する． 

表 3.5 インダクタ最適化における最適化パラメータの設定 

集団数 np 子個体数 nc REXstar降下ステップサイズ t 終了世代数 

160 18 1.0 200 

    

密度閾値 θl 分化閾値 θd 削除閾値 θK  

10-8 5 10-8  

3.4.5 インダクタの最適化結果 

200 世代後に得られたパレート解の分布を図 3.30 に示す．ここで図中のオレンジのマ

ークは巻線直径 cr=0.15mmのもの，青のマークは cr=0.1mmのものである．図 3.30より，

巻線抵抗とヒステリシス損に対するトレードオフの関係がよく現れている．また，図 3.25

に示したオリジナル形状よりも，最適化で得られた解はすべてパレート方向に性能が改

善していることが分かる．また，巻線抵抗が 0.1Ω以下の解が得られておらず，この値が

下限である可能性がある．これは巻線抵抗を減らすにはコイル内径 r1を減らす必要があ

るが，r1 を小さくすると磁性コアが細くなり，大電流が重畳する際に磁気飽和が起きや

すくなるためと考えられる． 

 

 

2

4

6

8

10

12

0.1 0.12 0.14 0.16 0.18

h
y
sr

et
es

is
 l

o
ss

 (
m

W
)

winding resistance (Ω)

Optimized (0.15) Optimized (0.1) Original

図 3.30 インダクタ最適化のパレートフロント[137] 
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図 3.30 において破線でマークした解に対応する形状を図 3.31 に示す．インダクタン

スは所望の 1μHをほぼ達成しており，磁気飽和によるインダクタンスの低下もほとんど

ないことがわかる．ヒステリシス損の大きな解(A)では円形コアの断面積が他と比べて小

さい．このため，磁束が集中し，ヒステリシス損が増加していると考えられる．解(B)と

(C)では円形部の断面積が大きく，磁束の集中が少ないため，ヒステリシス損が小さいが，

その分巻線が長くなり，巻線抵抗が増加している． 

 

 最適化により得られたインダクタで昇圧回路の効率が改善することを確認するため，

連成解析を行う．ここでは巻線抵抗とヒステリシス損がともに中間的な解(B)を用いる． 

解析結果を図 3.32に示す．図 3.32(a)より，最適化されたインダクタを用いることで効

率が 1％程度であるが改善されたことが分かる．図 3.32(b)，32(c)に，最適化インダクタ

における銅損とヒステリシス損を示す．最適化により，重負荷側での銅損が低下してい

ることが分かる．また，ヒステリシス損はすべての条件において最適化前より小さくな

っている．ところが，最適化の結果ではヒステリシス損が約 6.67mW であったのに対し，

回路上でのヒステリシス損は約 8mW となっており，設計値より 2mW 程度大きくなっ

てしまっていることが分かる．この理由としては図 3.33に示すように回路に使用した際

(a)：解(A)の形状 

L: 0.976μH, Ll: 0.96μH, R: 10.5mΩ, Wh: 9.08mW Num. turn: 3 

(b)：解(B)の形状 
L: 0.97μH, L

l
: 0.94μH, R: 12.7mΩ, W

h
: 6.67mW Num. turn: 4 

(c)：解(C)の形状 
L: 0.99μH, L

l
: 0.98μH, R: 16.1mΩ, W

h
: 4.8mW Num. turn: 4 

図 3.31 パレート解のインダクタ形状[137] 
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にインダクタにかかる電流の交流振幅が最適化前に比べて増加しているためと考えられ

る．最適化ではインダクタンス値にかかる制約を式(3.4.19)としており，結果得られたイ

ンダクタンス値は 1μHを下回っている．インダクタンス値が最適化前に比べて低下した

結果，(Vout-Vin=2πLIac)の関係により交流振幅が増加してしまい，ヒステリシス損が設計値

より大きくなったと考えられる． 
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(a):効率 

図 3.32 最適化したインダクタによる昇圧回路の効率解析 

(b):銅損 (c):ヒステリシス損 
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図 3.33 最適化インダクタの回路動作時の電流 
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最適化により得られたインダクタ(B)を図 3.34 のように試作し，効率を測定した．結

果を図 3.35に示す．この図からわかるように最適化の前後で効率がほとんど変化してお

らず，最適化の効果があらわれていない．この理由としては，まず最適化によりインダ

クタンス値が低下し，交流振幅が増えてしまったためと考えられる．また，巻線に生じ

る渦電流損の影響も考えられる．いま，銅線の導電率を 107Sm とすれば，3.5MHz にお

ける銅線の表皮厚さは約 0.085mm であり，巻線の直径が 0.15mm(半径 0.075mm)の際に

巻線に生じる渦電流損が無視できなくなりつつある．さらに交流振幅が増えているため，

巻線に鎖交する磁束の強度も増加していると考えられる．これらの効果は解析では考慮

しておらず，直流抵抗のみで銅損を考慮していたため，実験では効率が改善されなかっ

たと考えられる． 

 

 以上の結果をまとめると，最適化の問題設定が適当ではなく，昇圧回路の効率を改善

するには十分ではない性能の解が得られてしまったと考えられる．適切な解を得るため

には，まず巻線の直径を 0.1mmで固定することが交流下での銅損を低減するには有効で

あったと思われる．したがって設計変数を 4 つに減らし，かつ最適化問題を以下のよう

に設定すべきであったと考えられる． 

.min

.min

h2

1





 Lii
Wf

Rf
 ............................................................................................................ (3.4.22) 

80%
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%

)

load current (A)

Initial Optimization

図 3.34 試作した最適化インダクタ 

図 3.35 試作した最適化インダクタによる昇圧回路の効率測定結果 
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mm5.1

7.0

subject  to

2

T

T







wr

LL

LL

l

 .............................................................................................................. (3.4.23) 

ここでWh|i=iLは交流振幅が iLのときのヒステリシス損であり，iLは(Vout-Vin=2πLIac)の関係

により，得られたインダクタの Lにあわせて設定することが必要であった．また，イン

ダクタンス値に関する制約を式(3.4.23)の第 1 式のようにして，L が低下することを防ぐ

べきであった．以上のように設定することで，回路に使用した際のヒステリシス損を適

切に考慮でき，さらに巻線直径を 0.1mmで固定したことで渦電流損の影響が減少してい

ると考えられる．より厳密には目的関数 f1を直流抵抗ではなく交流抵抗とするべきであ

るが，交流抵抗の計算には渦電流を考慮した解析が必要になる．計算コストの観点から

は渦電流損の影響が無視できるように設定して静磁界解析による最適化を行う方が適当

と考えられる． 

 以上のように，本問題では最適化問題の設定を誤り，実験では昇圧回路の効率を改善

することができなかった．この結果は最適化にあたり最適化問題の定式化を注意深く行

うことの重要性を示したといえる． 
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第 4章 トポロジー最適化 

4.1  トポロジー最適化の概要 

トポロジー最適化(Topology Optimization)とは，形状最適化の一方法であり，形状を表

現する設計変数を用いずに最適化を行う手法である[58, 59]．厳密には，トポロジーの変

化を許容する最適化法を指し，設計変数を用いないがトポロジーの変化が起きない最適

化法である“形状最適化”と区別するが，両者をまとめてトポロジー最適化と呼称して

しまうことが多い．本研究では設計変数を用いない最適化をまとめてトポロジー最適化

と呼ぶことにする． 

トポロジー最適化は，設計変数による制約を受けずに形状を変化させるため，設計の

自由度が非常に高い．また，設計者の知見や先入観に頼らずに最適化を行うことができ

るため，設計者が具体的な設計方針を持っていないときに非常に有効な手法である．ま

た，既存の機器に対して行うことで，従来の発想とは全く異なる画期的な基本形状を得

ることができる可能性もある． 

トポロジー最適化を行う方法は主として 2つに大別される．ひとつはレベルセット法

[60-63]や密度法[64, 65]といった方法である．例えばレベルセット法ではレベルセット関

数と呼ばれる陰関数を用いて形状を表現し，その関数値を目的関数値が改善する方向に

更新していくことで形状を探索する手法である．この最適化法では探索に勾配法が用い

られる．もうひとつの方法は進化計算に基づく on/off 法[66-70]である．この方法では，

設計領域をあらかじめ均等なセルに分割し，各セルに与える on/off の状態を与えて形状

を表現する．そして on/offの状態を進化計算により変化させて形状を探索する． 

本研究では上記 2つの方法について検討するとともに，新たな on/off ベースのトポロ

ジー最適化法として正規化ガウス関数ネットワークを用いた最適化法を提案する． 

4.2  レベルセット法 

4.2.1 レベルセット法の概要 

レベルセット法とは，レベルセット関数によって物体の形態を表現し，最適化を行う

手法である[59, 60]．この方法は 2つの相からなるものを対象とする方法である．電気機

器の最適化にレベルセット法を用いる場合は，空気と磁性体の 2つの層を示すことが一

般的である． 

レベルセット関数は形状を表現する陰関数である．図 4.1 のように参照領域を D，物
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体領域を Ω，物体の境界を∂Ω とすると，D 内における任意の点 x のレベルセット関数

(x)は以下のように定義される． 

 
 
 














\0

0

0

D

D

xx

xx

xx







 ......................................................................................................... (4.2.1) 

すなわちレベルセット関数は物体の境界で 0，物体内で正，それ以外では負の値を持つ

ように定義される． 

 
レベルセット法を用いた最適化では仮想的な時間 t を導入し，時間ごとにレベルセッ

ト関数を変化させて物体の境界を更新して最適化を行う．時刻 t においてレベルセット

関数がある値 αをとる点から成る等値面 S(α, t)は 

      ttS ,|, xx  ..................................................................................................... (4.2.2) 

となる．式(4.2.2)の両辺を tで微分すると次式を得る． 

     

 
  0,
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
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xxx


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 ................................................................................... (4.2.3) 

ここで，S(α, t)の進展速度と法線方向へ進展する速度をそれぞれ V(x,t)，VN(x,t)すると，

両者の関係は次式のようになる 

   
 
 

 
 t

t

dt

d
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t
ttV
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

 ................................................................................................ (4.2.4) 

よって式(4.2.4)を(4.2.3)に代入して以下を得る． 

図 4.1 レベルセット関数の定義 
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 
    0,,

,
N 




ttV

t

t
xx

x



 ........................................................................................... (4.2.5) 

これがレベルセット法による最適化で解くべきレベルセット方程式である． 

式(4.2.5)はレベルセット関数を形状境界からの符号付き距離関数とすることで単純化

できる．すなわち，レベルセット関数を次式のように定義する 

 
 
 









xxx

xxx
x

,

,

Dist

Dist
  .............................................................................................. (4.2.6) 

ここで Dist(x,∂x)は xから形状境界までの最小距離を示す関数である．このようにレベル

セット関数を定義すると必ず||∇(x, t)||=1となる．したがって式(4.2.5)は以下のように単

純化できる． 

 
  0,

,
N 




tV

t

t
x

x
 ........................................................................................................... (4.2.7) 

したがって x におけるレベルセット関数の等値面の法線方向への展開速度を与え，式

(4.2.7)を解くことにより，形状を変化させることができる．これにより形状を最適化す

るわけであるから，VN(x,t)は目的関数値が改善する方向へ設定すればよいことになる．

いま，目的関数 f( (x))の最小化問題を考え，制約関数として g( (x))がある場合，それら

によりラグランジュ汎関数を定義し，そのレベルセット関数に関する汎関数微分をとる．

それを VN(x,t)として以下で与える． 

        xxx 



gftV ,N  ....................................................................................... (4.2.8) 

以上により，レベルセット関数のゼロ等値面を発展させて形状を最適化するのがレベル

セット法の基礎である．なお，一般にレベルセット法では“気泡が消える”という意味

でのトポロジーの変化は起こり得るが，新たに空洞領域が生成されるといったトポロジ

ーの変化は起こらず，正確には“形状最適化”の手法に分類される． 

4.2.2 レベルセット法の実装 

この項では上述したレベルセット法をどのように実装するかについて具体的にまとめ

ておく．レベルセット法による最適化は有限要素法と強く結びついた最適化法である．

有限要素解析に用いるメッシュの各節点にレベルセット関数値を与え，その値を式

(4.2.7)に基づき変化させて最適化を行う．具体的流れについて以下に示す． 

まず初期形状として適当な形状をあらわすレベルセット関数値を節点に与える．例え

ば図 4.2のような形状を初期形状として与えることを考える．例として，節点 Aに与え

るレベルセット関数 Aは定義より当然 A=0である．次に物体内の点 Bにおけるレベル

セット関数値 Bを考える．最も近い形状境界からの距離を dbとすれば B= dbとなる．

同様に物体外の点 C のレベルセット関数値は C= dcとなる．このようにして与えた初
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期形状に対応する各節点の距離関数を計算し，初期レベルセット関数値とする． 

 
レベルセット関数の分布が決まったので，これにより形状が定まる．そこで定まった

形状の有限要素解析を行う．与えられたレベルセット関数に応じて，各座標 xにおける

物性値を決めればよい．静磁場問題の場合，磁気抵抗率 v(x)を以下のように与えればよ

い． 

         01 vfvfv sigmsig xxx    ................................................................................ (4.2.9) 

ここで vm と v0 はそれぞれ物体と真空の磁気抵抗率である．また，fsig(x)はシグモイド関

数 

 
 Kx

xf sig



exp1

1
 ....................................................................................................... (4.2.10) 

である．fsig(x)は-1<x<1において 0<fsig(x)<1の間を滑らかに遷移する関数である．ここで

Kは変化が急峻になるよう適当に設定する．例えば最小の辺長の間で fsig(x)が 0から 1に

十分に変化するように設定しておく．このようにしなければ v(x)が vmと v0の中間的な物

性になる xが多くなり，実用上有意な形状が抽出されない恐れがある．なお，位置 xに

おけるレベルセット関数値 (x)は要素内において節点補間関数により，要素節点のレベ

ルセット関数値を補間して求める． 

 以上のように任意の x における磁気抵抗率 v(x)が定まった．これを用いて全体行列を

作成すればよい．その際，要素行列を計算するわけであるが，要素内の点 xeにおけるレ
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節点 

節点 C 

dc 

d
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図 4.2 レベルセット法における初期形状の設定 
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ベルセット関数値 (xe)は節点の補間により決まる．例えば 4角形要素の場合， 

   



4

1i

ieie N  xx  ......................................................................................................... (4.2.11) 

ここでiは節点 i のレベルセット関数値，Ni(xe)は xeの局所座長値における節点 i の補間

関数である．このように要素内の任意の点のレベルセット関数値が与えられ，それに応

じて任意の点における磁気抵抗率は式(4.2.9)により得られる．この値を用いてガウス積

分により要素行列を求めればよい．すなわち， 

         
 


r sN

r

N

s

jisrsrji JsrNsrNvWW
1 1

,,
E ||,,K x  .................................................. (4.2.12) 

により要素 Eの行列KEの i行 j列目を計算できる．ここで xr,sは積分点 r,sにおける局所

座標値，Wr,Wsはそれぞれ積分点 r,sにおける重みである．このように，レベルセット法

では要素内で磁気抵抗率の値が変化しうる．特に固定されたメッシュの下では，形状境

界，すなわち (x)=0となる点は一般的に要素内に位置する．そのような要素では特に要

素内で磁気抵抗率が変化する．このとき，fsig(x)が十分に急峻であれば，式(4.2.12)により

与えられる要素行列は，体積比による均質化透磁率： 

0
m

m
m v

V

VV
v

V

V
v


  ....................................................................................................... (4.2.13) 

により要素行列を求めた場合に等しくなる．ここで Vは要素の体積(ないし面積)，Vmは

要素内を物体領域が占める体積である．すなわち形状表現の上では境界が明示されてい

るものの，固定されたメッシュの下でレベルセット法を用いた場合は，明示された形状

境界に従って解析するわけではなく，等価的な物性を要素に与えて計算していることに

なる． 

 さて，有限要素行列が作成されれば，解ベクトルが得られる．その結果に基づき，目

的関数が改善する方向に式(4.2.7)に基づきレベルセット関数を更新する．しかし一般に

目的関数が改善する方向を直接算出することは困難であり，随伴変数法が用いられる．

いま，拡張された目的関数を以下のように考える． 

     bAz  KT FF  .................................................................................................. (4.2.14) 

ここで z は随伴変数ベクトルである．いま右辺第 2 項は有限要素法定式であり，解ベク

トル Aを用いているので，第 2項ゼロとみなせる．よって拡張された目的関数は元の目

的関数に等しい．ここで拡張された目的関数をに関して微分すると以下が得られる． 
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 ...................................................... (4.2.15) 

ここで A はに関して陰的に関係すると仮定している．ここで z は任意のベクトルであ

るので，直接計算が困難な dA/dがかかる項を消去するように以下で与える． 

 
A

z





F
K  ..................................................................................................................... (4.2.16) 

この結果式(4.2.15)における右辺第 3 項は消去される．なお，式(4.2.16)の F の A に関す

る微分が計算できない問題ではこの項を計算できない．したがってそのような問題では

レベルセット法は使用できないので注意されたい．随伴変数法により感度が求まり，結

果，式(4.2.8)における VNは以下となる． 

   
Az



















KT
N

FF
V  ........................................................................................ (4.2.17) 

これを用いて式(4.2.7)を解けばよい．式(4.2.7)を解く方法としては節点 iのレベルセット

関数値を仮想時間 tに関する差分をとり，以下とする方法が考えられる． 

,i
ii V

t
N

*




 
 ..................................................................................................................... (4.2.18) 

ここでi
*は前ステップにおけるレベルセット関数値，VN,iは節点 iにおけるレベルセット

関数の勾配である．別の方法としては，式(4.2.18)を有限要素法により離散化し，以下と

する方法がある． 

     


S j

,ji

S j

jji SVNS
t

N dd  
1

N
*

  .................................................................... (4.2.19) 

どちらもとりうるが，式(4.2.18)による更新では解の更新が滞る現象が見られたため，式

(4.2.19)による更新が望ましい可能性がある． 

 レベルセット関数を更新すると境界が移動する．その結果，前ステップにおけるレベ

ルセット関数の分布は更新後の境界からの距離を正しく反映していない．そのため，更

新後には新たな境界に対する距離関数を求め，全節点のレベルセット関数を再初期化す

る．再初期化法としては文献[71]にある方法が有効とされる． 

 以上の流れを繰り返すことで，レベルセット関数のゼロ等値面が変化し，形状が最適

化される． 
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4.3  フェーズフィールド変数によるレベルセット法 

距離関数を用いたレベルセット法は初期形状の定義や，再初期化などの処理が必要と

なる．文献[63]ではレベルセット関数としてフェーズフィールド変数[72]を導入した方法

を提案している． 

4.3.1 フェーズフィールド法[72] 

フェーズフィールド法とは材料科学の分野で扱われている計算法である．材料科学で

は移動する自由境界を考える問題が多く存在する．フェーズフィールド法はこのような

問題を扱うために提案された方法である．領域において物体の状態を表す変数としてフ

ェーズフィールド変数を導入する．図 4.3のように，=0 を液相，=1を固相とし，固

体から液体への界面はが 0から 1に連続的に変化する有限の厚み 2γを持つ領域として

定義される． 

 
物質が非保存量の場合，界面をエネルギー汎関数が減少する方向へ移動させればよい．

いま，エネルギー汎関数 E()として以下を考える． 

    

V

VPE d
2

2



  .............................................................................................. (4.3.1) 

ここで P()は考える問題のエネルギー関数である．また，右辺第 2項は勾配エネルギー

項である． 

エネルギー汎関数 E()のに関する汎関数微分をとる．ここで任意の汎関数 fの汎関

数微分は以下で与えられることに注意する． 

     
 





















fff
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上記のように，速度項の微分に負がかかっていることに注意されたい．したがって式

(4.3.1)の汎関数微分は以下となる． 

図 4.3 フェーズフィールド変数 

x 

 
1 

0 

境界領域：2γ 

固相 

液相 
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



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以上より，フェーズフィールド変数を以下のように更新することで，物体の移動を計算

することができる． 

 













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t
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ここでMは界面の移動速度を与えるパラメータである．式(4.3.4)は冶金学の分野でAllen-

Cahn方程式と呼ばれる．余談であるが，保存場の発展方程式： 





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






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





 E
L

t
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を Cahn-Hilliard方程式といい，式(4.3.4)と式(4.3.5)をあわせて相転移の分野では時間依存

ギンツブルク-ランダウ方程式という． 

4.3.2 フェーズフィールド変数を用いたレベルセット法 

 フェーズフィールド法をレベルセット法へ応用する．距離関数に代わり，レベルセッ

ト関数としてフェーズフィールド変数を導入すれば，設計領域 D内における任意の点 x

のレベルセット関数(x)は以下のように定義される． 

 
 
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
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ここで γ は式(4.2.9)のシグモイド関数により定まる遷移幅である．上記の形状の記述に

よりトポロジー最適化を行うので，フェーズフィールド法の発展方程式(4.3.4)において

エネルギー関数 P()を目的汎関数に置き換えればよい．したがって，トポロジー最適化

を以下の汎関数の最小化として考える． 
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
 ..................................................................... (4.3.7) 

ここで F()は目的汎関数である．ここで新たな項として式(4.3.7)の右辺第 2 項目にポテ

ンシャル項：β(1-)/2を加えた．この項により，境界領域となるにとどまることを明

示的に防ぐ．式(4.3.7)の汎関数微分をとると以下となる． 

   







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 ................................................................................................ (4.3.8) 
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したがって次式のようにレベルセット関数を更新すればよい． 

 
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


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


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t

 ..................................................................................... (4.3.9) 

ここで式(4.3.9)は移流方程式であり，有限要素法により解く[63]．有限要素法により離

散化すると，左辺と右辺はそれぞれ以下となる． 

 bφ K  ............................................................................................................................. (4.3.10) 
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式(4.3.10)の解を用いて，を以下のように更新する． 

  1,,1minmax new    ................................................................................................... (4.3.13) 

なお，距離関数ではないため，更新後にレベルセット関数の再初期化は不要である． 

 式(4.3.9)に含まれる F()の汎関数微分は直接導出できないため，式(4.2.14)と同様に随

伴変数法により求められる．式(4.2.15)では線形問題を仮定したが，ここでは場が非線形

な場合について考える．このとき，式(4.2.14)のに関する微分は以下となる． 
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そして zは以下のように求める． 
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線形の場合と異なり，左辺に項が増えており，この場合の左辺は非線形解析に用いるニ

ュートンラフソン法の左辺行列に対応している． 

 以上が，フェーズフィールド変数を導入したレベルセット法である．上述以外の要素

行列の作成法などは距離関数ベースの方法と同じである． 

なお，Newton-Raphon 法において磁気抵抗率を更新する方法は幾つか考えられる．例

えば要素内で Aは変化するため，積分点全てで Aを求め，その値に応じた磁気抵抗率を
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その点における物体の磁気抵抗率とする方法がある．もしくは物体の磁気抵抗率は要素

内で一定と仮定し，要素重心のAを参照して，そこでの結果を物体の磁気抵抗率として，

すべての積分点で使用する方法が考えられる．本研究では後者を取るとする． 

4.3.3 シールド問題の最適化 

 フェーズフィールド変数を用いたレベルセット法により，磁気シールド問題[73, 74]の

最適化を行う．この最適化の目的は，可能な限り少ない磁性体面積で対象領域内の磁束

密度を最小化するシールド形状を得ることである．図 4.4 にシールドモデルを示す．設

計領域を 2023の有限要素で分割し，この領域でシールド形状を探索する．図 4.5にこの

問題において想定する材料の BH カーブを示す．この問題の目的関数 F0は以下となる． 

.min
K

TT

T
T

0 
S

S

E
F

AA
 .............................................................................................. (4.3.16) 

ここで KTは対象領域の有限要素のみから作成した有限要素行列であり，ATKTA は対象

領域内の磁気エネルギーをあらわす．また Sはシールド面積である．さらに ET=31.1nJ，

ST=0.294cm2 は図 4.4 に示したシールド形状での磁気エネルギーとシールド面積である． 

 
 

図 4.4 ボックスシールドモデル 
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 本問題における目的関数の汎関数微分を導出する．まず面積 Sはレベルセット関数を

用いて以下のように計算できる． 

  
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よって F0の汎関数微分を計算すると以下となる． 
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 レベルセット法においてΔt，M，βを 1s，1，10-6とし，シグモイド関数の係数 Kを 10

とする．このときの遷移幅 γは約 0.4である．この設定の下，2000 ステップまで最適化

計算を行った．初期形状として，25個の磁性球をランダムに配置した場合と，すべての

節点に与える ϕを 0として始めた場合の 2通りを設定した．ランダム配置の場合は，乱

数系列を変更して 10通りの初期形状から試行した．なお前述の通り，|ϕ|>γのとき-1<fsig<1

となるため，透磁率が空気と物体の中間的な値をとるグレー透磁率となる． 

異なる κのもと，ランダム形状から最適化を始めた際に，10回の最適化で得られた最

もよい解を図 4.6に示す．ここで図のキャプション(a, b, c)はそれぞれ F0, ATKTA, Sを示

す．Fig. 5より，κが大きいと形状の複雑さが減り，κ=10-7では比較的単純な形状となっ

ている．ただし本問題では，空気層と磁性体層が交互になっているような形状ほど対象

領域への磁気抵抗が大きくなるため，ある程度の複雑さが残る κ=10-9で得た解の方が対

象領域のエネルギーが小さく，目的関数の値もよい．このように勾配エネルギーκ の値

により，形状の複雑さが制御されていることが確認できる．逆に言えば κをある程度適

当に設定する必要がある． 
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図 4.5 シールド問題で想定する BHカーブ 
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次に κ=10-9としてグレー透磁率，すなわち節点に与えるレベルセット関数を全て 0とし

て最適化を始めた．この結果得られた形状を図 4.7に示す．κの値が図 4.6(b)と同じにも

関わらず，得られた形状は異なっている．F0の値は図 4.7より図 4.6(b)の方が良い．この

ように本問題では，初期形状により最適化結果が大きく異なることが分かった．この理

由としては，本問題における目的関数 F0 が面積項により多峰性を持つためと考えられ

る．レベルセット法は基本的に勾配法に基づき解を探索するため，初期解近傍の極小解

に落ち着く．それゆえ，初期形状によっては局所解に陥ったと考えられる． 

 

図 4.6 ランダム形状からはじめた際の解形状[146] 
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図 4.7 グレー透磁率からはじめた際の解形状[146] 
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 図 4.8に，ランダム形状からはじめた際の 10回の最適化における目的関数値の平均値

と最悪値の推移を示す．解の更新が進むにつれて単調に目的関数値が改善していること

が確認できる．一方で，平均値と最悪値の挙動が異なっており，本問題では初期値依存

性があることが改めて確認できる． 

 

4.3.4 IPMモータ問題の最適化 

 フェーズフィールド変数を用いたレベルセット法により，IPMモータ問題の最適化を

行う．Fig. 10に最適化の対象である IEEJ-Dモデルを示す[75]．このモータの回転子形状

を，平均トルクを維持しつつトルクリプルを改善するように最適化する．回転子と固定

子の磁性体コアには 50H350を用い，その非線形性を考慮する．各巻線には 3Arms，電流

位相角 20度の三相電流を印加する． 

 
この問題における設計領域は対称性を考慮し，図4.9に示す破線で囲まれた領域とし，

設計領域内の形状を 45度線上で折り返す．この設計領域内の要素数は 3416である．こ

図 4.8 ランダム形状からはじめた際の目的関数値の推移 
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の最適化問題をつぎにように定義する． 

.min
B

rp

A

ave
1 

T

T
W

T

T
F  ............................................................................................... (4.3.19) 

ここで Tave，Trpは平均トルクとトルクリプルであり，1度刻みで 30度まで回転子を回転

させて求める．また，Wは重み係数である．さらに TA，TBは規格化定数であり，それぞ

れ上述した設定におけるDモデルの平均トルクとトルクリプルの値である． なお，Trp

には以下の定義が考えられる． 

ave

minmax
rp

T

TT
T


  ............................................................................................................... (4.3.20) 

 



30

1

2

averp

i

i TTT  ........................................................................................................... (4.3.21) 

ここで Tiは角度 θiにおけるトルクであり，Tmax，Tminはそれらの最大と最小値である．広

く用いられている Trpの定義は式(4.3.20)である．しかし Trpの A微分を考えた場合，トル

クが最大(最小)となる角度は ϕ に依存するため，単純にトルクが最大となった角度にお

ける Tiを Tmaxとして微分しても厳密な微分とはいえず，∞-ノルムによる定式化が必要と

なる．そこでここでは微分の扱いが容易な式(4.3.21)の定義を用いることにする． 

 本問題における目的関数の汎関数微分を導出する．トルクの計算法にはマクスウェル

応力法と節点力法があるが，ここでは均質化透磁率の影響や微分の簡便さを考え，マク

スウェル応力法を採用する．マクスウェル応力法ではトルクの計算の際に，ステータと

ロータのギャップ部の Aのみを使用するため，ϕよる微分項がない点で有利である．こ

こで Tiの A微分を考える．マクスウェル応力法ではギャップ部の磁束密度より応力テン

ソル Tを以下のように求める． 
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そのため Tiの A微分では，マクスウェル応力法の計算のおける Tの代わりに，次式を用

いればよい． 
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以上より，目的関数 F1の汎関数微分は以下となる． 
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上式から明らかなように，この問題では Taveと Trpを求めるために 30 度分の解析を行

っており，各角度での解 Aiに応じて∂Ai/∂ϕが発生する．数値的に計算の困難なこれらの

項すべてを消去するため，本問題では拡張された目的関数をつぎのように導入する． 

      



30

1

T
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i

iiiiiFF bAAz  .............................................................................. (4.3.25) 

本問題では拡張された目的関数の汎関数微分をとると以下が得られる． 
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そして，すべての∂Ai/∂ϕを消去するように ziを求める． 

 

レベルセット法において，Δt，M，κをそれぞれ 1s，1.0，10-9とし，シグモイド関数

の係数 Kを 10，βを 10-3として 500ステップまで最適化計算を行った． 

初期形状としてグレー透磁率を与え，W=0.4とした場合の最適化形状を図 4.10に示す．

β をシールド問題と比較して大きく設定したにも関わらず，最適化形状に空気と磁性材

料の透磁率の中間値をとるグレー透磁率の部分が多く残っており，製造上実現の不可能

な結果となっている．これはグレー透磁率を発生させることで F1を改善でき，式(4.3.7)

のポテンシャル項を減少させるよりも効果的に目的汎関数を改善できるためと考えられ

る． 

 

図 4.10 グレー透磁率からはじめた際の解形状 

(2.20Nm, 5.8%)[146] 
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次に D モデルのコア形状にランダムに 30 個の気泡を加えた形状を初期形状とした．

β=10-5，W=0.4 とした場合の形状を図 4.11 に示す．グレー透磁率はほとんど発生してい

ないが，図 4.10に示した形状より評価値が劣っている．このことから，本問題ではグレ

ー透磁率が目的関数の改善に効果的に働くため，初期形状によっては図 4.10のようにグ

レー透磁率を残した形状が得られたと考えられる．また，図 4.11の形状はDモデルのバ

リア形状から大きく変化していないことがわかる．これは本問題の目的関数 F1も多峰性

関数であるためと思われる．そのため Dモデルの近傍から最適化を開始した場合は，極

小解の一つである可能性が高い Dモデルの形状に近くなり，トポロジーが大きく変化し

なかった可能性がある． 

 
 

このようになった要因としてはさらに，事前に設定するパラメータの値が適当で半勝

った可能性がある．レベルセット法には，Δt を固定とすればM，κ，βの 3 つと，レベ

ルセット関数を滑らかにつなぐ関数を設定するパラメータが存在する(ここではシグモ

イド関数の Kに相当する)．これらの値が適当ではなかったため，グレーな透磁率が得ら

れた恐れがある．特に Kを大きくすることでグレーな透磁率は発生しにくくなると考え

られる． 

 そこで K＝30 とし，再度，初期形状としてグレー透磁率を与えて最適化を行った．

結果を図 4.12に示す．この図から，最適化形状のグレー透磁率が減少していることがわ

かる．これは K を大きくすることでシグモイド関数が急峻になる，すなわち式(4.3.6)に

おける遷移幅 γが小さくなったことでグレー透磁率を取りうるレベルセット関数値が減

ったためである．このようにパラメータを適当に調整することでグレー透磁率を抑制で

きることが分かる．ただしシグモイド関数を急峻にしすぎると勾配をとったときの値が

大ききなりすぎる恐れがあるため注意が必要と思われる． 

図 4.11 Dモデル形状からはじめた際の解形状 

(2.19Nm, 9.6%)[146] 



 

 

第 4章 トポロジー最適化  4.4  進化型 on/off法 

 

91 

 

4.4  進化型 on/off法 

4.4.1 進化型 on/off法の基礎 

On/off 法では，設計領域を均等なセルにあらかじめ分割し，各セルに与える物性値を

決めることで形状を表現する．この概要を図 4.13に示す．電気機器の場合は，onとなっ

たセルが磁性体，offとなった要素が真空の磁気特性を持つ．電気機器の解析に有限要素

法を用いる場合，on/off法におけるセルを有限要素に対応させればよい． 

最適化においては，各要素の on/off 状態を変えることで形状を変化させ，解を探索す

る．このように形状の探索は onと offのバイナリ情報を変化させて行われるので，アル

ゴリズムにビットストリング GA などの進化計算を用いるのが一般的である．進化計算

を用いて最適化が行われるため，on/off 法では大域的に解を探索することができ，多峰

性目的関数の場合によい解を見つけることができると期待できる．また，随伴変数法を

用いた感度解析が不要なため，広い問題に対して適用可能である．また，実装上の都合

として，レベルセット法のように最適化の処理と目的関数の計算処理が独立しており，

ソースコードに汎用性を設けることができるといった実用上の利点がある． 

on/off 法はレベルセット法に対して上述のような利点を有するが，最適化アルゴリズ

ム上では on と off の情報のみを参照して形状を探索するため，最終的に得られる解は，

目的関数の値自体は良い値を示していたとしても，その形状は複雑で工学的に実現の困

難なものになっている場合がある．例えば，小さな気泡が磁性体内に多く存在したり磁

性体が空気領域内に孤立して存在していたりする，ノコギリ状の複雑な形状表面になっ

てしまう，などである．すなわち空間高調波成分が非常に大きな形状が得られてしまう． 

図 4.12 グレー透磁率からはじめた際の解形状 

(2.30Nm, 6.7%)[146] 
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複雑形状の発生を防ぎ，工学的に有意な解を得るための方法としては，空間フィルタ

リングを導入した方法が広く用いられている[76-78]．空間フィルタリングとは，探索の

過程で生成した形状を，空間高調波成分が少なくなるように修正する処理である．例と

しては以下のようなフィルタリング処理が挙げられる． 

 

1. Hole Elimination 

空気中に Nh個以下の on セルが孤立していたとき，それらのセル状態を off にする．

また，磁性体中に Nh個以下の off セルが孤立していたときそれらのセル状態を on にす

る． 

 

2. Surface Smoothing 

onセル周囲の上下左右の要素情報を確認し，3つ以上 offセルがあれば，その onセル

を offセルに変更する． 

 

上記のほかに空間高調波成分を減らす任意の処理を適用可能である．例えば画像処理に

おけるノイズ除去法なども適用できる．これらの処理により空間的に滑らかな形状が得

られ，工学的に実現の容易な解が得られる．また，フィルタリングにより探索範囲が限

定されるため，進化計算における探索が加速される．図 4.14にフィルタリングを用いた

on/off法の流れを示す． 

 フィルタリングの欠点としては，用いたフィルタリング処理とその強度(例えば Hole 

Elimination における Nhの値)に得られる解が強く依存してしまう点である．それゆえ，

問題に応じてフィルタリングの設定を調整する必要がある．例えば 2重連結的な構造が

よい問題の場合，Nhの値を適当に設定しておかなければ単連結な形状しか得られなくな

る．このため，トポロジー最適化の第一の目的である「設計者の知見の影響を排除した

最適化」に反してしまっている． 

 フィルタリングを用いずに空間高調波成分を減らす方法としては，on/off 法で用いる

セルを複数個用意し，段階的に用いるセルを変更する方法が考えられる[67]．まずは粗

いセルにより最適化を行い，大体のトポロジーを得た後，細かなセルを用いれば複雑形

図 4.13 on/off法における形状表現 

onセル 

=磁性体 

offセル 

=空気 
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状が発生しにくくなる．ただし初期で用いたセルにより定まったトポロジーが固定され

てしまうといった問題がある． 

 

4.4.2 正規化ガウス関数ネットワークを用いた on/off法 

前述の通り，on/off 法では各セルに独立に on/off の状態を与えて形状を決定する．こ

のため工学的に意味のない複雑形状を解として許容してしまうという問題がある．その

ため，従来の on/off法を概念設計に用いることは困難といえる． 

そこで各セルに与える on/off 状態を独立に設定せず，設計領域内で値が滑らかに変化

する何らかの関数を用意し，その関数値に応じて物性値を与えることを考える．この関

数値が領域内で空間的に滑らかに変化するならば，それによって定まる形状も空間高調

波成分が少なくなると期待できる．さらにその関数形を進化計算手法により変化させる

ことにより，形状を大域的に探索できると考えられる． 

上述した方法に適する関数を考える．上記の考えはある種のレベルセット関数を用意

することに等しいと考えられる．ただしレベルセット関数として距離関数を採用するこ

とは進化計算と相性が悪い．例えば節点に与えたレベルセット関数を進化計算における

最適化の対象とした場合，それらをランダムに変化させてしまうと，結局それにより求

まる形状が複雑形状となってしまうためである．進化計算に用いることを考えれば，空

間的に滑らかに変化し，かつパラメトリックな関数近似器が適当と考えられる．関数近

似器の代表例としてはニューラルネットワークがあるが，この手法はある結合重みを変

えたとき，出力がどのように変化するか予見することが難しく，出力が空間的に滑らか

になる保障がない．そこで空間的に滑らかに出力が変化する近似器として，正規化ガウ

図 4.14 フィルタリングを用いた on/off法の流れ 

初期個体群を生成 

初期個体群に対して 

フィルタリングを適用 

交叉・突然変異により 

新個体を生成 

新個体に 

フィルタリングを適用 

淘汰 

終了条件を 
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End 
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ス関数ネットワーク(Normalized Gaussian Network: NGnet)[79-81]を採用することを考え

る．NGnetとは，図 4.15のように，正規化されたガウス関数の重みつき結合により入力

xに対する出力 f(x)を求める関数近似器である．いくつかの定義方法があるが，以下の定

義を用いる． 

   



N

i

iibwf
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xx  ................................................................................................................ (4.4.1) 
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
 .............................................................................. (4.4.3) 

ここで Nはガウス関数の数，Dは入力 xの次元，μk，Σkはガウス関数 kの中心ベクトル

と共分散行列である． 

 

NGnetの出力は上記の定義より必ず空間的に滑らかである．さらに結合重み wiを変化さ

せたことによる出力変化は，対応する基底関数 bi(x)が 0以上の値を持つ局所的な範囲に

のみ影響する．NGnetは，wi，μk，Σkに関するパラメトリックな関数近似器であり，進化

計算によりこれらをパラメータとすることで容易に出力を変化させることができる．そ

のため，進化計算手法と相性がよい． 

NGnetの出力を用いて，セル eの on/off情報 veを以下のようにして与えることにより，

NGnetから on/offの形状分布を得ることができる． 

 
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






0
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e
e

foff

fon
v
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図 4.15 NGnetの出力 

 

Normalized Weighted sum 

Gi(x) bi(x) f(x) 
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ここで xeはセル eの重心である． 

 NGnet の出力を変化させることで式(4.4.1)に従って形状が変化する．したがって目的

関数が改善するよう，進化計算により NGnetの出力を最適化すればよい．NGnetの出力

を変化させるには，パラメータ wi，μk，Σkを変化させればよいため，これらを遺伝子と

して，例えば実数値 GA を適用すればよい．ただし wi，μk，Σkを全て遺伝子とすると，

遺伝子サイズが大きくなり最適化が困難になってしまうと推察される．そこで最適化計

算のコストを削減するため，最適化の対象とするパラメータを wiのみとし，μk，Σkは設

計者があらかじめ設定するとする．この方法をとる場合，NGnet の出力はガウス基底の

配置に依存するため，問題に応じて適切に μk，Σkを設定する必要がある．これは設計者

の知見を排除して最適化を行うというトポロジー最適化の利点に反するが，設計領域内

を密に埋めるようにガウス基底を配置するのであれば，設計者の知見は不要である． 

以上より，NGnet を用いたトポロジー最適化は実数値ベクトル w={wi|i=1,...,N}のパラ

メータ最適化に帰着する．この結果，任意の実数値変数を対象とした最適化アルゴリズ

ムを適用できる．最適化アルゴリズムに実数値 GA を用いた場合の最適化の流れを以下

に示す． 

 

1. 設計領域を密に埋めるよう，N個のガウス基底の μk，Σkを設定する． 

2. 実数値 GA の個体遺伝子を w とし，各個体の遺伝子をランダムに初期化する． 

3. 初期個体群の個体評価値を計算する： 

(ア) 個体 gが持つ遺伝子 wを重み wiとして NGnetに与える． 

(イ) 設計領域内のセル eの重心 xeを入力として f(xe)を計算し，式(4.3.30)に従ってセ

ル eの物性値を決定して形状を作成する． 

(ウ) 得られた形状を解析し，その結果から個体 gの評価値を計算する． 

（終了条件を満たすまで以下を繰り返す） 

4. 実数値 GAの交叉を用いて新たな個体を生成する． 

5. step3と同様の流れで，生成した個体の評価値を求める． 

6. 世代交代を行う． 

7. 終了条件を満たしていれば step8へ，そうでなければ step4へ戻る． 

8. 最適化計算を終了する． 

 

 以後，この方法を NGnet法と呼ぶこととする． 

4.4.3 シールド問題の最適化 

 4.3.3節で用いた磁気シールド問題を NGnet法により行う．最適化の目的は同様に可能

な限り少ない磁性体面積で対象領域内の磁束密度を最小化するシールド形状を得ること

である．目的関数は式(4.3.16)と同じである．図 4.16に本問題で用いるガウス規定の配置

を示す．設計領域を密に埋めるように 96個のガウス関数を均等に配置した．このガウス

関数の共分散行列は全て Σ=diag(0.007, 0.007)の対角行列である．表 4.1 に本問題で用い

る NGnet法のパラメータをまとめる． 
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表 4.1 シールド問題における最適化設定 

初期個体数 親個体数 子個体数 世代数 

600 100 80 50 

 

 

上記の設定の下，異なる乱数系列を用いて 10回の最適化計算を行った．そのうち最も

評価値が良いシールド形状を図 4.17に示す．滑らかな形状が得られており，本法は従来

の on/off 法に比べて実用的な解を容易に得ることができることがわかる．また，本問題

では，レベルセット法に比べて評価値が良い解が得られている．その一方で，磁性体が

一部浮いているなど，局所解ないし局所解ですらない解である可能性が高いと思われる．

この理由としては，GA の遺伝子サイズが 100 程度と大きいため，探索空間が広く，集

団が誤った領域で停滞してしまったためと考えられる．すなわち NGnet法では GAのみ

では解の探索が十分ではないと思われる． 

 

図 4.16 シールド問題で用いるガウス基底の配置(96個) 
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 図 4.18にレベルセット法と NGnet 法における，目的関数の評価回数に対する 10回の

最適化での目的関数の平均値の推移を示す．なお，NGnet 法は GA における個体評価を

並列計算できるため，NGnet 法の図 4.18 における横軸は並列数 12 で割った値である．

この図より，目的関数の平均値は両手法でほぼ同じであるが，その分散を見ると NGnet

法が大きくなっている．これは GAを用いているため，乱数系列に解が大きく依存して

しまうためと考えられる．また，最適化計算の初期ではレベルセット法の方が解の収束

が早いことが分かる． 

 

4.4.4 NGnet法における Greedy法の採用 

 前節では NGnet法により空間的に滑らかな形状が得られたが，NGnet法では遺伝子サ

イズが大きいため，解の探索を GAのみで行うことは適当でない可能性が示唆された．

図 4.17 NGnet法によるシールド問題の最適化結果 

(1.40, 5.56nJ, 0.36cm2) 

図 4.18 目的関数の評価回数に対する目的関数の推移 
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このため，GA に加えて何らかの局所探索的なオペレータを導入する必要があると考え

られる．ここではヒューリスティックな局所探索法として，NGnet法用に修正したGreedy

法を提案する． 

 まず Greedy法を適用するにあたって，RCGAの遺伝子表現を見直す．NGnet 法では，

NGnet の出力を各セルの重心でのみ参照し，かつその値の正負のみを判定する．そのた

め重みが僅かに変化しただけでは，NGnet の出力自体は変化するものの，重心での出力

の符号は変化しないことが多く，RCGAの探索が無駄になっていることが多いと考えら

れる．そこで，交叉などで新たな個体を生成した際に，遺伝子の正負を参照し，+1/-1の

近いほうへ値を丸めることにする．これによって実効的に RCGA の探索空間を削減し，

解の探索を加速させる効果があると期待できる． 

 上記の修正により，RCGAを用いているが，その遺伝子は実質 2値遺伝子に等しくな

る．そこで，各遺伝子の値を反転させ，評価関数の変化を確認する．そして，評価がよ

くなっていれば，反転後の遺伝子を採用し，悪化していれば元に戻すとする．これを全

ての遺伝子に対して順々に適用する．すなわち，評価値が改善するよう，貪欲に遺伝子

の値を反転させていく処理である．ただし，この一連の操作によって得られる解は，反

転する遺伝子を選ぶ順番に強く依存する．ここで並列計算を使用することを考える．異

なる選択オーダを複数用意し，そのオーダに対応した反転操作を 1CPUに割り当てる．

これにより，異なるオーダに対する反転操作を同時に行うことが可能となる．この方法

を NGnet法用に修正した Greedy法と呼ぶ．具体的な処理フローを図 4.19に示す．Greedy

法を GA の世代の一定間隔おきに，その時点でのエリート解(ただし JGG ではエリート

個体は存在しないので，別途前世代における最良解を保存しておけばよい)に対して適用

し，NB+Nsub個の局所探索された解を得る．得られた解を集団に戻すとともに最良個体を

エリートとして保存する． 

 

 GAとGreedy法を適用し，改めて 4.3.3節で用いた磁気シールド問題の最適化を行う．

表 4.2にパラメータをまとめる． 

 

 

 

図 4.19 Greedy法の処理フロー 
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表 4.2 シールド問題における最適化設定 

初期個体数 親個体数 子個体数 世代数 

600 100 80 50 
    

Greedy法 

並列数 

Greedy法 

適用世代間隔 
  

12 10   

 

上記の設定の下，異なる乱数系列を用いて 10回の最適化計算を行った．そのうち最も

評価値が良いシールド形状を図 4.20 に示す．得られた解の性能は Greedy 法を用いない

ときの結果よりよくなっている．また，不自然に浮いた磁性体領域もなく，滑らかな形

状が得られていることが分かる．このように Greedy 法によるヒューリスティックな局

所探索により，効果的に解の探索が行われて解が改善したと考えられる． 

 

図 4.21 に，目的関数の評価回数に対する 10 回の最適化での目的関数の平均値の推移

を改めて示す．なお，図 4.21における NGnet 法の横軸は同様に並列数 12で割ったもの

である．この図より，Greedy法を適用したことでレベルセット法により得られた解を明

らかに上回る性能の解が得られていることが分かる．また，得られる評価値の分散も小

さくなったことが確認できる．これは GA により大域的に解を探索した後，局所探索が

行われることで，ヒューリスティックな意味での何らかの局所解に収束するため，乱数

系列によらずに良い解を発見できるためと考えられる． 

 このようにアルゴリズムに局所探索オペレータを導入することにより，安定して評

価値の良い解を得ることが可能になることが示された． 

図 4.20 GA+Greedy法によるシールド問題の最適化結果 

(1.06, 2.28nJ, 0.28cm2) [146] 
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4.4.5  IPMモータ問題の最適化 

 4.3.4節で用いた IPMモータ問題を同様に NGnet法により行う．最適化の目的は 4.3.4

節と同じであり，平均トルクの最大化ならびにトルクリプルの最小化である．なお，

NGnet法では目的関数の Aに関する微分可能性を考慮する必要がないため，トルクリプ

ルは広く用いられている式(4.3.20)による評価を採用する． 

 NGnet法では，進化型アルゴリズムを採用しているため，式(4.3.19)における結合重み

Wを様々に変化させた際に得られる解を，多目的最適化により一度に得ることが可能で

ある．すなわち，平均トルクとトルクリプルに関するパレート解集合を容易に求めるこ

とができる．そこでここでは多目的最適化アルゴリズムを用いて，平均トルクの最大化

とトルクリプルの最小化に関する多目的最適化を実行する．最適化アルゴリズムとして，

3.4.4 節で用いた修正免疫アルゴリズムを採用する．ただし NGnet 法に合わせて Greedy

法を導入し，アルゴリズムの一部を修正する．具体的アルゴリズムを以下に示す． 

 

１． それぞれサイズ npの初期探索母集団 P0を作製する．また，空の Suppressor細胞

集団 Sを作成する． 

(以下を繰り返す) 

２． Ptからランダムに n+1個の個体を選び親とする(nは遺伝子サイズ)． 

３． REXstar交叉により nc個の子個体を生成し，Ptに加える． 

４． Pt+Sに対してランキングを計算する． 

５． Ptのランキングが上位 np個を選び，一時個体群 Qtとする．同じランキングの個

体がある場合は端切り法により Qtの数を np個まで減らす．S内の個体でランキ

ングが 0でない個体を消去する． 

図 4.21 目的関数の評価回数に対する目的関数の推移 

(Greedy法を使用した場合) 
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６． Qtの個体間 i と j 間の距離 li,jを計算する．その後，個体 i の密度 diを計算する． 

７． di>θdとなっている個体 iを Qtから削除し，Suppressor細胞集団 Sに加える． 

８． S内の個体 sとの距離 li,sが，li,s>θkとなっている個体を Qtから削除する．この処

理により Qt 内の個体数が np を下回った場合はランダムに初期化した個体を Qt

に加える． 

９． (世代数 t)％NL=0のとき，Greedy法として以下の処理を適用する． 

(ア) Qt のランキングが 0の個体と S内の個体をランダムに NG1個選ぶ． 

(イ) 選んだ個体に対して，遺伝子選択オーダをランダムに決め，Greedy探索を実

行する． 

(ウ) 探索後の個体を Qtに加え，Qt+Sに対してランキングを再度計算する． 

(エ) S内の個体でランキングが 0でない個体を消去する． 

１０． 終了条件が満たされていれば Qt+S を解とする．そうでない場合は Pt+1←Qtと

して手順(2)に戻る． 

 

すなわち，NL 世代間隔ごとに，そのとき得られているパレート解をランダムに選び，

Greedy 探索を掛けることでパレート方向への進化を促す．図 4.22 にアルゴリズムのフ

ローを示す． 

 

 

 ここで，NGnet 法における個体 i と j 間の距離 li,jであるが，セルの on/off の一致度合

いをみれば良いので，問題によらず，以下のように計算する方法が考えられるだろう． 
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ここで NDは設計領域内のセル数，v
i 

k は個体 iの k番目のセルの状態である． 

  

図 4.22 NGnet法における多目的修正 IAのアルゴリズム 
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 以上のアルゴリズムにより，NGnet法で IPMモータの多目的最適化を行う．図 4.23に

本問題で用いるガウス関数の配置を示す．58個のガウス関数を密に配置し，それらの共

分散行列は全て Σ=diag(0.0015, 0.0015)とした．表 4.3 に本最適化で使用する GA のパラ

メータをまとめる． 

 

表 4.3 IPMモータ問題における最適化設定 

初期個体数 親個体数 子個体数 世代数 

800 60 80 80 
    

Greedy法 

並列数 

Greedy法 

適用世代間隔 
  

14 20   

 

 

 上記の設定の下，NGnet法で得られたパレート解集合を図 4.23に示す．ここでレベル

セット法で K=30とし，W=0，0.2，0.4の 4通りの設定で最適化して得られた解をあわせ

て示す．また，図 4.24の縦軸は式(4.2.30)による評価である．図 4.23より，NGnet法によ

り初期形状 D モデルと比較してパレート方向に良い解が得られたことが分かる．また，

レベルセット法と比較するとトルクはNGnet法により得られた解の方が大きくなってい

るが，パレート方向にはレベルセット法により得られた解のほうが良く，特にリプルが

小さくなっている．このようになった理由としては，レベルセット法により得られた解

はグレー透磁率を含んでおり，その影響で磁気回路的にリプルを小さくしやすいためで

はないかと考えられる． 

 図 4.25 に図 4.24 でマークした 3 つの解に対応した形状を示す．全て滑らかで複雑な

形状は発生していないことが確認できる． 

 

図 4.23 IPMモータ問題におけるガウス基底の配置(58個) 
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図 4.24 NGnet法により得られたパレート解集合 

(A) 

(B) 
(C) 

図 4.25 NGnet法により得られた解形状 

(a):2.44Nm，67% (b):2.31Nm，23% 

(c):2.22Nm，16% 
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 図 4.25に示した形状は滑らかであるが，磁性コアが空気中に浮いていたり，コアが磁

石を境にして 2分されていたりしており，回転子としては構造的に成り立たない形状と

なっている．そこで工学的に製造の可能な形状を得るため，最適化問題を以下のように

修正する． 

.min.,min
B

rp

A

ave 
T

T
F

T

T
F ba  ......................................................................... (4.4.6) 

1subject to Area N  .......................................................................................................... (4.4.7) 

ここで NAreaは連結した磁性体領域の数であり，コアが全て連結していれば NArea=1 であ

り，浮いた領域が増えるにしたがって値が増加する．すなわち式(4.4.7)の制約項は回転

子として成り立つ，コアが全て連結した構造を得るための制約項である． 

 上記の問題設定の下で，前節とおなじ最適化設計のもとで最適化を行った．図4.26に，

制約の有無によるパレート解集合を示す．また，マークした解に対応した形状を図 4.27

に示す．図 4.27より，制約を考慮したことでコアが全て連結し，回転子として成り立つ

形状が得られたことが確認できる．その一方で，図 4.26より制約を考慮するとリプルは

ほぼ同等であるが，トルクが低下してしまっていることがわかる．これは磁性コアの分

離を許容しなくなったため，トルクを増加しうる磁路が形成できなくなったためと考え

られる．しかし Dモデルと比較してパレート方向に改善しており，提案法により，工学

的に実現の可能性がある形状を獲得できたことが確認できた． 
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図 4.26 制約を考慮してNGnet法により得られたパレート解集合 

(A) 

(B) 

(C) 



 

 

第 4章 トポロジー最適化  4.4  進化型 on/off法 

 

105 

 

4.4.6 複数材料を考慮したトポロジー最適化 

ここまでのトポロジー最適化は単一材料と空気層のみを考慮していた．しかし実際は

IPMモータ問題のように磁性コアと永久磁石の２つ以上の材料からなる機器も多い．し

たがって複数の材料分布を考慮してトポロジー最適化を行う必要があると考えられる． 

マルチフェーズフィールド法 

レベルセット法においては，マルチフェーズフィールド法の考えを採用することによ

り，複数材料問題へと拡張が可能である[82-85]．例えばフェーズフィールド変数をと

のように 2つ用意し，それらの値に応じて以下のように物体領域を定義すればよい． 

図 4.27 制約を考慮してNGnet法により得られた解形状[146] 

(a):2.13Nm，59% (b):2.10Nm，30% 

(c):2.04Nm，19% 
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ここで Ω1，Ω2はそれぞれ物体 1 と物体 2 の領域である．上式の物体定義では２つの物

体が重なりうるため，この状況を防ぐために式(4.3.7)に 2 つのフェーズフィールド変数

の重なりを防ぐダブルオブスタクルポテンシャル項 Pdを加える[72]． 

       





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
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D

d SPFE d
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,,,inf
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 ..................................................... (4.4.10) 

 
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4

11
,







W
Pd  ................................................................................................. (4.4.11) 

ダブルオブスタクルポテンシャル項 Pdにより，どちらかのフェーズフィールド変数が-1

になっているときエネルギー汎関数が小さくなるため，2 重点を防ぐ効果がある．フェ

ーズフィールド変数を 3つ以上用いる場合も同様にダブルオブスタクルポテンシャル項

Pdで考慮する変数を増やしていくことで自然に拡張できる． 

NGnet法の拡張 

 ここではマルチフェーズフィールド法にならい，NGnet 法を複数材料を考慮できるよ

うに拡張する．形状表現に用いる NGnetを 1つではなく，複数用いることを考える．例

えば NGnet 出力 f1，f2の 2 つを用意する．これらの値の組み合わせに応じてセルの物体

を与えればよい．方法は幾つか考えられるが，例えば出力が 2つの場合，それらの正負

の組み合わせに応じて，4通りのセル状態を以下のように定義できる． 
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 .......................................................................... (4.4.12) 

同じように NGnet出力を 3つ用意すれば最大で 8通りの材料分布を表現できる．ただし

用いる NGnetを増やすほど，最適化対象となる重み wiが増えるため，GAの遺伝子サイ

ズが長大化して最適化に要する個体数が増加することに注意が必要である．図 4.28に複

数材料を考慮した NGnet法による形状表現の概略を図示する．ここでは 2つの出力を考
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え，両 NGnetが同じガウス基底配置を使用すると仮定する．このとき，遺伝子サイズは

単純にガウス基底の数の 2 倍となる．遺伝子の値に応じて各 NGnet の出力を求め，式

(4.3.12)のように正負の組み合わせで 4通りの状態を決定する．もちろん，各 NGnetで異

なるガウス基底配置を用いることも可能である．例えば設計対象に何らかの知見があり，

各材料分布の適当な配置が明らかに異なると予想できるのであれば，異なる基底配置を

用いることは有用であろう． 

 

4.4.7 複数材料を考慮した IPMモータのトポロジー最適化 

NGnet 法を用いて，4.3.4 節，4.4.5 節で用いた IPM モータ問題の複数材料を考慮した

トポロジー最適化を行う．すなわち，図 4.9で示した IPMモータの回転子を，コア形状

のみではなく磁石の配置まで考慮してトポロジー最適化を行う． 

 図 4.29に本問題における回転子の設計領域を示す．磁石を含めて最適化するため，回

転子内部を一応に分割し，シャフト近傍以外の領域すべてを設計領域とする． 

 

図 4.28 NGnetによる複数材料分布の考慮[144] 

Chromosome w:

+1

-1

Output of f1 Output of f2

f1 ≥ 0 AND f2 > 0 f1 < 0 AND f2 ≥ 0

f1 ≥ 0 AND f2 < 0 f1 < 0 AND f2 < 0

State1,

State2,

State3,

State4,

+1 +1 -1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1
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4 5 6

7 8 9
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 本最適化の目的は，磁石量を一定以下としつつ，トルクを最大化することとする．さ

らに回転による応力に耐えうる構造，磁石の減磁がない構造となるよう，以下のように

定義する． 

min.,0  TTF ave  ........................................................................................................ (4.4.13) 

,,

,05.0,subject  to

maxmax

T

thth

D

RR

SSKSS

 


 ........................................................................ (4.4.14) 

ここで S は磁石面積，STは D モデルの磁石面積である．さらに SDは大電流下で減磁下

面積である(計算法は後述する)．また，Rmax，ρmaxは 2500RPM の遠心力が回転子に加わ

った際の回転子内の最大変位と最大ミーゼス応力である．さらに，Rth と ρth はそれらの

閾値でありそれぞれ 27.8mm，324MPa である．ここで Rmax，ρmaxは力学の有限要素法に

より求める．ただし回転子メッシュは電磁気メッシュの倍の解像度となるように細分化

したものを使用する．さらにシャフト－コア間の焼嵌めを簡易的に考慮するため，シャ

フト部に 1μm の強制変位を与える．また，磁石-コア間は密着しているとして解析する

と，回転により磁石が押し出される効果を弱めてしまい，適当な設定ではない．そこで

磁石の周囲 1 要素に関してはボンドの物性値に置き換えることでコア-磁石間の接触解

析の代替とする． 

減磁計算について 

 磁石の減磁を計算する方法について記載する．最適化により小さな磁石領域が得られ

るとそのような磁石は減磁しやすい恐れがあるため，その判定が必要となる．永久磁石

の減磁曲線は図 4.30の赤破線のようになっているが，ネオジウム磁石などの場合は直線

近似しても問題ないことが知られている[3]．磁石内の動作点は外部磁場に応じて減磁曲

線上を移動する．しかし，外部から磁化方向と逆の強い磁場が加えられ，点(Hth, Bth)を下

回った場合，不可逆状態となり，外部磁場を取り去った後も減磁曲線上に戻らず，磁石

の磁化方向が失われたままとなってしまう． 

図 4.29 複数材料分布を考慮した IPMモータ最適化の設計領域 

Design region 

(3870 cells)
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 そこで最適化により得られた磁石形状が減磁していないかを式(4.4.14)の2項目の制約

のように考慮する．SDは有限要素法により求めることができる．ここである磁石要素を

考える．解析により磁石内の Bが与えられており，磁石磁化方向 Brは解析に先立ち入力

されている．このとき，磁石内の Bが磁石磁化方向に対して一定以下であるかどうかを

判定すれば良いので，以下を考えればよい． 

rth

r

r B B
B

BB



 ......................................................................................................... (4.4.15) 

ここで α は||Br||に対する閾値を定める定数である．以上より，減磁した磁石面積は以下

のように求められる． 

rth

r

r

e

eD BSS

mag

B
B

BB



    if ............................................................................ (4.4.16) 

ここで emagは磁石要素に対する総和であり，式(4.4.15)が満たされていない磁石要素の面

積の総和により SDが求められる． 

 ここで磁石が減磁するかどうかは外部磁場，すなわち加える電流条件に依存する．こ

こでは安全方向に考え，電流 1.5I電流を加えた際の解析により，SDを評価する．また α

は 0.2と設定する． 

形状表現について 

 本最適化では，NGnet を 2 つ用いて，4 通りの材料分布を考慮する．磁性コアと空気

層に加えて，2通りの磁化方向を持つ磁石を考える．材料分布は以下で与える． 

図 4.30 磁石の磁化曲線と減磁 

H 

B 
直線近似した 

磁石の減磁曲線 
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B
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ここで mag1，mag2は磁化方向M/||M||が(0, 1) and ( 21 , 21 )となる磁石である． 

 以上の問題設定のもと，GA+Greedy法により最適化を行う．制約処理にはオラクルペ

ナルティ法を用いる．最適化に用いるパラメータ設定を表 4.4 にまとめる．さらにガウ

ス基底配置による影響をあわせて評価するため，図 4.31のように 3通りの基底配置を使

用する．基底数が多いほど探索空間が広いため最適化が困難になると予想される．また，

ガウス半径が極端に小さい 4.31(c)では NGnet 出力は最も近いガウスの重みにのみ依存

するため，従来の on/off 法においてクラスタリングフィルタ[78]を導入した場合に等し

くなると考えられる． 

表 4.4 複数材料考慮の IPMモータ問題における最適化設定 

初期個体数 親個体数 子個体数 世代数 

800 90 100 60 

    

Greedy法 

並列数 

Greedy法 

適用世代間隔 
オラクルパラメータ  

10 20 -1.5  

 

最適化結果 

上述した設定の下で式(4.4.14)の磁石面積制約の係数を K=1とし，乱数系列を変えて 3

回の最適化を行った． 

 3つのガウス配置での評価値の平均の推移を図 4.32に示す．この図から，配置(c)を用

いたときの評価値が最も悪く，配置(a)と(b)はほぼ同じであることが分かる．遺伝子数が

図 4.31 複数材料考慮の IPMモータ問題のおけるガウス基底配置[144] 

(a):76個のガウス基底 (b):42個のガウス基底 (c):42個のガウス基底 
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多いのも関わらず(a)と(b)でほぼ同じ評価の解が得られている理由は，Greedy 法による

局所探索により，遺伝子サイズが多くても何らかの局所解に落ち着くためと考えられる． 

 

 図 4.33に，3つのガウス配置により得られた解形状を示す．得られた解は全て制約を

満たした解である．配置(a)と(b)で得られた形状はほぼ同様の形状となっており，磁石が

V字状に配置されている．配置(c)により得られた解も V字状となっているが，矩形状の

形状となっており，トルク特性は他の 2つに比べて低くなっている．矩形の形状となっ

た理由は前述したように，ガウス半径が低いため，クラスタリングフィルタと同じ効果

が得られたためと思われる．評価値が悪い理由は，得られる矩形状の形状のサイズがガ

ウス関数の間隔に依存しており，表現可能な形状が限られてしまったためと考えられる． 
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図 4.32 平均適応度の推移 

図 4.33 最適化により得られた解形状[144] 
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このように，ガウス関数が密に配置されていれば，ガウス基底の配置による解の依存

性は大きくないことが分かった．一方で疎にガウス基底を配置する場合は適当に設定す

る必要があることを示唆している．また，半径の小さなガウス関数を用いることで矩形

状の形状が得られることを確認した．製造上の制約が大きい磁石の形状としては矩形状

が良いが，上で述べたように矩形形状のサイズがガウス基底の間隔に依存するため，形

状表現能力を高めるには基底数を増やす必要があると思われる． 

 

4.5  NGnet法による IPMモータの最適化と試作 

この節では，前節で述べた NGnet法を 8極 36スロットの IPMモータに適用し，得ら

れた形状を試作してトルク特性を測定した結果について述べる． 

4.5.1 最適化問題の設定 

図 4.34に，本節で対象とする IPMモータモデルを示す．また，表 4.5にこのモータの

諸元をまとめる．以降，図 2 をオリジナルモデルと記す．このモータの回転子形状を

NGnet法により最適化する． 

 

 

 

 

 

 

図 4.34 8極 36スロットモータモデル[147] 
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表 4.5 8極 36スロットモータモデルの諸元 

stack length 50 mm  rotative speed 1500 rpm 

core material 50A400  number of turns 31 turn 

permanent magnet NMX-41SH  output power 1.5 kW 

 

 

この最適化の目的は，オリジナルモデルの平均トルクを維持しつつ，トルクリプルを

低減するフラックスバリア形状を獲得することとする．ここで，トルク特性の解析では

磁性コア 50A400の非線形磁気特性を考慮する．また，各巻線には実効値 3A，電流位相

角 20度の三相交流電流を印加する． 

図 4.35に本問題での設計領域を示す．回転子の対称性を考慮し，設計領域を 22.5度軸

までとして与える．この範囲内における要素数は 739である．設計領域内で定めた形状

を 22.5 度軸ならびに 45 度軸で対称となるように折り返し，ロータ形状とする．本問題

では，磁石は最適化の対象とはせず，磁性コアのみを扱う．本最適化における主目的は

トルクリプルの低減であるため，トルク特性に与える影響が強いと思われるギャップ近

傍の磁性コアのみを最適化の対象とし，磁石の周囲は回転遠心力による問題が生じない

よう，図 4.35に示すように磁性コアとして固定した． 

 

本最適化では，図 4.35に示した設計領域を埋めるよう，図 4.35のように 43個のガウ

ス基底を配置する．ここで各ガウス関数の共分散行列 Σkは対角成分が 0.001の対角行列

とする． 

 

 

 

 

 

図 4.35 オリジナルモデルの設計領域 
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本最適化の目的は上述のとおり，平均トルクを維持しつつ，トルクリプルを低減する

こととし，つぎのように最適化問題を定義する． 

min.5.0
1

rp

0

ave 
T

T

T

T
F  ................................................................................................. (4.5.1) 

1subject to Area N  ......................................................................................................... (4.5.2) 

ここで Taveは平均トルク，Trpはトルクリプルであり，1度刻みで 15度までモータを回転

して求める．なお，本来はリプルの高調波成分を考慮するため，1度ではなく 0.5度刻み

程度で解析するべきであるが，計算時間の削減のため，ここでは 1度刻みとした．また

トルクリプルは一般的な定義である式(4.3.20)による評価とする．また，T0，T1は前述し

た諸元におけるオリジナルモデルの特性値であり，それぞれ 10.8Nm，8.5%である．ま

た，式(4.5.2)は式(4.4.7)と同じく，制約項は回転子として成り立つ，コアが全て連結した

構造を得るための制約項である．Nareaは式(4.4.7)と同じく，連結した磁性体領域の数であ

り，コアが全て連結していれば Narea=1であり，浮いた領域が増えるにしたがって値が増

加する．ここでは図 4.36のように磁石周りを磁性コアで固定しており，すべての磁性コ

アが連結していれば応力的な問題は発生しにくいと考えられるため，応力的な制約は考

慮しない．式(4.5.2)の制約処理として， death ペナルティ法を用いて目的関数 F に以下

の値を加える． 

 1200 area  NP  ................................................................................................................. (4.5.3) 

オラクル法などではなく最も単純な death ペナルティ法を用いる理由としては，Narea が

整数倍でしか変化せず，かつ Narea>1であればどの値であっても“実際に製作が困難”と

いう度合いに変化はないためである．このような場合，動的にペナルティを変更する必

要性が低いと考えられる． 

4.5.2 最適化結果 

最適化は REXstarを用いて 50 世代まで行った．ここで初期個体数は 250，子個体生成

図 4.36 オリジナルモデルにおけるガウス基底の配置 
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数は 60 とし，親個体数は 40 とした．本問題では遺伝子サイズが 43 と比較的少ないた

め，Greedy法による局所探索は使用せずに最適化する・ 

最適化計算中における F，Tave，Trpの変化を図 4.37 に示す．世代が進むにつれて Fが

減少し，Taveを維持しつつ Trpが減少していることが確認できる．最適化により得られた

形状(以降では最適化モデルと記す)を図 4.38 に，オリジナルモデルと最適化モデルの特

性の比較を表 4.6 にそれぞれ示す．最適化モデルでのトルク特性は Taveが 10.29Nm，Trp

が 2.2%であり，平均トルクの低下を約 5%に抑えつつ，リプルを約 1/4 に低減できた．

さらに最適化モデルは図 4.37から見てとれるように滑らかな形状境界を持ち，かつ全て

の磁性体コアが連結しており，制約(4.5.2)を満足する構造である． 

 

 

図 4.37 最適化過程での最良解の推移 
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表 4.6 最適化モデルとオリジナルモデルの比較 

 Original Optimization (Optimization-Original) / Original 

Tave 10.8 Nm 10.29 Nm -4.72% 

Trp 8.5% 2.2% -74.12% 

 

 

4.5.3 最適化結果の考察 

最適化モデルについて考察するため，トルク特性を改めて解析する．なお，この項の

数値結果のみ電磁界解析ソフトウェア JMAG©の解析によるものである．図 4.38に示し

た形状を図 4.39のようにモデル化し，この形状を三角形要素で分割して解析した． 

まず，図4.40に最適化モデルとオリジナルモデルのトルク波形を示す．最適化により，

リプルが大幅に低減されたことがトルク波形からもあらためて確認できる．このように

トルクリプルが軽減された理由について，幾つかの解析結果から考察する． 

図 4.38 最適化により得られた形状[147] 
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はじめに，磁石両端に生成された逆T字状のフラックスバリアの影響について考える．

磁石両端に空気層ができたことで，磁石磁束が回転子内部へ還流する経路の磁気抵抗が

大きくなるため，マグネットトルクの影響が強くなっている可能性が考えられる．そこ

でその影響を調べるため，U相の無負荷誘起電圧とコギングトルクを解析した．図 4.41

と図 4.42に両者の解析結果をそれぞれ示す．両者ともに，最適化モデルの方が大きくな

っていることが確認できる．これらの結果より，磁石両端のバリアによりマグネットト

ルクが増加している可能性が考えられる．しかし図 4.42に示すように，コギングトルク

の脈動が最適化モデルの方が大きいことが分かる．このためマグネットトルクによる脈

動が増加している可能性がある．しかし図 4.39に示したようにリプルは明らかに減少し

ている．このことから，トルクリプルはリラクタンストルクにより低減された可能性が

考えられる． 

図 4.39 最適化モデルの CADによる再現[147] 

図 4.40 最適化モデルのトルク波形 
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そこで次に磁石上に生成された半円形のフラックスバリアの影響について調べる．こ

のバリアにより生じるリラクタンストルクがトルクリプルを低減している可能性がある．

そこでこのバリア形状を幾つか変更してトルクを解析する．図 4.43に，検討のため考え

る 3通りのバリア形状を示す．図 4.44に，それぞれのバリア形状におけるトルク波形を

示す．この結果より，どのバリア形状においてもトルクリプルは最適化モデルに比べて

悪化していることが分かる．このことから，半円形のバリアにより生じるリラクタンス

トルクがリプルの低減に寄与していることが確認できる．最適化では，そのようなリラ

クタンスが生じるように，適当な位置に半円形のバリアが生成されたと考えられる． 

図 4.41 U相の無負荷誘起電圧の比較 
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図 4.42 コギングトルクの比較 
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実際にマグネットトルクの寄与が増加していることを，IPMモータのトルクの理論式

から確認する．マグネットトルク TMとリラクタンストルク TRは以下で与えられる． 

qIpT M  ........................................................................................................................... (4.5.4) 

  qdqd IILLpT R  ........................................................................................................... (4.5.5) 

図 4.43 磁石上部のバリア形状の検討 

(a):矩形バリア (b):円形バリア (c):バリアなし 

図 4.44 異なるバリア形状でのトルク波形 

各バリア形状におけるトルクリプル値～ 

最適化:3.8%，矩形:7.2%，円形:5.3%，バリアなし:7.4% 
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ここで TM，TRはそれぞれマグネットとリラクタンストルク，p は極対数である．また，

Φは磁石磁束，Idと Iqはそれぞれ d軸と q軸の電流である．図 4.45に解析したインダク

タンスを示す．この結果より，Ld は両モデルでほぼ差がないが，Lqは最適化モデルの方

が小さくなっている．これは磁石上部のフラックスバリアにより，q 軸方向の磁気抵抗

が増加したためと考えられる．また，図 4.46に磁石磁束量を示す．最適化により，磁石

磁束が増加していることがこのことからも確認できる． 

 

 

図 4.47 に式(4.5.4)(4.5.5)より求めたマグネットトルクとリラクタンストルクを示す．

図 4.47 (a)より，最適化モデルのマグネットトルクはオリジナルモデルに比べて増加して

いることが確認できる．また，図 4.47 (b)に示すようにリラクタンストルクは最適化モデ

ルの方が小さくなっている．これらの解析結果より，最適化モデルはマグネットトルク

を活用することでトルクを維持していると考えられ，その脈動を打ち消すようなリラク

タンストルクにより，トルクリプルが低減していると考えられる． 
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図 4.46  磁石磁束量 
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図 4.48 に，電流位相角の変化に対するトルク特性の変化を示す．最適化を行った 20

度ではなく，10度でトルクが最大となっており，図 4.48(b)に示すようにリプルも位相角

10度で最小となっていることがわかる．これは結果としてマグネットトルクを活用しや

すい形状が得られたためであると考えられる．この位相角において，オリジナルモデル

と比較したトルクの低下は約 0.5%，リプルの低減は約 56.9%であり，トルクをほぼ維持

しつつ，リプルを半減できている． 

 
 

図 4.47  マグネットトルクとリラクタンストルクの変化[147] 
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図 4.48 電流位相角に対するトルク特性の変化[147] 

(a)：平均トルク (b)：トルクリプル 
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4.5.4 最適化モデルのトルク特性の測定 

最適化と解析の妥当性を検証するため，最適化モデルを試作し，トルク特性を計測し

た．図 4.49に試作したモータの外観ならびに回転子コアの形状を示す．測定では，パウ

ダーブレーキにより，モータの回転数を一定に保ち，トルクメータでトルク波形を計測

した．得られた波形からトルクリプルを算出した．測定は定格回転数 1500RPM で行っ

た． 

図 4.50 に，位相角 10 度における電気角 1 周期分のトルク波形を示す．測定により得

られたトルク波形は解析結果に比べて下にシフトした波形となっている．これは解析で

は計算負荷の観点から，以下の点を考慮していないためと考えられる． 

 

 損失によるトルク低下を考慮していない． 

 磁石-コア間には固定のためのボンドがあり，実際には密着していないが，解析で

はその非磁性相を考慮していない． 

 コア加工時に生じる残留応力によるコアの磁気特性の変化を考慮していない． 

 解析では正弦波電流を入力しているが，実際にはインバータ駆動による高調波成

分のある電流が流れる． 

 

このような理由から，測定したトルクの平均が小さくなっていると考えられる．しかし

トルクの波形は実測と解析でほぼ等しく，解析で考慮していない点はあるものの，その

結果は妥当であると考える． 

 

 

図 4.49 試作した最適化モデル[147] 

 

Manufactured 

(a)：作成したコア形状 (b)：モータ概観 
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図 4.51に電流位相角に対する平均トルクとトルクリプルの測定結果を示す．ここで図

4.51における値は，同じ測定を 3回行い，その平均をとったものである．測定では解析

に比べて平均トルクが小さいため，リプルの定義より解析に比べてリプルが増加してい

るが，傾向は概ね図 4.48に示した解析結果と同じである．測定においても，最適化モデ

ルのリプルが全ての位相角においてオリジナルモデルを下回っていることが確認できる．

表 4.7 に測定された平均トルクとトルクリプルの結果を示す．ここでの値は平均トルク

が最大となる位相角での値であり，解析と同じく最適化モデルとオリジナルモデルでそ

れぞれ 10 度，20 度である．この表より，測定結果においても，オリジナルモデルと比

べて最適化モデルのトルクリプルが小さく，その低減率は 47.46％である．また，平均ト

ルクはほぼ両者で差がなく，トルクを維持しつつ，リプルを低減できていることが確認

された． 

以上の結果より，トルク特性の測定結果からも最適化モデルのトルクリプルがオリジ

ナルモデルに比べて低減されていることが確認でき，最適化の有効性が確認された． 

 

図 4.50 測定された最適化モデルのトルク波形 
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表 4.7 最適化モデルとオリジナルモデルの比較 

 Original Optimization (Optimization-Original) / Original 

Tave 9.74Nm 9.73 Nm -0.083% 

Trp 11.7% 6.61% -47.46% 

4.5.5 4.5節のまとめ 

この節では提案した NGnet 法を使用して IPM モータの最適化を行い，得られた形状

について考察するとともに，その試作してトルク特性が解析の通り改善していることを

確認した．これらの結果から，提案した手法が実設計にも応用可能であることを示した． 
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図 4.51 電流位相角に対するトルク特性の測定結果[147] 

(a)：平均トルク 

(b)：トルクリプル 

(c)：トルクリプル 

(0度～40度拡大) 
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4.6  4章のまとめ 

この章ではトポロジー最適化を行う新たな手法として NGnet を用いた on/of ベースの

手法を提案し，レベルセット法との比較・考察を行った．この章での結果を受けて，両

手法の利点・欠点について著者の主観を含めて列挙する． 

 

 NGnet法について 

 利点： 

 感度解析が不要であり，目的関数の微分可能性を必要としない． 

 グレー透磁率が発生しない． 

 最適化処理と目的関数の評価処理が完全に独立しており，既存の解析コー

ドを最適化に流用しやすい． 

 欠点： 

 進化計算ベースの方法ゆえ，遺伝子サイズが大きいと工学的妥当解すら得

られない場合がある．よって設計領域が広い問題への適用に難がある． 

 進化計算を用いるため，解の最適性は保障されず，乱数系列に結果が依存

する． 

 

 レベルセット法について 

 利点： 

 解の最適性が保障される． 

 設計領域が広大な問題でも適用しやすい． 

 欠点： 

 グレー透磁率が発生する恐れがある． 

 初期形状に解が依存する． 

 感度解析ができない問題設定には適用できない． 

 最適化処理と解析の処理が一体化しているため，既存の解析コードを使用

する際は大幅な修正が必要となる． 

 

 以上のように，両手法とも現状では一長一短である．設計領域の広い 3次元問題など

では，NGnet 法は計算コストの観点から実用的ではなく，レベルセット法が有効であろ

う．逆に 2 次元問題で比較的設計領域が狭ければ，NGnet 法は広い問題設定に対応でき

る．両手法とも，現状の問題点を解消する新たなアプローチが必要といえる． 
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第 5 章 電磁界解析を用いた電磁誘導型振動発

電の設計 

この章ではここまで検討してきた電磁界解析を用いた最適化の応用として，電磁誘導

型振動発電の設計・開発を行う．特に 3 章で述べたボクセル FEM をベースとして振動

発電の動特性を解析し，それに基づき振動発電の設計を行う． 

5.1  環境発電 

技術の進歩に伴い，小電力で駆動可能な ICが広く開発されている．特にRFIDやZigbee

などに代表される無線センサーICも小電力で駆動可能になり，それらを用いた様々な新

システムが構想されつつある．そのようなシステムの代表例として，図 5.1 に示すよう

なインフラ構造物の遠隔管理システムが挙げられる[86-88]．国内の橋梁，送電線鉄塔な

どのインフラ構造物は老朽化が進んでおり，コンクリート崩落などの事故の危険性が高

まっている．実際，2013年には笹子トンネルで天井板落下事故が発生している．老朽化

した構造物の保守管理は人手による点検では限界がある．そこで無線センサーを利用し

て構造物の劣化状況をモニタリングすれば保守が容易になるというわけである．しかし

現状の無線センサーはバッテリが必須なため，大量に配置したセンサーのバッテリ交換

には膨大な保守コストが発生する．そのため，バッテリの代わりに長期間保守の不要な

新たな電力源が必要である．ここで挙げたインフラ構造物のセンシングの例に限らず，

様々なモノが無線通信によりネットワークにつながり，情報をやり取りするシステムが

広く想定されつつある．無線センサーネットワークの多くはバッテリでは実現が難しい

との報告例[89]もあり，長期間保守の不要な電力源に対する需要が高まっている． 

 
上述の要望から，「環境発電」に対する注目が高まっている[90,91]．環境発電という用

語は Energy harvesting の邦訳である．環境から発電するという意味では風力・太陽光発

電などが第一に連想されるが，ここでの発電は自然エネルギーを利用した「系統電源」

図 5.1 無線センサーを利用したネットワークシステムの例 

 



 

 

電磁界解析を用いた電気機器の最適設計に関する研究 佐藤 孝洋 

128 

を意味するわけではない．環境発電とは，環境中に広く薄く存在するエネルギーから微

小な電力を回収する技術であり，電力系統から分離し，長期間保守の不要な電力源を確

保する技術である． 

環境に広く薄く存在するエネルギーとしては，環境光や温度差がある．他にも電磁波

や微小振動をエネルギー源として取り出すことができれば，電力源として活用できる

[92-94]．これらから微小な電力を回収し，無線センサーなどの電力源として活用するこ

とができれば，前述した無線センサネットワークシステムを実現することが可能になる

と考えられる． 

5.2  振動発電 

環境発電技術のうち，振動源から電力を回収する方法は振動発電と総称される[94, 95]．

振動エネルギーは人体の運動や機械振動等により，比較的広く分布しており，環境発電

のエネルギー源として有望なものの 1 つである．振動発電と一口にまとめても，振動源

から発電する方式により様々な機構が提案されている． 

5.2.1 振動発電の方式 

振動発電の方式として広く検討されているものは大別して 4つである．圧電素子を用

いる方式，エレクトレット材を用いる静電誘導方式，磁歪素子を用いる方式，電磁誘導

を用いる方式である．以下で各方式の発電方法について概説する 

 

 圧電方式[96, 97] 

圧電方式はその名の通り，圧電素子を用いる方式である．圧電素子は，曲げ応力など

の力が加わると，素子のゆがみ速度に比例して電界が生じ，電流が流れるという性質が

ある．この性質を利用して，振動エネルギーから電力を回収することができる．図 5.2に

圧電方式のデバイスの概略を示す．圧電素子を用いて片持ち梁を構成し，台座に取り付

ける．台座に振動が加わると片持ち梁がバネとして振動する．この結果，梁が歪むため，

圧電効果により電流が生じる． 

 
  

図 5.2 圧電素子を用いた振動発電 

外部振動 

電流 + + 

- - 

外部振動により，圧電素子が振動する 
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 エレクトレット材を用いた静電誘導方式[98, 99] 

静電誘導方式は，振動によるキャパシタンスの変化を利用して発電する方式である．

図 5.3 にこの方式の概略を示す．固定電荷を帯びた帯電体に対向して電極を配置する．

振動により電極が移動すると，キャパシタンスの変化により電極間を電荷が移動し，電

流が流れる． 

このように静電誘導方式は固定電荷を維持するために外部電源ないしあらかじめ電荷

をチャージしておくが必要あり，メンテナンスフリー性に反してしまう．そこで一般に

は静電誘導方式ではエレクトレット材を使用する[100]．エレクトレット(electret)とは永

久磁石(magnet)に対応して名づけられたもので，外部電界がなくても一定の分極電解を

維持する素子である．エレクトレットを固定電荷とすることで外部電源を用いずに振動

発電機を設計することができる． 

 
 磁歪素子方式[101, 102] 

磁歪素子とは，ゆがみに応じて透磁率が大きく変化する素子である．この素子を利用

して電磁誘導の原理により発電する方式である(したがって厳密にはこの方式も後述す

る電磁誘導方式に分類される)． 

図 5.4 に磁歪素子方式の概略を示す．永久磁石と磁性コア，そして磁歪素子により磁

路を形成し，磁歪素子にコイルを巻く．素子が歪んでいない場合は磁束が素子を通るが，

振動により，素子が歪むと透磁率が変化して素子を通る磁束が減少する．この結果，電

磁誘導によりコイルに起電力が発生する． 

 
 

図 5.3 静電誘導による振動発電 

    

      
外部振動 

固定電荷 

電流 

図 5.4 磁歪素子を用いた振動発電 
外部振動 永久磁石 

磁性コア 

コイル 磁歪素子 
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 電磁誘導方式[103, 104] 

電磁誘導現象を利用して発電する方式が電磁誘導方式である．図 5.5 に概略を示す．

片持ち梁などに永久磁石を固定する．外部振動によりバネが振動するとコイルに鎖交す

る磁束が変化するので，電磁誘導によりコイルに起電力が生じる．磁歪素子方式では，

磁歪素子のゆがみにより，磁束を変化させたが，この方式では磁石の移動により，磁束

を変化させる． 

 

5.2.2 振動発電の基本発電特性[105] 

前節で述べた振動発電は，いずれも振動により何らかの素子を振動させる必要があり，

片持ち梁などのバネ系を採用する．基本的に板バネなどは線形バネとみなせるため，振

動発電の発電特性はバネ－ダンパ系により決まる．したがって振動発電の挙動は次式で

簡易的に表現できる． 

    0 qpkqpcpm   ................................................................................................ (5.2.1) 

ここで p，q はそれぞれバネと台座(=外部振動)の変位である．また m，c，k はそれぞれ

バネに固定された物体の重さ，ダンパ係数，板バネの等価バネ定数である．この式の q

が入力であり，正弦波 q=Ysin(ωt)として上式を変形すると以下を得る． 

tYmkppcpm zzz  sin2   ......................................................................................... (5.2.2) 

ここで pzは相対変位 pz=p-q である．ここでダンパ係数 c は機械的な粘性 cmと，電気的

ダンパ ceからなる．このとき電気ダンパは電流に比例し，電流は速度に比例すると仮定

している．すなわち c=cm+ceである．振動発電が回収する電力は，電気ダンパによるエネ

ルギー散逸に等しいとすれば，振動 1周期あたりのエネルギー散逸は以下で与えられる． 

図 5.5 電磁誘導型振動発電 
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ここで ξe= kmce 2 ， mkn  である．式(5.2.3)は ω=ωnにおいて最大となり， 
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となる．よって線形バネを用いた振動発電では自然周波数 ωnで最大の電力が得られる．

このときの発電量は外部振動の振幅 Y の 2乗に比例し，当然大きな振幅が入力されるほ

ど発電量は増加する．ただし実際の発電機では最大の振幅はパッケージにより YMAX に

制限されるので実際の理論的発電量の限界は 

 2

2
MAX

3

av
4 em

ne Ym
P






  ............................................................................................................ (5.2.5) 

である． 

 振動発電の周波数に対する発電特性を図 5.6 に示す．システムが線形であるので，共

振点でピークを持ち，その前後では発電量が低下する． 

 

5.2.3 振動発電の設計指針と各方式の長所 

振動発電の主な用途としては，5.1節で述べたような構造物の“ヘルスモニタリング”

などが代表的かつ有望である．このような用途で振動発電を使用する場合に注目すべき

図 5.6 振動発電の周波数 vs 発電量の特性 
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が，振動源の周波数である．前項で示したように振動発電の発電特性は線形であるので，

基本的には共振点でのみ十分な発電量が得られる．したがって環境で生じる振動の周波

数と，振動発電機の自然周波数を一致させる必要がある．ところで橋梁などで発生する

振動の周波数は，多くは 10Hz～20Hz 程度を中心とし，ノイズがのった周波数スペクト

ルを持つ振動である[106-108]．より高い周波数成分も存在するが，その加速度は小さい．

よって振動発電機の周波数を数十程度の低周波数に合わせる必要がある．その一方，振

動発電機は基本的に小型である必要があるので，板バネも小型化され，共振点が高くな

りやすい傾向がある．このため，環境の振動周波数に合わせたバネ系を適当に設計しな

ければならない．加えて，上述の通り，環境で発生する振動は単一の周波数からなるこ

とは期待できず，広い周波数スペクトルを持つ．このような振動源から発電を行うには，

振動発電の動作周波数帯域を拡大し，共振点以外でもある程度の発電量を得られるよう

にする必要がある．すなわち動作帯域の広帯域化が必要である．広帯域化を実現する様々

な方法が提案されており，共振周波数のチューニング[109, 110]や非線形性[111, 112]の利

用が挙げられる． 

ところで，振動発電で得た電力は交流であるので，整流回路が接続される．また，得

られた電力を一定量ためてから電圧を確保してから使用することが考えられ，蓄電回路

があわせて接続される．そのため，振動発電と整流・蓄電回路とのインピーダンス整合

を考慮する必要がある． 

これらの設計指針を背景として，5.2.1項で述べた各種方式の利点・欠点などについて

まとめる． 

 

 小型化について 

MEMS技術との親和性を考えると，圧電素子方式・エレクトレット方式が優れ

ている．磁歪方式・電磁誘導方式は，巻線コイルが必要のため，小型化には限界

があると考えられる． 

 

 メンテナンスフリー性について 

圧電素子はセラミックであるため，過度な振動が加わると破損の恐れがある．

また，圧電素子は経年劣化の可能性がある(ただし近年は十分に改善されつつある

との報告もある)．電磁誘導型は特殊な素子を用いず，基本的には磁石のみで構成

されるため，メンテナンスフリー性が高い．ただし希土類磁石は高温化で減磁す

るので注意がいる．減磁が発生するほどの高温環境下で振動発電機を使用するこ

とは稀と思われるが，使用する環境によっては不適な場合がある． 

 

 動作周波数について 

基本的には全て線形系であるが，例えば圧電方式や電磁型方式では，磁石の電

磁力を活用してデバイスに非線形性を付与でき，それにより発電特性を改善でき

る．同様に非線形バネの活用も考えられる．エレクトレット方式・電磁誘導方式

はバネを調整することで共振点を調整しやすい．一方，圧電方式は圧電素子とバ

ネが一体化しているため，発電量と周波数特性を同時に考慮してバネ設計を行わ
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なければならない． 

 

 回路との整合について 

整流回路・蓄電回路のインピーダンスは，ともにキャパシタンス成分が支配的

である．対して，圧電方式・エレクトレット方式では振動発電機のインピーダン

スはキャパシタンス成分が支配的で，かつ高インピーダンスであるため，回路と

の整合はとりにくい．一方で，磁歪型・電磁誘導型は振動発電機のインピーダン

スはインダクタンス成分が支配的であり，かつ低インピーダンスであるため，回

路との整合を取りやすい． 

いずれの場合においても，整流回路内にはダイオードが存在するため，その閾

値電圧(0.1V~0.3V)以上の電圧が得られていなければ整流回路を動作させること

ができない．電磁誘導方式は磁石のみの磁束変化による発電するため，起電力が

小さくなりやすい．他の方式は電圧が大きく，ダイオードを動作させやすいが，

整合を考えると負荷で消費される電力が低下しやすい． 

 

 

以上のように，各方式に長所・短所があり，用いるシステムに応じて適する方式があ

ると思われる．ここでは構造物モニタリング用の振動発電機を考える．そのような用途

に使用する場合は，メンテナンスフリー性が特に重要となる．また，発生する振動は数

十Hzでかつノイズのある複雑な振動となっていることが多いと考えられる．このため，

広帯域化を図りやすい方式が有効である．逆に巨大な構造物に取り付けるのであるから，

極端に小型なデバイスである必要ないと考えられる．したがって，電磁誘導方式が適し

ていると考えられる． 

以降では，有限要素解析をベースとして，広帯域・高出力な電磁誘導型振動発電機の

設計を行う．以後，単に振動発電と記載したときは電磁誘導方式を指すとする． 

 

5.3  電磁誘導型振動発電 

本研究では，電磁誘導型振動発電機を対象として，高出力・広帯域化を図る機器設計

を行う． 

5.3.1 振動発電の設計指針 

図 5.5 に示したように，電磁型の振動発電の基本的な構成要素は磁石とコイル，バネ

の比較的単純な構造である．代表的構造としては，板バネの先端に磁石を取り付け，磁

石横にコイルを配置する．振動発電機に外部振動が加わると，板バネが線形バネとして

働き，磁石がバネ－ダンパ振動を行う．その結果，コイルに鎖交する磁束が時間的に変

化し，コイルに起電力が発生する．そしてコイルにつながる外部回路に電流が流れる．

このとき，コイルに電流が発生することにより磁界が生じるため，磁石-コイル間に電磁
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力が発生する．この力は振動を打ち消す方向に働くため，単純にモデル化すれば式(5.2.2)

のダンパ係数は c=cm+ceと書くことができる．このように，電磁型振動発電の系は，機械

振動・電磁界・電気回路の 3つの系の結合システムとみなすことができる． 

 
 振動発電の設計にあたり，発電量を改善するには，コイルの起電力が大きくなるよう

に設計すればよい．ここでコイルに生じる起電力 Vは電磁誘導の法則により，次式で求

められる． 

 




CS

s dS
t

N
t

NV iB
D

D

D

D
 .............................................................................................. (5.3.1) 

ここで Nはコイル巻数，isはコイルの法線ベクトルである．また D/Dtはラグランジュ微

分を示す．ラグランジュ座標系(移動物体においた座標系)で見た場合，ラグランジュ微

分は，単に時間微分として計算できる． 

 




CS

s dS
t

N
t

NV iB
d

d

D

D
 ............................................................................................... (5.3.2) 

ある固定された座標系(オイラー座標系)から見た場合，B の時間変化は次式で与えら

れる． 

v
x

BBB
T












ttD

D
 ............................................................................................................. (5.3.3) 

ここで vは磁場発生源から見た物体の相対移動速度である(すなわち，ここでは磁石から

みたコイルの相対速度である)．ここで上式の第 2 項は(v･∇)B と書き直せる．また，ベ

クトル公式 A×(B×C)=(A･C)B-(A･B)Cより，式(5.3.3)は以下のように変形できる． 

   

 vB
B

BvvB
BB













t

ttD

D

 ........................................................................................ (5.3.3) 

図 5.5 電磁誘導型振動発電(再掲) 
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以上より，オイラー座標系から見たときの Vは次式で与えられる． 

 


















 

CC S

s

S

s dSdS
t

NV ivBiB  ....................................................................... (5.3.4) 

上式では少々煩雑なので，コイルの移動は一方向のみで速度を vとし，B･is=Bとすると，

式(5.3.4)は簡略化されて以下のようにかける． 




















x

B
v

t

B
NSV  ............................................................................................................. (5.3.5) 

すなわち，V を増加させるには，B の時間変化と，移動速度ならびに B の位置変化を最

大化すればよいことが分かる．いま，界磁は磁石であるので Bの時間変化ない．したが

ってBの位置変化を大きくするように適当な磁石配置をすることで起電力を改善させる

ことができることがわかる． 

 上記の考えに基づき，振動発電の発電量を改善する方法として，シリンダ型の磁石配

置の有効性が認識されている[113]．図 5.7 にシリンダ構造の振動発電を示す．外部振動

により，磁石とそれをキープする磁性コアが振動する．これにより，コイル軸 isにおけ

る磁束密度 Bの時間変化は，磁石の残留磁束密度 Brの反転となる．一般に希土類磁石の

Brは約 1.2T と大きい．そのため，この構造においてコイルに鎖交する磁束量とその位置

変化は大きく，大きな起電力が期待できる． 

 
 

図 5.7 シリンダ型振動発電 

コイル 

磁性コア 板バネ 外部振動 
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 次に発電可能な帯域幅を拡大する方法としては，非線形振動の利用が有効とされてい

る[112]．系が非線形性を有する場合，その挙動は線形系から大きく変化する．具体例と

しては，加える振動の周波数を増加させた場合と減少させた場合とで，振動の挙動が異

なるヒステリシス性を有することがある．他にも系の固有振動数が，外部の振動周波数

と同期する引き込み現象が生じる．引き込み現象としては，蛍の集団の発行タイミング

の同期や，体内時計と一日の周期の同期が代表的な例である[114]．このような非線形系

に特有の現象を利用することで，振動発電の帯域幅を拡大できると期待されている． 

 ここでは非線形振動の例として，Duffing振動子 

tFxkxkxx  sin3
21    .............................................................................................. (5.3.6) 

を考える[115]．上式を適当なパラメータの下で 4次ルンゲクッタ法により数値的に解き，

その挙動を確かめてみる．図 5.8(a)に「γ=0.1, k1=0.1, k2=0.05」の設定で解いた x の時間変

化波形を示す．また，図 5.8(b)に x-v 平面でのプロット図を示す．この結果ではある規則

的な振動が得られている．また，そのときの挙動は初期値によらず一定の軌道に収束し

ていることが分かる．このような非線形振動はリミットサイクル振動といわれる．リミ

ットサイクル振動では，摂動が加わって状態が変化しても，ある範囲内であればそのサ

イクルに収束する． 

 

 次に図 5.9(a)に「γ=0.1, k1=0.1, k2=2」の設定で解いた x の時間変化波形を示す．この条

件下では不規則に振動しており，初期値の変化に対してリミットサイクルのようにある

規則的波形へ収束している現象は見受けられない．この位相平面でのプロット図を図

5.9(b)に示す．このような複雑な挙動はある条件下で観測され，これをストレンジアトラ

クタと呼ぶ[116]．この状態のとき，系の時間的挙動は初期値の僅かな違いにより大きく

変化する．このような振動をカオス振動と呼ぶ[116]．カオス振動は式(5.3.6)のようにあ

る決定論的方程式から得られる現象であるが，その解の時間変化は初期値に非常に敏感

であり，僅かな初期値の違いが時間的に発展する．その意味で，予言不能であり，いわ

ゆる“ラプラスの悪魔”の議論に対する答えとなる． 
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図 5.8 Duffing振動子の解(γ=0.1, k1=0.1, k2=0.05) 
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 図 5.10 に Duffing 振動の周波数特性を示す．周波数を増加させたときと降下させたと

きとで挙動の異なるヒステリシス特性を有することが確認できる． 

 これら非線形系に現れる複雑な現象を利用し，振動発電の帯域幅を拡大できる．振動

発電の系に非線形性を与える方策としては，第一に線形バネではなく，非線形バネを採

用すればよい．その他の方策としては，例えば，磁石を適当に配置し，変位に対して非

線形な電磁力を発生させることが考えられる． 

 

 

5.3.2 Bistable構造による広帯域化[117] 

振動発電の動作帯域を拡大する方法として有望とされる非線形構造の 1 つに

bistable(双安定)構造がある．bistable構造を有する振動発電は，図 5.11に示す 2重井戸構

造のポテンシャルエネルギーに特徴付けられる．定常時には振動発電の振動体(磁石)は

どちらかのポテンシャル井戸に落ち着いている．ここで外部振動が加わり，振動体が中

央のポテンシャル障壁を越えることができれば，2 つのポテンシャル井戸間を遷移する
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図 5.9 Duffing振動子の解(γ=0.1, k1=0.1, k2=2) 
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振動が発生する．ポテンシャル障壁を越えれば振動が発生しうるので，振動の周波数に

はよらずに振動体が揺れることができる可能性がある．すなわち広帯域化が実現される．

bistable 振動発電の構造例を図 5.12 に示す．板バネに磁石を取り付け，その対向位置に

磁化方向の異なる磁石を配置する．このとき，磁石間には反発力が発生し，定常状態で

は板バネは上下どちらかの状態に落ち着いている．外部から振動が加わると板バネが振

動し，それにより，磁石が上下に十分に揺れれば，異なるポテンシャル井戸へ遷移する

ことができる． 

 

 

 bistable振動発電の挙動は線形系とは異なり，入力する振動周波数に応じて異なる 3つ

の状態をとる．図 5.13に 3つの挙動モードを示す．図 5.13(a)(b)に示すモード 1では，振

動発電の振動体は 2 つのポテンシャル井戸間を大きく移動しており，規則的に振動して

いる．このモードではリミットサイクル的な挙動となっている．入力する振動が増加す

ると図 5.13(c)(d)に示すようなモード 2が発生する．モードでは 2つのポテンシャル井戸

間を遷移しているものの，その挙動は複雑になっていることが分かる．一般に bistable構

造におけるこのようなモードはカオスとして知られている[118]．さらに加える振動を増

加させると図 5.13(e)(f)のように，バイアスされた振動モードが得られる．このモードで

は，振動体はポテンシャル障壁を越えることができず，片方のポテンシャル井戸にトラ

ップされた振幅の小さな振動となる．モード 1，2のようにポテンシャル井戸間を遷移す

図 5.11 bistable 振動発電のポテンシャルエネルギー 
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図 5.12 bistable振動発電の例 
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る振動を interwell 振動，モード 3 のように片方の井戸にトラップされた振動を intrawell

振動という．interwell 振動では振動の振幅が大きいため，大きな発電量が期待できるが，

intrawell 振動では振幅が小さく，発電量は小さくなる．そのため，bistable振動発電を設

計するに当たっては，interwell 振動を発生させやすくするよう，ポテンシャル障壁の小

さな構造を見出す必要がある． 

 

5.4  振動発電のシミュレーション 

 前述した非線形性を有する振動発電の場合，その挙動はもはや式(5.2.2)のような線形

のバネ－ダンパ方程式にはしたがわない．そこで非線形振動発電の動特性を解析し，発

電特性を評価する何らかの数値シミュレーションが必要と考えられる．この節では有限

図 5.13 bistable 振動発電の挙動 
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(a):モード 1の時間変化 (b):モード 1の位相平面 

(c):モード 2の時間変化 (d):モード 2の位相平面 

(e):モード 3の時間変化 (f):モード 3 の位相平面 
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要素解析を利用した振動発電の動的特性の解析手法について述べる． 

5.4.1 振動発電の支配方程式 

 先に述べたように振動発電の系は機械振動・電磁界・電気回路の 3 つの系の結合シス

テムとみなすことができる．したがってこれらの結合を考慮した数値解析により振動発

電の動特性を解析できる．ここで電磁現象においては，渦電流が無視できると仮定する．

一般に振動発電の動作帯域は 100Hz以下であるから，磁石渦電流の影響は小さいと仮定

できるだろう．したがって，振動発電の支配方程式は以下のように考えられる． 

      0 AFqpkqpcpm m
  .................................................................................. (5.4.1) 

  JA  v  ................................................................................................................... (5.4.2) 

0d
D

D
0 


 SR

t
S

siJ  ........................................................................................................ (5.4.3) 

ここで mは振動体の重さ，cmは機械ダンパ係数，k はバネ定数である．また，p，qはそ

れぞれバネと台座(=外部振動)の変位であり，qが上 3式の入力項である．さらに F(A)は

電磁力である．式(5.4.3)は回路方程式であり，ここでは簡単のため，負荷抵抗 R のみが

振動発電に接続しているとしている．実際には整流回路など，任意の回路に対応した回

路方程式が用いられる．ここでコイル鎖交磁束 Φ は磁気ベクトルポテンシャル A によ

り以下のようにかける． 

   

C

l

S

s

S

s dldSdS

CC

iAiAiB  ...................................................................... (5.4.4) 

ここで ilは電流の接線ベクトルである．したがって式(5.4.3)は以下のように変形できる． 

0d
D

D
0   SRdl

t
S

s

C

l iJiA  ........................................................................................... (5.4.5) 

 式(5.4.1)，式(5.4.2)，式(5.4.5)から明らかなように，機械振動・電磁界・電気回路の挙

動を示す支配方程式がそれぞれ密に連携しており，強結合系であることが分かる．した

がって 3つの式の強結合を考慮した解析が必要である． 

5.4.2 振動発電の有限要素解析 

 前項で述べた 3 つの支配方程式を解くにあたり，式(5.4.2)は有限要素解析により解

く方法が有効と考えられる．ここで振動発電の形状を解析するにあたり，磁石変位 p，

コイル変位 q が時間的に変化するため，物体の移動を考慮した解析が必要である． 
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ここでは物体の移動を容易に考慮するため，第 3 章で述べた非適合ボクセル FEM を

使用する．3 章では非適合接続を異なるサイズのボクセル間の接続に用いたが，ここで

はそれに加えて，移動する 2つのメッシュの接続に使用する(こちらが元来の使用法であ

る)．図 5.14のように，コイルなどをモデリングするコイルメッシュと，磁石などをモデ

リングする磁石メッシュの 2つのボクセルメッシュを用意する．そしてコイルメッシュ

の座標をコイルと磁石の相対位置 qpに応じて移動させることで物体の移動を容易に表

現できる(ここでは直動のみの動作を仮定している)．そして 2 つのメッシュを非適合接

続を用いて結合させる．コイルメッシュをスレーブ辺，磁石メッシュをマスター辺とす

れば，2つの境界に位置するコイルメッシュ側の未知数 Asは，磁石メッシュ側の未知数

により，第 3章で示したように以下のように求めることができる[41, 42]． 

 



mas

1

N

i e

iis

s

dAA lN  ............................................................................................................. (5.4.6) 

ここで Aiは磁石メッシュの辺 eiの未知数，Niはその補間関数である．また，Nmasは接合

面に位置するマスター辺の数である．ボクセル要素を用いているため，この線積分計算

は 3章で示したように解析的に導出できる． 

 すなわち非適合ボクセル FEM を用いた振動発電の有限要素解析では，まず磁石側と

コイル側でボクセルメッシュを用意し，機器形状に合わせてそれらの分割処理を行う．

そして qpに応じてコイルメッシュの節点の座標を変更する．その後，両メッシュを式

(5.4.6)により接続する．このとき，マスター辺となる磁石側メッシュの接続面に小ボク

セル生成により発生したスレーブ辺がある場合があるので，その際はそのマスター辺を

再帰的に参照する．以上より，接続行列 Cを生成すれば式(3.2.20)にしたがい，有限要素

解析を行うことができる． 

 

 上述の方法で解析をすると，コイルメッシュが物体の移動に応じて移動するため，コ

イルメッシュの座標系はラグランジュ座標系とみなすことができる．したがって式

(5.4.5)の第 1 項である起電力は，単純な時間差分により次式のように求めることができ

図 5.14 2つのメッシュの非適合接続を用いた解析 
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る[119]． 

  u

C

l
t

dl
t

bAAiA
TT* CCC

1

D

D



  .................................................................................... (5.4.7) 

ここで Δt は時間刻み幅，buは式(3.4.15)に示した電流 1A に対応する右辺ベクトル(磁石

項は無視し，電流項のみで計算したものであるので注意されたい)である．また，A，A*

は現ステップと前ステップにおける解ベクトルである． 

5.4.3 振動発電の連成解析 

 振動発電の動特性は式(5.4.1)，式(5.4.2)，式(5.4.5)の結合解析により求めることができ

る．式(5.4.2)の前項の通り FEM で解くことができ，その結果により式(5.4.1)の電磁力項

と，式(5.4.5)の起電力項を求めることができる．また，式(5.4.1)は例えばルンゲクッタ法

で解ける．回路方程式は，式(5.4.5)であれば単純に解けるが，一般にはニュートンラフソ

ン法などで解くことができる．これらを厳密に連成して解くには，単一のヤコビ行列に

これらをまとめて逐次的に解く必要がある．いま，支配方程式の残差を次式のように定

義する． 

bA  K1G  .......................................................................................................................... (5.4.8) 

     AtFqptkqutcuuG ΔΔΔ*
2    .................................................................. (5.4.9) 

tuppG  *
3  .............................................................................................................. (5.4.10) 
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tR

IG bAA
T*

4

1



  ................................................................................................. (5.4.11) 

ここで u= p である．そして， 
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により，次ステップの解を求める．しかし上式の左辺の項には一般に計算が困難な場合

があり，問題に応じて専用の解析コードを用意する必要がある．さらに式(5.4.12)の左辺
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は一般に非対称行列となってしまう．そこで本研究では交互解法に基づく連成解析法を

使用する[120, 121]． 

 交互解法では，時間方向に同様に離散化し，時刻を t-1から t に更新する際，タイムス

テップ内にサブサイクル k を用意する．サブサイクル内において各方程式の解が収束す

るまで交互に解くことで，擬似的に結合を考慮することができる．すなわち，上記強連

成解析法と弱連成解析法の中間的な解析手法である．具体的には，例えば，式(5.4.1)をル

ンゲクッタ法で解くとすれば，サブサイクル内において以下の方程式： 

1TT CKCC  k
t

k
t bA  ............................................................................................................. (5.4.13) 

     
m

F

m

qpk
qu

m

c
u

k
t

k
t

k
tk

t
k
t

mk
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 ............................................................ (5.4.14) 

1 k
t

k
t up  ............................................................................................................................ (5.4.15) 

 1
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Δ

1


  t
k
tu

k
t

tR
I AAb  ............................................................................................ (5.4.16) 

の 4式を 

I
k
t

k
tp

k
t

k
tA

k
t

k
t IIpp    111 ,,AA  ....................................................... (5.4.17) 

が満たされるまで繰り返して解く．この方法を用いれば，式(5.4.13)～式(5.4.16)は独立の

方法で解くことができ，専用の解析コードを用意する必要がないため，実装の負担を減

らすことができる．図 5.15に交互解法による解析の流れを示す． 

 
図 5.15 交互解法による連成解析の流れ 
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5.4.4 連成解析精度検証 

連成解析法の精度を検証するため，図 5.16に示す単純な線形振動発電モデルによる実

験と解析の結果比較を行う．本モデルは文献[103]にて提案された構造をベースとしてお

り，2 対の磁石の中心にコイルを配置することで振動による鎖交磁束の変化を大きくし

ている．試作したデバイスのバネ定数は約 176N/m，振動体(磁石とそのキーパー)の質量

は約 3g である．よってこのデバイスの共振点は約 38.5Hz である．また，コイルの巻数

は 600である． 

外部入力として，加振器によりデバイスに振幅 0.1mmの正弦波振動を加える．また負

荷抵抗として適当に 300Ωの抵抗を接続する．この条件の下でデバイスの負荷電圧を測

定して消費電力を求め，解析結果と比較する．図 5.17に実験の構成を示す． 

 

 

図 5.16 解析精度検証用振動発電 
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実験は周波数を 5Hzずつ変化させて行った．解析は実験と同様の機械パラメータを代

入して行った．ただし粘性係数 cmは適当に 0.05Ns/mとした． 

各周波数において得られた発電量を図 5.18に示す．また，解析ならびに測定で得られ

たデバイスの振動と起電力の変化を図 5.19に示す．30Hzから共振点近傍である 40Hzま

での範囲では図 5.18 に示すように解析と実測の結果がよく一致していることがわかる．

また，図 5.19(a) (b)よりデバイスの振動と負荷電圧の変化もほぼ解析と実測で同じであ

ることがわかる．しかし共振点を越えた 45Hz 以上では発電量に違いが生じていること

がわかる．また図 5.19(c) (d)に示すように，振動，電圧の時間変化が解析と実験結果で大

きく異なっていることがわかる． 

このように共振点を越えた周波数領域で解析結果と実測が一致しない理由としては，

機械振動を式(5.4.1)の 1 自由度のバネ-ダンパ系でモデル化したため，2 次以上の振動モ

ードが考慮されていないためと考えられる．実際に，図 5.18 の実験結果に示すように

55Hz付近で 1自由度バネ-ダンパ系では説明できない小さなピークが発生している．2次

モードの影響が強くなり始める共振周波数を越えた領域ではデバイスの挙動を正しく解

析できず，振動の様子に違いが生じたと考えられる．一方で，1 次モードが支配的な領

域では解析と実測がよく一致していることがわかる．以上より，1自由度バネ-ダンパ系

で振動の挙動を正しくモデル化できる周波数領域においては連成解析の有効性が確認で

きたといえる． 
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5.4.5 非線形振動発電の連成解析 

前項の結果より，1 次モードの影響が支配的な領域においては，1 自由度バネ-ダンパ

モデリングに基づく連成解析法の精度が確認された．そこで本手法に基づき，非線形振

動発電の解析を行い，その特性を評価する． 

非線形振動発電モデル 

図 5.19 に，本解析で検証する非線形振動発電モデルを示す．2極対の磁石の間にコイ

ルを配置している．特徴としては，コイルの中に磁性体を配置している点がある．コイ

ル内に磁性体を配置することにより磁路が形成されるため，コイルに鎖交する磁束が増

加する．さらに鎖交磁束の向きは磁石の位置に応じて大きく変化する．このため，磁性

体の配置によって発電量が増加すると期待できる．さらに，磁性体と磁石の間で互いに

ひきつけあうような電磁力が発生する．この力は変位に対して非線形であるので，この

電磁力により振動発電に非線形性を付与できる．すなわち，コイル内の磁性体により，

発電量の増加と帯域幅の拡大を同時に実現できると期待できる． 

ここでは磁性体としてフェライトコアを想定する．適当なフェライトコア BH カーブ

として図 5.21.のような初期磁化曲線を考える．図 5.21の BHカーブによる，磁性体の径

r に対する電磁力の例を図 5.22 に示す．ただしここでの解析は磁石の高さが 4mm では

図 5.19 変位と負荷電圧の時間変化 
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なく 3mmとしたときのものである．図より，rが小さいときはバネ力と電磁力は逆方向

となっている．これは図 5.12 に示した bistable 構造と同様の力関係となっている．一方

で r が大きいと電磁力の向きはバネ力と同じとなる．したがってこの条件では電磁力は

実効的バネ力を増加させるように働くと考えられる．また，r が小さいとき，電磁力は変

位が 0.5mm以下程度の領域では非線形であるといえるが，r が大きいときは 0.5mm以下

程度の領域ではほぼ線形である．すなわち，r が大きいときは電磁力により非線形性は

付与されないと考えられる．そのため，広帯域化を図るには r を小さくする必要がある

と考えられる． 

 

 

 

図 5.20 非線形振動発電モデル 
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上記の解析例より，rが小さいときはバネ力と電磁力の関係が bistable構造における関

係と等しくなっていることが分かった．そこで r=1mmのとき，系が bistable ポテンシャ

ルを持つかを解析により確認する．系のポテンシャルエネルギーE(X)は以下により求め

ることができる． 

    2

2

1
kXXEXE mag  .................................................................................................... (5.4.18) 

ここで X は相対変位である．Emagは電磁エネルギーであり，FEM により以下で求める

ことができる． 

    ,d
 
V

mmag VXEXE  ................................................................................................. (5.4.19) 
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XE
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m
  .......................................................... (5.4.20) 

 解析により求めたポテンシャルエネルギーを図 5.23 に示す．バネ定数を適当に設定

することにより，系のエネルギーが bistable になることが確認できる．すなわちここで

検討する非線形振動発電は磁性体の径を適当に設定することで bistable 振動発電となり

うることが分かる． 

図 5.22 磁性体径に対する電磁力 
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 非線形振動発電モデルの連成解析 

5.4.3 項で述べた連成解析法を用いて，図 5.20 で示した非線形振動発電の動特性を解析

する．ここでは振動発電が bistable 構造をとる，r=1mm，k=400N/m とし，m=3.5g，

c=0.05Ns/mとする．入力として振幅 0.1mmの正弦波振動を加える．周波数を変更した際

の負荷抵抗 100Ω での消費電力を解析する．なお，ここでは計算負荷を削減するため磁

性体の非線形特性を考慮せず，電磁界解析はおおむね電磁力が一致する透磁率 20 を仮

定した線形解析により行う． 

負荷での消費電力を図 5.24 に示す．比較のため，デバイスのコイル内から磁性体を取

り除いた場合の発電量を合わせて示す．図 5.24より，bistable振動発電では周波数が 20Hz

から 40Hz までの範囲で発電量が 1mW を超えており，それ以外の周波数でも 0.1mW 以

上の電力が得られている．これに対して，磁性体を取り除いた線形振動発電では，共振

点では非常に大きな電力が得られているものの帯域幅が小さく，1mW 以上の電力が得

られている周波数幅は 65Hzから 70Hzと，10Hz以下である．このように bistable振動発

電は線形振動発電に比べ，広帯域であることが確認できる． 
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図 5.23 非線形振動発電のポテンシャルエネルギー 
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図 5.25 に解析により得られた変位と負荷電圧の時間変化波形，ならびに変位-速度の

位相平面を示す．入力周波数によって振動の様子が大きく異なっていることがわかる．

20Hz，および 100Hz ではほぼ規則的に振動しているが，60Hz においては非常に複雑な

挙動を示している．また 100Hzではバイアスされた振動となっていることが分かる．こ

の挙動は 5.3.2項で述べた bistable振動発電の 3つの動作モードとよく整合しており，こ

こで示した非線形振動発電モデルは適当な設定の下で bistable 性を有し，帯域幅が拡大

できることが示された． 

 

 

 

 

図 5.25 解析した非線形振動発電の発電量 
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5.5  Bistable振動発電の動作実験 

ここでは 5.4.5 項で検討した非線形振動発電モデルを試作し，bistable振動発電の発電特

性を実験により明らかにする． 

5.5.1 bistable振動発電の試作 

bistable振動発電を試作するにあたり，製造の都合上，図 5.20示したモデルを図 5.26の

ように寸法を一部変更する．このモデルでは，同様にコイル内に磁性体を挿入すること

で bistable 性を発生させる．なお，ここではコイル内磁性体は円柱ではなく１辺が 1mm

の四角柱とした． 

 

 ここで 5.4.5 項ではフェライトコアを想定していたが，フェライトの飽和磁束密度は

0.5T 以下と低く，ネオジウム磁石による磁界では飽和しやすいため，適当ではなかった

と考えられる．そこで磁性コアとして適当な材料について考える． 

振動発電に用いるコアに求められる特性としては，まず振動発電には小型化が求めら

れるため，微細加工に適する材料がよい．さらに，飽和磁束密度が高く，高透磁率であ

るほどよいだろう．また，コアには時間的に変化する磁界が印加されるため，渦電流が

生じないように絶縁材料が適すると考えられる．上記のうち，磁気的特性が優れている

材料としてはモータコアに広く用いられている電磁鋼板が適当である．また，板厚が薄

いため，その方向の渦電流は無視できるので，適当な設計下では絶縁材料とみなしても

差し支えない．ただし，電磁鋼板の加工は低コストなプレス加工による方法が一般的で

あり，微細加工には不向きである．また，コアを鋼板の積層で作成するため，3 次元的

構造のコアは作成できない．微細加工に向き，絶縁材料である磁性コアとしては，圧粉

磁芯(soft magnetic composite: SMC)がある[123]．圧粉磁芯の磁気特性は電磁鋼板には劣る

ものの，飽和磁束密度は一般的に 1T 強であり，ネオジウム磁石による磁界でも強く飽

図 5.26 試作用 bistable振動発電[148] 
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和しない．このため，振動発電のコアとして適当であると考えられる． 

改めて，圧粉磁芯について概説する．圧粉磁芯とは，磁性鉄粉を水アトマイズ法など

によって微細な粒子に加工し，それらを絶縁膜で覆って押し固め，焼結させて作成する

磁性コアである．微細加工に適しており，さらに絶縁膜で覆われているためコア自体は

絶縁材料である．ただし粒子 1 つ 1 つには導電性があるので，数 MHz 以上の高周波磁

界中では粒子内で渦電流損が発生しうる．また，比較的高い飽和磁束密度を有する．た

だし透磁率は数百～数十であり，電磁鋼板等には劣る．比較的安価で微細加工・3 次元

加工が可能であり，インダクタやリアクトルなどへの機器に応用されている． 

圧粉磁芯をコアとして用いた際の，振動発電のポテンシャルエネルギーを式(5.4.18)に

従い解析した．結果を図 5.27 に示す．バネ定数を適当に設定することで同様に bistable

構造となりうることが確認できる．また，図 5.28にコイルを 0.15 m/s で移動させた際の

起電力を示す．圧粉コアにより，フェライトに比べて起電力を改善できることが分かる． 

 

 

 

図 5.27 圧粉磁芯を使用した際のポテンシャルエネルギー 
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図 5.28 振動発電の起電力[148] 
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圧粉磁芯を用いて試作した bistable 振動発電を図 5.29 に示す．板バネのバネ定数は，

図 5.27より 400 強となるように，力学 FEM により推定して作成した(付録参照)．板バネ

の材料はリン青銅(ヤング率 120GPa，ポアソン比 0.38)であり，寸法は約 6×9×0.2 mm3で

ある．このときの等価バネ定数は実験により約 410N/m と見積もられた．コイルは直径

0.1mm の銅線を巻き，600 ターンとした．板バネに固定された磁石とその固定治具の重

さは約 3.3gである． 

  

 

5.5.2 bistable振動発電の実験結果 

試作した振動発電に負荷抵抗として適当に 300Ω を接続し，加速度約 1G の正弦波を

加えて負荷での消費電力を測定した．実験の構成は図 5.18と同じである． 

実験により得られた，変位と負荷電圧の周波数に対する変化を図 5.30に示す．この図

から，40Hz～70Hzの区間において負荷電圧が 0.1VRMSを超えており，広帯域化が実現さ

れていることが確認できる．また図 5.31 に得られた変位と電圧の時間変化波形を示す．

解析で見られたように，周波数の増加に応じて動作モードが 3 通りに変化していること

が確認できる．この挙動は，解析結果と同様に，5.3.2 項で述べた bistable 振動発電の 3

つの動作モードとよく整合しており，試作した振動発電も bistable 性を有することを強

く示唆している．このように，本研究で示した構造が bistable性を有し，その構造により

広帯域化が実現されうることが実験により確認された． 

図 5.29 試作した bistable振動発電[148] 
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ここで図 5.30の結果は，加える周波数を変更する際に，一度振動を止め，再度振動を

加えて測定した．一方で，先に述べたように非線形性を有する振動発電機では，ヒステ

リシス性を有するため，周波数をスイープさせた場合に発電特性が変化する可能性があ

る．そこでスイープ条件下での発電特性を実験した． 

図 5.32 に，加速度約 1Gとし，周波数をスイープさせて測定した負荷電圧の変化を示

す．この図から，周波数を増加・現象させた場合で発電特性が異なっていることが分か

る．また，スイープ時の方が，電圧が大きいことが分かる．これはスイープさせたこと

図 5.30 振動発電の実験により得られた周波数特性 
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により，運動エネルギーが散逸されないため，そのエネルギーを利用してポテンシャル

井戸間を遷移しうるためと考えられる． 

 

bistable 性を有する振動発電は，ポテンシャル障壁を越えなければ十分に振動しない．

すなわち入力する振動加速度が下がり，振動振幅が低下すると発電量が急激に変化する

可能性がある．そこで加速度を 0.3G として改めて発電量を測定した．結果を図 5.33 に

示す．加速度が小さいと，発電量が低下しており，その変化は線形的ではない．すなわ

ち，bistable振動発電では周波数より振幅が発電特性に大きく影響することを示唆してい

る． 

 

5.5.3 bistable振動発電の振動波形のリアプノフ指数 

前項で得られた bistable 振動発電の挙動は，bistable 性に特有の 3 つのモードがみられ

た．特に複雑な挙動を示した図 5.31(b)の振動波形は一般にカオスであることが知られて

いる．そこで実験により得られた振動波形のリアプノフ指数を計算することで，各振動

図 5.32 周波数スイープによる発電特性 
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モードがカオス振動なのかを評価する[116]．(リアプノフ指数の計算法については付録 B

を参照．) 

図 5.31 に示した変位の時系列データを用いてリアプノフ指数を計算する．1 次元の変

位波形データから Takens の埋め込み定理[124]により復元アトラクタを作成し，それら

に対して Rosenstain法[125]を適用することで復元アトラクタのリアプノフ指数を計算す

る．図 5.34に図 5.31の波形データから復元したアトラクタを示す．ここで埋め込み次元

を 6，時間遅れを 0.4ms とした． 

 

ここで実験データにはノイズが含まれるため，実験データからリアプノフ指数を計算

したときはカオス性がなくともノイズに起因するランダム性によりリアプノフ指数が正

を取りやすいことが知られている[126]．そこでここでは同じデータに対してリアプノフ

指数を 1000回計算し，その平均をとった値を参照する． 

図5.35に計算した平均リアプノフ指数を示す．全ての周波数で正の値を取っているが，

50Hz付近から平均値が増加し，特に 60Hz，65Hzでは値が大きくなっている．ここで図

5.36に，1000回の計算でのリアプノフ指数のダイアグラムを示す．40Hzと 60Hzでは明

らかに分布が異なっており，両者に統計的に有意な差があると判断できる．この結果よ

り，60Hzにおける正のリアプノフ指数は系の挙動に含まれるカオス性に起因し，それ以

外の周波数において正となった理由が実測データに含まれるノイズなどの影響によると

判断できる．以上の結果より，図 5.31(b)のような複雑振動はカオス振動である可能性が

高いことが示された．また，カオス振動は intrawell 振動となる直前の周波数帯で観測さ

れることが示された． 

図 5.34 図 5.31(a)の変位波形から復元したアトラクタ 
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5.6 振動発電の縮約解析 

5.4 節で述べた連成解析法では，各タイムステップ内において何度も有限要素解析を

繰り返す必要がある．有限要素法は計算負荷の重い処理であり，特に振動発電機の 3次

元モデルは微小振動を正確に考慮するためにギャップ部に細かな要素が必要となり，未

知数が増加しやすい．したがって一度の有限要素解析に要する計算負荷が重く，結果と

して連成解析には，解析条件にもよるが，長大な計算時間を要する．そこで計算負荷を

軽減する方法について検討する． 

5.6.1 モデル縮約 

有限要素解析の計算時間を短縮する一つの手法として，モデル縮約法(Model order 

reduction: MOR)と呼ばれる手法が提案されている[127-131]．モデル縮約法は，元問題の

未知数を数十程度の主要な基底を持つ空間に射影することにより，元問題の未知数の次
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図 5.35 実験データから求めた平均リアプノフ指数[148] 

0

100

200

300

400

500

600

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

fr
eq

u
en

ce

Lyapunov exponent

40Hz 60Hz

図 5.36 リアプノフ指数のダイアグラム[148] 



 

 

電磁界解析を用いた電気機器の最適設計に関する研究 佐藤 孝洋 

158 

元数を小さくする手法である．この手法を用いることで，3 次元有限要素解析の高速化

が期待されている．そこで本研究では MOR を振動発電の有限要素解析に適用すること

で，解析の高速化をはかる． 

MORとして，スナップショット法を基礎としたモデル縮約法が提案されている．この

手法では，元問題をいくつか解き，得られた解をスナップショットとして保存する．そ

してこのスナップショットされた解を用いて，分散共分散行列を作成し，この行列の固

有ベクトルを求める．さらに支配的な固有ベクトルを電磁界解析の基底ベクトルとして

用いることにより，解の次元数を減らし，解析時間を短縮する． 

具体的には，まず元問題である有限要素法定式 KA=b の解を，条件を変えて幾つかス

ナップショットする．振動発電の場合は，コイルの位置や電流を変えて r 個のスナップ

ショットベクトル：xi (i=1,...,r)を得る．これにより，データ行列X∈ Rn×rを構成する． 

 μxμx  r1X ...................................................................................................... (5.6.1) 

ここで μは r 個のスナップショットベクトルの平均ベクトルである．この X に対して，

特異値分解： 

TVUX   ............................................................................................................................ (5.6.2) 

を適用する．ここで，U ∈ Rn×r，V ∈ R r×n，はそれぞれ分散共分散行列XXT，XTX の

固有ベクトルからなる行列である．また，Σ=diag(σ1,..., σr)であり，σiは XXTの特異値であ

る．行列 Uは r 個の固有ベクトからなり， 

 rww 1U   ................................................................................................................. (5.6.3) 

である．ここで wiは対応する特異値の昇順に並んでいる．Uから大きな特異値に対応す

る固有ベクトルを r 個選び，基底行列W∈ Rn×sを構成する(r  s である)． 

 sww 1W   ............................................................................................................... (5.6.4) 

そして元問題の任意条件での解は，選んだ s 個の基底ベクトルの線形結合で表すことが

できるとし， 

aA W  ................................................................................................................................ (5.6.5) 

とする．ここで a∈ Rs である．したがって有限要素法定式は式(5.6.5)を代入することで

以下のように縮約される． 

ba
TT WKWW   .................................................................................................................. (5.6.6) 

ここで新たな未知数 a は A に比べて十分に小さいため(n>>s)，式(5.6.6)は元問題に比べ

て十分に短い時間で解くことができ，解析が高速化される．ただしW は密行列であるの
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で，WTKWの計算コストは無視できない．すなわちMORでは式(5.6.6)の求解ではなく，

密行列WTKWの計算が支配的な計算コストとなる．また，式(5.6.5)のように，任意の解

を基底ベクトルの線形結合で表すとしたため，適当にスナップショットをとり基底ベク

トルを構成しなければ，W により張られた空間に元問題の解が含まれないことがある．

すなわち，スナップショットを適当に選ばなければ解析精度が悪化するので注意が必要

である． 

 上で述べた MOR は線形の電磁界問題・最適化問題に対して適用され，その効果が示

されてきた．しかし移動体に適用した例は限られている． 

そこで MOR を振動発電の解析に適用し，計算時間と精度を評価する．対象モデルと

して，図 5.37に示すモデルを考える．このモデルは図 5.26を発展させ，コイルに鎖交す

る磁束がさらに増加するよう，H 状のコアを導入している．ここでは，ある程度のサイ

ズとなることを許容して，コアとして電磁鋼板を想定する．よってコアの透磁率を 1000

とする． 

 
 ここでは非適合ボクセル FEM を用いる．図 5.38 のように振動発電の有限要素モデル

を非適合ボクセルにより作成した．このメッシュ内の未知数は 1,434,080である．スナッ

プショットとして，コイルの電流を1A，0A，+1Aの 3通りに変えて，3mm to +3mmま

図 5.37 MORテスト用振動発電モデル 
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で，0.1mm間隔で移動させて解析することにより，合計で 183のスナップショットを得

た．これから 183の固有ベクトルを求めた．なお，非適合ボクセル FEM を用いているの

で，縮約された方程式は 

ba
TTTT CWKCWCW  ...................................................................................................... (5.6.7) 

である． 

 

 求めた固有ベクトルのうち s 個を選んで基底ベクトルとし，s に対する計算時間と精

度を調べる．精度の評価対象として，磁石に働く電磁力 F とコイル起電力 V を求める．

図 5.39 に s=183(全ての固有ベクトルを使用)とした際の，スレッド数の変化に対する計

算時間を示す．ここでスナップショット生成に要する時間は含んでいない．スレッド数

の増加にしたがって計算時間が減少しているが，これは密行列の積を並列で計算できる

ためである．ただし並列数が 6前後で飽和しているが，これは Open MPを用いて並列化

したため，メモリアクセスの衝突によるものである．しかし解析時間は並列数を増やし

ても元問題の解析時間より長くなっていることが分かる． 

 

図 5.38 MORテスト用振動発電モデルの有限要素モデル 
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 次にコイルを2mm から+2mm まで，0.1mm 間隔で移動させ，F と V を計算し，その

元問題との誤差の平均を求めた．この解析における計算時間と精度の s に対する変化を

図 5.40に示す．この結果より，s=183では誤差が小さいが，s=73では Vは 10%以上とな

っており，重大な誤差が発生している．この理由として Vが発生するコイル側の Aは非

適合接続の影響を大きく受けるためと，移動による磁束分布の変化の影響を強く受ける

ためと考えられる．特にコイル内に磁性体があるため，そこに固有値の大きな成分が集

中するが，コイル内部の磁束変化は固有値の小さな成分にも依存しているためと考えら

れる．たいして，F は磁石周囲の磁束分布に依存するが，その周囲の磁束は物体の移動

にさほど影響されないため，固有値の小さな成分が減っても影響が少なく，誤差があま

り増加しなかったと考えられる．いずれにせよ，本問題では，MORにより解析精度を維

持しつつ計算時間を削減することができないということが示された． 

 

 

5.6.2 移動物体のMOR：Block-MOR 

振動発電の解析で MOR は効果的に働かなかった理由は，解析精度を維持するために

必要な基底ベクトル数が多いため，密行列の積に要するコストが増加してしまったため

である．計算時間を減らすためには基底ベクトル数を削減する方法が必要である． 

ここで，コイルが移動した際の磁場の変動は，例えば移動により，異なる磁化方向の

磁石間を移動している際には大きいが，一方の磁石の近傍で小さく移動しただけでは，

コイル付近の磁場の変化は小さいと仮定できる．すなわち，コイルの位置に応じて使用

する基底ベクトルを変更すれば，少ない基底数でも精度を維持できると期待できる．ま

た，磁石付近の磁場変動は少ないため，少ない基底数で表現可能であると考えられる． 

そこで従来のMORが解析領域全体で１つの基底W を使用していたのに対し，領域を

幾つかに分割して，各ブロックがそれぞれ対応する基底 Wiをもつとする．図 5.41 に例

として領域を 2 ブロックに分けた場合を示す．全体で 100のスナップショットをとって

いたとすると，それを 2 つのブロックで分け合うことで，1 つのブロックでの基底数は

図 5.40 MORによる解析時間と精度 

(a)：解析時間 (b)：解析精度 
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50 にすることができる．そしてコイルの位置に応じて，縮約に使用する Wiを選べばよ

い． 

加えて，磁石側とコイル側の未知数をそれぞれ AM∈ Ru，AC∈ Rvとし(n=u+v)，それぞ

れに応じた基底行列を用意する．すなわち，基底Wiを以下のように再定義する． 

,W0

0W
W

C

M

C

M

C

M






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
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




a

a
a

A

A
A

i

i
i  ............................................................................. (5.6.8) 

ここで aM∈ Rk，aC∈ Rlであり(s=k+l)， MWi ∈ Ru×k， CWi ∈ Rv×lである．これによって

磁石側とコイル側の基底ベクトル数を独立に調整できる．さらに修正した Wi にはスパ

ース性があるため，行列積の計算負荷を削減できると考えられる． 

 以上の修正されたMORを Block-MORと呼ぶとする． 

 

Block-MOR で用いる領域分割を図 5.42 のように 3 通り用意し，計算時間と精度を改

めて評価した．評価法は前項と同様である．それぞれのブロックで使用するスナップシ
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図 5.41 Block-MOR 

(a)：領域の Nブロックへの分割 

(b)：ブロック毎に保持するWi 
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ョット数はそれぞれ 93，57，39である．このスナップショットにより， MWi ， CWi をそ

れぞれ作成するので，全ての固有ベクトルを使用した場合の基底数はそれぞれ倍の 186，

114，78である．ここでは全て固有ベクトルを使用する． 

 

 

 図 5.43 に Block-MOR による解析時間と精度を示す．図 5.43(a)より，ブロック数が増

加することで解析時間が減少していることが分かる．このことから基底数の削減による

高速化の効果を確認できる．また 5.43(b)より，解析誤差は元問題に対して 1%以下であ

り，十分な精度が保たれている．ブロック数の増加に伴って僅かに精度が悪化している

が，こればブロックの境界における精度が影響していると考えられる． 

 

 
 次に 7 ブロックの場合において，磁石側の基底数をフル使用の 39 から減らした際の

解析時間と精度を図 5.44に示す．この結果，基底数を減らしたことで Vの精度が悪化し

ており，その一方で，基底数の削減が僅かなので解析時間は殆ど変化していないことが

わかる．したがって本問題では，磁石側の磁束分布も Vの精度として重要であり，全て

の基底を利用することが妥当であるといえる． 

 以上のように，Block-MORを使用することで精度を維持しつつ，振動発電の解析が高

図 5.42 評価に用いるブロック 
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速化できることを示した．1 度の解析で約 80%の解析時間が削減されるため，何度も有

限要素解析を繰り返す連成解析では，その分だけ解析時間が削減されるため，効果が大

きい．一度スナップショットを用意すれば，有限要素モデルを変えない限り，任意の機

械パラメータ，回路，振動条件で同じ基底を利用すれば良いので，スナップショットに

要する計算時間は無視して良いと考えられる． 

 また，Block-MORで仮定した解析条件は振動発電に特有のものではなく，モータ等の

移動物体を含む解析に広く当てはまると考えられる．それらの対象における Block-MOR

の性能評価は今後の課題といえる． 

 

5.7  bistable振動発電の出力改善へ向けて 

 ここでは 5.5節で示した bistable振動発電機のさらなる広帯域化・高出力化を目指して

新たな構造の検討を行う． 

5.7.1 閉磁路構造の採用 

 振動発電の発電量を増加させるには前述の通り，コイルの鎖交磁束を増加させること

が必要である．ここで図 5.26の構造は磁路が閉じておらず，片側の磁石間は空隙となっ

ており磁気抵抗が大きい．この部分の磁気抵抗を下げることで全体の磁路の磁気抵抗が

低下し，磁路中の磁束量が増加すると期待できる．そこで図 5.24，図 5.35で示した構造

を閉磁路化することを考える． 

 図 5.45(a)に図 5.37で示した構造をベースとした開磁路型振動発電モデル(H1-harvester)

を，図 5.45(b)にその構造を元に閉磁路構造を有するよう修正した振動発電モデル(H2-

harvester)をそれぞれ示す．図 5.45(b)の構造は H 状のコアを 2 つ用意し，図 5.46 のよう

に xy平面に対して閉磁路となる構造であり，2つコアにそれぞれコイルを巻く．ここで

は小型化より発電量を優先し，コアとして電磁鋼板 JIS 50H400 を使用する．板厚.5mm

の鋼板を積層して厚さ 2mmのコアとしてコイル内に挿入する． 
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図 5.45 改良型 bistable振動発電 

 

 

(a)：開磁路構造振動発電(H1-harvester) 

(b)：閉磁路構造振動発電(H2-harvester) 

図 5.46  H2-harvesterの閉磁路構造 
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 図 5.46に示すように磁石-コア間のギャップは 1mmとした．このギャップ長が短いほ

ど磁気抵抗が小さくなり，発電量が改善すると見込まれるが，コア-磁石間で引付けあう

電磁力が強くなり，高い製造技術を要する．そのため，ここでは製造性を鑑み，ギャッ

プを長く設定した． 

 図 5.55 に示した 2 つの振動発電モデルのポテンシャルエネルギーを式(5.4.18)にした

がい計算した．結果を図 5.47 に示す．バネ定数を適当に設定することで本モデルも

bistable 構造になることが示された．また，図 5.26 で示した構造に対してバネ定数が大

きくなっているが，これは圧粉磁芯に対して磁気特性の良い電磁鋼板を用いたために電

磁力が増加しているためである． 

 

5.7.2 実験 

 前項で示した 2 つのモデルを試作して，発電量を評価する．図 5.48 に試作した H2-

harvester を示す．図 5.29 と比較して倍程度の大きさである．また表 5.1 に試作したデバ

イスの諸元を示す． 

図 5.47  改良型 bistable 振動発電のポテンシャルエネルギー 
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表 5.1 試作した振動発電機の諸元 

 振動部の重さ[g] バネ定数[N/m] コイルターン数 

H1-harvester 9.1 392 700 

H2-harvester 8.0 1150 840 

 

 実験は 5.5.2 項と同様の構成で行い，入力として 1Gの正弦波振動を加えた．また負荷

抵抗として適当に 75Ωを接続した． 

  図 5.49 に H1-harvester の発電量を示す．電磁鋼板の採用・サイズの増加にも関わら

ず，図 5.29で示した構造と比較して発電量は改善しておらず，帯域幅も小さい．図 5.50

に H1-harvesterの各周波数での挙動を示す．bistable 振動発電に特有の 3つの動作モード

が得られており，試作した H1-harvester が bistable性を有することを示唆している．しか

し図 5.47のように帯域幅が改善していない理由としては，試作したデバイスのバネ定数

が 390N/m であり，この条件では図 5.47(a)から分かるようにポテンシャル障壁が高いた

めと考えられる．そのため，interwell 振動が発生する周波数帯が限られて帯域幅が小さ

くなったと考えられる．また，高いポテンシャル井戸を超えるために振動体の速度が低

下すると考えられ，その結果発電量が小さくなったと思われる． 

 

図 5.48 試作したH2-harvester 
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 図 5.51に H2-harvesterの発電特性を示す．H1-harvesterと比較して発電量が十分に大き

い．これはバネ定数が適当なことで振動部の速度が維持されるとともに，閉磁路の効果

によって発電量が効果的に改善されたことを示している．その値は最大で 2mW 強であ

り，図 5.29 で示した構造の約 10 倍の発電量が得られている．また，起電力も最大で約

0.5VRMSであり，整流ダイオードの閾値より十分に大きい．その一方で，そのような電圧

が得られている周波数は 30Hz～40Hzと，帯域幅は 10Hz程度となっており，広帯域化が

図れていないことが分かる．また図 5.52に示すように動作モードが 2つしかなく，試作

した H2-harvester は bistable 性がないと判断できる．しかし図 5.49(b)より，バネ定数が約

1100N/mのときは bistable構造となるはずであり，実験と解析の結果が整合していない． 

図 5.49 H1-harvesterの発電量 
(a):負荷電圧 
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 このように試作した H2-harvester に bistable 性が見られず，広帯域化が実現されなかっ

た理由の 1つに，製造誤差が考えられる．解析では理想状態を仮定し，磁石とコイルの

基準位置が完全に等しいと仮定している．しかし，試作した構造ではそのようにはなら

ず，基準位置はずれてしまう．図 5.53に，両者の基準位置が 0.2mmずれた際の，試作し

たデバイスのバネ定数を仮定した場合のポテンシャルエネルギーの解析結果を示す．バ

ネ定数が小さくポテンシャル障壁が高かった H1-harvester では bistable 構造が保たれて

いるが，バネ定数が適当でポテンシャル障壁が低かった H2-harvester では，製造誤差に

より bistable 構造が崩れていることが分かる．この数値結果は，広帯域化を実現できる

ポテンシャル障壁の低い bistable 構造は製造誤差に弱いことを示唆している．実際に文

献[132]では基準位置を変更した際の発電特性が示されており，調整次第で発電特性が大

きく変化している． 

このように bistable 振動発電は製造誤差に対して非ロバストであることが示唆されて

おり，よりロバストな形状が必要であると考えられる．新たな構造の提案は今後の課題

といえる． 
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図 5.52 H2-harvesterの挙動 
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5.8  5章のまとめ 

 この章では，無線センサーの電力源として注目されつつある環境発電のうち，振動発

電に注目した．特に電磁誘導型の振動発電を対象とし，その特性を推定するための数値

シミュレーション技術を示し，bistable振動発電を試作してその発電特性を実験により示

した． 

 また，bistable振動発電の発電量を改善するため，電磁鋼板を用いた閉磁路構造を持つ

振動発電機を試作してその特性を実験により評価した．その結果から bistable 振動発電

の問題点について議論した． 

 今後の課題としては，よりロバストでかつ広帯域な振動発電の構造を，数値シミュレ

ーションを基にして設計し，実験によりその特性を確認することが挙げられる． 

 

 

 

図 5.53 基準位置が 0.2mmずれた際のポテンシャルエネルギー 

(a):H1-harvester (b):H2-harvester 
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第 6章 総括 

本研究では電気機器の設計最適化の高度化を目標として，有限要素解析と進化計算に

基づく最適化手法について検討を行った．形状最適化はパラメータ最適化とトポロジー

最適化に大別されるが，それぞれについて，非適合ボクセル FEM に基づくパラメータ

最適化法，NGnetを用いた on/offベース最適化法について検討を行った． 

有限要素法に基づき，無線センサーの電力源としての活用が検討されている電磁誘導

型振動発電の設計に関する検討を行った．とくに広帯域化・高出力化を図るために，磁

性コアによる特性の改善を試み，その性能を有限要素解析により評価する方法をまとめ，

設計したデバイスを試作してその特性を実験により確認した． 

以下に，本研究で行った各種検討について総括する． 

6.2 非適合ボクセル FEMによるパラメータ最適化 

3 章では，非適合ボクセル FEM による最適化法について検討した．計算機の性能向

上・設計の高度化に伴い，三次元形状を対象とした解析の要望が高まっており，最適化

も三次元形状を対象として行いたいという要望がある．しかし，機器の評価に有限要素

解析を用いる場合，電磁界の FEM では機器形状に加えて周囲の広範な空気領域を含め

たメッシュを用意する必要があり，最適化において機器形状が動的に変化すると有限要

素メッシュの扱いが困難であった． 

そこで本研究では機器形状に合わせて，容易にメッシュを生成できる非適合ボクセル

要素を導入し，それに基づく解析・最適化の効果について検証を行った．シールド問題

とリアクトル問題を対象として非適合ボクセル FEM の生成時間と精度を検証した．そ

の結果，非適合ボクセル FEM のメッシュ生成コストは形状境界に位置する要素数の線

形オーダであることを示した．また，十分にボクセルを再分割することで精度が向上す

ることを示した．その一方で，簡易アクチュエータモデルによる検討から，電磁力計算

に節点力法を用いた場合は精度が悪く，均質化法を導入するとさらに悪化することを確

認した．これは形状境界に位置するボクセルの凹凸に起因するものと考えられ，局所的

な磁束分布を参照する問題においては，非適合ボクセル FEM の精度が悪化する場合が

あることを示した． 

非適合ボクセル FEM の実応用として，昇圧回路に用いるフェライトインダクタの最

適化を行った．この最適化では銅損とヒステリシス損を最小化するよう，多目的最適化

を行った．最適化により得られた形状は，単体では銅損・ヒステリシス損ともに改善し

ていたが，回路上ではそれらの値が最適化前と変わらなかった．この理由を考察すると

ともに，最適化の初期における問題設定の重要さを確認した． 
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6.3 NGnetを用いたトポロジー最適化 

4 章では NGnet を用いた on/off 法について検討を行った．概念設計や新形状の探索に

おいて，設計変数の定義が不要なトポロジー最適化の有効性が確認されている．そこで

新たな on/offベースの方法として NGnetを導入した方法についての検討を行った． 

まず，トポロジー最適化の 2大手法の 1つであるレベルセット法の性能を検証するた

め，フェーズフィールド変数を導入したレベルセット法を用いて，シールド問題と IPM

モータ問題の最適化を行った． 

次に NGnetを用いた on/off 法を導入した．NGnet法は従来の on/off法と比較して，複

雑形状の発生を防ぐことができ，工学的に有意な形状を抽出可能である．この方法を用

いて，レベルセット法で用いた問題と同様の問題を解いた．これらの結果を比較し，両

手法の問題点・改善点について議論した．また，NGnet 法をマルチフェーズフィールド

法の考えに基づき，複数材料の分布を考慮できるように改良し，IPMモータ問題に使用

して，その効果を検討した．さらに NGnet法を 8極 IPMモータに適用し，得られた形状

を試作してその特性を測定することで，提案法の有効性を確認した． 

6.4 電磁誘導型振動発電の設計 

5 章では電磁型振動発電の設計についての検討を行った．無線センサーの電力源とし

て半永久的に使用でき，様々な無線センサネットワークの実現に重要とされる振動発電

のうち，メンテナンスフリー性に優れると考えられる電磁型の設計を検討した． 

本研究では電磁型振動発電の出力・帯域幅を改善するため，磁性コアを導入して磁路

を形成するとともに非線形電磁力を利用することを考えた．非線形振動発電の動特性を

解析するため，3章で述べた非適合ボクセル FEMを利用し，振動発電の連成解析法を導

入した．数値解析に基づき，bistable性を有する構造を設計してその性能を評価した．ま

た，bistable振動発電を試作して，実際に帯域幅が線形振動発電に比べて拡大されている

ことを示した． 

解析の高速化を目的として，モデル縮約を導入するとともに，移動物体の解析に適す

るようにMORを修正した． 

また，bistable振動発電の発電量改善を目的として，閉磁路構造を有するモデルを考え，

試作してその特性を評価した．閉磁路により，発電量が改善することを示したが，bistable

振動発電が製造誤差に対して非ロバストであることを議論し，新たな構造の必要性につ

いて述べた． 

 

以上のように，本研究では有限要素解析と進化計算に基づく，電気機器の最適設計に

ついて議論するとともに，有限要素解析を用いた振動発電の設計を検討した．本研究で

検討した最適化法は従来の問題点を解消する一方，新たな問題点を示した．これら問題

点を解消する新しい方法が必要であると考えられる． 
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付録 

A  構造力学 FEM 

4 章の IPM モータ問題における降伏応力の解析や，5 章の振動発電における板バネの

等価バネ定数の解析では，構造力学の有限要素法を用いている．ここでは構造力学の

FEM について概説する． 

A. 1 応力解析[133,134] 

図 1 に微小体積に働く応力成分を示す．図のように応力は各方向成分が 9つある（各

平面につき 3方向成分）．なお，σij=σjiであり，i ≠ j のときはせん断力 τijの意味である．

応力はテンソルであり，対称行列 
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 ............................................................................ (A.1) 

と表記できる．微小体積に働く各方向成分の力は各平面に働く力のそれぞれの方向成分

の和なので以下となる． 

 
 力学 FEM では仮想仕事の原理を用いて積分方程式を導く．仮想仕事の原理とは，平

衡状態の物体に仮想の微小変位を与えると，応力を含めた各力のなす仕事の和がゼロに

図 A.1 微小体積に働く応力 
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なることを表すものである． 

 まず，基礎方程式を導く．図 A.1の物体に体積力 Fが働いており，このとき外力と物

体がつりあっていると考える．つり合いを考えると以下の式を得る． 

  0 
S

n

V

dSσdV iF  .......................................................................................................... (A.2) 

ここで上式の左辺第 2 項にガウスの発散定理を用いれば，次式が得られる． 

   0 dVσ

V

F  ............................................................................................................... (A.3) 

応力テンソルが対称行列であるので，上式はつまり， 
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となる釣り合いの式である． 

 次に，式(A.4)において，仮想変位 δu={u*, v*, w*}(ここで u,v,wはそれぞれ x,y,z 方向

の変位である)との内積をとり，体積積分を行うと以下を得る． 
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ただし仮想変位は境界 Cu上で 0 となるとする．式(A.5)に部分積分・ガウスの発散定理

などを適用して整理すると，以下を得る． 

 

rC

s

VV

dSdVdV FuFuσε
***   ................................................................................ (A.6) 

ここで構成方程式： 
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により，応力・ひずみ・変位の関係が成り立っている．ここで γijはせん断ひずみであり，

νはポアソン比である．一般にポアソン比は 0～0.5 であり，金属の多くは 0.3 程度とな

る．0.5以下ということは体積が僅かに増加するということである．構成方程式を用いて

式(A.6)を変形し，ここでは簡単のため境界力がないとすると(本研究で扱う解析では境界

上の力は扱わないため)，次式を得る． 
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ここで仮想変位は任意で選んだ定数なので消去でき，最終的に得られる方程式は以下と

なる． 
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NDBB TT
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e

V
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............................................................................................. (A.11) 

境界に働く力は，境界条件としての外力を加える場合は，右辺に別途項が加わる． 

 なお，式(A.8)に示した関係式は 3 次元での場合であり，2 次元化の際には 2 通りの定
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式化が考えられる．１つは「平面応力状態」であり，解析対象としている物体が，xy 平

面に対して z方向に非常に薄い場合に相当する．このとき近似的に， 

0 yzxzz   ............................................................................................................... (A.12) 

なる関係が成立していると考えられる．したがって，ひずみ-応力の関係は次式となる． 
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もう１つは「平面ひずみ状態」であり，xy 平面に対して物体が z 方向に非常に長い場合

に相当する．このとき z方向の変位が拘束されているので， 

0 yzxzz   ................................................................................................................ (A.14) 

と仮定することができ，ひずみ-応力の関係は次式となる． 
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 2次元形状の解析の際は，どちらの条件が適当かを考慮して定式化を行う必要がある．

たとえば本研究における，IPM モータの解析の場合は，z 方向に十分に長いと考えられ

るので平面ひずみ状態を仮定することが適当であろう． 

A. 2 Wilson-Taylorの非適合要素[135] 

薄板バネの曲げ弾性解析などを，1次要素を用いた FEM により行うと，その剛性が過

剰に評価されてしまうことがしられている．これをロッキングという．この原因は，薄

板などは 2次曲線的に変形するが，１次要素ではそのような曲がりを表現できないため

である．この現象は２次要素を採用することで解消することができるが，計算コストの

観点から２次要素の採用が適当ではない場合がある．そこで１次要素で２次的曲がりの

ある問題の計算精度を高める方法として，非適合要素というものが提案されている．な

お，ここでの非適合要素は 3章で述べた非適合接続とは全く別のものなので注意された

い． 

いま，要素内の変位 u={u, v, w}は節点の変位の補間で表現されるが，それに加えて各
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要素に独立に内部自由度 9つを以下のように与える． 
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 ................... (A.16) 

ここで aeが内部自由度である．このときの要素内における変位のイメージを図 A.2 に

示す．加えた内部自由度により，2 次的なたわみを表現している．ただし内部自由度は

要素ごとに独立に与えるため，要素間の辺上では変位が連続ではなくなる．これが“非

適合”と呼ばれる理由である． 

 
ひずみは変位を微分して得られるので，非適合要素によるひずみは以下で与えられる． 

ee

ee

ad

adε

GB

PN


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 ................................................................................................................... (A.17) 

ここで例えば， 

 
x

r
r



 2G 1,1  ..................................................................................................................... (A.18) 

である．上式を用いて要素行列を構成すると，以下を得る． 

図 A.2 非適合要素の変位 

 

r 

s 
(1-r2)av 
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ここで式(A.19)における第 2段目は要素内で完結しているので， 
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0ad
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2221





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を得ることができる．内部自由度は隣接要素と関連がないので，この式を式(A.19)に代

入すれば，最終的な要素行列 Keは以下となる． 

21
1

221211K KKKKe


  ..................................................................................................... (A.21) 

上式のような操作を静的縮約と呼ぶ．内部自由度は要素行列の作成処理内で消去され，

全体行列には直接現れない．この操作により，余分なせん断剛性が除去され，曲がりを

適切に表現できるようになる． 

B  カオスとリアプノフ指数 

5章で述べた bistable 振動発電では，複雑な挙動モードがあり，その挙動は一般にカオ

スとされる．この例のように，ある時系列波形にカオス性があるかどうかを判定するこ

とが必要とされる．ある挙動にカオス性があるかどうかは，リアプノフ指数の符号によ

って判断することができる． 

カオスの基本的な特徴の１つに引き伸ばしがあり，ある 2つのアトラクタの 2 点間の

距離が時間的に拡大していき，僅かに異なる初期値からスタートした場合でも，軌道が

ことなる初期値敏感性がある．そこで接近した 2 点の距離が指数関数的に大きくなって

いくことをカオスの判断基準とする． 

いま，ある 2点があり，時刻 t0における距離が d0(0)であったとする．そこから短い時

間 t1=t0+Δt後の間に，2点間の距離が d0(Δt)に発展したとする．このとき t1における距離

d1(0)を，d0(0)と同じ長さに縮めて以下とする． 
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このようにして順次，近接軌道ベクトル d1(0)，d2(0)，･･･を作っていく．最大リアプノ

ス指数は， 
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として得られる． 

 

B. 1 アトラクタの復元[124] 

リアプノフ指数は，あるアトラクタに対して求められる．しかし一般に実験で得られ

る時系列波形は 1 つの状態の波形のみであり，アトラクタを直接観測することは不可能

な場合がほとんどである． 

文献[124]では，ある1つの状態の時系列波形からアトラクタを復元する方法を示した．

いま，ある時系列データのベクトル x={xt|t=1,…,N}が観測されたとしよう．このデータ

から，M 次元のアトラクタの t における状態ベクトル Xtを xtの時間遅れ信号により以下

のように構成する． 

   1 ...., , ,  Mtttt xxxX  .................................................................................................... (B.3) 

ここで τは時間遅れである．このように状態を構成することで，アトラクタの軌道は 

,...., 1tt XX  ............................................................................................................................. (B.4) 

となる．このようにして得られたアトラクタは，τ を適当に設定することで，元の時系

列波形に内在するアトラクタの特徴を復元することができると証明されている．この方

法により復元されたアトラクタを Takens の埋め込みアトラクタと呼ぶ．一般に，τは平

均周期の数分の一にとればよく，mは不規則波形の場合は 3以上である必要がある． 

B. 2 リアプノフ指数の計算 

最大リアプノフ指数は式(B.2)により与えられるが，直接計算することは容易ではな

い．アトラクタ，もしくは上述した復元アトラクタからリアプノフ指数を数値的に求め

る方法はいくつか提案されている．ここでは少ないデータから効果的にリアプノフ指数

を計算することができる Rosenstainの方法を述べる[125]． 

いま，元の考えに従えば，ある近接していた軌道が指数関数的に離れる度合いをリア

プノス指数としているのであるから， 

 tt expCd  ....................................................................................................................... (B.5) 

ここで dtは時刻 t=0において近接していた 2点の，時刻 t における距離，Cは定数であ

る．式(B.5)の両辺で対数をとり，以下を得る． 

tt  Cloglog d  ................................................................................................................. (B.6) 

時間について離散化すると，時刻 tiにおいて，2 点間の距離を diとし，タイムステップ

を Δt とすると，式(B.6)は 
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 tidi  Cloglog  ............................................................................................................. (B.6) 

と書き直すことができる．ここで diを初期時刻 t0から数ステップにわたって計算し，横

軸を i，縦軸に logdiをとれば，その点列の傾きを取ることで， 

t

d i




log
  ............................................................................................................................... (B.6) 

として最大リアプノフ指数を計算できる．ただし 1 つの軌道ではノイズによる影響が含

まれてしまうため，ある時刻において距離の小さい 2点間を 1つのペアとし，あるペア

の軌道に対して式(B.6)を求める．そして K個のペアの平均により， 

t

d i




log
  ............................................................................................................................ (B.7) 

としてリアプノフ指数を求める．これが Rosenstain の方法である． 
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