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学　位　論　文　題　名

Studies on vector fields and differential forms on C∞-schemes

（C∞スキーム上のベクトル場と微分形式に関する研究）
 

本学位論文は C∞ 多様体と微分形式、接ベクトル、C∞ 関数などの理論を多様体からより一般的な空間

　　へ展開することを一つの目的とした。そのために用いたものの一つは C∞-ring の理論である。C∞-ring と

　　は C∞ 関数による作用を与えた R-代数である。§2ではこの C∞-ringに関する定義とその理論について述べ

　　る。その例として、実数集合や、多様体上の C∞ 関数集合が考えられる。そして C∞-ringに関する局所化か

　　ら、k-jet determined C∞-ringという C∞-ringのクラスを導入する。この k-jet determined C∞-ringとい

　　う C∞-ringのクラスが本学位論文の定理を考える中心となる。

　　C∞-ringに対して、R-derivationと R-cotangent module、C∞-derivationと C∞-cotangent moduleをそ

　　れぞれ定義することができる。多様体上の接ベクトル場と微分形式の外微分は、R-derivationとみなすことが
　　できる。さらにそれらは C∞-derivationでもある。本学位論文ではこの derivationという概念が中心的な役

　　割を果たす。

　　§3ではC∞多様体を一般化するためにC∞-ringed spaceについて考察する。C∞-ringed spaceはC∞-ring

　　による層が与えられた位相空間である。多様体そのものは、開部分集合上の C∞-関数の集合による層を持つ

　　位相空間として C∞-ringed spaceとみなすことができる。C∞-ringから C∞-ringed spaceへの作用素 Spec

　　が存在する。作用素による像と同型な C∞-ringed spaceを affine C∞-scheme、局所的に affine C∞-scheme

　　である C∞-ringed spaceを C∞-schemeという。

　　§4では本学位論文の主定理について述べる。C∞-ringの derivation、C∞-ringed spaceでの differentialに

　　関する結果である。主に 3つの結果が述べられている。

　　一つ目に C∞-ring C から C-module M への R-derivation dが C∞-derivationとなるような C∞-ring C と

　　C-module Mについて考察した。本学位論文で証明される定理は、k-jet determined C∞-ringである Dへ向

　　かう Cからの R-derivation が必ず C∞-derivationとなるということである。この定理に当てはまる C∞-ring

　　と R-derivationとして、多様体上の接ベクトル、多様体上の接ベクトル場が考えられる。
　　二つ目は、C∞-ringed spaceでの接ベクトルと接ベクトル場について、C∞-ringの derivationを用いて定

　　義を行うことである。接ベクトルを関数芽から実数への derivationとして、接ベクトル場を関数芽からそれ自

　　身への derivationとして定めた。さらに §2での C∞-ringの微分形式の定義とその well-definednessによっ

　　て、C∞-ringed space上の微分形式とそのくさび積と外微分を位相空間上の層で定義する。

　　三つめは、Nash関数と Leibniz coplexityに関する考察である。

　　開集合 U ⊂ Rn 上の C∞ 関数 f = f(x1, . . . , xn) について、f が U 上の semi-algebraic 関数、つまりあ

　　る 0でない実多項式 P (x, y) ∈ R[x, y](x = (x1, . . . , xn))によって U 上 P (x, f(x)) = 0となるならば、f を

　　Nash 関数という。さらに U が semi-algebraic set ならば、f が Nash 関数である必要十分条件は f が解析
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的でありなおかつ U × R ⊂ Rn+1 上の f のグラフが semi-algebraic であることである。このとき、外微分

df が dの線形性と Leibniz則のみを有限個適用して、計算が可能になる。この計算可能性を用いて、Leibniz

complexityを定義する。

Leibniz complexity は関数に関する和と積に関して線形性を保つ不等式が成り立つ。そして Nash 関数

f(x) について 0 ではない Rn 上の実多項式 P (x, y) によって P (x, f(x)) = 0 となるならば、f の Leibniz

complexityは P の Leibniz complexity以下の値となる。

本学位論文では、Rn 上の Nash関数と C∞-ringCから LN∞
C,R(Rn)と N∞

C,R(Rn)を定める。Leibniz com-

plexityから、C∞-ringを用いてさらに二つの complexity LCompC(f)と CompC(f) という complexityの

概念を導入し、それらについて考察を行う。
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