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論 文

命題論理におけるβ節充足可能性問題 とその解法

非会 絵 員 大 柳 俊 夫(札 幌医科大)

非韻 山 本 雅 人(北 海道大)

正 員 大 内  東(北 海道大)

An Algorithm for /3 Clause Satisfiability Problem in Propositional Logic 
Toshio Ohyanagi, Non-member(Sapporo Medical University), Masahito Yamamoto, Non-member, Azuma Ohuchi, 
Member (Hokkaido University)

 The satisfiability problem ( SAT ) is one of the important problems in the field of computer science, since it is well 

known NP-complete problem. The problem is well studied and many valuable results are reported in the literature. 
We have already proposed IEMSAT algorithm as one of SAT algorithms. Recently, J. N. Hooker made a study of 
resolution for a set of Q clauses. A /3 clause is a clause that has an additional quantitative condition. The condition 

is that a /3 clause is true if and only if at least number of /3 literals in the clause are true. He also referred to /3 SAT 

problem that is SAT consists of ,3 clauses. He, however, did not propose efficient algorithm for it as yet. 
 This paper intends to present /3 SAT algorithm ( IEMBSAT ) that is an extended variant of IEMSAT. Some 

relations between a /3 clause and a clause are also clarified. Some computational experiments are made to show the 
effectiveness of IEMBSAT.

キ ー ワ ー ド:命 題 論 理 充 足 可 能性 問 題(SAT),β 節,β 節 充 足 可 能 性 問 題(βSAT),0-1整 数 計 画 問 題

 1. ま え が き

 命題論理の充足可能性問題(saT)は,そ の計算複雑度

がNP一 完全である代表的な問題として,情 報処理の分野

おける基本的な問題の一つに あげられている。この間題

は,与 えられた命題論理の基礎節集合中のすべての基礎節

を真 とする原子論理式への真偽の割 り当てが存在するか否

かを決定するものである。

 この問題に対するこれまでの研究は,Davis-Putnsmの

方法に代表 される記号的方法(1)(2)と 数理計画法に基づ く

定量的方法 〔3)一(10)に大別される。前者は,古 典的な記号

論理学 として1960年 代 頃盛んに行われた研究である。こ

れに対 して後者は,主 にORの 分野の研究者によって近年

行われつつあるもので,著 者らも定量的方法 として,SAT

を0-1整 数計画問題に定式化した場合の特微 を利用 した,

陰的列挙法(11)に基づ くSATア ルゴリズム(IEMSAT)を 提

案 している(10)。

 最近 になってHookerは,基 礎節に少なくともある決

まった個数の リテラルが真であるという量的な条件を付加

し,そ のような基礎節(β 節)の 集合における導出に関する

研究を行っている(6)。さ らに,β 節 充足可能性問題(以 下,

βSATと 呼ぶ)に ついても言及 している。 しか し,βSAT

に頬する効率の良いアルゴリズムは提案されておらず,ま

たDavis-Putnamの 方 法に代表 される記号的方法の中にも

βSATを 扱 うアルゴリズムは見当たらない0

 本論文では, まずβ 節 と基礎節の関係 を明 らかにし,

βSATを0-1整 数計画問題へ定式化する新 しい方法を示

す。つぎにその定式化に基づ き,IEMSATで 用 いている

諸定理を見直してβ 節 を扱 うことを可能にした,βSAT

アル ゴリズム(IEMBSAT)を 礎案する。そ して,ラ ンダム

SAT(10)と 同様な方法で作成するランダムβSATとSATア

ル ゴリズムのベンチマークテストとして最近用いられてい

るn-Queen問 題 を使った数値実験を行い, IEMBSATの 有

効性 を検証する。

 以 下,2章 でβ節 の定義を述べ,基 礎節 との関係を明ら

かにする0そ して,βSATとp SATを0-1整 数計画問題

へ定式化する方法を示す。3章 ではIEMSATを βSATに 適

用できるようにしたIEMBSATを 説 明する。そ して4章 で

数値実験の方法 と実験結果を述べ,IEMBSATの 有効性に

ついて考察する。

 2.βSATとo-x整 数 計 画 問 題

 く2・1> β節 一般に,リ テラルlj(j=1,n)
の 選言からなる基礎節C=l1V ,…Vln雅 に対 し,β 節 とそ

の真偽は次のように定義される。

定義2.1(β 節 とその真偽)

 基礎節Cに 量的な条件を付加 したものをβ節 もしくはβ

次数の節 と呼び,0(β)と 表す。そ してplc(β)に おいて,
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少なくともβ個のリテラルが真の とき,そ のβ節 は真であ

るという。

 このβ節 により,論 理的な条件に量的な条件を加えた次

の3つ の形式の条件が表現できる。

 1.節 中のη個のリテラルの うち少な くともk個 が真であ

る 。

 2.節 中の η個 の リ テ ラ ル の うち高 々k個 が真 で あ る 。

 3.節 中 の η個 の リテ ラル の うち ち ょ うどk個 が 真 で あ る。

 1.は,β 節 の 定 義 よ りz,V…Vln(k)と な る 。2.の 条件

は,「節 中 のn個 の リテ ラ ル の う ち少 な く と もn-k個 が 偽

で あ る 。」 と言 い 換 え る こ とが で き るの で,β 節 「bV…V

rln(n-k)と な る 。 そ して3 .の 条 件 中 の 「ち ょ う ど 為個 が

真 」 の 部 分 が 「少 な く と も た個 が 真 か つ 高 々綱 が真 」 と言

い換 え る こ とが で きる の で,2つ のβ節l1V…Vln(k),l1V

...Vr-lπ(n-k)と な る。

 〈2・2> β 節 と基 礎 節 の 関係  β 節 の 定 義 か ら明

らか な よ うに,基 礎 節 は β 節 に お い てβが1で あ る 特 霧 な

場 合 で あ り,こ の こ とか らβ 節 は基 礎 節 を一 般 化 した もの

と考 え る こ とが で きる 。

 ま た,β 節 と基 礎 節 の 関 係 と して,β 節 は そ れ と等 価

な基 礎 節 集 合 に変 換 で き る こ と をHookerは 示 唆 して い る。

そ して 例 と して,β 節11V12Vd3(2)を 取 り上 げ,こ のβ節

が 充 足 可 能 の と き,ま た そ の と きに 限 り基 礎 節 集 合{l1V

l2,12V13,hV13}は 充 足 可 能 で あ る こ とを 説 明 して い る(6)。

しか し,β 節 か ら基 礎 節 集 合 へ の一 般 的 な 変 換 手 続 き は

説 明 さ れ お らず,ま た,著 者 の 知 る 限 りそ の よ う な変 換 方

法 は い ま まで 明 らか に さ れ て い な い 。

 β 節 α1V…Vln(β))を 基 礎 節 集 合 へ 変 換 す る一 般 的 な方

法 を検 討 した 結 果,図1の 変 換 ア ル ゴ リズ ムが 得 られ た 。

この 変 換 ア ル ゴ リズ ムが β節 と等 価 な 基 礎 節 集 合 を生 成 す

る こ と は次 の 定 理 に よる 。 証 明 は付 録 に示 す 。

定 理2.1(等価 変 換 に 関 す る定 理)

 β 節 l1V…Vln(β)が 充 足 可 能 な と き, ま た そ の と

き に 限 り変 換 アル ゴ リズ ム に よ って 生 成 され るMCP-1個 の

基 礎 節 は す べ て 充 足 可 能 で あ る。

 以 上 よ り,β 節 と基 礎 節 の 関係 は 以 下 の よ うに ま とめ る

こ とが で き る。

 Step 0:求 め る 基 礎 節 osを 空 に す る 。

 Step 1:n個 の リテ ラ ル か らβ一1個 リ テ ラル を 選ぶ 。

 Step 2:n個 の リテ ラ ル か ら選 ば れ たβ-1個 の リテ

ラ ル を 除 き,n-β+1個 の リテ ラル で 基 礎 節 を

作 りSへ 加 え る 。

 Step 3:n個 の リテ ラ ル か らβ 一1個 の リテ ラ ル を 選

ぶ 他 の 紐 合 せ が 存 在 す れ ば そ の 組 合 せ を1つ 選 び

Step 2へ 戻 る 。 さ もな け れ ば,終 了 す る。

  図1.β 節 か ら基 礎 節 集 合 へ の 変 換 ア ル ゴ リズ ム

 Fig.1. A transformation algorithm from aβ clause

 to a set of clauses.

・β節 は基礎節を一般化 したものである。

・β節 はそれと等価な基礎節集合に変換できる。

〈2・3> βSAT    βSATは,β 節 集 合,

(1)

として与えられる。ここで,Ｃ,(i=1,…,m)は リテラル

lj(j=1,…,n)の 選言からなる基礎節である0各 リテラ

ルljは,原 子論理式pjま た はその否定pjで ある。

 βSATはBS中 のすべてのβ節 を真 とする原子論理式

Pj(j=1,…,n)へ の真偽の割 り当てが存在するか否かを

調べる問題で,そ のような割 り当てが存在するときBSは

充足可能であるという。以下にBSの 例 を示す。

[例題]

(2)
は,6欄 のβ 節 か らな り,各 β 節 は原 子 論 理 式P1,…,Ps

ま た はそ の 否 定 の 選 言 で あ る。 この 例 で は,後 に 示 す よ う

に,(P1,P2,p3,P4,P5,P6)=(真,真,偽,真,真,偽)と す る

と6個 のβ 節 が す べ て真 とな り,BSは 充 足 可 能 と判 定 さ

れ る。

 <2.4> βSATの0-1整 数 計 画 問 題 と して の定 式 化

 βSATを0-1整 数 計 画 問 題 へ 定 式 化 す る方 法 と して,

1.Hookerの 定 式 化(6)よ り も用 い る変 数 の 数 が 少 な い,

2.TEMSATで 用 い て い る定 式 化 の 拡 張 に な っ て い る,

とい う特 徴 を もつ 新 しい 方 法 を示 す。

 (1)式 の あ るβ 節(ci(βi)に 対 し,一 次 不 等 式,

(3)
を考 え る 。 こ こで,Xjは β節 中 の 原 子 論 理 式Pjが 真 の と き

1,偽 の と き0と な る0-1変 数,aijはCi中 で 原 子 論 理 式

Piが 現 れ る と き1,Pjが 現 れ る と き一1,い ず れ も現 れ な

い と き0と な る 係 数 で あ る 。 また ,n(αi)の はCi中 の 負 の

リテ ラ ル の 個 数 で あ る 。 す る と,Ci(βi),と(3)式 の 間 に は,

G(βi)を 真 と す る 原子 論 理 式Pi(j=1,…,n)へ の 真 偽 の

割 り当 て が 存 在 す る と き,ま た そ の と きに 限 り(3)式 を 満

足 す るxj(j=1,...,n)へ の0,1の 割 り当 て が 存 在 す る,と

い う 関係 が 成 立 す る。

 次 に,0-1変 数x0を 導 入 して(3)式 の 左 辺 に 項βX0を 加 え

た 一 次 不 等 式,

(4)

を考 え る。 こ こ で,β=max(β1,β2,…,βm)で あ る 。 こ

の不 等 式 は,x0の 値 を1に す る と他 の0-1変 数 の 値 に よ ら

ず 満 足 され る 。 ま た,x0の 値 を0に す る と(3)式 と等 し く

な る 。

 以上 で 述 べ たβ 節 と一 次 不 等 式 の 関 係 を,(1)式 の す べ

て のβ 節 に対 して 適 用 し,x0の 値 を0に す る こ と を 目的 と

す る と,0-1整 数 計 画 問 題
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(5)

が 得 られ る 。 こ こ で,eは すべ て の 成 分 が1で あ る 剛 列 ベ

ク トル,Aお よびbは,

(6)

である。この問題において,x0の 最小値が0で そのとき

Ax≧6が 成り立つことがわか り,βSATと(5)式 の問題

の問には,『(1)式 のQSATが 充足可能であればまたそのと

きに限り,x0=0と な る実行可能解が(5)式 に存在する。」

とい う関係が成立する。

 本論文で提案するIEMBSATは,(5)式 の0-1整 数計画

問題のx0=0と な る実行可能解を探索するアルゴリズム

である。

 例 えば(2)式 のβSATを0一1 kat画 問題として定式化

すると,

(7)

と な る 。

 3.βSATア ル ゴ リズム

 <3・1> 用語 および諸記号の定義 2つ の添え字集

合M,Nを そ れぞれ, M={1・ ・,m}, N={1.…,n}と す

るσ(5)式 に対 してxj∈{0,1},∀j∈Nを 満たすベクトル

x=(x1..・,xn)tを 解 と呼ぶ。さらに,(5)式 中の制約条件

βx0e+Ax≧bを 満足する解を実行可能解と呼ぶ。またN

の部分集合Jに 対 し,Xj,j∈Jの 値を0ま たは1に 固定

し,xj,j∈N-Jは 変 数のままであるベクトルxを(5)式

の部分解,も しくは単に部分解と呼ぶ。部分解xが 与えら

れたとき,値 が0ま たは1に 固定されている変数の添え字

集合をJ=j(x)と 表す。部分解xに おいて,値 が固定さ

れていない変数xj,」 ∈N-J(x)をxに 対応する自由変数,

も しくは単に自由変数という。自由変数のすべてを0ま た

は1に 固定 したものを完備解 といい,特 にすべての自由変

数を0に 固定 した ものを0一完備解と呼ぶ。

 また,実 行可能解を探索する途中で調べる第 た番目の部

分解xkに 対 して,

(8)

を,(5)式 の第k部 分問題,も しくは単に部分問題 と呼ぶ。

ここでMkは 元 問題の制約式番号集合Mの 部分集合であ

る。なお(5)式 の問題は,M1=M,J=φ で ある第1部

分問題と考え恥 と呼ぶ。

 さらに,Pk中 の各制約式2∈Mkに 対 し,

(9)

を,制 約式の充足度と呼ぶ。すると各制約式の右辺は,

(10)
となる。

 <3.2> 諸定理IEMBSATで は,以 下の諸定理

を用いてx0=0と な る実行可能解の探索を行 う。

 本論文で示す諸定理は,IEMSATで 用 いている定理(10)

を(5)式 のβSATの 定式化に基づ き見直 したもので,β

SATの 特別な形であるSATに も適用可能な一般化 したも

のとなっている。特に定理3.4と3.5は,IEMSATで 用い

ている制約式の削除に関する2つ の定理 を(9)式 の充足度

を導入して一般化 したものである。各定理の証明は付録に

示す。

定理3.1(実 行 可能解の存在 に関する定理)

 部分問題Pkに お いて,bk≦0, Vi∈Mkま たはMた=φ

ならば,部 分解xkたの 餅完備解は,x0=0と なる実行7能

解である。

定理3.2(実 行可能解の非存在 に関する定理)

 部分 問題Pkに おいて,siく0と なる2∈Mkが 存在すれ

ば,xkの 完備解の中にx0=0と な る実行可能解は存在 し

ない。ただし,

(11)

で あ る 。

定 理3.3(自 由変 数 の値 に関 す る定 理)

 xkをx0=0と な る 実 行 可 能 なxkの 完 備 解 と す る.こ の

と き,2∈R,h∈N-Jkに 対 し て , aah=1な ら ば

xkh =1 ,αih=一1な ら ばxhk=0で な くて は な らな い 。 た

だ し,

(12)
である。

系3.1(実 行 可能解の非存在に関する系)

xkの完構 で,x0=0と な る実行可能解は,xj=1,∀j

∈Qk;xj=0,∀j∈Qkを みたさな くてはならない。 し

たがって,Qk∩Qk≠ φ ならばxkの 完備解で実行可能な

ものは存在 しない。ただし,

(13)

で あ る。
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S1: 節集 合SSを0-1整 数計 画 問題 と して定 式化 し,元 問題 とす る;

S2: 部分 問題 の集合P← φ;

S3: ん←1;

s4: 珪 軒 元 問題;

S5: Pkよ り削 除可 能 な制約 式 を削除す る(定 理3.5);

S6: while(PAの0一 完備解 が 実行可 能で ない(定 理3.1))do begin

S7:   if(珠 に実 行可 能解 が存在 す る可 能性 があ る(定 理3.2,系3.1))then

S8:     if(値 を固定 しなけ れば な らない 自由変 数が存 在 す る(定 理3.3))then begin

S9: Q← 部 分解 にそ れ らの変 数 を加 えた部分 問題(定 理3.4);

S10:       Qよ り削 除可能 な制 約式 を削除す る(定 理3.5);

Sll:          P←Pu {Q}

S12:   end else begin

S13:      自由変 数 を1つ 選 択す る(yと す る);

S14:       Q1←y=0を 部分解 に加 えた部分 問題(定 理3.4);

sls:      Qz.←y=1を 部分解 に加 えた部分 間題(定 理3.4);

S16:      Q1お よびQ2よ り削 除可 能な鯖約 式 をそれ ぞれ削 除す る(定 理3.5);

S17:      P←PU{Q1}∪{Q2}

S18        end;

S19:    if(P≠ φ)then begin

S20:        k←k十1;

S21:    Pよ り部分 間題Pkを1つ 選 択 し,P←P一{Pk}と す る

S22:    end else

S23:    BSは 充 足不 能 と判定 され終 了

524:end;

S25:BSは 充足可 能 と判定 され 終了

     図2. 陰 的 列 挙 法 に基 づ くβSATア ル ゴ リズ ム 。

Fig.2. AQSAT algorithm based on Implicit Enumeration Method.

定理3.4(制 約 式の除去に関する定理(1))

 部分 問題 息 あ自由変数の値を固定 して新 しい部分問題

を生成する際に,あ る制約式において係数が1の 自由変数

の値を1に 固定するか,も しくは係数が一1の 自由変数を

0に 固定 した結果,そ の鋼約式の充足度が元のβ節 の次数

と等 しくなれば,Mfrし い部分問題においてその制約式を取

り除 くことができる。

定理3.5(制 約式の除去に関する定理(2))

 部分問題Pkの あ る自由変数 鞠に対 し,

  aza=1も しくは αiq=0∀i∈Mk     (14)

また は,

  α毎=一1も しくはαiq=O∀i∈Mk    (15)

であれば,24の 値 を(14)式 が成 り立てば1,(15)式 が 成

り立てば0に 固定することができる。そして固定 した結果,

各制約式の充足度が元のβ節 の次数と等 しくなれば,そ の

制約式は取 り除 くことができる。

 〈3・3> IEMBSAT  前節で示 した定理および系

に基づ くIEMBSATをD2に 示 す。

 まず,S1で 節 集合asを(5)式 の 問題に定式化する。そ

の際,BS中 に含 まれる可能性があるPVpの トートロ

ジーを含 む節を制約式 として表すことはで きないが,Pま

たは｢pの いずれか一方が真となるので,充 足度を1増 加

させ,Pに 対 応する0-1 数を含めないようにする。そ し

て,S2～S5で 元 問題 をP1と す るための処理を行い, S6～

S24のwhileル ー プでX0=0な る解の探索を行 う。

 このwhileル ープの部分 は探索の一般形を示しており,

S21の 部分問題の選択方法によって種々の探索戦略が可能

となる。例えば,部 分問題としてPの 中で加えられた順序

が最も古い問題を選択すると幅優先探索 となり,最 も新 し

く加えられた問題を選択すると深 さ優先探索 となる。

 〈3・4> 例題  IEMBSATに よる充足可能性判定の

例を示す。例として,(2)式 の基礎節集合 を考える。

 まずS1に よ り,こ の問題を0-1  計画問題として定

式化すると(7)式 となる(P1)。 そ してS5で,定 理3.5に 基

づき制約式の削除を試みるが,削 除可能な制約式は存在 し

ないのでP1は(7)式 のままとなる。以下S6～S24でX0=0

な る実行可能解の探索を行 う。その探索の過程を以下に示

す。

0,0)tで あ る か ら,定 理3.1よ り0一 完 備 解 は実 行 可 能 解 で

は な い こ とに な る。 そ こ でsi∀i∈M1を 調 べ る と, s=

(S1:S2,83,84,θ5,Sg)=(0,2,1,1,2,2)と な り, Sa≧0,∀2 E

M1で あ る か ら, 定 理32よ りこ の 部 分 問 題 に 実 行 可 能

解 が 存 在 す る可 能 性 が あ る こ とが 判 明す る 。 また こ の 結 果

S1=0で あ る こ とか らR={1}と な り,定 理3.3よ

りx1の 値 を1に 固定 しな け れ ば な らな い こ とに な る 。そ こ

で,x1=1と し,そ れ 以 外 は変 数 の ま ま で あ る 部 分 解 に 対

応 す る部 分 問 題 を生 成 す る 。 こ の際,x1=1に 固定 す る こ

とに よ り各 制 約 式 の 充 足 度 がd=(d1,d2,d3,d4,d5,d6)t=

(1,1,1,0,0,0)tと な り,β=(1,2,2,3,2,Y)tで あ る か ら,定

理3.4よ りP1中 の 第1制 約 式 が 削 除 可 能 とな る(S9)。

 この 結 果 生 成 され る 部 分 問 題 は,
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min x0

sub.to 3X0 x-23+x4-x5 ≧0,

   3x0  一x3  十x5≧0,

   3x0+x2   +x5-x6≧2,

   3x0一x2 十x4-x6≧0,

 3x0十x2-x4＋X6≧0,

xj∈{0,1},∀j∈{0,2,3,4,5,6}

(16)

と な り,こ の 問 題 をPに 加 え る(S11)。

 次 に,P≠ φで あ る か ら新 しい 部 分 問 題 を1つ 選 択 す る。

こ こ で は 部 分 問 題 と して 選 択 可 能 な もの は1つ で あ る か ら

P2と して(16)式 の 問 題 を 選 択 し, Pか ら この 問 題 を取 り

除 く(S21)。 な お, P1か らP2を 生 成 す る 際 に 制 約 式 を 除去

した の でM2={2,3,4,5,6}で あ る 。

(2)k=2の と き=P2に お い てb2=(b22,b23,b24,b25,b26)=

(0,0,2,0,0)tで:あ る か ら,定 理3.1よ り0一 完備 解 は 実/77

能 解 で は な い こ とに な る。 そ こ でSi,∀2∈Mlを 調 べ る と,

s=(82,33,34,S5,S6)=(2,1,0,1,2)と な り, si≧0,∀2

∈M2で あ る か ら, 定 理3.2よ り この 部 分 問 題 に 実 行 可

能 解 が 存 在 す る 可 能 性 が あ る こ とが 判 明 す る 。 また こ の結

果s9=0で あ る こ と か らR={2,5,6}と な り,定 理

3.3よ りx2とx5の 値 を1, x6の 値 を0に 固定 しな け れ ば

な らな い こ と に な る 。そ こで,こ れ ら の値 を 固 定 し,そ れ

ら以 外 は 変 数 の ま ま で あ る 部 分 解 に対 応 す る 部 分 問 題 を生

成 す る 。 この 際,値 の 固 定 に よ り各 制 約 式 の 充 足 度 がd=

(d2,d3,d4,d5,d6)t;(1,2,3,1,1)tと な り,定 理3.4よ りPp

中 の 第2,3,5制 約 式 が 削 除 可 能 とな る(S9)。 さ らに 削 除 後

の2本 の 制 約 式 にお い て ¢4の 係 数 が と もに1で あ る こ とか

ら,x4=1に 固 定 す る と, d=(d2,d5)t=(2,2)tと な り,

定 理3.5よ り両 方 の 制 約 式 を と も に 除去 で きる 。 この 結 果

生 成 さ れ る部 分 問 題 は,

  mm  xO
(17)  

sub.t0 X0∈{0,1}

とな り,こ れ をPに 加 え る。

 次 に,P≠ φで あ る か ら新 しい 部分 問 題 を1つ 選 択 す る 。

こ こ で は 部 分 問 題 と して 選 択 可 能 な もの は1つ で あ る か ら

P3と し て(17)式 の 問 題 を選 択 し, Pか ら こ の 問 題 を取 り

除 く(S21)。 な お, P2か らP3を 生 成 す る際 に制 約 式 を除 去

した の でM3=φ で あ る。

(3)k=3の と き:Paに お い てM3=φ で あ る か ら,定 理3.1

よ り0一 完 備 解x=(i,1,0,1,1,0)tは 実 行 可 能解 とな る。 し

たが って,(7)式 のQSATは 充 足 可 能 と決 定 され,そ の 際 の

原 子 論 理 式 へ の 真 偽 の 割 り当 て は,(p1,p2,p3,p4,p5,ps)=

(真,真,偽,真,真,偽)と な る 。

 4.数 値 実 験 と 考 察

 <4.1> 実 験 方 法 とテ ス ト問 題   本 論 文 で提 案 す

るIEMBSATの 有 効 性 を検 証 す る た め に ラ ンダ ム βSATと

n-Queen問 題 を 用 い た 数 値 実験 を行 う。

 βSATを 解 く方 法 と して は,現 在 の と こ ろ,

 ●IEMBSATを 用 い る,

 ● βSATをsaTに 変 換 して, IEMSATな ど のSATを

  解 くア ル ゴ リズ ム を 用 い る,

 ・ 一 般 の0-1  計 画 問 題 に 対 す る 陰 的列 挙 法(IEM)を

  馬 い る,

こ とが 考 え ら れ る 。 そ こ で,IEMBSAT., IEMSATな ら び

にIEMの プ ロ グ ラ ム をIRIS Indigo2(主 記 憶:96 MB,85

MIPS)上 でC言 語 を用 い て 開 発 した 。 この 際,探 索 戦 略

は縦型探索 とした。

 ランダムβSATは,

1.あ る リテラルが1つ のβ節 に出 現する確率が等 しい,

 2.同 じβ節 に同一の リテラルは出現しない,

3.同 じβ節 に相補対は出現 しない,

 4.各 β節 の リテラルの数は6と する,

5.各 β第 の次数は{1,2,3}の 値 のいずれかの値で,そ の

  値 は等確率で出現する,

とい う基準で, リテ ラル数(30,50,70の3種 類 〉と節数

(100,150の2種 類)の 組合せに対 して乱数の種 を変えて各

10題 作 成した。このように作成 したランダムβSATは,

IEMBSATな らびにIEMに とって特に有利な形式 とはな

っていないと考えられる。さらに,β 節 を基礎節集合に

変換するアルゴリズムを用いて,す べ ての ランダムβSAT

をSATに 変換 した。この変換で得 られるSATは ラ ンダム

,QSATの 生 成基準の4.と5.か ら変換後各節に3つ 以上の

リテラルが含まれることになるので,IEMSATに とって特

に有利な形式の問題とはなっていないと考えられる。

 そ して,IEMBSATとIEMで ランダムβSATを 解 く場

合と,変 換 して得 られたSATをIEMSATで 解 く場合 を比

較するために,CPU時 間 と実行可能性 を調べた部分問題の

数(繰 り返 し回数と呼ぶ)を 調べる実験 を行 なった。さらに,

変 換 して得 られたSATはIEMBSATで も解 くことができ

るので,同 様の実験 を行った。

 また,SATア ル ゴリズムのベンチマーク問題として用い

られるn-Queen問 題(121に対 して,βSATと して定式化 し

てIEMBSATとIEMで 解 く場合 とSATと して定式化 して

IEMSATで 解 く場合を比較 した。なお, n-Queen問 題のβ

SATお よびSATに よる定式化方法を付録に示す。

 <4.2> 結 果 と考察  表1に,リ テラル数と節数

の各組み合せ(L,C)に 対 し, IEMBSATに よる計算時間が

もっとも長かった問題(上 段)と もっとも短かった問題(中 段)

の実験結果,な らびに10題 の問題 を解いた結果の平均(下

段)を 示す。S/Uの 欄 は上段お よび中段がその問題の充足

可能性(S:充 足可能,U:充 足不能)下 段が10題 中充足可能

であった問題数を示す。IEMBSAT, IEMSATお よびIEM

の欄 において,timeは 問題を解 くために要 したCPU時 間,

iterは 繰 り返 し回数を表す。また, IEMBSATの 欄 のtime'

は変換 して得られたSATをIEMBSATで 解 くために要 し

たCPU時 間, IEMSATの 欄のclsは 問題変換の結果得 られ

たSATの 節数をそれぞれ表す。なお, CPU時 間 の単位は

秒で入出力 を除いた時間であり,小 数点以下第3桁 で四捨
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βSATア ル ゴ リズム

      表1、 ラ ン ダ ムβSATの 実 験 結 果

Table L Computa七Tonal results for randomβSAT problems.

     表2n-Queen問 題 の 実 験 結 果

Tabel 2 Computational results for n-Queen problems.

五入 した値である。また,βSATをSATに 変換した問題

を解 く場合には変換時間は含めていない。IEMBSATで 変

換 したSATを 解いたときの繰 り返 し回数は,探 索の方法が

IEMSATと 同 じため, IEMSATに よる場合と同じである。

 また,n-Queen問 題 を解いた結果 を表2に 示す。 Qお

よびLの 欄はクイーンの数およびリテラルの数,Cの 欄は

節の数,timeお よびiterの 欄 は, CPU時 間お よび繰り返

し回数をそれぞれ表す。CPU時 問の単位は秒で入出力を除

いた時間である。IEMSATの 欄 の 一 は,計 算機のメモリ

ー不足のため問題を解 くことができなかったことを意味す

る。なお,こ れらの問題はすべて充足可能である。

 まず,IEMBSATとIEMSATの 実験結果を比較すると,

1。ラ ンダムβSATをSATへ 変換 した場合の節数の増加

は7倍 程度である,

2.ラ ンダムβSATをIEMBSATで 解 いた場合,変 換 し

た問題をIEMSATで 解 く場合に比べてCPU時 間の平

  均 で2～7倍 程度高速である,

3.変 換 した問題をIEMBSATで 解 く場合はIEMSATで

解 く場合に比べて,CPU時間 の平均で最大4%程 度遅

  くなっている,

4.繰 り返し回数はほぼ等 しい場合が多いが,(L,C)=

  (50,100)の 上段の結果のようにIEMBSATの ほ うが

  IEMSATに 比べて5倍 以上多いことや,逆 に(L,C)=

(70,100)の 上 段の結果のようにIEMSATがIEMBSAT

  に比べて3倍 程度多いことがある,

5.n-Queen問 題 をSATと して定式化 した場合はβSAT

と して定 式化 した場合 に比べ,節 数が極端 に増加

する,

6.計 算時間お よび解 くことが可能な問題のサ イズが両者

で顕著に異なる,

こ とがわかる。

 1.の 節 数の増加は,変 換方法の組合せ的な性質に起因す

るもので,変 換による節の増加は避けられないものである.

なおテス ト問題で7倍 程度の増加であったことは,1つ の

基礎節中の リテラル数が6で,次 数が{1,2,3}を 等確率 と

なるようにしていることから推測で きる妥当な値である。

 また2.の 結 果から,β 節 を基礎節 に変換 して解 くより

はそのままIEMBSATで 解いたほうが計算効率が良 く,変
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換 した問題をIEMBSATで 解 いた場合にも計算効率の極端

な悪化がないことを示す3.の 結果と合せると,IEMBSAT

はβ節 の次数によらず有効な方法と考えられる。

 4.の 繰 り返し回数に関する結果は,組 合せ問題に特有の

現象 と考えられるが,IEMBSATの 繰 り返し回数がIEM-

SATに 比 べて多 くても,扱 う節の数が少なくて済むため

にCPU時 間で比べると速 くなっている場合が多 く,逆

にIEMSATの 繰 り返 し回数が多いときには,(L,C)=

(70,10G)の 上段の結果のように15倍 のCPU時 間 を要する

ことがあ り,β 節 を扱 うにはIEMBSATが 有利であると考

えられる。

 5.と6,の 結果から,n-Queen問 題 をSATと して定式化

して解 くよりも,節 の数の増加が抑 えられる,β SATと して

定式化してIEMBSATで 解 いたほ うがよいことが明らかで

ある。なお,n=200の 場合がn=100や300の 場合に比べ

て繰 り返 し回数が極端に増加 しCPU時 間が長 くなってい

ることは,実 行可能解 を1つ 見つけた時点で計算を打ち切

るために生 じる現象 と考えられる。

 また,IEMBSATとIEMの 実験結果を比較すると,

 1.ラ ンダムβSATの 場合の繰 り返 し回数はほぼ等 しい

が,n-Queen問 題では極端に異なる場合がある,

 2.ラ ンダムβSATの 場合,す べての問題をIEMBSATが

高速に解いてお り,CPU時 問 の平均で1.5～2.5倍 高速

である,

 3.n-Queen問 題の場合,す べてのサイズをIEMBSATが

高速に解いており,問 題のサイズが大 きくなるとその

差が顕著になる,

ことがわかる。

 1.の 繰 り返 し回数については,IEMBSATで 行 なう制約

式の除去のために,IEMBSATとIEMに おける変数の選

択に違いが生 じ,こ のため繰 り返 し回数が異なることにな

る。

 また2.のCPU時 問 については,本 実験で用いたランダ

ムβSATで は,問 題のサイズがそれほど大きくないために

2倍 前後の比となっているが,3.の 結果と合わせると,問 題

のサ イズが大 きくなるとIEMBSATの 有効性が顕著に現れ

ると考えられる。

 以上の実験結果 と考察から,本 論文で提案するIEMB-

SATは,βSATを 解 く方法としてかな り有効な方法であ

ると考えられる。

 5.む す び

 本論文では,

 1.β 節 と基礎節の関係の検討,

2.βSATを0-1整 数計画問題へ定式化する方法の考案,

3.2.の 定 式化に基づき,6SATを 解 くアルゴリズムIEM

BSATの 開発,

を行った。本論文で提案 したIEMBSATは, SATに 対する

IEMSATを βSATに 適用できるようにしたものである。

 そ して,数 値実験を行った結果,

 ●βSATと して定式化 される問題 は, SATに 変換 して

IEMSATで 解 くよりもIEMBSATで 解 くほうがよい

こと,

 .TEMBSATとIEMを 比較すると,問 題のサイズによら

ずIEMBSATは βSATを 高速 に解いてお り,特 に問題

のサイズが大 きくなるとIEMBSATで 解 くほうが顕著

  に有利であること,

が明かとなり,本 論文で提案 したIEMBSATの 有効性が検

証された。

 (平成5年8月24日 受付,平 成6年4月12日 再:受付)
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            付 録

定理2・1の 証明 β 節1、V…Vln(β)が 充足

可能とする。するとこのβ節 において少なくともβ個の リ

テラルが真であることになる。一方,MCP -1個 の各基礎節

は,そ れぞれnの η個の リテラルか らβ-1個 の リテラル

を取 り除いて作 られている。したがって ,各 基礎節には少

なくとも1個 の真の リテラルが存在することになる。よっ

て,変 換アルゴリズムによって生成 されるπCβ-1個の基礎

節はすべて充足可能である。

逆に変換アルゴリズムによって生成されるCβ -1個 の基

礎節がすべて充足可能とする。すると各基礎節に少な くと

も1つ は真 となるリテラルが存在することになる。そこで
,

Cβ-1個 の基礎節からある節 を一つ取 りだ し,そ の節で真
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とな っ て い る リ テ ラ ル をl1と す る。 次 にl1を 含 ま な い 基礎

節(n-1Cβ 一2個 存 在 す る)を 考 え,そ こ か らあ る節 を 一 つ

取 りだ し,そ の 節 で真 と な っ て い る リテ ラ ル をl2と す る 。

そ して,l1とl2を 含 ま な い 基 礎 節(n-2Cβ-3個 存 在す る)を

考 え る 。 こ の よ う な手 続 き をβ 一1回 繰 り返 す と,真 とな

って い る リテ ラ ル ら …El'β一、と,リ テ ラ ル ら …,g'β-1を 含

ま な い 基 礎 節 が 得 られ る こ と に な る 。 こ こで, リ テ ラ ル

4,…,IQ_1を 含 ま な い 節 は, 一P-1Cβ-β=1個 とな る 。 こ

の基礎節 も充足可能であるから・リテラルl'r,…,lβ-1以 外

の π一β+1個 の リテラルのうち少なくとも1つ は真でな

ければならない。したがって,πCβ-1個 の基礎節がすべて

充足可能とすると,少 な くともβ個のリテラルが真となっ

ていることになり,β 節 は充足可能となる(証 明終)。

 定理3,1の 証 明  部分問題息 の制約条件は(8)式 の通

りで,xkの0一 完備解に対 し,βX0+Σj6N-Jjaj=βx0≧

0,∀2∈Mk,で あ る.し たがって, bA≦0,∀i∈Mkで あれ

ばすべての制約式 を満足する。つまり,xkの0一 完備解は

恥=0と なる 敬の実行可能解 となる。またMk=φ の と

きは,制 約式は存在 しないので自明である(証 明終)。

 定理3.2の 証明  xkの 完備解の中に実行可能解xkが

存在するとする。すると,元 問題(5)式 の制約条件は,

(18)

と な る.こ こ で,x0=0と す る と,Si＜0な る制 約 式 に

頬 して,

(19)

となり,が が実行可能解であることと矛盾する(証 明終)。

 定理3.3の 証 明  xkに 対 して,元 問題(5)式 の制約

条件は,

(20)

と な る 。 した が っ て, が が 実 行 可 能解 で あ る た め に は,

｢zhxh-max(0,aih)≧0と な る必 要 が あ る 。 よって, aih=

1な ら ばxkh=1,aih=一1な らばxkh=0,で な くて は な ら

な い(証 明 終)。

 系3.1の 証 明   定 理3.3よ り 自明 で あ る(証 明 終)。

 定 理3。4の証 明  部 分 問 題 珠 の 制 約 式 は,一 般 に,

(21)

と い う形 式 とな って い る。.こ こで,Na+お よ びNkiは 係 数

が そ れ ぞ れ1お よ び一1で あ る 自 由 変 数 の 添 え 字 集 合 で あ

る 。 まず,係 数 が1の 自由 変 数(添 え 字 を4と す る)の 値 を

1に 固 定 す る 場 合 を考 え る と,充 足 度 の 定義(9)式 よ り,固

定 後 の 鋼 約 式 の 充 足 度 は1増 加 す る 。仮 定 よ り固 定 後 そ の

制 約 式 の 充 足 度 と基礎 節 の 次 数 は等 し くな る こ とか ら(21)

式 の 右 辺 は1司N仁iで あ る。 一 方,固 定 後 の(21)式 の

左 辺 は,・ 。=0,xj=0(∀j∈Nt+{q}),xq,=1xj=

1(∀j"i 一),の と き最 小 値1-〓 と な り, こ の 値 は

右 辺 と一 致 す る。 また,係 数 が 一1の 自由 変 数(添 え 字 を4

とす る)の 値 を0に 固定 す る場 合 を 考 え る と,同 様 に 充 足

度 は1増 加 す る こ とに な る。 し た が って,(21)式 の右 辺

は1一〓 で あ る 。一 方(21)式 の 左 辺 は,x0=0,xj=

0(dj∈〓),xq=0,Xj=1(∀.7 Nk一{q}),の と き最 小

値〓 と な り,こ の 値 は右 辺 と一 致

す る 。

 以 上 よ り,値 の 固 定 後 そ の 制 約 式 は 他 の 自 由変 数 の 値 に

よ らず 常 に 成 り立 つ こ と に な り,新 しい 部 分 問 題 に お い て

取 り除 くこ とが で き る(証 明終)。

 定 理3.5の 証 明  (14)式 が 成 り立 つ場 合,自 由変 数xq

を 含 むす べ ての 制 約 式 で そ の 係 数 は1で あ る 。 した が って,

24を 含 む す べ て の制 約 式 の 充 足 度 は,xqの 値 を1に 固 定 す

る こ とで 一 様 に1増 加 させ る こ とが で き る。 同様 に(15)式

が 成 り立 つ 場 合,自 由変 数xqを 含 む すべ て の 制 約 式 で そ の

係 数 は 一1で あ る。した が って,Xqを 含 む す べ て の制 約 式 の

充 足 度 は,29の 値 を0に 固 定 す る こ と で一 様 に1増 加 させ

る こ とが で き る。 そ して 固定 後 の 充 足 度 が 基 礎 節 の 次 数 と

等 しけ れ ば,定 理3.4の 証 明 で 示 した 通 り,そ の 制 約 式 は

新 しい 部 分 問 題 に お い て 取 り除 くこ とが で き る.(証 明 終)。

 n一Quee"問 題 の 定 式 化n-Queen問 題 は, n × nの

正 方 マ ス 目上 に 篇個 の ク イ ー ン をお 互 い に取 合 わ な い よ う

に 配 置 す る問 題 で あ る 。SATお よ びβSATに よ る問 題 の

定 式 化 で は,ク イー ン を置 く と き真,置 か な い と き偽 とす

る,nz個 の マ ス 目に対 応 した 原 子 論 理 式 を用 い る 。

 (1)SATと して の定 式 化 二条 件

1.各 行 に少 な くと も1個 の ク イ ー ン を 置 く,

2,ど の2つ の ク イー ン も,同 じ行,同 じ列,対 角 位 置 に は

置 か ない,

を基 礎 節 と して 表 す 。例 え ば,4-queen問 題 に お い て 第1

行 の 原子 論 理 式 がPu,P12,P13,p14の と き,条 件 の1.は 基 礎

節p11Vp12Vp13Vpl4と して 表 す こ とが で きる 。 また,2.

の 同 じ行 に 関 す る 条 件 は,rp11Vrp12, ｢p11Vrp13, rp11V

rp14, rp12V｢p13,rp12V｢p14, rp13V｢p14の6つ の 基 礎 節

と して 表 さ れ る 。 同 様 の 定 式 化 を,他 の 行,列 お よ び対 角

位 置 につ い て 行 い,4-queen問 題 をSATと し て 表 現 す る 。

 (2)QSATと して の定 式 化:条 件

1,各 行 と各 列 に ち ょ うど1個 の ク イ ー ン を置 く,

2.対 角 位 置 に 高 々1個 の ク イ ー ン を置 く,

をβ 節 と し て表 す 。 こ れ らの 条 件 は,<2.1>節 で 示 した よ

うにβ 節 と して表 す こ とが で き る。
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