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１．はじめに

２部グラフは Königの定理が成立する理論的
に美しく重要なクラスであり，メカニズムデザ

インで中心となるTop-Trading-Cycles（TTC）

や Gale-Shapley 等のマッチングのアルゴリズ

ムもこのクラスで考えられている。

本稿では，難解な問題が２部グラフに対する

重要な定理を適用することにより鮮やかに解け

る例を紹介する。

２．問題

次の問題を考える。

問題０ トランプ５２枚をシャッフルして４枚

ずつ１３組に分ける。それぞれの組から１枚ず

つ上手く選べば１～１３のカードが揃うかどうか

を考えよ。

この問題は実は筆者の学部向け講義でこの何年

間か扱っている問題の１つだが，何のヒントも

なく出されると面喰う難易度であり，殆どの人

は途中で投げ出してしまうに違いない（と思

う）。

より一般的には，

問題 種の各財から 個ずつ ･ 個の財を

シャッフルして 個ずつ 組に分ける。それぞ

れの組から１個ずつ上手く選べば 種の財が

揃うかどうかを考えよ。

という問題を考えたい。

３．存在証明

２節の問題は， 組の１つずつを頂点とする

１つの集合 ，財の種類毎に頂点とする 頂

点の別の集合 で互いの集合で対応する頂点を

辺で繋ぐことに依り，多重辺を許す２部グラフ

の完全マッチング（全ての頂点に辺が接続す

る）が存在するか否かという問題と考えること

ができる。

１９３５年に Philip Hall は次の定理（Hall の結

婚定理とも言われる）を証明した，

Hallの定理［３］ ２部グラフ

（多重辺も可）に関して， の任意の部分

集合 に対して， の近傍 に接続す

る の部分集合）が，

を満たすことと， をカバーするマッチングが

存在することは同値である。 □

次の系の結果も知られている（［２］Corollary２．

１．３）。

系Ｈ 正則（どの頂点の次数も , １；多重

辺可）な２部グラフ は完全

マッチングを持つ。 □

以上の準備の下で問題０は簡単に解ける。

解答 題意は４正則な２部グラフで表現できる
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から，系Hから完全マッチングを持つ。よっ

て１～１３のカードは揃う。

より一般的には，

定理１ 問題でそれぞれの組から１個ずつ上手

く選べば 種の財が揃う。更にこの操作を財が

なくなる迄 回連続することができる。

［証明］ 問題は 正則な２部グラフで表現で

きるから，系Hから完全マッチングを持つ。

よって 種の財が揃う。 種の財を選んだ後は

－１正則な２部グラフで表現できるから，系

Hから完全マッチングを持つ。数学的帰納法で

題意は従う。 □

定理２ 問題で任意の組の任意の財を含む 種

の財の選び方が存在する。

［証明］ 定理１から 回連続する選び方が存

在する。その中で任意の組の任意の財を含む選

び方でいい。 □

問題０に定理２を適用すれば，

「（例えば）スペードの Aを含む選び方が必ず

存在する」

となるが，多くの人の直感と異なる結果と思え

る。

４．解法

３節で問題の解の存在は証明された。しかし

ながら，その解をどうやって計算するかをこの

節では考えたい。

４．１ ネットワーク算法

３節で解の存在を証明した枠組の延長とし

て， の左に入口 , の右に出口 を加え，

から の全ての頂点， の全ての頂点から を

有向辺， と の間の辺も全て から への有

向辺とする（対応するフローネットワークを考

える）。結果のグラフを， とす

る。

全ての有向辺の容量を１と考えることに依

り，完全マッチングを から への最大フロー

を求める問題と考えることが出来る。依って次

の定理が成立する。

定理３ 正則な２部グラフの完全マッチング

は対応するフローネットワークの最大フローを

Ford-Fulkerson 法で求めることにより求ま

る。その時，計算量は に

なる。

［証明］ ２部グラフでは各辺の容量が１とな

るので，Ford-Fulkerson 法では最大フローも

各有向辺のフローも整数値を取る［１，Theorem

２６．１０Integrality Theorem（整数性定理）］。こ

の時，計算時間は［１，Corollary２６．１１後］から

で求まる。 □

４．２ 最適化

ネットワーク算法は専門家以外には馴染みが

ない事が多く実行しにくいと思えるので別の解

法を考える。

自然に思い付くのが， の頂点 と隣接した

の 頂 点 を 繋 ぐ 辺 の フ ロ ー を

として，次の様な輸送問題を

考える方法であろう。

頂点 と隣接した頂点集合 に対して，行

列 を，

で定義することにより，

輸送問題 I

maximize

subject to
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と定式化される。

は の部分だけ考えればよく， 変

数（数字の重複は別変数にする）しか考えなく

てよい。

問題は３節で解が有る事が分っているので，定

式化した輸送問題 I は０－１計画問題で実行可

能であり，問題０程度では５２変数の問題であ

るから形式的に整数計画のプログラムを使えば

取り敢えず比較的高速に解くことができる問題

である。

しかしながら，整数計画はプログラムを容易

に利用しにくいことや，計算複雑度がNP困難

であることから が大きい時に解くことが困難

になることが予想される。

ところで，制約の係数行列は二重確率行列

（doubly stochastic matrix）であることを考える

と ， Birkhoff（１９４６）と John von Neumann

（１９５３）が独立に発見した次の定理が成立する。

Birkhoff の定理［５］ 二重確率行列は置換行

列の凸結合で表せる。 □

この定理の考え方から，輸送問題の０‐１制約を

連続変数に緩和した次の線形計画（Linear Pro-

gramming; LP）問題

輸送問題 L

maximize

subject to

との関係を考えることが出来る。

このままでは問題０では

等も解になってしまうので，線形計画の解法を

制限する。

定理４ 正則な２部グラフの完全マッチング

は輸送問題 Lを Simplex 法で解くことにより

得られる。

［証明］ 輸送問題 I に於いて，

で，行列 の要素の部分集合からなる置換行

列の１に対応する要素を１，他を０にすると，

置換行列 に実行可能解 が対応する。全て

の可能な置換行列 で全

ての実行可能解 を表せる。

実行可能解 の凸結合は，

となるが，Birkhoff の定理に依り，輸送問題 L

の全ての制約領域を表せられる。よって

は輸送問題 Lの全ての実行可能基

底解になる。

ところで Simplex 法の解は実行可能基底解

になる［４，Theorem１３．４］ので，輸送問題 I

の解は輸送問題 Lを Simplex 法で解くことに

より得られる。 □

定理４から問題は Simplex 法で解けるので，

手軽に一般に高速に解くことができる。

例． 問題０（ ＝１３， ＝４）を実際にトラン

プをシャッフルして得た表１のデータで試す。

第１組を

等で表し（第６組も４変数を使う），

等と付け替えて５２変

数，２６制約の問題になる。
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第１組 ♣７ ♢Ｋ ♣Ｊ ♢Ｑ
第２組 ♣８ ♣９ ♣６ ♠Ｑ
第３組 ♢７ ♢８ ♢９ ♣５
第４組 ♠Ｊ ♡９ ♠Ｋ ♢３
第５組 ♡８ ♠Ａ ♢６ ♠２
第６組 ♡Ｑ ♣３ ♢５ ♠５
第７組 ♡Ａ ♣２ ♠６ ♠７
第８組 ♣Ｋ ♡４ ♡５ ♣Ｑ
第９組 ♣４ ♠１０ ♡６ ♡７
第１０組 ♡Ｋ ♡２ ♡３ ♢Ａ
第１１組 ♡１０ ♢２ ♡Ｊ ♠８
第１２組 ♠４ ♣１０ ♣Ａ ♠３
第１３組 ♢１０ ♠９ ♢Ｊ ♢４

表１ 実験データ

PC上で Simplex 法で解くと，二段階法で

フェーズ１のピボット演算を５４回繰り返し

て，それぞれの組から

（♢Ｋ，♣９，♢８，♠Ｊ，♠２，♡Ｑ，
♠６，♡５，♡７，♡３，♡１０，♣Ａ，♢４）

を選ぶ解を得た。

この解をそれぞれの組から除外して３９変数，

２６制約の問題を解くと，フェーズ１のピボッ

ト演算を３２回繰り返して，それぞれの組から

（♣Ｊ，♣８，♢７，♢３，♢６，［♠５］，
♡Ａ，♣Ｑ，♠１０，♡Ｋ，♢２，♠４，♠９）

を選ぶ解を得た。

更にそれぞれの組からこの解も除外して２６変

数，２６制約の問題を解くと，フェーズ１のピ

ボット演算を２８回繰り返して，それぞれの組

から

（♣７，♠Ｑ，♢９，♠Ｋ，♡８，［♢５］，
♣２，♡４，♡６，♢Ａ，♡Ｊ，♠３，♢１０）

を選ぶ解を得た（［・］は第２解，第３解で

可変）。

残りの

（♢Ｑ，♣６，♣５，♡９，♠Ａ，♣３，
♠７，♣Ｋ，♣４，♡２，♠８，♣１０，♢Ｊ）

も解になる。

この例に対しては Simplex 法は高速な解法に

なっている。

５．おわりに

本稿の様な２部グラフの構造を持つ問題で

は，Hall の定理を応用することにより，定理２

の様に必ずしも直感と一致しない結果を得られ

た。しかも解はFord-Fulkerson 法や Simplex

法で高速に解くことができる。

一般の最大フロー問題（各辺の容量が全部整

数）では，Ford-Fulkerson 系列の方法を用い

る と 整 数 性 定 理 に 依 り，す べ て の

の値や最大フローが整

数値の解を得られる。

一般の整数変数の輸送問題（目的関数の変数

の係数や制約式の右辺が１とは限らない整数）

ではBirkhoff の定理の考え方を使えないので

普通は LPでは解けない。
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