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モデル縮約法の電磁界解析への応用に関する研究∗

佐藤　佑樹

概要

近年, 電気システムに用いられているインダクタや変圧器, モータ等の開発・設計の過
程では, 数値シミュレータによる電磁界解析が行われている. これらの電磁界解析では, 電
磁機器の特性・性能を容易に概算できるため, 電磁機器の設計・開発の過程では非常に有
効な手段である. その一方で, 従来のこれらの機器の設計・開発の過程では 2 次元におけ
る電磁界解析で近似的に特性・性能評価が行われてきた. さらなる高効率, 省エネルギー
な電磁機器の開発・設計のために, 電磁機器の 3 次元構造を考慮した 3 次元電磁界解析の
要請が高まっている. 　境界要素法や FDTD 法等の様々な 3 次元電磁界解析手法が提案
されているが, 現在では有限要素法が広く用いられてる. 有限要素法は他の手法に比べて,

要素形状を四面体, 六面体, 三角柱と選択可能で表現能力に非常に優れている. また, 非線
形問題に対しても他手法と比較して非常に有効な手法である. しかし,2 次元有限要素解析
と比べて，3 次元問題のような大規模問題となればなるほど, 計算時間が長大となってし
まう.

そこで，3 次元有限要素解析の高速化を目的として, 力学, 流体解析分野等で用いられて
いるモデル縮約法 (MOR:Model Order Reduction) に着目した. モデル縮約法では, 有限
要素方程式の数十万から数千万次元の解ベクトルを少数の基底ベクトルではられた部分空
間に射影し, その空間において解を近似的に求める手法である. モデル縮約法は, 近年電磁
界解析の分野でも盛んに研究されている. しかし, 解の精度はその部分空間を生成する基
底ベクトルの本数やその生成法に依存してしまう. また, 線形問題には非常に有効な手段
だが, 非線形問題では解の精度が大幅に劣化してしまう. 上記の問題を解決するために, 部
分領域モデル縮約法とDiscrete Emprical Interpolation 法を併用した手法を提案した. こ
の手法を用いることで非線形問題の解の精度を維持しながら計算時間も従来のモデル縮約
法とほぼ同程度の解析時間で実行できることを示した.

電気システム全体の特性評価を行う場合, 解析時間の観点からパワーエレクトロニクス
回路内の電磁機器は等価回路で表現される. しかし, 従来のこれらの等価回路は，(a) 周波
数特性を評価できない，(b) 初期磁化やヒステリシス特性を評価できない，(c) 渦電流損
やヒステリシス損を評価できないといった欠点を有している. これらの問題点を解決する
ために，3 次元有限要素モデルによる電磁機器の等価回路生成手法を提案した. この手法
では, まず有限要素モデルをモデル縮約法を用いて電磁機器のアドミタンス関数を周波数
の陽な有理関数にしている. 有理関数算出後, この有理関数を満たすような等価回路を生
成する. このとき, 物理的な意味を有している Cauer 型の等価回路とすることで, 非線形

∗北海道大学大学院情報科学研究科システム情報科学専攻 博士論文, SSI-DT79145043, 2017年
3月 23日.
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特性を評価することが可能となる. 本手法をDC-DC コンバータ内のインダクタや誘導加
熱装置等に適用し, 通常の 3 次元有限要素解析と同精度の解析を行えることを示した.

また, 電磁機器は，損失低減や高効率化のためにモータやインダクタ，変圧器等にはLitz

線や電磁鋼板，圧粉磁心等が用いられており，3 次元的に非常に微細な構造をしている．
これらの 3 次元的に微細な構造を持つ機器の特性同定は非常に重要となるが，これらを用
いている電磁機器はマルチスケール性の大きい問題となってしまうため, これらの機器の
3 次元有限要素解析の計算時間は長大となってしまう. これらの特性同定のためには, 均
質化が非常に有効な手段となる. そこで, マルチターンコイルと圧粉磁心の特性評価同定
のための均質化手法を提案した. この手法では任意形状における表皮効果や近接効果を考
慮した透磁率をあらかじめ解析的, 数値的に求めておき, その透磁率を Ollendorff の式に
代入することで巨視的な透磁率を算出する. 任意形状のこの巨視的な透磁率を求める際に
本手法では, モデル縮約法を用いている. この巨視的な透磁率を用いて, 有限要素解析を行
うことで従来の有限要素解析と比較して, 大幅にメッシュ数を削減することができ, 従来の
有限要素解析とほぼ同精度の解析が行うことができる. 本手法の妥当性を示すために,200

本の円形, 楕円形, 四角形型の断面を持つマルチターンコイルの巨視的な透磁率を算出し,

有限要素解析に適用した. 周波数, 時間領域ともに従来の有限要素解析と同等の結果を計
算時間を大幅に短縮し, 得ることができた. また, 圧粉磁心の特性同定のために, 圧粉磁心
を用いているインダクタの時間領域解析を行った. 本解析では, 巨視的な透磁率の Cauer

型の等価回路を各要素に振り分けることにより, 圧粉磁心を用いたインダクタの時間領域
解析を実現した. 本手法では, 非線形性を有している圧粉磁心にも適用可能で, 本論文では
圧粉磁心が非線形性を有していない場合と有している場合で比較を行い, 本手法の有効性
を示した.

キーワード: モデル縮約法，有限要素法，等価回路生成，均質化手法
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Study on Application of Model Order Reduction to

Electromagnetic Field Analysis†

Yuki Sato

Abstract

Recently, finite element mathod(FEM) has been widely used for development and

designing of electromagnetic devices. In FEM, it is easy to model complicated shape

because FEM can use various elements such as tetrahedral and hexahedral meshes.

However, 3-D analysis has heavy computational burden because 3-D FE analysis has

many degree of freedoms(DoFs) which is much larger than that of 2-D FE analysis.

To accelerate the 3-D FEM, we focus on model order reduction(MOR). In MOR,

the original vector can be projected onto the subspace spanned by some basis vectors

obtained by proncipal component analysis, Krylov subspace method and so on. Be-

cause MOR can reduce the number of DoF using the basis vector, we can reduce the

computational time to analyze the electromagnetic fields.

In this paper, we present new methods to

• accelerate the nonlinear electromagnetic FE analysis using MOR

• synthesize the equivalent circuit using FEM and MOR.

• effectively analyze the multi-scale problems using FEM, homogenization and MOR.

The effectiviness is shown by applying these present methods using MOR to the these

above problems.

Keywords: Model order reduction, finite element method, synthesis of equivalent-

circuit, homogenization method

†Doctoral Thesis, Division of Systems Science and Informatics, Graduate School of Informa-
tion Science and Technology, Hokkaido University, SSI-DT79145043, March 23, 2017.
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第1章 序論

　本章ではまずはじめに本研究の研究背景を述べる．続いて研究目的について述べ，最後
に本論文の構成について述べる．

1.1 研究背景

計算機の性能向上により，リアクトルやモータなどの電磁機器の電磁界解析が広く行わ
れるようになってきた．しかし，電磁機器の 3次元の有限要素解析は未知数が膨大であり，
計算時間が長大となるため，電磁機器の設計，開発等に 3次元有限要素解析を使用するこ
とが難しい．また，電磁機器の制御系や駆動系の設計においては依然として計算負荷の小
さい等価回路や磁気回路法が用いられている [1]-[2]．これらの手法は電磁機器と制御系や
駆動系との連成解析は可能であるが，解析精度には限界がある．このため，さらに高品質
な電磁機器の設計，開発を行うためには，電磁機器の 3次元有限要素解析と制御系，駆動
系との連成解析の高速化が強く望まれる．
また，電磁機器の設計において，有限要素モデルに基づく構造や形状，材質等の最適化

の有効性が確認されている [3]-[10]．電磁機器の最適化計算では，遺伝的アルゴリズムのよ
うな多数点同時探索法を用いることが有効である．この手法は多数の個体に対して有限要
素解析を行う必要がある．しかし，3次元の有限要素解析には膨大な時間が必要となるた
め，3次元の形状最適化はほとんど実用化されていない．そのため，2次元の有限要素モ
デルを代用することがほとんどであった．しかし，2次元モデルでは，解析時間は短いが
解析精度が悪いという問題点がある．これらの理由より，電磁機器の様々な要求を満たす
ような最適化設計や形状最適化を行うためには，3次元有限要素解析の高速化が強く望ま
れている．
この 3次元有限要素解析の計算時間を短くする手法の一つとして，モデル縮約法 (Model

Order Reduction:MOR)と呼ばれる手法が提案されている [11]-[24]．モデル縮約法は，基
底変換により，元問題の未知数を大幅に減らす手法である．このモデル縮約法と呼ばれる
手法は，大きく 2つの種類に分けられる．一つは，元問題のシステム行列の次元数を直接
縮約する手法である [12]-[16]．この手法では，Pade via Lanczos(PVL)[12][13]や Passive

Reduced Interconnect Macromodeling Algorithm(PRIMA)[14]と呼ばれる手法を用いて，
正規直交基底を作成し，システムの伝達関数の次元数を小さくする．これらの手法は，線
形システムにおける伝達関数の有理関数を高速に求める手法で，電磁波問題や伝送線路等
の高周波の解析において有効性が確認されている [15][16]．しかし，これらの手法は原理
的に非線形問題に適用することが難しいといった欠点がある．
一方で，固有直交分解法と呼ばれる電磁界の分布のスナップショットから正規直交基底

を作成することにより，元問題の未知数を縮約する手法が提案されている [17]-[24]．この
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図 1.1: スナップショット法を用いたモデル縮約法

手法は時間や周波数の変化による電磁界分布をスナップショットすることで，様々な問題に
適用することができる．また，本手法は原理的に非線形問題に適用することが可能である．
図 1.1に固有直交分解法を用いたモデル縮約法の概略図を示す．まず，固有直交分解法に
よるモデル縮約法は，時間や周波数，形状の変化による電磁界分布をスナップショットす
る．そのスナップショットした解から主要な基底を主成分分析を用いて作成する．この作
成した新たな基底をを用いて，元問題の未知数を新たな基底を持つ空間へと写像する．こ
れにより，その縮約された未知数を元問題に代入することにより，元問題の方程式も小さ
くなり，高速に元問題を解くことができる．これにより，非線形準静磁場問題 [20][21]，準
静電場問題 [19]，最適化問題 [22]，高周波問題 [18][22]等，様々な問題に適用されている．

1.2 研究目的

本研究の目的は，電磁機器の設計・開発をより高効率に行うための数理モデルの構築で
ある．本研究では，この数理モデルを開発するために，電磁界有限要素法とモデル縮約法
を用いて行っている．近年では，非常にモデル縮約法の研究が電磁場解析の分野でも盛ん
に研究が行われているが，適用されている分野はごく一部である．そこで，著者らは，以
下の 3つ問題に対して，モデル縮約法を用いて従来よりもより高効率な数理モデルの構築
を行った．

• 非線形渦電流場における非定常解析の高速化

• 電磁機器の等価回路生成における研究

• マルチスケール問題のための均質化手法の開発

1.2.1 モデル縮約法を用いた過度解析の高速化

非線形特性と渦電流を考慮した非定常電磁界解析を行う場合，以下のような 3重ループ
の計算過程を踏まなければならない．

• 反復法による連立方程式の反復
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第 1章 序論 1.2. 研究目的

• 非線形反復解法の非線形反復

• 過度解析の反復

この 3重ループのため，時間領域の電磁界解析は周波数領域の電磁界解析と比べて非常に
計算時間が膨大となるといった問題点がある．この問題点を解決するために，非線形非定
常解析のためのモデル縮約法は提案されているが，様々な欠点が持っている．そこで，我々
はこの問題点を解決するために，新たなモデル縮約法を提案した．本研究では，従来の非
線形準静磁場非定常解析のために開発された他 2手法と比較を行い，本手法の有効性を明
らかにしている．

1.2.2 電磁機器の等価回路生成における研究

インダクタやリアクトル，変圧器等の電磁機器の通常，外部回路と連成している．その
ため，システム全体の系として解析を行う際には，これらの電磁機器は等価回路として表
現される．しかし，従来の等価回路は以下の 3点を考慮できていない．

1. 広い周波数帯における特性評価

2. 磁性コアの非線形特性の考慮 (初期磁化曲線，ヒステリシス特性)

3. ヒステリシス損失，渦電流損失の評価

本研究では，この 3点を考慮するために，有限要素モデルから等価回路を生成する手法を
提案した．本手法の有効性を示すため，電磁鋼板モデル，インダクタモデル，誘導加熱装
置に本手法を適用した．また，本手法と有限要素解析との比較を行い，本手法の有効性を
示している．

1.2.3 マルチスケール問題のための均質化手法の開発

マルチターンコイルや Litz線，圧粉磁心や電磁鋼板等の非常に微細な構造を持った電
気電子機器が電気，電磁システムには用いられている．しかし，これらの機器を解析を行
う際，これらの微細な素線や材料は近似的な物理定数が用いられ，これらの特性を詳細に
評価できていない．その一方で，駆動周波数の上昇により，これらの微細な構造が電磁機
器，素子に影響を与えるようになってきている．本研究では，これらの特性・影響を評価
するための均質化手法を提案する．主に以下の点に関して着目し，研究を行った．

1. マルチターンコイル

(a) 角型，楕円型のような任意断面形状おける均質化手法の開発

(b) 時間領域均質化手法の開発

2. 圧粉磁心

(a) 圧粉磁心の非線形特性を考慮した時間領域均質化手法の開発
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1.3 本論文の構成

以下に，本論文の内容を各章ごとに概説する．

第 1章　序論　
　本研究の背景について述べる．次に，本研究の目的について述べる．最後に本論文の構
成について述べる．

第 2章　有限要素法　
　有限要素法の概要を述べる．また，本研究で扱う六面体，四面体要素，静磁場，準静磁
場，高周波における有限要素法の定式化について述べる．

第 3章　モデル縮約法
　本研究で用いているPadé Approximation via the Lanczos Processesと固有直交分解法
に関して述べる．

第 4章　非線形渦電流場の時間領域有限要素解析　
　非線形渦電流場の従来よりもより効率的な手法を提案し，その有効性を示す．

第 5章　 電磁機器の等価回路生成法　
　モデル縮約法を用いて電磁機器の等価回路生成手法を提案する．インダクタ，誘導加熱
装置に実際に適用し，本手法の有効性を示す．

第 6章　均質化手法を用いたマルチスケール問題の有限要素解析　
　マルチターンコイル，圧粉磁心コアの特性評価のための均質化手法を提案する．

第 7章　結論　
　本論文の総括を行う．
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第2章 有限要素法

　有限要素法 (FEM:Finite Element Method)[25]-[29]とは，解析的に解くことが困難な微
分方程式について，その近似解を数値計算により得る手法の一つである．有限要素法では，
まず解析領域全体を要素と呼ばれる小領域に分割する．そして，要素に含まれる節点や辺
上に定義される物理量を簡単な式で近似し，連立方程式を作成する．最後にその連立方程
式を解くことにより，解析領域内のポテンシャル分布を求めることができる．有限要素法
は要素に六面体や四面体等のさまざまな形の要素を用いることができ，複雑な形状を持っ
た解析対象においても分割可能となる．また，解析対象の形状や境界条件が大きく異なっ
ていても同様に計算を行うことができるため，汎用的なプログラムを作成できる利点もあ
る．これらの利点から，有限要素法は構造力学や流体力学，熱力学などの様々な分野で応
用されている．

2.1 Maxwell方程式

本節では，静磁場，準静磁場，高周波有限要素方程式の導出のために必要となるMaxwell

方程式について述べる．Maxwell方程式は以下の 4式で与えられる．

rotE = −∂B

∂t
(2.1a)

rotH = J (2.1b)

divD = ρ　 (2.1c)

divB = 0 (2.1d)

ここで，E,H,D,B,J , ρはそれぞれ，電界，磁界，電束密度，磁束密度，電流密度，電
荷密度である．これら 4式は，上からファラデーの法則，アンペールの法則，電束密度に
関するガウスの法則，磁束密度に関するガウスの法則と呼ばれる．また，アンペールの法
則の右辺の電流密度は 3つの項に分けることができる．

J = Jc + Jd + J0 (2.2a)

ここで，Jc,Jd,J0は，それぞれ伝導電流，変位電流，強制電流密度と呼ばれる．また，伝
導電流，変位電流は，以下のように書き換えることができる．

Jc = σE (2.3)

Jd =
∂D

∂t
(2.4)
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ここで，σは導電率である．(2.2a)，(2.3)，(2.4)式を (2.1b)式に代入すると，以下の式を
得ることができる．

rotH = Jc + Jd + J0

= σE +
∂D

∂t
+ J0 (2.5)

これより，Maxwell方程式をまとめると，以下の 4式となる．

rotE = −∂B

∂t
(2.1a)

rotH = σE +
∂D

∂t
+ J0 (2.5)

divD = ρ (2.1c)

divB = 0 (2.1d)

2.2 支配方程式

本節では，静磁場，時間領域・周波数領域における準静磁場，高周波における支配方程
式の導出方法について述べる．

2.2.1 静磁場における支配方程式

静磁場における，支配的なMaxwell方程式は以下の 2式となる．

rotH = σE +
∂D

∂t
+ J0 (2.5)

divB = 0 (2.1d)

静磁場において，伝導電流項，変位電流項は無視することができるので，(2.5)式は以下
の式となる．

rotH = J0 (2.6)

ここで，divrota = 0が成り立つと仮定すると，(2.1d)式より，

B = rotA (2.7)

となる磁気ベクトルポテンシャルAを定義することができる．また，磁界と磁束密度の
関係式は，以下となることが知られている．

B = µH (2.8)

ここで，µは透磁率である．これより，(2.7)，(2.8)式を (2.6)式に代入すると，次式を得
ることができる．

rotνrotA = J0 (2.9)
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ここで，νは磁気抵抗率であり，

ν =
1

µ
(2.10)

である．ここで，(2.9)式が静磁場における支配方程式となる．

2.2.2 時間領域準静磁場における支配方程式

時間領域準静磁場における，支配的なMaxwell方程式は以下の 3式となる．

rotE = −∂B

∂t
(2.1a)

rotH = σE +
∂D

∂t
+ J0 (2.5)

divB = 0 (2.1d)

準静磁場において，変位電流項は無視することができるため，(2.5)式は，以下の式となる．

rotH = σE + J0 (2.11)

ここで，(2.1a)式に (2.7)式を代入すると，

rotE = − ∂

∂t
rotA　

rot(E +
∂A

∂t
) = 0 (2.12)

となり，電界Eは以下のように定義することができる．

E = −∂A

∂t
− gradφ (2.13)

ここで，φは磁気スカラーポテンシャルである．(2.11)式に (2.7)，(2.13)式を代入すると，

rotνrotA = σ

(
−∂A

∂t
− gradφ

)
+ J0 (2.14)

となる．また，(2.14)式の発散を取ると，

divσ

(
−∂A

∂t
− gradφ

)
= 0 (2.15)

となる．これより，準静磁場における支配方程式は以下の 2式となる．

rotνrotA+ σ

(
∂A

∂t
+ gradφ

)
= J0 (2.14)

divσ

(
−∂A

∂t
− gradφ

)
= 0 (2.15)

この 2 式を支配方程式として有限要素方程式を構築して，方程式を解く方法を一般に
A−V(A − φ)法と呼ぶ．また，φ = 0として，解く方法もあり，そちらは一般に A法
と呼ぶ．この 2法では，有限要素方程式を解く際の ICCG法の収束特性が異なり，A法を
用いた場合の方が収束特性が悪化することが知られている [30]-[33]．
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2.2.3 周波数領域準静磁場における支配方程式

前項でも述べたが，準静磁場における支配的なMaxwell方程式は以下の 3式となる．

rotE = −∂B

∂t
(2.1a)

rotH = σE +
∂D

∂t
+ J0 (2.5)

divB = 0 (2.1d)

ここで，解析領域内において周波数を一定と考えると，周波数領域準静磁場における支配
的なMaxwell方程式は，

rotE = −jωB (2.16)

rotH = σE + jωD + J0 (2.17)

divB = 0 (2.1d)

となる．また，準静磁場において変位電流項は無視することができるので，(2.17)式は，

rotH = σE + J0 (2.18)

となる．電界は，(2.16)式より，

E = −jωA− gradφ (2.19)

と定義することができる．これより，(2.18)式に (2.7)，(2.19)式を代入すると，

rotνrotA = σ (−jωA− gradφ) + J0 (2.20)

を得ることができる．また，時間領域準静磁場のとき同様に (2.20)式の両辺の発散を取
ると，

divσ (−jωA− gradφ) = 0 (2.21)

を得る．これより，周波数領域準静磁場における支配方程式は，以下の 2式となる．

rotνrotA+ σ (jωA+ gradφ) = J0 (2.20)

divσ (−jωA− gradφ) = 0 (2.21)

2.2.4 高周波における支配方程式

高周波における支配的なMaxwell方程式は，以下の 3式となる．

rotE = −∂B

∂t
(2.1a)

rotH = σE +
∂D

∂t
+ J0 (2.5)

divB = 0 (2.1d)
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解析領域内において，周波数を一定と考えると，高周波におけるMaxwell方程式は以下の
ように書き換えることができる．

rotE = −jωB (2.16)

rotH = σE + jωD + J0 (2.17)

divB = 0 (2.1d)

電束密度と電界の間には以下の関係式が成り立つことが知られている．

D = ϵE (2.22)

ここで，ϵは誘電率である．これより，(2.7)，(2.8)，(2.19)，(2.22)式を (2.17)式に代入
すると，

rotνrotA = σ (−jωA− gradφ) + jωϵ (−jωA− gradφ) + J0 (2.23)

を得ることができる．また，複素誘電率を以下のように定義する．

ϵ̇ = ϵ+
σ

jω
(2.24)

これより，(2.23)式は，

rotνrotA+ jωϵ̇ (jωA+ gradφ) = J0 (2.25)

となる．また，(2.23)式の両辺の発散を取ることにより，以下の式を得ることができる．

jωϵ̇div (−jωA− gradφ) = 0 (2.26)

これより，高周波における支配方程式は，以下の 2式となる．

rotνrotA+ jωϵ̇ (jωA+ gradφ) = J0 (2.25)

jωϵ̇div (−jωA− gradφ) = 0 (2.26)

2.3 有限要素方程式の導出

本節では，それぞれの支配方程式から有限要素方程式の導出を行う．

2.3.1 重み付き残差法

有限要素方程式を求めるために，各支配方程式に対して重み付き残差法を適用する．重
み付き残差法とはそれぞれの支配方程式の残差RΩ, rΩに重み関数を掛けて解析領域Ωで
積分した値がゼロとなる条件を用いて近似解を求める方法である．それぞれの支配方程式
における残差RΩ, rΩは，磁気ベクトル・スカラーポテンシャルA，φの近似解A′，φ′を用
いて，

RΩ(A
′, φ′) ̸= 0 (2.27a)

rΩ(A
′, φ′) ̸= 0 (2.27b)
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となる．(2.27a)，(2.27b)式は近似解A′，φ′を用いているため 0，0とはならない．ここで，
重みW , wを掛けて，解析領域全体を積分したものが 0となることを考える．∫

Ω
W ·RΩdΩ = 0 (2.28a)∫

Ω
wrΩdΩ = 0 (2.28b)

(2.28a)，(2.28b)式を同時に解くことにより，磁気ベクトル・スカラーポテンシャルの分
布を求めることができる．

2.3.2 静磁場における有限要素方程式

静磁場における支配方程式 (2.9)式に対して，重み付き残差法を適用する．∫
Ω
W · (rotνrotA) dΩ =

∫
Ω
W · JdΩ (2.29)

ここで，W は重みである．(2.29)式の左辺に，ベクトル公式A · (rotB) = B · (rotA)−
div(A×B)を適用する．∫

Ω
{rotW · νrotA− div (W × νrotA)}dΩ =

∫
Ω
W · JdΩ (2.30)

また，(2.30)式の第 2項に対して，ガウスの発散定理を適用すると，∫
Ω
rotW · νrotAdΩ−

∫
S
(W × νrotA) · dS =

∫
Ω
W · JdΩ (2.31)

となる．ここで，Sは解析領域Ωの境界面である．(2.29)式では，未知数Aに対して 2階
微分が要求されていたのに対し，(2.31)式では，未知数Aに対する微分の階数が 1階低く
なっているのがわかる．これは，未知数Aに対し要求する条件が弱くなっている．このこ
とを (2.31)式は，(2.29)式に対しての弱形式と呼ぶ．最終的に，この弱形式 (2.31)式が静
磁場における有限要素方程式となる．

2.3.3 時間領域準静磁場における有限要素方程式

時間領域準静磁場における支配方程式 (2.14)，(2.15)式の対称性考慮して，重み付き残
差法を適用する．∫

Ω
W ·

{
rotνrotA+ σ

(
∂A

∂t
+ grad

∂φ

∂t

)}
dΩ =

∫
Ω
W · J0dΩ (2.32a)∫

Ω
w

{
divσ

(
−∂A

∂t
− grad

∂φ

∂t

)}
dΩ = 0 (2.32b)
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ここで，w は重みである．(2.32a)式に対してベクトル公式 A · (rotB) = B · (rotA) −
div(A×B)，(2.32b)式に対してベクトル公式 φdivA = divφA− gradφ ·Aを適用する．∫

Ω

{
rotW ν · rotA− div(W × rotA) + σW ·

(
∂A

∂t
+ grad

∂φ

∂t

)}
dΩ =

∫
Ω
W · J0dΩ

(2.33a)∫
Ω

{
divwσ

(
−∂A

∂t
− grad

∂φ

∂t

)
− gradw · σ

(
−∂A

∂t
− grad

∂φ

∂t

)}
dΩ = 0 (2.33b)

ここで，(2.33a)の左辺第 2項，(2.33b)式の左辺第 1項に対して，ガウスの発散定理を適
用する．∫
Ω
rotW ν · rotAdΩ−

∫
S
(W × rotA) · dS +

∫
Ω
σW ·

(
∂A

∂t
+ grad

∂φ

∂t

)
dΩ =

∫
Ω
W · J0dΩ

(2.34a)∫
S
wσ

(
−∂A

∂t
− grad

∂φ

∂t

)
· dS −

∫
Ω
gradw · σ

(
−∂A

∂t
− grad

∂φ

∂t

)
dΩ = 0

(2.34b)

この (2.34a)，(2.34b)式が時間領域準静磁場の有限要素方程式となる．

2.3.4 周波数領域準静磁場における有限要素方程式

周波数領域準静磁場における支配方程式 (2.20)，(2.21)式の対称性考慮して，重み付き
残差法を適用する．∫

Ω
W · {rotνrotA+ σ (jωA+ jωgradφ)} dΩ =

∫
Ω
W · J0dΩ (2.35a)∫

Ω
w {divσ (−jωA− jωgradφ)} dΩ = 0 (2.35b)

(2.35a)式に対してベクトル公式A · (rotB) = B · (rotA)− div(A×B)，(2.35b)式に対
してベクトル公式 φdivA = divφA− gradφ ·Aを適用する．∫

Ω
{rotW ν · rotA− div(W × rotA) + σW · (jωA+ jωgradφ)}dΩ =

∫
Ω
W · J0dΩ

(2.36a)∫
Ω
divw {σ (−jωA− jωgradφ)− gradw · σ (−jωA− jωgradφ)}dΩ = 0 (2.36b)

ここで，(2.36a)の左辺第 2項，(2.36b)式の左辺第 1項に対して，ガウスの発散定理を適
用する．∫
Ω
rotW ν · rotAdΩ−

∫
S
(W × rotA) · dS +

∫
Ω
σW · (jωA+ jωgradφ) dΩ =

∫
Ω
W · J0dΩ

(2.37a)∫
S
wσ (−jωA− jωgradφ) · dS −

∫
Ω
gradw · σ (−jωA− jωgradφ) dΩ = 0

(2.37b)

この (2.37a)，(2.37b)式が周波数領域準静磁場の有限要素方程式となる．
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2.3.5 高周波における有限要素方程式

高周波における支配方程式 (2.23)，(2.23)式の対称性考慮して，重み付き残差法を適用
する． ∫

Ω
W · {rotνrotA+ jωϵ̇ (jωA+ jωgradφ)} dΩ =

∫
Ω
W · J0dΩ (2.38a)∫

Ω
w {divjωϵ̇ (−jωA− jωgradφ)} dΩ = 0 (2.38b)

(2.38a)式に対してベクトル公式A · (rotB) = B · (rotA)− div(A×B)，(2.38b)式に対
してベクトル公式 φdivA = divφA− gradφ ·Aを適用する．∫

Ω
{rotW ν · rotA− div(W × rotA) + jωϵ̇W · (jωA+ jωgradφ)} dΩ =

∫
Ω
W · J0dΩ

(2.39a)∫
Ω
divw {jωϵ̇ (−jωA− jωgradφ)− gradw · jωϵ̇ (−jωA− jωgradφ)} dΩ = 0 (2.39b)

ここで，(2.39a)式の左辺第 2項，(2.39b)式の左辺第 1項に対して，ガウスの発散定理を
適用する．∫
Ω
rotW ν · rotAdΩ−

∫
S
(W × rotA) · dS +

∫
Ω
jωϵ̇W · (jωA+ jωgradφ) dΩ =

∫
Ω
W · J0dΩ

(2.40a)∫
S
wjωϵ̇ (−jωA− jωgradφ) · dS −

∫
Ω
gradw · jωϵ̇ (−jωA− jωgradφ) dΩ = 0

(2.40b)

この (2.40a)，(2.40b)式が高周波における有限要素方程式となる．

2.4 要素の定義

有限要素法では，解析領域を要素と呼ばれる小分割に分割し，それぞれの要素内におけ
る物理量を単純な関数で近似をして解析を行う．要素の形状は一般的に，二次元の場合は
多角形，三次元の場合は多面体を用いる. また，要素は，未知数の定義の仕方によって，節
点要素や辺要素などの種類に分けられる．節点要素では要素の節点における物理量につい
て，その各方向成分を未知数とする．辺要素では，物理量の各辺への射影成分を辺に沿っ
て積分した値を未知数とする．未知数を一次関数で近似して取り扱う要素を一次要素，二
次関数で近似して取り扱う要素を二次要素という．
電磁場の有限要素解析を行う際に未知数として電界Eや磁気ベクトルポテンシャルA

を用いる場合が多い．しかし，節点要素において未知ベクトルを定義したとき，節点要素
では物理的に要求される未知ベクトルの不連続性をうまく表現できない欠点があり，それ
が原因で計算精度が悪くなる可能性がある．辺要素においては未知ベクトルの不連続性を
うまく表現することができる．本研究では，六面体，四面体辺要素を取扱い，本節ではそ
れについて述べる．なお計算時間の考慮から一次要素を用いることとする．
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2.4.1 一次節点要素補間関数

2.4.2 一次辺要素補間関数

辺要素において，未知変数 Tcは，次式のように求めたい物理量 T の辺 cへの射影成分
を辺 cに沿って矢印方向に積分した値と定義する．

Tc =

∫
c
T · ds (2.41)

ここで，cは要素内で相対的につけたローカル番号である．辺要素では，求めたい物理量
のうち辺方向を向いている成分を未知数とする．
また，辺要素は，次の 2つの条件を満足するように構成される [34][35]．

(1)節点要素で表されたスカラー関数の勾配が，辺要素基底で表現されること．

∇ωi =
∑
j

GjiNj (2.42)

(2)以下の直交性を満足すること

∫
cj

Ni · ds = δij (2.43)

このとき，ωiは節点要素補間関数，Gjiは勾配行列，Nj は辺要素補間関数，cj は辺の積
分路，sは辺ベクトルである．また，iは，節点番号であり，j は，辺番号を示している．
勾配行列Gjiとは，j番目の辺が i番目の節点に流入するとき 1，流出するとき-1，それ以
外と 0とする．

2.4.3 一次六面体要素

一次六面体要素は，図 2.1のように 6個の節点，8個の面，12個の辺から成る．六面体
要素は，解析対象の形状によって図 2.1のように崩れた六面体の形となることがある．こ
のため，図 2.1のような六面体要素を考えるときは一般曲線座標系 (r, s, t)を用いる．一般
曲線座標系は，(r, s, t)がお互いに直交していない座標系のことを指す．一般曲線座標系を
導入することで図 2.1は図 2.2のように書くことができる．図 2.2のような六面体内の位
置ベクトルは (2.44)式で表すことができる．

x = x0 +

8∑
i=1

Ni(r, s, t)(xi − x0) (2.44)

x0は，基準ベクトルであり，xiは，デカルト座標系における六面体の各節点の座標値で
ある．Ni(r, s, t)は節点における補間関数であり，

Ni(r, s, t) =
1

8
(1 + rir)(1 + sis)(1 + tit) (2.45)
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で定義される．このとき，ri, si, tiは，図 2.2に示しているように一般曲線座標系における
六面体の各節点座標である．また，r, s, tの範囲は図 2.2より，−1 ≤ r, s, t ≤ 1となる．こ
れより，(2.42)，(2.43)を満たす一次六面体辺要素は，以下のように定義される．

r方向辺 (j = 1, 2, 3, 4) Nj =
1

8
(1 + sjs)(1 + tjt)∇r (2.46a)

s方向辺 (j = 5, 6, 7, 8) Nj =
1

8
(1 + tjt)(1 + rjr)∇s (2.46b)

t方向辺 (j = 9, 10, 11, 12) Nj =
1

8
(1 + rjr)(1 + sjs)∇t　 (2.46c)

となる．このとき，rj , sj , tj は表 2.1のようになる．

表 2.1: 各辺座標
j rj sj tj j rj sj tj

1 0 -1 1 7 1 0 -1

2 0 1 1 8 -1 0 -1

3 0 -1 -1 9 1 -1 0

4 0 1 -1 10 1 1 0

5 1 0 1 11 -1 -1 0

6 -1 0 1 12 -1 1 0

2.4.4 一次四面体要素

一次四面体要素は，図 2.3のように 4個の節点，4個の面，6個の辺から成る．四面体要
素では，体積座標を用いて要素内の座標を決定する．これより，四面体内の位置ベクトル
を求めるために体積座標を導入する．

λα =
Vα

V
(2.47)

ここで，αは要素内で相対的につけたローカルな節点番号であり，V，Vαは要素の体積，頂
点 Vα以外と任意の点 p(x, y, z)が作る体積である．また，点 pが要素外，頂点 α上，点 p

と向かい合う面上ににある場合，体積座標は，

λα = 0 (要素外) (2.48a)

λα = 1 (頂点α上) (2.48b)

λα = 0 (点 pと向かい合う面上) (2.48c)

となる．これより，体積座標は以下を満足することがわかる．

4∑
α=1

λα = 1 (2.49)

14
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図 2.1: 六面体要素 (デカルト座標系)

図 2.2: 六面体要素 (一般曲線座標系)
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図 2.3: 四面体要素

また，点 p(x, y, z)の位置ベクトル pは，以下のように求めることができる．

p = x0 +
4∑

α=1

λα(xα − x0) (2.50)

ここで，xα = (xα, yα, zα)である．これより，一次四面体要素の節点補間関数は λαであ
ることがわかる．(2.50)式を行列形式で書くと，

1

x

y

z

 =


1 1 1 1

x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4



λ1

λ2

λ3

λ4

 (2.51)

となり，節点補間関数は，以下のように求めることができる．
λ1

λ2

λ3

λ4

 =
1

6V


a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4

d1 d2 d3 d4



1

x

y

z

 (2.52a)
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ここで，V, aα, bα, cα, dαは次式のように書くことができる．

V =
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.52b)

aα = σk

∣∣∣∣∣∣∣
xl xm xn

yl ym yn

zl zm zn

∣∣∣∣∣∣∣ (2.52c)

bα = −σk

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

yl ym yn

zl zm zn

∣∣∣∣∣∣∣ (2.52d)

cα = −σk

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

xl xm xn

zl zm zn

∣∣∣∣∣∣∣ (2.52e)

dα = σk

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

xl xm xn

yl ym yn

∣∣∣∣∣∣∣ (2.52f)

なお，k, l,m, nには，1,2,3,4，2,1,3,4，3,1,2,4，4,1,2,3の関係が成り立つ．また，σ1 =

−σ2 = σ3 = −σ4 = 1である．これより，(2.42)，(2.43)を満たす一次四面体辺要素は，以
下のように定義される．

Ni = λkgradλl − λlgradλk (2.53)

ここで，k, lは辺 iにおける始点・終点の節点番号である．

2.5 有限要素方程式の離散化

2.5.1 空間の離散化

前節で定義した節点補間関数と辺要素補間関数を用いて，それぞれの有限要素方程式の
離散化を行う．それぞれの有限要素方程式の未知数は磁気ベクトルポテンシャルAと磁気
スカラーポテンシャル φである．これらの物理量は，節点要素，辺要素補間関数要素内で
以下のように定義することができる．

A =

e∑
j=1

AjNj (2.54a)

φ =

n∑
k=1

φkNk (2.54b)

ここで，e, nは各要素形状における辺，節点の数である．また，本研究では重み関数W , w

に補間関数N , N を採用するガラーキン法と呼ばれる手法を用いる．それぞれの有限要素
方程式に対して，(2.54a)，(2.54b)式とガラーキン法を適用すると以下の式が得られる．
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• 静磁場
e∑

j=1

Aj

∫
Ω
rotNi · νrotNjdΩ−

e∑
j=1

Aj

∫
S
(Ni × νrotNj) · dS =

∫
Ω
Ni · J0dΩ

(2.55)

• 時間領域準静磁場
e∑

j=1

Aj

∫
Ω

{
rotNi · νrotNj + σNi ·

∂Nj

∂t

}
dΩ−

e∑
j=1

Aj

∫
S
(Ni × νrotNj) · dS

+

n∑
k=1

φj

∫
Ω
σNi · grad

∂Nk

∂t
dΩ =

∫
Ω
Ni · J0dΩ (2.56a)

e∑
j=1

Aj

∫
Ω
gradNu · σ

∂Nj

∂t
dΩ−

e∑
j=1

Aj

∫
S
Nuσ

∂Nj

∂t
· dS

+

n∑
k=1

φk

∫
Ω
gradNu · σgrad

∂Nk

∂t
dΩ−

n∑
k=1

φk

∫
S
Nugrad

∂φ

∂t
· dS = 0 (2.56b)

• 周波数領域準静磁場
e∑

j=1

Aj

∫
Ω
{rotNi · νrotNj + σNi · jωNj} dΩ−

e∑
j=1

Aj

∫
S
(Ni × νrotNj) · dS

+

n∑
k=1

φj

∫
Ω
σNi · jωgradNkdΩ =

∫
Ω
Ni · J0dΩ (2.57a)

e∑
j=1

Aj

∫
Ω
gradNu · jωσNjdΩ−

e∑
j=1

Aj

∫
S
jωNuσNj · dS

+
n∑

k=1

φk

∫
Ω
gradNu · σjωgradNkdΩ−

n∑
k=1

φk

∫
S
jωσNugradφ · dS = 0 (2.57b)

• 高周波
e∑

j=1

Aj

∫
Ω

{
rotNi · νrotNj − ω2ϵ̇Ni ·Nj

}
dΩ−

e∑
j=1

Aj

∫
S
(Ni × νrotNj) · dS

−
n∑

k=1

φj

∫
Ω
ω2ϵ̇Ni · jωgradNkdΩ =

∫
Ω
Ni · J0dΩ (2.58a)

−
e∑

j=1

Aj

∫
Ω
ω2ϵ̇gradNu ·NjdΩ +

e∑
j=1

Aj

∫
S
ω2ϵ̇NuNj · dS

−
n∑

k=1

φk

∫
Ω
ω2ϵ̇gradNu · gradNkdΩ +

n∑
k=1

φk

∫
S
ω2ϵ̇Nugradφ · dS = 0 (2.58b)

これより，(2.55)-(2.58b)式が離散化された有限要素方程式である．
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2.5.2 時間方向の離散化

(2.56a)，(2.56b)式のように時間領域で解析行う場合は，時間方向にも離散化を行わな
ければならない．ここで，(2.56a)，(2.56b)式を以下のように行列形式で記述する．[

K 0

0 0

][
a

φ

]
+

[
N S

St M

]
d

dt

[
a

φ

]
=

[
b

0

]
(2.59)

ここで，各成分の行列は，

Kij =

∫
Ω
rotNi · νrotNjdΩ (2.60a)

Nij =

∫
Ω
σNi ·NjdΩ (2.60b)

Siu =

∫
Ω
σNi · gradNudΩ (2.60c)

bi =

∫
Ω
Ni · JdΩ (2.60d)

となる．ここで，未知数ベクトルを以下のように定義する．

u =

[
a

φ

]
(2.61)

まず，時間微分を後退差分により，次のように近似する．

∂u

∂t
=

um − um−1

∆t
(2.62)

ここで，mは時間ステップである．また，未知数ベクトル，右辺ベクトルは以下のように
表すことができる．

um = θum + (1− θ)um−1 (2.63a)

bm = θbm + (1− θ)bm−1 (2.63b)

これより，(2.59)式は，(
θ

[
K 0

0 0

]
+

1

∆t

[
N S

St M

])
um =(

−(1− θ)

[
K 0

0 0

]
+

1

∆t

[
N S

St M

])
um−1 +

[
θbm + (1− θ)bm−1

0

]
(2.64)

となる．これより，(2.64)式は，時間方向に離散化された有限要素方程式である．

2.6 境界条件

有限要素方程式 (2.55)-(2.58b)式には，境界項が含まれている．この境界項には，解析
領域の境界上において，適切な境界条件を適用する必要がある．境界条件には，Dirichlet
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条件 (固定境界条件)，Neumann条件 (自然境界条件)やインピーダンス境界条件 [36][37]

等があるが，本節は本研究で使用しているDirichlet条件 (固定境界条件)，Neumann条件
(自然境界条件)について述べる．

• Dirichlet条件
この境界条件は，

B · n = 0 (2.65a)

E × n = 0 (2.65b)

を満たす磁束密度，電界を設定する．ここで，nは境界の法線方向の単位ベクトル
である．これより，磁気ベクトルポテンシャルA，φにおいては，以下の条件を満た
すように設定する．

rotA · n = 0 (2.66a)

A× n = 0 (2.66b)

gradφ× n = 0 (2.66c)

• Neumann条件
この境界条件は，

B × n = 0 (2.67a)

E · n = 0 (2.67b)

を満たす磁束密度，電界を設定する．これより，磁気ベクトルポテンシャルA，φに
おいては，以下の条件を満たすように設定する．

rotA× n = 0 (2.68a)

A · n = 0 (2.68b)

gradφ · n = 0 (2.68c)

これらの境界条件を解析領域のそれぞれの境界上において，適用することにより，有限要
素方程式の境界項を 0とすることができる．

2.7 有限要素行列の構築

本節では，六面体・四面体要素を用いた場合における有限要素行列の構築方法について
述べる．

2.7.1 六面体要素の場合

共変反変・基底ベクトル

有限要素行列を計算するにあたり，共変，反変基底ベクトルの概念が必要となるので説
明する．共変基底ベクトルは以下のように定義されている．
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er =
∂x

∂r
(2.69a)

es =
∂x

∂s
(2.69b)

et =
∂x

∂t
(2.69c)

また，反変基底ベクトルは，以下のように定義されている．

er = ∇r (2.70a)

es = ∇s (2.70b)

et = ∇t (2.70c)

ここで，共変，反変基底ベクトルの関係式を導く．まず，それぞれのヤコビ行列 J, jを次
のように定義する．

J =


∂x

∂r

∂y

∂r

∂z

∂r
∂x

∂s

∂y

∂s

∂z

∂s
∂x

∂t

∂y

∂t

∂z

∂t

 =
[
er es et

]t
(2.71a)

j =


∂r

∂x

∂s

∂x

∂t

∂x
∂r

∂y

∂s

∂y

∂t

∂y
∂r

∂z

∂s

∂z

∂t

∂z

 =
[
er es et

]t
(2.71b)

共変ベクトルと反変ベクトルの内積は，

ei · ej = δij (2.72)

となるので，Jj = I となる．j = J−1より，

j = J−1 =
1
√
g

J11 J21 J31

J12 J22 J32

J13 J23 J33

 (2.73)

となる．このとき，
√
gは，

√
g = e1 · (e2 × e3) (2.74)
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であり，それぞれの成分は，

J11 =
∂y

∂s

∂z

∂t
− ∂z

∂s

∂y

∂t
= (e2 × e3)x (2.75a)

J12 =
∂z

∂s

∂x

∂t
− ∂x

∂s

∂z

∂t
= (e2 × e3)y (2.75b)

J13 =
∂x

∂s

∂y

∂t
− ∂y

∂s

∂x

∂t
= (e2 × e3)z (2.75c)

J21 =
∂y

∂t

∂z

∂r
− ∂z

∂t

∂y

∂r
= (e3 × e1)x (2.75d)

J22 =
∂z

∂t

∂x

∂r
− ∂x

∂t

∂z

∂r
= (e3 × e1)y (2.75e)

J23 =
∂x

∂t

∂y

∂r
− ∂y

∂t

∂x

∂r
= (e3 × e1)z (2.75f)

J31 =
∂y

∂r

∂z

∂s
− ∂z

∂r

∂y

∂s
= (e1 × e2)x (2.75g)

J32 =
∂z

∂r

∂x

∂s
− ∂x

∂r

∂z

∂s
= (e1 × e2)y (2.75h)

J33 =
∂x

∂r

∂y

∂s
− ∂y

∂r

∂x

∂s
= (e1 × e2)z (2.75i)

と表される．(2.75a)-(2.75i)式より，以下の関係式を導くことができる．

e1 =
e2 × e3√

g
(2.76a)

e2 =
e3 × e1√

g
(2.76b)

e3 =
e1 × e2√

g
(2.76c)

補間関数の回転

補間関数の回転を示す前にまず，補間関数を反変基底べクトルの成分で分解したとき，
以下のように書くことができる．

Nj = Njr∇r +Njs∇s+Njt∇t (2.77)

このときの回転は，

∇×Nj =

(
∂Nit

∂s
− ∂Nis

∂t

)
(∇s×∇t) +

(
∂Nir

∂t
− ∂Nit

∂r

)
(∇t×∇r)

+

(
∂Nis

∂r
− ∂Nir

∂s

)
(∇r ×∇s) (2.78)

である．これより，補間関数の回転は，以下のようになることが分かる．
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r方向　∇×Nj =
1

8
{(1 + sjs)tj(∇t×∇r)− sj(1 + tjt)(∇r ×∇s)} (2.79a)

s方向　∇×Nj =
1

8
{(1 + tjt)rj(∇r ×∇s)− tj(1 + rjr)(∇s×∇t)} (2.79b)

t方向　∇×Nj =
1

8
{(1 + rjr)sj(∇s×∇t)− rj(1 + sjs)(∇t×∇r)} (2.79c)

ここで，前項で導いた共変，反変基底ベクトルの関係式を導入すると，

r方向　∇×Nj =
1

8

{
(1 + sjs)tj

es√
g
− sj(1 + tjt)

et√
g

}
(2.80a)

s方向　∇×Nj =
1

8

{
(1 + tjt)rj

et√
g
− tj(1 + rjr)

er√
g

}
(2.80b)

t方向　∇×Nj =
1

8

{
(1 + rjr)sj

er√
g
− rj(1 + sjs)

es√
g

}
(2.80c)

となる．(2.80a)-(2.80c)式を用いて補間関数の計算を行うことができる．

共変，反変基底ベクトルの内積

六面体辺要素補間関数は，反変基底ベクトルで定義され，その回転も共変基底ベクトル
で定義されることを前項までに説明した．これより，離散化された有限要素方程式は共変，
反変基底ベクトル同士の内積を計算しなければならない．ここでは計量テンソルを用いる
ことによって計算を行うことができることを説明する．ここで，計量テンソルGは以下の
ように定義される．

G = JJ t =


∂x
∂r

∂y
∂r

∂z
∂r

∂x
∂s

∂y
∂s

∂z
∂s

∂x
∂t

∂y
∂t

∂z
∂t




∂x
∂r

∂x
∂s

∂x
∂t

∂y
∂r

∂y
∂s

∂y
∂t

∂z
∂r

∂z
∂s

∂z
∂t

 =

er · er er · es er · et
es · er es · es er · et
et · er et · er et · et

 (2.81)

まず，共変基底ベクトル同士の内積について示す．補間関数の回転を共変基底ベクトルに
分解すると，以下のように書くことができる．

∇×Ni = N r
i er +N s

i es +N t
i et (2.82)

これより，共変成分同士の内積は，

∇×Ni · ∇ ×Ni = (N r
i er +N s

i es +N t
i et) · (N r

i er +N s
i es +N t

i et)

= (N r
i )

2er · er + (N s
i )

2es · es + (N t
i )

2et · et
　　　　+ 2N r

i N
s
i er · es + 2N s

i N
t
i es · et + 2N t

iN
r
i et · er (2.83a)

∇×Ni · ∇ ×Nj = (N r
i er +N s

i es +N t
i et) · (N r

j er +N s
j es +N t

jet)

= N r
i N

r
j er · er +N s

i N
s
j es · es +N t

iN
t
jet · et + (N r

i N
s
j +N r

jN
s
i )er · es

　　　　+ (N s
i N

t
j +N s

jN
t
i )es · et + (N t

iN
r
j +N t

jN
r
i )et · er (2.83b)

23



モデル縮約法の電磁界解析への応用に関する研究 佐藤　佑樹

となる．(2.81),(2.83a),(2.83b)式より，共変成分同士の内積は計量テンソルを用いて以下
のように計算することができる．

∇×Ni · ∇ ×Ni =
(
N r

i N s
i N t

i

){(
N r

i N s
i N t

i

)
G
}t

(2.84a)

∇×Ni · ∇ ×Nj =
(
N r

i N s
i N t

i

){(
N r

j N s
j N t

j

)
G
}t

(2.84b)

同様に反変基底ベクトル同士の内積も考える．補間関数を反変基底ベクトルに分解す
ると，

Ni = Nrie
r +Nsie

s +Ntie
t (2.85)

となる．これより，共変と同様に計算を進めていくと，以下の式で計算することができる．

Ni ·Ni =
(
Nri Nsi Nti

){(
Nri Nsi Nti

)
G−1

}t
(2.86a)

Ni ·Nj =
(
Nri Nsi Nti

){(
Nrj Nsj Ntj

)
G−1

}t
(2.86b)

このとき，G−1は以下のように定義されている．

G−1 = jjt = (JJT )−1 (2.87)
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2.7.2 四面体要素の場合

四面体辺要素補間関数の回転

四面体辺要素の補間関数は，(2.52a)，(2.53)式より，以下のように表すことができる．

N1 =

(
1

6V

)2

(c1 + c2x+ c3y + c4z)(a2ex + a3ey + a4ez)

−
(

1

6V

)2

(a1 + a2x+ a3y + a4z)(c2ex + c3ey + c4ez) (2.88a)

N2 =

(
1

6V

)2

(a1 + a2x+ a3y + a4z)(b2ex + b3ey + b4ez)

−
(

1

6V

)2

(b1 + b2x+ b3y + b4z)(a2ex + a3ey + a4ez) (2.88b)

N3 =

(
1

6V

)2

(b1 + b2x+ b3y + b4z)(c2ex + c3ey + c4ez)

−
(

1

6V

)2

(c1 + c2x+ c3y + c4z)(b2ex + b3ey + b4ez) (2.88c)

N4 =

(
1

6V

)2

(c1 + c2x+ c3y + c4z)(d2ex + d3ey + d4ez)

−
(

1

6V

)2

(d1 + d2x+ d3y + d4z)(c2ex + c3ey + c4ez) (2.88d)

N5 =

(
1

6V

)2

(a1 + a2x+ a3y + a4z)(d2ex + d3ey + d4ez)

−
(

1

6V

)2

(d1 + d2x+ d3y + d4z)(a2ex + a3ey + a4ez) (2.88e)

N6 =

(
1

6V

)2

(b1 + b2x+ b3y + b4z)(d2ex + d3ey + d4ez)

−
(

1

6V

)2

(d1 + d2x+ d3y + d4z)(b2ex + b3ey + b4ez) (2.88f)

これより，四面体辺要素に補間関数の回転は，以下のように表すことができる．

rotN1 = 2

(
1

6V

)2

{(c3a4 − a3c4)ex − (c2a4 − a2c4)ey + (c2a3 − a2c3)ez} (2.89)

他の辺における回転も同様に求めることができる．

四面体節点要素補間関数の勾配

四面体節点補間関数の勾配は，

gradN1 =
1

6V
(a2ex + a3ey + a4ez) (2.90)

となる．ほかの節点における勾配も同様に求めることができる．
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体積分の評価

補間関数の回転同士の内積を求める場合，節点補間関数の積の体積分を評価しなければ
ならない．この場合，以下の積分公式を用いて評価を行う．∫

Ω
λw
1 λ

x
2λ

y
3λ

z
4dΩ = 6V

w!x!y!z!

(w + x+ y + z + 3)!
(2.91)

また，補間関数同士の内積においては，以下のような積分を評価する．∫
Ω
xydΩ =

V

20
{(x1 + x2 + x3 + x4)(y1 + y2 + y3 + y4) + (x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4)}

(2.92a)∫
Ω
x2dΩ =

V

20
(x1 + x2 + x3 + x4)

2 + x21 + x22 + x23 + x24 (2.92b)

2.8 電流項

電磁場を有限要素法を用いて解析する場合，コイル中のに電流分布を与えなければいけ
ない．コイルに強制的に電流を手法として，電流ベクトルポテンシャルを用いる手法と磁
気スカラーポテンシャルを用いる方法がある．電流ベクトルポテンシャルは，電流値を要
素の辺に電流ベクトルポテンシャルを与えることで強制的に電流を流す手法である．一方
で，電流スカラーポテンシャルは，要素の節点にスカラーポテンシャルを与えることで電
流を流す手法である．以下に双方の特徴を述べる．

• 電流ベクトルポテンシャル
電流の連続性を考慮して，電流ベクトルポテンシャルを与えるため，電流が不連続
になることがない．一方で，辺に電流ベクトルポテンシャルを与えるため，木-補木
分解を行わなければならない．

• 磁気スカラーポテンシャル
節点に電流スカラーポテンシャルを与えるため，木-補木分解をする必要がない．一
方で，電流の連続性が考慮されていないので，補正を行わなければならない．

本研究では，磁気スカラーポテンシャルを用いて電流を表現しているので，この手法につ
いて述べる．電流項は，有限要素方程式で以下のように表されている項である．

b =

∫
Ω
J0 ·NidΩ (2.93)

この項の強制電流密度 J0が連続性を満たしていない場合，方程式が解けない場合がある．
ここで，強制電流 J0に対して，連続性を持たせるためには，以下の条件を満たしていな
ければならない．

divJ0 = 0 (2.94)

また，電流密度はオームの法則より，

J0 = σE (2.95)
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と定義される．また，コイル中に渦電流が流れないと仮定すると，ファラデーの法則より，

rotE = 0 (2.96)

となる．これより，電界は，

E = −gradϕ (2.97)

となる．ここで，ϕは磁気スカラーポテンシャルである．これより，(2.95)式を (2.97)式
に代入すると，

J0 = −σgradϕ (2.98)

となる．ここで，(2.94)式に (2.98)式を代入すると，以下の式が得られる．

divσgradϕ = 0 (2.99)

このとき，境界条件は，以下の式で与えられる．

I =

∫
S
J · dS

= −
∫
S
gradϕ · dS (2.100)

これより，流入・流出面に一定の ϕを与えることによって強制的に電流を与えることがで
きる．
しかし，電流連続の方程式は近似的に満足されているので，求めた電流密度の発散が 0

になるといった保証がない．そこで，電流密度の発散が 0となるように補正を行う．(2.99)

式から求めた電流密度 J0を以下のように修正する．

J ′
0 = J0 − gradz (2.101)

ここで，J ′
0は修正後の電流密度であり，divJ ′

0 = 0を満たす．これより，修正後の J ′
0は

以下の方程式で zを求めることにより得られる．

divσgradϕ = gradz (2.102)

(2.99)，(2.102)式を離散化し，解くことで電流密度分布を得ることができる．

2.9 有限要素方程式と回路方程式との連成解析

電磁機器は，通常外部回路と連成されている．そのため，外部回路と電磁機器を連成し
て解析を行う必要がある．また，連成解析を行わない場合，電流が入力となるため，電磁
機器のインピーダンスやアドミタンスを計算できないが，回路と連成することで電圧入力
となるので，インピーダンスやアドミタンスを求めることができる．図 2.4に示すような
簡単な回路を考える．ここで，Rdcは直流抵抗である．また，このモデルにおいて，コイ
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図 2.4: 外部回路との連成

ル中には渦電流が流れないと仮定する．有限要素解析部と書かれている部分が，有限要素
法により解析を行う部分である．このとき，回路方程式は，

vin =
dΦ

dt
+Rdci+ vout (2.103a)

f(vout, i) = 0 (2.103b)

となる．ここで，第 1項は有限要素解析領域内の誘起起電力であり，Φは有限要素モデル
内のコイルの鎖交磁束を表現している．有限要素モデル内のコイルの鎖交磁束は，

Φ =
nc

Sc

∫
Ω
A · J0dΩ (2.104)

で表現できる．ここで，nc, Scはコイルの巻き数，コイルの断面積である．これより，こ
の回路方程式 (2.103)式と有限要素方程式を連成して解くことにより，回路が連成されて
いる場合においても解析を行うことができる．
電磁機器のインピーダンスやアドミタンスを求める場合は，vout = 0とし，有限要素方

程式を解くことで電流 iを求め，Z = vin/iとすればよい．
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第3章 モデル縮約法

　近年では，スーパーコンピュータの登場により，数千万から数億規模のシステムやモデ
ルの数値解析を行うことが可能となってきている [38]-[40]．しかし，これらの解析もまだ
受け入れ難いほどの計算時間を必要とし，それらの計算の高速化を行う必要がある．こ
れらのような大規模の計算を高速化する手法の一つとして，モデル縮約法 (MOR:Model

Order Reduction)が挙げられる [11]-[24]．モデル縮約法は様々な定義があるが，そのひと
つとしては高次元のシステムやモデルを複数本の基底ベクトルで張られた部分空間に射
影し，それらの情報をなるべく損なわず低次元化する手法である．制御の分野で初めて
開発され，その後回路解析や数値流体力学，数値電磁気学等の数値解析の分野に広がって
いった．モデル縮約法の種類としては，大規模な回路解析に用いられているAsympototic

waveform evaluation(AWE)法 [41][42]，Padé Approximation via the Lanczos Processes

（PVL）[12]，Passive Reduced Interconnect macromodeling Algorithm(PRIMA)[14]や
非線形問題にも適用可能で様々な分野，問題へ適用可能な平行実現 [17]，固有直交分解法
[18]-[22]がある．本研究では，Padé Approximation via the Lanczos Processes（PVL）と
固有直交分解法を電磁界解析へ適用しており，3章ではこの 2つの手法に関して述べる．

3.1 PVL

3.1.1 線形システムの伝達関数

1入力 1出力の線形システムを考える．

Kx+Nẋ = bu (3.1a)

y = ltx (3.1b)

ここで，K,N ∈ Rn×n，b, l,x ∈ Rnである．また，u, y ∈ R1であり，それぞれシステム
の入力，出力である．(3.1)式にラプラス変換を適用する．

KX(s) + sNX(s) = bU(s) (3.2a)

Y (s) = ltX(s) (3.2b)

ここで，X(s) = L[x], Y (s) = L[y], U(s) = L[u]である．これより，このシステムの伝達
関数は，

H(s) = lt (K + sN)−1 b (3.3)
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である．また，s0を展開点として，伝達関数を展開すると，

H(s0 +∆s) = lt {K+ (s0 +∆s)N}−1 b

= lt {K+ s0N+∆sN}−1 b

= lt
{
I + ∆s(K + s0N)

−1N
}−1

(K + s0N)
−1b

= lt (I−∆sA)−1 r (3.4)

となる．ここで，A = −(K+ s0N)−1, r = (K+ s0N)
−1bである．ここで，Aに対して，ス

ペクトル分解を適用する．

H(s0 +∆s) = lt
(
I−∆sSΛS−1

)−1
r

= lt
{
S(I−∆sΛ)S−1

}−1
r

= ltS (I−∆sΛ)−1 S−1r

= f t (I−∆sΛ)−1 g (3.5)

ここで，S,ΛはそれぞれAの固有ベクトル，固有値が並んだ行列である．また，f = Stl, g =

S−1rである．これより，(3.5)式は以下のように変形できる．

H(s0 +∆s) =
[
f1 f2 · · · fn

]

1−∆sλ1

1−∆sλ2

. . .

1−∆sλn


−1 

g1

g2
...

gn


=

n∑
i=1

figi
1−∆sλ

　

=
n∑

i=1

figi
1− (s− s0)λ

(3.6)

となる．これより，(3.1)式の伝達関数を周波数に対して陽的な関数で記述できる．しか
し，行列 Aのスペクトル分解を必要とし，状態変数 xの次元数 nが大きくなってしまう
と，このスペクトル分解は，非常に大きな計算負荷となってしまう．そこで，Padé近似
(有理関数)を用いて，(3.6)式を以下のように近似する．

Hp,q(s0 +∆s) =
ap∆sp + ap−1∆sp−1 + ap−2∆sp−2 + · · ·+ a1∆s+ a0
bq∆sq + bq−1∆sq−1 + bq−2∆aq−2 + · · ·+ b1∆s+ b0

(3.7)

ここで，(3.7)式と (3.6)式を比較すると，pと qの関係は，q = p+1となることがわかる．
これより，(3.7)式は，

Hq(s0 +∆s) = k∞ +

q′∑
j=1

kj
∆s− pj

(3.8)

となる．ここで，q ≥ q′である．ここで，pj , kj は，それぞれ (3.7)式の極，留数である．
また，k∞は極が 0の時の係数である．
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3.1.2 Asympototic waveform evaluation

(3.7)式，(3.8)式の係数を計算する手法の一つとして，1990年に Pillageらによる提案
された AWE法と呼ばれる手法がある．この手法では，(3.2)式の状態変数X(s)を s0を
展開点として，展開する．

(I− s0A− (s− s0)A)(X0 + (s− s0)X1 + · · · ) = rU(s) (3.9)

ここで，Xj はモーメントである．入力 U(s) = 1とすると，任意の (s− s0)
kにおいて，

Xk =

(I− s0A)
−1r (k = 0)

(I− s0A)
−1AXk−1 (k > 1)

(3.10)

が成り立つ．これより，この手法では以下のようなKrylov空間を生成していることとなる．

K
[
X0, (I− s0A)

−1A
]

= span
[
X0 (I− s0A)

−1AX0

(
(I− s0A)

−1A
)2

X0 · · ·
(
(I− s0A)

−1A
)n

X0

]
(3.11)

最終的には，伝達関数は以下のように書くことができる．

H(s) =
m∑
k=0

mk(s− s0)
k (3.12)

ここで，mk = ltXkである．ここで，mは，状態変数X(s)を近似するためモーメントの
数である．この伝達関数 (3.12)式から (3.7)式の係数を計算する．(3.12)式と (3.7)式が等
しいことを利用すると，

q−1∑
k=0

ak(s− s0)
k =

(
m∑
k=0

mk(s− s0)
k

)(
q∑

k=0

bk(s− s0)
k

)
(3.13)

となる．この方程式は，以下のような方程式となる．
m0 m1 m2 · · · mq

m1 m2 m3 · · · mq+1

m2 m3 m4 · · · mq+2

...
...

...
. . .

...

mq mq+1 mq+2 · · · m2q




bq+1

bq

bq−1

...

b1

 = −


mq+1

mq+1

mq+2

...

m2q+1

 (3.14)

(3.14)式を解くことにより，bk を求め伝達関数の Padé近似を計算する手法が AWE法で
ある．AWE法では，伝達関数が周波数に対して陽な関数となっているため，任意の周波
数における伝達関数を求めることができる．しかし，Padé近似の次数である qが大きく
なるにつれて，(3.14)式の係数行列の条件数が悪くなってしまう．そのため，(3.14)式を
解くために，反復法を使用すると収束特性が非常に悪くなってしまうという欠点がある．
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3.1.3 双Lanczos法の利用

この AWE法の問題点を解決するために，Freundらは 1995年に Pade Approximation

via the Lanczos Processesを開発した．この手法はAWE法とは違い，条件数の悪い係数
行列を持つ方程式を解く必要がなく，双 Lanczos法 [43]を用いて 1入力 1出力の伝達関数
の Padé近似を求めることができる．
　まず，(3.4)式のノイマン級数展開を行う．

H(s0 +∆s) = lt(I−∆sA)−1r

= lt(I + ∆sA+∆s2A2 +∆s3A3 + · · · )r

=

∞∑
k=0

mk∆sk (3.15)

ここで，mk = ltAkrである．(3.15)式を利用して，(3.7)式の係数を計算すればよい．し
かし，Ak の計算は非常に負荷が重い．そこで，Lanczos法を用いて，Aの累乗の計算を
行っていく．しかし，Aは非対称であり，通常の Lanczos法を適用することは難しい．そ
こで，非対称行列のために開発された双 Lanczos法を適用する．

双 Lanczos法

　双 Lanczos法 [43]は，通常の Lanczos法と異なり，任意の 2つのベクトルから 2つの
Krylov部分空間を生成し，3重対角行列を計算していく手法である．
　双 Lanczos法では，任意の非対称行列Aと 3重対角行列Tq，T̃q間で以下の関係式を満
たすような 3重対角行列，行列Vn,Wnを同時に求めていく．

AVn = VnTn (3.16a)

AtWn = WnT̃n (3.16b)

ここで，Tn, T̃n,Wn,Vn ∈ Cn×nであり，それぞれ以下のように定義する．

Tn =



α1 β2 0 · · · 0

ρ2 α2 β3
. . .

...

0 ρ3
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . αn−1 βn

0 · · · 0 ρn αn


(3.17a)

T̃n =



α1 γ2 0 · · · 0

η2 α2 γ3
. . .

...

0 η3
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . αn−1 γn

0 · · · 0 ηn αn


(3.17b)
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Vn =
[
v1 v2 · · · vn

]
(3.17c)

Wn =
[
w1 w2 · · · wn

]
(3.17d)

ここで，VnとWnは，双直交性を持つとすると，以下が成り立つ．

Dn = Wt
nVn =


d1

d2
. . .

dn

 (3.18)

また，これらの関係式から Tq, T̃q 間には，以下の関係が成り立つ．

T̃t
n = DnTnD

−1
n (3.19)

(3.16)式，(3.17)式から以下の 2式が得られる．

Avk = βkvk−1 + αkvk + ρk+1vk+1 (3.20a)

Atwk = γkwk−1 + αkwk + ηk+1wk+1 (3.20b)

これより，

vk+1 =
Avk − αkvk − βkvk−1

ρk+1
(3.21a)

wk+1 =
Atwk − αkwk − γkvk−1

ηk+1
(3.21b)

となる．これより，双 Lanczos法では，双直交性を持つ vk,wk を上記のように反復的に
も求めていく．上記より，Tnは以下の 2つの直交しているKylov空間により，生成され
ている．

K [v1,A] = span
[
v1 Av1 A2v1 · · · Anv1

]
(3.22a)

K
[
w1,A

t
]
= span

[
w1 Atw1 (At)2w1 · · · (At)nw1

]
(3.22b)

ここで，Ax = λxの固有値問題を近似的に求めることを考える．固有ベクトルをKrylov

部分空間の基底で’x = Vnyと近似する．また，固有値問題の残差がWnに直交する条件
(ガレルキン法)を用いると，

Wt
n(Ax− λx) = Wt

n(AVny − λVny)

= Dn(Tny − λy)

= 0 (3.23)

となる．これより，Tnの固有値とAの固有値が等しいことがわかる．また，固有ベクト
ルもWtSに対応していることがわかる．
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双 Lanczos法のアルゴリズムは，以下のように書くことができる．

1. r, lを任意に設定
ρ1 = ||r||2, η1 = ||l||2,v1 = r/ρ1,w1 = l/η1　
v0,w0 = 0, δ0 = 1

for k = 1, 2...

2. δk = wt
kvk

3. αk = wt
kAvk/δk

βk = δkηk/δk−1

γk = δkρk/δk−1

4. v = Avk − αkvk − βkvk−1

w = Atwk − αkwk − γkwk−1

5. ρk+1 = ||v||2, ηk+1 = ||w||2
vk+1 = v/ρk+1,wk+1 = w/ηk+1

上記のアルゴリズムにより，Aを 3重対角行列 Tnへ直交変換する．しかし，上記のアル
ゴリズムでは，Aの次元数である n個のベクトル vn,wnを求める必要がある．そのため，
通常は精度が十分に得られるであろう q 回 (n >> q)ほどの反復で打ち切る．その場合，
(3.16)式は，

AVq = VqTq +
[
0 0 · · · vq+1

]
ρq+1 (3.24a)

AtWq = WqT̃q +
[
0 0 · · · wq+1

]
ηq+1 (3.24b)

となる．ここで，

Tq =



α1 β2 0 · · · 0

ρ2 α2 β3
. . .

...

0 ρ3
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . αq−1 βq

0 · · · 0 ρq αq


(3.25a)

T̃q =



α1 γ2 0 · · · 0

η2 α2 γ3
. . .

...

0 η3
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . αq−1 γq

0 · · · 0 ηq αq


(3.25b)

Vn =
[
v1 v2 · · · vn

]
(3.25c)

Wn =
[
w1 w2 · · · wn

]
(3.25d)

である．これより，n×nの非対称行列Aは，2つの直交するKrylov部分空間により．q×q

の 3重対角行列 Tq へ変換される．
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3.1.4 伝達関数のPadé近似

(3.15)式のmkを以下のように分解する．

mk = ltAkr

= lt
(
Ak1Ak2

)
r

=
(
ltAk1

)(
Ak2r

)
(3.26)

ここで，k = k1 + k2である．これより，Ajrは，

Ajr = Ajρ1v1

= ρ1A
jVqe1

= ρ1VqT
j
qe1 (3.27)

ここで，e1 = [1, 0, 0, ..., 0]tである．次に，ltAj は，

ltAj = η1w1A
j

= η1e
t
1W

t
qA

j

= η1e
t
1

(
T̃t
q

)j
Wt

q

= η1e
t
1

(
DqTqD

−1
q

)j
Wt

q

= η1d1e
t
1T

j
qD

−1
q Wt

q (3.28)

となる．最終的にこの 2式をまとめると，

mk =
(
ltAk1

)(
Ak2r

)
=
(
η1d1e

t
1T

k1
q D−1

q Wt
q

)(
ρ1VqT

k2
q e1

)
= η1ρ1d1e

t
1T

k1
q D−1

q Wt
qVqT

k2
q e1

= η1ρ1d1e
t
1T

k1
q Tk2

q e1

= ltret1T
k
qe1 (3.29)

となる．(3.29)式より，(3.15)式は，

Hq(s0 +∆s) =
∞∑
k=0

mk∆sk

=
∞∑
k=0

(
ltret1T

k
qe1

)
∆sk

= ltret1 (I−∆sTq)
−1 e1 (3.30)

となり，Tq に対して固有値分解を適用すると，

Hq(s0 +∆s) = ltret1
(
I−∆sSqΛqS

−1
q

)−1
e1

= ltret1Sq (I−∆sΛq)
−1 S−1

q e1

=

q∑
j=1

ltrµjνj
1−∆sλj

(3.31)
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最終的に，(3.8)式のようにまとめることができる．(再掲)

Hq(s0 +∆s) = k∞ +

q′∑
j=1

kj
∆s− pj

(3.8)

ここで，kj , pj は，

pj =
1

λj
(3.32)

kj =
−ltrµjνj

λj
(3.33)

であり，λ = 0の場合の係数 k∞は，

k∞ =

q−q′∑
k=0

ltrµkνk (3.34)

となる．これより，双 Lanczos法により，縮約された伝達関数をできる．この手法により，
得られた伝達関数は，周波数に対して陽な関数となっており，任意の周波数に対して，伝
達関数値を求めることができる．

3.2 固有直交分解法

固有直交分解法 (POD:Proper Orthogonal Decompositon)は，モデル縮約法の一つであ
り，最小二乗法をベースとして，与えられたデータから適切な部分空間を求める手法であ
る．この手法は流体力学や信号解析，パターン解析等に用いられている．近年では，電磁
界解析の分野においても注目されており，時間領域解析，周波数領域解析，最適化問題へ
適用されている．

3.2.1 主成分分析

あるデータ列 (有限要素方程式を複数回解くことにより得られるデータ列等) X = [x1,x2,

· · · ,xr−1,xr]から，1次元の特徴 (部分)空間を構成するwを探索することを考える．こ
こで，xj ∈ Cnである (n >> r)．これは，以下の関数を最小化するwを求めることに帰
着する．

f =
r∑

j=1

∣∣xj −
(
wtxj

)
w
∣∣2 → min (3.35)
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ここで，w ∈ Cnである．この最小化問題は，xj とwの内積の分散が最大となるwを探
せばよい．これより，xj とwの内積の分散は，

σ2 =
1

r

r∑
j=1

(
wtxj

)2
=

1

r

r∑
j=1

wtxjx
t
jw

=
1

r
wt
(
x1x

t
1 + x2x

t
2 + · · ·+ xrx

t
r

)
w

=
1

r
wtXXtw → max (3.36)

となる．この上式に対して，wtw = 1という制約を課すると，レイリー商の最適化問題
に帰着する．レイリー商の最大値は，ベクトル間に挟まれた行列の最大固有値に一致する
ことが知られている．そのため，(3.36)式の最大値はXXtの最大固有値と一致する．これ
より，wは行列 XXtの最大固有値に対応する固有ベクトルと一致するため，XXtの固有
値問題を解くことでwを求めることができる．

XXtw = λmaxw (3.37)

しかし，XXtは n× nの行列サイズであり，nが大きくなればなるほど，計算コストが増
大する．そこで，以下のような固有値問題に置き換えて，求めるのが一般的である．

XtXXtw = λmaxX
tw

XtXw̃ = λmaxw̃ (3.38)

この処理により，n×nの固有値問題を r× rの固有値問題に帰着させることができる．こ
れより，分散を最大とする方向のwを求めることができる．しかし，1本のベクトルによ
り構成された部分空間は非常に表現能力に乏しい．そのため，s本の基底ベクトルにより，
構成された部分空間を構成する必要がある．その場合は，固有値問題 (3.37)式において得
られる s番目 (r ≥ s)までに大きい固有値に対応する固有ベクトルwk の線形結合でオリ
ジナルのベクトル xを構成する．

x = y1w1 + y2w2 + y3w3 + · · ·+ ysws

= Wy (3.39)

ここで，y ∈ Csである．これより，n次元のオリジナルのベクトルを s本の基底ベクトル
で構成された部分空間へ射影することができる．
部分空間を構成するベクトルの本数の決定方法は，しばしば固有値の大きさに基づき決

められる．すなわち，

λ1 + λ2 + · · ·+ λs

λ1 + λ2 + · · ·++λr−1 + λr
≥ ϵ (3.40)

を満たすような最小の sを求めることである．ここで，λ1 ≥ λ ≥ · · · ≥ λr，ϵは 0 ≤ ϵ ≤ 1

とし，1のとき固有ベクトルは r本選ばれることとなる．固有ベクトルの数が増えるほど，
PODによる近似の精度は上がるが，それと同時に行列-行列積や逆行列等の計算量が増加
するため，それらを考慮して ϵを決める必要がある．
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3.2.2 有限要素方程式への適用

まず，線形問題を考える．線形の有限要素方程式は一般的に以下のように書くことがで
きる．

Ax = b (3.41)

ここで，A ∈ Cn×n,x, b ∈ Cnである．(3.39)式を (3.41)式に代入すると，

AWy = b (3.42)

となる．ここで，係数行列が長方形型となっているので，

WtAWy = Wtb (3.43)

とする．これより，係数行列のサイズは r × rとなっており，(3.41)式より，次元数を大
幅に削減できている．
次に非線形問題を考える．非線形問題一般的に以下のように書くことができる．

g(x) = A(x)x− b = 0 (3.44)

ここで，A(x)は xに対して非線形な行列である．この非線形方程式をNewton Raphson

法で解く場合の以下の線形化された方程式を得る．

∂g(x)

∂x
δx = −g(x) (3.45)

この線形化された方程式で得られる δxを xn+1 = xn + δxのように更新していくことに
で非線形方程式を解く．この線形化された方程式に対して (3.39)式を代入すると，

Wt∂g(x)

∂x
Wδy = −Wtg(x) (3.46)

となり，非線形方程式の求解の際にも方程式を次元縮約できる．しかし，非線形問題に対
して，この従来の固有直交分解法ベースのモデル縮約法を適用を行うと，計算時間も精度
も線形問題と比べて悪化してしまう．この詳細に関しては，4章にて詳しく述べる．
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第4章 非線形渦電流場の時間領域有限要素
解析

　インダクタやモータ等の電磁機器の非定常電磁界解析のために，有限要素解析が広く
用いられている．非定常解析では，時間領域解析となるため，毎ステップごとに大規模な
連立一次方程式を解く必要がある．また，これらの電磁機器では通常，非線形性を有して
いる材料が用いられているため，Newton Raphson法や Fixed Point法等の反復法を用い
て，非線形方程式を解く必要がある．そのため，図 4.1のようなアルゴリズムで非定常問
題を解いていく必要がある．図 4.1は，Newton Raphson法を用いた非線形有限要素方程
式 f(x) = bの未知ベクトル xを求解するためのアルゴリズムである．図 4.1より，2重
ループとなっていることが確認できる．また，δxを求めるために線形化された連立一次
方程式を解く必要がある．3次元有限要素解析において，この連立一次方程式は数十万か
ら数千万の連立一次方程式を解く必要があり，通常，ICCG法やGMRES法等の反復法が
用いられる．そのため，このアルゴリズムは実際には 3重ループとなってしまっている．
この処理を定常状態に至るまで続けるため，電磁機器の有限要素法を用いた非定常解析は
長大となってしまう．
これらの問題点を解決するために，近年では，Clemensらが非線形準静電場問題 [19]へ，

著者らが非線形準静磁場問題 [21]へ 3.2節で述べた固有直交分解法によるモデル縮約法の
適用を行っている．固有直交分解法ベースのモデル縮約法は，線形問題においては非常に
大きな計算時間の削減効果を実現できている [21]．しかし，非線形問題へこの従来の固有
直交分解法ベースのモデル縮約法を適用した際，計算時間，解析精度の点から 2つの欠点
が存在する．一つは，非線形性 (磁気飽和)の強い領域において，解析精度が著しく劣化し
てしまう．固有直交分解法では，スナップショットされた解から構成された基底ベクトル
の線形結合でオリジナルの場を表現する．しかし，これは 3.2節でも詳細を述べたが線形
代数が基礎となっており，非線形問題へ適用すると著しく精度が悪化してしまう．二つ目
は，Newton Raphson法の反復のたびに行列-行列積が 2回必要となり，計算時間が線形
問題と比べて大幅に増加してしまう．(3.46)式の係数行列の構造を見るとわかるが，行列
Wで挟まれているヤコビ行列は Newton Raphson法でによる求解の過程において，更新
する必要がある．そのため，更新の回数が増えれば増えるほど，係数行列を構成するため
の行列-行列の回数が大幅に増えてしまう．そのため，非線形問題では計算時間の速度向上
率も線形問題と比べて非常に小さくなってしまう．
非線形領域の解析精度を改善するために，Clemensらは部分領域モデル縮約法を 2013

年に提案した [20]．この手法は，線形領域に対してのみ固有直交分解法を適用し，方程式
を構成し求解を行う手法である．この手法を用いることにより，線形領域だけでなく，非
線形領域の精度を保ちながら，計算時間を高速化することができる．しかし，線形領域と
非線形領域の比により，計算時間の削減率が変わってしまう．非線形領域が線形領域に対
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図 4.1: 非線形方程式の解法アルゴリズム

して多い問題の場合，適用すると計算時間が縮約する前より計算時間が増えてしまう場合
もある．
また，非線形問題へ固有直交分解法を適用した場合の計算時間を短縮するため，Sorensen

らはDiscrete Empirical Interpolation(DEI)法と呼ばれる手法を提案した [44]．この手法
は，最初の数周期分のスナップショットから非線形性の強い領域を自動的に抽出し，その
領域のみで非線形項を線形近似する．この手法を用いることにより，非線形項の更新や行
列-行列積に要する計算時間を大幅に短縮することができる．この手法は様々な非線形問
題に適用され，その有効性も示されている [22][24][45]．その一方で，解析精度は従来のモ
デル縮約法と比較して大幅に悪化してしまう．
これらの問題点を解決するために，部分領域モデル縮約法と DEI法を組み合わせた新

たなモデル縮約法を提案する．本章ではその提案するモデル縮約法に関して以下の流れで
述べる．まず，4.1節では，部分領域モデル縮約法に関して述べる．4.2節では DEI法に
関して，4.3節では著者が提案している部分領域モデル縮約法とDEIの組み合わせ手法を
述べる．4.4節では 3つのモデルに適用し，その有効性に関して述べる．4.5節では時間周
期誤差修正法とモデル縮約法を併用した非線形渦電流場の時間領域解析の高速化手法に関
して述べる．最後に，4.6節で本章をまとめる．

4.1 部分領域モデル縮約法

非線形時間領域有限要素方程式を簡単化のために以下のように記述する．

Ax+ b+ f(x) = 0 (4.1)
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ここで，A ∈ Rn×n，x, b,f(x) ∈ Rnである．(4.1)式の第 1，2項は線形項で第 3項が非
線形項とする．部分領域モデル縮約法では非線形領域に対してはモデル縮約法を適用しな
い．そこで，(4.1)式を以下のように変形する．[

A11 A12

A21 A22

][
x1

x2

]
+

[
b1

b2

]
+

[
f1(x1)

0

]
= 0 (4.2)

ここで，x1, b1,f1(x1) ∈ Rm，x2, b1 ∈ Rn−mである．これより，x1,x2は，それぞれ非線
形領域に関する未知ベクトルである．部分領域モデル縮約法では，x2のみ固有直交分解
法により，次元縮約を行う．ある時間ステップ r∆tまで (4.2)を解き，線形領域の解をス
ナップショットする．

X2 =
[
x0
2 x1

2 x2
2 · · · xr

2

]
(4.3)

ここで，xk2は kステップ目の線形領域の解ベクトルである．このデータ行列に対して，特
異値分解を適用する．

X2 = W2ΣV
t
2

= σ1w
t
21v21 + σ2w

t
22v22 + · · ·+ σrw

t
2rv2r (4.4)

ここで，wi,vi, σi は，それぞれ X2X
t
2,X

t
2X2 の固有ベクトル，特異値である．これより，

線形領域における未知ベクトル xk
2は，以下のようにw2kの線形結合で書くことができる.

xk
2 = y21w21 + y22w22 + · · ·+ y2rw2r

= W2y2 (4.5)

ここで，y2 ∈ Rrである．最終的に，(4.2)式に (4.5)式を代入すると，[
A11 A12W2

Wt
2A21 Wt

2A22W2

][
x1

y2

]
+

[
b1

Wt
2b2

]
+

[
f1(x1)

0

]
= 0 (4.6)

となる．(4.6)式の次元数は，最終的に (n−m+ r)× (n−m+ r)となっており，非線形
領域が全体の領域に比べて小さい場合，非常に大きな次元縮約を実現しながら，非線形領
域の解の精度も向上することができる．しかし，非線形領域が非常に線形領域に比べて大
きい場合，次元の縮約効果が小さいため，大幅な計算時間の短縮の実現が期待できない．

4.2 DEI法

4.2.1 定式化

(3.46)式におけるヤコビ行列はフルモデルにおいて更新しなければならず，縮約しない
場合と同じだけの時間をヤコビ行列の更新に要してしまう．そこで，係数行列の更新を効
率よく行うため，DEIを適用する．DEI法では (4.1)式の非線形項を以下のように線形近
似する．

f(x) = WDEIc (4.7)

41



モデル縮約法の電磁界解析への応用に関する研究 佐藤　佑樹

ここで，行列WDEIは以下の特異値分解により得られる．

XDEI = WDEIΣDEIVDEI (4.8)

XDEIは，以下のスナップショット列により，構成される．

XDEI =
[
f(x0) f(x1) f(x2) · · · f(xp)

]
(4.9)

ここで，W ∈ Rn×pであり，pはDEI法のためのスナップショット数である．また，(4.7)

式の非線形ベクトルを非線形領域中における非線形性の強い成分のみで評価することを考
える．そのために，ここで行列 Pを導入する．行列 Pは，以下のように定義する．

P =
[
pd1 pd2 · · · pds

]
(4.10)

ここで，pdi = [0, 0, ..., 1, ..., 0]tであり，di番目が 1となるベクトルである．(4.7)式に P

の転置を左側から掛けていく．

Ptf(x) = PtWDEIc (4.11)

これより，PtUの逆行列が存在するとすると，ベクトル cは，

c = (PtWDEI)
−1Ptf(x) (4.12)

となる．これより，(4.7)式に (4.12)式を代入すると，非線形項が

f ′(x) = WDEI(P
tWDEI)

−1Ptf(x) (4.13)

となる．実際の計算では，Ptf(x)を直接行列更新した後に．WDEI(P
tWDEI)

−1 ∈ Rn×pを
掛けることにより，大幅に更新に要する時間を削減することができる．

4.2.2 Pの作成方法

行列 Pは，非線形項を非線形性の強い部分で近似するために非常に重要な役割を持つ．
そのアルゴリズムを以下に示す．

Input:WDEI = [w1,w2, ...,wm]

Output:P = [pd1 ,pd2 , ...,pdm ]

1，w1の成分の中で一番大きい値を調べ，その値に対応する成分が 1，その他の成分が 0

となる pd1 を作成する．
2，W′

DEI = [w1]，P = [pd1 ]

i = 2 とする
3，(PtW′

DEI)c = Ptwiを cについて解く．
4，r = ui −U′c　
5，rの成分の中で一番大きい値を調べ，その値に対応する成分が 1，その他の成分が 0と
なる pdi を作成する．
6，W′

DEI = [W′
DEI,wi]，P = [P,pdi ]

7，i++，i > mでなければ 3に戻る．
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4.2.3 準静磁場有限要素方程式への適用

準静磁場の有限要素方程式において，非線形項は，

fi(x) =
∑
j

Aj

∫
Ω
rotNi · ν(x)rotNjdΩ (4.14)

である．この非線形項に対して，DEI法を適用すると，

f ′
i(x) = WDEI(P

tWDEI)
−1Pt

∑
j

Aj

∫
Ω
rotNi · ν(x)rotNjdΩ (4.15)

となる．このDEI法を適用した準静磁場における有限要素方程式に対して，Newton Raph-

son法を適用すると，

∂g

∂x
δx = −g (4.16a)

g = Ax+ b+WDEI(P
tWDEI)

−1Ptf ′(x) (4.16b)

となる．このとき，係数行列は，

∂g

∂x
=

[
A11 A12

A21 A22

]
+WDEI(P

tWDEI)
−1Pt

[
F11 0

0 0

]
(4.17)

となる．ここで，F11は f(x)のヤコビ行列である．最終的には，

∂g

∂x
=

[
A11 A12

A21 A22

]
+WDEI(P

tWDEI)
−1

[
PtF11 0

0 0

]
(4.18)

とする．ここで，F11 ∈ Rm×m に対して，PtF11 ∈ Rp×m である．p << mであるので，
(4.17)式の更新量に対して (4.18)式の更新量は，大幅に計算コストが小さくなっているの
がわかる．
最終的には，通常のモデル縮約法も適用して方程式を解く．モデル縮約法を適用した

場合，

Wt
∂g

∂x
Wδy = −g′ (4.19a)

g′ = WtAWx+Wtb+WtWDEI(P
tWDEI)

−1Ptf ′(x) (4.19b)

DEI法とモデル縮約法を適用している (4.19)式の係数行列は，非対称行列となってしま
う．しかし，この場合，行列サイズが r × rであるので，逆行列を用いて直接解くことが
可能である．また，係数行列の更新に関しては大幅に短縮することは可能であるが，非線
形項を線形近似しているので，解の精度が従来のモデル縮約法よりも悪化してしまう．そ
のため，従来のモデル縮約法自体の解析精度が悪い場合この手法は有効を用いるとさらに
解析精度が悪くなってしまう．
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4.3 提案手法

4.3.1 定式化

本節では，前節までに述べてきた 2つの手法を併用した新たなモデル縮約法を提案する．
提案手法では，非線形領域を 2つの領域に分割する．ひとつは非線形性の強い領域，もう
一つはそれ以外の非線形性の弱い領域である．これより，(4.1)式は以下のように書き換
えることができる．A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33


xstrong

xweak

xlinear

+

bstrongbweak

blinear

+

fstrong(x)fweak(x)

0

 = 0 (4.20)

ここで，A11 ∈ Rm1×m1 ,A12 ∈ Rm1×m2 ,A13 ∈ Rm1×(n−m),A21 ∈ Rm2×m1 ,A22 ∈ Rm2×m2 ,A23 ∈
Rm2×(n−m),A31 ∈ R(n−m)×m1 ,A32 ∈ R(n−m)×m2 ,A33 ∈ R(n−m)×(n−m),xstrong, bstrong ∈
Rm
1 ,xweak, bweak ∈ Rm

2 ,xlinear, blinear ∈ R(n−m) である．また，m = m1 + m2 である．
strong, weak, linearはそれぞれ非線形性の強い領域，弱い領域，線形領域に対応するベク
トルに対応している．本手法では，非線形性の弱い領域と線形領域に対してモデル縮約法
を適用する．これより，あるタイムステップ r∆tまでのスナップショット列を以下のよう
に作成する．

Xweak =
[
x0
weak x1

weak x2
weak · · · xr

linear

]
(4.21a)

Xlinear =
[
x0
linear x1

linear x2
linear · · · xr

linear

]
(4.21b)

このスナップショット列に対して，特異値分解を適用する．

Xweak = WweakΣweakVweak (4.22a)

Xlinear = WlinearΣlinearVlinear (4.22b)

これより，未知数 x以下のような線形結合で書くことができる．

x = Wpy

=

I 0 0

0 Wweak 0

0 0 Wlinear

y (4.23)

ここで，y ∈ Rm1+2rである．これより，(4.1)式は，

Wt
pAWpy +Wt

pb+Wt
pf(x) = 0 (4.24)

となる．本手法では非線形性の弱い領域に対応する非線形ベクトルである fweak(x)をDEI

法により，線形近似する．

f ′
weak(x) = WDEI(P

tWDEI)
−1Ptfweak(x) (4.25)
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(4.25)式を (4.24)式に代入する．

Wt
pAWpy +Wt

pb+Wt
pUDEIf(x) = 0 (4.26)

ここで，

UDEI =

I 0 0

0 WDEI(P
tWDEI)

−1Pt 0

0 0 I

 (4.27)

である．最終的にこの非線形方程式にNewton Raphson法を適用する．

∂gp

∂y
δy = −gp (4.28)

ここで，gpは (4.26)式の左辺である．(4.28)式のヤコビ行列は，

∂gp

∂y
= Wt

pAWp +Wt
pUDEI

∂f(x)

∂x
Wp (4.29)

のように線形項と非線形項に分解できる．第一行列は線形部の行列であるので，Newton

Raphson法の反復の度に更新の必要のない行列である．第 2項目は，反復のたびに更新が
必要な行列である．この行列は，

Wt
pUDEI

∂f(x)

∂x
Wp =

I 0 0

0 WDEI(P
tWDEI)

−1Pt 0

0 0 Wlinear


F11 F12 0

F21 F22 0

0 0 0


I 0 0

0 Wweak 0

0 0 Wlinear


(4.30)

である．Fkkはヤコビ行列である．このまま計算してしまうと，更新に要する計算量はフ
ルモデルの有限要素解析と変わらないため，Ptをヤコビ行列内に含ませる．

Wt
pUDEI

∂f(x)

∂x
Wp =

I 0 0

0 WDEI(P
tWDEI)

−1 0

0 0 Wlinear


 F11 F12 0

PtF21 PtF22 0

0 0 0


I 0 0

0 Wweak 0

0 0 Wlinear


(4.31)

これより，ヤコビ行列のサイズが大幅に小さくなる．そのため，このヤコビ行列を直接計
算することによって，行列の更新に必要な計算時間を大幅に短縮することが可能となる．
しかし前節で述べたDEI-MOR法とは違い，係数行列が数千から数万の非対称行列となっ
てしまう．そのため，方程式を解く際には BiCGstabや GMRES法等の非対称行列用の
Solverを用いる必要がある．

4.3.2 領域自動決定手法

本手法は，非線形領域において，非線形性の強い領域とそれ以外の領域の 2つに分割す
る必要がある．この領域の分け方は，解析精度，計算時間に大きな影響を与える．そのた
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図 4.2: BH curveの領域分割

め，非線形領域の分け方は本手法において非常に重要なファクターとなる．そこで，領域
分割には図 4.2に示すような非線形特性を用いる．磁性体は通常，磁界が弱い場合にはほ
ぼ線形に近い特性を持つ．その一方で，磁界が強くなると強い磁気飽和が起きる．この特
徴を利用して，BHカーブの領域を非線形性が強い領域と弱い領域の 2つの領域に分割す
る．しかし，非線形領域の磁場分布は，時間が進むごとに変化してしまう．また，どの領
域が非線形性の強い領域かというのは，一度解析を行ってみないと，その判断は難しい．
これらの理由から，前ステップの電磁界分布より，領域を自動的に分割することを考える．
しかし，毎ステップにおいて，前ステップの電磁界分布を用いて領域を 2つの領域に分割
すると，領域が毎ステップ変化するので，毎ステップごとにWp，UDEIを作成しなければ
ならない．そのため，計算時間が長大となってしまう．そこで，スナップショットにより
得た電磁界分布を利用して，領域分割を自動的に行う．
以下に，その提案するモデル縮約法のアルゴリズムを示す．(図 4.3)

<提案するアルゴリズム>

1：時間ステップ r∆tまで (4.1)式を解いて電磁場解析を行う．
2：電磁場解析により得られた電磁場分布に対して図 4.2を用いて 2つの領域に分割する．
(赤が非線形性の強い領域，青：非線形性の弱い領域)

3：process2で得られた領域分割に対して，WMORとWDEIを作成する．
for n = (r + 1)∆t · · ·
4：nステップ目において，(4.26)式で電磁界解析をする．
5：nステップ目で得られた電磁界分布と前処理で得られた電磁界分布で最も近い電磁界
分布を探索し，その分布に対応する変換行列を (n+ 1)ステップの解析で用いる．
6：終了条件を満たさない場合，n = n+ 1とし，process4に戻る．
このアルゴリズムを用いることにより，自動的に領域分割を行いながら，高速に電磁界解
析を行うことができる．
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図 4.3: 自動領域分割アルゴリズム

4.4 数値解析

従来のモデル縮約法，部分領域モデル縮約法，DEI法と提案手法を図 4.4に示す 3つの
解析モデルに適用し，解析精度，解析時間の比較を行う．各手法における連立 1次方程式を
解くためのソルバは，従来のモデル縮約法，DEI法は方程式の次元数が小さいので逆行列
を用いて方程式を解く直接法，部分領域モデル縮約法は ICCG法，提案手法はBiCGstab

法を用いる．解析モデル中の磁性体コアの導電率 σは，5× 106S/mと仮定する．また，解
析モデルは，図 4.5の回路に接続されているとする．ここで，電圧 v, 抵抗Rは，0.008V

と 10−5Ω，動作周波数は 100Hz，時間ステップ ∆tは 2.5 × 10−4 sec.とする．スナップ
ショット数 rは，Model1においては 20，Model2，Model3においては 50とする．図 4.6

にそれぞれの手法を図 4.4の解析モデルに適用した場合の速度向上率を示す．速度向上率
は，通常の有限要素解析に要した時間 τFEMと，それぞれのモデル縮約法において要した
時間 τMORとの比 τFEM/τMORである．このとき，それぞれのモデル縮約法において必要
となるスナップショットを取る時間，変換行列を作成する時間等の前処理のための時間は
含めない．図 4.6より，検討した手法の中でDEI法が計算速度の速度向上率が最も高いこ
とがわかる．これは，行列の更新サイズが大幅に小さくなったことと，Newton Raphson

法の更新の度に必要となる行列-行列積 ((4.28)式の左辺)の計算コストが大幅に削減でき
たためである．その一方で通常のモデル縮約法と部分領域モデル縮約法は，フルモデルに
おいて，行列を更新しなければならず，行列-行列積もフルモデルにおいて行わなければな
らないので，大幅な計算速度の向上を実現できていない．また，この 2つの手法は，解析
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図 4.4: 解析モデル

図 4.5: 有限要素モデルを含む回路

モデルに計算時間が依存していることが確認できる．提案手法においては，全ての解析モ
デルにおいて，3倍以上の解析速度を向上できている．次に解析誤差を図 4.9に示す．解
析誤差は以下の式で定義する．

error =
1

Nt

Nt∑
t=1

√√√√∑Ne
e=1

∣∣BFEM
t,e −BMOR

t,e

∣∣∑Ne
e=1

∣∣BFEM
t,e

∣∣ (4.32)

ここで，Nt, Ne,B
FEM
t,e ,BMOR

t,e は，それぞれトータル時間ステップ数，要素数，通常の有
限要素解析，MORを用いて得られた磁束密度である．図 4.9により，部分領域モデル縮約
法と提案手法がほぼ同程度の解析精度で解析を行うことができていることが確認できる．
その一方で，計算時間短縮効果が最も高い DEI法の解析精度は 4つの手法の中で一番悪
いことが確認できる．これは，非線形項を (4.25)式のように線形近似するためである．次
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図 4.6: 各手法，各モデルにおける速度向上率

図 4.7: 各手法，各モデルにおける解析誤差

に，図 4.8に各時刻における磁束密度の相対誤差を示す．図 4.8より，DEI法が一番精度
が悪く提案手法と部分領域モデル縮約法の解析誤差がほぼ同じとなっていることが確認で
きる．また，図 4.9に 287stepにおけるModel3の磁束密度分布を示す．磁束密度の大き
い領域においては磁束密度分布が一致しているのが確認できるが，磁束密度の小さい領域
においては，DEI法を適用しているため，一致していないのが確認できる．しかし，磁束
密度が小さいため，誤差に大きな影響を与えていないと考えられる．
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図 4.8: 各時刻における誤差

図 4.9: 各手法における磁束密度分布
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4.5 TP-EEC法とMORの併用手法

本節では，従来のモデル縮約法と時間周期陽的誤差修正法 (TP-EEC:Time-periodic ex-

plicit error correction)[46]-[49]の併用手法に関して議論する．TP-EEC法は，1周期，ま
たは半周期ごとに非周期成分を抽出し，その成分を除去することにより，高速に定常解を求
める手法である．外部回路との連成解析問題や誘導機等の定常解に到達するまで多くのタ
イムステップを要する問題に適用され，その有効性が示されている．われわれはTP-EEC

法とモデル縮約法を併用することで，今まで以上の高速化を実現できると考え，併用手法
を提案した．

4.5.1 TP-EEC

非線形時間領域有限要素方程式を簡単化のため，以下のように記述する．

S(xn) + C
dxn

dt
= fn (4.33)

ここで，外力項 fn = ±fn+N のような周期性を有しており，解ベクトルも xn = ±xn+N

も周期性が成り立つと仮定する．ここで，+(−)は一 (半)周期を示す．(4.33)式に対して，
θ法を適用すると，

θS(xn) + (1− θ)S(xn−1) + C
xn − xn−1

∆t
= θfn + (1− θ)fn−1 (4.34)

となる．以下のようにまとめる．

T̂(xn) + Ĉ(xn−1) = θfn + (1− θ)fn−1 (4.35)

ここで，

T̂(xn) = θS(xn) +
C

∆t
xn, Ĉ(xn) = (1− θ)S(xn)− C

∆t
xn (4.36)

である．この非線形方程式に対して，NewtonRaphson法を適用する．そのときに線形化
された方程式は，

∂g(xn)

∂xn
δxn = −g(xn) (4.37)

となる．ここで，g(xn)は，(4.35)式の残差である．このとき，解の周期性を仮定すると，
以下のような方程式を得ることができる．

∂G(X)

∂X
δX = −G(X) (4.38)

ここで，

G(X) =


g(x1)

g(x2)

g(x3)
...

g(xN )

 ,X =


x1

x2

x3

...

xN

 , δX =


δx1

δx2

δx3

...

δxN

 (4.39)
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である．また，係数行列は，

∂G(X)

∂X
=



T̃1 0 . . . 0 ±C̃N

C̃1 T̃2 · · · 0 0

0 C̃2 . . .
...

...
...

. . .
. . . T̃N−1 0

0 · · · 0 C̃N−1 T̃N


, (4.40)

であり，

T̃n = θ
∂S(xn)

∂xn
+

C

∆t
(4.41)

C̃n = (1− θ)
∂S(xn)

∂xn
− C

∆t
(4.42)

である．(4.38)式におけるX を収束の早い成分と遅い成分に分解する．

X = X ′ +Up (4.43)

ここで，pは修正ベクトルである．(4.43)式を (4.38)式に代入すると，

Ut
∂G

∂X
Up = −UtG(X) (4.44)

ここで，直流の誤差成分にのみ着目すると，U = [I, I, ..., I]tとおくことができる．これよ
り，最終的に，(4.44)式は，[

N∑
i=1

∂S(xi)

∂xi
+ (1∓ 1)C̃N

]
p = −C̃x0 + C̃xN (4.45)

となる．(4.45)式の修正方程式を pについて解き，xN ← xN + pとすることで過渡解を
修正する．

4.5.2 MORとTP-EEC法の併用

図 4.10に本手法の概念図を示す．本手法ではまず 1(半)周期の間，通常の非線形方程式
(4.44)式を解く．1(半)周期経過後，MORのための変換行列 (3.2節におけるW)を特異値
分解により生成する．その後 (4.33)式を縮約する．また，それと同時に TP-EEC法によ
る過渡解の誤差修正を行う．それ以降に関しては，縮約方程式を解き，1(半)周期経過の
たびに TP-EEC法を適用し，誤差修正を行う．
誤差修正のための pの求解の際にもMORの適用が可能である．誤差修正の pを以下の

ように縮約する．

p = Wq (4.46)

ここで，W ∈ Rn×s, q ∈ Rsである．これより，(4.45)式に代入すると，

Wt

[
N∑
i=1

∂S(xi)

∂xi
+ (1∓ 1)C̃N

]
Wq = −WtC̃x0 + C̃xN (4.47)
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図 4.10: TP-EEC法とMORの併用アルゴリズム

図 4.11: インダクタモデル

となる．これより，修正方程式に関しても縮約でき高速化可能である．また，一次の誤差
を考慮したUを選ぶことで，より高速に定常状態まで解を収束させることが可能である．
その一方で，一次成分まで考慮した場合，(4.44)式が 2n次元となり，行列も非対称行列
となる．そのため，大規模な問題に対しては適用することで pの求解においても非常に長
い計算時間を要する．しかし，本法を用いることで一次成分まで考慮した問題に対しても
高速化可能であり，さらなる高速化を達成できることが期待できる．

4.5.3 解析結果

提案手法の有効性を確認するために，図 4.11に示すインダクタモデルに本手法を適用
する．図 4.11に示すインダクタのコイル中には渦電流が流れ，インダクタはRC並列の外
部回路に接続されている．解析領域を四面体要素により分割を行い，節点数，要素数は，
それぞれ 20985，117548となった．コイルの導電率は，5.76× 107S/mとし，4本のコイ
ルは直列につながっていると仮定した．本研究では，全ての解析において 1周期ごとに
TP-EEC法による誤差修正を行い，N = 20(1周期を 20分割)とした．
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線形問題

まず，線形問題に併用手法を適用する．磁性体部分の比透磁率を 10とし，1MHz，1Vの
電源電圧を印加した．また，R0 = 0.05Ωとし，異なる時定数に対する応答を考察するため，
C0 = 1µF, 100µF と仮定した．図 4.12，4.13にR0に流れる電流と，定常状態の電流との
絶対誤差を示す．このとき，振幅の変化が 1 % 未満となる状態を定常状態と仮定している．
FEMは回路と有限要素解析の連成解析を行った場合，TP-EECは有限要素解析にTP-EEC

法を適用した場合，MORはMORにより方程式の未知数を縮約した場合，TP-MORは，
提案手法で解析を行った場合である．図 4.12，4.13より，TP-EEC，TP-MORは，他の
2つの手法よりも早く定常へ収束している．図 4.13(b)より，時定数が長い問題に対して
は誤差修正の効果が大きいことが確認できる．
つぎに表 4.1に計算時間，速度向上率，定常までに要した反復回数を示す．これらの計

算には，Intel Core i7-4930K/3.4GHz (32GB RAM)を用いた．また，速度向上率は通常
の有限要素解析に要した計算時間 τ1とその他の手法で解析に要した計算時間 τ2の比 τ1/τ2

とする．1周期の絶対誤差の平均が 0.04A以下となったとき定常状態に到達したと判定す
る．表 4.1の括弧の中は 0ステップ目から定常に到達するまでの計算時間，括弧なしが 20

ステップ目から定常に到達するまでの計算時間 (スナップショットおよび基底ベクトルを構
成する過程を抜いた計算時間)である．表 4.1より，速度向上率は時定数の長いC0=0.01F

の場合において 400倍以上となっている．また，時定数が短い場合においても 50倍以上
の速度向上率を実現できている．

表 4.1: 線形問題の計算時間と速度向上率とタイムステップ数
(a) C0 = 1.0µF

FEM TP-EEC MOR Present

Elapsed time [sec.] 1140(1500) 960(1320) 36(386) 20(380)

Speed up 1.0 1.19(1.14) 31.7(3.89) 57.0(3.94)

Number of Steps 80 60 80 60

(b) C0 = 100µF

FEM TP-EEC MOR Present

Elapsed time [sec.] 11040(11400) 760(1140) 174(534) 26(386)

Speed up 1.0 14.5(10.0) 63.4(21.3) 425(29.5)

Number of Steps 600 80 600 80

非線形問題

つぎに，本手法を非線形問題に適用する．磁性体コア部分は 50A400と仮定し，電源周波
数は 1MHzとし，振幅を vin = 2V, 8V とした．また，外部回路の他の素子をR0 = 0.05Ω，
C0 = 100µF とした．図 4.14，4.15にR0に流れる電流値と，定常状態の電流との絶対誤
差を示す．印加電圧の振幅が変化しても TP-EEC，TP-MORでは，4周期ほどで定常状
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(a) R0 に流れる電流

(b) R0 に流れる電流の絶対誤差

図 4.12: 線形問題における C = 1µF 時の電流の時間変化

態に至っている．絶対誤差は線形の場合と比べて大きく振動しているが，どちらの場合に
おいても通常の有限要素解析で得られた定常解との相対誤差は，1% 未満である．
表 4.2に計算時間，速度向上率，定常までに要したタイムステップ数を示す．計算環境

は線形の場合と同じとし，速度向上率の定義も同じとする．1周期の絶対誤差の平均が
vin=2Vで 0.04A，vin=8Vで 0.4Aとなったとき，定常状態に到達したと判定した．双方
の結果ともに 200倍近い速度向上率を達成している．これより，非線形問題においても本
手法の有効性が確認できた．
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(a) R0 に流れる電流

(b) R0 に流れる電流の絶対誤差

図 4.13: 線形問題における C = 100µF 時の電流の時間変化

表 4.2: 非線形問題の計算時間と速度向上率とタイムステップ数
(a) Vin = 2.0V

FEM TP-EEC MOR Present

Elapsed time [sec.] 14640(14940) 900(1380) 702(1002) 77(377)

Speed up 1.0 16.3(10.8) 20.9(14.9) 190(40.0)

Number of Steps 820 80 820 80

(b) Vin = 8.0V

FEM TP-EEC MOR Present

Elapsed time [sec.] 17700(18180) 1320(1800) 1146(1626) 79(559)

Speed up 1.0 13.4(10.1) 15.4(11.2) 224(32.5)

Number of Steps 840 80 840 80
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(a) R0 に流れる電流

(b) R0 に流れる電流の絶対誤差

図 4.14: 非線形問題における V = 2V 時の電流の時間変化
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(a) R0 に流れる電流

(b) R0 に流れる電流の絶対誤差

図 4.15: 非線形問題における V = 8V 時の電流の時間変化
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4.6 4章のまとめ

本章では，3次元有限要素法を用いた非定常解析の高速化のために，新たなモデル縮約
法を提案した．本手法は，部分領域モデル縮約法とDEI法のそれぞれの欠点を補った新た
な手法である．部分領域モデル縮約法では，線形領域のみをモデル縮約法により線形近似
し，非線形領域に対しては，モデル縮約法を適用しない．そのため，線形領域と非線形領
域の比により，未知数の次元数の削減率が変化するため，速度向上率が変動してしまう欠
点を持っていた．また，DEI法は非線形項を線形近似し，高速化を実現する手法のため，
解析精度が従来のモデル縮約法よりも悪化してしまう．そこで，これらの問題点を解決す
るために，有限要素領域を 3つの領域に分ける手法を提案した．ひとつは，線形項，二つ
目は非線形性の強い領域，最後の 3つ目は非線形性の弱い領域である．線形領域に対して
はMORを適用，非線形性の弱い領域に対してはMORとDEI法をそれぞれ適用する．こ
れにより，非線形領域の未知数を削減でき，さらに非線形性の強い領域に関しては，線形
近似を行わないので，解析精度が悪化しない．また，非線形性の強い/弱い領域というの
は時々刻々変化するため，自動領域分割手法に関しても提案を行った．本手法を 3つのモ
デルに適用した．全てのモデルにおいて速度向上率は 3倍以上を実現し，さらに部分領域
モデル縮約法と同等の解析精度を得ることにできた．これより，本手法の妥当性を確認す
ることができた．
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第5章 電磁機器の等価回路生成法

　インダクタやリアクトル，変圧器等の電磁素子は一般的に駆動回路や制御回路等の内部
に含まれている．そのため，DC-DCコンバータやインバータ等のパワーエレクトロニク
ス回路の設計・開発の過程においては，これらの電磁機器とパワエレ回路を連成して解析
を行う必要がある．しかし，これらの電磁素子を有限要素法とし，それ以外を回路部と連
成解析を行った場合，非常に膨大な計算時間がかかってしまう．そのため，通常これらの
電磁素子は等価回路系に置きかられることがほとんどである．しかし，この等価回路系は
動作点におけるインダクタンスと直流時における抵抗を直列に接続した簡易なものが多く，
以下の 3点を考慮できていないことがほとんどである．

1. 広い周波数帯における特性評価

2. 磁性コアの非線形特性の考慮 (初期磁化曲線，ヒステリシス特性)

3. ヒステリシス損失，渦電流損失の評価

これらを考慮するために，電磁鋼板の等価回路が提案されている [50]-[53]．電磁鋼板の
等価回路は Helmholtz方程式の解析解により，導出され，図 5.1のような Cauer型回路
[54]をしている．このCauer型の等価回路物理的な意味を持っており，渦電流，非線形特
性を考慮可能である [53]．これより，この電磁鋼板の等価回路は上記の 3つの考慮可能で
あり，実験的にも検証されている．しかし，平板や球型等のHelmholtz方程式の解析解が
ないモデルに対しては適用が難しく，任意形状におけるCauer型等価回路の生成法が求め
られている．
これらの背景より，著者らは PVLをベースとしたモデル縮約法による等価回路生成法

を提案した．この手法は，有限要素モデルより，直接等価回路を生成するため，任意形状
の等価回路を生成することが可能である．本章では著者らがが提案した等価回路生成法に
関して，以下の流れで述べる．まず，5.1節にてPVLをベースとした準静磁場における等
価回路生成法に関して述べる．5.2節では，Helmholtz方程式の解析解により得られた電
磁鋼板の等価回路と PVLをベースとした手法で得られた等価回路との比較を行い，著者
らの手法の妥当性を示す．5.3節では，非線形性の付与方法を示す．また，5.4節では任意
形状に対して本手法の適用を行う．その例として，DC-DCコンバータ内のインダクタと
誘導加熱装置に本手法を適用し，その有効性を示す．最後に 5.4節で 5章をまとめる．

5.1 PVLによる等価回路生成法

広い周波数帯に対応した等価回路を生成する場合，電磁機器のインピーダンスまたはア
ドミタンスの周波数特性を連続的な有理関数で表現する必要がある．そのため，システム
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図 5.1: Cauer型等価回路

の伝達関数を有理関数で記述できる PVLを使用する．本節では，まず Foster回路の生成
法を述べ，その後 Cauer型の等価回路生成法に関して述べる．

5.1.1 Foster型等価回路

本項では，電磁鋼板の複素実効透磁率の等価回路生成法，電磁機器のインピーダンスの
等価回路生成法に関して述べる．

電磁鋼板の複素実効透磁率

図 5.2に示す電磁鋼板を考える．x軸方向のみ有限とし，それ以外を無限に長いとする．
この電磁鋼板の複素実効透磁率を導出する場合，入力を電磁鋼板の厚さと表面磁場の積
dH0，出力 Φとする．

Kx+Nẋ = bdH0 (5.1a)

Φ = ltx (5.1b)

このとき，(5.1a)式はT法で定式化を行った場合の有限要素方程式である．出力方程式は，

Φ =

∫ d/2

−d/2
µHz(x)dx (5.2)

である．これより，伝達関数は複素実効透磁率 µ̇r となる．複素実効透磁率の物理的意味
に関しては 6章で詳細を述べる．伝達関数 µ̇rは，

µ̇r(s) =
Φ

dH0

= k∞ +

q′∑
j=1

kj
(s− s0)− pj

(5.3)

となり，部分分数で書くことができる．これより，この複素透磁率は，

µ̇r(s) = µ∞ +

q′∑
j=1

µ̇j (5.4)
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図 5.2: 電磁鋼板

図 5.3: Foster直列型回路

となる．ここで，

µ̇j = µ∞ +

q′∑
j=1

1

s

kj
+
− s0 − pj

kj

= µ∞ +

q′∑
j=1

1

s

Rj
+

1

Lj

(5.5)

となり，図 5.3のような直列型の Foster等価回路となる．回路の総段数は，PVLによる
双 Lanczos法の反復法と一致する．

電磁機器のインピーダンス

PVLを用いて電磁機器の等価回路を生成する場合，線形システムの伝達関数をアドミ
タンスまたはインピーダンスとする必要がある．そこで，入力を電圧 v, 出力を電流 iと
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図 5.4: Foster並列型回路

し，PVLを適用することを考える．そのとき，(3.1)式は，

Kx+Nẋ = bv (5.6a)

i = ltx (5.6b)

となる．ここで，(5.6a)式は，準静磁場有限要素方程式と外部回路との連成解析に一致す
る．これより，伝達関数は，アドミタンス関数となるので，PVL適用後のアドミタンス関
数は，

Y (s) = k∞ +

q′∑
j=1

kj
(s− s0)− pj

(5.7)

となる．ここで，このアドミタンス関数は以下のように書くことができる．

Y (s) =
1

Z∞
+

q′∑
j=1

1

Zj
(5.8)

ここで，Zj は，

Zj =
−s0 − pj

kj
+ s

1

kj

= Rj + sLj (5.9)

である．これより，図 5.4のような Foster並列型回路を導出できる．電磁機器の等価回路
の総段数も，PVLによる双 Lanczos法の反復法と一致する．

5.1.2 Cauer型等価回路

前項より，電磁鋼板と電磁機器の Foster型の等価回路を生成することができた．しか
し，Foster型の等価回路は，この回路構造から物理的意味を見出すことが難しいため，非
線形特性を付与することは難しい．そこで，物理的な意味を持っているCauer型の等価回
路をPVLにより得られた有理関数から生成することを考える．(5.5)，(5.7)式は，以下の
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ような有理関数で書くことができる．

H(s) =
aq−1s

q−1 + aq−2s
q−2 + · · ·+ a1s+ a0

　 bqsq + bq−1sq−1 + bq−2sq−2 + · · ·+ b1s+ b0
(5.10)

ここで，H(s)はそれぞれ µ̇r(s), Y (s)に対応している．この式に対して，Euclidの互除法
を適用することで Cauer型の等価回路表現を実現できる．

電磁鋼板のCauer型表現

電磁鋼板の Cauer型の等価回路生成では，まず p = s−1と変数変換を行う．

µ̇r =
a0p

q + a1p
q−1 + · · ·+ aq−2p

2 + aq−1p

b0pq + b1pq−1 + b2pq−2 + · · ·+ bq−1p+ bq
(5.11)

(5.11)式を以下のように展開する．

µ̇r =
1

b0p
q + b1p

q−1 + b2p
q−2 + · · ·+ bq−1p+ bq

a0pq + a1pq−1 + · · ·+ aq−2p2 + aq−1p

=
1

b0

a0
+

(
b1 − a1

b0

a0

)
pq−1 +

(
b2 − a2

b0

a0

)
pq−2 + · · ·+

(
bq−1 − aq−1

b0

a0

)
p+ bq

a0pq + a1pq−1 + · · ·+ aq−2p2 + aq−1p

(5.12)

ここで，

b0k = bk − ak
b0
a0

(5.13)

となる．これより，

µ̇r =
1

b0

a0
+

b01p
q−1 + b02p

q−2 + · · ·+ b0q−1p+ b0q

a0pq + a1pq−1 + · · ·+ aq−2p2 + aq−1p

=
1

b0

a0
+

1

a0p
q + a1p

q−1 + · · ·+ aq−2p
2 + aq−1p

b01p
q−1 + b02p

q−2 + · · ·+ b0q−1p+ b0q

=
1

b0

a0
+

1

a0

b01
p+

(
a1 − b02

a0

b01

)
pq−1 +

(
a2 − b03

a0

b01

)
pq−2 + · · ·

b01p
q−1 + b02p

q−2 + · · ·

(5.14)
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となる．また，ここで，

a0k = ak − b0k+1

a0
b01

(5.15)

とすると，

µ̇r =
1

b0

a0
+

1

a0

b01
p+

a01p
q−1 + a02p

q−2 + · · ·+ a0q−2p+ a0q−1

b01p
q−1 + b02p

q−2 + · · ·+ b0q−1p+ b0q

(5.16)

となる．これを繰り返していくと，

µ̇r =
1

b0

a0
+

1

a0

b01
p+

1

b01

a01
+

1

a01

b12
p+

1

b12

a12
+ · · ·

(5.17)

となる．ここで，ank , b
n
k は，

ank = an−1
k − bnk+1

an−1
n

bnn+1

(5.18a)

bnk = bn−1
k − an−1

k

an−1
n

bn−1
n

(5.18b)

である．最終的に，

µ̇r =
1

1

L1
+

1

R1

s
+

1

1

L2
+

1

R2

s
+

1

1

L3
+ · · ·

(5.19)
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となる．ここで，

Lk =


a0

b0
(k = 1)

ak−2
k−1

bk−2
k−1

(k > 1)

(5.20a)

Rk =


a0

b01
(k = 1)

ak−2
k−1

bk−1
k

(k > 1)

(5.20b)

これより，電磁鋼板の Cauer型等価回路である図 5.1の素子値を PVLより生成すること
ができる．

電磁機器のCauer型表現

電磁機器の等価回路の場合においても，電磁鋼板ときのように p = s−1 と変数変換を行
い，Euclidの互除法を適用する．

µ̇r =
a0p

q + a1p
q−1 + · · ·+ aq−2p

2 + aq−1p

b0pq + b1pq−1 + b2pq−2 + · · ·+ bq−1p+ bq

=
a0
b0

+
a01p

q−1 + a02p
q−2 + · · ·+ a0q−2p

2 + a0q−1p+ a0q

b0pq + b1pq−1 + b2pq−2 + · · ·+ bq−1p+ bq

=
a0
b0

+
1

b0

a01
p+

b01pq−1 + b02pq−2 + · · ·+ b0q−1p+ b0q

a01p
q−1 + a02p

q−2 + · · ·+ a0q−2p
2 + a0q−1p+ a0q

=
a0
b0

+
1

b0

a01
p+

1

a01

b01
+

1

b01

a12
p+

1

a12

b12
+ · · ·

= R1 +
1

1

sL1
+

1

R2 +
1

1

sL2
+

1

R3 + · · ·

(5.21)
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図 5.5: 電磁機器の Cauer型等価回路

ここで，各素子値Rk, Lkは，

Lk =


a01
b0

(k = 1)

ak−1
k

bk−2
k−1

(k > 1)

(5.22a)

Rk =


a0

b0
(k = 1)

ak−2
k−1

bk−2
k−1

(k > 1)

(5.22b)

であり，各 ank , b
n
k は，

ank =


ak − bk

a0

b0
(n = 0)

an−1
k − bn−1

k

an−1
n

bn−1
n

(n > 0)

(5.23a)

bnk =


bk − a0k+1

b0

a01
(n = 0)

bn−1
k − ank+1

ann+1

bn−1
n

(n > 0)

(5.23b)

である．このEuclidの互除法のアルゴリズムから得られる素子値は，図 6.47bに示す初段
にR1が存在するモデルと一致する．

5.2 電磁鋼板の等価回路の比較

5.2.1 解析解による等価回路

図 5.2の電磁鋼板の等価回路は，Helmholtz方程式の解析解より解析的に導出できる．ま
ず，準静近似のMaxwell方程式から得られるHelmholtz方程式は，

∂2Ḣ(x)

∂x2
− jωσµḢ(x) = 0 (5.24)
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となる．図 5.2は x方向に一次元の問題であるので，(5.24)式となる．境界条件として表
面磁場をH(x = d/2,−d/2) = H0とすると，電磁鋼板中の磁場は，

Ḣ(x) =
cos(kx)

cos(kd/2)
H0 (5.25)

となる．ここで，k =
√
1− j/δ, δ =

√
2

ωσµ であり，δは表皮厚である．これより，電磁鋼

板を鎖交する磁束は，

Φ =

∫ d/2

−d/2
µḢ(x)dx

=
2µ

k
tan

(
kd

2

)
H0 (5.26)

となる．これより，電磁鋼板中の実効的な透磁率は，

µ̇ =
Φ

dH0

= µ
2

kd
tan

(
kd

2

)
= µ

1

z
tanz (5.27)

となる．ここで，z = kd/2としている．正接関数 tan(x)は，以下のように部分分数展開
することができる．

tan(x) =

∞∑
k=0

− 2x

x2 − π2

(
n+

1

2

)2 (5.28)

これより，(5.28)式を (5.27)式に代入することで，以下の式を得ることができる．

µ̇ = µ
1

z

∞∑
k=0

−2z

z2 − π2

(
k +

1

2

)2

=
∞∑
k=0

− 2µ

d2(−jωσµ)
4

− π2

(
k +

1

2

)2

=
∞∑
k=0

1

jωd2σ

8
+ π2

(2k − 1)2

8µ

=

∞∑
k=0

1

s

Rk
+

1

Lk

(5.29)
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これより，Rk, Lkはそれぞれ

Rk =
8

d2σ
(5.30a)

Lk =
8µ

(2k − 1)2
(5.30b)

となり，これらは図 5.3の Foster直列型等価回路の各素子値となる．これより，電磁鋼板
のFoster直列型等価回路では，インダクタンスは回路段数 kにより (2k−1)2で小さくなっ
ていくが，抵抗は段数によらず一定であることがわかる．
また，正接関数 tan(x)は，連分数展開を行うこともできる．

tan(x) =
x

1−
x2

3−
x2

5−
x2

7−
x2

9− · · ·

(5.31)

これより，(5.31)式を (5.27)式に代入することで，

µ̇ = µ
1

1−
z2

3−
z2

5−
z2

7−
z2

9− · · ·

=
1

1

µ
+

jωσµd2/4

3µ− µ
jωσµd2/4

5−
jωσµd2/4

7−
jωσµd2/4

9− · · ·

=
1

1

L1
+

1

R1

s
+

1

1

L2
+

1

R2

s
+

1

1

L3
+ · · ·

(5.32)
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これより，各素子値Rk, Lkは，それぞれ

Rk =
4(2k + 1)

σd2
(5.33a)

Lk =
µ

2k − 1
(5.33b)

となり，これは図 5.1であるCauer型の等価回路の素子値と一致する．これより，Cauer型
の等価回路のインダクタンス，抵抗は回路段数 kにより，それぞれ 2k−1で小さく，2k+1

で大きくなる．

5.2.2 電磁鋼板の等価回路

本項では，前項で導出した解析解による電磁鋼板の Foster回路と Cauer回路と前節で
提案した手法により得られるFoster，Cauer回路の比較を行っていく．本解析では，図 5.2

に示す電磁鋼板の比透磁率 µr, σ, dはそれぞれ 100, 106S/m, 0.2mmとする．

回路の段数の打ち切りによる精度への影響

まず，回路の打ち切り効果に関して考察を行う．展開点 s0，回路の総段数 qをそれぞれ
100MHz，25とする．打ち切り段数を q′を 1から 25と変化させたときの精度検証を行う．
そのときの誤差を図 5.6に示す．誤差は，以下の式で評価した．

e =
1

NF

NF∑
i=1

|µ̇analytical − µ̇PV L|
|µ̇analytical|

(5.34)

ここで，µ̇analytical, µ̇PV Lは，それぞれ解析解 (5.27)式により得られた透磁率，PVLによ
り生成された等価回路から計算された透磁率である．NF は周波数軸上ののサンプリング
数であり，本解析では 10000点を取っている．図 5.6より，Cauer型の等価回路は Foster

型の等価回路よりも数値的収束性が非常によいことがわかる．そのため，Cauer型等価回
路ではFoster型の等価回路よりも少ない段数で複素透磁率を表現することができる．次に，
図 5.7に段数を q′ = 1, 5, 10と打ち切った場合の複素透磁率の周波数特性を示す．Cauer型
の等価回路においては，q′ = 10で十分周波数特性を表現できているのに対し，Foster回路
では高周波帯において精度よく表現できていない．また，Cauer型の等価回路では q′ = 1

において，低周波帯で一致しているのに対し，Foster回路では一致していないことも確認
できる．これより，数値的に Cauer型の等価回路が Foster型の等価回路よりも数値的収
束性が良いことが示すことができた．

展開点 s0による影響

本稿では，展開点の変化による影響を考察する．s0を0.1MHz，1MHz，10MHz，100MHz

と変化させ，回路の段数は q = 25に固定し回路を生成した．それぞれの展開点に設定した
場合の誤差を表 5.1に示す．誤差は (5.34)式により計算し，条件は前項と同じである．展
開点を大きくすることにより，誤差が小さくなっている．次に，各 Foster, Cauer回路の
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図 5.6: 打ち切り誤差による影響

(a) Foster回路

(b) Cauer回路

図 5.7: 段数を打ち切った場合の電磁鋼板の複素透磁率の周波数特性
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各段における素子値の比較を行う．表 5.2 に展開点を 0.1MHz, 10MHz, 100MHz に設定し
たときの 10 段目までの素子値を示す．表中の kは素子がある各段数を表す．Foster回路
には任意性があるため，インダクタンスの絶対値が大きい順に素子値を並べた．展開点を
高周波とすると，解析解により求めた素子値と一致していることが確認できる．また，提
案手法では展開点を 0.1MHz とした場合，負の素子値が得られた．実際には計算では，展
開点を 10MHz,100MHz としても負の素子値が得られている. しかし，それらの絶対値は
低段における素子値の絶対値と比べて非常に小さい．これらの負の素子値を無視して，複
素透磁率の誤差を計算した結果を表 5.3 に示す．展開点を 1-100MHz とした場合，表 5.2

の結果とほとんど変わっていないのに対して，展開点が 0.1MHzの場合，表 5.2の誤差と
比べて非常に大きくなってしまっている．Foster直列回路は図 5.4に示すようにRL並列
回路が繋がれている回路であるので，他の素子値と比べて絶対値が小さい場合，無視する
ことが可能である．そのため，展開点を 1-100MHzの場合，負の素子値の絶対値が非常に
小さいので，それらの素子値を無視することが可能である．しかし，展開点を 0.1MHzと
した場合，負の素子値の絶対値のオーダーが大きいため，負の素子値による影響が大きく
負の素子値を無視できないことがわかる．
表 5.4に解析解および提案手法を適用して生成したCauer 回路の素子値を示す．提案手

法 nにおいては展開点を 10, 100MHz とした場合，Foster 回路の負の素子値を無視して，
0.1MHz とした場合負の素子値を無視せず，Cauer 回路を生成した．高周波に展開点を設
定することにより，高段まで提案手法で得られた素子値が解析により得られた素子値と一
致していることが確認できる．しかし，展開点を 0.1MHz，10MHzとした場合，素子値が
負となってしまった．0.1MHz の場合は，負の素子値を残してCauer型の等価回路を生成
してしまっていることがこの原因であると考えられる．一方で，10MHzでインダクタン
スが負となった理由は，有理関数 (5.10)式に対して，Euclidの互除法を適用する過程で減
算を行わなければならないためであると考えられる．そのため，Foster 回路の素子が全て
正であっても Cauer 回路の素子値が必ずしも正にならない．また，Cauer 回路ははしご
型回路なので，Foster回路と違い，負の素子値を無視することは難しい．そのため，負の
素子値が生成されないような展開点を設定しなければならないが，現状そのような展開点
の決め方は提案されておらず，今後の課題である．しかし，展開点を高周波とすることで
Cauer 回路においても，特に支配的な寄与を持つ低段の素子値を精度よく求められること
が確認できた．

回路の総段数の変化による影響

回路への総段数の変化による影響を考察する．PVLにおいて，双Lanczos法の反復数を
q = 15, 20, 25と変化させて回路を生成する．展開点は s0 = 100MHzとする．表 5.5に誤
差を示す．総段数を増やすことにより，誤差が小さくなっていることがわかる．次に，解
析解により得られた Foster，Cauer回路の素子値と PVLにより得られた Foster，Cauer

回路の素子値を比較する．それらの素子値を表 5.6, 5.7に示す．どちらの回路においても，
総段数を増やすことにより，高段ににおいても一致していることが確認できる．しかし，
Cauer型の等価回路の場合は総段数が少ないと負の素子値が現れてしまっている．
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表 5.1: 展開点の変化による誤差の変化
s0[MHz] 0.1 1.0 10 100

e [%] 122 0.268 0.00537 0.0133

表 5.2: 展開点のの変化による Foster型の素子値の比較

Lk [H/m] Rk [Ω/m]
k Analytical 0.1MHz 10MHz 100MHz Analytical 0.1MHz 10MHz 100MHz

1 1.02e-04 9.87e-05 9.97e-05 1.02e-04 2.00e+02 1.94E+02 1.96e+02 2.00e+02
2 1.13e-05 2.71e-05 1.13e-05 1.13e-05 2.00e+02 5.32E+01 1.99e+02 2.00e+02
3 4.07e-06 2.41e-05 4.07e-06 4.07e-06 2.00e+02 2.23E+04 2.00e+02 2.00e+02
4 2.08e-06 -2.29e-05 2.15e-06 2.08e-06 2.00e+02 -2.96E+04 4.22e+00 2.00e+02
5 1.26e-06 1.66e-05 2.08e-06 1.26e-06 2.00e+02 3.37E+04 2.00e+02 2.00e+02
6 8.42e-07 -1.25e-05 1.26e-06 8.42e-07 2.00e+02 -8.94E+03 2.00e+02 2.00e+02
7 6.03e-07 -1.22e-05 8.42e-07 6.03e-07 2.00e+02 -4.65E+04 2.00e+02 2.00e+02
8 4.53e-07 1.13e-05 6.02e-07 4.53e-07 2.00e+02 2.00E+02 2.00e+02 2.00e+02
9 3.52e-07 9.93e-06 4.55e-07 3.53e-07 2.00e+02 1.01E+05 2.01e+02 2.00e+02
10 2.82e-07 -6.69e-06 3.51e-07 2.83e-07 2.00e+02 -2.96E+03 7.32e+03 2.00e+02

表 5.3: 負の素子値を除いた場合の誤差の変化
s0[MHz] 0.1 1.0 10 100

e [%] 700 0.268 0.00538 0.0127

表 5.4: 展開点の変化による Cauer型の素子値の比較

Lk [H/m] Rk [Ω/m]
k Analytical q = 15 q = 20 q = 25 Analytical q = 15 q = 20 q = 25

1 1.26e-04 1.27e-04 1.26e-04 1.26e-04 3.00e+02 2.89e+02 3.00e+02 3.00e+02
2 2.51e-05 3.45e-05 2.51e-05 2.51e-05 7.00e+02 1.60e+02 7.00e+02 7.00e+02
3 1.40e-05 4.97e-05 1.40e-05 1.40e-05 1.10e+03 -1.37e+03 1.10e+03 1.10e+03
4 9.67e-06 -2.60e-03 9.67e-06 9.67e-06 1.50e+03 2.05e+03 1.50e+03 1.50e+03
5 7.39e-06 -7.28e-07 7.39e-06 7.39e-06 1.90e+03 -8.25e-02 1.87e+03 1.90e+03
6 5.98e-06 6.92e-07 2.16e-05 5.99e-06 2.30e+03 7.91e+02 5.96e+01 2.30e+03
7 5.03e-06 3.45e-05 8.15e-06 5.02e-06 2.70e+03 4.76e+02 2.31e+03 2.70e+03
8 4.33e-06 9.84e-06 3.16e-06 4.32e-06 3.10e+03 -7.70e+02 -4.34e+01 3.08e+03
9 3.81e-06 -1.57e-04 -8.94e-06 3.78e-06 3.50e+03 2.31e+03 2.76e+03 3.46e+03
10 3.49e-06 7.67e-06 5.76e-06 3.33e-06 3.90e+03 1.83e+03 3.87e+02 3.80e+03

表 5.5: 総段数の変化による誤差の変化
q = 15 q = 20 q = 25

e [%] 0.0177 0.0133 0.0127
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表 5.6: 総段数の変化による Foster型の素子値の比較

Lk [H/m] Rk [Ω/m]
k Analytical q = 15 q = 20 q = 25 Analytical q = 15 q = 20 q = 25

1 1.02e-04 1.01e-04 1.02e-04 1.02e-04 2.00e+02 2.02e+02 2.00e+02 2.00e+02
2 1.13e-05 1.13e-05 1.13e-05 1.13e-05 2.00e+02 2.03e+02 2.00e+02 2.00e+02
3 4.07e-06 4.10e-06 4.07e-06 4.07e-06 2.00e+02 2.07e+02 2.00e+02 2.00e+02
4 2.08e-06 2.14e-06 2.08e-06 2.08e-06 2.00e+02 2.17e+02 2.00e+02 2.00e+02
5 1.26e-06 1.34e-06 1.26e-06 1.26e-06 2.00e+02 2.35e+02 2.00e+02 2.00e+02
6 8.42e-07 9.47e-07 8.42e-07 8.42e-07 2.00e+02 2.65e+02 2.00e+02 2.00e+02
7 6.03e-07 7.19e-07 6.04e-07 6.03e-07 2.00e+02 3.08e+02 2.01e+02 2.00e+02
8 4.53e-07 5.76e-07 4.61e-07 4.53e-07 2.00e+02 3.73e+02 2.04e+02 2.00e+02
9 3.52e-07 4.80e-07 3.80e-07 3.53e-07 2.00e+02 4.72e+02 2.19e+02 2.00e+02
10 2.82e-07 4.15e-07 3.38e-07 2.83e-07 2.00e+02 6.29e+02 2.51e+02 2.00e+02

表 5.7: 総段数の変化による Cauer型の素子値の比較

Lk [H/m] Rk [Ω/m]
1 1.26e-04 1.24e-04 1.26e-04 1.26e-04 3.00e+02 3.02e+02 3.00e+02 3.00e+02
2 2.51e-05 2.46e-05 2.51e-05 2.51e-05 7.00e+02 5.82e+02 7.00e+02 7.00e+02
3 1.40e-05 1.35e-05 1.40e-05 1.40e-05 1.10e+03 1.17e+04 1.10e+03 1.10e+03
4 9.67e-06 -1.92e-03 9.67e-06 9.67e-06 1.50e+03 -9.96e+03 1.50e+03 1.50e+03
5 7.39e-06 4.65e-06 7.39e-06 7.39e-06 1.90e+03 1.62e+04 1.90e+03 1.90e+03
6 5.98e-06 -4.04e-04 5.99e-06 5.99e-06 2.30e+03 -1.25e+04 2.30e+03 2.30e+03
7 5.03e-06 3.36e-06 5.02e-06 5.02e-06 2.70e+03 3.93e+03 2.70e+03 2.70e+03
8 4.33e-06 2.43e-06 4.32e-06 4.32e-06 3.10e+03 8.66e+03 3.08e+03 3.08e+03
9 3.81e-06 -8.79e-06 3.78e-06 3.78e-06 3.50e+03 -1.81e+03 3.46e+03 3.46e+03
10 3.49e-06 1.46e-06 3.33e-06 3.33e-06 3.90e+03 5.76e+03 3.80e+03 3.80e+03

5.3 非線形特性の考慮方法

前節では，提案手法である PVLを用いた電磁機器の等価回路生成法が電磁鋼板の等価
回路を生成できることが示し，解析解から得られる等価回路の素子値と提案手法から得ら
れる等価回路の素子値が一致することも示すことができた．しかし，前節で示した回路は
線形の等価回路である．一般に使われているインダクタや変圧器，モータ等には非線形材
料が使われており，非線形特性を考慮した等価回路を生成する必要がある．文献 [50]-[53]

より，Cauer型の等価回路を用いることで非線形性を付与できることが報告されている．
そこで，本手法で生成される回路においても [50]-[53]の基に等価回路を用いた非線形特性
解析を導入する．
非線形性の付与は，Cauer型等価回路は物理的意味を利用している．図 5.2の電磁鋼板

を例に考える．その物理的意味を図 5.8に示す．H0が外部から印可されると，電磁鋼板に
渦電流が流れる．この渦電流により消費されるジュール損は，R1で消費される損失と等
しい．また，渦電流が流れることにより，磁界が発生する．その磁界は，H1である．さ
らにH1により，渦電流が流れる．この渦電流により，発生する渦電流損は R2により消
費される渦電流である．これより，Cauer型の等価回路では，一次のインダクタンスが主
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図 5.8: Cauer型等価回路の物理的意味

図 5.9: 非線形 Cauer型等価回路

磁束に対応するインダクタンスであり，それ以降の素子は高周波となることにより，影響
を与える素子である．この物理的な意味を利用して，[52],[53]ではヒステリシス特性を考
慮している．図 5.8は電磁鋼板の複素実効透磁率の等価回路であるが，PVLを用いた電磁
機器の等価回路である図 6.47bにおいても物理的意味を付与できる．図 6.47bにおいては，
R1が電磁機器の直流抵抗で L1が主磁束のインダクタンスに相当する．
初期磁化曲線の非線形性を PVLで生成した等価回路へと導入する．本手法では，主磁

束が高周波に与える影響が小さく，主磁束が支配的と考える．これより，初期磁化曲線で
あらわされる非線形性は L1にのみ付与すればよい考えられる．これより，図 5.9に示す
等価回路は以下のような回路方程式で表すことができる．

vin = R1i1 +
dΦ(i1 − i2)

dt

0 = R2i2 + L1
d(i2 − i1)

dt
+ L2

d(i2 − i3)

dt

0 = R3i3 + L2
d(i3 − i2)

dt
+ L3

d(i3 − i4)

dt
(5.35)

...

0 = Rqiq + Lq−1
d(iq − iq−1)

dt
+ Lq

diq
dt

ここで，Φ(i)は電流 iに対する磁束特性である．これは，等価回路を生成した電磁機器の
静磁場の有限要素解析により，磁束特性を評価しておく必要がある．電流値を変化させて

76



第 5章 電磁機器の等価回路生成法 5.4. 電磁機器の等価回路生成

離散的に磁束を求め，アキマ補間等で補間を行い微分可能にし，(5.35)式を解く．

5.4 電磁機器の等価回路生成

本章では，解析的に等価回路を生成できないモデルに対して，本手法が有効であるか示
していく．解析モデルとして，インダクタと誘導加熱装置とし，提案手法により等価回路
を生成していく．インダクタモデルでは，等価回路生成後，DC-DCコンバータ内に設置
し解析を行い，本手法の有効性を示す．また，インダクタ，誘導加熱装置ともに磁性体コ
アの非線形性を考慮して解析を行う．

5.4.1 インダクタモデル

図 5.10に示すインダクタの等価回路を生成する．このインダクタのコイルの導電率 σ

は 5.76 × 107S/mであり，磁性体コアは 50A400を仮定している．50A400の初期磁化曲
線を図 5.11に示す．この初期磁化曲線も等価回路で表現する．等価回路生成する際には，
線形の有限要素モデルに対して，PVLを適用する．そのため，この初期磁化曲線の 0T付
近の µrを用いる．50A400の 0T付近の µr = 7234である．このインダクタモデルは四面
体要素でメッシュを切っており，コイルの表皮厚を 1MHzまで考慮してメッシュを切って
いる．そのため，この四面体メッシュの未知数は 117,548である．また，PVLにおける展
開点は s0 = 1MHz，回路の段数に一致する Lanczos法の反復数は q = 5とした．
このときに得られた素子値を表 5.8に示す．Foster, Cauer回路ともにR1, L1は dc抵抗，

静磁場におけるインダクタンスとなっている．次に，これらの素子値を用いて，計算を行っ
たインダクタのインピーダンスの周波数特性を図 5.12を示す．黒点が FEMによる周波数
サンプリング点で，赤線が Foster,Cauer型の等価回路による周波数特性である．FEMの
解と等価回路による解が一致しているのが確認できる．
周波数特性が一致していることが確認できたので，次に時間領域の解析を行う．図 5.13

に示しているようにDC-DCコンバータ内のインダクタを等価回路に置き換える．図 5.13

では，Cauer型の等価回路となっているが，Foster型の等価回路に置き換えてもよい．DC-

DCコンバータは，スイッチング周波数 1MHz，デューティ比を 0.9として，駆動する．
DC-DCコンバータ中の抵抗R0は，0.05Ωとする．また，Cauer型の等価回路では非線形
特性を L1に付与する．このときの Φ− i特性はは図 5.14に示す．この特性は静磁場にお
いて，50A400を用いてインダクタを解析して求めることができる．また，Foster回路は
直接非線形性を導入することは難しいので，動作電流における透磁率分布から等価回路を
生成して，近似的に非線形を考慮して，解析を行った．
今回は，2つの場合において解析を行った．電源電圧 E = 5.0V,コンデンサ C0 = 1µF

のときとE = 1.2V,C0 = 100µF である．その解析結果が図 5.15である．Cauer型の等価
回路は非線形も考慮できているため，過渡領域だけでなく，定常状態においても有限要素
解析の結果と一致している．その一方で，Foster回路は動作点のみしか考慮できていない
ので，定常状態の平均値は一致しているが，定常状態におけるリプル，過渡領域は一致し
ていない．
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図 5.10: インダクタモデル

図 5.11: BHカーブ

5.4.2 誘導加熱装置

次に図 5.16に示す誘導加熱装置の等価回路を生成する．図 5.16に示す誘導加熱装置の
被加熱材の導電率は 1.25 × 106S/mを設定し，インダクタの磁性体は，インダクタモデ
ルと同じ 50A400を仮定した．今回のモデルも四面体で要素切りを行い，その要素数は，
692,792である．今回は，1000Hzにおける被加熱材の表皮厚を考慮して要素を切りを行っ
た．また，PVLにおける条件は，展開点 s0 = 1000, q = 5とした．
磁性体コアの比透磁率を 7234と仮定して，等価回路を生成した場合の Cauer型等価回

路の素子値を表 5.9に示す．誘導加熱装置モデルでは，前項で Cauer型等価回路の有効
性が示されているので，Cauer型等価回路のみ生成した．誘導加熱装置の等価回路の初段
L1, R1もインダクタモデルと同様，静磁場におけるインダクタンス，dc抵抗となってい
る．図 5.17に周波数特性を示す．インダクタの時と同様に，有限要素解析と本手法で得ら
れた等価回路が同じ特性を示していることが確認できる．
次に，時間領域解析を行う．時間領域解析では磁性体コアの非線形性を考慮して解析を

行う．そのため，Cauer型等価回路の L1に対して非線形性を導入する．L1に付与する非
線形特性を図 5.18に示す．この特性もインダクタの時と同様で，静磁場において 50A400
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表 5.8: 1/8モデルにおけるインダクタの回路の素子値
(a) Foster回路

L1[H] L2[H] L3[H] L4[H] L5[H]

1.11e-07 1.59e-06 8.72e-06 9.55e-06 5.69e-05

R1[Ω] R2[Ω] R3[Ω] R4[Ω] R5[Ω]

4.13e-03 1.03e+01 9.87e+02 3.27e+02 8.03e+02

(b) Cauer回路

L1[H] L2[H] L3[H] L4[H] L5[H]

4.58e-08 1.05e-06 4.92e-06 1.43e-05 1.38e-05

R1[Ω] R2[Ω] R3[Ω] R4[Ω] R5[Ω]

4.12e-03 7.40 121 272 791

図 5.12: インダクタの周波数特性

を用いて解析を行って評価した．図 5.19に誘導加熱装置のコイルに流れる電流の時間変化
を示す．本解析では，比較のためにL1に対して非線形特性を付与していない線形のCauer

型の等価回路を用いて解析も行った．図 5.19より，E = 1V時においては非線形性があま
り強くなく線形のCauer型の等価回路においてもほぼ一致している．その一方で，E = 2V

の場合，非常に強い非線形性が過渡領域において見られている．非線形性を考慮したCauer

型の等価回路は有限要素解析と一致しているが，線形の等価回路は一致していないことが
確認できる．
誘導加熱装置において，高段の素子値の物理的な意味はインダクタとモデルとは異なる．

インダクタモデルでは，高段にいくにつれコイルに流れる渦電流に起因するインダクタン
ス，抵抗であったが，誘導加熱装置モデルでは，コイルに渦電流を流れないと仮定してい
るため，高段の抵抗，インダクタンスは被加熱材に起因するものである．そのため，被加
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図 5.13: インダクタの等価回路とDC-DCコンバータ

図 5.14: インダクタの Φ-i特性

熱材のジュール損 we[J/m
3]は以下の式で容易に書くことができる．

we =
5∑

j=2

Rji
2
j (5.36)

ここで，ij は抵抗Rj に流れる電流である．図 5.20に定常状態における渦電流損の時間変
化を示している．Cauer型の等価回路で得られたジュール損は有限要素解析により，得ら
れたジュール損とよく一致していることが確認できる．
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(a) E = 5V, C0 = 1µF

(b) E = 1.2V, C0 = 100µF

図 5.15: DC-DCコンバータの解析結果

図 5.16: 誘導加熱装置モデル
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表 5.9: 1/8モデルにおける誘導加熱装置の Cauer型等価回路の素子値
L1[H] L2[H] L3[H] L4[H] L5[H]

1.20e-06 4.15e-06 2.76e-05 1.17e-04 1.49e-04

R1[Ω] R2[Ω] R3[Ω] R4[Ω] R5[Ω]

4.10e-05 4.61e-02 1.26 8.98 6.75

図 5.17: 誘導加熱装置の周波数特性

5.5 5章のまとめ

従来の等価回路生成手法は，以下の 3点が考慮することが難しかった．

1. 広い周波数帯における特性評価

2. 磁性コアの非線形特性の考慮 (初期磁化曲線，ヒステリシス特性)

3. ヒステリシス損失，渦電流損失の評価

これらの問題点を解決するため，著者らは有限要素モデルからモデル縮約法を用いてCauer

型の等価回路を生成する手法を提案した．これにより，広い周波数帯における特性評価が
可能となった．また，本手法では，Cauer型の等価回路の物理的意味により，非線形性の
付与を行うことができる．これにより，上記の 3つの欠点を克服できる等価回路生成手法
となっている．本手法をインダクタモデル，誘導加熱装置モデルに適用した．これにより，
周波数領域，時間領域ともに従来の有限要素解析と同等の結果を得ることができた．また，
非線形性を考慮した解析を行うこともできた．今後は，ヒステリシスを考慮した等価回路
やモータ等の回転を考慮した等価回路生成手法の開発が望まれる．
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図 5.18: 誘導加熱装置の Φ− i特性

(a) E = 1V

(b) E = 2V

図 5.19: 誘導加熱装置の時間領域解析
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(a) E = 1V

(b) E = 2V

図 5.20: 被加熱材のジュール損

84



第6章 均質化手法を用いた
マルチスケール問題の有限要素解析

　電気電子機器には，効率低下を抑えることを目的として，コイル部にはマルチターンコ
イルや Liｔ z線，磁性体部には電磁鋼板や圧粉磁心等が用いられている．これらは非常に
微細な構造をしているため，これらを用いている電磁機器は非常に大きなマルチスケール
性を有している．また，Litz線や電磁鋼板，圧粉磁心は 3次元的に複雑な構造している．
そのため，数値シミュレーションに導入するための高精度の数値解析モデルの作成が非常
に難しい．
一方で，スーパーコンピュータの登場により，スーパーコンピュータを用いたマルチター

ンコイルや Liz線の特性解析が行われるようになってきている．測定結果と比較して，非
常に良好な解析結果を得ることができており，Litz線の特性評価等にスーパーコンピュー
タは非常に強力なツールである．しかし，Litz線の形状に合わせて要素を切るため，非常
に膨大な未知数となってしまう．これに伴い，スーパーコンピュータを用いても非常に長
大な計算時間を要する．そのため，スーパーコンピュータ以外の計算機で行う場合，メモ
リ不足となるか受け入れがたいほどの計算時間を必要とする．今後，より高効率な高品質
な電磁機器の開発のためには，このようなマルチスケール性を有しているモデルのための
高精度で高速な解析手法，数値モデルが必要となってきている．
この問題点を解決するために，均質化手法と呼ばれる手法が提案されている [55]-[65]．

均質化手法とは，図 6.1に示すような，微細な構造中の物理量を実効的に等価な物理量に
置き換え，解析を行う手法である．微細な構造のままであると，微細構造に合わせて要素
生成を行う必要があるが，均質化手法を用いることで，均質化領域において実効的に等価
な物理量を有しているので，微細構造に合わせて要素切りを行う必要がない．
均質化手法には要素内の物理量の体積平均やエネルギーの保存則がベースとなった手法

が提案されている．また，Ollendorffの式 [55]やMaxwell Garnetの式等の様々な手法が
提案されている．これらの手法は静磁場における均質化手法がほとんどである．しかし，
マルチターンコイルや電磁鋼板，圧粉磁心等は，周波数が上昇すると，渦電流の影響を大
きく受ける．さらに近年では，電磁機器の駆動周波数が上昇しており，これらの渦電流損
を考慮しなければならなくなってきた．そのため，渦電流を考慮した均質化手法が切望さ
れていた．
この問題点を解決するために，五十嵐は渦電流を考慮したマルチターンコイル，圧粉磁

心の均質化手法を提案した [63]-[65]．この手法では，Helmholtz方程式の解析解より，円
筒型や球型の複素実効透磁率を導出し，その後その複素実効透磁率をOllendorffの式に代
入することで，巨視的なマクロ複素実効透磁率を導出する手法である．円筒型の複素実効
透磁率を用いた場合マルチターンコイル，球型を用いた場合，圧粉磁心の均質化手法に利
用できる．
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図 6.1: 均質化手法

その一方で，電磁機器のマルチターンコイルの断面形状には，角形や楕円型がしばしば
用いられている．しかし，上記の均質化手法は円筒のみに適用可能であり，楕円や角形の
形状に対しては適用できない．また，圧粉磁心は通常非線形特性を持っているが，上記の
手法では非線形特性も考慮できない．さらに，Helmholtz方程式の解析解は三角関数やベッ
セル関数で表わされ，時間領域解析へも直接適用できない．
そこで，著者らは，マルチターンコイル，圧粉磁心の均質化に着目し，モデル縮約法を

用いて上記の問題点を解決する手法提案した．本章では，以下の手法に関して述べていく．

1. マルチターンコイル

(a) 角型，楕円型のような任意断面形状おける均質化手法の開発

(b) 時間領域均質化手法の開発

2. 圧粉磁心

(a) 圧粉磁心の非線形特性を考慮した時間領域均質化手法の開発

6.1 複素実効透磁率を用いた均質化有限要素解析

6.1.1 複素実効透磁率

図 6.2に示すような円筒や球の磁性体を考える．これらの磁性体は，σ, µrを持っており，
それぞれが孤立していると考える．これらの磁性体に対して，一様な交番磁界H0exp(jωt)

を印可する．この条件下において，Helmholtz方程式を解析的に解くと，以下の実効透磁
率を得ることができる．

• 円筒導体

µ̇r = µr
J1(z)

zJ0(z)− J1(z)
(6.1a)
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マルチスケール問題の有限要素解析 6.1. 複素実効透磁率を用いた均質化有限要素解析

図 6.2: 孤立した導体 (左：円筒導体，右：球導体)

• 磁性球

µ̇r = µr
2(z − tanz)

tanz − z − z2tanz
(6.1b)

ここで，z = a
√
−jωσµで，Jiは i-th種ベッセル関数である．これらは，円筒導体，磁性

球の実効的な透磁率となっており，複素数となっている．この複素実効透磁率の実部は，
クラシカルな透磁率を表しており，虚部は近接効果に起因する渦電流損失による抵抗を表
している．図 6.3に円筒導体，磁性球の複素実効透磁率の周波数特性を示す．円筒導体は，
σ = 5.76× 107S/m，µr = 1.0，磁性球は，σ = 107S/m，µr = 1000である．横軸は規格

化された周波数であり，a/δである．ここで，δ =
√

2
ωσµ で表皮厚である．実部が周波数

が大きくなると小さくなるのは，周波数の上昇とともに渦電流の影響が大きくなり，反磁
界の影響が大きくなるためである．虚部がピークを持つのは，周波数の上昇とともに渦電
流が大きくなるため，ある周波数までは大きくなるが，それ以降の周波数では表皮厚も大
きくなるため，小さくなる．
図 6.3よりわかるように，複素実効透磁率はこの物理量の中に比透磁率と導電率の情報

が含められている．そのため，複素実効透磁率を用いる場合は，静磁場の有限要素方程式
を解くことで，渦電流も考慮した解析を行うことができる．これより，複素実効透磁率を
用いることで，磁性球や円筒導体を有限要素解析により解析する際には表皮厚を考慮し
てメッシュを切る必要がなくなる．しかし，マルチターンコイルはこの円筒導体が数 100

本や数千本から構成されている．また，圧粉磁心においてはこの磁性球の絶縁膜が施され
たものを圧縮成形して生成される．複素実効透磁率の利用により，表皮厚を考慮してメッ
シュを切る必要はなくなるが，これらの構造を考慮してメッシュを切らなければならない
ため，あまり大きな要素数の削減効果を得ることは難しい．そのため，本手法ではマルチ
ターンコイルにおける円筒導体と空気，圧粉磁心における磁性粒子と絶縁膜というように
これらを複合材料と考え，この複合材料のマクロな磁気特性を算出し，それにより均質化
を実現する．次節にて，詳細を述べる．
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(a) 円筒導体

(b) 磁性球

図 6.3: 複素実効透磁率の周波数特性

6.1.2 Ollendolffの式

本均質化手法では，マクロな磁気特性を算出するために，Ollendorlffの式を用いる．Ol-

lendorffの式は，2つの材料からなる複合材料の等価透磁率を算出する手法の一つである．
Ollendorffの式とMaxwell Garnettの式や Clausius-Mosottiの式は本質的にも等価であ
る．Ollendorffの式を導出するにあたり，複合材料は，充填率 ηの磁性体と充填率 1 − η

の非磁性体を持つとする．
複合材料全体に巨視的なH が印可されているとする．この複合材料中の磁性体に印可

されている局所磁界は，磁性体を取り除いた時のその場の局所的な磁界であるので，

Hl = H +NM (6.2)

のように書くことができる．ここで，M は複合材料全体の巨視的な磁化である．また，N

は反磁界係数であり，磁性体の形状によって変化する反磁界の影響を表す係数である．磁
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性体中の磁界Hinは，局所的に印可されている磁界Hlと磁性体中の反磁界Hdを用いて
以下のように書くことができる．

Hin = Hl −Hd (6.3)

ここで，Hd = NMinであり，Minは磁性体中の磁化を表している．磁化Minは，以下の
ように定義される．

Min =
Bin

µ0
−Hin = (µr − 1)Hin (6.4)

(6.3)式を (6.4)に代入することで，

Min =
µr − 1

1 +N(µr − 1)
Hl (6.5)

を得る．巨視的な磁化M は，磁性体中の磁化Minの和により，得られるので，

M = ηMin

=
η(µr − 1)

1 +N(µr − 1)
Hl (6.6)

となる．(6.2)式を (6.6)式に代入すると，

M =
η(µr − 1)

1 +N(µr − 1)
(H +NM) (6.7)

となり，M に関してまとめると，

M =
η(µr − 1)

1 +N(1− η)(µr − 1)
H (6.8)

となる．最終的にB,H,M の関係式より，

B = µ0(H +M)

= µ0

(
1 +

η(µr − 1)

1 +N(1− η)(µr − 1)

)
H (6.9)

となる．これより，巨視的な透磁率を< µ >= B
H とすると，

< µ >= µ0

(
1 +

η(µr − 1)

1 +N(1− η)(µr − 1)

)
(6.10)

となる．これより，複合材料のマクロな視点における磁気特性を示したマクロ複素実効透
磁率を導出できた．このOllendorffの式は静磁場にのみ有効であるが，前章において導出
した複素実効透磁率をこの (6.10)式に代入することで，複合材料中の渦電流を考慮したマ
クロな複素実効透磁率を導出することができる．すなわち，

˙< µ > = µ0

(
1 +

η(µ̇r − 1)

1 +N(1− η)(µ̇r − 1)

)
(6.11)

である．これより，本手法を用いることにより，巨視的なマクロ複素実効透磁率を算出で
きたので，マルチターンコイルや圧粉磁心を一つの物理量でとらえることができる．その
ため，有限要素解析を行う場合は表皮厚や円筒導体，磁性粒子を考慮してメッシュ切りを
行う必要がないため，図 6.1のように荒くメッシュを切ることで解析を行うことができる．
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図 6.4: 解析モデル

6.1.3 周波数領域におけるマクロ複素実効透磁率を用いた有限要素方程式

準静磁場において，マルチターンコイルや圧粉磁心コア以外に渦電流が流れる系を考え
る．そのときの有限要素方程式は，∑

j

Aj

∫
Ω
rotNi · νrotNjdΩ =

∫
Ω
Ni · J0dΩ (6.12)

となり，均質化領域Ωhにおいて，マクロな複素実効透磁率を定義する．これより，(6.12)

式を解くことにより，周波数領域における均質化有限要素解析を実現できる．

6.1.4 100回巻マルチターンコイル解析

本均質化の手法が有効であるか確認するために，図 6.4に示す 100回巻のマルチターン
コイルに本手法を適用する．図 6.4のモデルをフルモデルにおける 2次元軸対象有限要素
解析と 2次元軸対象均質化有限要素解析を行い，解析結果の比較を行う．フルモデルにお
ける解析は，1MHzにおける細線 1本 1本の表皮厚を考慮してメッシュを切っている．1

本の円筒導体の半径は 0.5mm，素線間距離は 0.1mmとしている．また，円筒導体の導電
率は 5.76× 107S/mである．図 6.5に 100回巻マルチターンコイルのインピーダンスの周
波数特性を示す．実部，虚部ともにインピーダンスの周波数特性が一致していることが確
認できる．これより，本手法の有効性を確認することができた．本節では，マルチターン
コイルにおける本手法の有効性を示した．本手法を用いた圧粉磁心の均質化に関する有効
性は論文 [65]により，有効性が示されているため，本論文では割愛する．

6.2 マルチターンコイルの均質化解析

本節では，マルチターンコイルの均質化解析に焦点を絞る．6.1.3節では，100回巻の断
面が円筒のマルチターンコイルへ前節の手法を適用し，本手法の有効性を示した．しかし，
上記手法は円筒導体断面にのみ適用可能である．そのため，楕円型や角型のモデルに対し

90



第 6章 均質化手法を用いた
マルチスケール問題の有限要素解析 6.2. マルチターンコイルの均質化解析

(a) 実部

(b) 虚部

図 6.5: 100回巻マルチターンコイルのインピーダンスの周波数特性

て適用は難しい．また，上記手法は複素実効透磁率がベッセル関数を含んでいるため，直
接時間領域解析に適用することが難しい．そこで，本節では上記 2点に関して，本手法を
拡張したので，記述する．

6.2.1 任意断面形状における均質化有限要素解析

実際の電磁機器に使われているマルチターンコイルの断面形状は，円型だけでなく楕円
型や角型も使われている．そのため，楕円型や角型の細線が使われているモデルに対する
有効な均質化手法が求められている．しかし，前節で説明した均質化手法は円型の導体に
のみ使用可能で，楕円型や角型に適用できない．そこで，著者らは，楕円型や角型等の任
意断面形状の複素実効透磁率を導出する手法を提案する．本手法では，有限要素法とモデ
ル縮約法を用いて，任意断面形状の複素実効透磁率の有理関数を算出する．その後，その
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図 6.6: 交番磁界が印可された任意導体

有理関数をOllendorffの式に代入することで，マクロ複素実効透磁率を周波数に陽な形で
得ることができる．以降本手法の導出方法を示す．

複素実効透磁率

図 6.6に示すような孤立した任意導体を考える．その導体には一様な交番磁界H0exp(jωt)

が印可されている．また，その導体は µr, σを持つ．このとき，磁性体中の磁界Hinは，

Hin =
Hd

χN
(6.13)

である．ここで，Hd, χは反磁界，磁化率である．導体境界における境界条件は，

H0 −Hd = Hin =
M

χ
(6.14)

となる．これより，磁化M は，

M =
χH0

1 + χN
(6.15)

である．また，導体中の磁束密度は，以下のように表現できる．

Bin = µ0(Hin +M) (6.16)

(6.15)式を (6.16)式に代入すると，

Bin =
µr

1 +N(µr − 1)
B0 (6.17)

となる．このままでは，静磁場における理論のままなので，複素実効透磁率を導入する．
(µ→ µ̇r)

Bin =
µ̇r

1 +N(µ̇r − 1)
B0 (6.18)
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最終的に，複素実効透磁率でまとめると，

µ̇r =
(1−N)

Bin

B0

1 +N
Bin

B0

(6.19)

となる．これより，B0を任意導体に印可したときの導体中の磁束密度Binから実効的な透磁
率を得ることができる．(6.19)式は任意導体の複素実効透磁率なので，最終的にOllendorff

の式に代入することでマルチターンコイル等のマクロ視点における複素実効透磁率を得る
ことができる．
しかし，任意導体となると，解析解より導体中のBinを求めるのは困難である．そのた

め，著者らは有限要素法を用いてこのBinを求める．このとき，その導体は無限に長いと
考え，2次元場において，一様磁場 B0を入力として，解析を行う．そのときの導体中の
応答磁束密度は，断面導体の平均として，以下のように計算を行う．

Bin =
1

Sc

∫
Sc

B · n′dS (6.20)

ここで，Sc,B,n′はそれぞれ細線断面の面積，磁束密度，印可磁場と同じ方向の単位ベク
トルである．これにより，任意形状においても複素実効透磁率を求めることが可能である．
しかし，この手法は周波数点ひとつひとつにおいて，有限要素解析を行わなければなら

ない．そこで，著者らは PVLによるモデル縮約法を用いて (6.19)式を有理関数で表現す
ることを考える．(6.19)式におけるB0とBinを (3.2)式における入力，出力と考えると，

H(s) =
Bin

B0

=
aps

p + ap−1s
p−1 + ap−2s

p−2 + · · ·+ a1s+ a0
bqsq + bq−1sq−1 + bq−2aq−2 + · · ·+ b1s+ b0

=
f(s)

g(s)
(6.21)

のような伝達関数を得ることができる．これより，(6.19)式に代入すると，

µ̇r =

(1−N)
f(s)

g(s)

1 +N
f(s)

g(s)

(6.22)

となる．これより，ひとたび有限要素法と PVLにより，(6.21)式を求めてしまえば，ど
の周波数帯においても複素実効透磁率を計算することができる．

反磁界係数

前節では，任意形状における複素実効透磁率の算出方法を示したが，(6.22)式中には反
磁界係数が含まれている．反磁界係数N は形状に依存する係数であり，円筒や球の場合
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図 6.7: 楕円型，角型の反磁界係数

解析的に求めることが可能であるが，それ以外の場合，解析的に求めることが難しい．そ
こで，近似的ではあるが，有限要素法を用いて任意形状における反磁界係数を計算する．
(6.17)式は，反磁界係数に関してまとめると，

N =
µrB0 −Bin

(µr − 1)Bin
(6.23)

となる．複素実効透磁率を求めた時と同様に，入力を B0，出力を Binとして，反磁界係
数を有限要素解析により求める．このとき，静磁場において計算を行う．
(6.23)式より，反磁界を楕円型，角型において計算を行った．その計算結果を図 6.7に

示す．グラフの横軸は b/aで，横軸と縦軸の比である．B0は，図に対して上向きに対し
て印可している．図 6.7より，縦長となればなるほど，反磁界係数が大きくなっているこ
とが確認できる．また，楕円で縦横比が 1のときは断面が円となるが，反磁界係数は 0.5

となっている．

複素実効透磁率の周波数特性

楕円型，長方形型の複素実効透磁率の周波数特性を (6.22)式を用いて計算した．このと
き，素線の導電率は 5.76× 107S/mである．解析結果を図 6.8，6.9に示す．横軸は，a, b

の大きい値と表皮厚 δとの比である．楕円型，長方形型ともに，複素実効透磁率の実部が
周波数が大きくなると，小さくなっている．これは高周波となるに従い，渦電流による反
磁界が支配的なり，実効的な透磁率が小さくなるためである．また，b/aが大きくなると，
実部が下がる周波数帯が高周波にずれていく．これは，b/aが小さくなると，反磁界係数も
小さくなるため，反磁界による影響が小さくなるためである．虚部も同様の理由からピー
クの位置が高周波のほうにずれている．

94



第 6章 均質化手法を用いた
マルチスケール問題の有限要素解析 6.2. マルチターンコイルの均質化解析

(a) 実部

(b) 虚部

図 6.8: 楕円型の複素実効透磁率の周波数特性
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(a) 実部

(b) 虚部

図 6.9: 長方形型の複素実効透磁率の周波数特性
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図 6.10: 200回巻ターンコイルモデル

200回巻マルチターンコイル解析

本手法の有効性示すために，図 6.10に示す 200回巻のマルチターンコイルに本手法を
適用する．200回巻のマルチターンコイルの断面は，楕円型，角型を持つとする．コイル
の導電率は 5.76× 107S/mである．
これらのマルチターンコイルは，コイルの構造より，異方性を持っていることがわかる．

そのため，この異方性を考慮した解析を行う必要がある．異方性を考慮した場合のコイル
の透磁率は以下のようなテンソル型となる．

< µ̇ >=

< µ̇x > 0 0

0 < µ̇y > 0

0 0 µ0

 (6.24)

この式を有限要素方程式に代入し，解析を行う．図 6.11に図 6.10に対応するマクロ複素
実効透磁率の周波数特性を示す．図 6.11より，x方向，y方向においてそれぞれ異なる磁
気特性を得ることができている．また，楕円型，角型においても異なる特性を持っている
ことがわかる．
最後に，図 6.11の特性を用いて，図 6.10に対して均質化解析を行った．本解析では，フ

ルモデルにおける 2次元の軸対象有限要素解析と均質化 2次元軸対象有限要素解析により，
マルチターンコイルのインピーダンスの比較を行った．インピーダンスの周波数特性を図
6.12に示す．図 6.12より，従来の有限要素解析とほぼ同精度の解析を行うことができてい
る．また，楕円型 (縦型)と角型 (縦型)において，ほぼインピーダンスに違いがないこと
が分かった．これより，解析精度の面から本手法の有効性が確認できた．
図 6.13に角型 (縦型)モデルの磁束線分布を示す．動作周波数は 1MHzである．コイル

内外ともに一致していることが図 6.13からも確認できる．これより，均質化していてもほ
ぼ同じ磁束線分布を得られることが分かった．
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(a) 実部

(b) 虚部

図 6.11: マクロ複素実効透磁率の周波数特性
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(a) 実部

(b) 虚部

図 6.12: 200回巻ターンコイルのインピーダンス
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(a) FEM (b) 提案手法

図 6.13: 磁束線の比較
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図 6.14: 速度向上率

表 6.1: 各解析に要した要素数
FEM Homogenization

角型 (横長) 2,256,955 14664

角型 (縦長) 2,406,370 14664

楕円型 (縦長) 2,406,370 14664

最後に計算時間の比較を行う．図 6.14に各モデルにおける速度向上率の比較を示す．速
度向上率は，τFEMと τHomoの比 τFEM/τHomoより計算している．ここで，τFEM，τHomo

は，フルモデルにおける有限要素解析，均質化法を用いた場合の計算時間である．各解析
に用いたメッシュの要素数，表 6.1の通りである．表 6.1より，100倍以上の要素数削減を
実現している．計算時間も各解析においても 2000倍以上の速度向上を実現しており，解
析時間の面からみても本手法の有効性を示すことができた．

6.2.2 時間領域均質化有限要素解析

6.1節の手法は，複素実効透磁率の表現のために，ベッセル関数が使われている．その
ため，直接逆ラプラス変換，逆フーリエ変換できないため，時間領域解析へ拡張すること
が難しい．そこで，本節では，6.1.2節の方法を時間領域解析へ拡張する手法を提案する．
本節では円筒導体を使用したマルチターンコイルに着目し，その時間領域解析手法を提案
する．
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定式化

円筒導体の複素実効透磁率を再掲する．

µ̇r = µr
J1(z)

zJ0(z)− J1(z)
(6.25)

この複素実効透磁率にはベッセル関数が含まれている．このため，時間領域への変換が難
しい．そこで，以下のベッセル関数の漸化式を用いる．

zJ0(z)

J1(z)
= 2−

z2

4−
z2

8−
z2

10− · · ·

(6.26)

(6.25)に (6.26)式に代入する．

µ̇r = µr

1

z
J0(z)

J1(z)
− 1

= µr

1

2−
z2

4−
z2

8−
z2

10− · · ·

− 1

=
cq−1s

q−1 + cq−2s
q−2 + · · ·+ c1s+ c0

dqsq + dq−1sq−1 + dq−2sq−2 + · · ·+ d1s+ d0
(6.27)

これより，複素実効透磁率は有理関数となる．この有利多項式をOllendorffの式に代入し，
また同様に有利多項式化する．これより，マクロ複素実効透磁率が有利多項式で書くこと
ができるようになる．その後，マクロ複素実効透磁率の逆数を以下のような部分分数の和
へと分解する．

< ν̇ > =
1

µ0 < µ̇r >

= ν∞ +
∑
j

kj
s+ pj

(6.28)

このように部分分数の形に変換できれば，以下のようにラプラス変換も容易にできる．

< ν̇ > (t) = L−1 [< ν̇ > (s)]

= ν∞δ(t) +
∑
j

kjexp (−pjt) (6.29)

これより，時間領域解析へ導入できる．
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時間領域有限要素解析

マルチターンコイル以外に導電体がないと仮定した場合，有限要素方程式は以下のよう
になる． ∑

j

Aj

∫
Ω
rotNi · ν(s)rotNjdΩ =

∫
Ω
Ni · J0dΩ (6.30)

これより，マルチターンコイルがある領域において，Ωhとし，その領域において< ν >

を定義する．これより，有限要素方程式は，以下のように変換できる．∑
j

Aj

∫
Ω/Ωh

rotNi · ν(s)rotNjdΩ +

∫
Ωh

rotNi· < ν(s) > BdΩ =

∫
Ω
Ni · J0dΩ (6.31)

この式に対して，逆ラプラス変換を適用すると，∑
j

Ajδ(t)

∫
Ω/Ωh

rotNi · ν(s)rotNjdΩ +

∫
Ωh

rotNi · L−1 [< ν(s) > B] dΩ =

∫
Ω
Ni · J0dΩ

(6.32)

となる．左辺第 2項は，

L−1 [< ν(s) > B] = ν∞B(t) +

∫ t

0
B(t− τ)

∑
j

kjexp (−pjτ) dτ

= ν∞B(t) +B(t)

∫ ∆t

0

∑
j

kjexp (−pjτ) dτ

　　+
n−1∑
m=1

B((n−m)∆t)

∫ (m+1)∆t

m∆t

∑
j

kjexp (−pjτ) dτ

= ν∞B(t) +B(t)
∑
j

kj
pj
{1− exp (−pjt)}

　　+
n−1∑
m=1

B((n−m)∆t)
∑
j

kj
pj

exp (−mpjt) {1− exp (−pjt)}

(6.33)

と評価できる．そのため，(6.33)式を (6.32)式に代入することで，時間領域表現を得るこ
とができる．

RC法

(28)式の中では畳み込み積分が現れるため，タイムステップが進むたびに計算時間が長
大する．また，過去の値をすべて保存しておく必要もあり，メモリが膨大となってしまう．
そこで，分散性媒質等の FDTD 法を用いた電磁界解析で有効性が示されている RC 法を
用いる．RC 法では畳み込み積分を帰納的に計算することができ，メモリを大幅に削減で
き，さらに計算時間も短縮することができる．
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(6.33)式は磁界なので，nステップ目の磁界をHnとする．これより，(6.33)式は以下
のように書き換えることができる．

Hn = ν∞Bn +

∫ n∆t

0
χ(τ)B(n∆t− τ)

= ν∞Bn +

n−1∑
m=0

Bn−m

∫ (m+1)∆t

m∆t
χ(τ)dτ

= ν∞Bn + χ0Bn +

n−1∑
m=1

Bn−mχm

= (ν∞ + χ0)Bn +
n−2∑
m=0

Bn−m−1χm+1 (6.34)

ここで，

χm =

∫ (m+1)∆t

m∆t

∑
j

kjexp (−pjτ) dτ

=
∑
j

kj
pj

exp (−mpj∆t) {1− exp (−pj∆t)} (6.35)

である．n− 1ステップ目の磁界Hn−1は，

Hn−1 = νBn−1 +
n−2∑
m=0

Bn−m−1χm (6.36)

となる．これより，Hn −Hn−1の差は，

Hn −Hn−1 = (ν∞ + χ0)Bn − ν∞Bn−1 −
n−2∑
m=0

Bn−1−m∆χm (6.37)

となる．ここで，∆χmは，

∆χm = χm − χm+1

=
∑
j

kj
pj

exp (−mpj∆t) {1− exp (−pj∆t)}

　　　−
∑
j

kj
pj

exp (−(m+ 1)pj∆t) {1− exp (−pj∆t)}

=
∑
j

kj
pj

exp (−mpj∆t) {1− 2exp (−pj∆t) + exp (−2pj∆t)}

=
∑
j

kj
pj

exp (−mpj∆t) {1− exp (−pj∆t)}2 (6.38)

である．これより，

Hn −Hn−1 = (ν∞ + χ0)Bn − ν∞Bn−1 −Φn−1 (6.39)
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図 6.15: 数値解析モデル

とすると，

Φ = Bn−1∆χ0 +
n−2∑
m=1

Bn−1−m∆χm

= Bn−1∆χ0 +

n−3∑
m=0

Bn−1−(m+1)∆χm+1

= Bn−1∆χ0 + exp(−pj∆t)

n−3∑
m=0

Bn−2−m∆χm

= Bn−1∆χ0 + exp(−pj∆t)Φn−2 (6.40)

となるため，最終的に以下のように帰納的に書くことができる．

Hn = (ν∞ + χ0)Bn − ν∞Bn−1 −Φn−1 +Hn−1 (6.41)

この式を有限要素方程式 (6.32)式に代入することで帰納的に計算することが可能となり，
効率的に時間領域解析を行うことができる．

数値解析結果

図 6.15のモデルに対して，均質化を用いた時間領域解析手法 (電圧入力)を適用する．磁
性体の比透磁率を µr = 1000，電源電圧は振幅 1V，スイッチング周波数 100kHz，デュー
ティ比を 0.9 のパルス波とする．均質化の妥当性を確認するために，表皮効果，近接効果
を考慮して要素分割した従来の有限要素解析 (full FEM)と比較する．電圧を印可した時
に流れる電流を図 6.16に示す．パルス波のような高調波が含まれている問題でも，提案手
法により求めた電流波形は従来手法による波形とよく一致しており，本手法の有効性が確
認できる．つぎに，磁性体を 50A400 として磁気飽和を考慮した非線形解析を行う．本解
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析では 100kHz の正弦波を入力電圧とする．結果を図 6.17に示す．マルチターンコイル周
辺に非線形材質が含んでいても，提案手法により得られた電流波形は，従来の有限要素解
析により得られた波形とよく一致している．図 6.18に 9 ステップ目 (t = 4.5µsec.)におけ
る磁束線分布を示す．均質化により得られた磁束線分布は，通常の有限要素解析で得られ
た磁束線分布と全ての領域においてよく一致している．

図 6.16: コイルに流れる電流波形 (線形問題)

図 6.17: コイルに流れる電流波形 (非線形)

つぎに計算時間の比較を行う．従来の有限要素解析，均質化法にRC法を適用した場合，
しない場合の計算時間を比較する．従来の有限要素解析，均質化解析の要素数はそれぞれ
2,990,610および 282,680である．使用した計算機は，Xeon E5-2665(2.4GHz, コア数 16)

である．図 6.17，6.18に示した非線形解析に要した計算時間の比較を図 6.19に示す．RC
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(a) FEM

(b) 提案手法

図 6.18: 9ステップ目における磁束線の比較
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図 6.19: 計算時間の比較

法を適用していない均質化解析の計算時間がステップ数の増加とともに通常の有限要素解
析に近づいているのが確認できる．その一方で，通常の有限要素解析とRC法を用いた均
質化解析は双方ともに計算時間がほぼ線形で増加している．計算時間の増加率を表す図
6.19のグラフの傾きもほぼ同じであり，通常の有限要素解析と比較してRC法を用いた場
合約 100倍の高速化を実現している．

6.3 圧粉磁心の均質化解析

つぎに，圧粉磁心特性評価のための均質化解析手法を述べる．6.1節で述べた均質化手
法は，周波数領域にのみ適用可能であった．そのため，駆動周波数や動作点がわかってい
れば，有効となるが，その駆動周波数や動作点が変化すれば，等価材料定数を求めなおし
をしなければならない．また，非定常解析は当然行うことができない．また，ヒステリシ
スのような非線形特性を考慮することは困難である．そこで，本章では圧粉磁心の非線形
性を考慮した均質化非定常有限要素解析手法を提案する．

6.3.1 定式化

圧粉磁心の均質化解析では，磁性粒子一つ一つを球の形状と仮定する．そのため，複素
実効透磁率は，

µ̇r = µr
2(z − tanz)

tanz − z − z2tanz
(6.42)

を用いることができる．前節で述べたマルチターンコイルの時間領域解析手法の時と同様
で，正節関数 tanが含まれているため，このまま直接逆ラプラス変換，逆フーリエ変換を
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適用できない．そこで，等価回路生成手法の 5.2.1節で用いた tanの連分数展開を用いて，
µ̇r を有理関数へと変換する．tanは 5.2.1節に示しているように部分分数展開も行うこと
が可能である．しかし，部分分数展開と，連分数展開では数値的収束性の特性が異なる．
連分数展開は部分分数展開と比較して，非常に数値的収束性が良い．そのため，本研究で
は連分数展開を用いる．この考察に関しては，付録に記述している．tanの連分数展開を
再掲する．

1

z
tanz =

1

1−
z2

3−
z2

5− · · ·

=
β0 + β2z

2 + β4z
4 + · · ·+ β2(q−1)z

2(q−1)

α0 + α2z2 + α4z4 + · · ·+ α2(q−1)z2(q−1) + α2qz2q

=
f(z2)

g(z2)

=
f1(s)

g1(s)
(6.43)

この連分数展開式を球の複素実効透磁率へ代入する．

µ̇r =

2µr

(
1−

f1(s)

g1(s)

)
f1(s)

g1(s)
− 1− z2

f1(s)

g1(s)

=
f2(s)

g2(s)
(6.44)

この式をOllendorffの式に代入し，同様に有理関数展開を行うと，

< µ̇ > = 1 +
η(µ̇r − 1)

1 +N(1− η)(µ̇r − 1)

= 1 +

η

(
f2(s)

g2(s)
− 1

)

1 +N

(
(1− η)(

f2(s)

g2(s)
− 1)

)

=
β̃0 + β̃1s+ β̃2s

2 + · · ·+ β̃q−1s
q−1 + β̃qs

q

α̃0 + α̃1s+ α̃2s2 + · · ·+ α̃q−1sq−1 + α̃qsq
(6.45)

を得る．マクロ複素透磁率が有理関数の形をしているので，前節のマルチターンコイルの
時間領域解析のときのように部分分数展開することで，時間領域均質化解析を実現できる．
しかし，前節の手法は非線形性を含んでいない系に対する時間領域解析には非常に有効な
手段だが，非線形性を考慮しなければならない場合，用いることは難しい．そこで，前章
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図 6.20: マクロ複素透磁率の Cauer型等価回路

の等価回路生成の時にも用いたCauer型の等価回路を本手法に導入する．(6.45)式に対し
て，連分数展開を適用する．

µ̇r =
1

1

L1
+

1

R1

s
+

1

1

L2
+

1

R2

s
+

1

1

L3
+ · · ·

(6.46)

連分数展開方法は，5.1.2節にてすでに述べているので割愛する．これより，図 6.20が得
られる．この回路は，BとH より，以下の回路方程式を導く．

H =
b1
L1

+
1

R1

(
db1
dt
− db2

dt

)
(6.47a)

0 =
b2
L2

+
1

R1

(
db2
dt
− db1

dt

)
+

1

R2

(
db2
dt
− db3

dt

)
(6.47b)

...

0 =
bq
Lq

+
1

Rq−1

(
dbq
dt
− dbq−1

dt

)
+

1

Rq

(
dbq
dt

)
(6.47c)

Cauer型の等価回路は，前章の 5.3節でCauer型回路構造により，非線形性を導入できる
ことを示した．そして，その有効性も前章で示している．そこで，圧粉磁心の非線形性も
この手法を利用する．これより，L1が主磁束，主磁界に対するインダクタンスに対応して
いるので，本均質化においても第 1素子の L1に対してのみ非線形性を導入する．これよ
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図 6.21: ユニットセル解析モデル

り，回路方程式は，

H = h1(b1) +
1

R1

(
db1
dt
− db2

dt

)
(6.48a)

0 =
b2
L2

+
1

R1

(
db2
dt
− db1

dt

)
+

1

R2

(
db2
dt
− db3

dt

)
(6.48b)

...

0 =
bq
Lq

+
1

Rq−1

(
dbq
dt
− dbq−1

dt

)
+

1

Rq

(
dbq
dt

)
(6.48c)

となる．ここで，h1(b1)は非線形特性を b1に対する h1の応答であり，非線形性を有して
いる．

6.3.2 ユニットセル解析による精度検証

本手法の有効性，精度検証のため，図 6.21に示すユニットセルの解析を行い，本手法
とフルモデルの FEM解析との比較を行う．従来の有限要素解析においては，図 6.21に示
すような境界条件を与え，一様な交番磁界をこの磁性体に与えたときの解析を行う．一方
で，提案手法では (6.48)式を解く．しかし，(6.48)式は磁性球を仮定して導出された回路
である．磁性球が敷き詰められているモデルの充填率は最大でも 0.5である．しかし，実
際の圧粉磁心の充填率は 0.5以上である．そこで，本手法では図 6.21のようなモデルに対
して適用する場合には，磁性球の体積と立方体の体積を等しくなるように磁性球の半径を
設定し，充填率を実際の充填率としてマクロ複素実効透磁率を算出する．今回のモデルで
は，a = 6.204µm, η = 0.95と設定した．
まず，線形により本手法の有効性を確認する．磁性体の透磁率，導電率はσ = 107S/m, µ =

1000µ0H/mとする．このときの磁気エネルギーwm[J/m3]，ジュール損we[J/m
3]を計算
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図 6.22: 磁気エネルギー，ジュール損の周波数特性

した．Cauer型の等価回路においては，以下の式で計算を行った．

wm = Re[ẇ],　 we = 2ωIm[ẇ],　ẇ =
1

4
b1H (6.49)

磁束密度 1T与えた時の磁気エネルギー，ジュール損の周波数特性を図 6.22に示す．図
6.22より，有限要素解析とCauer型の等価回路解析で，周波数特性が一致していることが
確認できる．これより，線形問題において本手法の有効性を確認できた．
つぎに，磁性体に対して非線形性を付与する．磁性体のBH特性は 50A400を仮定する．

また，このとき (6.48)式中の h1(b1)はユニットセルの静磁場解析により，得ることがで
きる．Bを 0Tから，2.5Tまで変化させて得たユニットセルの BH特性を図 6.23に示す．
オリジナルの BHカーブと比べて，初期の透磁率が小さくなっているのが確認できる．
このBH特性を用いて時間領域の非線形解析を行った．入力磁界は，b1 =

∑4
j=1 2/(2n−

1)sin(2(j − 1)ωt)とする．ここで，ω = 2π × 106rad/sec.である．比較のために，L1 に
対して非線形性を導入していないCauer回路においても解析を行った．その解析結果を図
6.24に示す．図 6.24より，非線形特性を考慮した Cauer型の等価回路による解析と有限
要素解析における結果がほぼ一致していることが確認できる．一方で，線形のCauer型の
等価回路では磁気飽和の影響を考慮できていないため，一致していないことが確認できる
これらの結果より，本手法の有効性を示すことができた．

6.3.3 有限要素方程式との連成

ユニットセルにおいて本手法の有効性を示すことができた．本項では，インダクタ等の
圧粉磁心を用いている電磁機器の特性解析のために，本手法を有限要素解析へ導入してい
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図 6.23: BH特性

図 6.24: ユニットセル内の磁場の比較
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く．圧粉磁心以外に渦電流が流れない系を考える．∑
j

Aj

∫
Ω/Ωh

rotNi · νrotNjdΩ +

∫
Ωh

rotNi· < ν(s) > BdΩ =

∫
Ω
Ni · J0dΩ

(6.50)

これより，圧粉磁心コアにおいては均質化を適用するため，その領域において< ν >を定
義している．これより，BとH の関係式から，有限要素方程式は，以下のように変換で
きる．∑

j

Aj

∫
Ω/Ωh

rotNi · νrotNjdΩ +

∫
Ωh

rotNi ·HdΩ =

∫
Ω
Ni · J0dΩ (6.51)

左辺第 2項のH は均質化領域のH であり，このH と Cauer型の等価回路を連成する．
(6.48)式の第 1式を (6.51)式に代入すると，∑
j

Aj

∫
Ω
rotNi · νrotNjdΩ +

∑
j

Aj

∫
Ωh

rotNi ·
1

L1
rotNjdΩ

　+ s
∑
j

Aj

∫
Ωh

rotNi ·
1

R1
rotNjdΩ− s

∑
k

b2k

∫
Ωh

rotNi ·
1

R1
ikdΩ = i

∫
Ω
Ni · J0dΩ

(6.52)

となる．ここで，b2は，

b2 = b2xix + b2yiy + b2ziz (6.53)

と離散化している．ix, iy, iz はそれぞれの方向の単位ベクトルである．(6.48)式のほかの
磁束密度 bj も (6.53)式のように離散化して，(6.52)式と連立して解くことで，時間領域
有限要素解析を実現できる．しかし，このCauer回路との連成解析は，Cauer型の等価回
路を一つ一つを要素内に設定していることと等価である．(図 6.25) これにより，周波数領
域の均質解析と比較して非常に未知数が多くなってしまう．周波数領域の均質化解析では，
未知数は辺の数だけであるが，時間領域の均質化解析では，辺の数+3× (Cauer回路の段
数− 1)×圧粉磁心コアの要素数となる．

6.3.4 インダクタ解析

本手法を用いて，図 6.26に示す圧粉磁心コアを用いたインダクタの解析を行う．圧粉磁
心コアのアップ磁心特性は，6.3.2項で解析した圧粉磁心を用いる．解析では，電流源解析
とし駆動周波数は 1MHzとする．本解析ではこのインダクタは四面体で要素分割を行い，
42,484の要素数である．この中で，圧粉磁心コア内は 11649で要素分割されており，最終
的な未知数は 194,148となった．
15ステップ目における磁束密度分布を図 6.27に示す．L1に対して，非線形性を付与し

た問題，付与していないもので解析を行った．図 6.27より，非線形性を付与している問題
は磁気飽和が見られているが，非線形を付与していない解析では，非線形性が見られてい
ない．これより，本手法の有効性を確認できる．
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図 6.25: 時間領域均質化解析の概念図

図 6.26: 圧粉磁心を用いたインダクタ

最後にジュール損の比較を行う．ジュール損は，以下の式より計算を行う．

we =
1

Vc

∫
Vc

 5∑
j=1

Rj(bj − bj+1) ·
d(bj − bj+1)

dt

 dV (6.54)

Vcは SMCコアの体積である．解析結果を図 6.28に示す．図 6.28より，線形の場合外部
電流に対して 2乗で大きくなっているの対して，非線形は磁気飽和の影響により，外部電
流が 50Aを超えたあたりから，線形となっていることが確認できる．
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(a) 線形

(b) 非線形

図 6.27: 磁束密度の比較
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図 6.28: 渦電流損の比較

6.4 6章のまとめ

本章では，マルチターンコイルと圧粉磁心の特性評価を目的として，均質化手法を提案
した．

1. マルチターンコイル

(a) 角型，楕円型のような任意断面形状おける均質化手法の開発
PVLをベースとしたモデル縮約法と有限要素解析を用いて，任意形状の複素実
効透磁率を導出する手法を提案した．本手法を角型，楕円型の 200回巻マルチ
ターンコイルに適用を行い，本手法の有効性を確認した．

(b) 時間領域均質化手法の開発
従来の手法では直接の時間領域への適用が難しかったが，ベッセル関数の漸化
式，RCの利用により，非常に高速な均質化時間領域解析手法を提案した，本
手法をテストモデルに適用を行い，本手法の有効性を確認した．

2. 圧粉磁心

(a) 圧粉磁心の非線形特性を考慮した時間領域均質化手法の開発
マルチターンコイルの時間領域解析同様，直接時間領域への適用が難しかった
が，Cauer型の等価回路を利用することで，非線形も考慮した時間領域解析手
法を提案した．本手法をユニットセルモデルに適用を行い，従来の有限要素解
析との比較を行った．また，インダクタモデルにも適用を行い，その有効性を
確認した．

117





第7章 総括

　本研究では，電磁機器，電磁素子の設計・開発の高効率化・高度化を目的として，有限
要素法とモデル縮約法に基づく数理モデルの構築に関して以下の 3つのに対して検討を
行った．

7.1 非線形渦電流場の時間領域有限要素解析

有限要素法を用いて，非定常解析を行う場合 3重ループに陥ってしまうため，非常に計
算時間必要となっていた．そのため，これらの高速化のためにモデル縮約法の適用が近年
では盛んにおこなわれていた．しかし，解析精度は通常の有限要素法の解と同等の解を得
ることができるが，計算時間が非常に悪化してしまう部分領域モデル縮約法であったり，
その逆で計算時間を大幅に削減することができるが，解析精度が悪化してしまうDiscrete

Empirical Interpolation法が提案されていた．
そこで，著者らは，これらの問題点を解決するためにこれら 2手法を組み合わせた新た

なモデル縮約法を開発した．この手法では非線形性の強い領域と弱い領域に分割する．そ
して，この非線形性の弱い領域はほぼ線形の特性持っているので，線形近似を行う．また，
強い領域と弱い領域は時々刻々と変化するため，事前に判断することは難しい．そこで，
本研究では，1ステップ前の解から自動的に非線形性の強い領域，弱い領域を決定する手
法を提案した．本手法を 3つのモデルに適用を行い，全ての問題において解析精度を悪化
させずに，計算時間を短縮させることを実現した．

7.2 電磁機器の等価回路生成法

5章では，電磁機器の等価回路生成に関して検討を行った．従来の電磁機器の等価回路
は，広い周波数帯の特性表現や非線形性の考慮，渦電流損，ヒステリシス損の考慮を行う
ことができなかった．そこで，本研究では有限要素法とモデル縮約法を用いた等価回路生
成手法を提案した．本手法では，まず電磁機器のインピーダンスやアドミタンスをモデル
縮約法を用いて，有理関数化する．その後，その有理関数に対して部分分数展開または連
分数展開を行う．この式展開により，最終的に Foster回路や Cauer回路を生成すること
ができる．Foster回路やCauer回路は広い周波数特性を表現できる．また，Cauer型の等
価回路の物理的な意味により，非線形特性を導入することも容易である．これにより，広
い周波数特性，非線形性と考慮した等価回路生成を行うことができた．
5章では，まず本手法の有効性を確認するために，解析解より Foster, Cauer型等価回

路が導出可能な電磁鋼板の等価回路と比較を行った．モデル縮約法により得られた等価回
路は，解析解により得られた等価回路と同等の性能有しており，さらに素子値が一致する
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ことも示した．その後，実際に解析的に導出が難しいインダクタや誘導加熱装置に対して
本手法を適用し，本手法の有効性を確認することができた．

7.3 均質化手法を用いたマルチスケール問題の有限要素解析

6章ではマルチターンコイルや圧粉磁心の特性解析に有効な均質化手法を検討した．近
年の駆動周波数の上昇により，マルチターンコイルや圧粉磁心の微細構造を考慮した解析
が必要となってきている．このような微細構造を考慮した解析には，均質化手法が有効で
あることが知られており，盛んに研究されている．著者らが用いている均質化手法は，こ
の微細構造と等価な巨視的な透磁率を算出する．その後，その透磁率を均質化領域に配置
し，解析を行うことで，効率よく微細構造を考慮した解析を行うことができる．しかし，
従来の手法では時間領域解析や非線形性の考慮，任意形状における巨視的な透磁率の導出
が難しかった．これより，6章ではこれらの従来手法の問題点を解決するための手法を提
案した．
まず，マルチターンコイルの断面形状が任意形状においても複素実効透磁率を導出でき

る手法を提案した．本手法により，楕円型や角型の複素実効透磁率を導出することを実現
した．この手法を均質化有限要素解析に適用し，従来の有限要素解析と比較を行い，本手
法の有効性を確認することができた．
つぎに，マルチターンコイルの均質化時間領域解析手法を提案した．本手法はマクロ複

素実効透磁率を有理関数で表現し，その後部分分数展開を行い，逆ラプラス変換を容易に
行える形へと変換した．しかし，この手法では畳み込み積分が現れ，時間ステップの発展
とともに計算時間が大幅に増大してしまう．そこで，本手法ではRC法を導入し，畳み込
み積分を帰納的に計算する手法を考案した．これにより，時間ステップとともに増大して
いた手法が，線形増加となり，従来の有限要素法とほぼ同精度で 100倍近い高速化を実現
した．
最後に，圧粉磁心を用いた電磁機器の時間領域解析手法を提案した．圧粉磁心は非線形

特性を有しているため，マルチターンコイル同様の手法をもちいることが難しい．そこ
で，マクロ複素実効透磁率の有理関数から等価回路生成時に用いた Cauer回路を生成す
る．Cauer回路は物理的な意味を持っているので，非線形特性を付与できる．そこで，こ
のマクロ複素実効透磁率のCauer回路と有限要素方程式を連成することで，時間領域非線
形均質化有限要素解析を実現することができる．本手法の有効性を確認するために，まず
ユニットセルにおいて解析を行い，従来の有限要素解析と比較を行った．これより，非線
形性を有していても従来の有限要素解析と同等の解析を得られた．最後に，圧粉磁心コア
を持つインダクタに対して本手法の適用した．本手法を用いることで，磁性体コア中に磁
気飽和が見られ，さらに，渦電流損が電流の増加とともに線形特性となっていくことも確
認できた．

7.4 今後の展望

本論文では，本章も含め 7章にわたりモデル縮約法を用いた電磁界解析の数理モデルの
構築に関して述べてきた．本論文で提案している手法は静止器のみへの適用であった．近
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年では，回転機や振動系に対するモデル縮約法も様々提案されている [66]-[69]が，非線形
性の強い領域においてはまだまだ解析精度が著しく悪い．また，リラクタンスネットワー
ク等の磁気回路をベースとした等価回路モデルが提案されているが，これらの手法は電磁
鋼板の渦電流損を考慮できていない．そのため，電磁鋼板の渦電流を考慮したモータの等
価回路モデルというのも今後の課題である．
本論文で提案しているモデルに対してはまだヒステリシス特性を考慮できていない．松

尾，進藤らが電磁鋼板のCauer型の等価回路を用いてヒステリシス特性の評価方法を提案
している [52][53]．5章で提案しているモデル縮約法を用いた等価回路生成法においても，
同様のアプローチでヒステリシス特性も考慮可能と考えている．これが実現できれば，任
意形状において等価回路を生成でき，さらに渦電流，ヒステリシス損を考慮できるため，
非常に有効な手段であると考えられる．
また，高周波機器の等価回路生成も行っていく必要がある．高周波機器の周波数特性に

はキャパシタンス成分も含まれるため，5章のようなアプローチでは生成することは困難
である．また，高周波機器の等価回路生成法はいくつも提案されている [70]-[71]が，回路
素子値が一意とならないものがほとんどである．例えば，Vector fitting法 [70]と呼ばれ
る手法は，初期値として設定する極の値により，最終的に得られる回路素子値が変化する．
今後は，有限要素解析とモデル縮約法をベースとした回路素子値が一意と定まり，物理的
に意味のある高周波機器の等価回路モデルというのも今後の課題と考えられる．
6章で提案した均質化手法は Litzコイルのようなねじっているようなモデルに対しては

適用できない．積分方程式を用いたねじりを考慮した手法は提案されている [72]が，有限
要素法ベースではまだ提案されていない．ねじりの効果を導入した均質化手法の開発が望
まれる．また，圧粉磁心の均質化解析も実際の圧粉磁心を用いたインダクタと比較を行っ
たわけではない．そのため，実際の「もの」に対して有効なのかどうかの確認を行ってい
く必要がある，また，実際の圧粉磁心磁性粒子のサイズにばらつきがある．本手法ではこ
のばらつきに関しても考慮できていない．実際の圧粉磁心を用いた電磁素子との比較をす
ることで数理モデル構築していく必要があると考えられる．
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Devices Using Padé Approximation via the Lanczos Processes,” NOLTA2015, C3L-

C-6209, Hong Kong, China, December, 2015.

15. Yuki Sato, Toshihito Shimotani, Hajime Igarashi,“Synthesis of Cauer Circuit from

Finite Element Model Using Model Order Reduction,”EMF2016, PC-9, Lyon.

France, April, 2016.

16. Yuki Sato, Shingo Hiruma, Hajime Igarashi,“Analysis of Multi-turn Coils Using

Coarse Finite Element Meshes,“ IGTE2016, PII-8, Graz in Austria, Sep., 2016.

17. Yuki Sato, Hajime Igarashi, ”On Homogenization of Multi-turn Coil and Litz

Wire,” MSHOM2016, Vienna in Austria, Sep., 2016.

18. Yuki Sato, Hajime Igarashi, ”Representation of Frequency Characteristics of Soft

Magnetic Composite Using Cauer-Equivalent Circuit”, JSST2016, SO2, Kyoto in

Japan, Oct., 2016

19. Yuki Sato, Hajime Igarashi, ”Time-domain Analysis of Soft Magnetic Composite

Using Equivalent Circuit Obtained via Homogenization”, CEFC2016, MO03-1,

Miami in USA, Nov., 2016.

20. Yuki Sato, Hajime Igarashi, ”Homogenization Method Based on Model Order Re-

duction fo FE Analysis of Multi-turn Coils”, CEFC2016, MP041-7, Miami in USA,

Nov., 2016

21. Yuki Sato, Toshihito Shimotani, Hajime Igarashi, ”Synthesis of Cauer-Equivalent

Circuit Based on Model Order Reduction Considering Nonlinear magnetic Prop-

erty”, CEFC2016, MP061-4, Miami in USA, Nov., 2016

講演 (国内会議)

1. 佐藤　佑樹，五十嵐　一，”準静電磁界の有限要素解析へのモデルリダクションの適
用,” 電気学会静止器回転機合同研究会資料, SA-12-081, RM-12-096, pp.13-18, 北海
道，9月, 2012.

2. 佐藤 佑樹，五十嵐 一，3次元時間領域有限要素解析へのモデルリダクションの適用,

電気・情報関係学会北海道支部連合大会講演論集, p.008, 10月, 2012

3. 佐藤 佑樹, 五十嵐一，モデル縮約法を用いた電磁機器形状最適化の高速化，電気学
会静止器回転機合同研究会資料，SA-13-065，RM-13-079，pp. 35-40, 秋田，9月,

2013年．

136



第 7章 総括 7.4. 今後の展望

4. 佐藤 佑樹，Markus Clemens，五十嵐一，モデル縮約法を用いた非線形準静磁場問
題の高速解法，プラズマ壁相互作用に関する新規シミュレーション手法開発に関す
る研究会，岐阜，1月,2015.

5. 佐藤 佑樹，Markus Clemens, 五十嵐一，部分領域モデル縮約法を用いた非線形準静
磁場解析の高速化，電気学会静止器回転機合同研究会，SA-15-014,RM-15-006，沖
縄，3月，2015.

6. 佐藤 佑樹，五十嵐一，モデル縮約法とTP-EEC法を併用した時間周期渦電流問題の
高速解法，電気学会静止器回転機合同研究会，SA-15-086,RM-15-124，高知，9月，
2015.

7. 佐藤 佑樹，五十嵐一，モデル縮約法を用いた非線形定常電磁界の高速解法，平成 27

年度電気・情報関係学会北海道支部連合大会，OS-7，北見，11月，2015．

8. 佐藤佑樹，五十嵐一，部分領域モデル縮約法を用いた電磁界解析について（On Sub-

domain Model Order Reduction for Computational Electromagnetism），計算数理
工学論文集，vol. 13，no. 23-121129，pp 109-114，北海道，11月, 2013年.

9. 佐藤 佑樹，五十嵐一，固有直交分解法を用いた電磁界の有限要素解析，日本機械学
会，第 26回計算力学講演会（CMD2013），OS5-1, 佐賀，11月, 2013年．

10. 佐藤　佑樹，五十嵐　一，モデル縮約法を用いた等価回路生成 (その 2) -Cauer型等
価回路の生成-，電気学会静止器回転機合同研究会，SA-16-018, RM-16-018，東京，
1月，2016．

11. 佐藤　佑樹，五十嵐　一，Pade Approximation via the Lanczos Processを用いた
電磁機器の非線形等価回路生成，非線形問題の解法に関する研究会，no. 10，岐阜，
8月，2016年．

12. 佐藤　佑樹，五十嵐　一，非線形性と渦電流を考慮したインダクタのCauer型等価
回路生成，平成 28年度電気学会産業応用部門大会，1-70，群馬，8月，2016年.

13. 佐藤　佑樹，五十嵐　一，均質化とモデル縮約法を用いたマルチスケール問題の時間
領域有限要素解析，電気学会静止器回転機合同研究会，SA-16-076,RM-16-122，沖
縄，9月，2016.

14. 佐藤　佑樹, 五十嵐　一, 圧粉磁芯の均質化解析, 第 25回MAGDAコンファレンス,

OS-14-5, 群馬, 11月, 2016.

15. 佐藤　佑樹, 五十嵐　一, 均質化法を用いた圧粉磁心の時間領域有限要素解析, 電気
学会静止器回転機合同研究会，SA-17-011,RM-17-011，東京，1月，2017.

競争的資金の獲得

1. 日本学術振興会科学研究費補助金（特別研究員奨励費）
2015 年度：1,200,000 円，2016 年度：1,100,000 円　

137



モデル縮約法の電磁界解析への応用に関する研究 佐藤　佑樹

研究題目：磁気特性の不確定性を考慮した電磁界解析法とロバスト設計法の開発
特別研究員（DC2）・工学，課題番号：20151550

賞罰

1. 「JSST2012 Student Presentation Award」受賞 2012年 9月 28日

2. 「システム情報科学専攻　専攻長賞」受賞 2014年 3月 25日

3. 「The Rita Trowbridge Prize 2015 Commendation as one of the four finalists in

the category for the Best Paper presented by a young resercher」受賞 2015年 7

月 2日

4. 「The 2015 IEEE Sapporo Section Student Paper Contest Best Award」受賞 2016

年 2月 15日

5. 「電気学会優秀論文発表賞（IEEJ Excellent Presentation Award）」受賞 2016年 3

月 31日

6. 「CEFC2016 Best Poster Presentation Award」受賞 2016年 11月 16日

7. 「JSST2016 Outstanding Presentation Award」受賞 2017年 1月 26日

138



付 録A Newton-Raphson法

次式に示すようなN元の非線形連立方程式を考える．
f1 (x1, x2, · · · , xN ) = 0

f2 (x1, x2, · · · , xN ) = 0
...

fN (x1, x2, · · · , xN ) = 0

(A.1)

ここで，未知数は

X = (x1, x2, · · · , xN ) (A.2)

と表現する．n番目の方程式 fnをX からわずかにずれたX∆X の周りでテイラー展開
すると

fn (X +∆X) = fn (X) +
∂fn
∂x1

∆x1 +
∂fn
∂x2

∆x2 + · · ·+
∂fn
∂xN

∆xn +O
(
∆X2

)
(A.3)

となる．n = 1, 2, · · · , N において，fn (X +∆X) = 0になるように次式から∆Xを決定
する． 

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xN

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xN

...
. . .

∂fN
∂x1

∂fN
∂x2

· · · ∂fN
∂xN




∆x1

∆x2
...

∆xN

 =


−f1 (∆X)

−f2 (∆X)
...

−fN (∆X)

 (A.4)

このN元 1次連立方程式を解いて，∆X を求め，
x1 = x1 +∆x1

x2 = x2 +∆x2
...

xN = xN +∆xN

(A.5)

として真値に近いX を得る．
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付 録B Perfect Matched Layer

B.1 PMLの概要

PML[73]-[75]は，解析領域の境界面で反射がなく，解析領域の外側の領域において電磁
波が減衰するような誘電率，透磁率，導電率を持った仮想的な媒質を設け，その媒質中で
は電磁波を強制的に弱くするといった層のことを指す．図 B.1に解析領域と PML領域の
概略を示す．解析領域を PML領域が覆うように配置を行う．これにより，境界面 SP に
入射する電磁波を 0とすることが PMLを設ける目的である．

B.2 有限要素法への導入

今節では，PMLを用いた有限要素法の定式化を示す．

B.2.1 PML領域内の平面波

PML内におけるMaxwell方程式は，以下のように表現することができる．

∇s ×E = −jωµH (B.1)

∇s ×H = jωϵE (B.2)

∇s · ϵE = 0 (B.3)

∇s · µH = 0 (B.4)

このとき，∇sは，

∇s = x̂
1

sx

∂

∂x
+ ŷ

1

sy

∂

∂y
+ ẑ

1

sz

∂

∂z
(B.5)

で定義される．そのため，∇sはデカルト座標系 x, y, zを個々の因子 sx, sy, sz で引き伸ば
したときの作用素と考えることができる．
ここで，電界，磁界の平面波の式は，

E = E0e
−jk·r = E0e

−j(kxx+kyy+kzz) (B.6)

H = H0e
−jk·r = H0e

−j(kxx+kyy+kzz) (B.7)
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図 B.1: 解析領域と PML領域

で与えられる．ただし，kは平面波の波数，rは位置ベクトルである．このとき，(B.6),(B.7)
式を (B.1)-(B.4)式に代入することにより，以下の式を得ることができる．

ks ×E = ωµH (B.8)

ks ×H = −ωϵE (B.9)

ks ·E = 0 (B.10)

ks ·H = 0 (B.11)

このとき，ksは，

ks = x̂
kx
sx

+ ŷ
ky
sy

+ ẑ
kz
sz

(B.12)

である．ここで (B.8)式と ksの外積を計算すると，

ks × (ks ×E) = ωµks ×H = −ω2µϵE (B.13)

また，ベクトル 3重積A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C より，(B.13)式は，

(ks · ks)E = ω2µϵE (B.14)
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となる．(B.13)式より，

ks · ks = ω2µϵ = κ2 (B.15)(
kx
sx

)2

+

(
ky
sy

)2

+

(
kz
sz

)2

= κ2 (B.16)

という関係式を得ることが出来る．これより，kx, ky, kz は (B.17)-(B.19)式となる．

kx = κsxsinθcosϕ (B.17)

ky = κsysinθsinϕ (B.18)

kz = κszcosθ (B.19)

これより，PML内の平面波は，

E = E0e
−jks·r (B.20)

H = H0e
−jks·r (B.21)

となり，波数がksとなる．このとき，(B.20),(B.21)式のksは，伝搬定数とも呼ばれ，この
定数における実部を減衰定数，虚部を位相定数と呼ぶ．(B.20),(B.21)式において sx, sy, sz

が複素数で表されるとき，伝搬定数は虚部を持つので，PML内において電磁波は減衰し
ていくことになる．

B.2.2 PML領域への入射

図 B.2のような解析領域から PML領域への入射を考える．図 B.2において，上の領域
が解析領域であり，下の領域が PML領域である．このとき，入射波，反射波，透過波は
(B.22)-(B.24)式と書くことが出来る．

Ei = E0e
−jki·r (B.22)

Er = RE0e
−jkr·r (B.23)

Et = TE0e
−jkt·r (B.24)

このとき，E0は ẑ方向に一定の法線ベクトルであり，R, T は反射係数，透過係数である．
Rと T の関係はR ≤ 1, T ≤ 1, R+ T = 1である．位相整合条件と電界，磁界の接線方向
の連続性を用いると，TE波における反射係数を得ることが出来る．

RTE =
k1zs2zµ2 − k2zs1zµ1

k1zs2zµ2 + k2zs1zµ1
(B.25)

このとき，下付きの数字が 1のとき，解析領域内のパラメータを示し，2のとき，PML領
域内のパラメータを示す．また，TM波における反射係数は，
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図 B.2: 平面波の入射

RTM =
k1zs2zϵ2 − k2zs1zϵ1
k1zs2zϵ2 + k2zs1zϵ1

(B.26)

で与えられる．このときの下付きも同様である．また，位相整合条件 k1x = k2x, k1y = k2y

から，

κ1s1xsinθ1cosϕ1 = κ2s2xsinθ2cosϕ2 (B.27)

κ1s1ysinθ1cosϕ1 = κ2s2ysinθ2cosϕ2 (B.28)

を得ることができ，ϵ1 = ϵ2, µ1 = µ2, s1x = s2x, s1y = s2y を選ぶと，

θ1 = θ2, ϕ1 = ϕ2 (B.29)

となり，結果として，

RTE = 0, RTM = 0 (B.30)

となる．ここで，上の条件を用いると，s1z, s2z を何を選んでも，どの角度で入射しても，
周波数の大きさに関わらず，反射係数が 0となり，入射波がすべて透過波となることが明
らかである．

B.2.3 パラメータの配置

次にパラメータ sζ(ζ = x, y, z) の配置方法について示す．解析領域内のパラメータ
sx, sy, sz は以下のように設定することとする．
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図 B.3: パラメータの配置

sx = sy = sz = 1 (B.31)

(B.31)式を (B.1)-(B.4)式に代入することにより，通常のMaxwell方程式となる．これよ
り解析領域内については (B.31)式のようにパラメータの設定を行う．PML領域内につい
ては，以下のようにパラメータを設定する．

sx = sy = sz = s′ − js′′ (B.32)

PML内においては (B.32)式で設定を行う．ここで，s′は位相定数であり，s′′は減衰定数
となる．このとき，s′′は減衰定数であるので PMLへ透過してきた波がこの減衰定数の大
きさにより，波が減衰することとなる．また，本研究では位相定数 s′は， 1と設定する．
ここで，前項よりパラメータ sζ は z方向に入射することを考えたが，sx, syは双方の領

域内で同じしなければならなかった．これより，ほかの 2方向に入射することを考えたと
き，同様に考えることが出来るので，x方向に入射するときは sy, sz，y方向に入射すると
きは sx, sz を双方の領域内において等しくする必要がある．以上のことを考慮して PML

の配置を行うと，図B.3となる．図B.3は xy平面でしか考えていないが，xz，yz平面で
も同様に考えることができる．

B.2.4 異方性PML

パラメータ sζ を有限要素方程式へ導入するために，異方性PMLと呼ばれるモデルを考
える．まず，異方性媒質中におけるMaxwell方程式を考える．
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∇×E = −jωµ̄ ·H (B.33)

∇×H = jωϵ̄ ·E (B.34)

∇ · ϵ̄ ·E = 0 (B.35)

∇ · µ̄ ·H = 0 (B.36)

このとき，ϵ̄，µ̄は対角誘電率，透磁率テンソルであり，以下の式で与えられる．

ϵ̄ =

ϵxx 0 0

0 ϵyy 0

0 0 ϵzz

 (B.37)

µ̄ =

µxx 0 0

0 µyy 0

0 0 µzz

 (B.38)

ここで，(B.1)-(B.4)式と (B.33)-(B.36)式が等しくなるように ϵ̄, µ̄を決定する．このとき，
ϵ̄, µ̄は，

ϵ̄ = ϵΛ̄ (B.39)

µ̄ = µΛ̄ (B.40)

となり，Λ̄は，

Λ̄ = x̂x̂
sysz
sx

+ ŷŷ
sxsz
sy

+ ẑẑ
sxsy
sz

(B.41)

である．これより，(B.1)-(B.4)式の電界をEa
ζ，磁界をHa

ζ，(B.33)-(B.36)式の電界をEc
ζ，

磁界をHc
ζ とすると，以下の関係式が成り立つことが分かる．

Ea
ζ = sζE

c
ζ (B.42)

Ha
ζ = sζH

c
ζ (B.43)

したがって (B.1)-(B.4)式と (B.33)-(B.36)式が等価となる．
また，(B.41)式はデカルト座標系におけるパラメータ配置であるが，円筒座標系や球座

標系においても適用することが出来る．そのとき，Λ̄は，

円筒座標系　　Λ̄ = ρ̂ρ̂
ρ̃

ρ

sz
sρ

+ ϕ̂ϕ̂
ρ

ρ̃
(szsρ) + ẑẑ

ρ̃

ρ

sρ
sz

(B.44)

球座標系　　　Λ̄ = r̂r̂
r̃

r

1

sr
+ (θ̂θ̂ + ϕ̂ϕ̂)sr (B.45)

となる．これより，PMLはデカルト座標系だけでなくほかの座標系においても適用する
ことが出来る．
.
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