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第1章 序論

1.1 背景

電子が持つ磁気的自由度であるスピンを利用したデバイスの実現を目指すスピントロニク

スと呼ばれる研究分野では、Dattaらのスピントランジスタの提案 [1]を契機に、基礎から応

用まで幅広い研究が行われている。スピントロニクスに関連する研究では、スピンと電子の

軌道角運動量の間の相互作用であるスピン軌道相互作用（SOI: Spin-orbit interaction）が重

要な役割を果たしている。実際、SOIはスピンのゲート制御 [2–4]、スピンホール効果 [5]、ト

ポロジカル絶縁体 [6]、マルチフェロイック [7,8]、Edelstein効果 [9,10]、Persistent spin helix

（PSH）状態 [11–13]などの様々な物理現象の根本を担っている。また、薄膜成長技術の進

歩に伴い、IV族 [14]、III-V族 [2–4]及び II-VI族半導体 [15]だけでなく、トポロジカル絶

縁体 [6]、SrTiO3 [16]、グラフェン [17]、シリセン [18]、遷移金属ジカルコゲナイド [19]、

ワイル半金属 [20]、有機-無機ハイブリッド材料 [21]などの様々な二次元電子系（2DES:

Two-dimensional electron system）における SOIの研究の重要性が増してきている。

SOIの中でも、特に、OhkawaとUemuraによって初めて導出された半導体のヘテロ界

面のような構造反転対称性が破れている系に生じる SOI [22]（通称、Rashba効果 [23,24]）

の研究が盛んに行われている。Rashba効果によるエネルギー分離の大きさ∆Rは、Rashba

係数 αとフェルミ波数 kFを用いることで、∆R = 2αkFと表される。ここで、2DESにお

いて、αは閉じ込めポテンシャル方向の内部電場 ⟨Ez⟩ † に比例し、比例定数を aSOとす

ることで、

α = aSO ⟨Ez⟩ (1.1)

と表される [4]。図 1.1に示すように、量子井戸ポテンシャルにおける ⟨Ez⟩はポテンシャ
ルの傾きに相当し、ゲート電圧によってポテンシャルを変調することで量子井戸内の ⟨Ez⟩
の大きさや符号を変調することが可能である。また、Rashba効果が生じる系では、波数

方向と内部電場の両方に垂直な方向をスピン回転軸としたスピンの歳差運動が生じる。こ

†量子井戸内部（井戸外部の波動関数 ψ (z)がしみだしている部分も含む）での電場 E = (0, 0, Ez(z))と
すると ⟨Ez⟩ = ⟨ψ (z) |Ez(z)|ψ (z)⟩と定義される。
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第 1章 序論

こで、長さ Lの電子移動に伴うRashba効果によるスピン回転角 θRの大きさは、

θR =
2αm∗

ℏ2
L (1.2)

となり（m∗は電子の有効質量）、ゲート電圧によってαの制御を可能とすれば、電気的な

手法によるスピン制御が可能となる。例えば、DattaらのスピントランジスタではRashba

効果を利用したゲート電圧による電子スピン制御を仮定しており [1]、Rashba効果のゲー

ト制御性に関する研究を広める要因となった。

〈E
z
〉 = 0

〈E
z
〉 > 0 〈E

z
〉 < 0

α > 0

α = 0

α < 0

z

P
o
te

n
ti

a
l

図 1.1: ダブルヘテロ接合量子井戸におけるポテンシャル図。ゲート電圧 Vgによって
量子井戸ポテンシャルが変化し、内部電場 ⟨Ez⟩を通して、Rashba定数 αの大きさ
の制御が可能である。

Rashba効果のゲート制御性に関する研究としては、1997年にNittaらの Schubnikov de

Haas（SdH）振動のビーティングの解析があげられる [2]。SOIが生じている系では、面

直磁場によって生じる Landau準位がスピン依存のエネルギー分離を起こすため、わずか

に周期の異なる二つの SdH振動が生じ、ビーティングが発生する。そのノードの位置を

解析することで∆Rを決定できる。これにより、∆Rのゲート電圧依存性を決定するとと

もに、SdH振動から計算されるキャリア濃度からフェルミ波数 kFを求めることで、αの

ゲート電圧依存性を示した。しかしながら、SdH振動のビーティングは、∆Rが Landau

準位の広がりよりも十分大きい時のみ観測可能であり、そのような試料は限られてしまう

ため、Rashba効果のゲート制御性の研究にとっておおきな進歩であったが、二次元試料

における汎用的なRashba効果の解析手法とはなり得なかった。

2002年にKogaらはバルク2DES（InGaAsダブルヘテロ量子井戸）における弱局在（WL:

Weak localization）/弱反局在（WAL: Weak antilocalization）の解析からRashba効果の

ゲート制御性を示した [3]。WL/WALとは、不純物散乱が生じる系において極低温下で

2



第 1章 序論

観測されるアンダーソン局在の前駆現象である。WL（SOIが生じる系ではWAL）では、

磁場を印加することで負（正）の磁気抵抗が生じる。このようなWL/WALのような量子

力学的な現象によって生じる電気伝導率の量子補正の成分を量子補正項と呼び、理論モデ

ルを用いたフィッティング解析によって、SOIの大きさや位相緩和時間などの物性値の決

定が可能である。その後、InGaAsだけでなく様々な物質でWL/WALのフィッティング

解析によりRashba効果のゲート制御性が確認されている [16,25]。また、2011年にFaniel

らは改良されたWL/WALモデル [26]とのフィッティング解析によって決定した比例定数

aSOがバンド理論から予測される値を再現することを示したことで、Rashba効果のゲー

ト制御性の理解が大きく進んだ [4]。しかしながら、バルク 2DESにおけるWL/WAL解

析により決定される物性値は平均自由行程によりスケールされるため、別の測定手法を通

じて平均自由行程を決定しなければならない。そのため、間接的にしかRashba効果の大

きさを決定することができない。

一般的に、Rashba効果などの物性測定はバルク 2DESでのトランスポート測定や光測

定によって行われる。一方で、微細構造中におけるWL/WAL [27,28] や普遍的コンダク

タンス揺らぎ（UCF: Universal conductance fluctuations）[29,30] は微細構造のサイズや

形に依存した振る舞いを示すにも関わらず、バルク 2DES本来の物性値の影響も現れる

という興味深い性質を持つ。特に、メゾスコピックリング配列構造（MRA: Mesoscopic

ring array）におけるWL/WALでは Rashba効果によるスピン回転角の大きさによって

明瞭な電気伝導率の量子補正項の変化が生じる。2004年に Kogaらは、正方形の時間反

転対称経路間でのスピン位相差による干渉強度が Rashba効果によって変化することを

示し [31]、2006年に InGaAsダブルヘテロ量子井戸、特に微細加工によって作製された

MRAでゲート電圧による電気伝導率の磁気振動として上記の干渉効果の観測に成功し、

限られた範囲であるが Rashba効果によるスピン回転角の大きさの決定を果たした [32]。

このようなMRAにおける干渉効果による磁気振動の周期は微細リングのサイズという長

さスケールによって決まり、別の測定によって平均自由行程を求める必要がないため、直

接的にRashba効果によるスピン回転角の大きさを決定したと言える。さらに、2011年に

Mineshigeらは、エッチング界面での鏡面反射を仮定したビリヤード・シミュレーション

によって干渉経路を求め、それらの干渉強度を積算することで電気伝導率の磁気振動を予

測する半古典ビリヤード・シミュレーションをおこなった [33]。これにより、Rashba効

果に対する電気伝導率の大きさの変化を定性的に再現することに成功した。また、このこ

3



第 1章 序論

とはMRAにおいて単純な正方形の干渉経路だけでなく、複雑な干渉経路が存在すること

を示唆した。もし、半古典ビリヤード・シミュレーションであらゆる干渉経路を考慮する

ことで電気伝導率を厳密に再現することが可能になれば、より正確なRashba効果の決定

を可能とするだけでなく、これまで困難であった位相緩和などの他の物性値の決定も可能

となる。さらには、参考文献 [4,32]や本論文で示した InGaAsだけでなく、様々な 2DES

における新たな物性値の評価方法になることも期待できる。

1.2 研究目的

本論文では、MRAにおけるスピン回転を伴う弱反局在の実空間シミュレーション手法

を開発し、複雑な電気伝導率の磁気振動の解析を行い、物性値の決定が可能であること

を示すことを目的とする。そのために、「半古典ビリヤード・シミュレーション」と「再

帰確率密度」を組み合わせた新しい理論モデルを提案する。図 1.2(a)に示すように、バ

ルク 2DESにおけるWL/WALでは黒点から不純物散乱（赤点）を繰り返し元の位置に戻

る（再帰する）経路が干渉経路となり、このような再帰経路を描く確率密度（再帰確率密

度）と干渉強度からWL/WALによる電気伝導率の量子補正が計算可能である。一方、図

1.2(b)に示すように、MRAでは不純物散乱だけでなくエッチング界面での鏡面反射（橙

点）も生じると考えれば、同様に再帰確率を計算することでWL/WALによる量子補正と

してMRA中で生じる干渉効果による電気伝導率の量子補正を計算できると考えられる。

さらに、MRAという微細構造中の再帰確率は幾何学的な要素を含むため解析解の導出は

困難であるが、実空間シミュレーションならば、再帰確率と干渉強度の数値計算が可能で

あると考えられる。また、本手法の有用性を示すために、その理論モデルを用いてMRA

における電気伝導率の実験結果のフィッティング解析により、フィッティングパラメータ

として物性値の決定を行い、バルク 2DESにおける物性値と比較を行う。

1.3 論文構成

以下に、本論文の構成を記す。

第 2章にて、2DESにおける輸送現象とスピン物性の基礎について解説し、WL/WAL

の原理について歴史と共に解説する。

4



第 1章 序論

(a) (b)

図 1.2: (a) 2DESにおける再帰経路。(b) MRAにおける再帰経路。

第 3章にて、“再帰”及び再帰確率の理論的な扱い方を明確に示し、実空間シミュレー

ションによる再帰確率の計算方法の方針を示す。

第 4章にて、不純物散乱のみを考慮した実空間シミュレーションによって再帰経路と干

渉強度を計算することで、既存のバルク 2DESにおけるWL/WALモデルを再現すること

を示し、実空間シミュレーションを用いたWL/WALによる電気伝導率の量子補正の計算

が有用であることを示す。

第 5章にて、MRAにおける電気伝導率の測定結果を「半古典ビリヤード・シミュレー

ション」と「再帰確率」を組み合わせた弱反局在の実空間シミュレーション手法による

フィッティング解析を行う。また、バルク 2DESにおけるWL/WALのフィッティング解

析の結果と比較を行うことで、本手法の有用性を示す。

最後に、第 6章にて、本論文の研究内容・成果をまとめる。

5



第2章 電子トランスポート概論

本章では、電気伝導率の計算の基礎となる古典モデルやスピン軌道相互作用について紹介

し、二次元電子系（2DES）において、量子力学に基づく干渉効果よって生じる弱局在/弱

反局在（WL/WAL: Weak localization/Weak antilocalization）について解説する。

2.1 電気伝導率

電気伝導率 σは電場Eと電流密度 jの間の比例定数として定義され、j = σEとなる。

本論文中では、電気伝導率 σを σ = σ0 + ∆σのように、古典的な輸送論から導出可能な

伝導率の古典項 σ0とWL/WALなどによる量子補正項∆σの二項に分けて考える。本節

では、古典項 σ0を導出する二つのアプローチを紹介する。

2.1.1 ドルーデ（Drude）モデル

電気伝導率の古典項 σ0は、Drudeモデルと呼ばれる古典的な電子の運動に基づく理論

モデルによって導出することが可能である。伝導に寄与するフェルミ準位近傍の電子は一

定のフェルミ速度 vFを持つ。一方、電子の集団を巨視的にとらえ、N 個の電子を一つの

質点とみなすと、質量M = m∗N で電荷−eN の質点とみなすことができ、一つ一つの電
子は様々な方向に運動しているが平均速度 vave(t)で質点が運動すると考えられ、運動方

程式より、

M
dvave(t)

dt
= N (−e)E− Mvave(t)

τ
(2.1)

が成り立つとする。ここで、右辺第二項は不純物散乱によって電子の運動方向に関する情

報を失わせる項であり、質点に対しては摩擦力のように働く項である。今、t = 0で平均

速度 vave(0) = v0の時に、E = 0とすると、式（2.1）は、

M
dvave(t)

dt
= −Mvave(t)

τ
(2.2)

となるため、一般解 vave(t) = v0 exp (−t/τ)を得る。これは、古典的に考えると一つの電
子が散乱により運動方向の情報を失う平均時間に相当していることから、τ は運動量緩和
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時間と呼ばれる。また、電場Eが印加されている時、定常状態 dvave(t)/dt = 0では、

Mvave(t)

τ
= N (−e)E

vave(t) =
−eτ
m∗ E (2.3)

となる。電流密度 jを vave(t)と単位面積当たりのキャリア濃度NS [m−2]を用いて表すこ

とで、

j = −eNSvave(t)

=
e2NSτ

m∗ E (2.4)

となる。よって、

σ0 =
e2NSτ

m∗ (2.5)

となり、電気伝導率の古典項 σ0を求めることが可能である。式（2.5）はDrudeの公式と

呼ばれ、トランスポート測定における重要な関係式の一つである。

2.1.2 久保公式

久保公式とは、時間依存する摂動による物理量の線形応答を表す式であり、電流-電流

相関を計算することで電気伝導率 σが得られるという直感的には理解しがたいものであ

る [34,35]。ここでは、電流-電流相関の代わりに速度-速度相関の不純物平均 ⟨v (0) · v (t)⟩imp

を用いると、

σ0 = 2e2N (0)
1

2

∫ ∞

0

dt ⟨v (0) · v (t)⟩imp (2.6)

と書ける。ここで、N (0) = m∗/2πℏ2はスピン縮退がない場合の二次元の状態密度であ
る。ところで、二次元の拡散係数Dは、

D =
1

2

∫ ∞

0

dt ⟨v (0) · v (t)⟩imp (2.7)

と書け、これを用いることでEinsteinの関係式

σ0 = 2e2N (0)D (2.8)

を得る。
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量子力学的な干渉を考えなければ、t = 0でフェルミ速度 vFで伝導している電子は不純

物散乱によって運動方向の情報を失うため、前述のように緩和時間近似を用いて、不純物

平均をとると、

⟨v (0) · v (t)⟩imp = v2F exp (−t/τ) (2.9)

となる。よって、古典的な電子の拡散係数D0は、

D0 =
1

2

∫ ∞

0

dtv2F exp (−t/τ) =
1

2
v2Fτ (2.10)

となる。これを、式（2.8）に代入し、vF = ℏkF/m∗、フェルミ波数 kF =
√
2πNSの関係

を用いることで、

σ0 = 2e2N (0)D0 =
e2NSτ

m∗ (2.11)

を得る。以上のことから、量子力学的な干渉を考えなければ、久保公式とDrudeの公式

は同等のものとなることがわかる。

2.2 スピン物性

前節まででは、古典的な電子モデルを扱ってきたが、量子力学的な干渉を取り入れたト

ランスポートを考える際には電子が持つスピン自由度や電子の位相情報（波動関数）を考

慮する必要がある。本節では、スピンを記述するための定義を明記にした後、ゼーマン

（Zeeman）効果やスピン軌道相互作用（SOI: Spin-orbit interaction）など、スピン自由度

に関するハミルトニアンについて解説する。

2.2.1 スピン状態の記述

スピン 1/2系ではスピン角運動量量子数 sは 1
2
であり、スピン磁気量子数msは±1

2
で

ある。ms =
1
2
の状態の磁気モーメントの z成分は |↑z⟩であり、アップスピンの状態と定

義する。よって、ms = −1
2
の状態は、|↓z⟩であり、ダウンスピンの状態と定義する。この

定義は、各状態に対するスピン角運動量の z成分の線形演算子 Ŝz =
ℏ
2
σ̂z（σ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z)

はパウリ行列）の固有値が、

Ŝz |↑z⟩ =
ℏ
2
|↑z⟩ (2.12)

Ŝz |↓z⟩ = −ℏ
2
|↓z⟩ (2.13)
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を満たしているということに等しい。本論文中では、|↑z⟩を、

|↑z⟩ =

 1

0

 (2.14)

と表現し、アップスピンとダウンスピンが直交することから、ダウンスピンは、

|↓z⟩ =

 0

1

 (2.15)

と表現される。また、式（2.12）及び式（2.13）から、z方向のパウリ行列は、

σ̂z =

 1 0

0 −1

 (2.16)

と定義する。あらゆるスピン 1
2
状態は上記の |↑z⟩と |↓z⟩の線形結合によって表現できる。

つまり、任意のスピン状態 |ξ⟩は、

|ξ⟩ = 1√
2
(a |↑z⟩+ b |↓z⟩) (2.17)

と書ける。ここで、aと bは複素数であり、

|a|2 + |b|2 = 2 (2.18)

を満たす（規格化条件）。

次に、x方向のアップスピン |↑x⟩、ダウンスピン |↓x⟩を定義する。これらの状態に対す
る σ̂zの期待値はゼロになるので、

⟨↑x |σ̂z| ↑x⟩ = 0,

⟨↓x |σ̂z| ↓x⟩ = 0 (2.19)

が成り立つ。つまり、式（2.17）を用いて |↑x⟩及び |↓x⟩を表すことで、

|a|2 − |b|2 = 0 (2.20)

が σ̂z の期待値がゼロになることの十分条件であることが分かる。つまり、式（2.18）と

式（2.20）で、a = 1とした時に、実数 cを用いて b = exp(−ic)となる。本論文中では、
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c = 0の時を |↑x⟩、c = πの時を |↓x⟩と定義する。つまり、

|↑x⟩ =
1√
2
(|↑z⟩+ |↓z⟩) =

1√
2

 1

1

 ,

|↓x⟩ =
1√
2
(|↑z⟩ − |↓z⟩) =

1√
2

 1

−1

 (2.21)

とする。また、x方向のパウリ行列 σ̂xは、⟨↑x |σ̂x| ↑x⟩ = 1、⟨↓x |σ̂x| ↓x⟩ = −1から、

σ̂x =

 0 1

1 0

 (2.22)

となる。

同様に、y方向のアップスピン |↑y⟩、ダウンスピン |↓y⟩の定義に関しては、これらの状
態に対する σ̂zと σ̂xの期待値がゼロになることから、

|↑y⟩ =
1√
2
(|↑z⟩+ i |↓z⟩) =

1√
2

 1

i

 ,

|↓y⟩ =
1√
2
(|↑z⟩ − i |↓z⟩) =

1√
2

 1

−i

 ,

σ̂y =

 0 −i
i 0

 (2.23)

と定義する。

最後に、表 2.1に x,y,z座標系におけるスピン状態及びパウリ行列の記述法についてま

とめる。
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表 2.1: x,y,z座標系におけるアップ・ダウンスピン状態とパウリのスピン行列の定義

アップスピン ダウンスピン　 パウリのスピン行列

x |↑x⟩ = 1√
2

 1

1

 |↓x⟩ = 1√
2

 1

−1

 σ̂x =

 0 1

1 0


y |↑y⟩ = 1√

2

 1

i

 |↓y⟩ = 1√
2

 1

−i

 σ̂y =

 0 −i
i 0


z |↑z⟩ =

 1

0

 |↓z⟩ =

 0

1

 σ̂z =

 1 0

0 −1



2.2.2 ゼーマン（Zeeman）効果

電子スピンは磁気モーメントを持っており、磁場中でスピン状態に依存したエネルギー

分離が発生する。このようなエネルギー分離は Zeeman効果と呼ばれ、Zeeman効果を表

すハミルトニアンHZは、

HZ =
1

2
gµBB · σ (2.24)

となる。ここで、gはランデの g因子、µB = eℏ/2mはBohr磁子、B = (Bx, By, Bz)は外

部磁場である。自由電子の g値はほぼ 2であるが、固体中では電子の g値は、正負を含む

幅広い値を取る。Zeeman効果を利用することで、磁場によって電子スピンの制御が行え

るが、電気的手法によっても電子スピンの制御が行えるようになれば、さらなるスピント

ロニクスの発展が望める。

2.2.3 スピン軌道相互作用

原子におけるスピン軌道相互作用

はじめに、原子における電子軌道が持つ軌道角運動量とスピンの間での SOIについて解

説する。図 2.1(a)に示すように、原子番号Zの電荷Zeを持つ原子核を中心として半径 r

の軌道上を電子が周っている描像を考える。ここで、中心座標を原子ではなく、図 2.1(b)
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に示すように、電子の場所と考えると、あたかも原子核が電子の周りを周っているように

とらえることができる。ここで、Biot-Savartの法則により、電子に働く有効磁場BSOは、

BSO =
µ0

4π
Ze

r × v

r3
(2.25)

となる。ここで、µ0は透磁率である。軌道角運動量 ℏl = mr × vを用いることで、

BSO =
µ0

4π

Ze

m

ℏl
r3

(2.26)

となる。電子のスピン角運動量 S = (Sx, Sy, Sz) = (ℏ/2)σの磁気モーメントµsは、

µs = −2µBS

ℏ
= −µBσ (2.27)

となる。よって、有効磁場BSO中での磁気モーメントµsの電子スピンのエネルギーは、

−µs ·BSO =
µ0

8π

Ze2

m2

ℏ
r3
l · σ (2.28)

となる。厳密には、相対的量子力学（Dirac方程式）を用いた導出が必要である。それに

よると、正しい結果は式（2.28）の 1
2
である。つまり、SOIハミルトニアンHSOIは、

HSOI　 =
µ0

8π

Ze2

2m2

ℏ
r3
l · σ =

µ0

4π

Ze2

2m2

ℏ
r3
l · 1

2
σ (2.29)

となる。また、静電ポテンシャル勾配∇U（もしくは電場E）が

∇U = eE =
1

4πε0

Ze2

r2
r

r
(2.30)

と表わされるため、

HSOI　 =
ℏ

4m2c2
σ · (p×∇U) (2.31)

となる。

Dresselhaus SOI

式（2.31）では、静電ポテンシャル勾配が存在する系において SOIが生じることを示し

ているが、静電ポテンシャル勾配は原子の束縛ポテンシャル以外にも様々な要因で生じ

る。その一つが、化合物半導体のような原子間で価数の偏りがある材料である。このよう
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Nucleus

Electron

+
-

Nucleus

+ Electron

-

Effective Magnetic Field

r

(a) (b)

図 2.1: 古典的な描像による原子における SOIの発生メカニズムの模式図。

な系で、且つ、結晶反転対称性がない（BIA: Bulk invesion asymmetry）場合に発生する

SOIを特にDresselhaus SOI（Dresselhaus効果による SOI）と呼ぶ [36]。二次元材料にお

いては、Dresselhaus SOIは面内の波数に対し一乗（linear）項と三乗（cubic）項に分割

される。† 本論文中ではそれぞれを linear Dresselhaus、cubic Dresselhausと呼び、それぞ

れのハミルトニアンをH
(1)
D 、H

(3)
D とすると、

H
(1)
D = β1k {σx cosφ− σy sinφ} , (2.32)

H
(3)
D = β3k

3 {σx cos (3φ) + σy sin (3φ)} (2.33)

となる [4]。ここで、β1 = γ (⟨k2z⟩ − k2/4)と β3 = γ/4は linear Dresselhausと cubic Dres-

selhausの大きさを表す係数であり、内部パラメータ γは材料に依存した定数であり、電

気的に制御することはできない。

Rashba SOI

量子井戸などの閉じ込めポテンシャルにおける2DESでは、そのポテンシャル勾配によっ

てSOIが生じる。このような構造反転対称性の破れ（SIA: Structural invesion asymmetry）

に起因する SOIはRashba SOI（Rashba効果による SOI）と呼ばれる [22, 23]。

図 2.2に示すような古典的描像によってRashba SOIは理解することができる。まず、図

2.2(a)のような量子井戸ポテンシャル中の電子が、図 2.2(b)のように量子井戸内を x方向

†厳密には波数方向を (cosφ, sinφ)とした場合に exp (iφ)と exp (i3φ)の対称性を持った項 [式（2.32）と
式（2.33）]に分割される。
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に伝導する時を考える。量子井戸内に内部電場 ⟨Ez⟩が生じるということは、図 2.2(b)の

ように仮想的に電子の周りにプラスやマイナスの電荷が存在すると考えることができる。

図 2.2(c)のように電子を中心とした座標系で考えると、あたかも仮想的な電荷が動き、電

子の周りに環電流が流れ、面内方向に有効磁場が生じているととらえることができる。こ

のように実際に磁場を印加していなくても生じる有効磁場BSOによってスピン分離が生

じるととらえることでRashba SOIを古典的描像で説明でき、Rashba SOIによるハミル

トニアンをHRとすると、

HR = αk {σx sinφ− σy cosφ} (2.34)

となる。ここで、αは Rashba SOIの大きさを表す係数であり、式（1.1）に示したよう

に閉じ込めポテンシャル中の内部電場 ⟨Ez⟩に比例する。そのため、図 1.1に示すように、

ゲート電圧によって内部電場 ⟨Ez⟩を制御することで、スピンを電気的に制御することが
可能である。

Potential

B
SOz

x x

(a) (b) (c)

〈E
z
〉

図 2.2: 古典的な描像によるRashba SOIの発生メカニズムの模式図。

2.3 弱局在/弱反局在

2.3.1 バルク二次元電子系における弱局在/弱反局在

本節では、本研究において最も重要となるWL/WALについて、歴史とともに解説す

る。WLとは、Anderson局在（強局在）[37]の前駆現象としてとらえられている背景か

ら、その名前がつけられている。一方、Anderson局在とは異なり、WLでは不規則ポテン

シャルの効果が弱いため、摂動としてWLを取り扱うことで定量的な議論を可能とした。

実際に、1979年に、Gorkovらは、2DESにおいて不規則ポテンシャルの効果を摂動とし
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て扱い、拡散係数DをFeynmanダイアグラムを用いて計算することで、拡散係数Dに古

典的な拡散係数D0の ℏ/2πEFτ 程度の量子補正がWLによって生じることを示した [38]。

さらに、1980年にHikamiらは、WLによる電気伝導率の量子補正項の磁場依存性を理

論的に導出した。これにより、トランスポート測定によって電気伝導率の磁場依存性を測

定し、理論モデルでフィッティングすることで位相緩和時間 τϕの決定が可能となった [39]。

この理論モデルは著者の頭文字をとりHLNモデルと呼ばれる。このモデルでは、スピン

反転を伴う不純物散乱によって電子が局在しにくくなる効果（WAL効果）を導入するこ

とで、フィッティング解析によりスピン緩和時間 τSOの決定も可能とした。Hikamiらの

WL/WALモデルでは、扱いやすい解析解が与えられており、30年以上に渡って実験結果

の解析に広く使われている。

Kubo公式を出発点として k空間での取り扱い、及び拡散近似を施して得られた解析解

は数学的には取り扱い易いものであったが、その物理的意味の直感的理解は困難を極め

た。1980年の会議（論文としては 1982年 [40]）にて、Khmel’nitskiiらは Feynmanダイ

アグラムが示す物理的意味に関して非常にわかりやすい描像を与えた [41]。それは次の通

りである。まず、WLは半古典近似（ℓ >> λF、ここで λFはフェルミ波数）が成り立つよ

うな試料において観測されるため、半古典的に固体中の電子の伝導をとらえると、電子は

不純物散乱を繰り返しながら固体中を伝導しているモデルが成立することは前述通りで

ある。しかし、量子力学的な干渉を考えると、例えば図 2.3(a)のように、途中の経路が分

岐（図 2.3(a)の例では、位置 r1と r5の間で経路が分岐）している緑色と橙色の経路のよ

うな干渉を考える必要がある。この干渉の強度は二つの経路の経路差∆Lによって生じる

位相差 exp(ikF∆L)によって決まる。しかしながら、位置 r1と位置 r5の間の経路は図中

の経路以外にも無数に存在するため、それらの位相差が任意となってしまい、平均として

干渉強度をゼロとみなせるため、実際には図 2.3(a)のような経路での伝導率の量子補正は

考慮しない。一方、図 2.3(b)のように位置 r1にいた電子が再び位置 r1に戻るような経路

（再帰経路）では、必ず時間反転対称の経路が存在し、図中のような緑色の時計回りと橙

色の反時計回りの二つの経路が干渉を起こす。この干渉経路間には、経路差は存在せず、

干渉強度がゼロにならないため、電気伝導率の量子補正が必要となる。

WL/WALにおいて、図 2.3(d)のような電気伝導率の磁場依存性が生じる理由について

説明する。SOIが存在しない系（正確にはスピン緩和が生じない系）で観測されるWLで

は、再帰経路における干渉は必ず強め合う干渉となる。また、二つの経路間の位相差は磁
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図 2.3: (a,b,c) WL/WALの概念図。(a)のような経路間の干渉は電気伝導率の量
子補正項に寄与しない。(b)は後方散乱、(c)は非後方散乱として電気伝導率の量子
補正項に寄与する。(d) WL/WALによる電気伝導率の量子補正項。WLでは負の
磁気抵抗、WALでは正の磁気抵抗が観測される。

場Bによる経路が囲む磁束Φ = BSによって変化し、あらゆる経路に対する干渉への影響

を考えると、磁場の印加は干渉を抑制する（局在を解く）働きになる。この結果、WLで

は図 2.3(d)のような電気伝導率の磁場依存性（負の磁気抵抗）が観測される。一方、SOI

が存在する系で観測されるWALでは、図 2.3(d)のようなWALによる電気伝導率の磁場

依存性のゼロ磁場ピーク（WALピーク）は電子の局在/反局在が解かれる磁場の大きさ

の違いによって生じる。これについて、参考文献 [42,43]では、図 2.4のようなWALによ

る電気伝導率の量子補正項への寄与の模式図によって説明をおこなっている。SOIが生じ

ている系やスピン反転を伴う不純物散乱が生じる系では、再帰経路が長くなるにつれて、

時間反転対称経路間のスピン位相差が乱雑になり、スピン位相差によって生じる干渉強度

が負の寄与へと変わる（電気伝導率に対しては正の寄与となる）。また、長い再帰経路ほ

ど、広い面積を描く再帰経路になりやすい。そのため、ある面積を境（図中の黒線）に、

広い面積では反局在（-）、小さい面積では局在（+）となる。さらに、広い面積を描く再

帰経路は囲む磁束も大きく、磁場によって局在/反局在が解かれやすいため、はじめに反

局在が解かれた後に局在が解かれる。そのため、図 2.3(d)の SOIが生じる系では電気伝

導率の量子補正項でWALピークが観測される。
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図 2.4: WALによる電気伝導率の量子補正項への寄与を表した模式図。赤線で示す
円より広い面積を描く軌道は磁場によって局在/反局在が解かれる。また、磁場を強
めるにつれて、小さい面積でも局在/反局在が解かれるため、赤線で示す円は小さく
なる。緑線より広い面積を描く再帰経路は、再帰経路が長いため、非弾性散乱などの
位相緩和の影響でほとんど干渉に寄与しない。また、SOIが生じているとき、黒線よ
り外側では時間反転対称経路間でのスピン位相差により反局在になるため、マイナス
の干渉強度になる。(a)では、磁場による局在/反局在を解く効果より位相緩和によっ
て局在が無くなる効果が強いため、電気伝導率の変化は小さいが、(b)のように磁場
を強くすると、磁場によって反局在を解く効果が強くなり、電気伝導率の減少が観測
される。さらに、(c)のように磁場を強くすると、局在も解かれていくため、電気伝
導率の増加が観測される。

上記のWL/WALの描像は実験家に分かりやすく説明するという点だけでなく、実空間

でWL/WALを考える際に再帰経路とその時間反転対称経路間の干渉を考えることで伝導

率の量子補正項∆σの計算が可能であることを示した点においても重要である。このよう

な視点は、HLNモデルのような拡散近似を使うWL/WALモデル（Diffusionモデル、他に

は ILPモデル [44]やKnapモデル [45]などがあげられる）がB,BSO ≪ Btr（Btr = ℏ/2eℓ2

はトランスポート磁場、BSOは SOIに関わる磁場）の制約を受けるという問題点を解決

する一つの手がかりを与えた。

1980年代にKawabataは再帰経路が見出される確率、つまり、再帰確率（Return Prob-

ability）を用いて電気伝導率の量子補正項∆σを計算する手法を示した [46,47]。不純物散

乱を繰り返す電子の運動は二次元ランダムウォークそのものであり、ここでは拡散近似を

必要としないため、B,BSO ≪　Btrの制約は課せられない。また、このような拡散近似

を用いないWL/WALモデルはBeyond Diffusionモデルと呼ばれる。1997年にDmitriev
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らは、Diffusionモデルが適用可能な領域では無視することができるような Feynmanダ

イアグラムの寄与を考慮した Beyond Diffusionモデルを提案するだけでなく、その寄与

が図 2.3(c)に示すような非後方散乱であることを実空間の描像で示した [48]。2004年に

McPhileらは、様々な Beyond DiffusionモデルとHLNモデルを用いて実験結果のフィッ

ティングから決定される物性値の比較を行い、不適切にDiffusionモデルを適用してしま

うと抽出される物性値（ここでは位相緩和時間）がファクター 2もずれる恐れがあること

を指摘している [49]。2005年にGolubは、Beyond Diffusionモデルに非後方散乱補正だ

けでなく SOIによるスピン緩和を取り入れたWALモデルを提案した [26]。これにより、

WL/WALのフィッティング解析によるRashba SOIなどの物性値の決定がより正確に行

われるようになった [4]。

2.3.2 開放系量子ドットにおける弱局在/弱反局在

バルク 2DES中だけでなく、図 2.5に示すような開放系量子ドット（量子ビリヤード）

においてもWL/WALは生じ、ゼロ磁場近傍の電気伝導率の磁場依存性として観測され

る [27–30,50–52]。単一サンプルの開放系量子ドットに対する電気伝導率の磁場依存性に

はUCF [29,53]も含まれるため、ゲート電圧の微小変化に対する電気伝導率の平均化 [28]

やドットの配列化 [27]によってUCFを排除することでWL/WALのみを測定することが

可能である。開放系量子ドットの電気伝導率の磁場依存性は、Landauer公式を利用して計

算でき、計算において必要となる透過率は、直接数値的に量子力学的散乱問題を解く以外

に、半古典経路積分理論に基づく半古典理論やハミルトニアンの対称性に基づくランダム

行列理論（RMT: Random matrix theory）等によって計算することが可能である [54–59]。

開放系量子ドットでは入り口と出口のリードが明確に定義できることから、図 2.5に示す

ようなビリヤード・シミュレーションによって透過率を半古典的に計算可能であり、位相

緩和時間 [28,30]やスピン緩和時間 [51]を定量的に決定することが可能である。一方、メ

ゾスコピックリング配列構造（MRA）は無限の周期構造とみなせるため、Landauer公式

を用いた電気伝導率の磁場依存性の計算が困難である。そこで、本研究ではバルク 2DES

中での再帰確率に基づくWL/WAL理論を応用することで、MRA中でのWL/WALによ

る電気伝導率の量子補正項の計算を試み、実験結果と比較する。
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(a)

(b)

図 2.5: バリスティック量子ドット（量子ビリヤード）中のビリヤード軌道。(a) サー
クルドット、(b) スタジアムドット。
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効果

本章では、2DESで定量的に再帰確率に基づくWL/WALの計算手法をMRAに応用する

ために、“再帰”や “再帰確率”の扱い方を解説し、再帰経路における時間反転対称経路で

の干渉について理論背景を整理する。ここで、本論文で用いている “再帰”という言葉は

英語の “return”の訳語として用いていることをはじめに断っておく。そのため、プログラ

ム言語などにみられる “再帰”呼び出しのような意味ではなく、元と同じ状態（位置）に

戻るという意味で “再帰”を用いる。（このような意味で用いる場合は “回帰”も同じ意味

を持つが、本論文では “再帰”を用いる。）

3.1 “再帰”とは？

Beyond diffusionモデルでは、「WL/WALによる電気伝導率の量子補正項は再帰確率に

よって計算することが可能」である事実を用いて解析解の計算をおこなっている。しか

しながら、このような物理的描像をベースとした定量的な実空間シミュレーションのモ

デルの開発例はほぼない。本節では、初めに、どのような電子描像を仮定しているかに

よって “再帰”のとらえ方が異なることについて言及する。1986年にChackravartyら [35]

は、WL/WAL理論における電子描像についてはBrownian描像とBoltzmannian描像の二

つの電子描像に区別した説明を試みている。DiffusionモデルにおいてはBrownian描像、

Beyond diffusionモデルにおいては Boltzmannian描像を用いている。はじめに、二つの

描像の概要を説明し、それぞれの古典的な再帰確率について述べる。

3.1.1 Brownian描像とBoltzmannian描像における再帰

Diffusionモデルでは拡散運動による電子描像である Brownian描像、Beyond diffusion

モデルでは酔歩運動（ランダムウォーク）による電子描像であるBoltzmannian描像を用

いている。また、Brownian描像は時間、Boltzmannian描像は散乱回数に伴って電子の存

在確率が変化する描像であるため、Brownian描像とBoltzmannian描像では “再帰”に対
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するアプローチが異なることに注意する必要がある。

Brownian描像における電子の再帰

Brownian描像とは、拡散係数Dを用いて特徴づけられる電子の拡散運動に基づく描像

であり、拡散方程式
∂

∂t
W (r, t) = D

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
W (r, t) (3.1)

によって電子の存在確率が決まる描像である。ここで、W (r, t)∆Sは時刻 tに位置 r周

辺の微小面積∆Sでの電子の存在確率であり,W (r, t)の次元は [m−2]となる。また、二次

元平面のどこかに必ず電子が存在するため
∫
drW (r, t) = 1を満たす。初期条件として時

刻 t = 0で原点 r1 = (0, 0)に局在した状態W (r1, 0)∆S = 1（∆S → 0）を与え、式（3.1）

を計算することで、

W (r, t)∆S =
exp(−r2/4Dt)

4πDt
∆S (3.2)

となる。

このような Brownian描像における “再帰”とは、原点 r1にいる電子が時刻 t秒後に再

び原点 r1周辺の微小面積∆Sに存在することである。その確率Wt∆Sは、

Wt∆S = W (r1, t)∆S =
1

4πDt
∆S (3.3)

となる。ここで、Wtの次元は [m−2]となり、再帰確率密度と呼ばれる。

また、電気伝導率の量子補正を計算する際は磁場に対する応答を計算する必要がある。

再帰確率を用いた理論の解析解は、磁場の影響を k空間で考慮するが、それでは物理的な

描像が分かりにくくなってしまう。そのため、実空間のBrownian描像でWL/WALを考

える際はWiener過程によって電子の再帰経路を考える [60]。Wiener過程は微小時間ごと

に電子の位置を観測することで、実空間上での電子経路を決定する手法である。これによ

り、再帰経路が囲む磁束の大きさを決定することで、磁場の影響を取り入れることが可能

である。しかしながら、微小時間ごとに電子の位置を観測する際に、電子が一定のフェル

ミ速度 vFでは到達しえない遥か遠方で観測される可能性があるなど、拡散近似によって

現実的な物理的描像とのずれが生じる。

DiffusionモデルはHLNモデル [39]、ILPモデル [44]、Knapモデル [45]など広く用い

られている理論モデルである。実際の 2DES系では一定のフェルミ速度 vFで不純物散乱
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を繰り返しながら伝導しているにもかかわらず、Brownian描像では電子の運動について

拡散近似を用いることで理論的な取り扱いを容易にしている。しかしながら、拡散近似の

結果、DiffusionモデルはBrownian描像にかなった数学表式となり、これをもって電子伝

導の本質はBrownian描像であるというのはおかしい。拡散近似が成り立つのは t≫ τ の

時であるため、原点 r1にすぐ再帰するような経路は正確に表現することができないこと

に相当する。このような短い距離で再帰する軌道は小さい面積しか持たないため、低磁場

では影響はほとんどない。しかし、磁場がBtr/10程度になると、これらの再帰経路の干

渉への寄与は無視できなくなるため、実験からの逸脱が観測される [61]。

Boltzmannian描像における電子の再帰

Boltzmannian描像は、電子の酔歩運動（ランダムウォーク）による描像である。解り

やすい説明はDyakonovらによって提供されている [62]。ここでは、これに倣って説明を

行う。緩和時間近似（dt/τ、ここで τ は運動量緩和時間）を用いた Boltzmann方程式に

おいて、一定のフェルミ速度 vFで移動する電子が不純物散乱を繰り返しながら伝導する

描像であり、Brownian描像よりも実際の 2DESを表している描像であるといえる。この

時、ある時刻にある位置 rに存在する電子（速度方向は不明）が次の最初の散乱を経験す

る位置が r′周辺の微小面積∆S内である確率 P (r′ − r)∆Sは、

P (r′ − r)∆S =
exp (− |r′ − r| /ℓ)

2πℓ |r′ − r|
∆S (3.4)

で与えられる。ここで、P (r′ − r)の次元は [m−2]であり、ℓ = vFτは平均自由行程である。

原点r1にいた電子のn回目の散乱で位置r周辺の微小面積∆Sに存在する確率W (n)(r)∆S

（W (n)(r)の次元は [m−2]）について考える。まず、図 3.1(a)に示すように、一回目の散乱

で位置 r2周辺の微小面積∆Sに存在する確率W (1)(r2)∆Sであるが、式（3.4）と等価で

あるため、

W (1)(r2)∆S = P (r2 − r1)∆S (3.5)

となる。次に、図 3.1(b)に示すように、原点 r1にいた電子が位置 r2周辺の微小面積 dr2

で散乱された後、次に位置 r周辺の微小面積∆Sで散乱される確率を考えるが、もちろん

W (1) (r2) dr2 × P (r3 − r2)∆Sとなる。しかし、二回目の散乱が位置 r3周辺の微小面積

∆Sで散乱される確率W (2)(r3)∆Sを考えると、図 3.1(b)に示す位置 r2だけでなく、一回
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目の散乱の位置 r2はどこにあってもよいため、W (1) (r2) dr2 × P (r − r2)∆Sを r2に関

して積分することで、

W (2)(r)∆S =

∫ (
W (1) (r2) dr2 × P (r − r2)∆S

)
=

(∫
dr2W

(1) (r2)P (r − r2)　
)
∆S (3.6)

のように、直前の面積当たりの再帰確率W (1) (r2) dr2を用いて求められる。n回目の散乱

に関しても式（3.6）と同様に、再帰確率W (n−1) (rn) drnを用いて、

W (n)(r)∆S =

(∫
drnW

(n−1) (rn)P (r − rn)　
)
∆S (3.7)

となる。また、式（3.7）を直前の面積当たりの再帰確率W (n−1) (rn)を用いずに記述す

ると、

W (n)(r)∆S =

(∫
· · ·
∫
drn · · · dr2P (r − rn) · · ·P (r2 − r1)

)
∆S (3.8)

のような多重積分の形で表される。

r1

r2
r3

W
(1)

(r2)dr2 × P(r3-r2)∆S

r1

r2

W
(1)

(r2)∆S = P(r2-r1)∆S

(a) (b)

∆S
∆S

図 3.1: Boltzmannian描像における電子の存在確率の模式図。

そのため、Boltzmannian描像における n回目の散乱で原点 r1周辺の微小面積∆Sに再

帰する確率W (n)∆Sは、

W (n)∆S = W (n) (r1)∆S (3.9)
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となり、微小面積∆Sの “面”による再帰判定によって計算される再帰確率である。ここ

で、W (n)は [m−2]を次元とする再帰確率密度である。また、式（3.9）は n ≥ 3に対して

解析的に解くことが可能であり、

W (n)∆S =
1

2πℓ2
(n− 2)−1∆S (3.10)

となる。

3.2 再帰確率に基づく弱局在/弱反局在

WLによる電気伝導率の量子補正は電子の再帰確率を用いて表される。本節では、先行

研究に基づき、Diffusionモデル、Beyond diffusionモデルそれぞれについて、電気伝導率

の量子補正と再帰確率密度の関係性を示す。

Diffusionモデル

Diffusionモデルでは、Brownian描像を仮定しており、時間に依存した再帰確率密度Wt

によってWLによる伝導率の量子補正項があらわされ、

∆σ = −2e2

πℏ
D

∫ ∞

τ

dtWt exp (−t/τϕ) (3.11)

となる [35]。ここで、τϕは位相緩和時間であり、積分の下限を τ としているのは拡散近似

を用いることで生じる発散を防ぐためである。

Beyond diffusionモデル

Beyond diffusionモデルでは、Boltzmannian描像を仮定しており、散乱回数に依存した

再帰確率密度W (n)によってWLによる電気伝導率の量子補正項があらわされ、

∆σ = − e2

2π2ℏ
F, F = 2πℓ2W (0),

where W (0) =
∞∑
n=3

W (n) exp (−n/nϕ) (3.12)
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となる [48,60,62]。式（3.12）、バリスティックな位相緩和長Lϕ = vFτϕを用い、nϕ = Lϕ/ℓ

に対し散乱回数で緩和することを仮定しているが、本論文では実空間の伝導距離 Lとバ

リスティックな位相緩和長 Lϕを用いて exp(−L/Lϕ)とする位相緩和を仮定する。

Beyond diffusionモデルの中には、いずれも実空間でのランダムウォークにおける再帰

確率を解析的に計算する手法を用いている。しかしながら、式（3.10）のように古典的な

再帰確率は容易に計算可能であるが、量子力学的な干渉効果を考えると理論の計算が非

常に複雑になる。特に、SOIが生じる系での Beyond diffusionモデルである Golubモデ

ル [26,63]は、限定された条件（一つの SOIしか導入できない）にも関わらず、計算は困

難を極める [15]。

3.3 ランダムウォークを用いたMonte Carloシミュレーシ
ョン

Boltzmannian描像によるWL/WAL理論から求められる解析解の数値計算の困難さの

解決策の一つとして、ランダムウォークを用いたMonte Carloシミュレーションによっ

て計算する方法を考えた。WL/WALにおけるランダムウォークを用いたMonte Carloシ

ミュレーションでは、実空間でのランダムウォーク・シミュレーションによって様々な再

帰経路を求め、それぞれの干渉強度を計算し、その平均を計算することで電気伝導率の量

子補正を求める。本節では、ランダムウォーク・シミュレーションの方法及び計算された

電子の経路の再帰判定方法を示す。

3.3.1 ランダムウォーク・シミュレーション

図 3.2に示すようなMinkovらのランダムウォーク・シミュレーションと本論文で用い

る実空間におけるランダムウォーク・シミュレーションの二つの手法を紹介する。

実空間に分布している散乱体によるランダムウォーク・シミュレーション

まず、図 3.2(a)のような実空間に分布している不純物によってランダムウォークを行う

モデルを紹介する。この手法では、初めに赤丸で示す散乱体を乱数を用いてランダムに分

布させる。次に、ある散乱体に初期位置を設定し、青色で示すように角度を乱数によって
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図 3.2: (a) 実空間に不純物を分布させたときのランダムウォーク・シミュレーショ
ンの模式図。(b) 散乱確率を用いたランダムウォーク・シミュレーションの模式図。

計算する。次に、すべての散乱体との衝突判定を行い、最も近い散乱体で散乱される。そ

の後、角度の計算と衝突する散乱体の決定を繰り返すことで電子の経路が求められる。

このような手法は、Minkovら [60]が数値シミュレーションによるWLの計算を行う際

に利用している。Minkovらのランダムウォーク・シミュレーションでは、80,000個の散

乱体をランダムに分布させ、一つの軌道当たり 1,000回の散乱を経験するまでシミュレー

ションを続けている。しかしながら、電子軌道のこのような計算は一回の散乱のたびにす

べての散乱体との衝突判定を行ことや実空間にランダムに分布させる散乱体に対しても

平均する必要があるため、計算効率が悪い。さらに、不純物に関して大きさと密度という

二つのパラメータを必要とするため、フィッティング解析がより複雑になってしまう。

散乱確率を用いたランダムウォーク・シミュレーション

一方、Beyond diffusionモデルで用いられている式（3.4）はランダムウォークがベース

となっており、ランダムウォークの統計も当然これに従う。このようなモデルでは、乱数

を用いて次の散乱点までの角度と距離の計算を繰り返すことで電子の経路を求める。ここ

で、次の散乱点までの距離 lと角度 θを乱数 ran1(seed)（0 < ran1(seed) < 1）[64]を用い
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て表すと、

l = −ℓ× ln {ran1(seed)} (3.13)

θ = 2π × ran1(seed) (3.14)

となる。式（3.14）では、等方散乱を仮定している。実空間に分布している散乱体による

ランダムウォーク・シミュレーションに比べ、散乱確率を用いたランダムウォーク・シミュ

レーションは乱数を用いる回数や衝突判定の回数が少なくなるため、計算効率が非常に高

くなる。また、Beyond diffusionモデルで仮定している状況そのものを計算していること

に相当する。このことは、例えば、GolubモデルのようなBeyond diffusionモデルと定量

的一致が得られるのかという点で興味深い（第 4章で議論する）。

3.3.2 再帰判定

WL/WALによる電気伝導率の量子補正の計算には、実空間におけるランダムウォーク・

シミュレーションから求められた電子経路が再帰経路であるかを判定する必要がある。図

3.3(a)のように、緑色で示した原点 r1周辺の半径∆rの微小面積∆S = π∆r2の “面”で

散乱した時に再帰と判定する場合、再帰確率が半径∆rの二乗に比例するため、より正確

に再帰確率を求めるために半径∆rを十分小さくしたときに再帰経路を見出しにくくなっ

てしまう。そのため、より再帰経路を見出しやすくするために、“面”ではなく “線”によ

る再帰判定を行う手法を提案する。

図 3.3(b)のように、散乱前の位置を中心とする原点を通過する円周上（黒破線）の原

点周辺の微小長さ 2∆rの領域（緑実線）を通過する経路を再帰経路とみなす。図 3.3(a)

のような “面”による再帰判定では、図中の 1番の青線のように原点周辺で散乱が生じて

いる経路のみが再帰経路と反映されるのに対し、図 3.3(b)のような “線”による再帰判定

では、先ほどと同様に 1番の青線だけでなく、2番の青線のように原点から離れた位置で

散乱される経路であっても微小長さ 2∆rの領域を通過する経路であるため再帰経路と判

定される。このような再帰判定を用いると、再帰確率は微小長さ 2∆rに比例するため、“

面”による再帰判定に比べ再帰確率が高く、再帰経路を見出しやすくなる。

しかしながら、WL/WALによる伝導率の量子補正項を定量的に計算する際に利用する

再帰確率は “面”による再帰判定よって求められた再帰確率であり、“線”による再帰判定

によって得られた再帰確率を “面”による再帰判定の再帰確率に変換する必要がある。“
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図 3.3: (a) “面”、(b) “線”による再帰判定の模式図。r5の次の散乱が再帰するか
を判定すると、半径∆rの緑色で示した “面”に再帰すると判定される経路は 1番の
経路のみであるが、長さ 2∆rの “線”による再帰判定では 1番と 2番の経路が再帰し
たと判定される。

線”による再帰判定を考える際は、距離と方向の二つに分けて考える。距離に関しては

|r1 − r| = rより遠くで散乱する確率であり、角度に関しては 2πrの円周のうち 2∆rの

領域に向かう確率である。そのため、位置 rから原点 r1周辺の長さ 2∆rに再帰する確率

Pline (r)は、

Pline (r) =

∫ ∞

r

dr′
exp(−r′/ℓ)

ℓ
× 2∆r

2πr

=
∆r exp(−r/ℓ)

πr

P (r) =
Pline (r)

2∆rℓ
(3.15)

となる。つまり、実空間シミュレーションで “線”による再帰判定をおこなった際に、Nseed
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個の電子経路に対しNorbit回の再帰判定がされたとすると、再帰確率密度W (0)は、

W (0) =
∞∑
n=3

W (n) =
∞∑
n=3

{(∫
drnW

(n−1) (rn)P (r − rn)　
)
∆S

}
=

∞∑
n=3

{(∫
drnW

(n−1) (rn)
Pline (r − rn)

2∆rℓ

)
∆S

}
=

1

2∆rℓ

∞∑
n=3

{(∫
drnW

(n−1) (rn)Pline (r − rn)

)
∆S

}
=

1

2∆rℓ

Norbit

Nseed

(3.16)

となる（ここでは、散乱回数による位相緩和は考慮していない）ことから、ファクター

2∆rℓを用いることで単位面積あたりの再帰確率に変換することが可能である。

3.4 再帰経路での干渉効果

本節では、上記で求めた再帰経路での一電子の伝播関数を用いて干渉の強度の計算方法

について述べ、SOIなどの一電子相互作用を考えた際の一電子の伝播関数を示す。

3.4.1 一電子の伝播関数

始状態 ⟨r|ψ (0)⟩から終状態 ⟨r′|ψ (t)⟩に至る不純物散乱間の一電子の伝搬関数U (r′ − r)

を求める。また、一定のフェルミ速度 vFを持つフェルミ円状の電子を考えるため、

vFt = |r′ − r| (3.17)

が成り立つ。はじめに、時間依存の Schrödinger方程式による時間発展を考える。その

際、SOIや Zeeman効果などをスピン分離を引き起こす摂動ハミルトニアンH′ (k,B) =

B̃ (k,B) · σとして扱うことで、ハミルトニアンHはH = H0 +H′ (k,B)となる。ここ

で、H0 =
ℏ2k2F
2m∗ は非摂動ハミルトニアンである。状態 |ψ (t)⟩の時間発展は、

iℏ
d

dt
|ψ (t)⟩ = H |ψ (t)⟩ (3.18)
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に従う。本研究で想定している SOIや Zeeman効果などの摂動ハミルトニアンH′ (k,B)

は時間には依存しないため、式（3.18）の解は、

|ψ (t)⟩ = exp

(
−iHt

ℏ

)
|ψ (0)⟩ (3.19)

となる。始状態 ⟨r|ψ (0)⟩から終状態 ⟨r′|ψ (t)⟩に伝播すると考えると、

⟨r′|ψ (t)⟩ = ⟨r′| exp
(
−iHt

ℏ

)
|r⟩ ⟨r|ψ (0)⟩

= U (r′ − r) ⟨r|ψ (0)⟩ (3.20)

と表され、U (r′ − r) = ⟨r′| exp
(
−iHt

ℏ

)
|r⟩が始状態 ⟨r|ψ (0)⟩から終状態 ⟨r′|ψ (t)⟩に至る

不純物散乱間の一電子の伝搬関数となる。

実際にU (r′ − r)を計算すると、

U (r′ − r) = ⟨r′| exp
(
−iHt

ℏ

)
|r⟩

= ⟨r′| exp
(
−iH0 +H′

ℏ
t

)
|r⟩

= exp

(
−iEFt

ℏ

)
× ⟨r′| exp

(
−i1

ℏ
H′t

)
|r⟩ (3.21)

となるが、非摂動ハミルトニアンによる位相ファクターは時間反転経路間ではまったく同

じ寄与を示すため、干渉強度の計算という観点においては、非摂動ハミルトニアンによる

位相ファクターに関しては無視することが可能であり、式（3.17）の関係を用いることで、

U (r′ − r) = ⟨r′| exp
(
−iH

′ |r′ − r|
vFℏ

)
|r⟩ (3.22)

を始状態 ⟨r|ψ (t)⟩から終状態 ⟨r′|ψ (t′)⟩に至る不純物散乱間の一電子の伝搬関数とする。
摂動ハミルトニアンH′ (k,B) = B̃ (k,B) · σを用いることで、式（3.22）は、

U (r′ − r) = ⟨r′| exp

(
−iB̃ (k,B) · σ |r′ − r|

vFℏ

)
|r⟩

= ⟨r′| exp
(
−i1

2
θ (k,B) ξ (k,B) · σ

)
|r⟩

= ⟨r′| {I cos [θ (k,B) /2]− iξ (k,B) · σ sin [θ (k,B) /2]} |r⟩

= ⟨r′|

 cos [θ (k,B) /2] −iξ− sin [θ (k,B) /2]

−iξ+ sin [θ (k,B) /2] cos [θ (k,B) /2]

 |r⟩ (3.23)
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となる。ここで、θ (k,B) = 2
∣∣∣B̃ (k,B)

∣∣∣ |r′ − r| /ℏvFは距離 |r′ − r|の間のスピン回転角、

ξ (k,B) = B̃ (k,B) /
∣∣∣B̃ (k,B)

∣∣∣ = (ξx, ξy, ξz)はスピン回転軸を表す。また、SOIを扱う上

では z軸をスピン回転軸とすることはないので、ξ± = ξx ± iξyと変数変換を行い簡単化し

ている。

3.4.2 時間反転対称経路間の干渉

面積 Sの閉ループを囲む再帰経路において、ある経路CWと逆回りの経路CCWでは、

原点 r1にいた電子がそれぞれ

CW : r1
k1−→ r2

k2−→ · · · kn−1−−−→ rn
kn−→ r1

CCW : r1
−kn−−→ rn

−kn−1−−−−→ · · · −k2−−→ r2
−k1−−→ r1

のような経路をたどり、原点 r1に再帰する時を考える。経路CW及び経路CCWをたど

る間の一電子の伝播関数をUCW、UCCWとすると、

UCW = U (r1 − rn) · · ·U (r3 − r2)U (r2 − r1)

UCCW = U (r1 − r2) · · ·U (rn−1 − rn)U (rn − r1)

となる。さらに、波数が kから k′に変化する不純物散乱の演算 Simp
k′,kを考慮すると、

UCW = Simp
k1,knscat

U (r1 − rn) · · ·Simp
k3,k2

U (r3 − r2)S
imp
k2,k1

U (r2 − r1)

UCCW = Simp
−knscat ,−k1

U (r1 − r2) · · ·Simp
−knscat−2,−knscat−1

U (rn−1 − rn)S
imp
−knscat−1,−knscat

U (rn − r1)

となる。本論文中では、不純物散乱時に生じる位相緩和やスピン緩和に関しては考察を行わ

ないが、上記の効果はSimp
k′,kを導入することで扱える。ここで、時間反転対称の経路である

が、一電子の伝播関数に関してはUCW = U−1
CCW = U†

CWのような時間反転対称を要請して

いないことに注意してほしい。また、面直磁場Bが生じている時、AAS効果 [65]のような位

相ファクターが現れることを考慮すると、それぞれの経路をたどり、初期状態 ⟨r1|i⟩が一電
子の伝播関数によってψCW = exp(2iπ BS

h/e
)UCW ⟨r1|i⟩、ψCCW = exp(−2iπ BS

h/e
)UCCW ⟨r1|i⟩
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になり、二つの状態の重ね合わせ状態の二乗から干渉強度を求めると、∣∣∣∣ 1√
2
(ψCW + ψCCW)

∣∣∣∣2 =
1

2

{
|ψCW|2 + |ψCCW|2 + ψ†

CCWψCW + ψ†
CWψCCW

}
= 1 +

1

2

{(
e−2πi BS

h/eUCCW ⟨r1|i⟩
)† (

e2πi
BS
h/eUCW ⟨r1|i⟩

)
+
(
e2πi

BS
h/eUCW ⟨r1|i⟩

)† (
e−2πi BS

h/eUCCW ⟨r1|i⟩
)}

= 1 +
1

2

{
e2πi

BS
h/2e ⟨i|r1⟩U†

CCWUCW ⟨r1|i⟩

+ e−2πi BS
h/2e ⟨i|r1⟩U†

CWUCCW ⟨r1|i⟩
}

= 1 + Re
{
e2πi

BS
h/2e ⟨i|r1⟩U†

CCWUCW ⟨r1|i⟩
}

= 1 + cos

(
2π

BS

h/2e

)
Re
{
⟨i|r1⟩U†

CCWUCW ⟨r1|i⟩
}

− sin

(
2π

BS

h/2e

)
Im
{
⟨i|r1⟩U†

CCWUCW ⟨r1|i⟩
}

(3.24)

となる。ここで、第三項は面積 Sの符号も含めて平均化することで消失する。また、

|i⟩ =

 e−iϕ/2 cos θ
2

eiϕ/2 sin θ
2

 , UCW(CCW) = ⟨r1|

 UCW(CCW),00 UCW(CCW),01

UCW(CCW),10 UCW(CCW),11

 |r1⟩

とすると（ここではスピン自由度のみを考慮するため、2× 2の行列としている）、

⟨i|r1⟩U†
CCWUCW ⟨r1|i⟩ = cos2

θ

2

(
U∗
CCW,00UCW,00 + U∗

CCW,10UCW,10

)
+
1

2
eiϕ/2 sin θ

(
U∗
CCW,00UCW,01 + U∗

CCW,10UCW,11

)
+sin2 θ

2

(
U∗
CCW,01UCW,01 + U∗

CCW,11UCW,11

)
(3.25)

となるが、あらゆる初期状態 |i⟩に対する平均値 ⟨i|r1⟩U†
CCWUCW ⟨r1|i⟩aveを計算するこ

とで、第二項は消失し、⟨cos2 θ/2⟩ave、⟨cos2 θ/2⟩ave = 1/2となるため、

⟨i|r1⟩U†
CCWUCW ⟨r1|i⟩ave =

1

2

(
U∗
CCW,00UCW,00 + U∗

CCW,10UCW,10

)
+
1

2

(
U∗
CCW,01UCW,01 + U∗

CCW,11UCW,11

)
=

1

2
Tr
{
U†

CCWUCW

}
(3.26)
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となり、あらゆる初期状態 |i⟩に対して平均化した式（3.24）は、∣∣∣∣ 1√
2
(ψCW + ψCCW)

∣∣∣∣2
ave

= 1 +
1

2
Re
[
Tr
{
U†

CCWUCW

}]
cos

(
2π

BS

h/2e

)
(3.27)

となる。式（3.27）の第二項が干渉項であるため、干渉強度は、

1

2
Re
[
Tr
{
U†

CCWUCW

}]
cos

(
2π

BS

h/2e

)
(3.28)

となる。

摂動ハミルトニアンとして SOIのみを考えると、時間反転対称性からUCW = U−1
CCW =

U†
CCWが成り立つため、U†

CCWUCW = U2
CWとなる。さらに、U2

CWの対角項は共役の関

係となるため、
1

2
Re
[
Tr
{
U2

CW

}]
=

1

2
Tr
{
U2

CW

}
(3.29)

となる。UCWは前述のスピン回転行列そのものであるため、再帰経路CWの全体のスピ

ン回転行列Rtotを用いることで、式（3.29）は、

1

2
Tr
{
U2

CW

}
=

1

2
Tr
{
R2

tot

}
(3.30)

となる。
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4.1 概要

本章では、数値シミュレーションによる再帰確率の計算の有用性を示すために、バル

ク 2DESでのWL/WALによる電気伝導率の量子補正を実空間における電子のランダム

ウォーク・シミュレーションによって計算する手法を示し、既存のWL/WALモデルを

再現することを示す。本手法は Boltzmannian描像に基づくため、Beyond diffusionモデ

ル [26,46–48,66–68] と等価であるため、Diffusionモデル [39,44,45,69] に課せられる制約

を受けない上に、Beyond diffusionモデルような数値計算の困難さ [15]を必要としない。

さらに、本手法はBeyond diffusionモデル（Dmitrievモデル [48]とGolubモデル [26]）を

厳密に再現するだけでなく、既存のBeyond diffusionモデルでは解析困難な複数の SOIが

共存する系など、あらゆる一電子相互作用であっても容易に計算が可能である。また、本

手法では、疑似乱数の再現性を用いることでシミュレーション時間を大幅に削減し、短い

計算時間であっても十分なアンサンブルサイズを確保できるため、非常に小さい数値誤差

で計算が可能である。

4.2 シミュレーション

4.2.1 理論

Boltzmannian描像を仮定している Beyond diffusionモデルのWL/WALによる電気伝

導率の量子補正項は式（3.12）によって計算されるが、実空間シミュレーションによって計

算する際は、Nscat回の散乱までに再帰する確率（正確には再帰確率密度に 2πℓ2を乗算し

たもの）F0と、Norbit個の再帰経路での干渉強度Xνの平均値 ⟨Xν⟩Norbit
を用いることで、

∆σ = − e2

2π2ℏ
F0 × ⟨Xν⟩Norbit

(4.1)
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となる [70]。ここで、2DESにおいて、F0は理論値が存在し、

F0 =
Nscat∑
n=3

(n− 2)−1 (4.2)

となり [62] †、干渉強度Xνは、

Xν = exp

(
−Lν

Lϕ

)
× 1

2
Re
[
Tr
{
U†

CCW,νUCW,ν

}]
× (1 + cosφ′

ν)× cos

(
2π
BSν

h/2e

)
(4.3)

となり（詳しい説明は後述）、干渉強度Xν の平均値 ⟨Xν⟩Norbit
はランダムウォーク・シ

ミュレーションによってNorbit個の再帰経路から計算される干渉強度Xνの平均値を用い

るため、

⟨Xν⟩Norbit
=

1

Norbit

Norbit∑
ν=1

Xν (4.4)

となる。よって、様々な再帰経路で式（4.3）を用いてXνを求めることでバルク 2DESに

おけるWL/WALによる電気伝導率の量子補正項∆σを計算することが可能である。

ランダムウォーク・シミュレーションによる再帰経路の計算

本研究で提案するWL/WALモデルでは、3.3.1で示した散乱確率を用いた実空間にお

けるランダムウォーク・シミュレーションを行い、3.3.2に示した再帰判定を行うことで

再帰経路を得る。図 4.1に r1から始めたランダムウォーク・シミュレーションによって計

算された再帰経路の例を示す。3.3.1に示した通り、散乱点 rnの次の散乱点 rn+1を決定す

るために、疑似乱数により次の散乱点までの距離 ℓnと角度 φnを求める。PSHのような

異方性が強く影響する効果を導入しない場合は、できるだけ計算回数を少なくするため、

r1から r2への散乱の際に、角度に関して乱数を用いずに φ1 = 0、つまり、x軸上をプラ

ス方向に移動させる。3.3.2に示した再帰判定によって再帰と判定された時（図 4.1では

r5の次の散乱）、再帰経路としては r1を次の散乱点とするため、nscat回の散乱で再帰す

るとした時に r1 → r2 → · · · → rnscat → r1を再帰経路とする。

†実空間シミュレーションによって F0を求める場合は、式（3.12、3.15）から F0 = π
2∆r/ℓ

Norbit

Nseed
となる。

∆r ≪ ℓの時は式（4.2）と同等になるため、本章では式（4.2）を用いる。
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図 4.1: nscat = 5となるランダムウォーク・シミュレーションによって求められた再帰
経路の模式図。赤で示す距離 ℓ⃗nと、青で示す角度φnは疑似乱数によって決定される。

再帰経路間で生じる干渉

式（4.3）に示した再帰経路における干渉強度Xνには、式（3.28）に示した時間反転対

称経路間の干渉項だけでなく、位相緩和項 [71]と非後方散乱項 [48]が考慮されている。

位相緩和項は指数関数による減衰を考え、位相緩和長 Lϕ = vFτϕとすると、位相緩和項

は exp(−Lν/Lϕ)となる。ここで、総走行距離Lは nscat回の散乱で再帰する経路に対し各

不純物間の距離 ℓnの総和L =
∑nscat

n ℓnとして計算される。また、非後方散乱項は参考文

献 [60]に従い、(1+ cosφ′
ν)とする。ただし、φ

′
νの定義は図 4.1に示すとおりであるため、

参考文献 [60]と比べると cosの符号が反転している。再帰経路が描く閉ループの面積 Sν

は囲み方が右回りか左回りかによって磁束が打ち消し合ってしまうため、図 4.1のように

青色で示す面積 S+と赤色で示す面積 S−の差を Sνとする。

平均自由行程によるパラメータのスケーリング

次に、バルク 2DESでのWL/WALによる電気伝導率の量子補正項∆σにおける、平

均自由行程 ℓに対するパラメータのスケーリングを考える。平均自由行程を変化させる
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ことは、図 4.2のように再帰経路をスケールすることに対応する。前述のように、バルク

2DESでのWL/WALは、長さスケールが平均自由行程 ℓによって決定されるため、すべ

てのパラメータが平均自由行程 ℓによってスケーリングされる。そのため、ある平均自

由行程（本論文では ℓ = 1）のランダムウォーク・シミュレーションから計算した再帰経

路の集合を異なる平均自由行程の計算に適用できる。これにより、あらかじめ計算した

一つの再帰経路の集合を用いることで、どのような平均自由行程であっても電気伝導率

の量子補正項の計算が行える。今、平均自由行程 ℓをスケールファクターとするために、

総走行距離は Lν → ℓ × Lν、閉ループの面積は Sν → ℓ2 × Sν、各不純物散乱間の距離は

|rn+1 − rn| = ln → ℓ× lnと書き直す。

L ➡ 2L
l

lS

2l

2l4S

図 4.2: 平均自由行程によるスケールの模式図。ある平均自由行程 ℓの系の再帰経路
に対し、二倍の平均自由行程 2ℓの系の再帰経路は総走行距離 Lを二倍、各不純物間
距離 ln = |rn+1 − rn|を二倍、閉ループの面積を四倍にすることに対応する。

まず、位相緩和項は、exp
(
−Lν

Lϕ

)
→ exp

(
− ℓ×Lν

Lϕ

)
= exp

(
− Lν

Lϕ/ℓ

)
となるため、Lϕ/ℓが

一定であれば位相緩和項は一定になる。以降、本章では、Lϕ/ℓ→ Lϕと書き直し、Lϕを平均

自由行程あたりの位相緩和長とし、フィッティングパラメータの一つとなる。次に、不純物

散乱間の距離 lnの間で生じるスピン回転について考える。スピン回転角はθ(k,B)と lnの積

によって決定されるため、ln → ℓ×lnと書き直すことで、θ(k,B)×ln → θ(k,B)×(ℓ× ln) =

(θ(k,B)ℓ) × ln となるため、平均自由行程あたりのスピン回転角 θ(k,B)ℓが一定であれ

ば、一電子の相互作用に関する項は一定となる。そのため、θ(k,B)ℓ→ θ(k,B)と書き直

し、θ(k,B)を平均自由行程あたりのスピン回転角とし、フィッティングパラメータの一

つとなる（実際には、電子の進む方向に対するスピンの回転軸の方向も決定する必要があ

る）。最後に、磁場に関する項は、cos
(
2π BSν

h/2e

)
→ cos

(
2πBℓ2×Sν

h/2e

)
= cos

(
B
Btr
Sν

)
となり、

B/Btrが一定であれば磁場に関する項は一定になるため、本章ではB/Btrに対して伝導

率の量子補正項をプロットする。
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以上により、式（4.3）は、

Xν = exp

(
−Lν

Lϕ

)
× 1

2
Re
[
Tr
{
U†

CCW,νUCW,ν

}]
× (1 + cosφ′

ν)× cos

(
B

Btr

Sν

)
(4.5)

と書き直され、平均自由行程によってスケールされたフィッティングパラメータを用いる

ことでバルク 2DESにおける伝導率の量子補正項を計算することが可能である。

4.2.2 数値計算の効率化

面積ヒストグラムを利用した電気伝導率の量子補正項の計算

WL/WAL解析を行う際、面直磁場に対する電気伝導率の応答を測定し、理論モデル

によるフィッティングを行うことで物性値の決定を行う。そのため、磁場を関数とした

WL/WALによる電気伝導率の量子補正項∆σ(B)を計算する必要がある。しかし、再帰

経路ごとに各面直磁場での磁場に関する項 cos
(

B
Btr
Sν

)
を計算するのは非常に効率が悪い

ため、

Xν = exp

(
−Lν

Lϕ

)
× 1

2
Re
[
Tr
{
U†

CCW,νUCW,ν

}]
× (1 + cosφ′

ν)× cos

(
B

Btr

Sν

)
= xν cos

(
B

Btr

Sν

)
(4.6)

とし、閉ループの面積 Sに対する xν のヒストグラムと∆σ(B)がフーリエ変換の関係に

あることを利用し、面積ヒストグラムの Fast Fourier Transform（FFT、正確には離散コ

サイン変換）を行うことで、∆σ(B)の高速計算が可能である。

具体的には、面積 Sが (i − 0.5) < S/∆S < (i + 0.5)となる再帰経路の xν のヒストグ

ラム w[i]とし、w[i]FFTedを一般的な FFTアルゴリズムによってフーリエ変換 [64]した

w[i]FFTedを用いることで、iを∆σ[i]とB[i]の媒介変数とすることで、

∆σ [i] = − e2

2π2ℏ
F0 ×

w[i]FFTed
Norbit

, B[i] =
i

2N
× π

∆S
Btr (4.7)

となる。ここで、離散的なヒストグラムにすることで生じる数値誤差を考慮すると、最大

磁場Bmax = B[2N ] = πBtr/∆Sの三分の一程度までの利用にとどめることが望ましい。
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疑似乱数を用いた高速化

3.3.1に示すように、再帰経路は乱数を用いて計算される。しかしながら、実空間にお

けるランダムウォーク・シミュレーションで計算される経路は必ずしも再帰するとは限ら

ず、ゴールサイズ∆rを小さくするほど再帰する確率は低下する。そのため、フィッティ

ング解析で何度もシミュレーションを行うたびに、再帰経路だけでなく再帰しない経路も

毎回計算することは非常に効率が悪い。そこで、疑似乱数（本研究では、ran1(seed) [64]

を用いる）の再現性を利用することで、ランダムウォーク・シミュレーションにおいて得

られた再帰経路の集合を疑似乱数の seedの集合としてテーブル化することで、再帰経路

のみを計算することが可能である [70]。

具体的には、各経路ごとに異なる乱数シード値 seedによって疑似乱数の初期化をおこ

なってからランダムウォーク・シミュレーションを行う。初回のランダムウォーク・シミュ

レーションでは、再帰経路と再帰しない経路の両方を計算する必要があるが、再帰経路の

初期化に用いた乱数シード値を保存しておけば、二回目以降は再帰経路になる乱数シー

ド値のみを計算することが可能である。さらに、再帰するときの散乱回数も保存すること

で、毎回Nscat回の散乱まで計算する必要がなくなるため、さらに効率的な計算が可能に

なる。本論文中では、Nscat = 5, 000、∆r = 2.5× 10−5とし、Nseed = 211 × 106個の経路

を計算し、Norbit = 147, 885個の再帰経路となった。また、各再帰経路の再帰する時の平

均散乱回数は 546回であった。初回の計算量に比べ、二回目以降は 0.00079%の計算量で

シミュレーションが可能となった。2017年時点でのデスクトップPCの利用で、∆σ[i]の

計算は 10秒未満で計算が終了するため、不自由なく実験結果のフィッティング解析を行

える。

4.2.3 シミュレーション条件

結果・考察に用いるシミュレーション条件についてまとめる。まず、最大散乱回数Nscat

についてだが、Nscatはシミュレーションに用いることができる位相緩和長 Lϕの限界値

の目安となる。ランダムウォークをNscat回目までの散乱しか考慮しないということは、

Nscat回目の散乱でステップ関数的な急激な位相緩和を与えることに相当する。しかしなが

ら、フィッティング解析では、指数関数による位相緩和のみを考慮するため、ステップ関

数的な位相緩和の影響がほとんど生じない程度にNscatを大きくする（あるいは、Lϕを短
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くする）必要がある。ここで、指数関数による位相緩和に対して、ステップ関数的な位相

緩和がどれほど影響を与えるかを概算する。式（3.12）では散乱回数に対して指数関数的

な位相緩和を考えていたが、総和の上限をNscatとすることでステップ関数的な位相緩和

も加えることになる。ここで、本論文で用いるNscat = 5000とし、位相緩和長Lϕ = 1000

に対応する nϕを 1000とした時、無限和をとる本来の値に対してNscatによるカットオフ

で生じるずれの大きさの比は、∑∞
n=Nscat+1W

(n) exp (−n/nϕ)∑∞
n=3W

(n) exp (−n/nϕ)
= 0.000166 (4.8)

となるため、カットオフによるずれの大きさは無視できる程に十分小さいと考えられる。

次に面積ヒストグラムの間隔∆Sであるが、次節以降での既存のBeyond diffusionモデ

ルとの比較をB ≤ 10×Btrの磁場範囲で行うために、Bmax/3 > 10Btrを満たすような∆S

とする。本論文では、∆S = 0.1であり、Bmax = 10πBtr > 30Btrとなるため、B ≤ 10×Btr

においては FFTによる数値誤差の影響は十分小さい。

4.3 既存の弱局在/弱反局在モデルとの比較

4.3.1 Dmitrievモデルとの比較

Dmitrievらが提案したWLモデル（Dmitrievモデル）との比較を行う [48]。Dmitriev

モデルは非後方散乱補正を取り入れた Beyond diffusionモデルであり、SOIなどの反局

在を起こすような効果は考慮していないためWLのみを考えている。本研究で提案する

WL/WALモデルにおいても (1 + cosφν)として非後方散乱補正を考えており、一電子の

伝播関数をUCW = UCCW = IとしてWLのみを考慮すればDmitrievモデルと等価にな

るはずである。

Dmitrievモデルにおいて、WLによる電気伝導率の量子補正項∆σ = ∆σa +∆σb（∆σa

は後方散乱、∆σbは非後方散乱に起因する電気伝導率の量子補正項）は、

∆σa = − e2

2π2ℏ
×

{
x

∞∑
0

(Pn)
3

1− Pn

}
, ∆σb = − e2

2π2ℏ
×

−x
∞∑
0

Pn

[
(P 1

n)
2
/2 + (P−1

n )
2
/2
]

1− Pn


(4.9)
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となり、

Pn =
s

z

∫ ∞

0

dt exp
(
−st− t2/2

)
Ln

(
t2
)
, (4.10)

Pm
n =

s

z
√
n+ (1−m) /2

∫ ∞

0

dt exp
(
−st− t2/2

)
Lm
n

(
t2
)
, (4.11)

x = B/Btr、s = z(2/x)1/2、z = 1+ τ/τϕ = 1+1/Lϕ（Lϕが平均自由行程あたりの位相緩

和長であることに注意）であり、Ln、Lm
n はラゲール陪多項式と呼ばれる特殊関数である。

一方、本研究で提案するWLモデルでは、非後方散乱補正項 (1 + cosφν)のうち、1が後

方散乱、cosφνが非後方散乱への寄与を表し、量子補正項の計算の際に (1 + cosφν) → 1

とした計算結果が∆σa、(1+ cosφν) → cosφνとした計算結果が∆σbに対応する [48,60]。

図 4.3に、平均自由行程あたりの位相緩和長が (a)Lϕ = 10、(b)100、(c)1000の時の本

研究で提案したWL効果による電気伝導率の量子補正項の計算結果（実線）とDmitriev

モデル（破線）の比較をおこなった結果を示す。いずれの位相緩和長においても、高磁場

まで∆σa、∆σbともにDmitrievモデルとよい一致を示している。また、ゼロ磁場の極限

において、Dmitrievモデルは、

∆σa = − e2

2π2ℏ
ln
τ + τϕ
τ
　 = − e2

2π2ℏ
ln(1 + Lϕ), (4.12)

∆σb =
e2

2π2ℏ

(
ln 2

1 + τ/2τϕ
− ln (1 + τϕ/τ)

1 + 2τϕ/τ

)
=

e2

2π2ℏ

(
ln 2

1 + 1/2Lϕ

− ln (1 + Lϕ)

1 + 2Lϕ

)
(4.13)

となる。図 4.3(d)に、本研究で提案したWL効果の計算結果（実線）とDmitrievモデル

（破線）のゼロ磁場での電気伝導率の量子補正項の比較を示すように、図 4.3(a-c)に示し

た位相緩和長以外でも非常に良い一致を示していることからも、Dmitirevモデルの数値

計算を本研究で提案したWL効果の計算法に置き換えることが可能であるといえる。
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図 4.3: (a-c) WLによる電気伝導率の量子補正項
の磁場依存性。(a) Lϕ = 10、(b) 100、(c) 1000。
(d) ゼロ磁場におけるWLによる電気伝導率の量子
補正項の平均自由行程あたりの位相緩和長依存性。
ここで、黒点線がDmitrievモデルであり、実線が
本研究で提案したWLモデルであり、緑色で示し
た電気伝導率の量子補正項∆σのうち、後方散乱項
∆σaを赤、非後方散乱項∆σbを青で示している。
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4.3.2 Golubモデルとの比較

次に、一種類の SOIを導入したときのWALによる電気伝導率の量子補正項について、

既存のBeyond diffusionモデルであるGolubモデル [26, 63]と比較を行う。Golubモデル

は非常に複雑な計算を要するが、SOIと不純物散乱によって生じるスピン緩和機構であ

る D’yakonov-Perel（DP）緩和機構 [72]を導入できる Beyond diffusionモデルという点

で有用なWL/WALモデルである。より計算が容易な本研究で提案したWL/WAL効果の

計算法によってGolubモデルを再現することが可能であれば、SOIの評価手法としての

WL/WAL解析に利用される新たな計算法として非常に有用なものとなる。

Golubモデルにおいて、WL/WALによる電気伝導率の量子補正項は、

∆σa = − e2

2π2ℏ

(
ℓ

ℓB

)2 ∞∑
N=0

{
Tr
[
A3

N (I−AN)
−1]− P 3

N

1− PN

}
, (4.14)

∆σb =
e2

π2ℏ

(
ℓ

ℓB

)2 ∞∑
N=0

{
Tr
[
KNK̃NAN (I−AN)

−1
]
+ Tr

[
K̃NKNAN+1 (I−AN+1)

−1
]

−Q2
N

(
PN

1− PN

+
PN+1

1− PN+1

)}
(4.15)

と記述される。ここで、ℓ =
√
ℏ/eBは磁気長、A、Kは 3× 3の行列であり、行列要素は

ラゲール陪多項式の積分によってあらわされる。具体的なQN、A、Kの定義は複雑であ

るため、Golub [26]やGlazov [63]の論文を参照してほしい。減衰振動の振る舞いを示す

ラゲール陪多項式の積分と無限和の計算が必要になるため、注意深く数値計算を行わなけ

れば正しい値を計算することができない。

図 4.4(a-c)に、本研究で提案したWL/WAL効果による電気伝導率の量子補正項の計

算結果とGolubモデルの比較を示す。ここで、平均自由行程を単位とした位相緩和長は

(a)Lϕ = 10、(b)100、(c)1000としている。また、SOIの大きさは平均自由行程当たりの

Rashba SOIによるスピン回転角 θR によって表しており、どのような Lϕ、θR であって

も非常に良い一致を示していることから、Golubモデルの数値計算を本研究で提案した

WL/WAL効果の計算法に置き換えることが可能であり、新たなWL/WALのフィッティ

ング解析手法として本研究で提案したWL/WAL効果の計算法が有用であることを示した

といえる。

また、SOIの形として波数 kに対してリニアになる Rashba SOIだけでなく、Dressel-

hau SOIの cubic項についても考察を行う。図 4.4(d-i)に、本研究で提案したWL/WAL

43



第 4章 バルク二次元電子系における弱局在/弱反局在の実空間シミュレーション

効果の計算結果とGolubモデルのゼロ磁場での電気伝導率の量子補正項の比較を示す。こ

こで、(d-f)は Rashba SOI、(g-i)は Dresselhau SOIの cubic項を仮定している。小さい

SOIから大きい SOIまで、Rashba SOIでもDresselhau SOIの cubic項でも非常に良い一

致を示すことから、本研究で提案したWL/WAL効果の計算法は SOIの cubic項にも対応

していることがわかる。
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図4.4: (a-c) WL/WALによる電気伝導率の量子補正項の磁場依存性。ここで、平均
自由行程あたりのRashba SOIによるスピン回転角は、それぞれ、θR = 0、π/4、π/2、
π、2πの時を示している。(d-i) WL/WALによる電気伝導率の量子補正項の平均自由
行程あたりのスピン回転角依存性。(d-f) Rashba SOI、(g-h) Dresselhaus SOIの
cubic項によるスピン回転を導入した時の電気伝導率の量子補正項。実線が本研究で提
案したWL/WAL効果の計算結果であり、点線がGolubモデルの数値計算結果であ
り、計算に用いた位相緩和長は平均自由行程を単位として、それぞれ、(a,d,g) Lϕ = 10、
(b,e,h) 100、(c,f,i) 1000である。
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4.4 数値誤差の評価

本研究で提案したWL/WAL効果の計算法が既存のBeyond diffusionモデルを厳密に再

現することを示したが、実空間シミュレーションから干渉強度の平均を計算しているた

め、十分な大きさの母集団を用いて平均を計算しなければ、真値からのずれが大きくなっ

てしまいフィッティング解析の際に支障が出る可能性がある。本節では、サンプルサイズ、

つまり、Norbitに対する数値誤差を見積もることで、本研究で提案したWL/WALモデル

の信頼の高さを示す。

式（4.1）に示すように、WL/WALによる電気伝導率の量子補正項はNorbit個の再帰経

路での干渉強度の平均値から計算される。一方、Norbit個の再帰経路での干渉強度の揺ら

ぎの大きさ δ ⟨Xν⟩orbitは、干渉強度の二乗平均 ⟨X2
ν ⟩と平均の二乗 ⟨Xν⟩2から計算され、

δ ⟨Xν⟩orbit =
1√
Norbit

√
⟨X2

ν ⟩ − ⟨Xν⟩2 (4.16)

となる。数値計算によって生じるWL/WALによる電気伝導率の量子補正項の揺らぎの大

きさ（標準偏差）の磁場依存性 δ∆σ (B)は、

δ∆σ (B) =
e2

2π2ℏ
F0 × δ ⟨Xν⟩orbit =

e2

2π2ℏ
F0 ×

1√
Norbit

√
⟨X2

ν ⟩ − ⟨Xν⟩2 (4.17)

となる。⟨X2
ν ⟩の真値を知ることはできないが、Norbit = 147, 885のような十分大きい再帰

経路から求められる ⟨X2
ν ⟩は真値に限りなく近いとして、N ′

orbit個の再帰経路で生じる数

値誤差を議論すると、

δ∆σ (B) <
e2

2π2ℏ
F0 ×

1√
N ′

orbit

×

√√√√ 1

Norbit

Norbit∑
ν=1

x2ν cos
2

(
B

Btr

Sν

)

=
e2

2π2ℏ
F0 ×

1√
N ′

orbit

×

√√√√ 1

2Norbit

Norbit∑
ν=1

x2ν

[
1 + cos2

(
2B

Btr

Sν

)]

=
e2

2π2ℏ
F0 ×

1√
N ′

orbit

×

√√√√∑Norbit

ν=1 x2ν +
∑Norbit

ν=1 x2ν

[
1 + cos2

(
2B
Btr
Sν

)]
2Norbit

=
e2

2π2ℏ
F0 ×

1√
N ′

orbit

×

√√√√∑Norbit

ν=1 x2ν +
∑Norbit

ν=1 x2ν

[
1 + cos2

(
B′

Btr
Sν

)]
2Norbit

(4.18)
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となる。ここで、B′ = 2Bであり、簡単化のために
√

⟨X2
ν ⟩ − ⟨Xν⟩2 →

√
⟨X2

ν ⟩としてい
るが数値誤差を低く見積もるような処理はおこなっていない。式（4.18）を FFTの形で

求めるために、w[i]と同様に x2ν に対する面積ヒストグラム w2[i] =
∑Ni

j=1 x
2
j および w2[i]

に FFTをおこなったw2[i]FFTedを用いることで、

δ∆σ[i] <
e2

2π2ℏ
F0 ×

1√
N ′

orbit

×

√
w2[0]FFTed + w2[i]FFTed

2Norbit

(4.19)

B[i] =
B′[i]

2
=

i

2N
× πBtr

2∆S
(4.20)

となる。数値誤差の大きさは 1/
√
N ′

orbitに比例することが分かる。

図 4.5(a-c)に θRとBに対する電気伝導率の量子補正項∆σのイメージプロットを示し、

図 4.5(d-e)に θRとBに対するN ′
orbit = Norbit = 147, 885の時の δ∆σのイメージプロット

を示す。およそ∆σの変化量に対して、δ∆σの大きさは 1%未満と非常に小さい値である

ことが分かる。また、N ′
orbitの値を 10分の 1程度まで削減し、計算時間を 10分の 1とし

ても、3 ∼ 4%程度の数値誤差しか生じないため、大まかなフィッティング解析ならば十分

に行える。
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

図 4.5: (a-c) 本研究で提案したWL/WALモデルから計算された θRとBに対する
WL/WALによる電気伝導率の量子補正項∆σのイメージプロット。(d-f) 本研究で提
案したWL/WALモデルから計算された θRとBに対するN ′

orbit = Norbit = 147, 885
の時の δ∆σのイメージプロット。また、計算に用いた平均自由行程あたりの位相緩和
長は、それぞれ、(a,d) Lϕ = 10、(b,e) 100、(c,f) 1000である。
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4.5 Persistent spin helix状態の解析

前節までは、既存のBeyond diffusionモデルを再現することを示してきたが、本研究で

提案したWL/WAL効果の計算法は既存のBeyond diffusionモデルでは不可能な解析を可

能とする。その一例として、複数の SOIが生じる系でのWL/WAL解析、特に、PSH状

態に関するWL/WALによる電気伝導率の量子補正項の計算結果を示す。ここでは、SOI

などの摂動ハミルトニアンをH ′ = B̃ · σのように定義することで、複数の SOIが存在し

ていてもトータルな SOIはそれらのハミルトニアンの和で与えられるので計算が可能で

ある。

PSH状態とは、Rashba SOIとDresselhaus SOIの大きさが同じときにスピン分離軸が

一つの方向にそろう現象であり、このような状況下では DP緩和機構によるスピン緩和

が抑制されることが知られている。そのため、WL/WALによる電気伝導率の量子補正

項の測定において、ゲート制御によって Rashba SOIの大きさを変え、Dresselhaus SOI

と同じ大きさになるときにWLピークが観測されることが報告されている [13]。一方で、

Dresselhaus SOIの中の cubic項はPSH状態を壊す働きがあり、ある程度の大きさの cubic

項が存在すると Rashba SOIと Dresselhaus SOIの大きさが同じになるときであっても

WALピークが観測されることが報告されている [73]。上記のPSH状態の解析はスピン緩

和時間の決定によって行われるが、本研究で提案したWL/WAL効果の計算法を用いるこ

とでRashba SOIやDresselhaus SOIの大きさをフィッティング・パラメータとした解析

が可能となる。

図 4.6に平均自由行程あたりの位相緩和長 Lϕ = 100における Rashba SOIと Dressel-

haus SOIの中の linear項によるスピン回転角θRとθD1が同じ大きさの時にDresselhaus SOI

の中の cubic項によるスピン回転角 θD3 = 0、π/64、π/16の値の時のWL/WALによる電

気伝導率の量子補正項の磁場依存性を示す。また、縦軸は θR = θD1の値を示している。図

4.6(a)では、θD3 = 0としているため、完全にスピン緩和が抑制され、SOIが存在しない時

のWLによる電気伝導率の量子補正項と同じになる。一方、図 4.6(b)では、θD3 = π/64で

あり、図 4.6(a)よりゼロ磁場ピークが小さくなっていることから、WALピークが観測さ

れるほどではないがDP緩和機構によるスピン緩和が生じていることを示している。さら

に、図 4.6(c)に示すように、θD3 = π/16とすると、WL/WALによる電気伝導率の量子補

正項がゼロ磁場以外で最小値（その時の磁場をBminとする）となるWALピークが現れる
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ことから、スピン緩和が大きくなっていることが分かる。また、θR = θD1の値が大きいけ

れば大きいほど、Bminが小さくなっている。このことは、Rashba SOIとDresselhaus SOI

が大きな値で同じ大きさになる時の方がよりスピン緩和が抑制されることを示している。

以上のように、本研究で提案したWL/WAL効果の計算法を用いることで、複数の SOI

が生じる系でのWL/WALによる電気伝導率の量子補正項が計算可能であることを示し

た。ここでは、PSH状態を引き合いに出したが、様々な一電子相互作用を導入すること

で、SOI以外の効果によって引き起こされるWL/WAL効果の研究も可能となる。
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図 4.6: 本研究で提案したWL/WAL効果の計算法を用いたスピン回転角の大きさ
（平均自由行程当たり）とBに対するWL/WALによる電気伝導率の量子補正項∆σ
のイメージプロット。ここで、縦軸は、Rashba SOIと linear Dresselhaus SOI
によるスピン回転角の大きさ（平均自由行程当たり）を表し、θR = θD1 である。ま
た、計算に用いた cubic Dresselhaus SOIによるスピン回転角の大きさ（平均自由
行程当たり）は、それぞれ、(a) θD1 = 0、(b) π/64、(c) π/16であり、(c)に示す白
点は電気伝導率の量子補正項が最小となる時の磁場Bminを示している。
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4.6 小括

本章では、再帰確率を実空間シミュレーションにより計算の有用性を示すことを目的と

した。バルク 2DESでのWL/WALによる電気伝導率の量子補正項を実空間におけるラン

ダムウォーク・シミュレーションによって計算する手法を示し、既存のWL/WALモデル

との比較をおこなった。WLに関しては、高磁場領域・あらゆる位相緩和長の時であって

も、後方散乱項と非後方散乱項の両方でDmitrievモデルを本研究で提案したWL効果の

計算法によって再現した。WALに関しては、高磁場領域・あらゆる SOIによるスピン回

転角・位相緩和長の時であっても、Golubモデルを本研究で提案したWL/WAL効果の計

算法によって再現した。また、計算が容易であり、計算時間が短くても数値誤差が非常に

小さいことを示した。このことから、既存のBeyond diffusionモデルの数値計算を本研究

で提案したWL/WAL効果の計算法に置き換えることが可能であり、新たなWL/WALの

フィッティング解析手法として本研究で提案したWL/WAL効果の計算法が有用であるこ

とを示したといえる。

さらに、本研究で提案したWL/WAL効果の計算法の汎用性の高さを示すために、PSH

状態のような複数の SOIが生じる系の解析が可能であることを示した。本論文では、PSH

状態を引き合いに出したが、グラフェンなどの偽スピンやバレー自由度が関わる系 [69]

でのWL/WALの解析にも適用が可能であると考えられ、様々なバルク 2DESにおける

WL/WALの解析に貢献できるであろう。
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5.1 概要

本章では、メゾスコピックリング配列構造（MRA：Mesoscopic ring array）中のカオス

経路を利用した新たな物性解析手法の提案・実証を行う。本手法はWL/WAL（あるいは

同一の物理起源を有するAAS効果 [65]）に基づいているが、図 5.1に示すようにMRAと

いう微細構造の形状によって再帰経路が決まるため、MRAがある種の “ものさし”として

長さスケールを提供し、バルク 2DESのWL/WAL解析の場合に要求される平均自由行程

ℓの情報が不要となる。本研究で用いる図 5.1(b)のようなMRAでは、電子の古典的なビ

リヤード運動がカオスになる。カオス構造が持つ乱雑さが存在するため、再帰経路は不純

物散乱によって生じる乱雑さの影響を受けにくい。そのため、長さスケールの測定を必要

とせずに、電気伝導率の量子補正項のフィッティング解析だけでスピン回転角を直接決定

することが可能である。本手法の有用性を示すために、MRAを有する In0.53Ga0.47As量子

井戸での電気伝導率の磁場・ゲート電圧及び温度依存性を測定し、実空間シミュレーショ

ンによる再帰経路と干渉強度の計算による電気伝導率の量子補正項のフィッティング解析

を行う。また、不純物散乱の影響を考慮することで、半古典論では類を見ない程、実験結

果を再現する。これにより、スピン回転角だけでなく、位相緩和時間などの物性値の決定

を可能とし、そこで決定した物性値とバルク測定によって決定された物性値との比較・考

察を行う。本手法は、In0.53Ga0.47As量子井戸にとどまらず様々な 2次元試料 [6,17–21,74]

に対しても適用可能と思われ、微細構造を利用した新たな物性評価手法となり得る。

5.2 測定試料・環境

本研究では図 5.2のような In0.53Ga0.47As量子井戸エピ成長基板を用いる。また、ドー

プ量に関しては、n1 = 2.0 × 1024 m−3、n2 = 2.0 × 1024 m−3 である KH1-3及び n1 =

1.5 × 1024 m−3、n2 = 2.5 × 1024 m−3 である KH3-1を用いる。KH1-3及び KH3-1は

ゲート制御によりRashba SOIの符号を反転させることが可能であり、Rashba SOIが消

52



第5章 メゾスコピックリング配列構造中のカオス軌道解析による電子パラメータの抽出

(a) (b)

図 5.1: MRA中を周回する再帰経路の模式図。(a) 単純な 1リングを周回する再帰
経路。(b) 乱雑なビリヤード経路をたどり複数のリングにまたがる再帰経路。

失するときのキャリア濃度 N∗
S は、KH1-3では N∗

S = 1.06 × 1016 m−2 [4]、KH3-1では

N∗
S = 1.9× 1016 m−2（本研究室での先行研究）となる。本論文中では、KH1-3は電気伝

導率の磁場及び温度依存性の測定（5.7）、KH3-1は電気伝導率の磁場及びゲート電圧依存

性の測定（5.3）と高磁場測定（5.6）にそれぞれ用いた。また、In0.53Ga0.47Asの有効質量

はm∗ = 0.047×m0である [3]。
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図 5.2: 実験で使用したダブルヘテロ接合量子井戸エピ成長基板の層構造。

次に、図 5.2の基板に作製されたMRAを有するホールバー素子について述べる。EBリ

ソグラフィとドライエッチングによって図 5.3(a)のようなMRA（構造のサイズに関して
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は図 5.3(b)に示す）を作製し、フォトリソグラフィとウェットエッチングによって図 5.3(c)

のようなホールバー構造を作製した。また、本研究で用いるMRAは縦 52個、横 104個の

微細リングの配列構造であり、このような配列構造にすることでUCFやAharonov-Bohm

効果のような時間反転経路間の干渉以外の量子干渉効果は平均化により消失する。これに

より、微細構造に依存した時間反転経路間の干渉の寄与のみを明瞭に観測することができ

ることが知られている [27, 75]。

0.1 µm

0.3 µm

2.3 µm

0.764 µm

1.3 µm

B

250μm

125μmVg

V+ V-

V+H

I+ I-

(a) (b)

(c)

1.8 µm

図 5.3: (a) 微細リング配列構造 (MRA)の SEM像（橙色で示した箇所が電子の伝
導に寄与する部分）。(b) EBリソグラフィの際のMRAの設計図。(c) ホールバー
構造。

参考文献 [32, 33]ではMRAの中心の島の形は正方形であるが、本研究で用いるMRA

の中心の島の形は円形にしている理由について述べる。バリスティック量子ドットでは、

図 2.5(a)のような規則的なビリヤードか図 2.5(b)のようなカオス的なビリヤードかによっ

てUCF [29]やWL [27]の振る舞いが異なることが知られている。一方、本研究で用いて

54



第5章 メゾスコピックリング配列構造中のカオス軌道解析による電子パラメータの抽出

いる試料の平均自由行程はおよそ 1 µmであり、MRAのサイズと同程度であるため、不

純物散乱の影響は無視できない。さらに、エッチング界面での電子の反射が理想的な鏡面

反射である保証はないため、古典的には規則的なビリヤードになる系においてもビリヤー

ド経路がカオスになる。しかしながら、参考文献 [32,33]のようなレギュラー系の微細構

造では、理想的には規則的なビリヤードを示す微細構造であるため、乱雑さを決めるパラ

メータとしての平均自由行程 ℓimpが必要となってしまう。そのため、MRAをカオス構造

にすることにより、乱雑さを決めるパラメータとしての平均自由行程 ℓimpを導入するこ

となしに、Rashba効果によるスピン回転角の大きさを直接抽出可能かを試みた。

本研究の測定は、3Heと 4Heの混合気体を利用した希釈冷凍機中で 1 K以下の極低温で

おこなった。また、超電導ソレノイドを用いて面直方向に磁場を印加し、四端子測定を行

うことで電気伝導率の磁場依存性を測定している。具体的には、I+端子と I−端子の間の

電流を Ixx、V+端子と V−端子の間の電圧を Vxxとし、測定部分が 125 µm× 250 µmのサ

イズであることを考慮すると、電気伝導率 σは、

σ = σxx =
250µm

125µm
× Ixx
Vxx

= 2
Ixx
Vxx

(5.1)

と与えられる。

5.3 微細リング配列構造中の電気伝導率の量子補正項のゲー
ト電圧依存性

5.3.1 測定結果

希釈冷凍機のベース温度 T = 15 mKの極低温下（電子温度は 100 mK程度、付録A参

照）で、前述の四端子測定により電気伝導率の測定をおこなった。図 5.4(a)に面直磁場

B = 0 mTにおける電気伝導率 σB=0のゲート電圧依存性を示しているが、ゲート電圧 Vg

が増加するにつれ σB=0が上昇している。これは Vgの増加によってキャリア濃度NSが増

加しているからだと考えられる。また、電気伝導率の量子補正項の変化量に比べ、σB=0

は大きい値であるため、本研究では σB=0を電気伝導率の古典項 σ0としている。

図 5.4(b)に電気伝導率の量子補正項∆σのゲート電圧依存性のイメージプロットを示

し、図 5.4(c)に図 5.4(b)の点線で示した Vgでの∆σを示す。また、図 5.4(b)のイメージ

プロットでは、磁気振動の節に対応するB = ±0.16 mTを基準にプロットしている。緑
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点線で示した Vg = 0.85 V（図 5.4(c)左）と青点線で示した Vg = 0.40、1.30 V（図 5.4(c)

右）の∆σでは、磁気振動の振幅が反転していることが分かる。このことは、図 5.4(b)の

イメージプロットで赤点線を境に赤と緑が反転してることに対応する。これは、ゲート電

圧によりRashba効果によるスピン回転角が変化し、リングを周回し再帰する経路におけ

るスピン干渉の符号が反転したことに起因する。また、Vg = 0.55、1.15 Vにおいては、

単純な正方形ループ（MRAにおいては図 5.3(b)の橙色で示す周回経路）において再帰経

路のスピン干渉強度が反転する時の 1辺あたりのスピン回転角は 0.4245πとなる [31]。
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図 5.4: (a) 面直磁場 B = 0での電気伝導率 σB=0。本論文では σ0 = σB=0としてい
る。(b) 面直磁場Bとゲート電圧 Vgの関数として表した電気伝導率の量子補正項∆σ
のイメージプロット。(c) (b)の点線で示したゲート電圧 Vgにおける電気伝導率の量
子補正項∆σ。
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5.3.2 Rashba SOIに関するOnsagerの対称性

図 5.4(c)の赤線で示したVg = 0.55、1.15 Vの電気伝導率の量子補正項の磁場依存性、及

び青線で示したVg = 0.40、1.30 Vの電気伝導率の量子補正項の磁場依存性はそれぞれ似た

振動を示している。これは図 5.4(b)を見るとより明白であり、緑点線で示したVg = 0.85 V

を境にイメージプロットの上下で対称的な電気伝導率の量子補正項の磁場依存性が観測さ

れている。これは、Vg = 0.85 Vを境に内部電場 ⟨Ez⟩が符号反転し、Rashba SOIの符号

反転が生じるため、スピンの回転方向が反転している（もしくは、有効磁場が反転してい

る）ことに対応している。通常の磁場に対するOnsagerの対称性 [76]、

∆σ (BSOI, B) = ∆σ (BSOI,−B) (5.2)

だけでなく、Rashba SOIに対するOnsagerの対称性、

∆σ (BSOI, B) = ∆σ (−BSOI, B) (5.3)

が存在することを示している。キャリア濃度NSや移動度µ、不純物散乱の配置などがゲー

ト電圧によって変化しているにもかかわらず、明瞭に式（5.3）がはじめて実験的に観測

されたことは驚くべきことである。このようなRashba SOIに対するOnsagerの対称性が

観測された要因としてMRAという微細構造がカオス系であることが挙げられる。MRA

がすでにカオス系であるために、ゲート電圧の変化で不純物散乱による乱雑さが変わった

としてもカオス系が持つ乱雑さに隠れてしまう。そのため、不純物散乱やキャリア濃度

NSの変化は電気伝導率の古典項に強く影響を与えても、量子補正項に対してはあまり影

響を与えないため、式（5.3）で表される効果が明瞭に観測されたと考えられる。

本研究において、このような Rashba SOIに対する Onsagerの対称性が観測された利

点は二つある。一つ目は、キャリア濃度NSや移動度 µ、不純物散乱の配置などがゲート

電圧によって変化しているにもかかわらず、Rashba SOIによるスピン回転角の大きさだ

けで量子補正項の磁気振動の振幅の様子が決まる点であり、磁気振動を解析するだけで

Rashba SOIによるスピン回転角の大きさを決定することが可能である証拠となる。二つ

目は、⟨Ez⟩ = 0となり、Rashba SOIが消失するときのゲート電圧を曖昧さなく決定でき

る点である。本研究では、図 5.4(b)に緑色で示した Vg = 0.85 VでRashba SOIが消失し

ていると言え、本手法の評価を行う上で非常に有用な情報を提供する。
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5.4 シミュレーション

本節では、前章で確立した実空間シミュレーションを用いたバルク2DESにおけるWL/WAL

による電気伝導率の量子補正項の計算手法を応用することで、実空間シミュレーションを

用いたMRA中のWL/WALによる電気伝導率の量子補正項の計算方法を提案する。

5.4.1 理論

メゾスコピックリング配列構造における電気伝導率の古典項

MRA中では不純物散乱だけでなく、エッチング界面での散乱も考慮する必要があるが、

微細構造という幾何学な効果を解析的に取り扱うことは簡単ではない。そこで、MRAに

おける電子の拡散をマクロな視点でとらえ、マクロな拡散係数Dmesoが定義できると仮定

する。そうするとDmesoを式（2.8）の Einsteinの関係式中で用いて電気伝導率の古典項

の計算が可能である。つまり、MRA中の電気伝導率の古典項 σ0は、

σ0 = 2e2
{
N (0)× S ′

S ′
0

}
Dmeso (5.4)

となる。ここで、MRAによって伝導に寄与する電子が存在する領域は図 5.3(a)の赤い部

分に限られるため、加工前の 2DESの状態密度N (0)に対して次の補正が必要である。つ

まり、N (0)はユニットセルの面積 S ′
0の中の伝導に寄与する面積 S ′の比 S ′/S ′

0だけ減ら

すべきである。

本論文では、おもに電気伝導率の量子補正項について議論を行うが、実空間シミュレー

ションによる伝導率の古典項の解析の可能性については付録Cにて議論する。

メゾスコピックリング配列構造における電気伝導率の量子補正項

式（3.12）は、バルク 2DESにおけるWL/WALによる電気伝導率の量子補正項を表し

ており、計算には平均自由行程 ℓが必要となる。前述のようにエッチング界面による散乱

を考慮すれば、不純物散乱だけを考慮した時の平均自由行程 ℓimpより短いMRAにおけ

る平均自由行程 ℓmesoとなる。また、3.3.2より、“線”による再帰判定（3.3.2）をおこなっ

た実空間シミュレーションから求めた再帰確率密度を表現すると、(2∆rℓmeso)
−1のファク

ターがつくため、MRAのあらゆる場所（伝導に寄与しないような図 5.3(a)の青色の部分
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も含む）から始めたNseed個のビリヤード経路から計算される再帰確率密度は

W (0) =
1

2ℓmeso∆rNseed

Norbit∑
ν=1

Xν (5.5)

となる。ここで、Nseed個のビリヤード経路における再帰経路の数をNorbitとし、Xνは再

帰経路とその時間反転対称経路間の干渉強度であり、式（4.3）によって計算される。W (0)

はMRAの場所によって異なるはずであるため、ユニットセルで平均化された再帰確率密度

W (0) =
1

S ′
0

∫
S′
0
drW (0)を用いるが、伝導に寄与しない領域の再帰確率密度はゼロとなるこ

とから、伝導に寄与する領域のみで平均化された再帰確率密度をW
′
(0) =

1

S ′

∫
S′ drW (0)

と定義すると、

W (0) = W
′
(0)× S ′

S ′
0

(5.6)

となる。伝導に寄与する領域からスタートするビリヤード経路Nseed個に対してNorbit個

の再帰経路が存在する時、MRAにおける式（3.12）は、

∆σ = − e2

2π2ℏ
× 2πℓ2mesoW

′
(0)× S ′

S ′
0

= − e2

2π2ℏ
× 2πℓ2meso

(
1

2ℓmeso∆rNseed

Norbit∑
ν=1

Xν

)
× S ′

S ′
0

= −2e2

h
× S ′

S ′
0

× 1

2∆r/ℓmeso

× 1

Nseed

Norbit∑
ν=1

Xν (5.7)

となる。ここで、MRAにおける拡散係数Dmeso及び平均自由行程 ℓmesoの間には、バルク

2DESと同様に、

Dmeso =
1

2
ℓmesovF (5.8)

の関係が成り立つとすれば、MRAにおける電気伝導率の古典項（式（5.4））と量子補正

項（式（5.7））の比は、

∆σ

σ0
=

−2e2

h
× S′

S′
0
× 1

2∆r/ℓmeso
× 1

Nseed

∑Norbit

ν=1 Xν

2e2
{
N (0)× S′

S′
0

}(
1
2
ℓmesovF

)
= − λF

2π∆r

1

Nseed

Norbit∑
ν=1

Xν

∆σ = σ0
λF
π

1

2∆rNseed

Norbit∑
ν=1

Xν (5.9)
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となる。ここでは、kF = 2π/λFを用いている。本研究では、式（5.9）における電気伝導

率の古典項 σ0の値は実験値を用いる。

5.4.2 ビリヤード・シミュレーションを用いた再帰経路の計算

式（5.9）を計算するためには、実空間シミュレーションによって求める再帰経路（軌

道）のセットが必要となる。前章とは異なり、不純物散乱だけでなく、エッチング界面で

の鏡面反射を導入するが、再帰判定方法は同様に “線”による再帰判定（3.3.2）を用いる。

また、本シミュレーションでは次に述べる chaos onlyモデルと chaos+impurityモデルの

二つのモデルを用いてフィッティング解析を行う。

chaos onlyモデルはカオス経路のみを考慮する実空間シミュレーションである。ここで

のカオス経路とは、不純物散乱を考慮せずに、MRAの具体的な構造による壁反射のみに

よって生じる再帰経路のことを指す。具体的には、図 5.5(a)に示すように、経路の計算は

エッチング界面での鏡面反射を考えるビリヤードボールモデルを用いた数値シミュレー

ションである。また、MRA中の一部の再帰経路は同じ経路をたどり何度も周回するよう

なレギュラーな振る舞い（例えば図 5.3(b)の橙色で示す周回経路）をするため、それを排

除する目的で不純物散乱による平均自由行程 ℓimp = 10 µmを導入する。この値はベースと

なるバルク 2DESの平均自由行程（ℓ ≈ 1 µm）より十分長く、位相緩和長（Lϕ ≥ 100 µm）

より十分短いという条件を満たす範囲内で、ある程度任意に選んでも問題ない。

一方、chaos+impurityモデルは、不純物散乱効果の考慮が本質的となる実空間シミュ

レーションである。実際の試料では試料サイズと不純物散乱によって決定される平均自由

行程 ℓimpが同程度であるため、より実際の実験結果を再現しようとする場合は、図 5.5(b)

のようにエッチング界面での鏡面反射（橙色）だけでなく不純物散乱（赤色）を考慮する

必要がある。実際のMRA試料では構造からの壁反射と ℓimpでパラメータ化された確率的

な散乱が同程度の頻度で発生するため、chaos onlyモデルよりも chaos+impurityモデル

の方が現実に則したものになると考えられる。

ビリヤード・シミュレーションでは、初期位置からの総走行距離Lがカットオフ長Lcutoff

に達した時、その初期条件でのビリヤード・シミュレーションは終了とする。4.2.3と同様に、

カットオフ長Lcutoffは位相緩和長より十分長ければよく、本論文中ではLcutoff = 3000 µm

とする。フィッティング解析に用いる位相緩和長は 500 µmまでとしているため、このカッ
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1 µm

initial point

S

1 µm

initial point

S

(a) (b)

図 5.5: (a) chaos onlyモデル、(b) chaos+impurityモデルにおける再帰経路の
模式図。橙点がエッチング界面での鏡面反射、赤点が不純物散乱を表している。

トオフ長は十分長い。

ビリヤード・シミュレーションでは、“線”による再帰判定（3.3.2）を行うが、あまりに

もゴールサイズ∆rを小さくしすぎると、十分な再帰経路の集合を得るために必要なビリ

ヤード・シミュレーションの試行回数が多くなる。そのため、∆r = 0.05 µmとしている。

一方、このようにゴールサイズ∆rにある程度の大きさを持たせると、一つの初期条件か

ら複数回再帰したと判定される経路が発生する。このような場合は、それぞれの再帰に対

して発生する再帰経路をそれぞれ別の再帰経路としてカウントする必要がある。例えば、

あるビリヤード経路がN1回目とN2回目の散乱で再帰判定された際に、再帰経路としては

r1 → r2 → · · · → rN1 → r1の経路と r1 → r2 → · · · → rN1 → rN1+1 → · · · → rN2 → r1

の経路の両方を再帰経路としてカウントする。ここで、rN1 → rN1+1の線分と初期位置 r1

の距離は∆r以下である。

電気伝導率への寄与や再帰確率密度の場所依存性に関しては、すべての領域で均等に起

きていると仮定するため、図 5.6に示すようにビリヤードの開始位置をユニットセル（１

リング構造）で一様になるように選ぶ。実際には、MRAの対称性からユニットセルの 1/8

の部分からのビリヤード発射を考慮するだけで十分である。本論文では、初期位置に関し

て 477通り、角度に関して 512通り、計Nseed = 477 × 512 = 244, 224通りの初期条件に

対する再帰経路を計算した。
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0.2 µm

図 5.6: ビリヤード・シミュレーションでの電子発射の初期位置（赤点）。
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5.5 量子補正項の磁気振動のゲート電圧依存性のフィッティ
ング解析

5.5.1 chaos onlyモデルを用いたRashba効果によるスピン回転角の

決定

参考文献 [31]の単純な正方形ループのモデルでは、Vg = 0.55、1.15 Vのような磁気振

動の振幅が最小となるのは 1.8 µmあたりのスピン回転角がおよそ 0.4245πとなるときで

あると示唆している。これは、kαに換算すると |kα| = 0.370 rad/µmとなる。本節では、

ビリヤード・シミュレーションによるフィッティング解析を用いてより正確なスピン回転

角の決定を目指す。

Vg = 0.85 Vの電気伝導率の量子補正項のフィッティング

初めに、残留SOIや位相緩和長のおよその値を見積もる。そのために、Rashba SOIがほ

ぼ消失しているVg = 0.85 Vにおける電気伝導率の量子補正項に対して chaos onlyモデルに

よるフィッティング解析を行う。ここで注意すべき点として、残留SOIとはDresselhaus SOI

やRandom Rashba効果 [77]などのRashba SOI以外のSOIのことを指しているが、これは

Rashba SOIが消失しているにも関わらず、B = 0 mTにおいてWALピークが観測されて

いることからその存在を仮定せざるを得ない。実際の残留SOIがどのようなメカニズムに起

因しているかを探索するのは本研究の対象外であるが、スピン反転を伴う不純物散乱による

スピン緩和（Elliot緩和機構）を仮定たHikamiモデルと cubic Dresselhaus SOIを仮定した

ILPモデルでは同一のWAL曲線が導出されることを鑑み、残留 SOIを cubic Dresselhau

型のハミルトニアンで仮定する。しかし、
(
HR, H

(3)
D+

)
と
(
HR, H

(3)
D−

)
† の組み合わせで

はで異なる計算結果が出てしまうため、それぞれの組み合わせから計算される干渉強度

の平均を用いることで異方性を排除している。また、残留 SOIの大きさは波数の次元で

kc [rad/µm]として与え、2kcは単位長さ当たりのスピン回転角となる。

本論文中では、実験結果とシミュレーション結果の間の一致度は決定係数 r2を用いて

比較を行う（付録B）。また、chaos onlyモデルは電気伝導率の量子補正項のゼロ磁場周

辺の磁気振動成分のみを再現するモデルであると言える。なぜなら、chaos+impurityモ

†HD+ とHD− は、式（2.33）の比例係数 β3 が互いに符号反転の関係になるように定義する。
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デルで計算される小さな面積を囲む再帰経路の相対数が減ってしまうからである。そのた

め、高磁場側で実験結果とシミュレーション結果が大きくずれる。そこで、高磁場のずれ

を無視できる |B| ≤ 0.32 mTの磁場範囲でのみ決定係数 r2の計算を行うことにした。

残留 SOIによる波数分離 kcと位相緩和長Lϕの関数とした決定係数 r2のイメージプロッ

トを図 5.7(a)に示す。決定係数 r2が最大になるのは kc = 0.171 rad/µm、Lϕ = 90 µmの

時である。図 5.7(b)に実験結果とフィッティング結果を示すように、|B| ≤ 0.32 mTの範

囲で非常に良い一致を示すだけでなく、高磁場側での振動成分も再現していることが分

かる。ここでは、フェルミ波長 λFに関しては実験結果とシミュレーション結果の振幅が

|B| ≤ 0.32 mTの範囲内で同じになるように選んでいる。以上のことから、chaos onlyモ

デルでは残留 SOIと位相緩和長の値として kc = 0.171 rad/µm、Lϕ = 90 µmを用いるこ

とにする。厳密には、kcと Lϕの値はゲート依存するが、少なくとも kcのゲート依存は

kαのそれに比べると十分小さいと予測される。kα値を Vgの関数として抽出することが本

節の主眼であり、解析可能なパラメータ空間は限られるため、chaos onlyモデルで用いる

kcと Lϕの値は上記の値で固定する。

電気伝導率の量子補正項のゲート電圧依存性のフィッティング

本項では、前項で述べた残留SOI値kcと位相緩和長Lϕの値は固定したまま、Rashba SOI

による波数分離の大きさ kαをパラメータとして実験結果のフィッティングを行うことで、

kαのゲート電圧依存性を決定することを試みる。残留 SOIと同様に、Rashba SOIの大き

さも波数の次元である kα[rad/µm]を用いる。また、バルク 2DESでは kαとRashba係数

αの間には

2kα =
2αm∗

ℏ2
(5.10)

の関係が成り立つ [31]。前述と同様に |B| ≤ 0.32 mTの磁場範囲の決定係数 r2を用いた

実験結果と理論シミュレーションの間の定量的な比較を行う。

図 5.8に各ゲート電圧の実験結果に対し各 kαのシミュレーション結果の間の決定係数

r2のイメージプロットを示している。また、各ゲート電圧において決定係数 r2が最大に

なる kαは赤点で示しており、おおよそ黒点線のようなゲート電圧に対してリニアに変化

する振る舞いを示すことがわかる。特に、Vg = 0.55、1.15 Vの実験データのフィッティ

ングでは決定係数 r2が高い値を示す kαの範囲が狭いため、高精度な kαの決定が可能で
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図 5.7: (a) Rashba SOIが消失している Vg = 0.85 V 時の電気伝導率の量子補
正項とシミュレーションの間の決定係数 r2のイメージプロット。残留 SOIによる波
数分離 kc と位相緩和長 Lϕ をフィッティング・パラメータとしており、赤点で示す
kc = 0.171 rad/µm、Lϕ = 90 µmの時に決定係数が最大（r2 = 0.9958）となる。
(b) 決定係数が最大となる kc = 0.171 rad/µm、Lϕ = 90 µmの時のシミュレーショ
ン結果（黒点線）とRashba SOIが消失している Vg = 0.85 V時の電気伝導率の量
子補正項の磁気振動（緑実線）。

ある。Vg = 0.55、1.15 Vの電気伝導率の量子補正項の磁気振動の成分が最小となってお

り、このような振動が消失した時の∆σをうまくフィッティングできる kαの領域が狭いこ

とが高精度な kαの決定につながっていると考えられる。また、ゲート電圧に対し内部電

場 ⟨Ez⟩が線形的に変化することと、Rashba SOIが ⟨Ez⟩に対して線形的に変化すること
が実験的にも示されていることから、kαと Vgの関係を、

kα = −0.961× (Vg − 0.855) [rad/µm] (5.11)

と決定できる。式（5.11）を用いると、Vg = 0.55、1.15 Vの時、それぞれkα = 0.293 rad/µm、

kα = 0.284 rad/µmとなり、単純な正方形ループで予測される値（kα = 0.370 rad/µm）

よりも小さくなる。これは、微細リングを最短で再帰するような経路が正方形ループの距

離に比べ、図 5.5(a)のようにビリヤード・シミュレーションでの再帰経路の方が距離が長

くなるためだと考えられる。
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また、参考文献 [4]より、kαは

kα =
αm∗

ℏ2
=

|e|me

2εSε0ℏ2

(
aSOm

∗

me

)
(N∗

S −NS) (5.12)

となる。ここで、ε0は真空の誘電率、εS = 13.1は In0.53Ga0.47Asの比誘電率、N∗
Sはα = 0

（kα = 0）となる時のキャリア濃度である。式（5.11）と式（5.12）を利用することで、バ

ルク 2DES系を仮定したキャリア濃度をゲート電圧の関数として見積もることが可能であ

る。また、KH3-1においては、N∗
S = 1.9× 1016 m−2、aSOm∗/me = 1.17 eVÅ2（NS = N∗

S

の時）である。本研究におけるゲート範囲 0.2 V ≤ Vg ≤ 1.4 V はキャリア濃度では

1.3× 1016 m−2 ≤ NS ≤ 2.4× 1016 m−2の範囲に対応することになる。
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図 5.8: 各ゲート電圧 Vg にお
ける電気伝導率の量子補正項と各
Rashba SOIによる波数分離 kαに
おけるシミュレーション結果の間の
決定係数 r2のイメージプロット。各
Vgにおいて r2が最大になる kαを赤
点で示している。Vg と kα がリニア
な関係とすると、黒点線のような振
る舞いを示していると仮定される。

図 5.9(a)に各ゲート電圧における電気伝導率の量子補正項のフィッティング結果を示す。

|B| = 0.32 mT周辺の量子補正項がゲート電圧が大きくなるにつれて赤→緑→赤と変化
する様子がシミュレーションでも明瞭に再現されている。また、図 5.9(b)に Vg = 0.40、

0.55、0.85、1.15、1.30 Vの実験結果とフィッティング結果からも |B| ≤ 0.32 mTの範囲

で非常に良い一致を示していることがわかる。また、|B| > 0.32 mTであっても、振動成

分に関しては再現できていることがわかる。

図 5.9(c)に |B| ≤ 0.32 mTの範囲での実験結果とフィッティング結果の一致度の高さを

定量的に示すために、|B| ≤ 0.32 mTの範囲での実験結果の標準偏差を基準とした実験結
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果とフィッティング結果の差のイメージプロットを示している。黒線で囲まれた領域は 0.3

以上となる領域を示しているが、ほとんどの領域で 0.3を下回っており、高い一致度を示

していることがわかる。

以上のことから、電気伝導率の量子補正項の測定・解析のみでRashba SOIのゲート電

圧依存性の決定が可能であることを実証したと言える。
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図 5.9: (a) 各ゲート電圧における電気伝導率の量子補正項（左）とフィッティング結
果（右）の磁場依存性。(b) Vg = 0.40、0.55、0.85、1.15、1.30 Vの時の電気伝導率
の量子補正項（色実線）とフィッティング結果（黒点線）の磁場依存性。(c) 各ゲー
ト電圧の量子補正項の標準偏差 SD(∆σexp)で規格化した |B| ≤ 0.32 mTの領域にお
ける各ゲート電圧の実験結果とフィッティング結果の差。黒線で囲まれた領域以外は
0.3以下となっている。
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5.5.2 chaos+impurityモデルを用いた物性値の決定

Vg = 0.85 Vの電気伝導率の量子補正項のフィッティング

chaos onlyモデルでは ℓimp = 10 µmとしてフィッティング解析をおこなったが、実際の

試料では 1 µm程度の平均自由行程である。そのため、Vg = 0.85 Vの電気伝導率の量子補

正項のフィッティング解析を ℓimp = 1 µmで行うことで、より実験結果を再現し、正確な

残留 SOIによる波数分離 kcや位相緩和長Lϕの決定を行える。ℓimp = 1 µmはVg = 0.85 V

での kcを抽出するための暫定的なものである。抽出された kc値は ℓimp = 1 µmの周辺で

ほぼ一定値となったことにより、この方法の正当化ができる。

ℓimp = 1 µmとし、kc、Lϕをパラメータとしたフィッティング結果を図 5.10に示す。こ

こで、実験結果とシミュレーション結果の間のWALピークの一致度を見るために、決定

係数 r2の計算は |B| ≤ 0.32 mTの磁場範囲でおこなった。

図 5.10(a)に示すように、kc = 0.121 rad/µm、Lϕ = 300 µmの時に r2が最大になった。

図 5.10(b)に実験結果とフィッティング結果の比較を示すように、ゼロ磁場周辺だけでな

く高磁場でも実験結果をかなり忠実に再現していることが分かる。

電気伝導率のゲート電圧依存性のフィッティング

次に、式（5.11）で示した kαと Vgの関係と kc = 0.121 rad/µmを用い、不純物散乱に

よる平均自由行程 ℓimpと位相緩和長 Lϕをパラメータとした電気伝導率の量子補正項の

フィッティングをおこなった。ここで、ℓimpによる高磁場の一致度も含めて確認するため

に、決定係数 r2の計算は |B| ≤ 1.42 mTの磁場範囲でおこなった。

その結果を図 5.11に示す。図 5.11(a)にゲート電圧（Rashba SOI）に対するに実験結

果（左）、フィッティング結果（右）のイメージプロットを示す。図 5.11(b)に示すように、

Vg = 0.40、0.55、0.85、1.15、1.30 Vの電気伝導率の量子補正項の実験結果とシミュレー

ション結果は高磁場まで非常に良い一致を示していることが分かる。また、図 5.11(c)に

|B| ≤ 0.142 mTの範囲での実験結果とフィッティング結果の一致度の高さを定量的に示す

ために、|B| ≤ 0.142 mTの範囲での各ゲート電圧の実験結果∆σexpの標準偏差SD(∆σexp)

に対する（Vg, B）における∆σexpとフィッティング結果∆σsimの差のイメージプロットを

示している。黒線で囲まれた領域は 0.3以上となる領域を示しているが、高磁場も含め、
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図 5.10: (a) Rashba SOIが消失している Vg = 0.85 V時の電気伝導率の量子補正
項と chaos+impurityモデルによるシミュレーション結果との間の決定係数 r2のイ
メージプロット。残留 SOIによる波数分離 kcと位相緩和長 Lϕをフィッティング・パ
ラメータとしており、赤点で示す kc = 0.121 rad/µm、Lϕ = 300 µmの時に決定係数
が最大の r2 = 0.9996となる。(b) 決定係数が最大となる時のシミュレーション結果
（黒点線）とRashba SOIが消失している Vg = 0.85 V時の電気伝導率の量子補正項
（緑実線）。

ほとんどの領域で 0.3を下回っており、高い一致度を示していることがわかる。

図 5.12にフィッティング解析によって抽出されたパラメータのゲート電圧依存性を示

す。初めに、図 5.12(a)のフェルミ波長 λFのゲート電圧依存性について述べる。ここで、

λFはキャリア濃度によって λF =
√

2π/NSのように計算されるため、前述の kαから見積

もられたNSを用いて計算された λFを黒点線で示している。本解析で決定された λFはバ

ルク 2DESに関して kαから見積もられた λFと似たゲート電圧依存性を示すことがわかっ

た。このことは、電気伝導率の量子補正項のフィッティング解析によって定量的にフェル

ミ波長を決定できる可能性があることを示している。

次に述べるのは、図 5.12(b)に示す ℓimpのゲート電圧依存性である。ここでは、ほとんど

のゲート電圧において ℓimp = 0.9 µm程度となることが分かった。ちなみに、バルク 2DES

ではNS = 1.3×1016 m−2（本実験のVg = 0.2 V）の時に ℓ = 1.13 µm、NS = 2.4×1016 m−2

（本実験の Vg = 1.4 V）の時に ℓ = 2.17 µmとなり [78,79]、本解析によって決定した平均

自由行程はバルク 2DESの値と同じオーダーになるが、ゲート電圧に対する変化がほとん
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どないことから、ℓimpがバルク 2DESにおける平均自由行程そのものを表すわけではない

と考えられる。

最後に、図 5.12(c)の本解析で決定された位相緩和長 Lϕのゲート電圧依存性について

は、ほとんどがLϕ ∼ 250 µm（位相緩和時間 τϕに換算するとおよそ τϕ = 3× 10−10 s程度

[Vg = 0.85 V]）であり、バルク 2DESでの位相緩和時間と大きく外れる値ではない。ここ

に示されているLϕの Vg依存を説明する理論モデルは構築できない。これは、ゲートディ

プリケーションや不純物配置など、位相緩和に関わるゲート電圧依存の条件が多く存在す

るからである。そのため、5.7にて、ゲート電圧を固定し、MRAにおけるWL/WALによ

る電気伝導率の量子補正項の温度依存性の解析を行うことで、微細構造中の位相緩和機構

について詳細に議論する。

ここで議論した各Vgでの電気伝導率の量子補正項のフィッティング結果は付録Dに示す。
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chaos+impurityモデルでのフィッティング結果（右）。(b) Vg = 0.40、0.55、0.85、
1.15、1.30 Vの時の電気伝導率の量子補正項の実験結果（色実線）とchaos+impurity
モデルでのフィッティング結果（黒点線）。(c) 各ゲート電圧の実験結果の標準偏差
SD(∆σexp)で規格化した |B| ≤ 1.42 mTの領域における各ゲート電圧の実験結果と
chaos Impurityモデルでのフィッティング結果の差。黒線で囲まれた領域以外は 0.3
以下となっている。
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5.6 chaos+impurityモデルを用いた高磁場フィッティング

前節までで、不純物散乱による平均自由行程を考慮することでゼロ磁場周辺以外の電気

伝導率の量子補正項の振る舞いを再現できることを示した。本節では、chaos+impurityモ

デルでより高磁場まで電気伝導率の量子補正項のフィッティングが可能であるか調査する。

chaos+impurityモデルでは、図 5.13(a)のような非常に短い距離で再帰する経路が生じ

る。このような再帰経路が囲む閉ループの面積は小さく、囲む磁束も小さいため、高磁場

を印加しなければ局在が解けない。そのため、高磁場における電気伝導率の量子補正項の

振る舞いは短い距離で再帰する経路によって決まると考えられる。この解釈の根拠とし

て、参考文献 [62,67]が挙げられる。ここでは、バルク 2DESにおけるWL/WALによる

電気伝導率の量子補正項は高磁場において散乱回数が少ない再帰経路の寄与が大きいこ

とが示されている。そのため、的確に不純物散乱による平均自由行程を選択すれば、高磁

場のずれを忠実に再現し、定量的に不純物散乱による平均自由行程を決定できると考えら

れる。

測定結果

測定データは 5.3と同じ素子を用い、希釈冷凍機のベース温度 20 mK、|B| ≤ 5 mTの

広い磁場範囲で電気伝導率の量子補正項を測定した。また、VgはRashba SOIが消失する

ように調整してある。測定結果を図 5.13(c)の緑実線で示す。5.3と同一素子にもかかわら

ず、5.3で観測されたWALピークが消失しているのは、Mini Circuitsの Low pass filter

を入れていないので、電子温度が Tel ≈ 500 mK程度まで上昇しているからである。

フィッティング解析

フィッティングでは、5.3と同じ素子であるため、残留 SOIを kc = 0.121 rad/µmとし、

不純物散乱による平均自由行程 ℓimpと位相緩和長Lϕをパラメータとしてフィッティング解

析をおこなった。また、高磁場の振る舞いを再現するために、広い磁場範囲 |B| ≤ 5 mT

で決定係数 r2の計算をおこなった。

図 5.13(b)に示す各パラメータに対する決定係数 r2のイメージプロットから、決定係数

r2が最大となるのは ℓimp = 0.94 µm、Lϕ = 75 µmの時であることがわかった。また、図
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5.13(c,d)に示す実験結果（緑実線）とフィッティング結果（黒点線）の比較からわかるよ

うに、振動成分が明瞭に観測される低磁場だけでなく、振動成分が消失するような高磁場

まで実験結果とフィッティング結果が非常に良い一致を示した。このことから、確率的な

散乱長を的確に選ぶことで広い磁場範囲でビリヤード・シミュレーションが成立すること

が明らかとなった。また、図 5.13(c,d)に小さい面積（S ≤ 0.5×S0 = 0.5× 1.8× 1.8µm2）

を描く再帰経路からの電気伝導率の量子補正項への寄与を赤実線で示している。図 5.13(e)

に示す再帰経路の面積ヒストグラムを用いて考えると、S ≤ 0.5×S0の面積範囲には、S0

周辺のピークが含まれていない。そのため、図 5.13(c,d)の赤実線には微細構造に起因し

た振動成分が現れないが、図 5.13(a)のような不純物散乱による小さい面積の寄与のみで

振動成分が消失する高磁場を非常に良く再現することを示している。ここで、シミュレー

ション結果と実験結果のスケールを合わせるために用いたフェルミ波数は 26.81 nmであ

り、Rashba SOIの値から見積もられるキャリア濃度（NS = 1.9× 1016 m−2）から計算

されるフェルミ波数 λF = 18.19 nmと比べても、同じオーダーであることがわかった。

以上のことは、MRAでの鏡面反射と不純物散乱の両方の影響を受けて再帰経路を形成

していることを示している。さらに、定量的に不純物散乱による平均自由行程を決定する

可能性を示唆している。
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図 5.13: (a) 高磁場の電気伝導率の量子補正項に寄与するような再帰経路の模式図。
(b) Rashba　SOIがほぼ消失している Vg = 1.00 V時の電気伝導率の量子補正項と
シミュレーションの間の決定係数 r2のイメージプロット。不純物散乱による平均自由
行程 ℓimpと位相緩和長Lϕをフィッティング・パラメータとしており、ℓimp = 0.94 µm、
Lϕ = 75 µmの時に決定係数が r2 = 0.9991となる。(c,d) 決定係数が最大となるの時
のシミュレーション結果（黒点線）とRashba　SOIがほぼ消失しているVg = 1.00 V
時の電気伝導率の量子補正項（緑実線）。また、赤実線は面積が S ≤ 0.5× S0となる
再帰経路の寄与のみを積算した場合のシミュレーション結果を示している。(e) 各面
積における再帰経路のカウント数（実線）。塗りつぶされた領域は位相緩和を含めた
再帰経路のカウント数を表し、S ≤ 0.5× S0の領域を赤色で示している。
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5.7 電気伝導率の温度依存性のフィッティング解析

位相緩和に関して詳細な議論を行うために、位相緩和時間τϕの温度依存性をchaos+impurity

モデルによって決定し、理論的に予測される位相緩和時間と比較を行う。

5.7.1 測定結果

希釈冷凍機のベース温度を T = 15、30、60、120、240、480、960 mKと変化させ、前

述の四端子測定により、|B| ≤ 2 mTの磁場範囲で電気伝導率の量子補正項の温度依存性

の測定をおこなった。また、ゲート電圧に関しては、Rashba SOIが最小になるように調

整している。

図 5.14(a)に電気伝導率の量子補正項の測定結果を示す。T = 15 mKの電気伝導率の量

子補正項のゼロ磁場でWALピークが観測されているが、これはゲート依存性の測定と同

様に残留 SOIが存在するためであると考えられる。ここで注目すべき点は、高温になる

につれWALピークが減少している点である。2DES中のWL/WALの温度依存性の測定

（付録A）でも同様の現象が現れており、高温でのWALピークの消失は位相緩和時間の

増大が原因であることが示されている。つまり、本測定結果は温度の上昇に伴い位相緩和

時間が減少していることを示唆している。

5.7.2 位相緩和時間の温度依存性の決定

定量的に位相緩和時間の温度依存性を議論するために、各温度における電気伝導率の量

子補正項のフィッティングを行い、フィッティング・パラメータとしての位相緩和時間の

決定を行う。そのために、ここでフィッティング・パラメータを明確にする。まず、SOI

に関しては、前述の通り、残留 SOIが存在していると考えられるため、kcの大きさを決定

する必要がある。ここで、残留 SOIの温度依存の明確な理論が存在しないため、kcは温度

に対して不変とする。また、不純物による平均自由行程 ℓimpも温度に対して不変であり、

位相緩和時間のみに温度依存があるとする。kcと ℓimpの値は最も低温の 15 mKの電気伝

導率の量子補正項のフィッティング結果の値を用いる。具体的には、kc = 0.150 rad/µm、

ℓimp = 1.3 µmとなる。

前述のゲート電圧依存性では、位相緩和長 Lϕをフィッティング・パラメータとしてい

78



第5章 メゾスコピックリング配列構造中のカオス軌道解析による電子パラメータの抽出

たが、理論との比較を行うために位相緩和長を位相緩和時間にに変換する必要がある。本

シミュレーションでは、拡散長ではなくバリスティックな長さに対する位相緩和長を仮定

しているため、τϕ = Lϕ/vFとなる（本試料では、vF = 6.36× 105 m/s）。

図 5.14(a)にに示すように、各温度における電気伝導率の量子補正項の測定結果（実線）

とフィッティング結果（点線）は磁気振動成分だけでなく温度変化によるゼロ磁場周辺の

WALピークの変化も非常に良い一致を示している。そして、図 5.14(b)にフィッティング

によって決定された位相緩和時間を示すように、低温になるにつれて位相緩和時間が長く

なる傾向が得られた。また、位相緩和時間が 100 mK以下でほとんど変化しないのは、付

録Aのように電子温度が変わらなくなるためと考えられる。
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図 5.14: (a) MRAでの電気伝導率の量子補正項の温度依存性。実線が実験結果、点
線がフィッティング結果を表す。(b) 位相緩和時間の温度依存性。丸点がフィッティ
ング解析によって決定した位相緩和時間、青破線が非弾性散乱を伴う電子-電子散乱
による位相緩和時間 τee、赤破線が二次元系での Nyquist機構による位相緩和時間
τ
(2D)
N 、赤点線が偽一次元系でのNyquist機構による位相緩和時間 τ

(1D)
N を表す。ま

た、τ (1D)
N ∼ 2τ

(1D)
N の領域を灰色で示している。
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5.7.3 フェルミ液体論による考察

フィッティング解析によって決定した位相緩和時間を考察するために、理論から予測さ

れる位相緩和時間と比較を行う。また、今回の測定温度のように 1 K以下の低温度では電

子-電子相互作用に比べ電子-フォノン相互作用は非常に弱くなるため、本論文では電子-電

子相互作用による位相緩和のみを考慮する。

二次元系における位相緩和

電子-電子相互作用による位相緩和には二つの位相緩和機構が存在する [28, 71, 80–82]。

一つは、非弾性散乱を伴う電子-電子散乱による位相緩和機構であり、この位相緩和機構

による位相緩和時間 τeeは、

τee
−1 =

π

4

(kBT )
2

ℏEF

ln
EF

kBT
(5.13)

と表される。τeeはフェルミエネルギーEFと温度 T によって決定され、およそ T−2に比

例する振る舞いとなる。

もう一つは、電子の熱揺らぎによって生じる微小な電子-電子相互作用の揺らぎによる

位相緩和機構（Nyquist機構）である。Nyquist機構では時間反転対称経路間で生じる微

小な電子-電子相互作用を試料内の電場の揺らぎによる位相緩和として扱っている [82]。二

次元系において、Nyquist機構による位相緩和時間 τ
(2D)
N は、

τ
(2D)
N

−1
=
kBT

2πℏ
λF
ℓ

ln
πℓ

λF
(5.14)

と表される。τ (2D)
N は平均自由行程とフェルミ波長の比 ℓ/λFと温度 T によって決定され、

およそ T−1に比例する振る舞いとなる。二つの電子-電子相互作用による位相緩和メカニ

ズムを考慮したときの位相緩和時間 τ
(2D)
ϕ はそれぞれの位相緩和時間の逆数和 τ

(2D)
ϕ

−1
=

τ
(2D)
ee

−1
+ τ

(2D)
N

−1
によって計算されるが、フィッティング解析によって決定された位相緩

和時間がおよそ T−1に比例していることから、本測定においては Nyquist機構による位

相緩和時間が支配的になっていると思われる。実際に、1 K以下において、二次元系の

Nyquist機構による位相緩和はバルク 2DESのWL/WALから決定した位相緩和時間の温

度依存性 [80]をよく説明し、Huibersらの開放系ドットにおける位相緩和時間の温度依存

性とも定性的に一致している [28, 81]。
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図 5.14(b)に、τee（青破線）、τ
(2D)
N （赤破線）を示す。ここで、式（5.13）と式（5.14）を

計算するにはEFや ℓ/λFの値を決定する必要があるが、EFはキャリア濃度から計算するこ

とが可能であり、Rashba SOIが消失するときのキャリア濃度であるNS = 1.06×1016 m−2

を用いると、EF = 54.0 meVとなる。一方、ℓ/λFはNS = 1.06× 1016 m−2におけるバル

クの測定値から ℓ/λF = 35となるが、フィッティング解析によって決定された位相緩和時

間を再現するように ℓ/λF = 0.865としている。このような非現実的な ℓ/λFを与えること

は、Huibersらの開放系ドットにおける位相緩和時間の温度依存性でも同様の傾向が示さ

れている [28, 81]。

擬一次元系における位相緩和

MRAはある種の細線の組み合わせで形成しているととらえることで、擬一次元的な電

子系としてとらえることが可能なように思われる。式（5.14）は二次元のフェルミ液体論

の結果であったが、細線幅W の細線における擬一次元系でのフェルミ液体論から計算さ

れるNyquist機構による位相緩和時間 τ
(1D)
N は、

τ
(1D)
N

−1
=

(
kBT

W

√
π

ℏm∗
λF
ℓ

)2/3

(5.15)

となる。式（5.15）はGaAs量子井戸の量子細線でのWL/WAL測定によって決定された

位相緩和時間を忠実に再現することが示されている [80]。ここで、式（5.15）を計算では

ℓ/λF = 35とし、MRAの設計から有効線幅はおよそW = 0.5 µmであると仮定している。

図 5.14(b)に、τ (1D)
N （赤破線）を示す。また、擬一次元系でのNyquist機構による位相

緩和は非指数関数減衰であり、指数関数減衰を仮定する場合は exp(−t/2τ (1D)
N )となると

いう理論 [82,83]が存在するため、図 5.14(b)では τ
(1D)
N ∼ 2τ

(1D)
N の領域を灰色で示してい

る。図 5.14(b)で示すように、τ (1D)
N はフィッティング解析によって決定した位相緩和時間

と定量的に再現していることがわかる。

上記のように、本研究で決定した位相緩和時間の温度依存性がバリスティック量子ドッ

トや量子細線で成り立つ位相緩和時間の理論によって説明できることは、本手法によって

位相緩和時間の定量的な決定を果たせることを示す一つの根拠となるだろう。
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5.8 小括

本章では、MRA中の乱雑な経路からビリヤード・シミュレーションによって再帰経路・

干渉強度を求めることで電気伝導率の量子補正項を計算する手法を提案した。ビリヤー

ド・シミュレーションでは、不純物散乱による平均自由行程をフィッティング・パラメー

タにしない chaos onlyモデルと、不純物散乱による平均自由行程をフィッティング・パラ

メータとする chaos+impurityモデルの二つのモデルを用いてフィッティング解析をおこ

なった。

MRAにおける電気伝導率の量子補正項のゲート電圧依存性の測定では、Rashba SOI

による有効磁場に対するOnsagerの対称性∆σ (BSOI, B) = ∆σ (−BSOI, B) が観測され、

明確にRashba SOIが消失するゲート電圧を決定され、本手法の評価を行う上で非常に有

用に働いた。実際に、chaos onlyモデルを用いた電気伝導率の量子補正項のフィッティン

グ解析では、他の測定を介さずにRashba効果によるスピン回転角の大きさの決定を果た

し、バルク 2DESでのWL/WAL解析と同様にゲート電圧によるRashba SOIの制御が可

能であることを確認した。一方、chaos+impurityモデルを用いた電気伝導率の量子補正

項のフィッティング解析では、フェルミ波長、不純物散乱による平均自由行程、位相緩和

長（時間）をフィッティング・パラメータとすることで、半古典論では類を見ないほど広

い磁場範囲で実験結果を再現することを示した。

電気伝導率の量子補正項の温度依存性の測定では、chaos+impurityモデルを用いたフィッ

ティング解析によって位相緩和時間の温度依存性を決定し、バリスティック量子ドットや

量子細線で成り立つ位相緩和時間の理論によって説明可能であることから、本手法によっ

て位相緩和時間の定量的な決定の可能性を示した。
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本論文では、本論文ではメゾスコピックリング配列構造におけるスピン回転を伴う弱反局

在の実空間シミュレーション手法を開発し、複雑な電気伝導率の磁気振動の解析を行い、

物性値の決定が可能であることを示すことを目的とし、各章において以下に示す解析手法

の提案・実証をおこなった。

再帰経路の実空間シミュレーションとスピン干渉効

第 3章では、再帰確率を用いたWL/WAL理論を数値計算によって解くために、

実空間シミュレーションによって再帰経路を計算する手法を提案した。WL/WAL

理論に用いられる再帰及び再帰確率の定義を明確にし、実空間シミュレーションに

よって再帰経路を計算するための再帰判定法や不純物散乱の導入法を示した。また、

様々な一電子相互作用が存在する中で生じる時間反転対称経路間の干渉の強度の計

算方法を示したことで、あらゆる一電子相互作用を考慮したWL/WALによる電気

伝導率の量子補正項の計算を可能とした。

バルク二次元電子系における弱局在/弱反局在の実空間シミュレーション

第 4章では、実空間シミュレーションによる再帰確率の計算の有用性を示すため

に、バルク 2DESにおけるWL/WALによる電気伝導率の量子補正項を実空間にお

けるランダムウォーク・シミュレーションによって計算する手法を示し、既存の拡

散近似を用いないWL/WALモデルとの比較をおこなった。そして、短い計算時間

かつ小さな数値誤差でありながら、SOIの有無を含め、既存のWL/WALモデルを

厳密に再現することを示した。さらに、一つ一つの再帰経路の干渉強度を計算する

手法であるため、複数の SOIが共存する系のWL/WALによる電気伝導率の量子補

正項の計算も可能であることを示した。将来的に、あらゆる一電子相互作用が生じ

る系であっても適用できる可能性を示した。

メゾスコピックリング配列構造中のカオス軌道解析による電子パラメータの抽出

第 5章では、MRA中のカオス経路を利用した新たな物性解析手法の提案・実証

をおこなった。ビリヤード・シミュレーションでは、不純物散乱による平均自由行
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程をフィッティング・パラメータにしない chaos onlyモデルと、不純物散乱による

平均自由行程をフィッティング・パラメータとする chaos+impurityモデルの二つの

モデルを用いてフィッティング解析をおこなった。電気伝導率の量子補正項のゲー

ト電圧依存性の測定では、Rashba SOIによる有効磁場に対するOnsagerの対称性

∆σ (BSOI, B) = ∆σ (−BSOI, B) が観測され、明確にRashba SOIが消失するゲート

電圧を決定し、本手法の評価を行う上で非常に有用に働いた。実際に、chaos only

モデルを用いた電気伝導率の量子補正項のフィッティング解析では、他の測定を介

さずにRashba効果によるスピン回転角の大きさの決定を果たし、バルク 2DESでの

WL/WAL解析と同様にゲート電圧による Rashba SOIの制御が可能であることを

確認した。一方、chaos+impurityモデルを用いた電気伝導率の量子補正項のフィッ

ティング解析では、フェルミ波長、不純物散乱による平均自由行程、位相緩和長（時

間）をフィッティング・パラメータとすることで、半古典論では類を見ないほど広

い磁場範囲で実験結果を再現することを示した。また、電気伝導率の温度依存性の

測定では、chaos+impurityモデルを用いたフィッティング解析によって位相緩和時

間の温度依存性を決定し、バリスティック量子ドットや量子細線で成り立つ位相緩

和時間の理論によって説明可能であることから、本手法によって位相緩和時間の定

量的な決定が可能であることを示唆した。

本論文で示した解析手法は、SOIによるスピン回転角の決定や半古典論の有用性を示す

だけでなく、様々な一電子相互作用の導入が可能であることから、理論を拡張すれば横磁

場印加によるZeeman効果 [68]や偽スピン・バレー自由度 [69]の影響を考慮することが可

能となり、バルク 2DESやMRA中のWL/WALによる電気伝導率の量子補正項のフィッ

ティング解析によって様々な新規 2次元材料の物性解明を果たすだろう。

84



謝辞 　

本研究を行うにあたり、多くの方々にお世話になりました。その感謝の意を書きとどめた

いと思います。古賀貴亮准教授には、指導教官としてお世話になったこと、心より御礼申

し上げます。同じ研究グループとして研究を進めてきた峰重俊介さん、陳抗さん、横田昇

一郎君、山士家貴志君、劉玻麟君、岡本公仁君には、ともに苦楽を分かち合った仲間とし

て、心より御礼申し上げます。異なる研究テーマでありますが、ナノエレクトロニクス研

究室のメンバー、特に五十木寛さん、池内昭朗博士や同期の樋浦諭志助教授には、研究

室の生活を支えてくださったこと、心より御礼申し上げます。また、末岡和久教授、八田

英嗣助教、加納美智代技官、アグス・スバギョ博士には、研究生活における多くの御支持

を頂けたこと、心より御礼申し上げます。１年間でしたが同じ研究室のメンバーとして過

ごさせていただいた、高橋康夫教授、有田正志准教授、福地厚助教授、内田貴文博士、民

圭博士をはじめとしたナノ物性工学研究室の方々には、大変お世話になりました、心より

御礼申し上げます。サンパウロ大学の J. Carlos Egues教授、北海道大学の明楽浩史教授、

浅井哲也教授、坂井哲准教授、鈴浦秀勝准教授、矢久保考介教授には、「バルク二次元電

子系における弱局在/弱反局在の実空間シミュレーション」に関して多くの助言をいただ

けたこと、心より御礼申し上げます。また、産総研の川畑史郎博士、大阪大学の小林研介

教授、慶応大学の齊藤圭司准教授には、「メゾスコピックリング配列構造中のカオス軌道

解析による電子パラメータの抽出」に関して多くの助言をいただけたこと、心より御礼申

し上げます。また、主査の本久順一教授、副査の富田章久教授、高橋康夫教授には、博士

論文審査を担当していただいたこと、心より御礼申し上げます。

そして最後に、自分にとっての安息の地を与えてくれた福山夫妻と長谷川貴大君並びに

常連の皆様、今まで自分を支えてくれた姉や親戚の皆様に感謝の意を示し、謝辞とさせて

いただきます。

85



付 録A バルク2DESにおける位相緩和時間の温度依存性

本研究で用いた希釈冷凍機によって、電子温度がどこまで下がるかを示す。図A.1(a)にバ

ルク 2DESのKH3-1にて測定されたWL/WALによる電気伝導率の量子補正項の温度依

存性（実線）および ILPモデルによるフィッティング結果（点線）、図A.1(b)にそこから

見積もられた位相緩和時間の温度依存性を示す。位相緩和時間はNS = 0.768× 1016 m−2、

EF = 39.1 meV、λF = 28.6 nm、ℓ = 0.106 µm、α = 1.31× 10−12 eVmの時のWL/WAL

の温度依存性の解析によって決定した。最も低温の時で 100 mKくらいの位相緩和時間ま

で長くなることから、本研究で用いた希釈冷凍機によって電子温度は 100 mK程度まで冷

やすことが可能であるといえる。
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図 A.1: (a) バルク 2DESのKH3-1にて測定されたWL/WALによる電気伝導
率の量子補正項の温度依存性の測定結果（色実線）とフィッティング結果（黒点線）。
(b) 位相緩和時間の温度依存性。丸点がバルク2DESのKH3-1におけるWL/WAL
の温度依存性から決定した位相緩和時間、黒破線が二次元フェルミ液体論での位相緩
和時間の温度依存性を示している。
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付 録B 決定係数

本研究では、実験結果とシミュレーション結果の比較を定量的に行うために、一致度の指

標として決定係数 r2を用いた。決定係数とは、ふたつのデータ間の相関を定量的に示す

指標であり、二つのデータ列 f1、f2に対して、

r2 ≡

 ⟨(f1 − ⟨f1⟩) · (f2 − ⟨f2⟩)⟩√
⟨f 2

1 ⟩ − ⟨f1⟩2 ·
√
⟨f 2

2 ⟩ − ⟨f2⟩2

2

(B.1)

と定義され、1に近いほど一致度が高く、決定係数では二データ間の相関を測るものであ

り、データの振幅の大きさについては比較しない。また、逆相関に関しては r2 = 0とし

ている。そのため、決定係数を用いて得られるフィッティング結果は最も “形”が一致し

たシミュレーション結果となる。
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付 録C 微細リング配列構造における古典項の解析

本文では、実験的に観測されるMRAにおける電気伝導率の量子補正項をビリヤード・シ

ミュレーションによって精度よく再現できることを示したが、MRAにおける電気伝導率

の古典項に関してもビリヤード・シミュレーションによる古典拡散によって説明可能か調

査する。

式（3.2）より、拡散係数Dの 2DESにおいて、時刻 tにおける原点からの二乗平均距

離 ⟨l2 (t)⟩は、
⟨l2 (t)⟩ =

∫
drr2W (r, t) = 4Dt (C.1)

となる。電子は一定のフェルミ速度 vFで伝導しているため、時刻 tではなく総走行距離

L = vFt、平均自由行程 ℓ = 2D/vFと考えることで、総走行距離Lにおける原点からの二

乗平均距離 ⟨l2 (L)⟩は、
⟨l2 (L)⟩ = 2ℓL (C.2)

となる。

微細ループ配列構造をバルクととらえた時の拡散係数Dmesoと式（5.8）で関係付けら

れる ℓmesoを用いても成り立つとすれば、

⟨l2 (L)⟩ = 2ℓmesoL (C.3)

となる。ビリヤードシミュレーションを用いて ⟨l2 (L)⟩を計算することで、ビリヤードシ
ミュレーションにおける ℓmesoを計算することが可能になると考えられる。

図C.1に示す (0, 0)のループに存在する電子が、総走行距離Lで (nx, ny)のループに電

子が存在する時、原点からの距離を 2.4×
√
n2
x + n2

y [µm]とすると、ビリヤードシミュレー

ションから ⟨l2 (t)⟩を求めることが可能である。図C.2(a)の上段は総走行距離L = 1000 µm

の時の各ループに存在する電子の分布を示している。ここで、電子の分布は P (nx, ny) =

(nx, ny)のループに存在するビリヤード経路の総数/全ビリヤード経路の総数として計算

している。不純物散乱による平均自由行程 ℓimpが長いほど電子が拡散していることがわ

かる。図C.2(b)に示すように不純物散乱による平均自由行程 ℓimp = 0.1、1、10 µmの時

の総走行距離 Lに対する
√

⟨l2 (L)⟩をプロットから、Lがある程度の長さ（数十 µm）に
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達すると、
√
⟨l2 (L)⟩が

√
Lに比例している。また、ℓimpが長いほど

√
⟨l2 (L)⟩が長くなっ

ていることから、ℓmeso（Dmeso）が大きくなることがわかる。実際に、図C.2(c)に示すよ

うに、各 ℓimpに対するMRAにおける平均自由行程 ℓmesoを計算した結果から、ℓimpが長

いほど ℓmeso（Dmeso）が大きくなることがわかる。

一方、図C.2(d)に式（5.4）と式（5.12）を用いて実験結果から見積もられるMRAにお

ける平均自由行程 ℓmesoのゲート電圧依存性を示す。Vg = 0.2 Vの時に ℓmeso = 0.089 µm

であり、Vg = 1.4 Vの時に ℓmeso = 0.139 µmとなっており、これらに対応する ℓimpはそ

れぞれ ℓimp = 0.34 µm、ℓimp = 0.75 µmとなる。chaos+impurityモデルによるフィッティ

ング解析では ℓimpがそれぞれ ℓimp = 0.67 µm、ℓimp = 0.89 µmとなることから、厳密に再

現してはいないがオーダーとしては同程度であるため、式（5.4）の仮定が大きく外れて

はいないと言える。
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図C.1: 電子の古典拡散のシミュレーションにおける初期位置とループ番号の定義。

90



付 録C 微細リング配列構造における古典項の解析

110-6
(a)

limp = 0.1 µm limp = 1 µm limp = 10 µm

20 µm 20 µm 20 µm

61 unit cell

P(r)

(b)

0.1

1

10

100

 (
µ

m
)

1 10 100 1000
L (µm)

limp (µm)

 0.1
 1
 10

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

l
m

es
o
 (

µ
m

)

0.1 1 10 100
limp (µm)

0.14

0.12

0.10

0.08
1.20.80.4

Vg (V)

(c) (d)

図C.2: (a) 総走行距離 L = 1000 µmにおける電子の拡散の様子。(b)
√
⟨l2 (L)⟩の

総走行距離 L依存性。黒点線は拡散運動の極限を表す。(c) MRAにおける平均自由
行程 ℓmesoの不純物散乱による平均自由行程 ℓimp依存性。(d) 実験結果から見積もら
れるMRAにおける平均自由行程 ℓmesoのゲート電圧依存性。
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[52] D. M. Zumbühl, J. B. Miller, C. M. Marcus, D. Goldhaber-Gordon, J. S. Harris,

K. Campman, and A. C. Gossard. Conductance fluctuations and partially broken

spin symmetries in quantum dots. Physical Review B, 72:081305.

[53] R. A. Jalabert, H. U. Baranger, and A. Douglas Stone. Conductance fluctuations in

the ballistic regime: A probe of quantum chaos? Physical Review Letters, 65:2442,

1990.

[54] H. U. Baranger, Rodolfo A. Jalabert, and A. Douglas Stone. Weak localization and

integrability in ballistic cavities. Physical Review Letters, 70:3876, 1993.

[55] I. L. Aleiner and A. I. Larkin. Divergence of classical trajectories and weak local-

ization. Physical Review B, 54:14423, 1996.

[56] Y. Takane and K. Nakamura. Semiclassical analysis of the ballistic weak localization

in chaotic billiards: Role of partially time-reversed pairs of paths. Journal of the

Physical Society of Japan, 66:2977, 1997.

[57] P. W. Brouwer and C. W. J. Beenakker. Voltage-probe and imaginary-potential

models for dephasing in a chaotic quantum dot. Physical Review B, 55:4695, 1997.

[58] Y. Takane and K. Nakamura. Influence of small-angle diffraction on the ballistic

conductance fluctuations in chaotic billiards. Journal of the Physical Society of

Japan, 67:397, 1998.

100



参考文献 　

[59] K. Richter and M. Sieber. Semiclassical theory of chaotic quantum transport. Phys-

ical Review Letters, 89:206801, 2002.

[60] G. M. Minkov, A. V. Germanenko, V. A. Larionova, S. A. Negashev, and I. V.

Gornyi. Analysis of negative magnetoresistance: Statistics of closed paths. I. Theory.

Physical Review B, 61:13164, 2000.

[61] T. Nambu, S. Kawaji, K. Kuboki, Kawaguchi Y., J. Yoshino, and H. Sakaki. Neg-

ative magnetoresistance and inelastic scattering time in two-dimensional electron

systems in GaAs/AlxGa1−xAs heterojunction interfaces. Journal of the Physical

Society of Japan, 53:682, 1984.

[62] M. I. Dyakonov. Magnetoconductance due to weak localization beyond the diffusion

approximation: The high-field limit. Solid State Communications, 92:711, 1994.

[63] M. M. Glazov and L. E. Golub. Nondiffusive weak localization in two-dimensional

systems with spin-orbit splitting of the spectrum. Semiconductors, 40:1209, 2006.

[64] W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, and B. P. Flannery. Numerical

Recipes in C++ : The Art of Scientific Computing. Cambridge University Press,

2002.

[65] B. L. Al’tshuier, A. G. Aronov, and B. Z. Spivak. The aaronov-bohm effect in

disordered conductors. JETP Letters, 33:94, 1981.

[66] H.-P. Wittmann and A. Schmid. Anomalous magnetoconductance beyond the dif-

fusion limit. Journal of Low Temperature Physics, 69:131, 1987.

[67] A. Zduniak, M. I. Dyakonov, and W. Knap. Universal behavior of magnetocon-

ductance due to weak localization in two dimensions. Physical Review B, 56:1996,

1997.
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