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概 要

本論文では、Nikaido(1956,57) において扱われた、古典的有限次元財空間経済モデルにお

ける競争均衡の存在定理を取り上げ、それらの内容を再考する。Nikaido(1956) では純粋交

換経済やレオンティエフ型世界経済における競争均衡の存在定理を、角谷の不動点定理から

導かれたゲール・二階堂の補題に基づいて証明した。この純粋交換経済では、各消費者は非

負象限を消費集合として持ってその初期保有点として全ての財を保有するという、また、レ

オンティエフ型世界経済では、各国が非負象限を消費集合として持って全ての財を生産でき

るという、かな強い条件が課されていた。その補足的な論文である Nikaido(1957) では、消

費集合はそのままにして、純粋交換経済では各消費者が初期保有点として一部の財のみ保有

して、全体では全ての財を保有するという、また、レオンティエフ型世界経済では、各国が

一部の財を生産でき、世界全体では全ての財を生産できるという、より一般的な状況におい

て競争均衡の存在定理を示した。そこでは、価格集合全体での需要対応のグラフが閉になる

とは限らないので、純粋交換経済では各消費者の所得が正になる、または、レオンティエフ

型世界経済では各国の所得が正になる価格集合を考えて、このような価格集合上に制限した

需要対応のグラフの閉凸包から、全価格集合上の新たな需考対応を構成して、Nikaido(1956)

の不動点を用いた議論を適用して、元経済の競争均衡の存在を示した。

This paper consides the equilibrium existence theorem obtained in Nikaido(1956) and its

supplementary Nikaido(1957). Nikaido(1956) established the existence of competitive equi-

librium in exchance economies and that in Leontief world economies based on Gale-Nikaido

lemma which is derived from Kakutani fixed point theorem. In the exchange economies, each

consumer is assumed to have all goods as his initial endowment, and in the Leontief world

economies, each country is assumed to produce all goods. Since these are strong conditions,

it is desirable to establish the existence of competitive equilibium in these ecnomies with a

weaker condition on initial endowment or production sets. This is indeed the purpose pf the

supplementary Nikaido(1957). In the pure exchange ecnomies, each consumer is assumed

to some of goods as his initial endowment and consumers are to have all of goods as their

aggregate initial endowment. In the Leontief world economies, each country is assumed to

produce some goods, but world economy as a whole can produce all goods. This weaker

condition prevents demand correspondences of consumers from upper semi-continuou over

entire price set. Since every demand correspondence is upper semi-continuou on the set of

prices where his income is positive or the country’s income is positive, the demand corre-

spondence drived from the closure of the demand correpondences restricted to thse sets is

upper semi-contuous, the fixed point argument of Nikaido(1956) still applies to this situation

and the existence of competitive equilibrium is established as well.



1 はじめに

本論文では、Nikaido(1956,57) において扱われた、古典的有限次元財空間経済モデルにお

ける競争均衡の存在定理を取り上げて、それらの内容を再考する。

まず、Nikaido(1956)では純粋交換経済やレオンティエフ型世界経済における競争均衡の存

在定理を、角谷の不動点定理から導かれたゲール・二階堂の補題に基づいて証明した。1 こ

の純粋交換経済では、どの消費者も非負象限を、その上で定義された連続準凹強単調効用関

数が存在する消費集合として持ち、その初期保有点として全ての財を保有するという、かな

り強い条件が課されていて、これらの条件の下で需要対応が凸値閉対応となって、ゲール・

二階堂の補題によりこの経済における競争均衡の存在が示されている。更に、生産性可能集

合に基づいた形で企業を導入した生産経済を考えて、供給対応が需要対応と同様の凸値閉対

応という性質を持つものとして抽象（生産）経済を定義すると、需要対応から供給対応を引

いて与えられる超過需要対応も需要対応と同じ凸値閉対応という性質を持つので、純粋交換

経済の時と同様にゲール・二階堂の補題が適用可能となって、この抽象生産経済に競争均衡

が存在する事が示せる。2 この結果を、生産性可能集合に基づいた形で生産を導入したレオ

ンティエフ世界経済モデルに適用して、この世界経済における自由貿易均衡としての競争均

衡が存在する事を示した。3 このレオンティエフ型世界経済では、生産性可能集合や選好関

係 (効用関数)を前提としていて、各国が非負象限を消費集合として持ち、更に各国は全ての

財を生産できるという、かな強い条件が課されていた。4 そして、このレオンティエフ型世

界経済モデルで利用した証明方法を少し変更すれば、McKenzie(1954) で示されたグレアム

型世界貿易モデルにもゲール・二階堂の補題が適用できる事を示して、McKenzie(1954)にお

いて示されたグレアム型世界貿易モデルの自由貿易均衡の存在定理に別証を与えている。な

お、McKenzie(1954)で扱われたグレアム型世界貿易モデルでは、線形生産構造とミル・ヴァ

イナー型需要関数の存在を前提としているが、レオンティエフ型世界貿易モデルは、生産性

可能集合や選好関係 (効用関数) を前提としていて、両者には微妙な差異がある。5

次に、Nikaido(1956) に補足的な論文 (1957) では、Nikaido(1956) における抽象（生産）

経済としてのレオンティエフ型世界貿易モデルにおける競争均衡の存在を、各国の消費集合

や効用関数はそのままにして、各国が一部の財は生産可能で全ての国全体では全ての財を生

産可能となるケースに拡張した。6 各国が全ての財を生産可能という条件は、証明を簡潔

1Nikaido(1956)ではゲール・二階堂の補題を角谷の不動点定理を用いて証明しているが、Gale(1955)では、
まず連続関数のケースをKKM補題を利用して示して、その後に、Kakutani（1941）においてブラウワーの不

動点定理を用いて角谷の不動点定理を証明する際に用いた単体分割による近似の議論を用いて、対応のケース

の証明を行っている。なお、Kuhn(1956a)では、ゲール・二階堂の補題を角谷の不動点定理より一般的なアイ
レンベルグ・モントゴメリーの不動点定理を利用して証明しているが、実際には、この Nikaido(1956)のよう

に角谷の不動点定理で十分なので、なぜ角谷の不動点定理ではなくてアイレンベルグ・モントゴメリーの不動

点定理を用いたのか、その理由は不明である。なお、Debreu(1956)では、ゲール・二階堂の補題を非負象限か
らアフィン部分空間でないような閉凸錐へ一般化したが、そこでも角谷の不動点定理が利用されている。ただ

し、Gale(1955),Kuhn(1956)，Debreu(1959) は参考文献に挙げられているが、Nikaido(1956) には触れられて
いない。Nikaido(1956)には ArrowからGale（1955）が同様の結果を得ているという事を聞いているので、な

ぜ Debreu(1956)で Nikaido(1956) には触れられていないのか不明である。
2純粋交換経済と同様という事より、実際には証明は行われていないが、本稿では以下で与えておく。
3Leontief（1932，QJE)
4ここでは全ての財が最終財として貿易されるとして非貿易財の存在を明示的には考えていないが、伝統的

な国際貿易論においてのように、労働や資本が非貿易財となっていても、消費面では余暇は消費には明示的に
は入らず、また、生産面では資本と労働は資源制約によって生産可能性集合を決める際に利用されて、ここで

は生産物の収入は全て資本と労働に帰するとしている。
5McKenzie(1954)モデルや Arrrow-Debreu(1954)モデルの同値性については Toda()参照。
6純粋交換経済では、消費集合は以前と同様に非負象限にして、各消費者が初期保有点として一部の財のみ
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にするという意味では有益であるが、経済的な仮定としてかなり厳しいものであり、各国が

一部の財は生産可能で世界全体では全ての財が生産可能という方向への拡張は望ましい。し

かしながらこの変更に伴って、生産可能な財の価格がゼロになるような価格では各国の所得

額より支出額が小さいような消費点が存在するという安価点条件を満たさななくなって需要

対応の閉性が成立しないかもしれず、そのために価格集合全体上での需要対応の閉性が成立

しなくなって Nikaido(1956) の証明を修正する必要が発生する。安価点条件が成立する集合

上では需要対応の閉性が成立し、全ての財の価格が正となる点では安価点条件が成立するの

で、安価点条件が成立する価格は価格集合の中で稠密である。そこでNikaido(1957)では、こ

の事を利用して、安価点条件が成立する価格上の需要対応を対応の閉性が維持されるように

価格集合全体へ拡張するという工夫を用いた。7 すると、このように修正された需要対応

は価格集合全体で閉性が成立するので Nikaido(1956) のレオンティエフ型世界貿易モデルに

おける競争均衡の存在を示した議論を適用して競争均衡の候補を見つける事が出来る。この

時にもしもある財の価格がゼロとすると、世界全体では全ての財が生産可能という事より、

どこかの国では安価点条件が成り立ってその国の需要対応は拡張する前の当初のものと同じ

になるが、すると需要条件と効用関数の強単調性により自由財条件が成立して、この財の価

格が正となり、全ての財の価格が正になる。すると、この価格の下では全ての国で安価点条

件が成立することになり、各国の需要対応は拡張する前の当初のものと同じになって、全て

の財の需給一致が成立し、各国で生産可能な財に関する条件をより一般化したレオンティエ

フ型世界貿易モデルにおける競争均衡の存在が成立する。ここでも用いられた需要対応の拡

張という手法は、これ以降の安井・二階堂 (1957-8)、二階堂 (1960)、そしてNikaido(1968)で

も用いられている。

なお、Nikaido(1956,57) では効用関数の強単調性によりどの財も消費者 (各国) にとって望

ましいとしていいるが、全てではなくて幾つかの財が望ましいという方向へ拡張することも

望ましいく、Arrow-Debreu(1954)では欲求される財と生産的な投入財という概念を用いてこ

の問題を扱っている。8 Nikaido(1957) ではそこまでの一般化は行っていないが、安井・二

階堂 (57-58)では、欲求される財と生産的な投入財があるケースのアロー・ドブリュー (1954)

の私的所有生産経済における競争均衡の存在定理、Nikaido(1957) で用いた需要対応の拡張

に基づいて示されている。Nikaido(1956、57)では生産可能性集合に基づく特殊な生産構造を

持った生産経済における競争均衡が扱われていたのであるが、安井・二階堂 (57-58)では標準

的なアロー・ドブリュー (1954) 型の私的所有生産経済が取り上げられている。まず、各消費

者に初期保有点より全ての数量が大きいような消費点が存在するアロー・ドブリュー (1954)

の第一定理を、需要対応の拡張を用いる事なく示し、その後で、Nikaido(1957)で行われた需

要対応の拡張を利用して、欲求された財や生産的投入財を用いたアロー・ドブリュー (1954)

の第 2 定理を示している。9

保有し、消費者全体では全ての財を保有するという事になる。
7この点については、Nikaido(1957)ではKuhn(1956b)による証明にヒントを得たと記されている。ただし、

実際には Debreu(1962) のように、安価点条件が成り立たない価格ではその需要集合としてその時の予算集合

を用いれば、このように修正された需要対応は安価点条件が成立する価格では当初の需要集合と同じであり、

しかも全価格集合上で閉対応となって、Nikaido（1957）で必要となる事がより容易に得られる。
8更には、初期保有点が消費集合に属さないという条件の下で競争均衡の存在が示される事がより望ましい

が、これはMoore(1975)やMcKenzie(1981)によって既約性 (Irreducibility)という条件の下で示されている。

これについては久保田（、）参照。
9安井・二階堂 (57-58)以降には、二階堂 (1960)とNikaido(1968)があり、これらで扱われている競争均衡の

存在問題について簡潔に触れておく。二階堂 (1960)では、安井・二階堂 (57-58)と同様にアロー・ドブリュー
型の私的所有生産経済を利用して、初期保有点よりも全ての財で数量が大きくなくてもある財では数量が大き

いような消費点の存在を前提にして、安井・二階堂 (57-58)での消費集合の下方有界性や閉凸性、選好の凸性
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2 純粋交換経済における競争均衡の存在

まずここで、Nikaido(1956) に沿って最初に純粋交換経済における競争均衡の存在が示す。

この経済に存在する財の数を lとして財空間を l次元ユークリッド空間Rlとする。10 価格は

p ∈ Rl+で表し、価格集合を l次元ユークリッド空間Rlの基本単体 Sl = {p ∈ Rl+ :
l�
i=1

pi = 1}

とする。11 この経済にはH人の消費者がおり、各消費者はその消費集合Xh(= Rl+)上で定

義される効用関数 Uhを持ち、また、ah ∈ Xh を初期保有点として所持しているとする。12

初期保有点や効用関数に関する仮定は以下である。

A.1 ah > 0, h = 1, · · · , H,

A.2 Uh はRl+ 上で準凹、強単調、そして、連続である, h = 1, · · · ,H。13

次にこの経済の競争均衡を定義する。(H + 1)個の組 [x1, · · · , xH , p](∈ RHl+ × (Rl+\{0}))は

以下の条件が満たされる時に競争均衡と呼ぶ：14

(α)
H�
h=1

xh = a(=
H�
h=1

ah)15

や局所非飽和性、欲求された財や生産的投入財の代わりに、非負象限としての消費集合や選好の強単調性を利

用して、競争均衡の存在証明を簡潔にしている。これは多くの非専門家にも競争均衡の存在問題を知ってもら
うテキストとして二階堂 (1960)を考えていたからであると思われる。一方 Nikaido(1968)では、再びアロー・

ドブリュー (1954)の私的所有生産経済における競争均衡の第 2定理に戻り、消費集合の下方有界性や閉凸性、
選好の凸性や局所非飽和性、欲求された財や生産的投入財を前提にして、競争均衡の存在を示している。これ

は Nikaido(1968)を多くの専門家に競争均衡の存在問題を説明する研究書としてのテキストとして考えていた

からであると思われる。なお、Nikaido(1968)では、二階堂 (1960)では扱われなかったそれ以降の競争均衡に
関する、一意性や安定性、凸総生産集合の下での競争均衡の存在、宇沢の同値定理、厚生経済学の基本定理、

更にはコアーの極限定理等の数々の重要な結果も紹介されている。安井・二階堂 (57-58) についても、二階堂

(1960) と Nikaido(1968)とともに、本稿に引き続く論稿で解説を加える予定である。
10通常のようにRlには、ベクトル演算、内積、大小関係、ユークリッド距離による位相等が与えられているとし

て、本稿の以下の部分でもこれを踏襲する。二つの点x, yをx = (x1, · · · , xl), y = (y1, · · · , yl)とする。その時にそ
れらのベクトル和やスカラー積はそれぞれx+y = (x1+y1, · · · , xl+yl)、αx = (αx1, · · · , αxl)とする。そして、そ

れらの大小関係は、x ≧ y ⇔ xi ≧ yi, i = 1, · · · l, x ≥ y ⇔ x ≧ y かつ x 	= y, x > y ⇔ xi > yi, i = 1, · · · , l とす

る。更に、それらの内積をx·y =
l�

i=1

xiyiとして、それらの距離を ||x−y|| = [(x−y·(x−y)]1/2 = (
l�

i=1

(xi−yi)
2)1/2

とする。また、Rl の非負領域を Rl+ = {x ∈ Rl : x ≧ 0}、正領域を Rl++ = {x ∈ Rl : x > 0}とする。

11また、正の価格集合を Sl++ = {p ∈ Rl++ :
l�
i=1

pi = 1}とする。これらも本稿の以下の部分で踏襲する。

12なお、Nikaido(1956)では l = k,H = m である。
13Uh の準凹性は {x ∈ Rl

+ : Uh(x) ≧ α} が ∀α ∈ R に対して凸となる事、また、Uh の強単調性は x ≥
y ⇒ Uh(x) > Uh(y) となる事である。e1 = (1, 0, · · · , 0) とする。x ≧ y とすると x + αe1 ≥ y, ∀α > 0 とな

るので Uh の強単調性より Uh(x + αe1) > Uh(y) となるが、x + αe1 → x(α → 0) なので Uh の連続性より

Uh(x + αe1)→ Uh(x)(α → 0) となり、Uh(x) ≧ Uh(y) となる。これより x ≧ y ⇒ Uh(x) ≧ Uh(y) となって
Uh の弱単調性も成立する。もちろん、x > y ⇒ x ≥ y ⇒ Uh(x) > Uh(y)となって Uh の単調性も成立する。
14Nikaido(1956) では feasible solution と呼ばれている。また、具体的な証明は行っていないが、Ar-

row(1951) との比較で、[x1, · · · , xH ] がパレート最適であればある p ≥ 0 が存在して Uh(xh) = max{Uh(x) :
p · x = p · xh, x ∈ Rl

+}となる事、一方、[x1, · · · , xH , p]が競争均衡であれば [x1, · · · , xH ]がパレート最適であ

る事に、触れている。Nikaido(1956, 2.5. p.138)。

15一般には自由財の可能性を認めて、
H�
h=1

xh ≦ a(=
H�
h=1

ah), pi > 0→
H�
h=1

xhi = ai とするのであるが、以下で

見るように、Uh の強単調性より p > 0となるので、ここでは
H�
h=1

xh = a(=
H�
h=1

ah)としている。
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(β) Uh(xh) = max{Uh(x) : p · x = p · ah, x ∈ Rl+}, h = 1, · · · , H.16

総初期保有点 aより全ての座標で大きい点 c(> a) を任意に一つ固定して、E = {x ∈ Rl+ :

x ≦ c}とする。すると、上記の条件 (β) が (α) の下では次の (β ′) と同値となる。

補題 1.1 A.1, A.2 と (α) の下では、(β) は次の (β ′) と同値となる。17

(β ′) Uh(xh) = max{Uh(x) : p · x = p · ah, x ∈ E}, x = 1, · · · , H.

証明. まず、xh が (β) を満たしているとすると、(α) より (0 ≦)xh ≦
H�
h′=1

xh
′

= a < cよ

り xh ∈ E となって (β ′) が成立する。次に、[x1, · · · , xH , p] が (α) と (β′) を満たしていると

する。∃i ∈ {1, · · · , l}に対して pi = 0 とすると、追加費用無しで第 i財の消費量をいくら

でも増やす事が出来るが、Uh の強単調性より第 i財の消費量を出来るだけ増やす事が望ま

しいので xhi = ci となって
H�
h=1

xhi = Hci > ci となり、(α) に矛盾する。これより、p > 0 で

ある。今、∃h ∈ {1, · · · , H}に対して xh が (β) を満たしておらず、∃zh ∈ Rl+\E に対して

Uh(zh) > Uh(xh), p ·zh = p ·ahとする。まず、zh 	= xhである。まず、zh ∈ Rl+\Eより zh ≥ 0

である。また、p, ah > 0と p ·xh = p ·ah > 0より xh, zh ≥ 0である。zhと xhを結ぶ線分でE

に属して zhに一番近い点をwhとすると、そのような点は確かに存在して、∃α′ ∈ (0, 1), wh =

α′zh + (1− α′)xh と表され、wh 	= xh, wh 	= zh である。18 この時 p · xh = p · zh = p · ah よ

り p · wh = p · (α′zh + (1− α′)xh) = α′p · zh + (1− α′)p · xh = p · ah となるので xh の定義よ

り Uh(xh) ≧ Uh(wh) である。(A.2) の Uh の強単調性によって xh ≥ 0 より Uh(xh) > Uh(0)

となる。また、β ∈ [0, 1] に対して Uh(βzh) を βの連続関数とみなすと、β = 0 の時に Uh(0)

で β = 1 の時にUh(zh)(> Uh(xh)) なので、連続関数の中間値定理より ∃β′ ∈ (0, 1) に対して

Uh(β ′zh) = Uh(xh)となる。zh ≥ 0とα′ ∈ (0, 1)よりα′β ′zh+(1−α′)xh ≤ α′zh+(1−α′)xh =

whとなるので、Uhの強単調性からUh(α′β ′zh + (1−α′)xh) < Uh(wh) となるが、Uhの準凹

性よりUh(α′β′zh + (1−α′)xh) ≧ min{Uh(β ′zh), Uh(xh)} = Uh(xh)なのでUh(wh) > Uh(xh)

となり、Uh(xh) ≧ Uh(wh) に矛盾が起こる。19 故に、このような zh は存在せず、xh が E

上で p · x = p · ah の制約で Uh(x) 最大にしていれば、xh はRl+ 上で p · x = p · ah の制約で

Uh(x) 最大にしている事になる。20
�

16予算制約は一般には p · x ≦ p · ah, x ∈ Rl+ であるが、もしも p · xh < p · ah とすると、（p · ah − p · xh > 0
の）余りの所得を追加的な財の購入に充てれば A.2 の Uh の強単調性より xh より望ましい消費点が購入可能

になって、xh の需要条件に矛盾が起こるので、ここでのように p · x = p · ah, x ∈ Rl
+ としておいてよい。ただ

し、以下の需要対応の閉性を示す際には、予算集合として p · x ≦ p · ah, x ∈ Rl
+ を用いる。

17Arrow-Debreu(1954) では、アロー・ドブリュー型の凸生産経済においてこの事を示している。Arrow-
Debreu(1954, 3.4.0-1, p,279)。
18α′ = sup{α ∈ [0, 1] : αzh + (1 − α)xh ∈ E}として α′ を定義すると、α = 0 の時に αzh + (1 − α)xh =

xh ∈ E となる事よりこの上限は存在するが、xh ≦
H�
h=1

xhi = a < c より、充分に小さい α′′(> 0) に対して

α′′zh + (1− α′′)xh ∈ E となるので α′ > 0である。また、1に十分に近い任意の α ∈ (0, 1)に対して E の閉性

より αzh+(1−α)xh /∈ E なので α′ ≦ α < 1である。上限の性質より ∃(αn) ⊂ [0, 1], αn → α′(n→ 0)となり、

αnzh + (1 − αn)xh(∈ E) → α′zh + (1 − α′)xh となるが、E は閉集合なので α′zh + (1 − α′)xh ∈ E となる。
また、上限の性質より (1 ≧)α > α′ → αzh + (1 − α)xh /∈ E なので、結局 zh と xh を結ぶ線分で E に属して

zh に一番近い点 wh は wh = α′zh + (1− α′)xh ∈ E となる。zh 	= xh と α′ ∈ (0, 1)より wh 	= xh, wh 	= zh で
ある。
19Nikaido(1956)の証明のこの部分では、∃δ > 0, δwh ∈ (β′zh, xh)となると述べているが、実際には δwh =

α′β′zh + (1− α′)xh となっている。
20もしも予算制約を p · x ≦ p · ah, x ∈ Rl

+ として与えて、p · zh ≦ p · ah と p · wh ≦ p · ah として議論を進め
ても、特にそれ以外に変更を加える事なく、これと同様の結果がそのまま成立する。なお、二階堂 (1960)から

は、この補題の証明に変更が加わっている。
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この補題より、消費者の消費集合をRl+ にした本来の経済の競争均衡の存在を示すには、

消費集合をEに制限した経済で競争均衡を見つければ良い事になる。以下では、消費集合を

Eに制限した時の消費者の需要対応と価格設定者の存在を前提にして、角谷不動点定理を利

用して消費集合をEに制限した経済で競争均衡を見つけだす。

そこでまず、このEに制限した経済において価格設定者が p ∈ Sl を設定した時の消費者

hの需要対応を、φh(p) = {x ∈ E : p · x = p · ah, p · x′ = p · ah → Uh(x) ≧ Uh(x′)} =

arg max{Uh(x) : p · x = p · ah, x ∈ E}と定義する。総需要対応を φ(p) =
H�
h=1

φh(p) = {
H�
h=1

xh :

xh ∈ φh(p), h = 1, · · · , H}と定義する。この時、φ(p) ⊂ Eとなるとは限らないが、もちろん、

φ(p) ⊂ Γ = {z : 0 ≦ z ≦ Hc}となる。もしも価格設定者が決めた価格 p ∈ Slの下でφ(p) ∋ a

となれば、xh ∈ φh(p), h = 1, · · · ,H,
H�
h=1

xh = aとすると補題 1.1 より [x1, · · · , xH , p] は競争

均衡となる。しかし通常価格設定者はこのように上手く価格を決められるとは限らないので、

そのような時に価格設定者がどのように価格を変更して新価格を決めるか考える必要がある。

xh ∈ E, h = 1, · · · , Hとして x =
H�
h=1

xh ∈ Γとする時に、x 	= aならば xの aからの乖離を小

さくすればいいので、そのためにここでは超過需要額 q ·(x−a), q ∈ Slを最大にするように新

しい価格 qを決めると考えて、新価格対応を θ(x) = {p ∈ Sl : p · (x−a) = max q · (x−a), q ∈

Sl}, x ∈ Γ として定義する。もしも ∃(p, x) ∈ Sl × Γ に対して x ∈ φ(p), p ∈ θ(x)、つま

り、(x, p) ∈ (φ(p) × θ(x)) となったとすると、x =
H�
h=1

xh, xh ∈ φh(p), h = 1, · · · , H とす

れば、定義より p · xh = p · ah, h = 1, · · · , H なので p · x = p · aであり、p ∈ θ(x) より

0 = p · (x− a) ≧ q · (x− a), q ∈ Sl なので、q = ei = (0, · · · , 0, 1(i), 0, · · · , 0), i = 1, · · · , lと

すれば、0 ≧ ei · (x − a) = xi − ai, i = 1, · · · , lとなって 0 ≧ (x − a) となる。21 p ∈ Sl と

0 ≧ xi − ai, i = 1, · · · , lによって 0 ≧ pi(xi − a), i = 1, · · · , lとなるが、0 = p · (x − a) なの

で pi(xi − a) = 0, i = 1, · · · , lとなる。そして、効用関数の強単調性のために需要条件より

p > 0なので、(xi− a) = 0, i = 1, · · · , lとなって (x− a) = 0となる。補題 1.1を考慮すれば、

これより [x1, · · · , xH , p] は競争均衡となる。22

今二つの対応 φと θの直積 φ× θ : Γ× Sl → Γ× Sl, (φ× θ)(x, p) = φ(p)× θ(x) を考える

と、上の議論よりこの対応 φ× θの不動点を見つけて (x, p) ∈ (φ× θ)(x, p) = (φ(p)× θ(x))

となれば、競争均衡を見つけた事になる。そして、対応 φ× θ : Γ× Sl → Γ× Slが角谷不動

点定理の条件を満たせば対応 φ× θに不動点が存在するので、Γ× Slが (非空) 凸コンパクト

で φ× θが凸値閉対応である事を示せばよい。23 Γ と Sl の凸コンパクト性からそれらの直

積集合Γ×Sは (非空) 凸コンパクトなので、φ× θが凸値閉対応である事さえを示せばよい。

そこでまず、φと θが各々凸値閉対応である事を示し、その後で φと θが凸値閉対応であれ

ば φ× θが凸値閉対応である事を示す。

θの方から先に考える。ワイエルシュトラスの最大最小定理によって Slのコンパクト性と

内積 ·の連続性より max{q · (x − a) : q ∈ Sl}には最大解が存在するので θ(x) 	= ∅である。

p, p′ ∈ θ(x), a ∈ (0, 1) とする。p · (x− a) ≧ q · (x− a), p′ · (x− a) ≧ q · (x− a), ∀q ∈ Sl なの

21予算制約を p · x ≦ p · ah, x ∈ Rl
+ として与えて、p · xh ≦ p · ah, h = 1, · · · , H としても p · x ≦ p · a

となるので、p ∈ θ(x) より 0 ≧ p · (x − a) ≧ q · (x − a), q ∈ Sl となり、q = ei, i = 1, · · · , l とすれば、

0 ≧ ei · (x− a) = xi − ai, i = 1, · · · , l となって、やはり 0 ≧ (x− a) となる。
22Uh の強単調性より p > 0であるが、この自由財排除の条件を利用せず、p ≥ 0のみしか得られず自由財の

存在を認めるような時には x− a ≦ 0 しか得られない。
23Nikaido(1956) では角谷定理の条件として閉対応でなく上半連続性としているが、実際には閉対応を利用

している。ここでのようにコンパクトな値域のケースでは、もちろん両者は同一である。
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で [ap+ (1− α)p′] · (x− a) = ap · (x− a) + (1− α)p′ · (x− a) ≧ aq · (x− a) + (1− α)q · (x−

a) = q · (x − a), ∀q ∈ Sl となって [ap + (1 − α)p′] ∈ θ(x) となり、θ(x) は凸である。次に、

xn ∈ Γ, n = 1, · · · , xn → x ∈ Γ(n→∞), pn ∈ θ(xn)(⊂ Sl), n = 1, · · · , pn → p ∈ Rl(n→∞)

とする。pn ∈ Slと Slの閉性より p ∈ Slである。任意に所与の q ∈ Slに対して pn ∈ θ(xn)よ

り pn · (xn − a) ≧ q · (xn − a) となり、内積 ·の連続性より p · (x− a) ≧ q · (x− a) となり、こ

れが任意の q ∈ Sl に対して成立するので p · (x − a) = max{q · (x− a) : q ∈ Sl}となる。こ

れより p ∈ θ(x) となって θは閉対応である。

次に φの方を考えるが、最初にその構成成分である φh を考える。Bh(p) = {x ∈ E :

p · x = p · ah}を消費者 hの予算集合とすれば φh(p) = arg max{Uh(x) : x ∈ Bh(p)}である。

ah ∈ Bh(p)よりBh(p) 	= ∅であり、また、内積の連続性と線形性とEの凸コンパクト性から

Bh(p) は凸コンパクトである。ワイエルシュトラスの最大最小定理によって Uh(·) の連続性

より max{Uh(x) : x ∈ Bh(p)}には解が存在して φh(p) 	= ∅である。x, x′ ∈ φh(p), a ∈ (0, 1)

とすると、Bh(p) の凸性より ax + (1 − α)x′ ∈ Bh(p) である。すると A.2 の Uh の準凹性よ

り、Uh(αx + (1 − α)x′) ≧ min[Uh(x), Uh(x′)] = Uh(x)(= Uh(x′)) ≧ Uh(z), ∀z ∈ Bh(p) な

ので αx + (1 − α)x′ ∈ φh(p) となり、φh(p) は凸である。次に、pn → p ∈ Sl(n → ∞), xn ∈

φh(pn), n = 1, · · · , xn → x ∈ Rl(n → ∞) とする。xn ∈ E, n = 1, · · · と E の閉性より

x ∈ E である。pn · xn = pn · ah, n = 1, · · · と内積 ·の連続性より p · x = p · ah となり、

x ∈ Bh(p) である。z ∈ Bh(p) に対して Uh(x) ≧ Uh(z) を示す。ah > 0 と p ≥ 0 より

p · z = p · ah > 0 なので充分に大きい n′に対して pn · ah > 0, pn · z > 0,∀n > n′である。そこ

で λn = pn · ah/max{pn · ah, pn · z},∀n > n′ とすると max{pn · ah, pn · z} ≧ pn · ah > 0 より

λn ∈ (0, 1] であり、p · z = p · ah なので数列の極限の性質より limn→∞ max{pn · ah, pn · z} =

max{limn→∞ p
n ·ah, limn→∞ p

n ·z} = max{p ·ah, p·z} = p·ahとなって、λn → 1(n→∞)とな

る。そこで、zn = λnz, ∀n > n′とするとE(∋ 0)の凸性より zn ∈ Eであり、λn → 1(n→∞)

より zn → z(n→∞) である。24

また、pn · zn = pn · λnz = λnpn · z ≦ λn max{pn · ah, pn · z} = pn · ah より zn ∈ B
h
(pn) =

{x ∈ E : p · x ≦ p · ah}, ∀n > nなので xn ∈ φh(pn)よりUh(xn) ≧ Uh(zn), ∀n > n′となる。25

すると、zn → z, xn → x(n → ∞) と Uh の連続性から Uh(x) ≧ Uh(z), ∀z ∈ Bh(p) となって

x ∈ φh(p)となり、φhは閉対応である。26 すると、φ(p) =
H�
h=1

φh(p)なので各φh(p)の非空凸

コンパクト性から φ(p)の非空凸コンパクト性も成立する。次に、pn → p ∈ Sl(n→∞), xn ∈

24これが Bh(·) の p における下半連続性であり、Nikaido(1957) 以降で ah に関する条件を ∃zh ∈ Xh, ah ≥
zh,∀z ∈ Xh, ah ≯ zh に弱めた時には一般には成立しなくなって、後に見るように、これを回避するため需要対
応の拡張という手法を用いる事になる。なお、Nikaido(1956)のこの部分では、z ∈ Bh(pn)に対して znとして z
からBh(pn)内への最短距離を満たす点として zn → z(n→∞)となるという事を述べているが、その証明は与
えられていない。ここでは、その議論を安井・二階堂 (1957-8)以降の著作で使われている、Arrow-Dereu(1954)
で用いられた手法と同様の議論に、置き換えた。なお、安井・二階堂 (1957-8)以降の著作ではなぜこのように

変更したのかという事について、説明は与えられていない。たぶん、直観的には最短距離の議論が成立しそう
なのであるが、その証明は Arrow-Dereu(1954)で用いられた手法に比べるとやや混み入った形になってしまう

からではないかと思われる。
25pn · zn ≦ pn ·ah であるが、pn · zn = pn ·ah とは限らないので、ここでだけ予算制約を p ·x = p ·ah, x ∈ Rl+

ではなくて p · x ≦ p · ah, x ∈ Rl
+ として与えて、zn ∈ B

h
(pn) = {x ∈ E : p · x ≦ p · ah}としているが、Uh

の強単調性より φh(pn) = argmax{Uh(x) : x ∈ B
h
(pn)}でもあるので、xn ∈ φh(pn) と zn ∈ B

h
(pn) より

Uh(xn) ≧ Uh(zn)となる。
26ここでは、ah > 0と p ≥ 0より p · z = p ·ah > 0として φh(·)の pにおける閉性を示した訳であるが、この

事を示すのに実際に用いたのは p ·ah > 0という事なので、ここでの議論より、p ·ah > 0であれば φh(·)の pに
おける閉性が成立する。なお、付録２では、この結果のGale(1955)による証明を与える。そこでは x /∈ φh(p)
として矛盾を導いて結果を示している。
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φ(pn), n = 1, · · · , xn → x ∈ Rl(n → ∞) とする。xn ∈ Γ, n = 1, · · · と Γ の閉性から x ∈ Γ

である。各 n = 1, 2, · · · において xn ∈ φ(pn) =
H�
h=1

φh(p) より xn =
H�
h=1

xhn, xhn ∈ φh(ph) ⊂

E,h = 1 · · · , Hとなるが、Eのコンパクト性から各 (xhn)∞n=1 には収束部分列 (xhnq)∞q=1 が存

在してxhnq → xh ∈ E(q →∞), h = 1 · · · ,Hとなり、xnq =
H�
h=1

xhnq →
H�
h=1

xh(q →∞)となっ

て極限の一意性から x =
H�
h=1

xh となる。すると、pnq → p ∈ Sl(n → ∞), xhnq ∈ φh(pnq),∈

xhnq → xh ∈ E(q → ∞), h = 1 · · · ,H となるが、φh の閉性から xh ∈ φh(p), h = 1 · · · , Hと

なって x =
H�
h=1

xh ∈
H�
h=1

φh(p) = φ(p) となり、φは閉対応である。27

すると、φ(p)と θ(x)の非空凸値性から [φ×θ](x, p) = φ(p)×θ(x) ⊂ Γ×Slは非空凸値であ

る。また、(xn, pn) ∈ Γ× Sl, (xn, pn) → (x, p) ∈ Γ× Sl(n→∞), (zn, qn) ∈ (φ× θ)(xn, pn) =

φ(pn)×θ(xn), n = 1, · · · , (zn, qn) → (z, q)(n→∞)とするとΓ×Slの閉性より (z, q) ∈ Γ×Sl

であるが、pn → p, zn → z, zn ∈ φ(pn), xn → x, qn → q, qn ∈ θ(xn) なので φと θの閉性から

z ∈ φ(p), q ∈ θ(x) となって (z, q) ∈ φ(p)× θ(x) = (φ× θ)(x, p) となり、φ× θは閉対応であ

る。28 これより、Γ×Slや φ× θは角谷不動点定理の条件を満たすので φ× θには不動点が

存在して、この純粋交換経済には競争均衡が存在する。29 以上より以下の結果が得られる。

定理 1.1 A.1とA.2を満たす交換経済には競争均衡 [x1, · · · , xH , p]が存在する。この時 p > 0

である。

なお、Λ = {x ∈ Rl : −Hc ≦ x ≦ Hc}, f(p) = φ(p) − a, p ∈ Sl とすると f(p) ⊂ Λ, p ∈ Sl

となって f : Sl → Λ は非空凸値閉対応で z ∈ f(p), p ∈ Sl に対して p · z = 0 となるので、こ

こでの角谷不動点定理を用いた議論より、∃p ∈ Sl が存在して z ≦ 0, ∃z ∈ f(p) となる。30

この議論が次のゲール・二階堂の補題と呼ばれる結果である。31

命題 1.1 Λ(⊂ Rl) を非空凸コンパクト集合として、対応 f : Sl → Λ が非空凸値閉対応で

z ∈ f(p) に対して p · z ≦ 0 とすると、∃p ∈ Sl, f(p) ∩ −(Rl+) 	= ∅となる。

3 レオンチェフ型世界貿易モデルにおける競争均衡の存在

次に、生産可能性集合によって特徴付けられる生産経済における競争均衡の存在を示し、

それを各国が効用関数を持っているようなレオンチェフ型世界貿易モデル (1933) に適用し

27これより二つのコンパクトな値域を持つ (凸値) 閉対応のベクトル和対応も (凸値) 閉対応になるが、この
議論を繰り返せば、有限個のコンパクトな値域を持つ (凸値)閉対応のベクトル和対応も (凸値)閉対応になる。
28これより二つのコンパクトな値域を持つ (凸値)閉対応の直積対応も (凸値)閉対応になり、この議論を繰り

返せば、有限個のコンパクトな値域を持つ (凸値)閉対応の直積対応も (凸値)閉対応になる。
29この φ× θ に不動点が存在して 0 ≧ (x− a), ∃x ∈ φ(p)となる部分を以下の命題 1.1において再度取り上げ

て、ゲール・二階堂の補題として定式化しておく。
30なお、既に触れておいたように、z ∈ f(p), p ∈ Sl に対して p · z ≦ 0としてもこの結果は成立するが、定理

1．1 のように、p > 0となるとは限らないので z = 0となるとは限らない。
31この結果はNikaido(1956)とGale(1955)で独立に証明されている。Nikaido(1956)ではここで見たように角

谷不動点定理を利用しているが、Gale(1955)ではKKM補題、ブラウワー不動点定理、そして重心分割を利用し

ている。付録２で、このGale(1955)によるゲール・二階堂補題の別証を与える。なお、この結果はDebreu(1956)
で更に Rl+ から原点を頂点とする閉凸錐へ拡張されたが、その証明でもここでの Nikaido(1956) の証明方法と

同様に角谷の不動点定理を用いている。ただし、Debreu(1956)では Nikaido(1956)には全く触れていない。な
お、ここでのNikaido(1956)の証明方法はDebreu(1959)にゲール・二階堂の補題の証明として採用されたもの

と同様である。
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て、その経済における競争均衡の存在を示す。ミル-ヴァイナー-グレアム型世界貿易モデル

では各国がミル-ヴァイナー型の需要関数を持つ事を前提にしているが、このレオンチェフ型

世界貿易モデルでは各国が効用関数を持っているとしている。

最初に、需要対応 φ : Sl → Γ と供給対応 ϕ : Sl → Λ が与えられている抽象 (生産) 経

済を考える。Γ,Λ(⊂ Rl+) は各々非空凸コンパクトで φと ϕは非空凸値閉対応する。また、

p ∈ Sl, x ∈ φ(p), y ∈ ϕ(p) ならば p · x = p · y として、消費部門の所得が生産部門の生産

所得になっているとする。32 ここでは ϕ(p) ⊂ Rl+ としていて最終財のみが生産されてお

り、生産のみに使われる産出物である中間財はないとする。更に自由財排除の仮定として、

pi = 0 ならば xi > yi, x ∈ φ(p), y ∈ ϕ(p) として、価格がゼロになっている財には超過需要

が発生するとする。33 前節の純粋交換経済モデルはこの生産経済モデルにおいてϕ(p) = a

∀q ∈ Sl,Λ = {a}とした特殊例である。

この生産経済の価格調節関数 θ : Γ×Λ → Slを (x, y) ∈ Γ×Λ → θ(x, y) = {p ∈ Sl : p · (x−

y) = maxq∈Sl q·(x−y)}によって定義する。ワイエルシュトラスの最大最小定理、Slのコンパク

ト性、そして、内積 ·の連続性よりmax{q ·(x−y) : q ∈ Sl}には最大解が存在して θ(x, y) 	= ∅

である。p, p′ ∈ θ(x, y), a ∈ (0, 1)とする。p ·(x−y) ≧ q ·(x−y), p′ ·(x−y) ≧ q ·(x−y), ∀q ∈ Sl

なので [ap+(1−α)p′]·(x−y) = ap·(x−y)+(1−α)p′ ·(x−y) ≧ aq ·(x−y)+(1−α)q ·(x−y) =

q · (x − y), ∀q ∈ Sl となって [ap + (1 − α)p′] ∈ θ(x, y) となり、θ(x, y) は凸である。次に、

(xn, yn) ∈ Γ × Λ, n = 1, · · · , (xn, yn) → (x, y) ∈ Γ × Λ(n → ∞), pn ∈ θ(xn, yn), n =

1, · · · , pn → p ∈ Rl(n→∞) とすると pn ∈ Sl, n = 1, · · · ,と Slの閉性より p ∈ Sである。任

意に所与の q ∈ Sl に対して pn ∈ θ(xn, yn) より pn · (xn − yn) ≧ q · (xn − yn) となり、内積 ·

の連続性より p · (x− y) ≧ q · (x− y) となるが、これが任意の q ∈ Slに対して成立するので

p · (x− y) = max{q · (x− y) : q ∈ Sl}となり、p ∈ θ(x, y) となって θは閉対応である。

ここで直積写像φ×ϕ×θ : Γ×Λ×Sl → Γ×Λ×Sl, (φ×ϕ×θ)(x, y, p) = φ(p)×ϕ(p)×θ(x, y)を

考えると、各写像の非空凸値閉性からこの直積写像φ×ϕ×θの非空凸値閉性が成立する。34 す

ると角谷の不動点定理より不動点 (x∗, y∗, p∗)が存在して (x∗, y∗, p∗) ∈ (φ×ϕ×θ)(x∗, y∗, p∗) =

φ(p∗)×ϕ(p∗)×θ(x∗, y∗)となり、x∗ ∈ φ(p∗), y∗ ∈ ϕ(p∗), p∗ ∈ θ(x∗, y∗)となる。p∗ ·x∗ = p∗ ·y∗

なので q = ei, i = 1, · · · , lとすると、0 = p∗ · (x∗ − y∗) ≧ ei · (x∗ − y∗) = x∗i − y
∗

i , i = 1, · · · , l

となって 0 ≧ x∗− y∗となる。35 そして、p∗i = 0 とすると自由財排除の仮定より x∗i > y∗i と

なって 0 ≧ x∗i − y
∗

i に矛盾するので p∗ > 0 となる。すると、p∗ · (x∗ − y∗) = 0 と 0 ≧ x∗ − y∗

より x∗ − y∗ = 0,つまり x∗ = y∗となって需給が一致して (φ(p∗) ∩ ϕ(p∗)) 	= ∅となる。これ

より、以下の抽象生産経済における競争均衡の存在命題が得られた。

命題 2.1 需要対応 φ : Sl → Γ と供給対応 ϕ : Sl → Λ が与えられている抽象 (生産) 経

済において、Γ,Λ(⊂ Rl+) は各々非空凸コンパクトで φと ϕは非空凸値閉対応とし、

p ∈ Sl, x ∈ φ(p), y ∈ ϕ(p)ならばp·x = p·yで、pi = 0ならばxi > yi, x ∈ φ(p), y ∈ ϕ(p)

となるとすると、ある p∗(∈ Sl) > 0 が存在して (φ(p∗) ∩ ϕ(p∗)) 	= ∅となる。

以上の抽象生産経済の一例としてレオンチェフ型世界貿易モデルを考えて、この抽象生産

経済の均衡存在命題をそのモデルに適用する。この世界経済では l個の財が存在してこれらは

32p ∈ Sl, x ∈ φ(p), y ∈ ϕ(p)に対して p · x = p · y としているが、p · x ≦ p · y とする場合には以下の部分では

x∗ ≦ y∗ となるだけで、x∗ = y∗ となるとは限らない。
33境界条件と呼ばれる事も多い。
34これについては脚注 ()ですでに述べた。
35x∗ ∈ φ(p∗), y∗ ∈ ϕ(p∗), p∗ ∈ θ(x∗, y∗) となるが、p∗ · x∗ ≦ p∗ · y∗ とするケースでも、q = ei, i = 1, · · · , l

とするば、0 ≧ p∗ · (x∗ − y∗) ≧ ei · (x∗ − y∗) = x∗i − y∗i , i = 1, · · · , l となって 0 ≧ x∗ − y∗ となる。
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最終財として貿易されてるが、中間財としては貿易されないとし、価格集合を Slとする。36

この世界経済にはm個の国があり、各国はそれ自身の技術と有限の本源的生産要素の利用に

より産出可能となる最終財の生産可能性集合を Λh(⊂ Rl+) とする。ここでは、他国で生産さ

れた財を輸入して中間財として生産工程に投入する事は出来ないとしている。Λ =
H�
h=1

Λhを

総世界生産集合とする。各国は l個の財最終財に関する社会的効用関数 Uh : Rl+ → Rを持

ち、この Uh はA.2 を満たして準凹連続強単調的とする。37 この世界経済では各国に存在

する本源的生産要素だけが非貿易財となり、これはその国の効用関数の中へは明示的に入れ

ていない。Λh については以下を仮定する。

A.1′ 各 h = 1, · · · ,Hについて Λh は非空凸コンパクトで (Λh ∩Rl++) 	= ∅である。38

この世界経済の競争均衡、つまり自由貿易均衡を定義する。以下の条件が満たされる時に

(2H + 1) 個の組 [x1, · · · , xH , y1, · · · , yH , p](∈ R2Hl+ × (Rl+\{0})) を競争均衡 (自由貿易均衡)

と呼ぶ：39

(a)
H�
h=1

xh =
H�
h=1

yh

(b) Uh(xh) = max{Uh(x) : p · x = p · yh, x ∈ Rl+}, h = 1, · · · , H.40

(c) p · yh = max{p · z : z ∈ Λh}, h = 1, · · · , H.

ここで h国の所得関数 Ih : Sl → R+ を Ih(p) = max{p · z : z ∈ Λh}とすると、内積の

連続性と Λh のコンパクト性から Ih は Sl 上で連続である。41 また、(Λh ∩ Rl++) 	= ∅より

yh ∈ (Λh ∩ Rl++) とすれば Ih(p) ≧ p · yh > 0 となるので ∀p ∈ Sl, Ih(p) > 0 である。

前節の純粋交換経済のケースの補題 1.1 と同様に、この経済の競争均衡を見つけるには、

経済を充分に大きな範囲に制限すればよい。具体的には、Λ =
H�
h=1

Λh を総世界生産集合と

すると、各 Λh が非空凸コンパクトなので Λ も同じ性質を持って上に有界である。そこで、

36労働や資本などの本源的生産要素は国際間を移動出来ない非貿易財であるが、これら l 個の最終財は全て

国際貿易されて最終財には非貿易は存在しない。
37ここでのレオンチェフ型世界貿易モデルでは、このように各国が効用関数を持っているとしていて、これ

がミル-ヴァイナー-グレアム型世界貿易モデルにおいて各国がミル-ヴァイナー型の需要関数を持つという事と

の差異である。
38Nikaido(1956) では (Λh ∩ Rl

++) 	= ∅という条件は明示的に述べていないが、この条件があれば各国の需

要関数が閉対応になるので、ここでは明示的に述べておいた。なお、リカード型生産可能性集合はこの Λh の
具体的な例の一つである。
39Nikaido(1956)では feasible solution と呼ばれている。
40予算制約は p · x ≦ p · yh, x ∈ Rl

+ であるが、Uh の強単調性よりここでも p · x = p · yh, x ∈ Rl+ としておい

てよい。需要対応の閉性を示す際に p · x ≦ p · yh, x ∈ Rl
+ の予算制約を用いる。

41今 pn ∈ Sl, n = 1, · · · , pn → p(∈ Sl)(n → ∞) とする。まず、内積の連続性と Λh のコンパクト性から

Ih(pn) = pn · zn : ∃zn ∈ Λh, n = 1, · · · , Ih(p) = p · z : ∃z ∈ Λh となるが、コーシー・シュワルツの不等式より

(0 ≦)Ih(pn) = pn ·zn ≦ ||pn||||zn||なので、ΛhとSlのコンパクト性から右辺は有界であり、故に、(Ih(pn))∞n=1
は有界数列である。すると、Ih(pn)→ Ih(p)は (Ih(pn))∞n=1 の任意の収束部分列 (Ih(pnq))∞q=1 の極限が Ih(p)

である事を示せばよい。そこで Ih(pnq)→ α(q →∞) とする。Ih(pnq) = pnq · znq : ∃znq ∈ Λh, q = 1, · · · , で
あるが、Λh のコンパクト性から (znq)∞q=1 には収束部分列が存在するが、それに応じて Ih(pnq) = pnq · znq の

更なる部分列を取ってもその極限は αなので、znq → z′(∈ Λh)(q →∞)として pnq · znq → p · z′ = αとして良

い。今 z ∈ Λh を任意に固定すると Ih(pnq) = pnq · znq ≧ pnq · z なので q →∞とした極限では p · z′ = α ≧ p · z
となって、α = p · z′ = max{p · z : z ∈ Λh} = Ih(p)となり、故に、Ih(pn)→ Ih(p)(n→∞)となって Ih(·)は
Sl 上で連続である。
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c(∈ Rl++) を c > y,∀y ∈ Λとなるように選んで、各国の消費集合をE = {x ∈ Rl+ : x ≦ c}に

制限し、更に、世界経済全体での消費集合を Γ = {x ∈ Rl+ : x ≦ Hc}に制限すればよい。す

ると、

補題 2.1 (a) と (c) の下では、(b) は次の (b′) と同値となる。42

(b′) Uh(xh) = max{Uh(x) : p · x = p · yh, x ∈ E}, x = 1, · · · , H.

証明. まず、xhが (b)を満たしているとすると、(a)より (0 ≦)xh ≦
H�
h′=1

xh
′

=
H�
h=1

yh = y < c

より xh ∈ Eとなって (b′) が成立する。次に、[x1, · · · , xH , y1, · · · , yH , p] が (a), (b′), (c) を満

たしているとする。∃i ∈ {1, · · · , l}に対して pi = 0 とすると、追加費用無しで第 i財の消費

量をいくらでも増やす事が出来て、しかもそのような消費点はUhの強単調性より元の点 xh

よりも望ましく、故に、xhi = ciとなって、
H�
h=1

xhi = Hci ≧ ci >
H�
h=1

yh = yとなり、(a)に矛盾

する。これより p > 0である。今、∃h ∈ {1, · · · , H}に対して xhが (b′)を満たしているが (b)

は満たしておらず、∃zh ∈ Rl+\Eに対して Uh(zh) > Uh(xh), p · zh = Ih(p) とする。zh 	= xh

である。また、p · yh = Ih(p) > 0より p ·xh = p · zh = Ih(p) > 0なので xh, zh ≥ 0である。zh

と xh を結ぶ線分でEに属して zhに一番近い点をwhとすると、そのような点は確かに存在

して、∃α′ ∈ (0, 1), wh = α′zh + (1− α′)xh と表され、wh 	= xh, wh 	= zh である。43 この時

p·xh = p·zh = Ih(p)よりp·wh = p·(α′zh+(1−α′)xh) = α′p·zh+(1−α′)p·xh = Ih(p)となる

ので xhの定義より Uh(xh) ≧ Uh(wh) である。Uh の強単調性と xh ≥ 0 より Uh(xh) > Uh(0)

となる。β ∈ [0, 1] に対して Uh(βzh) を β の連続関数とみなすと、β = 0 の時に Uh(0) で

β = 1 の時に Uh(zh)(> Uh(xh)) なので、連続関数の中間値定理より ∃β ′ ∈ (0, 1) に対して

Uh(β ′zh) = Uh(xh)となる。zh ≥ 0とα′ ∈ (0, 1)よりα′β ′zh+(1−α′)xh ≤ α′zh+(1−α′)xh =

whとなるので、Uhの強単調性からUh(α′β ′zh + (1−α′)xh) < Uh(wh) となるが、Uhの準凹

性よりUh(α′β′zh + (1−α′)xh) ≧ min{Uh(β ′zh), Uh(xh)} = Uh(xh)なのでUh(wh) > Uh(xh)

となり、(b′) ぶよる Uh(xh) ≧ Uh(wh) に矛盾する。故に、このような zh は存在せず、xh が

E上で p · x = Ih(p) の制約でUh(x) 最大にしていれば、xhはRl+上で p · x = Ih(p) の制約で

Uh(x) を最大にしている事になる。 �

これより、各国の消費集合をE = {x ∈ Rl+ : x ≦ c}に制限し、更に、世界経済全体での消費

集合をΓ = {x ∈ Rl+ : x ≦ Hc}に制限した経済において、競争均衡を見つければよい。そこで

この制限された世界経済における各国の需要対応 φh : Sl → Eと供給対応ϕh : Sl → Λhをそ

れそれ、φh(p) = {x ∈ E : p ·x = Ih(p), p ·x′ = Ih(p) → Uh(x) ≧ Uh(x′)} = arg max{Uh(x) :

p · x = Ih(p), x ∈ E}, h = 1, · · · , H と ϕh(p) = {yh ∈ Λh : p · yh = Ih(p)}, h = 1, · · · , H,

とによって定義する。44 そして、これらを各々総和して世界総需要対応 φ : Sl → Γ と世

42Arrow-Debreu(1954,p,)参照。
43α′ = sup{α ∈ [0, 1] : αzh+(1−α)xh ∈ E}としてα′を定義すると、α = 0の時にαzh+(1−α)xh = xh ∈ E

となる事よりこの上限は存在するが、(c)より ∃y ∈ Γ, xh ≦
H�
h=1

xhi =
H�
h=1

yhi < cなので、充分に小さい α′′(> 0)

に対して α′′zh+(1−α′′)xh ∈ E となり、α′ > 0である。また、1に十分に近い適当な α ∈ (0, 1)に対してE の

閉性より αzh + (1− α)xh /∈ E なので α′ ≦ α < 1 である。上限の性質より ∃(αn) ⊂ [0, 1], αn → α′(n→ 0)と
なり、αnzh+ (1−αn)xh(∈ E)→ α′zh+(1−α′)xh となるが、E は閉集合なので α′zh+(1−α′)xh ∈ E とな

る。また、上限の性質より (1 ≧)α > α′ → αzh+(1−α)xh /∈ E なので、結局 zh と xh を結ぶ線分でE に属し
て zh に一番近い点 wh は wh = α′zh + (1− α′)xh ∈ E となる。zh 	= xh と α′ ∈ (0, 1)より wh 	= xh, wh 	= zh

である。

44Uh(·)の強単調性より、φh(p) の定義において p · x ≦ Ih(p)としておいてもよい。
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界総供給対応 ϕ : Sl → Λ を φ(p) =
H�
h=1

φh(p), ϕ(p) =
H�
h=1

ϕh(p) によって定義する。この時、

p · x =
H�
h=1

Ih(p)(= I(p)) = p · y, ∀x ∈ φ(p), y ∈ ϕ(p), ∀p ∈ Sl である。45 そして、これらの

φやϕが抽象生産経済における φやϕの性質を満たせば、∃p ∈ Sl, (φ(p)∩ ϕ(p)) 	= ∅となる

ので、ここでの φやϕがこれらの性質を満たす事を示せばよい。そこでまず、各 φhやϕhが

これらの性質を満たす事を示す。

まず、供給対応 ϕh が非空凸値閉対応である事から始める。ϕh(p) 	= ∅は内積 ·の連続性

と Sl のコンパクト性より成立する。ϕh(p) の凸値性は内積 ·の線形性と Λh の凸性より成立

する。ϕh(p) の閉性は所得 (利潤) 関数 Ih(·) の連続性と Λh と Sl のコンパクト性より成立す

る。実際、pn → p ∈ Sl, yn ∈ ϕh(pn), yn → yとすると、Λh の閉性より y ∈ Λh であるが、

内積 ·の連続性より pn · yn = Ih(pn) → p · yとなり、Ih(·) の連続性より Ih(pn) → Ih(p) と

なるので、極限の一意性から Ih(p) = p · yとなって y ∈ ϕh(p) となり、ϕh は閉となる。す

ると、前節の純粋交換経済のケースの最後の部分で φh : Sl → Γh が非空凸値閉対応の時に

φ =
H�
h=1

φh : Sl → Γ が非空凸値閉対応になったのと同様にして、ϕ : Sl → Λ も非空凸値閉対

応になる。46

次に、需要対応 φhが非空凸値閉対応である事を示す。Bh(p) = {x ∈ E : p · x = Ih(p)}を

第 h国の予算集合とすればφh(p) = arg max{Uh(x) : x ∈ Bh(p)}であるが、∃y ∈ Λh, Ih(p) =

p · y(> 0), y ≧ 0 より y ∈ Bh(p) なので Bh(p) 	= ∅であり、また、E のコンパクト性よ

り Bh(p) もコンパクトなので、ワイエルシュトラスの最大最小定理によって Uh(·) の連続

性より max{Uh(x) : x ∈ Bh(p)}には解が存在して φh(p) 	= ∅である。内積 ·の線形性と

E の凸性から Bh(p) は凸である。47 x, x′ ∈ φh(p), a ∈ (0, 1) とすると Uh の準凹性より、

Uh(αx + (1 − α)x′) ≧ max[Uh(x), Uh(x′)] = Uh(x)(= Uh(x′)) ≧ Uh(z), ∀z ∈ Bh(p) なの

で αx + (1 − α)x′ ∈ φh(p) となり、φh(p) は凸である。次に、pn → p ∈ Sl(n → ∞), xn ∈

φh(pn), n = 1, · · · , xn ∈ E, n = 1, · · · , xn → x(n→∞)とするとEの閉性よりx ∈ Eであり、

pn·xn = Ih(pn), n = 1, · · ·なのでIh(·)と内積 ·の連続性よりp·x = Ih(p)となってx ∈ Bh(p)で

ある。z ∈ Bh(p)に対してUh(x) ≧ Uh(z)を示す。Ih(p) > 0とIh(·)の連続性より充分に大きい

n′に対してpn·xn = Ih(pn) > 0, ∀n > n′となる。そこでλn = Ih(pn)/max{Ih(pn), pn·z}, ∀n >

n′ とすると max{Ih(pn), pn · z} ≧ Ih(pn) > 0 より λn ∈ (0, 1] であり、p · z = Ih(p) なので

数列の極限の性質より limn→∞ max{Ih(pn), pn · z} = max{limn→∞ I
h(pn), limn→∞ p

n · z} =

max{Ih(p), p · z} = Ih(p) となって λn → 1(n → ∞) となる。そこで、zn = λnz, ∀n > n′

とすると E(∋ 0) の凸性より zn ∈ E であり、zn → z(∈ E)(n → ∞) である。48 また、

45φh(p)の定義において p ·x ≦ Ih(p)として時には p ·x ≦ p · y =
H�
h=1

Ih(p), ∀x ∈ φ(p), y ∈ ϕ(p),∀p ∈ Sl と

なる。また、y ∈ ϕ(p)とすると y =
H�
h=1

yh, yh ∈ ϕ(p)となるので p·y = p·
H�
h=1

yh =
H�
h=1

p·yh =
H�
h=1

Ih(p)(= I(p))

となり、y′ ∈ Λとすると y′ =
H�
h=1

yh′, yh′ ∈ Λh より p · y =
H�
h=1

Ih(p) ≧
H�
h=1

p · yh′ = p ·
H�
h=1

yh′ = p · y′ となるの

で I(p) = max{p · y : y ∈ Λ}であり、ϕ(p) = argmax{y ∈ Λ : p · y = I(p)}である。
46脚注 21)。
47実際、x, x′ ∈ E でE は凸なので [ax+(1−α)x′] ∈ E であり、また、p · [ax+(1−α)x′] = ap ·x+(1−α)x′ =

aIh(p) + (1− α)Ih(p) = Ih(p)なので ax+ (1− α)x′ ∈ Bh(p)であり、Bh(p)は凸である。
48図 1-2と脚注 ()参照。脚注 ()で述べたように、これがBh(·)の pにおける下半連続性であり、Nikaido(1956)

のこの部分では明示的に述べていないが、Ih(p) > 0, ∀p ∈ Sl が必要なので、本稿では、(Λh ∩Rl
++) 	= ∅より

yh ∈ (Λh ∩Rl
++) として Ih(p) ≧ p · yh > 0を保証している。
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pn · zn = pn · λnz = λnpn · z ≦ λn max{Ih(pn), pn · z} = Ih(pn) となり、B
h
(pn) = {x ∈

E : p · x ≦ Ih(p)}とすると zn ∈ B
h
(pn), ∀n > n′ となるが、(A-2) の選好の強単調性より

φh(p) = arg max{Uh(x) : x ∈ B
h
(p)}なので xn ∈ φh(pn) より Uh(xn) ≧ Uh(zn),∀n > n′ と

なる。49 すると、zn → z, xn → x(n → ∞) と Uh の連続性から Uh(x) ≧ Uh(z) となって

x ∈ φh(p) となり、φh は閉対応である。50 故に、ϕと同様に、φ =
H�
h=1

φh : Sl → Γ も非空凸

値閉対応となる。

最後に、pi = 0 とすると Uh の強単調性より φhi (p) = ci となるが、ci の定義より φi(p) =
H�
h=1

φhi (p) = Hci ≧ ci > ϕi(p) =
H�
h=1

ϕhi (p) となって自由財排除条件も成立する。故に、この

世界経済における ϕと φは抽象生産経済の ϕと φの条件を満たすのでその帰結より ∃p ∈

Sl, (φ(p)∩ϕ(p)) 	= ∅となり、更に自由財排除条件より p > 0である。そして、この競争均衡

は cによる制限がない元の経済における競争均衡でもあるので、以下が証明された事になる。

定理 2.1 A.1′ とA.2 を満たすレオンティエフ型世界経済には、p > 0 となる貿易均衡 (競争

均衡)[x1, · · · , xH , y1, · · · , yH , p] が存在する。

Nikaido(1956) では、McKenzie(1954) によるグレアム (Graham) 型世界経済モデルにおけ

る自由貿易均衡の存在定理に、命題 1.1 のゲール・二階堂の補題に基づく別証を与えてい

て、ここでもその事を取り上げる。最初に、McKenzie(1954) によるグレアム (Graham) 型

世界経済モデルをここでの議論に対応した形で簡潔に紹介する。h国の技術はリカード型

線形生産構造になっていて、第 i財の労働投入係数を ahi (> 0) ∀i = 1, · · · , l, h = 1, · · · ,H

として h国の技術行列を Ah =




ah1 0 · · · · · · 0

0 ah2 · · ·
...

...
. . .

...
... · · ·

. . . 0

0 · · · · · · 0 ahl




、h国の労働利用可能量 (所与)

を lh(> 0) とすると、h国の生産集合 Λh(⊂ Rl+) は Λh = {x ∈ Rl+ : Ahx ≦ lh}となる。

ahi が正、Ah が非負行列、そして lh が正で所与である事よりこの Λh は非空凸コンパクトで

(Λh ∩ Rl++) 	= ∅であり、この Λh は上で扱ったレオンティエフ型世界経済の Λh の例の一つ

である。すると、h国の所得関数 Ih : Sl → R+ を Ih(p) = max{p · z : z ∈ Λh}とすると、

レオンティエフ型世界経済の時と同様にして、Sl 上で連続である。(Λh ∩ Rl++) 	= ∅より

∃ε > 0, Ih(p) ≧ ε∀p ∈ Slである。51 また、Λ =
H�
h=1

Λhを世界生産集合とすると各Λhが有界

なので、∃c(∈ Rl++), c > y, ∀y ∈ Λと出来る。ϕh : Sl → Λhをϕh(p) = {y ∈ Λh : p ·y = Ih(p)}

として h国の供給対応とすれば、この Λh をレオンティエフ型世界経済の Λh とみなす事で、

同様にしてϕhは非空凸値閉対応であり、ϕ : Sl → Λをϕ(p) =
H�
h=1

ϕh(p)として世界供給対応

49Bh(p) = {x ∈ E : p · x = Ih(p)} を第 h 国の予算集合とすれば定義より φh(p) = argmax{Uh(x) :

x ∈ Bh(p)} であるが、B
h
(p) = {x ∈ E : p · x ≦ Ih(p)} とすると (A-2) の選好の強単調性より φh(p) =

argmax{Uh(x) : x ∈ B
h
(p)}となるので、ここではこの事を明示的に利用した。

50ここでは、(Λh ∩ Rl
++) 	= ∅より Ih(p) > 0, ∀p ∈ Sl として Sl 上での φh の閉対応性を示したが、たとえ

Ih(p) > 0,∀p ∈ Sl となっていなくても、ここでの議論より Ih(p) > 0となる p ∈ Sl においてこの φh の閉対応

性が成立する。そして、この事は次節で議論する Nikaido(1957) において利用されている。
51�yh ∈ (Λh∩Rl

++)とすると内積 ·の連続性とワイエルシュトラス定理よりmin{p·�yh : p ∈ Sl} = q ·�yh, ∃q ∈ Sl

となるが、�yh > 0, q ≥ 0より q · �yh > 0なので ε(> 0) = q · �yh とすれば ε ≦ p · �yh ≦ Ih(p) ∀p ∈ Sl となる。
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とすれば ϕも非空凸値閉対応である。世界所得関数 I : Sl → R+ を I(p) =
H�
h=1

Ih(p) とする

と、I(p) =
H�
h=1

Ih(p) =
H�
h=1

p · ϕh(p) = p ·
H�
h=1

ϕh(p) = p · ϕ(p) である。

一方、h国の需要関数はミル-ヴァイナー型となっていて、bhi (> 0), i = 1, · · · , l, h = 1, · · · ,H

は支出性向で
l�
i=1

bhi = 1として、h国の(一価)需要関数φh : Sl++ → Rl+はφhi (p) = bhi I
h(p)/pi, i =

1, · · · , lで与えられる。52 Ih(·) の連続性より φhは Slの内部 Sl++ 上で連続であるが、Slの

境界 ∂Sl 上の pに対しても pi > 0 であれば Ih(·) の連続性より φhi (·) も pにおいて連続であ

る。ただし、Sl の境界 ∂Sl 上の pに対しては pi > 0 であれば Ih(p) が pについて上に有界

である事から φhi (p) = bhi I
h(p)/pi < +∞となって φhi (p) を有限の大きさとして定義出来る

が、pi = 0 となっている iに対しては、Ih(p) が pについて一様に ε(> 0) 以上である事か

ら φhi (p) = bhi I
h(p)/pi = +∞となって φhi (p) を有限の大きさとして定義することが出来ず、

Sl の境界 ∂Sl 上では φh に対して通常の意味での連続性を考える事が出来ない。この点を

回避するために、McKenzie(1954) では、φhi (p) = bhi I
h(p)/pi > cとなる p(∈ Sl, pi > 0) は

均衡価格になりえない事を考慮して、Sl++ 上の pや Sl の境界 ∂Sl 上の pで pi > 0 となる

iに対しては φhi (p) の値を c以下に制限して 	φhi (p) = min{bhi I
h(p)/pi, c}, i = 1, · · · , lとし、

Sl の境界 ∂Sl 上の pで pi = 0 となる iに対しては 	φhi (p) の値を cとする事によって新しい

需要関数 	φh : Sl → Rl+ を定義すると、	φh は Sl 上で連続になる。実際、φhi を一つ取り上

げ、pn(∈ Sl) → p(∈ Sl)(n → ∞) とすると、pi > 0 か pi = 0 となるが、pi > 0 とすると

pni > 0, n = 1, · · · ,となるので Ih(·) の pにおける連続性より φhi (·) も pにおいて連続であり、
	φhi (p) = min{φhi (p), c} = min{limn→∞ φ

h
i (p

n), c} = limn→∞ min{φhi (p
n), c} = limn→∞

	φhi (pn)

となって 	φhi (·) の pにおける連続性が成立する。次に pi = 0 とすると、充分に先のある nか

ら pni = 0 → pi = 0 かまたは ∃p
nq
i > 0, q = 1, · · · , p

nq
i → pi = 0(q → ∞) となるが、後者で

は nq として p
nq
i > 0なる全てを取り出しておいて pni = 0∀n 	= nq, q = 1, · · · ,としておく。前

者では定義より 	φhi (pn) = c→ 	φhi (p) = c(n→∞) となる。また、後者では充分に大きい qに

対して p
nq
i が十分に小さくなるので bhi I

h(pnq)/p
nq
i ≧ bhi ε/p

nq
i > cとなって 	φhi (pnq) = cとな

り、また ∀n 	= nq に対して pni = 0 より 	φhi (pn) = cなので、いずれにしても充分に大きい n

に対して 	φhi (pn) = cであり、	φhi (pn) = c→ 	φhi (p) = c(n→∞) となる。どちらのケースでも
	φhi (pn) = c → 	φhi (p) = c(n → ∞) となる。故に、	φhi (·) は任意の p ∈ Sl における連続性が成

立するが、i = 1, · · · , lは任意に取り上げていたので、結局 	φh は Sl 上で連続である。53

今、h国の消費集合をE = {x ∈ Rl+ : x ≦ c}に制限すると 	φh(Sl) ⊂ Eとなって 	φh : Sl → E

となる。この時、pi > 0 とすると pi	φhi (p) ≦ pi min{bhi I
h(p)/pi, c} ≦ pib

h
i I
h(p)/pi = bhi I

h(p)

であり、また、pi = 0 とすると (0 ≦)pi	φhi (p) ≦ pic = 0 より pi	φhi (p) = 0 なので、p · 	φh(p) =
l�
i=1

pi	φhi (p) =
�
pi>0

pi	φhi (p) ≦
�
pi>0

biI
h(p) = Ih(p)

�
pi>0

bi ≦ Ih(p)
l�
i=1

bi = Ih(p)である。更に、世界

経済全体での消費集合を Γ = {x ∈ Rl+ : x ≦ Hc}に制限して 	φ : Sl → Γ を 	φ(p) =
H�
h=1

	φh(p)

とすると Sl 上で連続であり、p · 	φ(p) = p ·
H�
h=1

	φh(p) =
H�
h=1

p · 	φh(p) ≦
H�
h=1

Ih(p) = I(p) で

52通常は支出性向 bi(> 0), i = 1, · · · , l を各国に共通とするが、ここではNikaido(1956、p.144)の脚注に従っ
て各国の支出性向が国ごとに異なってもよいとした。
53	φh は Sl 上の連続関数なので凸値閉対応の特殊ケースである。
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ある。この時、pi = 0 ならば 	φhi (p) = cより 	φi(p) =
H�
h=1

	φhi (p) = Hc > yi, ∀y ∈ ϕ(p) と

なり、自由財排除仮定が成立する。すると、世界総需要関数 	φ : Sl → Γ と世界総供給対応

ϕ : Sl → Λはそれぞれ凸値閉対応であり、p · 	φ(p) ≦ I(p),∀p ∈ Slと自由財排除仮定が成立す

るので、抽象生産経済における競争均衡の存在条件が全て満たされて、∃p ∈ Sl, 	φ(p) ∈ ϕ(p)

となる。更に、自由財排除仮定が成立しているので p > 0 であり、ϕi(p) < c, i = 1, · · · , l

より 	φi(p) < c, i = 1, · · · , lなので (0 ≦)	φhi (p) ≦
H�
k=1

	φki (p) = 	φi(p) < c, h = 1, · · · , H と

なって 	φhi (p) = φhi (p) = bhi I
h(p)/pi, i = 1, · · · , lとなる。xhi = bhi I

h(p)/pi, i = 1, · · · , l, h =

1, · · · , H、yh ∈ ϕh(p), h = 1, · · · ,Hで
H�
h=1

xh =
H�
h=1

yh ∈
H�
h=1

ϕh(p) となるように選べば、この

[x1, · · · , xH , y1, · · · , yH , p]はMcKenzie(1954)によるグレアム (Graham)型世界経済モデルに

おける競争均衡 (自由貿易均衡)である。したがって、上記の抽象生産経済における競争均衡

の存在定理より以下の結果が示された事になる。54

定理 2.2 McKenzie(1954) によるグレアム型世界経済モデルには、p > 0 となる自由貿易均

衡 (競争均衡)[x1, · · · , xH , y1, · · · , yH , p] が存在する。

以上で Nikaido(1956) の主内容を見てきたが、その最終節で更なる一般化について議論し

ている。まず、レオンティエフ世界経済モデルにおける効用関数は自国の消費点にしか依存

させていないが、他国の消費点にも依存する形にしても、角谷の不動点定理を適用する写

像を適宜修正すれば、競争均衡の存在が問題なく示せるという事を述べている。この問題は

McKenzie(1955)において取り扱われていて、実際Nikaido(1957)の参考文献に挙げられてい

る。また、レオンティエフ世界経済モデルの生産集合では、最終財のみを産出する事を考え

ているが、消費財としては使われない中間財の投入を考慮してレオンティエフ世界経済モデ

ルを拡張する事を述べている。これについては、各国の生産集合として、投入を負値、産出

を生値として扱うアロード・ブリュー・ヒックス型の生産集合を用いればよく、以降の安井・

二階堂 (1957)、二階堂 (1960)、Nikaido（1968）で扱うのはこのアロード・ブリュー・ヒック

ス型の私的所有経済のみである。

ただし、純粋交換経済では各個人が全ての財の数量が正となっている初期保有点を保有し、

また、レオンティエフ世界経済モデルでは、各国が常に全ての財を生産できるとしていて、

このような純粋交換経済にしてもレオンティエフ世界経済モデルにしても、これによってど

のような価格でも正の所得があるので需要対応の (価格集合上での) 閉性が成立するが、こ

の点を緩めたらどうなるのかという点については Nikaido(1956) の更なる一般化に関する最

終節では触れていない。この問題については、アロー・ドブリュー (1954)は望ましい財と生

産的要素を利用して分析し、その後アロー・ハーン (1971)ではこれらをより一般化した資源

関連性を利用して分析し、また、マッケンジー (1959) では既約性を使用して分析している。

この問題についての二階堂による分析が次節で扱う Nikaido(1957) で、以降の安井・二階堂

(1957)、二階堂 (1960)、Nikaido（1968）でも用いられている。

54McKenzie(1954)での証明の概略は以下である。まず、p ∈ Sl に対して 	φ(p)を対応させ、次に原点 0から

この 	φ(p)までの直線の点で Λ の境界上にある点を h(	φ(p))とし、更に、この点で Λ と直交する点の部分集合

を Sl に制限した集合を g(h(	φ(p))) = (g ◦ h ◦ 	φ)(p)として、対応 (g ◦ h ◦ 	φ) : Sl → Sl を構成する。そして、こ

れが非空凸値閉対応である事を示して角谷の不動点定理を適用すると、不動点 p ∈ (g ◦ h ◦ 	φ)(p)が均衡価格で

ある事を示している。
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他には、Nikaido(1956) の参考文献の中に forthcoming(Journal of mathematical Society

of Japan) として“On a certain coincidence problem”が挙げられているが、実はこれには

Nikaido(1956)やGale（1955）のゲール・二階堂の補題を無限次元財空間で考察したものが含

まれていて、Debreu(1954) は 1970～80 年代に無限次元財空間経済モデルが話題となった時

にも先駆的論文として言及される事が多いが、この Nikaido の論文は近年になるまで全く言

及される事のない論文である。55 この論文は 1959年に大阪大学社会経済研究所のDPとし

て発表され、Journal of mathematical Society of Japan には 1960 年に発表されて、Nikaido

（1968）の参考文献にも挙げられている。

4 Nikaido(1957)

本論文はNikaido(1956)への補論的なものである。Nikaido(1956)の純粋交換経済では、各

消費者の初期保有点に関して全ての財を保有するという、また、その抽象生産経済 (レオン

ティエフ型世界経済モデル) では、各国が全ての財を生産可能という、かなり厳しい条件を

課していた。それを Nikaido(1957) において、純粋交換経済では、各消費者の初期保有点に

関して全ての財ではなくてある財を保有し、消費者全体の総初期保有点に関して全ての財を

保有するという、また、抽象生産経済 (レオンティエフ型世界経済モデル)では各国が少なく

とも 1 つの財を生産して世界全体では全ての財を生産可能という、より緩やかな条件へ変更

して、純粋交換経済や抽象生産経済 (レオンティエフ型世界経済モデル) における競争均衡

の存在を確立した。ただし、これらの変更は、より現実的な条件として望ましいものである

が、この変更に伴って価格集合全体上での需要対応の閉性が成立しなくなるために、前節ま

でで解説してきたNikaido(1956)の証明に修正を施す事が必要となる。そこでNikaido(1957)

では、この問題を解決するために、所得が正になるような価格の集合上では需要対応の閉性

が成立するので、そのような集合が価格集合の中で稠密である事を利用して、閉性が維持さ

れるようにこの需要対応を価格集合全体へ拡張するという工夫を用いた。56 以降の安井・

二階堂 (1957-8)、二階堂 (1960)、そして Nikaido(1968) でもこの手法が用いられている。57

ここでは、この議論を抽象生産経済 (レオンティエフ型世界経済モデル) において考える。
58 A.1′ における Λh に関する条件を以下の A.1′′ に変更して、各国の生産集合 Λh には半正

な点が存在して (Λh ∩Rl+\{0}) 	= ∅であり、更に、総世界生産集合Λには正な点が存在して

Λ(=
H�
h=1

Λh) ∩Rl++) 	= ∅とする。59

A.1′′ 各 h = 1, · · · , H について Λh は非空凸コンパクトで (Λh ∩ Rl+\{0}) 	= ∅であり、

Λ(=
H�
h=1

Λh) ∩ Rl++) 	= ∅である。

55このあたりの事情については、久保田 (2006) を参照。Urai(,) が詳細に分析を行っている。次節の最後の
部分でもこれに関連した議論をしている。
56所得が正になる価格集合上では需要対応の閉性が成立する事については脚注 (19、37)で触れた。また、こ

の拡張については、Nikaido(1957)では Kuhn(1956) による証明にヒントを得たと記されている。
57これらについても引き続き別稿で解説を行う予定である。
58Nikaido(1957)では、純粋交換経済はレオンティエフ型世界経済モデルの一例となっている事から、レオン

ティエフ型世界経済モデルのみを取り上げている。
59この事は、純粋交換経済では各消費者が初期保有点として少なくとも 1つの財を持ち、消費者全体では初

期保有点として全ての財を持っている事になる。アロー・ドブリュー・ヒックス型生産経済を用いる、後の安
井・二階堂 (1957-8)、二階堂 (1960)や Nikaido(1968)では、初期保有点についてこの条件を仮定していて、別

稿としての続編の安井・二階堂 (1957-8)の解説の際にも初期保有点についてこの条件を利用する。
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Slh = {p ∈ Sl : Ih(p) > 0}とすると、A.1′′の最初の部分の (Λh∩Rl+\{0}) 	= ∅よりp ∈ Sl++
に対して Ih(p) > 0となるのでSl++( 	= ∅) ⊂ Slhとなる。φhをSlhに制限した対応をφh|Sl

h
とし

て、φ
h

: Sl → E(⊂ Rl+) を φ
h
(p) = {x ∈ E : (p, x) ∈ clSl×E(gr(φh|Sl

h
))}として定義する。つ

まり、gr(φh|Sl
h
)(⊂ Slh×E)を Sl ×Eの部分集合とみなして Sl×Eにおけるその閉包を新し

い対応 φ
h

: Sl → Eのグラフと考える。すると、φ
h
は Sl ×Eにおいて閉グラフを持つので、

閉対応の性質より φ
h

: Sl → Eは閉対応となる。60 そして、x ∈ φ
h
(p) とすると閉包の定義

より ∃(pn, xn) ∈ gr(φh|Sl
h
)(i.e., pn ∈ Slh, x

n ∈ φh(pn)) n = 1, 2, · · · , (pn, xn) → (p, x)(n→∞)

となって pn · xn → p · x(n→∞) となるが、Ih(·) の Sl 上での連続性と pn · xn = Ih(pn) より

p · x = Ih(p) となり、p ∈ Sl において p · x = Ih(p) ∀x ∈ φ
h
(p) となる。また、gr(φh|Sl

h
) ⊂

clSl×E(gr(φh|Sl
h
))より p ∈ Slhに対して φh(p) ⊂ φ

h
(p)となるが、x ∈ φ

h
(p)とすると、閉包の

定義より∃(pn, xn) ∈ gr(φh|Sl
h
)(i.e., pn ∈ Slh, x

n ∈ φh(pn)), n = 1, 2, · · · , (pn, xn) → (p, x)とな

り、p ∈ Slhより Ih(p) > 0となっていてφhは pにおいて (Sl上で)閉なのでx ∈ φh(p)となり、

φ
h
(p) ⊂ φh(p)となって φ

h
(p) = φh(p)となる。61 すると、p ∈ Slhに対しては φ

h
(p) = φh(p)

なので、φ
h
は φh|Sl

h
の Sl上への拡張である。 ただし、φh(p) は凸 ∀p ∈ Slhであるが、φ

h
(p)

は凸 ∀p ∈ Slとは限らないので、更に新しい対応 �φh : Sl → Eを �φh(p) = conv(φ
h
(p))∀p ∈ Sl

として定義すると、凸集合に関するカラテオドリー定理より �φh : Sl → E は凸値閉対応と

なり、また、p ∈ Sl において p · x = Ih(p) ∀x ∈ �φh(p) となる。62 もちろん、p ∈ Slh では

φ
h
(p) = φh(p) で φh(p) は凸なので �φh(p) = φh(p) であり、p · x = Ih(p) > 0 ∀x ∈ �φh(p) で

ある。

ここで、総需要対応 �φ : Sl → Γ を �φ(p) =
H�
h=1

�φh(p) によって定義すると �φは Sl 上の非空

60ここでは Nikado(1957) にしたがって φh|Sl
h
のグラフ gr(φh|Sl

h
) の閉包 clSl×E(gr(φ

h|Sl
h
)) に基づいて、

Ih(p) = 0となる p ∈ Sl\Slh に対して φ
h
(p)を定義した。後のDebreu(1962)では、φh(p) ⊂ Bh(p), p ∈ Sl より

gr(φh|Sl
h
) ⊂ gr(Bh)なので clSl×E(gr(φ

h|Sl
h
)) ⊂ gr(Bh)となり、φ

h
(p) ⊂ Bh(p) p ∈ Sl となる事を考慮して、

p ∈ Slh に対して φ
h
(p) = φh(p)、p ∈ Sl\Slh に対して φ

h
(p) = Bh(p)として、φh|Sl

h
の拡張 φ

h
を定義した。こ

の場合はBh の凸値閉対応性から p ∈ Sl\Slh でも φ
h
は閉で φ

h
(p)が凸なので、φ

h
から更に �φh まで拡張する必

要はない。このDebreu(1963)による φh|Sl
h
の拡張 φ

h
と同様のものがMcKenzie（1981）でも用いられている。

なお、Majumdar(2007)では、この Debreu(1962)による拡張を Nikaido(1957)の需要対応の拡張としている。
61φh の p における (Sl 上での)閉性については、脚注 (37) 参照。

62pn → p, xn ∈ �φh(xn), xn → x とする。カラテオドリー定理より xn =
l+1�
i=1

λni x
in, xin ∈ φ

h
(pn), λni ≧ 0, i =

1, · · · , l + 1,
l+1�
i=1

λni = 1, 更となるが、(xin)∞n=1 ⊂ E, (λni )
∞

n=1 ⊂ [0, 1], i = 1, · · · , l + 1 なので E と [0, 1] の

コンパクト性よりは xinq → xi ∈ E(q → ∞), λni → λi ∈ [0, 1](q → ∞), i = 1, · · · , l + 1,
l+1�
i=1

λi = 1 となっ

て、
l+1�
i=1

λ
nq
i xinq →

l+1�
i=1

λix
i となり、xnq → x より x =

l+1�
i=1

λix
i となる。そして、pnq → p(q → ∞), xinq ∈

φ
h
(pnq), xinq → xi, i = 1, · · · , l + 1 となって φ

h
の閉性より xi ∈ φ

h
(p), i = 1, · · · , l + 1 となるので、x =

l+1�
i=1

λix
i ∈ conv(φ

h
(p)) = �φh(p)となり、�φhは pで閉である。また、x ∈ �φh(p)であれば、カラテオドリー定理よ

り x =
l+1�
i=1

λixi, xi ∈ φ
h
(p), λi ≧ 0, i = 1, · · · , l+ 1,

l+1�
i=1

λi = 1,更となるが、p · xi = Ih(p), i = 1, · · · , l+ 1なの

で p · x =
l+1�
i=1

λip · xi =
l+1�
i=1

λiI
h(p) = Ih(p)となる。に新しい対応 �φh : Sl → E を �φh(p) = conv(φ

h
(p))∀p ∈ Sl

として定義すると、凸集合に関するカラテオドリー定理より �φh : Sl → E は凸値閉対応となり、また、p ∈ Sl

において p · x = Ih(p) ∀x ∈ �φh(p)となる。
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凸値閉対応となり、p ∈ Sl において I(p)(=
H�
h=1

Ih(p)) = p · x ∀x ∈ �φ(p) である。63 各国

の供給対応 ϕh : Sl → Λh は Λh の非空凸コンパク性より依然として非空凸値閉対応であり、

p ∈ Sl において Ih(p) = p · yh ≧ 0 ∀x ∈ ϕh(p) で、p ∈ Slh においては Ih(p) = p · yh > 0

∀x ∈ ϕh(p) である。そして、総供給対応 ϕ : Sl → Γ を φ(p) =
H�
h=1

φh(p) によって定義す

ると φは �φと同様に非空凸値閉対応であり、A.1′′ の後半部分より p ∈ Sl において I(p) =
H�
h=1

Ih(p) = p · y > 0 ∀y ∈ ϕ(p) である。64 今 p ∈ Sl で pi = 0 とすると、A.1′′ の後半部

分からの I(p) =
H�
h=1

Ih(p) = p · y > 0 より ∃k, Ik(p) > 0 となって p ∈ Slk となる。すると、

�φk(p) = φk(p)となってUhの強単調性より φki (p) = ciとなるが、�φhi (p) ≧ 0 ∀h = 1, · · · , Hと

ci の定義より �φi(p) =
H�
h=1

�φhi (p) ≧ φki (p) = ci > ϕi(p) =
H�
h=1

ϕhi (p) となって、�φと ϕに対して

自由財排除条件も成立せる。65 故に、この世界経済におけるϕと �φは抽象生産経済のϕと

φの条件を満たすのでその帰結より ∃p ∈ Sl, (�φ(p)∩ ϕ(p)) 	= ∅となり、更に自由財排除条件

より p > 0 である。すると、A.1′′の前半部分から Ih(p) > 0 ∀h = 1, · · · , Hとなって p ∈ Slh

∀h = 1, · · · , H となり、�φhi (p) = φh(p) ∀h = 1, · · · , H となって、φ(p) =
H�
h=1

φhi (p) とすれば

(φ(p) ∩ ϕ(p)) 	= ∅となる。66 すると補題 2.1 より、この競争均衡は cによる制限がない元

の経済における競争均衡なので、以下が証明された事になる。

定理 3.1 A.1′′ と A.2 を満たすレオンティエフ世界経済モデルには、自由貿易均衡 (競争均

衡)[x1, · · · , xH , y1, · · · , yH , p] が存在し、この時 p > 0 である。

以上がNikaido(1956)の結果を補完するNikaido(1957)の議論である。Arrow-Debreu(1954)

においてアロー・ドブリュー・ヒックス型の私的所有経済の枠組みの中で、A2.1′′ は各消費

者がその初期保有点に生産的な財を十分に多く保有しているという条件として利用されてお

り、その第 2 定理においてこの条件の下で競争均衡の存在が示されている。そして、安井・

二階堂 (1956-7) や Nikaido(1968) においても、このアロー・ドブリューによる第 2 定理を、

本節で用いた需要対応の閉拡張という手法を用いて示している。67 なお、A2.1′′は Arrow-

63脚注 (21)で述べたように、�φh の (Sl 上の)非空凸値閉対応によって �φ の (Sl 上の)非空凸値閉対応も成立
する。
64脚注 () 参照。また、I(p) = max{p · y : y ∈ Λ}なので (Λ ∩Rl++) 	= ∅より I(p) > 0, p ∈ Sl である。
65Debreu(1962)による φh|Sl

h
の拡張 φ

h
を利用すると、�φh(p)まで拡張する必要はなく φ

h
までで良いが、や

はり、∃k, Ik(p) > 0 となって p ∈ Slk となる事には変わりがないために φ
k
(p) = φk(p)となり、Uh の強単調性

より φki (p) = ci となるので、0 ≦ φ
h

i (p)(⊂ Bh(p)) ∀h = 1, · · · , H と ci の定義よりやはり φi(p) =
H�
h=1

φ
h

i (p) ≧

φki (p) = ci > ϕi(p) =
H�
h=1

ϕhi (p) となって、Debreu(1962) による φh|Sl
h
の拡張 φ

h
を利用しても φ と ϕ に対し

て自由財排除条件も成立し、以下で �φh の代わりに φ
h
を用いても定理 3.1 が証明される。

66ここで見つけた (�φ(p) ∩ ϕ(p)) 	= ∅となる p ∈ Sl が、自由財排除条件より p > 0 となるので p ∈ Slh と

なって �φh(p) = φh(p) となり、p において用いるのが拡張した �φh ではなくて当初の需要対応 φh となる。こ
れが、φh それ自身ではなくて φh を Slh に制限した対応を φh|Sl

h
を拡張して新しい需要対応を用いた理由であ

る。もしも φh|Sl
h
の拡張でなくて φh それ自身の拡張では p > 0 でも φ

h
(p) = φh(p)とならない可能性があり、

(�φ(p) ∩ ϕ(p)) 	= ∅ でも (φ(p) ∩ ϕ(p)) = ∅となる可能性がある。
67本稿の続編では安井・二階堂 (1956-7) による、アロー・ドブリューによる第 2定理の証明を取り上げる。
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Hahn(1971) では資源関連性 (Resource Relatedness)という条件に、McKenzie(1959,81) では

既約性 (Irreducibility) という条件に一般化されている。

ところで、Nikaido(1957) の参考文献の中に“On the existence of competitive equilibrium

for infinitely many commodities”(Dept of Econ, Stanford University) が挙げられているが、

これはNikaido(1956)やGale（1955）のゲール・二階堂の補題を無限次元財空間で考察したも

ので、その修正版が“Existence of competitive equilibrium based on Walras law”として 1957

年に大阪大学社会経済研究所の DPとして発表されている。ただし、どちらも雑誌には掲載

されていない。どちらも無限次元ノルム空間上でゲール・二階堂の補題の証明を行っている

が、前者では、有界数列の集合である l∞のような正象限が非空な内部を持つケースで議論を

進め、後者では、２乗総和可能数列の集合である l2のような正象限が非空な内部を持たない

ケースに拡張して議論を進めている。この後者の正象限が非空な内部を持たないケースの取

り扱い方は、1980年代のMas-Colell(1986)等で取り上げられたプロパーネス条件を彷彿させ

る。Debreu(1954) は厚生経済学の基本定理を無限次元財空間で扱ったもので、1970～80 年

代に無限次元財空間経済モデルが話題となった時にも先駆的論文として言及される事が多い

が、Debreu(1954)はそのような無限次元財空間を持った経済の競争均衡の存在には全く触れ

ていない。一方、これらのNikaidoの論文はNikaido(1956)の参考文献にあった、より一般的

な“On a certain coincidence problems”(1960) Journal of mathematical Society of Japan と

共に、無限次元財空間でのゲール・二階堂の補題を扱っているので、Debreu(1954)よりも無

限次元財空間経済モデルにおける競争均衡の存在問題により近づいているという意味で、先

駆的で重要な論文である事には違いはない。しかし、無限次元財空間経済モデルに関する文

献で近年になるまで全く参照されていないというのは、甚だ残念である。68

5 終わりに

以上でNikaido(1956)とそれに補完的なNikaido(1957)の解説を終える。そこで扱われた生

産経済では、生産可能性集合が生産集合となっている特殊な生産構造を持ったレオンティエ

フ型世界経済であるが、Gale(1955)では、有限個の企業が凸生産集合を持つようなアロー・ド

ブリュー・ヒックス型の私的所有生産経済における競争均衡の存在定理である、A.1に基づく

Arrow-Debreu(1954)の定理１の証明を、Nikaido(1956)とは独立に示したゲール・二階堂の補

題を利用して示しているので、Gale(1955)の方がより一般的な生産経済を扱っている事にな

る。この点を考慮して、後の安井・二階堂 (1957-8)、二階堂 (1960)、Nikaido(1968)では、ア

ロー・ドブリュー・ヒックス型の私的所有生産経済を用いて、A.1に基づくArrow-Debreu(1954)

の定理１や、更には、Gale(1955) では扱われなかった、各消費者がその初期保有点に生産的

な財を十分に多く保有しているという、A.1′′ に対応する条件に基づく Arrow-Debreu(1954)

の定理２を、前節で用いた需要対応の閉拡張という手法を用いて示している。69

ところで、A.1に基づくArrow-Debreu(1954)の定理1の彼らによる証明では、Debreu(1952)

の抽象経済のナッシュ均衡の存在定理を利用しているので、ゲール・二階堂の補題を利用し

ている Gale(1955) の証明の方がより直接的で分かりやすい。しかし、以下の付録２で見る

ように、Gale(1955) によるゲール・二階堂の補題の証明は Kakutani(1941) による角谷の不

68このあたりの事情についても、久保田 (2006)を参照。
69本稿の続編で、安井・二階堂 (1956-7)による、アロー・ドブリューによる第 2定理の証明を取り上げるが、

その際には、対応の閉拡張を用いない Arrow-Debreu(1954)の証明や Arrow-Hahn(1971)の資源関連性に基づ

く証明も同時に取り上げる。
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動点定理の証明と同様な単体分割の議論を使っているためにやや煩雑で、角谷の不動点定理

に基づいNikaido(1956)の証明の方がはるかに簡潔であり、この点ではNikaido(1956)の方が

Gale(1955) より優れていると思われる。70 ゲール・二階堂の補題を非負象限からアフィン

部分空間でないような閉凸錐へ一般化した Debreu(1956) でも、その証明でも角谷の不動点

定理が利用されている。71 Debreu(1959) のゲール・二階堂の補題の証明でも、Gale(1955)

のものではなくて Nikaido(1956) のものが採用されたのである。72

さて、既に触れたように、Nikaido(1956)とNikaido(1957)のどちらの参考文献においても、

前者で示したゲール・二階堂の補題を無限次元財空間モデルに拡張する Nikaido(1957b、59)

が挙げられていて、Peleg-Yarri(1970) や Bewley(1972) によって始められて 1980年代に話題

となった無限次元財空間モデルにおける競争均衡の存在定理の先駆けとなっているにも係ら

ず、これらの論文は 1980 年代に行われた無限次元財空間モデルにおける競争均衡の存在定

理やゲール・二階堂の補題を無限次元財空間モデルへ拡張するという文献において、1950年

代の文献として Debreu(1954) には言及されるが、不思議な事に近年になるまで全く触れら

れていない。この機会に再度、無限次元財空間モデルにおけるゲール・二階堂の補題を確立

した二階堂先生の先見の明を強調しておきたい。73

本稿では、古典的有限次元財空間経済モデルにおける競争均衡の存在定理に関してNikaido(1956,57)

を取り上げたが、この問題は安井・二階堂の小冊子 (57-58)、及び二階堂の著作 (60,68) にお

いても扱われているので、ここで簡潔にこれらについて触れておく。安井・二階堂 (57-58)

においては、アロー・ドブリュー (1954) の私的所有生産経済における競争均衡の二つの存

在定理が、需要対応の拡張に基づいて示されていて、望ましい財や生産的投入財を用いたア

ロー・ドブリュー (1954)の第 2定理も示されている。二階堂 (1960)では、扱う私的所有生産

経済とし安井・二階堂 (57-58) のものを基本的に踏襲していて、安井・二階堂 (57-58) での消

費集合の下方有界性や閉凸性、選好の凸性や局所非飽和性、欲求された財や生産的投入財の

代わりに、非負象限としての消費集合、選好の強単調性、そして、各消費者が初期保有点と

して少なくてもある財は保有している事を利用して、証明を簡潔にしている。これは多くの

非専門家にも競争均衡の存在問題を知ってもらうテキストとして二階堂 (1960)を考えていた

からであると思われる。しかし、Nikaido(1968)では再び Arrow-Debreu(1954) の私的所有生

産経済における競争均衡の第 1 定理と 2 定理に戻り、消費集合の下方有界性や閉凸性、選好

の凸性や局所非飽和性、望ましい財や生産的投入財を前提にしたアロー・ドブリュー・ヒッ

クス型私的所有生産経済における競争均衡の存在を示している。これは Nikaido(1968) を多

くの専門家に競争均衡の存在問題を説明する研究書としてのテキストとして考えていたから

であると思われる。もちろん、Nikaido(1968)では、安井・二階堂 (57-58)や二階堂 (1960)で

は扱われなかったそれ以降の競争均衡に関する、大域的一意性や安定性、厚生経済学の基本

定理、アロー・ドブリュー・ヒックス型私的所有生産経済におけるコアーの極限定理、更に

は最適成長経路に関するターンパイク定理等の数々の結果も紹介されている。

70なお、Kuhn(1956a)は、角谷の不動点定理より一般的なアイレンベルグ・モントゴメリーの不動点定理を

利用してゲール・二階堂の補題を証明しているが、実際には、この Nikaido(1956)のように角谷の不動点定理

で十分である。
71ただし、Debreu(1956)ではGale(1955)は参考文献に挙げられているが、Nikaido(1956)は挙げられておら

ず全く触れられていない。Nikaido(1956)にはArrowからGale（1955）が同様の結果を得ているという事を聞

いていて、アローとドブリューが共同論文を書く程の関係であるのに、なぜDebreu(1956)でNikaido(1956)に
は触れられていないのか不明である。
72Debreu(1959, pp.82-3、邦訳 pp.138-41)
73この点については久保田 (2006)やKubota(2007)で詳しく解説しているので、興味ある読者は参照された

い。また、Nishimura(2008)でもこの事に触れている。Urai()も参照。
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付録1：Gale(1955)による φhの閉対応の証明

この付録では、Gale(1955) によるA.1 とA.2の下での需要対応 φhの閉性の証明を与える。

Gale(1955)では反射完備推移連続的な選好関係用いて証明しているが、ここでは連続な効用

関数を進める。74 なお、Gale(1955) ではB
h
(pn) = {x ∈ E : p · x ≦ p · ah, x ∈ E}としてい

て、ここでもこの形を利用する。

需要対応 φh の閉性の別証. pn → p ∈ Sl(n → ∞), xn ∈ φh(pn)(⊂ E), n = 1, · · · , xn → x

とする。E の閉性より x ∈ E であり、pn · xn ≦ pn · ah, n = 1, · · · と内積 ·の連続性より

p ·x ≦ p ·ahとなって、x ∈ B
h
(p)である。そこでx /∈ φh(p)とすると、∃y ∈ B

h
(p), p·y ≦ p·ah

で Uh(y) > Uh(x) であり、効用関数の連続性より ∃Bε(y), Bε(x), y′ ∈ Bε(y), x′ ∈ Bε(x) →

Uh(y′) > Uh(x′) となる。xn → xより ∃n′, xn ∈ Bε(y), ∀n > n′ で y′ ∈ Bε(y) → Uh(y′) >

Uh(xn)と出来るので、最初から y′ ∈ Bε(y) → Uh(y′) > Uh(xn) ∀nとしておく。xn ∈ φh(pn)

なのでB
h
(pn) ∩ Bε(y) = ∅であり、pn · y > pn · ah である。すると、pn · y > pn · ah より

p ·y ≧ p ·ahとなるので p ·y ≦ p ·ahより p ·y = p ·ahとなる。A.1より∃	z ∈ Eに対して 	z < ah

となるので、µn = pn · (y − ah) + pn · (ah − 	z)(= pn · (y − ah)− pn · (	z − ah))(> 0) とすると、

pn ·ah → p ·ah, pn ·y → p ·y, p ·y = p ·ahより pn ·(y−ah) → 0なのでµn → p ·(ah−	z)であり、

pn ·(y−ah)/µn → 0, pn ·(ah−	z)/µn → 1である。ここで、ynを	zとyのµnによる凸結合として

yn = [pn·(y−ah)	z+pn·(ah−	z)y]/µnとすると、Eの凸性よりyn ∈ Eで、pn·(y−ah)/µn → 0と

pn ·(ah−	z)/µn → 1よりyn → yであり、充分に大きいnに対してyn ∈ Bε(y)である。そして、

yn−ah = [pn ·(y−ah)(	z−ah)−pn ·(	z−ah)(y−ah)]/µn = [pn ·(y−ah)(	z−ah)+pn ·(ah−	z)(y−

ah)]/µnより、pn · (yn− ah) = [pn · (y− ah)(pn · (	z− ah))− pn · (	z− ah)(pn · (y− ah))]/µn = 0

なので pn · yn = pn · ah となり、yn ∈ B
h
(pn) となる。すると、充分に大きい nに対して

yn ∈ B
h
(pn)∩Bε(y)となってB

h
(pn)∩Bε(y) = ∅に矛盾するので、x ∈ φh(p)となり、φhの

pにおける閉性が成立する。 �

第２節の需要対応 φh の閉性の Nikaido(1956) の証明では、pn → p ∈ Sl(n → ∞), xn ∈

φh(pn)(⊂ E), n = 1, · · · , xn → xとする時に x ∈ φh(p) となる事を示すために、z ∈ B
h
(p)

に対して Uh(x) ≧ Uh(z) となる事を示す。λn = pn · ah/max{pn · ah, pn · z}(∈ (0, 1]) と

すると λn → 1 となる事を示して、zn = λnz とすると、pn · zn = pn · λnz = λnpn · z ≦

λn max{pn · ah, pn · z} = pn · ahより zn ∈ B
h
(pn)となって xn ∈ φh(pn)よりUh(xn) ≧ Uh(zn)

となり、λn → 1より zn → zでxn → xなのでUhの連続性からUh(x) ≧ Uh(z)となる。一方、

上記のGale(１９５６)の証明では、凸コンパクトな消費集合C(⊂ Rl+)を用いているが、上で

見たように、x /∈ φh(p)として矛盾を導いて x ∈ φh(p)を示しているので、もしもNikaido(１

９５６) のように E = {x ∈ Rl+ : x ≦ c}とすれば、pn → p ∈ Sl(n → ∞), xn ∈ φh(pn)(⊂

E), n = 1, · · · , xn → xとする時に x /∈ φh(p) となるとすると、∃y ∈ B
h
(p), p · y = p · ah で

Uh(y) > Uh(x) であり、xn → xとUhの連続性よりUh(y) > Uh(xn) となるので xn ∈ φh(pn)

より pn · y > pn · ah > 0 となって p · y ≧ p · ah となるが、p · y ≦ p · ah なので p · y = p · ah

であり、λn = pn · ah/pn · y(∈ (0, 1)) とすると λn → 1 となる。そこで yn = λnyとすると

pn · yn = pn · ahより yn ∈ B
h
(pn) であり、λn → 1 より yn → yとなるので充分に大きい nに

対して yn ∈ B
h
(pn) ∩ Bε(y) = ∅となり、より容易に矛盾が導ける。

付録2：Gale(1955)によるゲール・二階堂の補題の証明
74もちろん、Debreu(1954,59) の連続効用関数表現定理より、反射完備推移連続的な選好は連続な効用関数

によって表現されるので、実際にはどちらを用いてもよいのである。また、Gale(1955)の凸コンパクトな消費
集合 C(⊂ Rl

+)を用いる場合には、A.1は ∃	z ∈ C, 	z < ah となり、	z ∈ E ∩C である。以下では C ∩E を E と

して議論を進める。
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この付録では、Gale(1955) による命題 1.1 のゲール・二階堂の補題の証明を与える。ドブ

リュー (1959) で Nikaido(1956) による角谷の不動点定理を利用したゲール・二階堂の補題の

証明が採用されて以降、ゲール・二階堂の補題の証明はこの Nikaido(1956) によるものが主

になったが、ここでは比較のために、Gale(1955)によるゲール・二階堂の補題の証明を与え

る。Gale(1955)による証明では、最初に f が連続関数のケースでKKM補題を利用してこの

結果を示し、Kakutani(1942) による角谷の不動点定理の証明で用いた基本単体 Sl の重心分

割に f が連続関数のケースの結果を適用して、一般的な対応のケースの結果を示す。

命題１．１の別証. まず、f : Sl → Λ が連続関数で p ∈ Sl に対して p · f(p) ≦ 0 とする。

Cj = {p ∈ Sl : fj(p) ≦ 0}, j = 1, · · · , lとするとfの連続性よりCjは閉集合になる。J( 	= ∅) ⊂

I = {1, · · · , l}に対して p ∈ SJ = [ej]j∈J = {q ∈ Sl : q =
�
j∈J

αje
j , αj ≧ 0, j ∈ J,

�
j∈J

αj = 1}と

すると、p · f(p) =
�
j∈J

pjfj(p) ≦ 0 なので αj > 0 となる全ての j ∈ J に対して fj(p) > 0 とす

ると p ·f(p) =
�
j∈J

pjfj(p) > 0となって矛盾が起こるので、∃j′ ∈ J, fj(p) ≦ 0となって p ∈ Cj′

となり、p ∈ ∪j∈JCj となって SJ ⊂ ∪j∈JCj となる。これより、{Cj : j = 1, · · · , l}はKKM

補題の条件を満たすので ∩j∈ICj 	= ∅となり、p ∈ ∩j∈ICj とすると fj(p) ≦ 0, j = 1, · · · , lと

なって f(p) ≦ 0 となる。75

次に、f : Sl → Λ が凸値閉対応で p ∈ Sl に対して p · x ≦ 0 ∀x ∈ f(p) とする。η = Hc

とすると ∀x ∈ Λ, ||x|| ≦ η である。今 Sl に ν 次重心分割 {Sνi : i = 1, · · · ,mν}を施し

て δν = max{d(Sνi ) : i = 1, · · · ,mν} < 1/((η + 1)ν) となっているとする。76 そして、

f ν : Sl → Rl を次のようにして構成する。まず、Sνi の各頂点 pνih , h = 1, · · · , l, i = 1, · · · ,mν

に対して f ν(pν
ih

) ∈ f(pνih)−e/νを 1つ取り上げる。77 そして、p ∈ SlとするとSl = ∪mν

i=1S
ν
i

より ∃Sνi , p ∈ Sνi なので p =
l�

h=1

λν
ih
pν
ih
, λν

ih
≧ 0, h = 1, · · · , l,

l�
h=1

λν
ih

= 1 であり、そこで

f ν(p) =
l�

h=1

λν
ih
f ν(pν

ih
) とすると、Sνi の各頂点 plνih, h = 1, · · · , lのアフィン独立性より各 λν

ih

は一意的でしかも (Sl 上で )pについて連続なので fν も (Sl 上で )pについて連続である。78

||f ν(p)|| ≦
l�

h=1

λν
ih
||f ν(pν

ih
)|| ≦ max{||f ν(pν

ih
)|| : h = 1, · · · , l, i = 1, · · · ,mν} ≦ η + 1 より

半径 B
η+1

に対して f ν(Sl) ∈ B
η+1
, ν = 1, · · · となる。p ∈ Sl とすると ∃Sνi , p ∈ Sνi なので

p =
l�

h=1

λν
ih
pν
ih
, λν

ih
≧ 0, h = 1, · · · , l + 1,

l�
h=1

λν
ih

= 1, pν
ih
, Sνi の各頂点 , h = 1, · · · , lであり、

||pν
ih
−pν

i
h′
|| ≦ δν , h, h′ = 1, · · · , l, ||pν

ih
−p|| ≦ δν , h = 1, · · · , lである。今、xν

ih
= f ν(pν

ih
), h =

75KKM 補題については、例えば小山 ()や Border(1987) を参照。
76ここで、d(Sνi ) = max{||x − x′|| : x, x′ ∈ Sνi }である。Sl の ν 次重心分割 {Sνi : i = 1, · · · ,mν}の詳細に

ついては、例えば二階堂 (1960)、Nikaido(1968)、小山 ()、Border(1987) 等を参照。
77この時、fν(pν

ih
) ∈ f(pνih) − e/ν より −Hc − e ≦ −Hc − e/ν ≦ fν(pν

ih
) ≦ Hc − e/ν ≦ Hc + e なので

||fν(pν
ih
)|| ≦ η + 1である。

78p ∈ Sνi として p =
l�
i=1

λν
ih
pν
ih
, λν

ih
> 0, i = 1, · · · ,mν ,

l�
i=1

λν
ih

= 1 であるが、Sνi の各頂点 pνih , h = 1, · · · , l

のアフィン独立性より各 λν
ih

は Sνi 上で p について連続になるので、fν(·) =
l�
i=1

λν
ih
fν(pν

ih
)は p において連続

となる。もしもいつくかの h′ ∈ {1, · · · , l}で λlν
i
h′

= 0 で p が Sνi の (l − 2)以下の次元の辺単体上にあれば、p

に収束する点列は、その辺単体を共通に持つ幾つかの Sνi を通過して p に収束していくが、λν
ih

> 0 となる h′

の係数が λν
ih

> 0に収束するだけでなく、λν
i
h′

= 0 となっている h′ の係数もやはり λν
i
h′

= 0 に収束するので、

このケースでも fν(·) =
l�
i=1

λν
ih
fν(pν

ih
)は p において連続となる。
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1, · · · , l, x = f ν(p)とすると x =
l�

h=1

λν
ih
xν
ih
となるが、||pν

ih
− p|| ≦ δν < 1/((η+ 1)ν), ||xν

ih
|| ≦

η + 1, h = 1, · · · , lなので p · xν
ih
− pν

ih
· xν

ih
= (p− pν

ih
) · xν

ih
≦ ||p− pν

ih
|| × ||xν

ih
|| < 1/νとな

る。f ν(pν
ih

) ∈ f(pνih)− e/νより pν
ih
· (f ν(pν

ih
) + e/ν) ≦ 0となるので pν

ih
· xν

ih
= pν

ih
· f ν(pν

ih
) ≦

−pν
ih
· e/ν = −1/νとなり、p · xν

ih
= p · f ν(pν

ih
) < pν

ih
· xν

ih
+ 1/ν ≦ 0, h = 1, · · · , lとなって、

p ·x = p ·
l�

h=1

λν
ih
xν
ih

=
l�

h=1

λν
ih
p ·xν

ih
≦ 0となる。これより、p · f ν(p) ≦ 0, ∀p ∈ Slとなる。する

と、f が連続関数の時の結果より ∃{pν}∞ν=1 ⊂ Sl, f ν(pν) ≦ 0, ν = 1, 2, · · · となる。pν ∈ Slよ

り ∃i ∈ {1, · · · ,mν}, p
ν ∈ Sνi なので pν =

l�
h=1

λν
ih
pν
ih
, λν

ih
≧ 0, h = 1, · · · , l,

l�
h=1

λν
ih

= 1 であり、

また、xν
ih

= fν(pν
ih

), h = 1, · · · , l, xν = fν(pν) =
l�

h=1

λν
ih
f ν(pν

ih
) =

l�
h=1

λν
ih
xν
ih

(≦ 0), ν = 1, 2, · · ·

である。{pν}∞ν=1, {p
ν
ih
}∞ν=1 ⊂ Sl, {xν}∞ν=1, {x

ν
ih
}∞ν=1 ⊂ {z ∈ Rl : ||z|| ≦ η + 1}, {λν

ih
}∞ν=1 ⊂

[0, 1], h = 1, · · · , l,
l�

h=1

λν
ih

= 1, ν = 1, 2, · · · なので {pν , pν
ih
, xν , xν

ih
, λν

ih
}∞ν=1, h = 1, · · · , lには

収束部分列が存在して、一般性を失うことなく、(pν , pν
ih
, xν , xν

ih
, λν

ih
) → (p, p

ih
, x, x

ih
, λ

ih
)(ν →

∞), p, p
ih
∈ Sl, x, x

ih
∈ {z ∈ Rl : ||z|| ≦ η + 1}, λ

ih
∈ [0, 1],

l�
h=1

λ
ih

= 1, h = 1, · · · , lとな

る。xν =
l�

h=1

λν
ih
xν
ih

(≦ 0), ν = 1, 2, · · · より x =
l�

h=1

λ
ih
x
ih

(≦ 0) である。また、||pν
ih
− pν || <

1/ν, h = 1, · · · , lより p
ih

= p, h = 1, · · · , lである。そして、xν
ih

= f ν(pν
ih

) ∈ f(pνih) − e/ν

より ∃yνih ∈ f(pνih), h = 1, · · · , l, xν
ih

= yνih − e/ν となるが、e/ν → 0 と xν
ih
→ x

ih
より

yνih → x
ih
, h = 1, · · · , lとなる。すると、f の閉性より pν

ih
→ p, yνih ∈ f(pνih), yνih → x

ih
=⇒

x
ih
∈ f(p), h = 1, · · · , lとなるが、f(p) の凸性より x =

l�
h=1

λ
ih
x
ih
∈ f(p) ∩ −(Rl+) となって

f(p) ∩−(Rl+) 	= ∅である。79
�
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