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Segal-Bargmann空間の巡回ベクトル
について

泉池　耕平

1 Introduction

不変部分空間の研究は、1949年にBeurlingがHardy空間の座標関数 z

の乗算作用素に対する不変部分空間を特徴付けたことから始まった。以
後、多くの不変部分空間に関する研究が行われ大きく発展してきた。ま
た、この結果からHardy空間の cyclic関数の特徴付けも得られている。こ
こでは、この不変部分空間及び cyclic関数を Segal-Bargmann空間につい
て考えていく。
まず、不変部分空間及び cyclic関数を定義する。複素平面 Cのある領
域Ω上の正則関数からなるBanach空間をXとする。

定義 1. Xの閉部分空間M が不変であるとは、

zM = {zf(z) : f(z) ∈ M} ⊂ M

であるときにいう。ここで、zは座標関数である。

定義 2. 関数F (z) ∈ Xが cyclicであるとは、F (z)C ⊂ X、かつF (z)Cが
Xで稠密であるときにいう。ここで、Cは zの多項式全体である。

Segal-Bargmann空間について述べていく前に、既に幾つかの結果が知
られている解析関数空間について紹介していく。

Hardy空間

Hardy空間H2(D)は、

‖f‖H2(D) = lim
r↗1

{
1

2π

∫ π

−π

|f(reiθ)|2dθ

}1/2

< ∞
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を満たす単位開円板 D上の正則関数全体からなる空間である。Beurling

によって得られた特徴付けは次の結果である：

定理 3 (Beurlingの定理). M が H2(D)の不変部分空間であることは、
M = q(z)H2(D)（q(z)は内部関数）であることと同値である。
また、関数 f(z) ∈ H2(D)が cyclicであることは f(z)がH2(D)の外部
関数であることと同値である。

現在、Hardy空間以外に不変部分空間と cyclic関数の特徴付けが得ら
れている空間は存在しない。しかし、これをもとに他の解析関数空間に
おいても不変部分空間及び cyclic関数の研究が行われてきた。次に、そ
の 1つであるBergman空間の cyclic関数に関する結果を紹介していく。

Bergman空間

Bergman空間 L2
a(D)は

‖f‖L2
a(D) =

{
1

π

∫
D
|f(z)|2dA(z)

}1/2

< ∞

を満たす D上の正則関数全体からなる空間である。ここで、dA(z)は D
上の Lebesgue測度である。

定義 4. f(z), g(z) ∈ L2
a(D)とする。任意の多項式 P (z)に対して

‖Pg‖L2
a(D) ≤ ‖Pf‖L2

a(D)

であるとき、g ≺ f と表記する。
関数 F (z) ∈ L2

a(D)が L2
a(D)-外部関数であるとは、g ≺ F である任意

の g ∈ L2
a(D)に対して |g(0)| ≤ |F (0)|であるときにいう。

Hardy空間の外部関数はHardy空間のノルムで同じ性質を持つことか
ら、この性質を持つ関数を L2

a(D)-外部関数と呼ぶ。この空間の cyclic関
数について次のような結果が知られている：

定理 5 ([ARS],[Ko]). 次は同値である：

(i) 関数 f(z)が L2
a(D)の cyclic関数である；

(ii) f(z)が L2
a(D)-外部関数である。
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しかし、L2
a(D)-外部関数の具体的な形が分かっていないため、これに

よって特徴付けが得られたことにはならない。H1 ⊂ L2
a(D)であるので、

H1(D)の外部関数はBergman空間の元である。この関数については、次
のようなことが知られている：

定理 6 ([BS]). 関数 f(z)をH1(D)の外部関数とする。そのとき、f(z)は
L2

a(D)の cyclic関数である。

内部関数については、Hardy空間H2(D)では全て cyclic関数ではない
がBergman空間では cyclicである関数が存在する。

定理 7 ([Ro],[Sh]). S(z)を内部関数とする。そのとき、次は同値である：

(i) S(z)は L2
a(D)の cyclic関数である、

(ii) S(z)は、単位円周T上の任意のCarleson集合Kに対して 0となる
正有限特異測度 µによって作られる特異内部関数である。つまり、

S(z) = c · exp

(
−

∫ π

−π

eiθ + z

eiθ − z
dµ(θ)

)
, |c| = 1

である。

H1に含まれないL2
a(D)の元については、どの関数が cyclicであるかは

よく分かっていない。

2 Segal-Bargmann空間
Segal-Bargmann空間 L2

a(C)は

‖f‖L2
a(C) =

{
1

2π

∫
C
|f(z)|2e−

|z|2
2 dA(z)

}1/2

< ∞

を満たす整関数全体からなる空間である。この空間は多項式環Cが稠密な
Hilbert空間である。しかし Hardy空間や Bergman空間とは異なり、次
の性質を持った空間である；

命題 8 ([GZ]). M 6= {0}をL2
a(C)の閉部分空間とし、f(z) ∈ Hol(C)と

する。そのとき、f(z)M ⊂ M ならば、f(z)は定数である。
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この命題は、L2
a(C)には不変部分空間が存在しないことを示している。

そのため、似た性質を持つ準不変部分空間を定義する。

定義 9. M をL2
a(C)の閉部分空間とする。そのとき、M が準不変部分空

間であるとは、zM ∩ L2
a(C) ⊂ L2

a(C)であるときにいう。

多項式によって生成された準不変部分空間は、次のように構造が明ら
かになっている；

命題 10 ([CG]). 任意の多項式 p(z)に対して、

p(z)C = {p(z)f(z) ∈ L2
a(C) : f(z) ∈ Hol(C)}

である。

しかし、一般の関数によって生成される場合については明らかになっ
ていない。

cyclic関数については、次のような完全な特徴付けを得ることができた：

定理 11 ([Izu]). 次は同値である：

(i) 関数 f(z)∈L2
a(C)はC上に零点を持たない；

(ii) f(z) = exp(az2 + bz + c), ここで、a, b, c ∈ C, |a| < 1
4
；

(iii) f(z)は L2
a(C)の cyclic関数である。

この結果から分かるように、この空間では零点を持たない関数全てが
cyclic関数である。しかし、Hardy空間や Bergman空間などではこのよ
うな性質は持たない（両方の空間で cyclicではない特異内部関数が存在
する）。実際、この 2つの空間以外でもこの性質を持つ空間は知られてお
らず、Brown-Shieldsによって次の問題が提起されている：

問題 12 ([BS]). Ωを Cのある領域とし、X を次の 3つの条件を満たす
Ω上で正則な関数からなるBanach空間とする；

(i) 多項式環 CがXで稠密である、

(ii) zX ⊂ Xである、

(iii) 任意の λ ∈ Cに対して、評価汎関数 Eλ : f → f(λ), f ∈ X、が有
界である。
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このようなXで、Ω上に零点を持たない関数全てが cyclic関数となる
空間は存在するか？

整関数からなるBanach空間では、この問題の仮定を満たす空間は存在
しないことが知られている [GZ]。しかしこれまでにこの性質を持つ空間
の存在は知られておらず、この空間はこの性質を持つ最初の例である。
また、定理 11より次の結果が得られる；

系 13. 関数 f(z) ∈ L2
a(C)を零点が有限個の関数とする。そのとき、f と

同じ零点を持つ多項式を p(z)とすると

p(z)C = f(z)C

である。

これによって、零点が有限個の関数によって生成される場合について
は明らかになった。しかし、零点が無限個の関数によって生成される場
合については分かっていない。

定理11の証明

証明を行うためには、次の補題が必要である。

補題 14 ([CGH]). 任意の f ∈ L2
a(C)に対して

lim
|λ|→∞

〈f,Kλ〉L2
a(C)

‖Kλ‖L2
a(C)

= 0

である。

この補題を用いれば、(i)⇒(ii)は簡単にわかる。また、(iii)⇒(i)につい
ては明らかであるので、(ii)⇒(iii)を示せば十分である。a, b, cを |a| < 1

4

を満たす複素数とし、h(z) = az2 + bz + cとおく。多項式環 CはL2
a(C)で

稠密だから、C ⊂ ehCを示せばよい。N を

(1 +
1

N
)|a| <

1

4
(1)

を満たす自然数とし、qn(z)を e−
1
N

h(z)の部分和、つまり

qn(z) =
n∑

k=0

{− 1
N

h(z)}k

k!

5



とおく。明らかに、この qn(z)は多項式である。このとき

|qn(z)| ≤
∞∑

k=0

{ 1
N

(|a||z|2 + |b||z| + |c|)}k

k!
= e

1
N

(|a||z|2+|b||z|+|c|)

だから、任意の多項式 p(z)に対して∣∣∣p(z)qn(z)eh(z) − p(z)e−
1
N

h(z)eh(z)
∣∣∣

≤ |p(z)|
(
e(1+ 1

N
)(|a||z|2+|b||z|+|c|) + e(1− 1

N
)(|a||z|2+|b||z|+|c|)

)
≤ 2|p(z)|e(1+ 1

N
)(|a||z|2+|b||z|+|c|)

となる。よって ∣∣∣p(z)qn(z)eh(z) − p(z)e−
1
N

h(z)eh(z)
∣∣∣2 e−

|z|2
2

≤ 4|p(z)|2e{2(1+ 1
N

)|a|− 1
2
}|z|2+2(1+ 1

N
)(|b||z|+|c|)

となる。(1)より

2(1 +
1

N
)|a| − 1

2
< 0

だから、最後の関数は dAに関して可積分である。n → ∞とするとき
qn(z)は C上で e−

1
N

h(z)に点別収束するので、ルベーグの収束定理より、
n → ∞とするとき∫

C

∣∣∣p(z)qn(z)eh(z) − p(z)e−
1
N

h(z)eh(z)
∣∣∣2 e−

|z|2
2 dA(z) → 0

となる。それゆえ、
e(1− 1

N
)h(z)C ⊂ eh(z)C

が得られる。e(1− 1
N

)h(z)に対しても同様のことを行うことができ、

e(1− 2
N

)h(z)C ⊂ e(1− 1
N

)h(z)C.

が得られる。これらを繰り返せば、

C ⊂ e
1
N

h(z)C ⊂ · · · ⊂ e(1− 1
N

)h(z)C ⊂ eh(z)C

が得られる。
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2重単位開円板上の逆シフト不変部分空間
の上のクロス交換子について

泉池　耕平

1 Introduction

2変数を z = eis, w = eitによって表記し、C2上の単位トーラスを Γ2 =

Γz × Γw = {(z, w) : |z| = |w| = 1}によって表記する。L2 = L2(Γ2)をノ
ルム

‖f‖2 =

(∫ 2π

0

∫ 2π

0

|f(eis, eit)|2 dsdt

(2π)2

)1/2

を持つΓ2上のLebesgue空間とし、H2 = H2(Γ2)をΓ2上のHardy空間と
する。

定義 1. 関数f ∈ H∞が内部関数であるとは、Γ2上の殆ど至る所で |f | = 1

であるときに言う。
H2の閉部分空間M が不変であるとは、zM ⊂ M かつwM ⊂ M であ
るときに言う。

不変部分空間の研究は、1949年にBeurlingが 1変数のHardy空間の不
変部分空間の特徴付けを行ったことから始まった。

定理 2 ([Beu]). 不変部分空間M は、M = qH2(Γ)、qは内部関数、で
ある。

2 不変部分空間
２変数のHardy空間の不変部分空間についての既に知られている結果
を述べていく。閉部分空間M に対して、L2からM への正射影を PM に
よって表記する。関数 ψ ∈ L∞に対して、H2上の Toeplitz作用素 Tψは

8



Tψf = PH2(ψf)、f ∈ H2によって定義される。このToeplitz作用素と同
じように、M 上の作用素Rψを

Rψ = PM(ψf) for f ∈ M.

によって定義する。この作用素は、R∗
ψ = Rψ、Rz = Tz|M、Rw = Tw|Mと

なる。[Rz, R
∗
w]によって、 RzとR∗

wのクロス交換子を表記する。つまり、

[Rz, R
∗
w] = RzR

∗
w − R∗

wRz

とする。Mandrekarは、このクロス交換子を用いて不変部分空間M が
Beurling型であることの同値条件を以下のように導いた；

定理 3 ([Man]). [Rz, R
∗
w] = 0であることと、M がBeurling型、つまり

M = qH2、qは Γ2上の内部関数、であることは同値である。

この結果をもとに多くの研究が行われている。その中で、作用素 Rz、
Rwのシンボルを z, wから一般の φ(z), ψ(w) ∈ H∞(Γ)にそれぞれ換えた
クロス交換子が 0となるときを考え、以下のような結果を得た；

定理 4 ([IzIz2]). φ(z), ψ(w) ∈ H∞(Γ)を定数ではない関数とする。その
とき、[Rz, R

∗
w] = 0であることと [Rφ(z), R

∗
ψ(w)] = 0であることは同値で

ある。

3 逆シフト不変部分空間
H2の部分空間M をM 6= {0}かつM 6= H2である不変部分空間とす
る。そのとき、

T ∗
z (H2 ª M) ⊂ H2 ª M

かつ
T ∗

w(H2 ª M) ⊂ H2 ª M.

となる。N = H2 ª M と表記する。このN をH2の逆シフト不変部分空
間と呼ぶ。
不変部分空間と同様に、この逆シフト不変部分空間についても交換子に
よる研究が行われている。Rψと同じように、Sψf = PN(ψf)、f ∈ N、に
よってN上の作用素Sψを定義する。この作用素は、S∗

ψ = Sψ、S∗
z = T ∗

z |M、
S∗

w = T ∗
w|M となる。逆シフト不変部分空間についても、[Sz, S

∗
w] = 0とな

る部分空間の特徴付けが知られている：
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定理 5 ([INS1]). [Sz, S
∗
w] = 0でなることと、逆シフト不変部分空間N

が次の３つのどれかの形を持つことと同値である；

• N = H2 ª q1(z)H2

• N = H2 ª q2(w)H2

• N = (H2 ª q1(z)H2)∩(H2 ª q2(w)H2),

q1(z)と q2(w)は１変数の内部関数である。

不変部分空間の場合は、定理 3のようにシンボルを換えても交換子は 0

であった。しかし、逆シフト不変部分空間の場合は状況が異なることが
知られている。そのため、[Szn , S∗

w] = 0、nは正の整数、となる逆シフト
不変部分空間について考えていく。
明らかに、[Sz, S

∗
w] = 0ならば [Szn , S∗

w] = 0である。また、[INS2]によ
り、 SznS∗

w = 0ならば [Szn , S∗
w] = 0である。よって、[Sz, S

∗
w] 6= 0かつ

SznS∗
w 6= 0の仮定で考えていく。

[INS2]で、n = 2のときは明らかになっている；
[Sz2 , S∗

w] = 0となることは、次の３つのどれかであることと同値である:

• [Sz, S
∗
w] = 0

• Sz2S∗
w = 0

• α1, α2 ∈ D\{0}は α1 + α2 = 0を満たし、かつN ⊂ H2ª b(z)H2と
なるようなBlaschke積

b(z) =
z − α1

1 − α1z

z − α2

1 − α2z

が存在する。

4 結果
[IzIz1]において、以下の結果が得られた：

定理 6 ([IzIz1]). Nを逆シフト不変部分空間とし、n ≥ 2とする。また、
[Sz, S

∗
w] 6= 0かつ SznS∗

w 6= 0とする。そのとき、[Szn , S∗
w] = 0であること

は以下と同値である。

N =

p∑
j=1

1

1 − αjz

(
H2(Γw)ªqj(w)H2(Γw)

)
,

10



2 ≤ p ≤ n、の形で、次の条件を満たす:

(i) 異なる任意の i, jに対して、αi 6= αj；

(ii) αn
1 = αn

2 = · · · = αn
p；

(iii) 任意の 1 ≤ j ≤ pに対して、qj(w)は定数でない１変数の内部関数
または 0である；

(iv) ある i, jに対して、qi(w)H2(Γw) 6= qj(w)H2(Γw)。

この場合、Szn = αn
1Iである。

この定理を示すために、2つの補題を紹介する。これらの補題は、Izuchi-

Nakazi-Setoによって示されている；

補題 7 ([INS2]). [Szn , S∗
w] = 0であるならば、[Sz, S

∗
w] = 0となるかまた

はM ∩ H2(Γz) = b(z)H2(Γz)となる。ここで、b(z)は次数が n以下の定
数でないBlaschke積である。

補題 8 ([INS2]). M ∩ H2(Γz) = b(z)H2(Γz)、b(z)は定数でない内部関
数、とする。M0 = M ª b(z)H2とする。そのとき、[Szn , S∗

w] = 0である
ことと、T ∗

znM0 ⊂ M0であることは同値である。

これら 2つの補題を用いて、定理 6を証明する。
まずは、(⇐)を示す。

N =

p∑
j=1

1

1 − αjz

(
H2(Γw) ª qj(w)H2(Γw)

)
とし、

b(z) =

p∏
j=1

z − αj

1 − αjz
.

とする。M = H2 ª N とおく。そのとき、b(z)H2 ⊂ M であり、(i)より
M ∩ H2(Γz) = b(z)H2(Γz)となる。

M0 = M ª b(z)H2

とおく。そのとき、任意のM0の元Gは

G =

p∑
j=1

fj(w)

1 − αjz
, fj(w) ∈ H2(Γw)
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の形を持つ。(ii)より、T ∗
znG = α1

nG ∈ M0である。よって、補題 2より
[Szn , S∗

w] = 0を得る。
次に、(⇒)を示す。[Szn , S∗

w] = 0とし、M = H2 ª N とおく。補題 1

より、
b(z)H2 ⊂ M

であり、点列 {αj}p
j=1 ⊂ Dが任意の i 6= jに対して αi 6= αjを満たし、任

意の jに対してmj ≥ 1、かつ

0 <

p∑
j=1

mj ≤ n

を満たす有限Blaschke積

b(z) =

p∏
j=1

(
z − αj

1 − αjz

)mj

が存在する。b(0) = 0であるならば、SznS∗
w = 0または [Sz, S

∗
w] = 0であ

る。よって、b(0) 6= 0と仮定してもよい。
αn

i 6= αn
j となる i, jが存在するならば、[Sz, S

∗
w] = 0である。また αn

1 =

· · · = αn
p であり、かつmj ≥ 2となるmjが存在するならば、[Sz, S

∗
w] = 0

となる。よって、

b(z) =

p∏
j=1

z − αj

1 − αjz

であり、かつ αn
1 = · · · = αn

p である。今N ⊥ b(z)H2であるので、任意の
G ∈ N に対して

G =

p∑
j=1

gG
j (w)

1 − αjz
, gG

j (w) ∈ H2(Γw)

と書ける。{gG
j (w) : G ∈ N}によって生成される逆シフト不変部分空間

は、H2(Γw) ª qj(w)H2(Γw)によって表記できる。ここで、qj(w)は内部
関数または 0である。よって、

N =

p∑
j−1

1

1 − αjz

(
H2(Γw) ª qj(w)H2(Γw)

)
が得られる。また、(iii)と (iv)についても簡単に確かめることができる。
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