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K3曲面上の非シンプレクティック自己同型

瀧　真語

Abstract. This note is a survey about non-symplectic automor-
phisms of K3 surfaces and a reproduction on my talk at Kinosaki
Symposium 2012.

1. はじめに

与えられた代数多様体の自己同型を調べることは代数幾何学におけ
る基本的問題の一つである．今回はK3曲面の自己同型を考察する．な
お，K3曲面はC上のものを考えることにする．K3曲面はその定義か
ら至る所消えない正則 2形式が存在するが，K3 曲面に自己同型として
作用する有限群は，その正則 2形式への作用が自明か，そうでないか
によってシンプレクティックまたは非シンプレクティックと呼ばれる．
このノートのテーマは非シンプレクティック自己同型である．非シンプ
レクティック自己同型はNikulin [12]によって調べられ始め，その後多
くの数学者によって研究されてきた．現在もその応用も含めて活発に
研究され続けている対象である．
まずK3曲面の自己同型の一般的な話から始めることにする．一般

にK3曲面は代数的とは限らないが，今回は代数的なK3曲面のみを
扱うことにする．以下 K3曲面 X に対し，ωX を X の至る所消えな
い正則 2形式とする．H2(X,Z)はカップ積によって格子の構造がはい
る．その部分格子 SX := {x ∈ H2(X,Z)|〈x, ωX〉 = 0}をX の Néron-
Severi 格子，TX := S⊥

X を超越格子とする．なお，1 ≤ rankSX ≤ 20，
2 ≤ rankTX ≤ 21が成り立つ．

1.1. K3曲面の自己同型. K3曲面 X の有限自己同型を調べたい．そ
こで GをX へ自己同型として作用する有限群とする．X の自己同型
g ∈ Gは Hodge 分解を保つことに注意すれば，g∗ωX = α(g)ωXをみた
す 0ではない複素数 α(g)を定めることができる．つまり α : G → C×

という表現が定まる．Gが有限群であることから Imαは有限アーベル
群であることに注意する．以上から次の完全列を得ることができる:

(1) 1 → Kerα → G
α→ Z/IZ → 1.

例を一つ見る．

Date: January 24, 2013.
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例 1.1. P3の超曲面X : X4
0 +X4

1 +X4
2 +X4

3 = 0はK3曲面である．X
には座標を入れ替えることでS4が作用している．また各座標を

√−1
倍することで (Z/4Z)3が作用している．つまりG := S4 � (Z/4Z)3が
射影変換としてXに作用している．そして ωX への作用を見ることで
Kerα = S4 � (Z/4Z)2であることが分かる．つまり

1 → S4 � (Z/4Z)2 → G
α→ Z/4Z → 1

である．

定義 1.2. K3曲面Xの自己同型 gが g∗ωX = ωX をみたすとき，シン
プレクティックという．また有限群G ⊂ Aut(X)の全ての元がシンプ
レクティックであるときGのこともシンプレクティックという．

上の完全列 (1)でいうとG = Kerαをみたすものがシンプレクティッ
クである．例 1.1 の場合は，S4 � (Z/4Z)2がXへシンプレクティック
に作用していることになる．

K3曲面にシンプレクティックに作用する有限群Gに関してはNikulin
[12]が有限アーベル群の場合に分類し，向井 [11]が一般の場合の分類
を行った．また有限単純群のひとつである Mathieu 群との対応も知ら
れている．（金銅 [9]の格子理論を用いた証明も見よ．）
ところで，我々が今回扱いたい自己同型はシンプレクティック自己同

型ではない．次を定義しておく．

定義 1.3. σをK3曲面X上の位数 Iの自己同型とする．σ∗ωX = ζIωX

をみたすとき，σを非シンプレクティック自己同型という．ここで ζIは
1の原始 I乗根である．

注意 1.4. 定義 1.2によると，自己同型がωXに自明に作用するか否かで
自己同型のタイプを決めていた．従って，σの位数が 6で σ∗ωX = ζ3ωX

をみたす場合も非シンプレクティックと呼びそうである．それは正しい．
実際にこの手の自己同型を調べたという結果もある．（たとえば [6]．）
ただ，このノートでは定義 1.3のような自己同型のみを扱い，非シ

ンプレクティック自己同型と呼んでいる．混同がありそうな場合は今回
扱う場合を purely non-symplectic (純非シンプレクティックとでも訳す
のか？)と呼ぶ事もある．

非シンプレクティック自己同型の研究結果は数多くあるが，最初に
Nikulin [14] による位数 2の非シンプレクティック自己同型の研究を見
る．ただし今現在はいくらか準備不足なので，[14]の主張をそのまま

書くことはしない．なお，Uは交点形式を

(
0 1
1 0

)
で与えられる階数 2

の双曲格子であり，E8はディンキン図形から定まる偶で負定値なルー
ル格子である．格子 Lに対して，L(m)は Lの交点行列をm倍した格
子の意味である．
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NON-SYMPLECTIC AUTOMORPHISMS OF K3 SURFACES

定理 1.5. ιをNéron-Severi 格子 SX に自明に作用する位数 2の非シン
プレクティック自己同型とする．このとき ιの固定点集合は

X ι =

⎧⎪⎨⎪⎩
φ SX = U(2)⊕ E8(2),

C(1) 
 C(1) SX = U ⊕ E8(2),

C(g) 
 E1 
 · · · 
 Ek otherwise,

となる．ここでC(g)は種数 gの非特異曲線であり，Eiは非特異有理曲
線である．また gや kは SX の階数などの言葉で記述できる．

上で書いた「いくらか準備不足」というのは SX に関することであ
る．実は ιのような自己同型を持つ場合，SX は特別な格子の構造を持
つ．また gや kはその格子が持つ不変量で記述される．

命題 1.6 ([22], [8]). pを素数とする．σを SXに自明に作用する位数 pl

の非シンプレクティック自己同型とする．このとき SXは p-elementary
格子になる．

注意 1.7. 実のところSXが p-elementary 格子になるというよりは，不
変格子 Sσ∗

:= {x ∈ SX |σ∗(x) = x} が p-elementary 格子になる，とい
う方が正しい．今の場合は仮定から SX = Sσ∗

である．

1.2. p-elementary 格子.

定義 1.8. p を素数，L を格子とし，L∗ を L の双対格子（すなわち
Hom(L,Z)）とする．判別式群が p-elementary アーベル群，すなわち
L∗/L = (Z/pZ)a となるとき，Lを p-elementary 格子と言う．

例 1.9. Am, Dnはディンキン図形から定まる偶で負定値なルール格子
とする．

• A2型の格子は a = 1の 3-elementary格子である．
• D4型の格子は a = 2の 2-elementary格子である．
• U は a = 0の p-elementary 格子である．これは U∗ = U を意味
する．すなわちユニモジュラー格子である．

定義 1.10. Lを 2-elementary 格子とする．

δ :=

{
0 if x2 ∈ Z, ∀x ∈ L∗,
1 otherwise.

この δという量は 2-elementary 格子の場合に意味がある．

命題 1.11 ([13], [17]). 偶で不定値な 2-elementary 格子はその階数と a
と δ で分類される．また，偶で不定値な p( �= 2)-elementary 格子はその
階数と aで分類される．

－3－
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つまるところ，この命題が言っていることは今回扱いたい Néron-
Severi 格子をリストアップできる，ということである．[1] [2] [18] [20]
などには幾つかの場合の具体的なリストがある．
さて，定理 1.5に借金があった．改めて書いておく．

定理 1.12 ([14]). ιをSXに自明に作用する位数 2の非シンプレクティッ
ク自己同型とする．このとき ιの固定点集合は

X ι =

⎧⎪⎨⎪⎩
φ SX = U(2)⊕ E8(2),

C(1) 
 C(1) SX = U ⊕ E8(2),

C(g) 
 E1 
 · · · 
 Ek otherwise,

となる．また

g =
22− rankSX − a

2
, k =

rankSX − a

2

である．

今の場合SXは 2-elementary格子であるから，その不変量は rankSX

と aと δである．δの姿が見えないようだが，実は SX = U(2)⊕E8(2)
や SX = U ⊕ E8(2)というところに δが隠されている．U(2) ⊕ E8(2)
は階数 10で，a = 10，δ = 0である．一方A1(−1) ⊕ A9

1は階数 10で，
a = 10，δ = 1である．δはこの 2つを区別しているのである．

1.3. 自己同型の位数と固定点. 今まで見てきたように，K3曲面の非シ
ンプレクティック自己同型の一つの研究方針として「固定点集合を格子
の言葉で記述せよ」というものがある．これから位数 2以外の場合を
見ていく．その前に非シンプレクティック自己同型が取り得る位数とそ
の固定点集合の一般的な形を見ておく．

命題 1.13 ([12]). σをK3曲面X 上の非シンプレクティック自己同型，
Φを Euler 関数とする．このとき Φ(ord σ)は超越格子 TX の階数を割
り切る．特に 2 ≤ rankTX ≤ 21であるから ord σ ≤ 66である．

この命題において，非シンプレクティック自己同型は SXに自明に作
用していなくても成り立つ．また，Φ(60) = 16なのだが，実は次が成
り立つ．これは多くの人々([23], [10], [24])が独立に色々な証明を与え
ている．

命題 1.14. 位数 60の非シンプレクティック自己同型は存在しない．

命題 1.6 によると，K3曲面が素数ベキ位数の非シンプレクティック
自己同型を持つとき，その Néron-Severi 格子は p-elementary 格子に
なっていた．では素数ベキ位数でない非シンプレクティック自己同型場
合はどうであろうか？実はユニモジュラー格子になる．例えば，K3曲
面が位数 6(= 2× 3)の非シンプレクティック自己同型を持つとすると，

－4－
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そのNéron-Severi格子は 2-elementaryかつ 3-elementaryである．その
ような格子はユニモジュラー格子である．

命題 1.15 ([8]). σをK3曲面XのNéron-Severi 格子 SXに自明に作用
する合成数位数の非シンプレクティック自己同型とする．このとき SX

はユニモジュラー格子であり，

(1) SX = U ならば ord σ|66, 44 or 12
(2) SX = U ⊕ E8 ならば ord σ|42, 36 or 28
(3) SX = U ⊕ E2

8 ならば ord σ|12.
が成り立つ．

この命題によって，Néron-Severi 格子に自明に作用する合成数位数
の非シンプレクティック自己同型のことは大体分かったと思ってよい．
[8] には特別な合成数位数の場合の一意性の事も書かれている．
次に非シンプレクティック自己同型の固定点の様子について見る．

補題 1.16. σをK3曲面X 上の位数 I の非シンプレクティック自己同
型とする．このときその固定点集合は

Xσ = C1 
 · · · 
 Cm 
 {P1, . . . , Pn}
と表せる．ここでCiは非特異曲線，Pjは孤立点である．

pを σの固定点とし，その局所座標を (x, y)とする．σが非シンプレ
クティック自己同型であることと dx∧dyの作用に注意し，p = (x, y)へ

の σの作用を見ると

(
1 0
0 ζI

)
と

(
ζα
I 0

0 ζβ
I

)
（α+ β ≡ 1 mod I）が考

えられる．作用が前者であれば pは非特異固定曲線上の点であり，後
者であれば孤立固定点である．
もちろんPjへの σの作用は色々な種類のものが考えられる．例えば

ord σ = 5の場合は

(
ζ25 0
0 ζ45

)
と

(
ζ35 0
0 ζ35

)
がある．これらを区別する

のが正則版Lefschetz 公式1である．位相版のLefschetz 公式と共に紹介
する．

命題 1.17 (位相 Lefschetz 公式). σをK3曲面 X 上の非シンプレク
ティック自己同型とする．このとき固定点集合Xσ の位相的 Euler 数
χ(Xσ)は

χ(Xσ) =
4∑

i=0

(−1)itr(σ∗|H i(X,R))

をみたす．

1位数が大きくなるとこれの計算は結構大変である．

－5－
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命題 1.18 (正則 Lefschetz 公式). σをK3曲面X上の位数 Iの非シン
プレクティック自己同型2とする．このとき

2∑
i=0

tr(σ∗|H i(X,OX)) =
∑
j

a(Pα,β
j ) +

∑
l

b(Cl)

が成り立つ．ここでP α,β
j は σの作用が

(
ζα
I 0

0 ζβ
I

)
である孤立固定点で

ある．また

a(Pα,β
j ) =

1

(1− ζα
I )(1− ζβ

I )
, b(Cl) =

1− g(Cl)

1− ζI
− ζIC

2
l

(1− ζI)2
.

である．

2. 素数位数の場合

pを素数，XをK3曲面とし，σをNéron-Severi 格子 SXに自明に作
用する位数 pの非シンプレクティック自己同型とする．命題 1.13 によ
ると ord σ = pが取り得る値は 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19であるが，それ
ぞれの場合の固定点集合Xσを決定したい．詳細は [1] [2] [16] [18] な
どを見て欲しい．

p ≥ 3の場合，σの固定点集合は

Xσ = C(g) 
 E1 
 · · · 
 Ek 
 {P1, . . . , Pn}
となるのだが，gや kや nを p-elementary 格子としての SX が持つ量
で記述する．

Xがσのような自己同型を持つときはSXはp-elementary格子になる
が，SXが p-elementary格子だからといって，Xが必ずそのような自己
同型をもつかどうかは別問題である．そこで「どのような p-elementary
格子が SXになるのか」ということも気になる．これも SXの言葉で記
述できる．
まずはX が SX に自明に作用する位数 pの非シンプレクティック自

己同型を持つと仮定する．そのとき gと kと nという 3つの量を求め
たい．従って，連立方程式としては少なくとも 3つの式が欲しい．そ
のうちの 2つは命題 1.17と命題 1.18である．これらを用いることで次
が分かる．

2実はもっと広い対象に対して成り立つ．[3, page 542]や [4, page 567]を見よ．

－6－
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命題 2.1. 位数 pの非シンプレクティック自己同型 σの孤立固定点の数
nは次で与えられる：

n =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 if p = 2,
9 rankSX + 2

10
if p = 11,

(p− 2) rankSX + 22

p− 1
if p = 17, 19,

(p− 2) rankSX − 2

p− 1
otherwise.

この命題の証明をちゃんと追うと，σの孤立固定点への局所的な作
用も分かる．つまりPα,β

j の数も rankSXと pで書ける．Lefschetz 公式

からいきなり nが得られるのではなく，丁寧に計算することで各 Pα,β
j

の数がちゃんと記述できるから nも分かる，という具合である．

注意 2.2. p = 13, 17, 19のときは pの値だけで具体的に nの値が定ま
る．（それぞれ n = 9, 7, 5である．）命題 1.13によって，p = 13のと
きは rankSX = 10，p = 17のときは rankSX = 6，p = 19のときは
rankSX = 4だからである．

固定点はXσ = C(g)
E1
· · ·
Ek
{P1, . . . , Pn}という型をしてい
る．χ(C(g)) = 2− 2g，χ(Ei) = 2であるから，nが分かった今，gか k
のどちらかが定まればもう一方も定まる．その gを定める式3が Smith
の完全系列から得られる．

2.1. Smith の完全系列. 詳細は [5]か [7]を見て欲しい．K3曲面と非
シンプレクティック自己同型以外にも適用できる4理論である．

α := 1 + σ∗ + σ∗2 + · · · + σ∗(p−1)，β := 1 − σ∗ とし，ρ = βi (i =
1, 2, . . . , p− 1)とする．また，K3曲面XのZ/pZ係数の鎖複体 (chain
complex)をC(X,Z/pZ)とし，その部分鎖複体 ρC(X,Z/pZ)を考える．
これから自然に定まるホモロジー群をHρ

q (X,Z/pZ)と記し，Smith の
特別ホモロジー群と言う．以下係数の Z/pZは省略する．
我々が扱うケースで Smith の特別ホモロジー群が実際に有用なのは

ρがαと βの時である．特にHα
q (X) � Hq(X/〈σ〉, Xσ) が成り立ち，相

対ホモロジーという馴染みある話に帰着できる．p = 2の時は Z/2Z
上では α = βであるから，この辺りの話は相対ホモロジー群の意外な
（？）話と解釈もできなくはない．
次が Smith の特別ホモロジーの間に成り立つ完全系列である．

3上で述べた連立方程式で言えば 3つ目の式．
4最近では正則シンプレクティック多様体への応用が知られている．ただし，Smith

のホモロジーは自己同型が素数位数の時に定義されていることに注意する．色々考え
てみたところ，素数ベキ位数くらいであればホモロジー群くらいなら何とか定義でき
ると思う．しかし命題 2.3が上手くいかないので，あまり意味はなさそうである．
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命題 2.3. ρ = βi，ρ̄ = βp−i (i = 1, 2, . . . , p− 1)とする. このとき

· · · → H ρ̄
q (X)⊕Hq(X

σ) → Hq(X) → Hρ
q (X) → · · ·

と
· · · → Hα

q (X) → Hβj

q (X) → Hβj+1

q (X) → · · ·
という完全列が存在する．

上で少し触れたが，実際に使うのは ρ = α，ρ̄ = β と ρ = β，ρ̄ = α
の時である．これらの場合の多くのホモロジー群（特に q = 0, 1, 3, 4）
は実際に計算できる．そして H2(X)の周辺が問題となって，ここで
p-elementary 格子が現れてくるのである．
命題 2.3をちょっと観察してみる，というなら p = 3の時をおススメ

する．これ以外の場合は 2つ目の完全系列が意味をなさなかったり，同
じような計算を何度も繰り返すことになる．
さて，この辺り（命題 2.3）をちゃんと調べることで次を得る．

命題 2.4.
∑
q

dimHq(X
σ) =

20 + 2p+ (p− 2)r − 2(p− 1)a

p− 1
.

これと命題 1.17によって σの固定点集合Xσ の第 1 Betti 数 b1(X
σ)

を得る．従ってXσの型から，C(g)の種数を求めることができる．つま
りは非特異有理曲線の数 kも分かる．

2.2. 素数位数の非シンプレクティック自己同型. 今までの議論（+α）に
よって次の定理を得る．

定理 2.5. K3曲面XがNéron-Severi 格子 SXに自明に作用する位数 p
の非シンプレクティック自己同型 σを持つとする．その固定点集合は

Xσ =

⎧⎪⎨⎪⎩
φ SX = U(2)⊕ E8(2)

C(1) 
 C(1) SX = U ⊕ E8(2)

C(g) 
 E1 
 · · · 
 Ek 
 {P1, . . . , Pn} otherwise

である．ここで

g =
22− r − (p− 1)a

2(p− 1)
,

k =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rankSX − a

2
if p = 2,

rankSX − 10a− 2

20
if p = 11,

0 if p = 17, 19,
rankSX − (p− 1)a+ 2

2(p− 1)
otherwise,

である．nに関しては命題 2.1で与えてある．
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また，符号が (1, r − 1)である偶な p-elementary 格子がこのような
K3曲面のNéron-Severi 格子になる必要十分条件は

(2) 22− r − (p− 1)a ∈ 2(p− 1)Z≥0

が成り立つ5ことである．なお Z≥0は 0以上の整数全体を意味する．

注意 2.6. k = −1となる場合があるが，これはC(0)を打ち消している
ことを意味する．すなわち Xσは孤立点だけである．

注意 2.7. p ≥ 3のとき，(2)をみたす全ての場合の (X, 〈σ〉) の具体例
は構成されている．p = 2の場合はTorelli の定理によって，その存在
は確認6できる．

例 2.8. y2 = x3 + x+ t7で与えられる楕円K3曲面Xを考える．この
とき SX = U ⊕ E8であり，σ : (x, y, t) �→ (x, y, ζ7t)は SX に自明に作
用する位数 7の非シンプレクティック自己同型である．また，σの固定
点集合はXσ = C(1) 
 P1 
 {P1, . . . , P8} である．

3. 素数ベキ位数の場合

pを素数とし，σをNéron-Severi 格子に自明に作用する位数 plの非
シンプレクティック自己同型とする．命題 1.13 によるとその位数は 2α

(α ≤ 5), 3 (β ≤ 3), 5, 52 7, 11, 13, 17, 19 である．しかし金銅 [8,
Lemma 6.3]によって ord σ �= 25が示されている．前節（素数位数の場
合）の事も考慮すると，残る位数は 4, 8, 16, 9, 27, 25 である．ここで
は主に 2ベキ位数の場合を扱う．詳細は [20]を参照してほしい．また
3ベキ位数の場合は [19] や [16]を，位数 25の場合は [8] や [10]を参照
してほしい．
ここで命題 1.6を思い出す．K3曲面がNéron-Severi格子に自明に作

用する位数pkの非シンプレクティック自己同型を持つとき，そのNéron-
Severi 格子は p-elementary 格子であった．定義 1.10 で導入した δ は
2-elementary格子の不変量の一つであったが，2ベキ位数の非シンプレ
クティック自己同型に関する重要な情報を備えている．

命題 3.1. K3曲面XがNéron-Severi 格子 SXに自明に作用する位数 4
の非シンプレクティック自己同型を持つとき，SX において δ = 0が成
り立つ．

K3曲面のNéron-Severi格子になり得る 2-elementary格子は 75種類
あるのだが，そのうち δ = 0のものは 16種類である．もちろん全部具
体的に書き下すことが可能である．そして位数 4の非シンプレクティッ
ク自己同型については次が成り立つ．

5固定曲線の種数 gの式に注目してほしい．ザクっと行ってしまうと，分数や負の
数の種数が出ては困る，ということである．

6具体的な方程式などを記述してある文献を私は知らない．
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定理 3.2. K3曲面X が Néron-Severi 格子 SX に自明に作用する位数
4の非シンプレクティック自己同型 σ を持つとき，SX は U ⊕ E8(2)，
U(2)⊕E8(2)，U ⊕D⊕3

4 ，U ⊕D⊕2
8 以外の符号が (1, r− 1)であり偶か

つ δ = 0な 2-elementary 格子である．また固定点集合は

Xσ = E1 
 · · · 
 Ek 
 {P1, . . . , Pn}
である．ここで k = (rankSX − 2)/2，n = (rankSX + 6)/2である．

基本的なアイディアは位数 2の固定点集合Xσ2
と位数 4の固定点集

合Xσを比較するのである．Smith の完全系列（命題 2.3）は機能しな
いのだが，Lefschetz の公式（命題 1.17と命題 1.18）によって孤立固
定点の数 nやXσの位相的 Euler 数は計算できる．これらと σ2の固定
曲線の様子を用いて σの固定曲線を決定していく．
位数 8と 16の場合は次が成り立つ．

定理 3.3.

(1) K3曲面XがNéron-Severi 格子 SX に自明に作用する位数 8の
非シンプレクティック自己同型 σを持つとき，SX は U ⊕ D4，
U(2)⊕D4，U ⊕D4 ⊕ E8である. また固定点集合は

Xσ = E1 
 · · · 
 Ek 
 {P1, . . . , Pn}
である．ここで k = (rankSX + 2)/8，n = (3 rankSX + 6)/4で
ある．

(2) K3曲面XがNéron-Severi格子SXに自明に作用する位数 16の
非シンプレクティック自己同型 σを持つとき，SX は U ⊕ D4，
U ⊕D4 ⊕ E8である. また固定点集合は

Xσ = E1 
 · · · 
 Ek 
 {P1, . . . , Pn}
である．ここで k = (rankSX + 2)/8，n = (3 rankSX + 6)/4で
ある．

基本的な証明の方針は定理 3.2と同じである．ただし孤立固定点の
ふるまいには注意する必要がある．位数 8自己同型の孤立固定点が位
数 4の自己同型の固定曲線の上に沢山ない，ということは確認すべき
ことである．
なお，定理 3.2，定理 3.3 の各場合とも (X, 〈σ〉)の具体例は構成され

ている．

例 3.4. y2 = x3 + t2x+ t11で与えられる楕円K3曲面Xを考える．こ
のとき SX = U ⊕ D4であり，σ : (x, y, t) �→ (ζ216x, ζ

11
16y, ζ

2
16t)は SX に

自明に作用する位数 16の非シンプレクティック自己同型である．
Xは t = 0と∞上で I∗0型の特異ファイバーと II型の特異ファイバー

を持っている．σは I∗0型の特異ファイバーの重複度 2のコンポーネント
を固定曲線とし，その他の 4つの重複度 1のコンポーネント上に孤立
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固定点に 1点づつ定める．これら 4点のうち 1点は切断（セクション）
との交点であり，残りの 3点は σ8の固定曲線C(7)との交点である．ま
た II型の特異ファイバーでは尖点 (カスプ)を固定し，切断との交点上
に固定点を持つ．つまり σの固定点集合はXσ = P1 
 {P1, . . . , P6} で
ある．

4. 位数 32の場合

前節までの話でNéron-Severi 格子 SX に自明に作用する非シンプレ
クティック自己同型の話は大体落ち着いた．ここでもう一度命題 1.13
を思い出すと，2ベキ位数の非シンプレクティック自己同型の最大位数
は 32であった．しかしそれは SXに自明に作用しない．位数 32の非シ
ンプレクティック自己同型とK3曲面の例は次が知られている．

例 4.1 ([15]). y2 = x3 + t2x + t11で与えられる楕円K3曲面Xog の自
己同型 σog(x, y, t) = (ζ1832x, ζ

11
32y, ζ

2
32t) は位数 32の非シンプレクティッ

ク自己同型である．特に σogは SXogへ位数 2で作用する．

なお一番大きな 3ベキ位数は 27であり，5ベキ位数は 25である．こ
れらの場合は SX に自明に作用するものが存在する．またそのような
K3曲面と自己同型の組は同型を除いて一意的である．位数 32の場合
は次が成り立つ．

定理 4.2 ([21]). XをK3曲面，σをX上の位数32の非シンプレクティッ
ク自己同型とする．このとき σの固定点集合はXσ = {P1, P2, . . . , P6}
である．また組 (X, 〈σ〉) は組 (Xog, 〈σog〉) に同型である．
「位数 32の非シンプレクティック自己同型」という条件からWeier-

strass 方程式を決定するわけだが，最初のステップは σの SX への作
用を決めることである．命題 1.17とと命題 1.18と定理 3.2と定理 3.3
を用いた簡単な計算を行うことで，Xσの様子や不変格子 Sσ∗

:= {x ∈
SX |σ∗(x) = x} の階数が 5であることが分かる．これによって σ-安定
な楕円曲面の構造が存在し，それを調べる．
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Geometry of sections of certain rational
elliptic surfaces and its application

徳永浩雄1

イントロダクション
ここでは，多様体はすべて複素数体 C上で定義されているものとする．ϕ : S → P1 は P1上の
楕円曲面とする．ここで，楕円曲面と云えば，

• ϕは相対極小であり，

• 切断 Oを持つものとする．

さらに，この報告では，

ϕは少なくとも一つは特異ファイバーを持つ

と仮定する．MW(S)はϕ : S → P1の切断の集合とする．仮定から，MW(S) �= ∅である．MW(S)
は C(P1)-有理点の集合とみなされ，よく知られているように Oを単位元とするような可換群の
構造が入る（Mordell-Weil群）．この加法を +̇で表し，m倍写像を [m]sで表す．mが負の整数
の場合は，逆元を−m倍したものと解釈する．なお，以下では切断をその像と同一視し，S上の
曲線と考えることにする．
さて，k個の切断 s1, . . . , sk ∈ MW(S)を選んでその和

∑
i[ai]si を考えるとこれはMW(S)の

新たな元であり，その像は S上の新たな曲線を与える．本報告の目的はMW(S)上の演算の結果
として得られるこうした S上の曲線の幾何学的な応用を考察することである．ここでは，ある特
別な有理楕円曲面上で, s, [2]sが与える曲線が，conic-line arrangement の Zariski 対の例を構成
するのに利用できることを紹介する．
まず，Zariski 対の定義を復習しておく：

Definition 1 次数 nの被約な平面代数曲線の対 (B1, B2)が以下の条件を満たすとき，これを次
数 nの Zariski 対という．

(i) Bi (i = 1, 2)はともに次数 nの曲線であり，B1の combinatorial type (以下のDefinition 2
を参照）は B2 のそれと等しい．

(ii) ペア (P2, B1)からペア (P2, B2)への同相写像は存在しない．

Definition 2 ([6]) 曲線 B の combinatorial type とは以下の 7つ組

(Irr(B),deg,Sing(B),Σtop(B), σtop, {B(P )}P∈Sing(B), {βP }P∈Sing(B)),

で与えられる．
1首都大学東京 理工学研究科, tokunaga@tmu.ac.jp
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• Irr(B)は Bの既約成分の集合であり，deg : Irr(B) → Z≥0は各既約成分にその次数を対応
させる写像である．

• Sing(B)は B の特異点の集合であり，Σtop(B)は Sing(B)の各点の topological typeの集
合である．さらに，σtop : Sing(B) → Σtop(B)は各特異点に対し，その topological typeを
対応させる写像とする．

• B(P )はBの P ∈ Sing(B)は局所分枝の集合とし，βP : B(P ) → Irr(B)は各局所分枝にそ
の分枝を含む既約成分を対応させる写像とする．

二つの被約な平面曲線 B1 と B2 が，same combinatorial type をもつ (または，単に same com-
binatorics をもつ)とは， 上記の combinatorial typesのデータ

(Irr(Bi),degi, Sing(Bi), Σtop(Bi), σtopi, {βi,P }P∈Sing(Bi), {Bi(P )}P∈Sing(Bi)), i = 1, 2,

が等しいことをいう．すなわち， Σtop(B1) = Σtop(B2),であり，全単射写像 ϕSing : Sing(B1) →
Sing(B2), ϕP : B1(P ) → B2(ϕSing(P )) (各 P ∈ Sing(B1) ϕIrr : Irr(B1) → Irr(B2) が存在して，
以下条件をみたす：deg2 ◦ϕIrr = deg1, σtop2 ◦ϕSing = σtop1, and β2,ϕSing(P ) ◦ ϕP = ϕIrr ◦ β1,P .

Bi (i = 1, 2) が既約のとき，B1 と B2 は次数が等しく，特異点の数，対応する各特異点の
topological type が等しいとき，same combinatoricを持つ．また，line arrangementの場合は，
それぞれの incidence relationsが等しいとき，B1 と B2 は same combinatorial typeを持つ．

Zarsiki対の最初の例はその名が示す通り Zariski ([17, 18])により与えられた以下の例である：

Example 3 (B1, B2)は以下の条件を満たす既約な 6次曲線の対とする： (i) B1と B2はともに
既約 6次曲線でその特異点は 6個のカスプのみである．(ii) B1の 6個のカスプはある 2次曲線上
にあるが， B2 の 6個のカスプを通る 2次曲線は存在しない．このとき，(B1, B2)は Zariski 対
である．

Zariskiの例以降，Zariski対の研究はしばらく進展がほとんどなかったが，90年代に入って多
くの研究がなされた（例えば， [6] の参考文献を参照). そのなかでも，次のような例がある：

Example 4 1. (Artal Bartolo, 徳永 [7]) B1, B2はそれぞれ 2つの nodal cubicを既約成分に
もつ 6次曲線とする．Bi = Ci,1 + Ci,2とおく．B1, B2ともに Ci,1と Ci,2は 1点で 9重に
交わっているものとする．さらに，C1,1 ∩ C1,2 は各 nodal cubicの変曲点，C2,1 ∩ C2,2 は
各 cubicの変曲点ではない，とする．このとき，(B1, B2)は Zariski対である．

2. (土橋, 難波 ([12])) B1, B2 はともに 4つの既約な 2次曲線を既約成分にもつ 8次曲線とす
る．Bi =

∑4
j=1 Ci,j とおく．さらに，

(i) i = 1, 2に対して，Ci,j (j = 1, 2)は Ci,j (j = 3, 4)に相異なる 2点で接する．

(ii) Ci,1 � Ci,2, Ci,3 � Ci,4

(iii) Bi (i = 1, 2)の特異点は nodeと tacnodeのみである．
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(iv) B1 に関しては，8つの接点を通る 2次曲線が存在するが，B2 にはそのような 2次曲
線は存在しない．

このとき，(B1, B2)は Zariski対である．

3. (Artal-Bartolo, Carmona-Ruber, Cogolludo-Agustin, Marco-Buzunariz ([4], [5])) 9本の直
線，11本の直線からなる line arrangementの Zariski対

ここでは，ある有理楕円曲面の切断 s, [2]sを利用して，conic-arrangementの Zariski対が構成
できることを紹介したい．

Remark 5 Conic-line arrangementsについては，M. Amram, M. Friedman, D. Garber, M. Te-
icher and A. M. Uludagによる研究がある ([1, 2, 3, 9])．彼らの結果は conic-line arrangementの
補空間の基本群の性質に関するものだが， Zariski対の例は与えて無いようである．

[6]において述べているように（乱暴かもしれないが）Zariski対の研究は以下の 2つのステッ
プからなると云える：

(I) same combinatoricsを持つけれども，“何か違った性質,” 例えばー Example 3にあるよう
に特異点の locationに関する違いーを持つように B1 と B2 を構成すること．

(II) 対 (P2, B1) が (P2, B2)同相にならないことを示す．

ここでは，上記の (I)について，新たな手法を紹介したい．すなわち，楕円曲面のMordell-Weil
群の演算および切断から構成できる曲線の幾何学を用いる手法である．以下，どのようにして平
面曲線を構成するかを簡単に説明する．
まず，この節のはじめに述べた楕円曲面 ϕ : S → P1 は常に以下のような形で得られているこ
とに注目する（詳しくは，[11]等を参照されたい）．

• Σd は次数 d（dは偶数）の Hirzebruch曲面とする．

• Δ0はΔ2
0 = −dを満たす切断，T は (i) 高々単純特異点しか持たず（単純特異点については，

[8]参照），(ii) Δ0 ∩ T = ∅を満たす Σd上の tri-sectionとする（この条件のもと，Δ0 + T

は Pic(Σd)で 2-divisible である）．

• f ′ : S′ → Σd はΔ0 + T で分岐する 2次被覆とする.

• μ : S → S′ は標準特異点解消とする（標準特異点解消については [10]参照）．仮定から μ

は最小特異点解消であり，以下の ‘double cover diagram’を満たす：

S′ μ←−−−− S

f ′
⏐⏐� ⏐⏐�f

Σd ←−−−−
q

Σ̂d.

ここで，qは blow-upの合成であり，f は誘導された 2次被覆である（f の分岐因子は非特
異である）．
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上記の設定のもと，S は以下の二つの条件を満たす P1 上の楕円曲面となる：

• 楕円ファイバー空間 ϕ : S → P1 は Σd → P1 から引き起こされたものである．

• ϕはΔ0 の preimageとして切断 Oを持つ．

Δ1及び Δ2はともに Σdの切断で条件：Δ2
i = d及びΔi ∩Δ0 = ∅ (i = 1, 2)を満たすものとす

る．Δi (i = 1, 2)はそれぞれ qよるΔi (i = 1, 2)の狭義引き戻しとする．ここで，以下の条件が
満たされているとしよう：

1. 各 iに対し，f∗(Δi)は二つの切断 s±Δi
である．

2. Σ̂d は有限回の blow-downののち，P2 になる．この blow-downの写像を q : Σ̂d → P2 で
表す．

上記の設定で，[2]s+
Δi

(i = 1, 2) を MW(S)において s+
Δi
を 2倍して定まる切断とし，same

combinatoricsをもつ平面代数曲線 B1 及び B2 を構成する手法として q ◦ f(s+
Δi

)，q ◦ f([2]s+
Δi

)
(i = 1, 2)，及び q(Δ(S/Σ̂d))を利用することを考える．ただし，Δ(S/Σ̂d)は f の分岐因子である．
本稿では，このアイデアを d = 2に利用して，次数 7の conic-line arrangementに関する Zariski
対を構成する.

Zariski対研究の Step (II) については，これまでの論文 [13, 14, 15]同様，Galois群が位数 2n

の二面体群D2nに同型となるような P2のGalois分岐被覆（D2n-被覆）を利用する．さて，この
報告で扱う次数 7の conic-line arrangementは以下の通りである：

Conic-line arrangement 1

Ci (i = 1, 2)はともに非特異な 2次曲線，Lj (i = 1, 2, 3, 4)は直線で以下の条件を満たすもの
とする：

(i) L1 と L2 は共に C1 と横断的に交わる．C1 ∩ L1 = {P1, P2}, C1 ∩ L2 = {P3, P4}とおく．

(ii) C2 は C1 に相異なる 2点 {Q1, Q2}で接するかまたは 1点 {Q}で接する．ここで，前者を
t ype (a)，後者を type (b)と呼ぶ．

(iii) C1 ∩ C2 の点における接線は L1 ∩ L2 を通らない．

(iv) C2 は L1 と L2 に接する.

(v) L3 は P1 と P3 を通る.

(vi) L4 度は P1 と P4 を通る.

(vii) L3 と L4 は共に C2 と横断的に交わる.

B1 := C1 + C2 + L1 + L2 + L3, B2 := C1 + C2 + L1 + L2 + L4とおく．すると，B1と B2は
same combinatoricsを持つ.
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続いて Conic-line arrangement 2について説明する．この conic-line arrangementはConic-line
arrangement 1の直線 L1 と L2 を非特異な 2次曲線に置き換えたものである．

Conic-line arrangement 2

C1, C2, C3 はすべて非特異な 2次曲線，L1 は L2 は直線で以下の条件を満たすものとする：

(i) C1 と C2 は横断的に交わる. C1 ∩ C2 = {P1, P2, P3, P4}とおく.

(ii) C3 は C1 及び C2 に各交点での交点数が偶数になるように接する．必要なら C1 と C2 を取
り替えると，以下の 3通りのどれかが起きているとしてよい：

(a) C3 ∩ C1 = {Q1, Q2}, C3 ∩ C2 = {Q3, Q4}．
(b) C3 ∩ C1 = {Q1}, C3 ∩ C2 = {Q2, Q3}.
(c) C3 ∩ C1 = {Q1}, C3 ∩ C2 = {Q2}.

(iii) 各 Qi における接線は C1 + C2 の 2重接線（bitangent line）でない．

(iv) L1 は P1 と P3 を通る.

(v) L2 は P1 と P4 を通る.

(vi) L1 及び L2 共に C3 と横断的に交わる.

B1 := C1 + C2 + C3 + L1, B2 := C1 + C2 + C3 + L2とおく．B1とB2は same combinatorics
をもつ.

C1

C2

L1

L2

L3

P1

P2

P3

P4

Q1
Q2

L1

P1
C1

P2 C2

Q2 Q1

P4

P3

L2L4

B1 B2

Conic-line arrangement 1 of type (a)
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C1

C2

C3

L1

P1P2

P3
P4

C2

P1
P2

C3

C1

P4 P3

L2

B1 B2

Q1 Q2

Q3

Q4 Q4

Q1 Q2

Q3

Conic-line arrangement 2 of type (a)

ここでは，明示的に与えられた有理楕円曲面とそのうえの切断を利用して以下の二つの条件を
満たす conic-line arrangementの対の例を与える．より一般の statementや証明の詳細について
は [16]を参照されたい．

Theorem 6 (i) conic-line arrangement の対 (B1, B2) で，（イ）Bi (i = 1, 2) は Conic-line
arrangement 1 で述べた combinatorics をもつ，（ロ）(B1, B2)は Zariski 対である，を満た
すものが存在する．

(ii) conic-line arrangement の対 (B1, B2)で，（イ）Bi (i = 1, 2)は Conic-line arrangement 2
で述べた combinatorics をもつ，（ロ）(B1, B2)は Zariski 対である，を満たすものが存在
する．

1 例の構成
Example 1.1 [T, X, Z]は P2 の同次座標 (t, x) := (T/Z, X/Z)は Z = 0を無限遠直線とおいた
ときの P2の非同次座標とする．以下のような 2次曲線C1と 4つの直線 L1, L2, L3, L4を考える：

C1 : x − t2 = 0, L1 : x − 3t + 2 = 0, L2 : x + 3t + 2 = 0,

L3 : x − t − 2 = 0, L4 : x − 1 = 0.

C1 ∩ (L1 ∪ L2) = {[±1, 1, 1], [±2, 4, 1]} であることに注意する. Q1 = C1 + L1 + L2 とおき，
zo = [0, 1, 0]とおく．S′

1はQ1で分岐する P2の 2次被覆とする．zoを通る直線のペンシルは S′
1

上に種数 1の曲線束 Λzo を引き起こす．S′
1の特異点を解消し，さらに Λzo,1の base pointを解消

すると有理楕円曲面 ϕzo,1 : S1 → P1 をえる．この有理楕円曲面はWeierstrass方程式

S1 : y2 = (x − t2)(x − 3t + 2)(x + 3t + 2).

で与えられる楕円曲面である．
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この設定のもと，S1 の切断 s±Li
(i = 3, 4)を以下のように選ぶ：

s±L3
= (t + 2,±2

√
2(t − 2)(t + 1)) s±L4

= (1,±3(t + 1)(t − 1)).

S1 の生成ファイバーを C(t)上の楕円曲線とみて，楕円曲線上の ‘2倍’写像を計算すると，

[2]s+
L3

= ( 9
8 t2, 1

32 t
√

2(9t2 − 16)), [2]s+
L4

= (t2 + 1
4 , 1

2 t2 − 9
8 )

を得る．ここで，
C2 : x − 9

8 t2 = 0, C ′
2 : x − t2 − 1

4 = 0.

とおく．Q1 + C2 + L3 と Q1 + C2 + L4 はともに Conic-line arrangement 1 of type (a) の
combinatoricsをもつ．また，Q1+C ′

2+L3とQ1+C ′
2+L4はともにともにConic-line arrangement

1 of type (b)の combinatoricsをもつ．
pは奇素数，D2p は位数 2pの二面体群とする．このとき，[16]より，

• Q1 + C2 + L3（resp. Q1 + C ′
2 + L4）に沿って分岐する P2のD2p-被覆で，Q1に沿って 2

重に分岐，C2 + L3（resp. C ′
2 + L4）に沿って p重に分岐するものが存在する．

• Q1 + C2 + L4（resp. Q1 + C ′
2 + L3） に沿って分岐する P2 のD2p-被覆で，Qに沿って 2

重に分岐，C2 + L4（resp. C ′
2 + L3）に沿って p重に分岐するものは存在しない．

が従う．故に，(Q1 + C2 + L3,Q1 + C2 + L4)，(Q1 + C ′
2 + L3,Q1 + C ′

2 + L4)はともに Zariski
対となる．

Example 1.2 座標に関する記号は Example 1.1のものを踏襲する．

Conic-line arrangement 2 of type (a).

以下の定義方程式で与えられる 2次曲線 C1, C2 と直線 L1, L2 を考える：

C1 : x − t2 + 2 = 0, C2 : x2 − 2x + t2 − 4 = 0,

L1 : x − t = 0, L2 : x − 3t + 4 = 0.

C1 ∩ C2 = {[±2, 2, 1], [±1,−1, 1]}であることに注意する．Q2 = C1 + C2, zo = [0, 1, 0] とおく．
Example 1.1と同様，S′

2をQ2 で分岐する P2の 2次被覆とすれば．zoを通る直線のペンシルは
S′

2上に種数 1の曲線束 Λzo,2を引き起こす．S′
2の特異点を解消し，さらに Λzo,2の base pointを

解消すると有理楕円曲面 ϕzo,2 : S2 → P1 を得る．この有理楕円曲面はWeierstrass方程式

y2 = (x − t2 + 2)(x2 − 2x + t2 − 4).

で与えられる楕円曲面である．この設定のもと S2 の切断 s±Li
(i = 1, 2)を以下のように選ぶ：

s±L1
= (t,±√−2(t + 1)(t − 2)), s±L2

= (3t − 4,±√−10(t − 1)(t − 2)).

すると，Example 1.1と同様にして，

[2]s+
L1

= ( 1
2 t2 − 2,− 1

4

√−2t(t2 − 4)), [2]s+
L2

= ( 1
10 t2 − 2,− 3

100

√−10t(t2 + 20)).
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を得る．ここで，
C3 : x − 1

2 t2 + 2 = 0, C ′
3 : x − 1

10 t2 + 2 = 0

とおく．Q2+C3+L1, Q2+C3+L2, Q2+C ′
3+L1, Q2+C ′

3+L2はすべてConic-line arrangement
2 of type (a)の combinatoricsをもつ．Example 1.1と同様にして，[16]より，

• Q2 + C3 + L1（resp. Q2 + C ′
3 + L2）に沿って分岐する P2のD2p-被覆で，Q1に沿って 2

重に分岐，C3 + L1（resp. C ′
3 + L2）に沿って p重に分岐するものが存在する．

• Q2 + C3 + L2（resp. Q2 + C ′
3 + L1） に沿って分岐する P2のD2p-被覆で，Q2に沿って 2

重に分岐，C3 + L2（resp. C ′
3 + L1）に沿って p重に分岐するものは存在しない．

が従う．故に，(Q2 + C3 + L1,Q2 + C3 + L2)，(Q2 + C ′
3 + L1,Q2 + C ′

3 + L2)はともに Zariski
対となる．

Conic-line arrangement 2 of type (b).

Conic-line arrangement 2 of type (a)で考えた楕円曲面 ϕzo,2 : S2 → P1 とつぎの定義方程式
で与えられる直線 L1, L2 を考える．

L1 : x − t = 0, L2 : x + 1 = 0.

L2 から定まる S2 の切断を

s±L2
= (−1,±√−1(t − 1)(t + 1)).

とおく．すると，
[2]s+

L2
=

(
t2 − 17

4
,
3
8
√−1(4t2 − 19)

)
.

を得る．ここで，
C3 : x − t2 +

17
4

= 0.

とおく．すると，2次曲線 C3 は C1 には 1点で，C2 には相異なる 2点で接することがわかる．
C3 と Li (i = 1, 2) の交わりを考えると Q2 + C3 + L1 と Q2 + C3 + L2 はともに Conic-line
arrangement 2 of type (b)の combinatoricsをもつ．さらに，これまでと同様にして，[16]より，

• Q2 + C3 + L2 に沿って分岐する P2 の D2p-被覆で，Q2 に沿って 2重に分岐，C3 + L2 に
沿って p重に分岐するものが存在する．

• Q2 + C3 + L1 に沿って分岐する P2 の D2p-被覆で，Q2 に沿って 2重に分岐，C3 + L1 に
沿って p重に分岐するものは存在しない．

が従う．故に，(Q2 + C3 + L1,Q2 + C3 + L2)，は Zariski対となる．
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Conic-line arrangement 2 of type (c).

以下の定義方程式で与えられる 2次曲線 C1, C2 と直線 L1, L2 を考える：

C1 : x − t2 + 1
2 = 0, C2 : x2 − x + t2 = 0,

L1 : x = 1√
2
, L2 :

√
2

4

(√−1c1 − c2

)
x + t − 1

4

(√−1c1 + c2

)
= 0,

ただし，c1 =
√

2 + 2
√

2, c2 =
√
−2 + 2

√
2とする．このとき，

C1 ∩ C2 =
{[

±
√
−1/2 + 1/

√
2, 1/

√
2, 1

]
,

[
±
√
−1/2 − 1/

√
2,−1/

√
2, 1

]}
.

である．Q3 = C1 + C2 とし，zo = [0, 1, 0]とおく．これまでの例と同様に，Q3 に沿って分岐す
る P2の 2次被覆上で zoを通る直線のペンシルから得られる種数 1の曲線束の固定点を除去して，
有理楕円曲面 ϕzo,3 : S3 → P1 を得る．この楕円曲面はWeierstrass方程式

y2 =
(

x − t2 − 1
2

)
(x2 − x + t2).

で与えられるている．ここで，L1, L2 から定まる S3 の切断を

s±L1
=

(
1√
2
,±

√−1
2

(−2t2 − 1 +
√

2)
)

.

とおく．すると，

[2]s+
L1

=

(
t2,

√
−1

2
t2

)
を得る．ここで，

C3 : x − t2 = 0

とおく．このとき，Q3 + C3 + L1 及び Q3 + C3 + L2 は共に Conic-line arrangement 2 of type
(c)の combinatoricsを持つ．さらに，これまでと同じように [16]より，

• Q3 + C3 + L1 に沿って分岐する P2 の D2p-被覆で，Q2 に沿って 2重に分岐，C3 + L2 に
沿って p重に分岐するものが存在する．

• Q3 + C3 + L2 に沿って分岐する P2 の D2p-被覆で，Q2 に沿って 2重に分岐，C3 + L1 に
沿って p重に分岐するものは存在しない．

が従う．故に，(Q2 + C3 + L1,Q2 + C3 + L2) は Zariski対となる．
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p巡回McKay対応

安田健彦　（大阪大学）

2012年 12月 14日

この記事は基本的に論文 [4]の内容の解説である．詳細は論文を参照の
こと．

1 標数0のMcKay対応

この章では標数 0の代数的閉体 k上で考える．非特異代数多様体M に
有限群Gが忠実に作用している状況を考える．X := M/Gを商多様体と
し，Y → X をクレパント特異点解消とする．このとき，一般にMcKay

対応とは，多様体 Y の不変量とG多様体M の不変量が等しいことを言
う（ことが多い）．その中でも以下の結果は著者の知る限り，一般次元で
の最初の結果だ．Reidにより予想され，Batyrev[1]により証明された．

定理 1. G ⊂ SLd(k)を有限部分群，X = Ad
k/Gを商多様体，f : Y → X

をクレパント特異点解消（つまり，相対標準因子Kf が消える）とする．
このとき，Y の位相的 Euler標数はGの元の共役類の数に等しい．

etop(Y ) = �Conj(G)

これは次の定理により精密化できる．（これも，本質的には Batyrevに
より同じ論文で示されている．）

定理 2. 同じ仮定で，
[Y ] =

∑
g∈Conj(G)

Lage(g).

ここで等式は，代数多様体の圏の Grothendieck環K0(V ark)の適当な拡
大の中で考え，Lはアフィン直線の類 [A1

k]を表す．
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この等式の両辺に，位相的Euler標数実現etopを適用すると左辺はetop(Y )

になる．一方，etop(L) = 1なので，右辺は �Conj(G)に等しく，定理 1が
従う．

2 モチーフ積分によるアプローチ

上記の Batyrevの結果に対し，Denef-Loeser[2]によるモチーフ積分を
使ったアプローチがある．ここでは，その概要を，著者による Deligne-

Mumfordスタック上のモチーフ積分 [3]の言葉で説明する．まず，J∞X

を代数多様体Xのアーク空間とする．つまり，

J∞X = {Spec k[[t]] → X}.

（ただし，この論説では簡単のためにスキームとその閉点の集合を同一視
する．）この空間にはモチーフ測度が入り，可測関数

F : J∞X ⊃ C → Q ∪ {∞}

に対し，積分 ˆ
C

LFdμX

が定まる．さらにXがQ-Gorensteinの場合，標準的な可測関数FXが定
まり，弦理論的1モチーフが

Mst(X) =

ˆ
J∞X

LFXdμX (1)

と定義される．元々，弦理論的不変量はBatyrevにより特異点解消のデー
タを使い定義されたのだったが，このようにモチーフ積分を使うことで，
特異点解消を使わずに標準的に定義することが出来る．後の章では正標
数の場合について述べるが，そこでは特異点解消の存在が知られていな
いため，このような定義方法を採用するのが適切である．
さて，f : Y → Xを特異点解消とすると，変数変換公式より

Mst(X) =

ˆ
J∞Y

L−FKf dμY

1Batyrevはミラー対称性の研究のために弦理論的不変量を導入し，このような名前
を付けた．さらに，この不変量は，アーク空間上の積分として定義可能なので，その意
味でも弦理論的ということができなくもない．
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となり，弦理論的モチーフは特異点解消のアーク空間上のモチーフ積分
として表される．さらに，Kf が単純正規交差なら，この積分は明示的に
計算できる．さらに，Kf = 0つまり f がクレパントなら，

Mst(X) =

ˆ
J∞Y

1dμY = [Y ]

となる．
ここで，X が商多様体M/Gであるとしよう．X を商スタック [M/G]

を表すとすると，これは非特異Deligne-Mumfordスタックになり，自然
な射X → Xは有限双有理射になる．つまり，X → Xはスタックの圏で
の特異点解消とみなせる．ここで，適切にモチーフ積分をスタックに一
般化しておくと，変数変換公式を使い (1)をX の一般化されたアークの
空間上のモチーフ積分に書き直すことができ，それは簡単に計算できる．
（元の積分を直接計算するのはXのジェット・スキームの構造がよく分か
らないので難しい．）

定義 3. X の捩れアークを

[Spec k[[t1/l]]/μl] → X

という形の表現可能射と定義する．（ここで μlは 1の l乗根のなす群を表
す．表現可能とは，誘導される有限群の準同型が単射であることと同値．）
X の捩れアーク全体の空間をJ∞X を書く．

この定義で自然数 lは固定しないが，表現可能という条件より �Gの約
数のみを考えればよい．空間 J∞X はGの元の共役類の数だけ連結成分
をもち，各成分も簡単に記述できる．射 X → X に対する変数変換公式
から

Mst(X) =

ˆ
J∞X

LsX dμX

となる．右辺はJ∞X 上のモチーフ積分で sX は各連結成分上で一定とな
る関数．さらに，これは ∑

g∈Conj(G)

Lage(g)

に等しいことが，簡単に分かる．これより，定理 2が従う．
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3 標数pでp巡回群の場合

ここまでは標数 0の基礎体上で話を進めてきたが，標数が群の位数を
割りきらない場合にまで問題なく一般化できる．逆に，標数が群の位数
を割り切る時を野生的と良い，一般に（このMcKay対応に限らず）問題
が難しくなる．McKay対応については，野生的な場合はほとんど調べら
れていなかったので，まず一番簡単な場合つまり，群の位数と標数が一
致する場合を調べたのが今回の結果だ．

3.1 主結果

kを標数 p > 0の完全体とし，Gを位数 pの巡回群，V = Ad
kをG表現，

つまりG線形作用を与えられているとする．主結果を述べるために，ま
ず V の不変量DV ∈ Z≥0を以下のように定義する．V は

V =
l⊕

λ=1

Vdλ , (1 ≤ dλ ≤ p,
∑

dλ = d)

と一意的に分解する．ここで Vdλ は唯一の dλ 次元直既約 G表現．この
とき，

DV :=
l∑

λ=1

(dλ−1 − 1)dλ

2

と定義する．
X = V/Gとする．このとき，同様に弦理論的モチーフMst(X)を J∞X

上のモチーフ積分として定義する．標数 0の場合と違い，Mst(X) = ∞
となる（積分が発散する）ことがある．

定義 4. Xは弦理論的ログ端末⇔Mst(X) 
= ∞

もしXが弦理論的ログ端末なら通常の意味でログ端末である．もし特
異点解消 f : Y → X でKf が単純交差となるものがあれば，逆も成り
立つ．
また，次の事実は簡単に確かめられる．

事実 5. 次が成り立つ．

1. V は自明（つまりGは V に自明に作用する）⇔DV = 0
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2. V は非自明とする．このとき，codim(V G ⊂ V ) = 1⇔X は非特異
⇔DV = 1

さて，主結果を述べよう．

定理 6. DV ≥ 2とする．（DV = 1の場合については [4]を参照のこと．）

1. Xは弦理論的ログ端末⇔DV ≥ p．

2. クレパント特異点解消 f : Y → Xが存在すると仮定する．このとき，

(a) DV = p.

(b) Y の（l進コホモロジーで定義した）位相的Euler標数はp. (p =

�Gなので，定理 1はこの場合にも成り立つ．)

(c) kが有限体，f は k上で定義されているとする．さらに x ∈ X

を原点の像，E0 = f−1(x) ⊂ Y をその逆像とする．このとき，
任意の有限拡大 Fq/kに対し，

�E0(Fq) = 1 +
p− 1

p

∑
j>0, p�j

Nq,j

qshtV (j)
.

ここで，Nq,j は Fq((t))の分岐ジャンプが jの次数 pガロア拡
大の数，

shtV (j) :=
l∑

λ=1

dλ−1∑
i=1

⌊
ij

p

⌋
.

最後の結果は，商特異点の弦理論的不変量，そしてその特異点解消の
幾何と局所体の拡大の数え上げが深く関連している（または一致してい
る）という著者の予想2の特別な場合と見なせる．

3.2 証明の概略

標数 0と同じ方針での証明を試みる．簡単のために kは代数閉体とす
る．X := [V/G]とおく．まず捩れアークを以前と同様に定義する．

2work in progress
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定義 7. X の捩れアークとは Spec k[[t]]のあるG拡大Eに対し

[E/G] → X

という形の表現可能射．J∞X をX の捩れアーク全体の空間とする．

標数 0と大きく違う点は，標数 0ではEの取り方が有限通りしかなかっ
たのに対し，標数 pでは無限通りの取り方がある．それだけでなく，Eは
族として現れ，パラメタ空間は無限次元になる．しかし，J∞X の構造は
Artin-Schreier理論などから詳細に分かり，この空間上にモチーフ測度を
定義することができる．従って，モチーフ積分を考えることができる．そ
こで，射X → Xに対し変数変換公式を使い，

Mst(X) =

ˆ
J∞X

LwX dμX

と書ける．wX はJ∞X 上に標準的に定義される重み関数である．J∞X の
構造と，wX を明示的に計算することで，右辺は比較的に計算できる．定
理 6はこれから従う．
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Duality with

expanding maps and shrinking maps, and

its applications to Gauss maps

古川勝久 (早大理工)

1 Introduction

任意標数の代数閉体上の射影多様体 X ⊂PN に対して,ガウス写像 γを

γ : X 99KG(dim X ,PN ) : x 7→Tx X

により定義する. ただし, Tx X は非特異点 x ∈ X に対する PN 内の埋込み接空間を表す. ま

た,一般に有理写像 f : X 99K Y が分離的であるとは, K (X )/K ( f (X ))が分離的であること

を言う. 本稿では,主にガウス写像 γが分離的である場合について考察し「分離的ガウス

写像のファイバー線型性」などの結果について解説する. なお,本稿で解説する結果は論

文 [Fur12b]にて得られたものであり,議論のさらなる詳細などについてはそれを参照され

たい.

はじめに,標数零においては射影多様体の再帰性とよばれるところの,「すべての射影多

様体 X に対し等号 X ∗∗ = X が成立する」という性質が γを調べる上で有用である (任意標

数では C (X ) =C (X ∗)が成立するとき再帰的であると定義する;詳細は §4にて補足する).

一方で正標数においては,たとえ X のガウス写像が分離的であっても, X の再帰性は成立

しない例が存在する (楫 [Ka03a]・深澤 [Fuk06b]の各氏による, Kleiman-Pieneの問題の否

定的解決として知られている).そこで,本研究では再帰性にかわるものとして,任意標数で

の γの調査のために, expanding mapおよび shrinking mapという写像に着目した (詳細は

§2で後述).これらの写像を用いて得られた主結果 (定理 7)から導かれる事のひとつが以下

の定理である:

定理 1 ([Fur12b, Thm. 1.1]). 射影多様体 X ⊂PN のガウス写像 γが分離的であるとする.こ

のとき γの一般ファイバー (の閉包)は PN 内の線型多様体となる (特に連結となる).
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さて, X ⊂PN を線型多様体ではないとする.この時, X が非特異ならば γは有限射となる

事が知られている (Zak [Z, I, 2.8. Cor.]).この事実と定理 1とをあわせると以下の系を得る:

系 2 ([Fur12b, Cor. 3.7]). 射影多様体 X が非特異ならば,分離的ガウス写像 γは双有理と

なる.

幾何学的には,この γの双有理性は「一般の埋込み接空間は唯一の点でのみ X と接する」

ことを意味している.

標数零においては,上述の「ガウス写像の一般ファイバーの線型性」は古典的に知られ

た結果であり (Griffiths-Harris [GH, (2.10)], Zak [Z, I, 2.3. Thm.]),特に, Kleiman-Pieneの

両氏により再帰性をもちいた証明があたえられていた ([KP91, pp. 108–109]). また一方で,

正標数においては, γが非分離的な場合にその一般ファイバーが線型とならない例が存在

する (楫 [Ka86] [Ka89], Rathmann [R87],野間 [N01],深澤 [Fuk05] [Fuk06a]の各氏による).

このことから,「分離的ガウス写像に対して一般ファイバーの線型性は成立するか？」と

いう問題が提起された ([Ka03b]など). 定理 1によりこの問題は肯定的に解かれたことと

なる.

以下では, §2にて expanding map・shrinking mapの定義を紹介し,それらを用いて得

られる主結果について解説する. つぎに, §3にて,定理 1の内容にあたる主結果の一部につ

いて証明を見てゆく.

2 Expanding maps and shrinking maps

2.1 定義

ここでは表題の有理写像の定義を与えてゆく. なお, shrinking mapは,もともと標数零

での「Gauss imageの特徴づけ」を行うために, Landsbergと Piontkowskiとの各氏によ

り独立に導入されたものであった ([IL, p. 93]の記述によると 1996年頃のこととなる; [FP,

2.4.7]についても参照). さらに本研究では, expanding mapとして shrinking mapの双対

にあたるものを定義した.これは後でみる様にガウス写像の一般化となるものである.

定義 3. グラスマン多様体の部分多様体X ⊂ G(m,PN )に対し, expanding map γ : X 99K
G(m+,PN )が以下の様に定義される (m,m+はm É m+を満す整数である).

はじめに, G(m,PN ) に対し QG(m,PN ) および SG(m,PN ) により, その上の階数 m + 1 の

universal quotient bundleと階数 N −m の universal subbundleとを表す (ここで, 0 →
SG(m,PN ) → H 0(PN ,O (1))⊗OG(m,PN ) →QG(m,PN ) → 0なる完全列が成立する). また, QX :=
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QG(m,PN )|X によりX 上の universal quotient bundleを表わすことにする (以下, SX など

も同様に定義する).さて,層の準同型写像 ϕを合成写像

ϕ : SX sm →H om(H om(SX sm ,QX sm ),QX sm ) →H om(TX sm ,QX sm )

により定める. ただし, 一番目の写像は QX ⊗Q∨
X

→ O の双対から, 二番目の写像は

TX sm ,→ TG(m,PN )|X sm = H om(SX sm ,QX sm ) から導かれたものである. さて, 整数 m+

(m É m+ É N )を,一般点 x ∈X に対し

dim(kerϕ⊗k(x)) = N −m+

を満たすものとして取る.すると,ある開集合X ◦ ⊂X が取れて, kerϕ|X ◦は階数N−m+の

H 0(PN ,O (1))⊗OX ◦ ' H 0(P̂N ,O (1))∨⊗OX ◦の subbundleとなる (ここで P̂N :=G(N−1,PN )

は双対射影空間を表す).これにより,グラスマン多様体の普遍性から,

γ= γX /G(m,PN ) : X ◦ →G(m+,PN )

なる射を得られ,これを X の expanding mapと呼ぶこととする.

注 4. X ⊂ PN = G(0,PN ) に対して, expanding map γ = γX /PN は ガウス写像

X 99K G(dim(X ),PN )に一致する. と言うのも,上の定義の設定のもとで, SPN =Ω1
PN (1)か

つQPN = OPN (1)であり,故に ϕは自然な準同型写像 Ω1
PN (1)|X →Ω1

X (1)に一致する. この

ことから等号 kerϕ= N∨
X /PN (1)を得る.

定義 5. 部分多様体 Y ⊂G(M ,PN )に対し shrinking map σ : Y 99KG(M−,PN )が以下の様

に定義される (M , M−はM Ê M−なる整数である).

層の準同型写像Φを合成写像

Φ : Q∨
Y sm →H om(H om(Q∨

Y sm ,S ∨
Y sm ),S ∨

Y sm ) →H om(TY sm ,S ∨
Y sm )

として定める. ただし二番目の写像は TY sm ,→ TG(M ,PN )|Y sm =H om(Q∨
Y sm ,S ∨

Y sm )により

導かれるものである.ここで整数M− (−1 É M− É M)を,一般点 y ∈Y に対し

dim(kerΦ⊗k(y)) = M−+1

を満たすものとして取る. すると,ある開集合 Y ◦ ⊂ Y に対し, kerΦ|Y ◦ は階数 M−+1の

H 0(PN ,O (1))∨⊗OY ◦ の subbundleとなり,

σ=σY /G(M ,PN ) : Y ◦ →G(M−,PN )

なる射を誘導する.これが shrinking mapと呼ばれるものとなる.
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注 6. X ⊂G(m,PN )に対して,同一視 G(m,PN ) 'G(N −m −1, P̂N )の下で対応する多様体

を X̄ ⊂G(N −m −1, P̂N )により表す.この時, γX /G(m,PN )は shrinking map

σX̄ /G(N−m−1,P̂N ) : X̄ 99KG(N −m+−1, P̂N )

と G(m+,PN ) 'G(N −m+−1, P̂N )の下で同一視することができる.同様にして, σY /G(M ,PN )

を expanding map γ
Ȳ /G(N−M−1,P̂N )と同一視することができる.

2.2 主結果

部分多様体 Y ⊂ G(M ,PN )に対し, shrinking map σ : Y 99K G(m0,PN )を取る. 定義 5の

様に, M ,m0 は M Ê m0 なる整数である (m0 := M− とおく). また, X0 により σ(Y ) ⊂
G(m0,PN ) の閉包を表し, UX0 ⊂ X0 ×PN により X0 上の universal family を表す. また,

π0 : UX0 →PN をその射影とする.さて

σ∗UX0 ⊂Y ×PN

をUX0 の σの下での引戻しの閉包として定め, σ∗π0 : σ∗UX0 → PN によりその射影を表

す.ここまでの σや σ∗π0やの構成はY のみに依存することを注意しておく.

つぎに X ⊂PN に対し

Γ(X ) := { (Tx X , x) ∈G(M ,PN )×PN | x ∈ X sm }

により埋込み接空間とその接点の incidence varietyを表わすこととする.

定理 7 ([Fur12b, Thm. 3.1]). 整数 N , M (0 < M < N )について, M 次元射影多様体 X ⊂ PN

と,閉部分多様体 Y ⊂G(M ,PN )とを取る. また σなどを上の様に決める. このとき以下の

三条件は同値となる:

(a) ガウス写像 γ= γX : X 99KG(M ,PN )は分離的で,その像 (の閉包)はY に一致する.

(b) G(M ,PN )×PN 内にて Γ(X ) =σ∗UX0 が成立する.

(c) σ∗π0 : σ∗UX0 → PN は分離的かつ generically finiteで,その像は X に一致する (特

に,像の次元がM となる).

系 8. 条件 (a-c)のいづれかが成立するとする.この時m0 = M −dim(Y )が成立し,また,つ
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ぎの図式が可換となる:

UX0

π0 //

��

X

γX

���
�
�

X0 γX0

//___ Y .

ここで γX0 はX0の expanding mapであり,実のところ双有理で shrinking map σの逆写

像となる.また,一般点 y ∈Y に対し, σ(y) ∈X0はファイバー γ−1
X (y) ⊂PN の閉包で得られ

る線型多様体に対応する.

注 9. 定理 7における “(a) ⇒ (b)”の部分は,定理 1で述べたところの「分離的ガウス写像の

一般ファイバー線型性」の成立を導く.また “(c) ⇒ (a)”の部分は Landsbergと Piontkowski

との各氏による「Gauss imageの特徴づけ」の任意標数での一般となるもので「グラスマ

ン多様体の部分多様体が分離的ガウス写像の像であるための同値条件」を与えている.

注 10. 実際の証明では “(a) ⇒ (b)”および “(c) ⇒ (a)”は一つ枠組みのなかで議論をすすめ

ることができる. と言うのも,注 6でみた様に, “(c) ⇒ (a)”の中で σと γとの役割をいれか

えると,似た形の状況の下である程度まで話ができるためである.

本稿では, “(a) ⇒ (b)”の部分を示し定理 1を得る部分について見てゆく. そのために次

節にて,ガウス写像 γと shrinking map σの合成 σ◦γについて調査してゆく. (上の注にの

べた様に “(c) ⇒ (a)”まで示すことを考える場合には, γを expanding mapとして議論した

方が効率がよい. 本稿では定理 7全体の証明はしないので, γをガウス写像とした場合のみ

考える.)

3 Gauss maps and shrinking maps

本節では, M 次元射影多様体 X ⊂ PN を取り,そのガウス写像を γ : X sm → G(M ,PN )と

置く.ここでは Y ⊂G(M ,PN )を γ(X )の閉包として定める.このY について定義 5の層の
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射Φを考える.さて, Φを γで引き戻すことにすると,つぎの図式を得られる:

γ∗Q∨ //

Ψ
00

γ∗Φ

++
H om(H om(γ∗Q∨,γ∗S ∨),γ∗S ∨) //

−◦dγ ++WWWWWWWWWWWWWWWWWWW
H om(γ∗TY sm ,γ∗S ∨)

��
H om(TX sm ,γ∗S ∨).

(1)

ここで, Q = QG(M ,PN ), S = SG(M ,PN ) の様に置いた. また, Ψ を合成写像 Ψ : γ∗Q∨ γ∗Φ−−−→
H om(γ∗T,γ∗S ∨) → H om(TX sm ,γ∗S ∨) により定義し, ついで dγ を次の様な tangent

bundle間の射として定義した:

dγ : TX sm → γ∗TG(M ,PN ) 'H om(γ∗Q∨,γ∗S ∨).

注 11. ガウス写像 γが分離的であるとすると,ある開集合 X ◦が取れて次が成立する:

kerγ∗Φ|X ◦ = kerΨ|X ◦ .

というのもこの時, 一般点 x ∈ X にて (1)における縦の矢印 Hom(Tγ(x)Y ,S ∨⊗γ(x)) →
H om(Tx X ,S ∨⊗γ(x))は単射的となるからである.

つぎに OX (1) :=OPN (1)|X とおくと,縦横について完全な,次の可換図式が得られる:

0

��

0

��
OX (−1)

��

OX (−1)

��
0 // γ∗Q∨ //

ξ

��

H 0(PN ,O (1))∨⊗OX
//

��

γ∗S ∨ // 0

0 // TX sm (−1) //

��

TPN (−1)|X //

��

γ∗S ∨ // 0

0 0.

(2)

(なお, γ∗S ∨(1)はNX /Pn に一致し,また γ∗Qは一次のOX (1)の principal parts P 1
X (OX (1))

に一致する.) ここで ξを (2)の最初の縦の部分にあらわれる層の射とする. さすれば,次の
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合成射 dγ(−1)◦ξを得る:

dγ(−1)◦ξ : γ∗Q∨ ξ−→ TX sm (−1)
dγ(−1)−−−−−→ γ∗TG(r,Pn )(−1)|X .

注 12. 点 x ∈ X について, (2)の二番目の横の成分 γ∗Q∨⊗k(x) ⊂ H 0(PN ,O (1))∨ は包含関

係 Tx X ⊂PN に対応する.また (2)の最初の縦の成分により, ker(ξ)⊗k(x) ⊂ γ∗Q∨⊗k(x)は

一次元のベクトル空間となり,さらにその射影化は x ∈Tx X に対応することとなる.

以上の設定のもとΨと dγ(−1)◦ξとの間の同一視を得ることができる.より正確には:

定理 13. ある開集合 X ◦ ⊂ X について次が成立する:

kerΨ|X ◦ = kerdγ(−1)◦ξ|X ◦ .

特に,右側の X ◦×PN 内での射影化は対角線集合 ∆X ◦ := { (x, x) ∈ X ◦×PN | x ∈ X ◦ }を含ん

でいる.

注 14. (Z 0 : Z 1 : · · · : Z N )を PN の斉次座標とする. このとき標準的開集合 G◦ ⊂ G(M ,PN )

を PN のM 次元線型部分空間で (N −M −1)次元線型部分空間 (Z 0 = ·· · = Z M = 0)と交わ

らないもの全体とおく. なお, Z0, . . . , ZN によって Z 0, . . . , Z N の双対基底をあらわすことと

する.以下,表記をさだめるために,以下の様に G◦の記述を与えてゆく.

Q|G◦ およびS ∨|G◦ は G◦上では自由層となる.ここで, q i は H 0(PN ,O (1))⊗O →Qのも

とでの Z i の像とし, s j は H 0(PN ,O (1))∨⊗O →S ∨のもとでの Z j の像とし,さらに,ふた

つのベクトル空間を以下で定める:

Q :=
M⊕

i=0
K ·q i and S∨ :=

N⊕
j=M+1

K · s j .

このときに, Q|G◦ =Q ⊗OG◦ およびS |G◦ = S∨⊗OG◦ なる等式を得られる.

さて,ここで以下の標準的同型を得る:

G◦ ' Hom(Q∨,S∨) : y 7→ ∑
0ÉiÉM ,M+1É jÉN

a j
i ·q i ⊗ s j , (3)

ここでM 次元線型部分空間 y ∈ G(M ,PN )はつぎの (M +1)× (N +1)行列の横ベクトルで

張られるものとなっている:
1 0 · · · 0 aM+1

0 · · · aN
0

0 1 · · · 0 aM+1
1 · · · aN

1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1 aM+1

M · · · aN
M

 .

－36－



定理 13 の証明. 一般点 xo ∈ X をとり,次の等式を示せば充分である:

kerΨ⊗k(xo) = ker(dγ(−1)◦ξ)⊗k(xo). (4)

以下では二段階にわけて考える.はじめに標準的方法にて γ(x) ∈G(M ,PN )の記述を与える

(cf. [FK07, Proof of Proposition]).次にそれを用いてΨをも記述し,さらにΨと dγ(−1)◦ξ
とが同一視されることを見る.

段階 1. PN の座標 (Z 0 : Z 1 : · · · : Z N )の変換によって,

xo = (1 : 0 : · · · : 0), Txo X = (Z M+1 = ·· · = Z N = 0)

となる様にする. さらに元々の埋込み X ,→ PN が xo のまわりで以下の様にパラメーター

づけされていると要請できる:

(1 : z1 : · · · : zM : f M+1 : · · · : f N ). (5)

ここで z1, . . . , zM は正則局所環 OX ,x の system of regular parametersであり, f M+1, . . . , f N

は正則関数である. (5)を横ベクトルとみて v と記す.このとき次の行列を得る:
v

vz1

...
vzM

=


1 z1 · · · zM f M+1 · · · f N

0 1 · · · 0 f M+1
z1 · · · f N

z1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1 f M+1

zM · · · f N
zM

 ,

ここで f j
ze := ∂ f j /∂ze のように置いた. さて xo に充分近い点 x ∈ X について,埋込み接空

間 Tx X は点 v(x), vz1 (x), . . . , vzM (x) ∈PN により張られている事になる. v から
∑

ze · vze を

引き算して次の行列を得る:
1 0 · · · 0 f M+1 −∑

e ze f M+1
ze · · · f N −∑

e ze f N
ze

0 1 · · · 0 f M+1
z1 · · · f N

z1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1 f M+1

zM · · · f N
zM

 . (6)

これらの横ベクトルは,なおも Tx X を張ることとなる.

注 14の様に G◦を置く.すると (3)と (6)とにより, xo に近い点 x ∈ X について, γ(x) ∈G◦

は以下で表示されると考えられる:∑
M+1É jÉN

(
( f j − ∑

1ÉeÉM
ze f j

ze )(x) ·q0 ⊗ s j +
∑

1ÉiÉM
f j

zi (x) ·q i ⊗ s j

)
. (7)
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段階 2. Q をQ⊗k(γ(xo))により,また S を S ⊗k(γ(xo))により同一視する. 線型写像

Ψxo : Q∨ → Hom(Txo X ,S∨)は,図式 (1)を用いて以下の手順により表現が与えられる.まづ

xo = (1 : 0 : · · · : 0)であることと ( f j −∑
ze f j

ze )zν =∑
e ze f j

ze ,zν であることにより, (7)を用い

て,線型写像 dxoγ : Txo X → Tγ(xo )G' Hom(Q∨,S∨)が以下で与えられるとわかる:

∂

∂ze 7→ ∑
1ÉiÉM ,M+1É jÉN

f j

zi ,ze (xo) ·q i ⊗ s j . (8)

よってHom(Hom(Q∨,S∨),S∨) → Hom(Txo X ,S∨)は次で与えられる:

q0 ⊗ s j ⊗ sν 7→ 0, qi ⊗ s j ⊗ sν 7→
∑

1ÉeÉM
f j

zi ,ze (xo) ·d ze ⊗ sν (1 É i É M).

いま Q∨ → Hom(Hom(Q∨,S∨),S∨)は qi 7→ qi ⊗ (
∑

j s j ⊗ s j )により定まるものであったか

ら,目的の線型写像Ψxo : Q∨ → Hom(Txo X ,S∨)は以下で与えられるとわかる:

q0 7→ 0, qi 7→
∑

1ÉeÉM ,M+1É jÉN
f j

zi ,ze (xo) ·d ze ⊗ s j (1 É i É M). (9)

さて ξxo : Q∨ → Txo X は ξxo (q0) = 0および ξxo (qe ) = ∂/∂ze (1 É e É M),により与えられ

るので線型写像 dxoγ◦ξxo と Ψxo とは (8)および (9)により同一視できる. 特にそれらの

kernelは一致することとなり等式 (4)の成立を得られる.

また,注 12により,一般点 x ∈ X について kerdxγ◦ξx を PN 内に射影化したものは x を

含むこととなる. よって X ◦×PN の部分多様体となる kerdγ(−1)◦ξ|X ◦ の射影化は対角線

集合 ∆X ◦ を含む.

定理 7 の (a) ⇒ (b) の証明. 部分多様体 Y ⊂ G(M ,PN )を γ(X )の閉包として得られるも

のと置き, σ : Y 99KX0 ⊂G(m0,PN )によりその shrinking mapを表す.ここで,ある開集合

X ◦ ⊂ X について, γ∗σ∗UX0 |X ◦ が ker(γ∗Φ)|X ◦ の射影化で得られることに注意する.さて, γ

が分離的なので,注 11に述べた様に kerγ∗Φ|X ◦ = kerΨ|X ◦ となる.さらに定理 13によれば

kerγ∗Φ|X ◦ = ker(dγ(−1)◦ξ)|X ◦

が成立することとなる.ここで,ふたたび分離性から右側の bundleの階数はM −dimY +1

になると分かる. よって, 等式 m0 = M −dimY を得られる. さらに, 定理 13 の後半に

述べたことから, γ∗σ∗UX0 |X ◦ は対角線集合 ∆X ◦ を含むこととなる. これは等式 Γ(X ) =
σ∗UX0 を導く. というのも,まづ包含関係 Γ(X ) ⊂ σ∗UX0 が成立し,ついで,右辺の次元が

dimY +m0 = M の様に計算されるからである.
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上述した (a) ⇒ (b)の成立により,分離的ガウス写像の一般ファイバーの線型性が証明さ

れる:

定理 1 の証明. σ∗UX0 → Y の一般ファイバー Fy (y ∈ Y )に対し,その像 σ∗π0(Fy )はm0

次元の線型多様体 σ(y) ⊂PN に一致する.ここで γが分離的なら, (b)により Γ(X ) =σ∗UX0

を得て,以下の図式が可換となる:

Γ(X )

��

σ∗UX0

��

σ∗π0

zzvvvvvvvvv

X γ
//____ Y .

故に, σ∗π0は双有理であって,一般点 y ∈Y に対し γ−1(y) = X sm ∩σ(y)を得る.

4 補足

分離性 有理写像 f : X 99K Y が分離的 (separable)であるとは体の拡大 K (X )/K ( f (X ))が

分離的に生成されていることを言う. これは, Zariski 接空間のあいだの線型写像 dx f :

Tx X → T f (x) f (X )が一般点 x ∈ X で全射であることと同値である. 有理写像 f が分離的で

ないとき, f は非分離的 (inseparable)であると言う.正標数においては,ガウス写像は非分

離的となりえる (Wallace [W56]).

ところで,ガウス写像 γが分離的であるか,あるいは非分離的であるか,ということは X

のもつ幾何学的性質に大きく影響すると考えられる. 非分離的な γの研究としては, §1で

述べた非線形なファイバーの研究に,また,別の視点のものとして階数零のガウス写像の研

究 [FK10], [FFK], [Fur12a]などがある.

再帰性 射影多様体 X ⊂ PN に対して P̂N により PN の超平面全体の集合 G(N −1, N )をあ

らわす.ここで以下を定義する:

C (X ) := { (x, H) ∈ X sm × P̂N |Tx X ⊂ H } (conormal variety),

τ : C (X ) → P̂N (conormal map),

X ∗ := τ(C (X )) ⊂ P̂N (X の双対射影多様体).

ここで, X が再帰的 (reflexive)であるとは, P×P̂N ' P̂̂×P̂N の同一視のもとでC (X ) =C (X ∗)

となることで定義する.特に, X が再帰的であれば X ∗∗ = X が成立することもわかる.また,

次のことが知られている:「X が再帰的であることと, τが分離的であることとは同値であ
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る」(Monge-Segre-Wallace criterion). 故に,標数零であれば全ての射影多様体は再帰的で

ある.
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The graded rings associated to cusp singularities

Masanori Ishida
Mathematical Institute, Tohoku University

Introduction

In 1983, Tsuchihashi [T] constructed an isolated singularity called a cusp singularity
from a pair of an open cone and a discrete group acting on it, which is a generalization
of the Hilbert modular cusp singularities. By the construction, Tsuchihashi’s cusp
singularity is described by the fan decomposing the open cone. Although the cusp does
not depend on the choice of the fan, it describes a desingularlization of the singularity.
Furthermore, some important invariants are calculated by the fan.

In this note, we will show the possibility of using computer for analyzing cusp
singularities by introducing the method of Gröbner basis. Since the completed local
ring of a cusp singularity is a subring of the completion of a semigroup ring, it is
possible to define the leading monomials of the elements if we fix a monomial order
on the semigroup. However, we have difficulties since the semigroup consisting of the
leading monomials is not finitely generated in general. This indicates that monomial
orders are too strong for our purpose.

In most of monomial orders, the grading is the first step of the ordering. We will
show that the grading of the semigroup ring gives a filtration of the local ring, and
the associated graded ring is finitely generated. Using this result, we can show that
the local ring is Noetherian over a general field. In the last section, we will give some
remarks on the local ring related to the theory of Gröbner basis.

1 Subrings of a semigroup ring

Let N be a free Z-module of rank r ≥ 0. The dual Z-module HomZ(N,Z) is denoted
by M . We set NR = N ⊗Z R and MR = M ⊗Z R. N and M are contained in NR and
MR, respectively, as lattices. The natural pairing 〈 , 〉 : M × N → Z is extended to
the perfect pairing 〈 , 〉 : MR ×NR → R of R-vector spaces.

A subset σ ⊂ NR is said to be a strongly convex rational polyhedral cone if there
exists a finite subset {u1, . . . , us} ⊂ N with σ = R0u1 + · · ·+R0us and σ∩(−σ) = {0},
where R0 = {c ∈ R ; c ≥ 0}. A strongly convex rational polyhedral cone is denoted
by a greek lowercase character as σ, τ , π, and is called simply a cone.

For a cone σ, we introduce the following notation. N(σ)R = σ + (−σ) is the
minimal linear subspace of NR containing σ. We define dim σ = dimR N(σ)R. We set
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N(σ) = N ∩ N(σ)R and N [σ] = N/N(σ). We set also M [σ]R = σ⊥ = {x ∈ MR ;
〈x, u〉 = 0 for all u ∈ σ}, M [σ] = M ∩M [σ]R and M(σ) = M/M [σ]. M(σ) and N(σ)
are mutually dual Z-modules of rank dim σ, while M [σ] and N [σ] are mutually dual
Z-modules of rank r − dim σ.

In this section, we fix a cone π ⊂ NR of dimension r. Then the dual cone

π∨ = {x ∈MR ; 〈x, u〉 ≥ 0 for all u ∈ π}

is a strongly convex rational polyhedral cone of dimension r in MR.
Since π∨ is a convex cone, x, y ∈ π∨ implies x+y ∈ π∨. Hence M∩π∨ is a semigroup

with the unit 0. Since π∨ is strongly convex, 0 is the unique invertible element of the
semigroup. An element m of M ∩ π∨ is said to be irreducible if there do not exist
m1,m2 ∈M ∩ π∨ \ {0} with m = m1 + m2.

Lemma 1.1 (Gordan) The semigroup M∩π∨ is finitely generated. Namely, M∩
π∨ has only finite irreducible elements and the semigroup is generated by them.

We fix a field k of any characteristic. Lemma 1.1 implies that the semigroup ring

Sπ = k[M ∩ π∨] =
⊕

m∈M∩π∨
ke(m)

is a finitely generated k-algebra, where we define e(m)e(m′) = e(m+m′) for m,m′ ∈M
and e(0) = 1. In particular, Sπ is a Noetherian ring. For each face σ of π, we denote
S(σ) = M ∩π∨∩σ⊥ and S(σ)◦ = M ∩ rel. int(π∨∩σ⊥). In particular, S(0) = M ∩π∨.
Since S(σ) is a subsemigroup of M ∩ π∨, k[S(σ)] is a subring of Sπ. Note that k[S(σ)]
is also considered as the residue ring of Sπ by the prime ideal

⊕
m∈M∩(π∨\σ⊥) ke(m).

We denote by F (π) the set of faces of π.

Lemma 1.2 The semigroup M ∩ π∨ has a decomposition

M ∩ π∨ =
∐

σ∈F (π)

S(σ)◦

as a set. If m ∈ S(σ)◦ and m′ ∈ S(τ)◦, then m + m′ ∈ S(ρ)◦ for ρ = σ ∩ τ .

Proof Let m be an element of M ∩π∨. Then σ = π∩ (m = 0) is a face of π, where
(m = 0) = {u ∈ NR ; 〈m,u〉 = 0}. Then this is the unique face σ of π such that m is
in the relative interior of π∨ ∩ σ⊥. If τ = π ∩ (m′ = 0), then π ∩ (m + m′ = 0) = σ ∩ τ
since π is contained in both (m ≥ 0) and (m′ ≥ 0). This implies ρ = σ ∩ τ . QED

We take a primitive element n0 ∈ N ∩ int π. Then we can define the grading of Sπ

by deg e(m) = 〈m, n0〉 for all m. Note that Sπ is positively graded and deg e(m) = 0
if and only if m = 0.

For each face σ of π, we denote by n0(σ) the image of n0 in N [σ]. We define
the category Iso(π, n0) as follows. Each object of Iso(π, n0) is the semigroup S(σ) for
σ ∈ F (π) and a morphism is an isomorphism φ : M [σ] → M [τ ] such that φ(S(σ)) =
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S(τ) and φ∗(n0(τ)) = n0(σ). We denote this morphism also by φ : S(σ) → S(τ). In
particular, all morphisms are isomorphisms, i.e., Iso(π, n0) is a groupoid.

For a subgroupoid H of Iso(π, n0), we consider the following conditions.
(1) For any element S(σ) of H, there exists a morphism φ : S(σ)→ S(τ) in H which
is not the identity map.
(2) If φ : S(σ1)→ S(σ2) is in H and it induces a non-identity map φ′ : S(τ1)→ S(τ2)
for τ1, τ2 ∈ F (π) with σ1 ≺ τ1, σ2 ≺ τ2, then φ′ is in H.

Let H be a subgroupoid of Iso(π, n0) satisfying the conditions (1) and (2).
Clearly, H is decomposed into a finite union of connected components. The di-

mension dim H0 of a connected component is defined as dim H0 = dim σ for an object
S(σ) ∈ H0, which is independent of the choice of the object. If dim H0 is minimal
among the connected components of H, then H ′ = H \H0 is a subgroupoid satisfying
the conditions (1) and (2). Actually the condition (1) is obviously satisfied for H ′. The
condition (2) is also satisfied since σi ≺ τi and σi 6= τi imply dim τi > dim σi ≥ dim H0,
and hence φ′ is in H ′.

We define the vector subspace Sπ(H) of Sπ by

Sπ(H) = {
∑

m∈M∩π∨
ame(m) ; am = aφ(m) if φ : S(σ)→ S(τ) is in H and m ∈ S(σ)} .

It is checked easily that this is a k-subalgebra.

The H-equivalence
H∼ on M ∩π∨ is defined by m

H∼m′ when m = m′ or there exists
φ : S(σ)→ S(τ) ∈ H with m ∈ S(σ) and m′ = φ(m). For m ∈M ∩ π∨, we set

eH(m) =
∑

m′ H∼m

e(m′) .

Then a basis of Sπ(H) as a k-vector space is given by

{eH(m) ; m ∈M ∩ π∨/
H∼} .

Theorem 1.3 The ring Sπ is integral over Sπ(H), and Sπ(H) is finitely generated
over k.

Proof We prove that Sπ is integral over Sπ(H) by induction on the number of
connected components of H. If H is empty, then Sπ(H) = Sπ and the assertion is
trivial.

Assume that H is nonempty and H0 is a connected component of minimal dimen-
sion. Set H ′ = H \ H0. Then we have the relation Sπ(H) ⊂ Sπ(H ′) ⊂ Sπ. Since Sπ

is integral over Sπ(H ′) by the induction assumption, it suffices to show that Sπ(H ′) is
integral over Sπ(H).

Sπ(H ′) is generated by

{e(m) ; m ∈ S(σ)◦,S(σ) ∈ H0}

over Sπ(H). Take an element e(m) in this set. Let {m1, . . . , md} be the H-equivalent
class of m with m1 = m. If {S(σ1), . . . ,S(σc)} is the set of objects of H0, then e = d/c
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is an integer and each S(σi)
◦ contains e elements of {m1, . . . , md}. Let p(t) be the

monic polynomial

(t− e(m1)) · · · (t− e(md)) = td + u1t
d−1 + · · ·+ ud−1t + ud .

Then we have the equation p(e(m)) = 0 since m1 = m. The coefficient us is (−1)s

times the elementary symmetric polynomial in e(m1), . . . , e(md) of degree s for each
1 ≤ s ≤ d. We will show that this symmetric polynomial is an element of Sπ(H). Let
e(ml1) · · · e(mls) = e(ml1 + · · ·+ mls) be a monomial of the symmetric polynomial. If
there exists no S(σi)

◦ which contains all ml1 , . . . , mls , then ml1 + · · ·+mls is contained
in S(ρ)◦ for ρ with dim ρ < dim H0 by Lemma 1.2. In particular, the monomial
e(ml1 + · · ·+ mls) is in Sπ(H) by the minimality of dim H0.

On the other hand, the sum f of all monomials such that {ml1 , . . . , mls} is contained
in S(σi)

◦ for some i is an element of Sπ(H) since {φ(ml1), . . . , φ(mls)} has the same
property for any φ in H0 when this map is applicable. In order to see this fact more
precisely, let X be the set of subsets of {m1, . . . , md} consisting of s elements and
contained in S(σi)

◦ for some i. We introduce a relation V ∼ V ′ in X when there
exists φ : S(σ) → S(τ) in H0 such that V ⊂ S(σ)◦, V ′ ⊂ S(τ)◦ and V ′ = φ(V ).
This is an equivalence relation since H0 is a groupoid. Let {X1, . . . , Xa} be the set
of equivalence classes of X. Take an arbitrary class Xq. Then for each σi, we set
Xq,i = {V ∈ Xq ; V ⊂ S(σi)

◦} and define an element

fq,i =
∑

V ∈Xq,i

e(V ) ,

where e(V ) = e(
∑

m∈V m). Then we have φ(fq,i) = fq,j if φ : S(σi) → S(σj) is in H0,
where we denote also by φ the isomorphism k[S(σi)] → k[S(σi)] induced by φ. This
implies that fq = fq,1+· · ·+fq,c is an element of Sπ(H). Hence the sum f = f1+· · ·+fa

is also in Sπ(H).
Thus we know that us is an element of Sπ(H). Since p(e(m)) = 0, e(m) is integral

over Sπ(H). Hence Sπ(H ′) is integral over Sπ(H).
Since we proved that Sπ is integral over Sπ(H), the finite generation of Sπ(H)

follows from that of Sπ (see, for example, [AM, Proposition 7.8]). QED

2 Associated graded rings of cusp singularities

Assume r ≥ 2. Let C be a strongly convex open cone of NR and Γ a subgroup of GL(N)
acting effectively on C. The quotient D = C/R+ has a structure of (r−1)-dimensional
topological manifold. We assume the action of Γ on D is properly discontinuous and
the quotient D/Γ is compact. It is known that there exists a Γ-invariant fan Σ of NR

such that Σ is locally finite at each point of C, the support |Σ| is equal to C ∪ {0},
the stabilizer Γσ = {γ ∈ Γ ; γ(σ) = σ} is finite for every σ ∈ Σ \ {0} and the quotient
(Σ\{0})/Γ is finite. The action of Γ on D is free if and only if Γ acts on Σ\{0} freely.
In this case, the pair (C, Γ) defines a Tsuchihashi cusp singularity [T].
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Lemma 2.1 There exists a fan Σ with the following additional property. The sta-
bilizer Γσ acts on the cone σ trivially for every σ ∈ Σ \ {0}.

Proof For any Γ-invariant fan, its barycentric subdivision satisfies this condition.
QED

Let C∗ ⊂MR be the interior of the dual cone of C̄. For n0 ∈ N ∩ C, we define

Θ∗(n0) = {x ∈MR ; 〈x, γ(n0)〉 ≥ 1 for all γ ∈ Γ} .

The faces of Θ∗(n0) form a cell complex consisting of infinite number of (r − 1)-
dimensional bounded polytopes and their faces. The base space of the cell complex is
the boundary ∂Θ∗(n0) of Θ∗(n0). For each 0 ≤ i ≤ r − 1, we denote by Ki(∂Θ∗(n0))
the set of i-dimensional polytopes in the cell complex.

Lemma 2.2 The action of Γ on Kr−1(∂Θ∗(n0)) is transitive, and there exists n0 ∈
N ∩ C such that the action is principal.

Proof A polytope P in Kr−1(∂Θ∗(n0)) is defined by Θ∗(n0) ∩ (γ(n0) = 1) for an
element γ ∈ Γ, which is equal to γ−1(Θ∗(n0)∩(n0 = 1)). Hence the action is transitive.
Since the action of Γ on C is effective, the stabilizer is trivial for a point in a non-empty
open cone in C. An element n0 ∈ N ∩ C on a rational line intersecting it makes the
action principal. QED

We fix a primitive n0 in N ∩ C. Then P0 = Θ∗(n0) ∩ (n0 = 1) is an (r − 1)-
dimensional face of Θ∗(n0). Since R0P0 is a maximal dimensional strongly convex
rational polyhedral cone, there exists a cone π ⊂ NR such that π∨ = R0P0. Since
π∨ ⊂ C∗ and C is open, we have C̄ ⊂ int π ∪ {0}. For each σ ∈ F (π), we denote
σ∗ = π∨ ∩ σ⊥. Note that σ∗ is a cone contained in C∗ ∪ {0}. For S = M ∩ π∨, the
subcategory H(Γ) of Iso(π, n0) is defined as follows. An object of H(Γ) is S(σ) such
that there exist σ, τ ∈ F (π) and γ ∈ Γ \ {1} satisfying γ(σ∗) = τ ∗, and a morphism is
φ : M [σ]→M [τ ] induced by γ for such σ, τ and γ.

We set U = (M ∩ C∗) ∪ {0}. U is a semigroup with the unit 0, and we get the
semigroup ring

k[U ] =
⊕
m∈U

ke(m)

as a subring of the group ring k[M ]. Note that U is not finitely generated. Actually,
if U was finitely generated, it generates a strongly convex closed cone D contained in
C∗ ∪ {0}. Since C∗ \D is a nonempty open cone, it contains a point m in M . This is
a contradiction, since m ∈ U ⊂ D. In particular, k[U ] is not finitely generated over k.
k[U ] has a structure of graded ring by defining deg e(m) = 〈m, n0〉. Namely, k[U ]d is
the k-vector space with the basis {e(m) ; m ∈ U , 〈m, n0〉 = d}.

Since π∨ = R0P0 ⊂ C∗ ∪ {0}, Sπ = k[M ∩ π∨] is a subalgebra of k[U ].
Since n0 is in the open cone C, the convex set C∗ ∩ (n0 < d) is bounded for every

d > 0, where (n0 < d) is the open half space {x ∈ MR ; 〈x, n0〉 < d}. In particular,
M ∩ C∗ ∩ (n0 < d) is a finite set.
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For each positive integer d, we define the ideal Id ⊂ k[U ] by

Id = (e(m) ; m ∈ U , 〈m,n0〉 ≥ d) .

Note that {e(m) ; 〈m,n0〉 ≥ d} is a k-basis of the ideal Id. Since the complement
of this set in U is finite, the quotient k[U ]/Id is an Artinian ring. We consider the
completion k[[U ]] = proj limi k[U ]/Ii. It is easy to see that this k-algebra is written as
the product

k[[U ]] =
∏

m∈U
ke(m) .

In particular, it does not depend on the choice of n0.
An element of k[[U ]] is written as an infinite sum f =

∑
m∈U ame(m). The action

of Γ on k[[U ]] is defined by
γ(f) =

∑
m∈U

ame(γ(m))

for f ∈ k[[U ]] and γ ∈ Γ. Note that (γγ′)(f) = γ′(γ(f)). The ring k[[U ]] has an
induced filtration {Îd} of ideals, where Îd = k[[U ]]Id for each d ≥ 0. Note that

Îd/Îd+1 = Id/Id+1 = k[U ]d .

Hence the associated graded ring

G(k[[U ]]) =
∞⊕

d=0

Îd/Îd+1

of k[[U ]] for this filtration is naturally isomorphic to k[U ].
For each f ∈ k[[U ]] \ {0}, we denote by L(f) the image of f in Îd/Îd+1 for the

maximal d with f ∈ Îd and call it the leading part of f . Note that f −L(f) is in Îd+1.
We consider the invariant subring A = k[[U ]]Γ. We can show that this is the

completion of the local ring of the cusp singularity when k = C and the action of Γ
on C is free. The ring A has the filtration defined by I(A)d = Îd ∩ A for d ≥ 0. We
define the associated graded ring B by

B = G(A) =
∞⊕

d=0

I(A)d/I(A)d+1 .

Theorem 2.3 B is equal to Sπ(H(Γ)) in k[U ]. In particular, B is finitely generated
over k.

Proof Let f =
∑

m∈U ame(m) be an element of I(A)d. If am 6= 0, then aγ(m) =
am 6= 0 and 〈m, γ(n0)〉 = 〈γ(m), n0〉 ≥ d for every γ ∈ Γ. This implies m is in dΘ(n0)
since Θ(n0) = {x ∈ C∗ ; 〈x, γ(n0)〉 ≥ 1 for all γ ∈ Γ}. If deg e(m) = d, then since
dΘ(n0)∩ (n0 = d) = dP0, e(m) is in k[M ∩π∨]d. Since L(f) is the sum of ame(m) with
deg e(m) = d, we have L(f) ∈ k[M ∩ π∨]d. If φ : S(σ)→ S(τ) is in H(Γ), m ∈ S(σ)◦

and e(m) ∈ k[S(σ)]d, then there exists γ ∈ Γ such that φ(m) = γ(m). Since f is
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Γ-invariant and n0(σ) = n0(τ), we have n0(φ(m)) = n0(m) = d and aφ(m) = am. Hence
L(f) is in Sπ(H(Γ)). Thus we know that B is a subring of Sπ(H(Γ)).

In order to show B = Sπ(H(Γ)), it suffices to see that eH(Γ)(m) is in B for every
m ∈ M ∩ π∨. This is clear since eH(Γ)(m) = L(f) for f =

∑
γ∈Γ/ St(m) e(γ(m)) ∈ A,

where St(m) is the stabilizer of m and Γ/ St(m) is the set of the right cosets. QED

Let k[[x1, . . . , xs]] be the power series ring of s variables. The local ring k[[x1, . . . , xs]]
has the filtration {(x1, . . . , xs)

d} defined by the maximal ideal (x1, . . . , xs). For any
given elements u1, . . . , us of I1, there exists a continuous k-algebra homomorphism
φ : k[[x1, . . . , xs]] → k[[U ]] such that φ(xi) = ui for every i. Actually, an element
f ∈ k[[x1, . . . , xs]] is written as

f = f0 + f1 + f2 + · · ·

with fi a homogeneous polynomial of degree i for every i. Then fi(u1, . . . , us) ∈ Ii for
every i, and

f0(u1, . . . , us) + f1(u1, . . . , us) + f2(u1, . . . , us) + · · ·
defines an element of k[[U ]] which should be φ(f). If u1, . . . , us are in the subring A,
the image of φ is in A since every finite sum

∑d
i=0 fi(u1, . . . , us) is in A and A is closed

(cf. Proposition 3.2).
It is known that formal power series ring with finite variables over a Noetherian

ring is Noetherian [CC, 18]. We have the following theroem.

Theorem 2.4 (cf. [CC, 18, Théorèm 4]) Let {y1, . . . , ys} be a set of homoge-
neous elements of B which generates B over k. Assume yi ∈ I(A)li/I(A)li+1 and
yi is represented by ui ∈ I(A)li \ I(A)li+1 for each i. Then the homorphism φ :
k[[x1, . . . , xs]]→ A defined by u1, . . . , us is surjective. In particular, A is a Noetherian
local ring.

Proof Let w be an arbitrary element of A. We define inductively a sequence of
polynomials fi ∈ k[x1, . . . , xs] such that fi(u1, . . . , us) ∈ I(A)i for every i,

w − {f0(u1, . . . , us) + f1(u1, . . . , us) + · · ·+ fd(u1, . . . , us)}

is in I(A)d+1 for every d and {f0 + f1 + · · · + fd} is a Cauchy sequence. Assume
f0, . . . , fd−1 are defined so that they satisfy the first two conditions. Then

g = w − {f0(u1, . . . , us) + f1(u1, . . . , us) + · · ·+ fd−1(u1, . . . , us)}

is an element of I(A)d. The image ḡ of g in I(A)d/I(A)d+1 is represented by a linear
combination ∑

e1,...,es

ae1,...,esy
e1
1 · · · yes

s

with coefficients in k, where the summation is taken over e1, . . . , es ≥ 0 satisfying e1l1+
· · ·+ esls = d. Since this element is represented by fd(u1, . . . , us) for the polynomial

fd(x1, . . . , xs) =
∑

e1,...,es

ae1,...,esx
e1
1 · · · xes

s ,
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we have

w − {f0(u1, . . . , us) + f1(u1, . . . , us) + · · ·+ fd(u1, . . . , us)}
= g − fd(u1, . . . , us) ∈ I(A)d+1 .

By the equality e1l1 + · · ·+ esls = d, the degree e1 + · · ·+ es of the monomial xe1
1 · · · xes

s

of fd is at least d/ max{l1, . . . , ls}. This implies that {f0 + f1 + · · · + fd} is a Cauchy
sequence. Hence the infinite sum f = f0 + f1 + · · · defines an element of k[[x1, . . . , xs]]
and φ(f) = w. Since w is arbitrary, φ is surjective.

Since the power series ring is Noetherian, so is the homomorphism image A. QED

3 Some results related to Gröbner basis

We think k has a discrete topology, and the k-algebra k[[U ]] =
∏

m∈U ke(m) has the
product topology. This topology is equal to that of the completion of k[U ] with respect
to the filtration {Id}.

For a subset E of k[[U ]], an element x =
∑

m∈U ame(m) is in the closure of E if
and only if there exists a sequence {yi} of elements of E such that the image of yd

to k[[U ]]/Id is equal to that of x for every d. This implies that a vector subspace
V ⊂ k[[U ]] is closed if and only if

V =
∞∩

d=0

(V + Id) .

For a vector subspace V ⊂ k[[U ]], we denote

L(V ) =
∞⊕

d=0

(V ∩ Id + Id+1)/Id+1 .

This is a vector subspace of k[U ].

Lemma 3.1 Let V1, V2 be vector subspaces of k[[U ]] with V1 ⊂ V2. Assume that V1

is closed. Then V1 = V2 if and only if L(V1) = L(V2).

Proof It is obvious that L(V1) = L(V2) if V1 = V2. Hence it suffices to show that
any element x ∈ V2 is in V1 if L(V1) = L(V2). For any d ≥ 0, we have

dimk(V1 + Id)/Id

=
d−1∑
i=0

dimk(V1 ∩ Ii + Ii+1)/Ii+1

=
d−1∑
i=0

dimk(V2 ∩ Ii + Ii+1)/Ii+1

= dimk(V2 + Id)/Id .

Since (V1 + Id)/Id ⊂ (V2 + Id)/Id, these vector spaces are equal. Hence x is in V1 + Id

for every d. This implies x ∈ V1 since V1 is closed. QED

The following proposition was used in Section 2.
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Proposition 3.2 The ring A ⊂ k[[U ]] is closed.

Proof Let x =
∑

m∈U ame(m) be an element of the closure of A. It suffices to show
that x is in A. For m ∈ U and γ ∈ Γ, let d = max{〈m,n0〉, 〈γ(m), n0〉} + 1. Since
x ∈ A + Id, there exists y ∈ A with x − y ∈ Id. This implies am = aγ(m) since the
coefficients of x and y are equal for every e(m′) with 〈m′, n0〉 ≤ d. Since m and γ are
arbitrary, x is an element of A. QED

Theorem 3.3 Any ideal of A is closed in k[[U ]]. In particular, ideals I1, I2 of A
with I1 ⊂ I2 are equal if and only if L(I1) = L(I2).

Proof Let I be an ideal of A. We may assume I 6= A. Since A is a complete
Noetherian local ring by Theorem 2.4, all ideals are closed in I(A)1-adic topology by
Artin-Rees’s lemma. Since the induced topology of A is I(A)1-admissible, it is equal
to the I(A)1-adic topology (see EGA I, Chap. 0, §7). Hence any ideal I of A is closed
in k[[U ]]. The second assertion follows from Lemma 3.1 since ideals are closed. QED
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Problem:

For a real number � > 1, find an asymptotic estimate of

log#
�

(a, b) 2 Z2 | a2 + 2b2  �2n
 

with respect to n.
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How many lattice points in the ellipse?

a2 + 2b2  �2n

Atsushi MORIWAKI Birational Arakelov Geometry

Considering a shrinking map (x , y) 7! (��nx , ��ny),

#
�

(a, b) 2 Z2 | a2 + 2b2  �2n
 

= #
n

(a0, b0) 2 �Z��n
�

2 | a02 + 2b02  1
o

.

We assign a square



a0 � ��n

2
, a0 +

��n

2

�

⇥


b0 � ��n

2
, b0 +

��n

2

�

to each element of
n

(a0, b0) 2 �Z��n
�

2 | a02 + 2b02  1
o

.
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x2 + 2y2  1

X

(the volume of each square) ⇠ the volume of the ellipse
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Thus

#
�

(a, b) 2 Z2 | a2 + 2b2  �2n
 ⇥ (��n)2

⇠ the volume of
�

(x , y) 2 R2 | x2 + 2y2  1
 

=
⇡p
2
.

Therefore,

log#
�

(a, b) 2 Z2 | a2 + 2b2  �2n
 ⇠ (2 log �)n.
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Let K be a number field (i.e. a finite extension of Q) and let K (C)
be the set of all embeddings K ,! C. Note that
#(K (C)) = [K : Q] and K (C) is the set of C-valued points of
Spec(K ). Let OK be the ring of integers in K , that is,

OK = {x 2 K | x is integral over Z}.

We set X = Spec(OK ). Let Div(X ) be the group of divisors on
X , that is,

Div(X ) :=
M

P2X\{0}

Z[P].

For D =
P

P aP [P], deg(D) is defined by

deg(D) :=
X

P

aP log#(OK/P).
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cDiv(X ) is defined by

cDiv(X ) = Div(X )⇥ {⇠ 2 RK(C) | ⇠� = ⇠�̄ (8� 2 K (C))},

where �̄ is the composition of � : K ,! C and the complex

conjugation C ��! C. An element of cDiv(X ) is called an
arithmetic divisor on X . For simplicity, an element ⇠ 2 RK(C) is
denoted by

P

� ⇠�[�]. For example, if we set

c(x) :=

 

X

P

ordP(x)[P],
X

�

� log |�(x)|2[�]
!

for x 2 K⇥, then c(x) 2 cDiv(X ), which is called an arithmetic
principal divisor.
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The arithmetic degree ddeg(D) for D = (D, ⇠) is defined by

ddeg(D) := deg(D) +
1

2

X

�

⇠�.

Note that ddeg(c(x)) = 0 by the product formula. For

D =

 

X

P

nP [P],
X

�

⇠�[�]

!

,

D � 0
def() nP � 0 and ⇠� � 0 for all P and �

We set

Ĥ0(X ,D) := {x 2 K⇥ | D + c(x) � 0} [ {0}.
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Set K = Q(
p�2). Then OK = Z+ Z

p�2 and K (C) = {�
1

, �
2

}
given by �

1

(
p�2) =

p�2 and �
2

(
p�2) = �p�2. We set

D = (0, log(�2)[�
1

] + log(�2)[�
2

]). Then ddeg(D) = 2 log(�).
Note that, for x = a+ b

p�2 2 Q(
p�2) \ {0},

nD + c(x) � 0 ()
(

n log(�2)� log(a2 + 2b2) � 0

a, b 2 Z

()
(

a2 + 2b2  �2n

a, b 2 Z
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Therefore,

Ĥ0(X , nD) =
n

x 2 K⇥ | nD + c(x) � 0
o

[ {0}
= {a+ b

p�2 2 Z[
p�2] | a2 + 2b2  �2n}.

Thus the previous observation means that

log#Ĥ0(X , nD) ⇠ddeg(D)n.
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Theorem (Arithmetic Hilbert-Samuel formula for Spec(OK ))

If ddeg(D) > 0, then log#Ĥ0(nD) = nddeg(D) + O(1). In

particular, if n � 1, then there is x 2 K⇥ with nD + c(x) � 0.

Moreover, limn!1 log#Ĥ0(nD)/n =ddeg(D).

Remark

Let r
2

be the number of complex embeddings K into C and let DK

be the discriminant of K over Q. If

ddeg(D) � log((⇡/2)r2
p

|DK |),

then Ĥ0(D) 6= {0}.
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8

>

<

>

:

Div(X )R := Div(X )⌦Z R,
cDiv(X )R := Div(X )R ⇥ {⇠ 2 RK(C) | ⇠� = ⇠�̄ (8� 2 K (C))},
K⇥
R := (K⇥,⇥)⌦Z R

For D = (
P

P xP [P], ⇠) 2 cDiv(X )R, ddeg(D) is defined by

ddeg(D) :=
X

P

xP log#(OK/P) +
1

2

X

�2K(C)
⇠�.

For x = xa1
1

· · · xarr 2 K⇥
R (x

1

, . . . , xr 2 K⇥, a
1

, . . . , ar 2 R),

c(x)R :=
X

aid(xi ).

For D = (
P

P xP [P], ⇠) 2 cDiv(X )R,

D � 0
def() xP � 0 and ⇠� � 0 for all P and �
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Theorem (Dirichlet’s unit theorem)

If ddeg(D) � 0, then there is x 2 K⇥
R such that D + c(x)R � 0.

Remark

The above theorem implies the classical Dirichlet’s unit theorem,
that is, for any ⇠ 2 RK(C) with

P

� ⇠� = 0 and ⇠� = ⇠�̄, there are
x
1

, . . . , xr 2 O⇥
K and a

1

, . . . , ar 2 R such that
⇠� =

P

i ai log |�(xi )| for all �.
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Indeed, we set D = (0, ⇠). As ddeg(D) = 0, there are x 2 K⇥
R such

that D + c(x)R � 0. Note that ddeg(D + c(x)R) = 0, so that

D + c(x)R = (0, 0).

On the other hand, we can find x
1

, . . . , xr 2 K⇥ and

a
1

, . . . , ar 2 R such that x = xa1/2
1

· · · xar/2r and a
1

, . . . , ar are
linearly independent over Q. Thus,

(

Pr
i=1

ai ordP(xi ) = 0 for all P

⇠� =
Pr

i=1

ai log |�(xi )| for all �

Using the linear independency of a
1

, . . . , ar over Q, we have
ordP(xi ) = 0 for all P and i . This means that xi 2 O⇥

K for all i , as
required.

Remark

The above theorem does not hold on an algebraic curve. In this
sense, it is a purely arithmetic problem.
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Let M be an n-equidimensional smooth projective variety over C.
Let Div(M) be the group of Cartier divisors on M and let
Div(M)R := Div(M)⌦Z R, whose element is called an R-divisor.
Let us fix D 2 Div(M)R. We set D = a

1

D
1

+ · · ·+ alDl , where
a
1

, . . . , al 2 R and Di ’s are prime divisors on M.
Let g : M ! R [ {±1} be a locally integrable function on M.
We say g is a D-Green function of C1-type (resp. C 0-type) if, for
each point x 2 M, there are an open neighborhood Ux of x , local
equations f

1

, . . . , fl of D1

, . . . ,Dl respectively and a C1 (resp. C 0)
function ux over Ux such that

g = ux +
l
X

i=1

(�ai ) log |fi |2 (a.e.)

over Ux . The above equation is called a local expression of g .
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Let g be a D-Green function of C 0-type on M. Let

g = u +
X

(�ai ) log |fi |2 = u0 +
X

(�ai ) log |f 0i |2 (a.e.)

be two local expressions of g . Then, as
P

(�ai ) log |fi/f 0i |2 is
ddc -closed, we have ddc(u) = ddc(u0) as currents, so that it can
be defined globally. We denote it by c

1

(D, g). Note that c
1

(D, g)
is a closed (1, 1)-current on M. If g is of C1-type, then c

1

(D, g)
is represented by a C1-form.
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Let X be a d-dimensional, generically smooth normal projective
arithmetic variety, that is,

1 X is projective flat integral scheme over Z.
2 If XQ = X ⇥

Spec(Z) Spec(Q) is the generic fiber of
X ! Spec(Z), then XQ is smooth over Q.

3 The Krull dimension of X is d , that is, dimXQ = d � 1.

4 X is normal.

Let Div(X ) be the group of Cartier divisors on X and
Div(X )R = Div(X )⌦Z R, whose element is called an R-divisor on
X . For D 2 Div(X )R, we set D =

P

i aiDi , where ai 2 R and
Di ’s are reduced and irreducible subschemes of codimension one.
We say D is e↵ective if ai � 0 for all i . Moreover, for
D,E 2 Div(X )R,

D  E (or E � D) () E � D is e↵ective
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Let D be an R-divisor on X and let g be a locally integrable
function on X (C). We say a pair D = (D, g) is an arithmetic
R-divisor on X if F ⇤

1(g) = g (a.e.), where F1 : X (C) ! X (C) is
the complex conjugation map, i.e. for x 2 X (C), F1(x) is given

by the composition Spec(C) �! Spec(C) x! X . Moreover, we say
D is of C1-type (resp. C 0-type) if g is a D-Green function of
C1-type (resp. C 0-type). For arithmetic divisors D

1

= (D
1

, g
1

)
and D

2

= (D
2

, g
2

), we define D
1

= D
2

and D
1

 D
2

to be

D
1

= D
2

() D
1

= D
2

and g
1

= g
2

(a.e.),

D
1

 D
2

() D
1

 D
2

and g
1

 g
2

(a.e.).

We say D is e↵ective if D � (0, 0).

Atsushi MORIWAKI Birational Arakelov Geometry

Let Rat(X ) be the field of rational functions on X . For
� 2 Rat(X )⇥, we set

(�) :=
X

�

ord
�

(�)� and c(�) := ((�),� log |�|2).

Note that c(�) is an arithmetic divisor of C1-type
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Let D = (D, g) be an arithmetic R-divisor of C 0-type on X .

• H0(X ,D) := {� 2 Rat(X )⇥ | D + (�) � 0} [ {0}. Note that
H0(X ,D) is finitely generated Z-module.

• Ĥ0(X ,D) := {� 2 Rat(X )⇥ | D + c(�) � (0, 0)} [ {0}. Note that
Ĥ0(X ,D) is a finite set.

• ĥ0(X ,D) := log#Ĥ0(X ,D).

• cvol(D) := lim sup
n!1

log#Ĥ0(X , nD)

nd/d !
.
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Theorem

1 cvol(D) < 1.

2 (H. Chen) cvol(D) := limn!1
log#

ˆH0

(X ,nD)

nd/d!
.

3 cvol(aD) = adcvol(D) for a 2 R�0

.

4 (Moriwaki) cvol : cDivC0

(X )R ! R is continuous in the
following sense: Let D

1

, . . . ,Dr ,A1

, . . . ,As be arithmetic
R-divisors of C 0-type on X . For a compact subset B in Rr

and a positive number ✏, there are positive numbers � and �0

such that
�

�

�

cvol
⇣

X

aiD i +
X

�jAj + (0, �)
⌘

� cvol
⇣

X

aiD i

⌘

�

�

�

 ✏

for all a
1

, . . . , ar , �1, . . . , �s 2 R and � 2 C 0(X ) with
(a

1

, . . . , ar ) 2 B, |�
1

|+ · · ·+ |�s |  � and k�k
sup

 �0.
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Let C be a reduced and irreducible 1-dimensional closed
subscheme of X . We would like to define ddeg(D

�

�

C
). It is

characterized by the following properties:

1 ddeg(D
�

�

C
) is linear with respect to D.

2 If � 2 Rat(X )⇥R , then
ddeg(c(�)R

�

�

�

C
) = 0.

3 If C 6✓ Supp(D) and C is vertical, then
ddeg(D

�

�

C
) = log(p) deg(D|C ), where C is contained in the

fiber over a prime p.

4 If C 6✓ Supp(D) and C is horizontal, then
ddeg(D

�

�

C
) =ddeg(D

�

�eC ), where
eC is the normalization of C .

Note that eC = Spec(OK ) for some number field K .
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• D is big () cvol(D) > 0.
• D is psedo-e↵ective () D + A is big for any big arithmetic
R-divisor A of C 0-type.
• D = (D, g) is nef ()

1 ddeg(D
�

�

C
) � 0 for all reduced and irreducible 1-dimensional

closed subschemes C of X .

2 c
1

(D, g) is a positive current.

• D = (D, g) is relatively nef ()
1 ddeg(D

�

�

C
) � 0 for all vertical reduced and irreducible

1-dimensional closed subschemes C of X .

2 c
1

(D, g) is a positive current.

• D = (D, g) is integrable () D = P � Q for some nef
arithmetic R-divisors P and Q.
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Theorem (Arithmetic Hilbert-Samuel formula)

(Gillet-Soulé-Abbes-Bouche-Zhang-Moriwaki) If D is nef, then

ĥ0(X , nD) =
ddeg(D

d
)

d !
nd + o(nd).

In other words, cvol(D) =ddeg(D
d
).
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Remark

The above theorem suggests that ddeg(D
d
) can be defined by

cvol(D). Note that

d!X
1

· · ·Xd =
X

I✓{1,...,d}

(�1)d�#(I )

 

X

i2I
Xi

!d

in Z[X
1

, . . . ,Xd ]. Thus, for nef arithmetic R-divisors D
1

, . . . ,Dd ,

d !ddeg(D
1

· · ·Dd) =
X

I✓{1,...,d}

(�1)d�#(I )
cvol

 

X

i2I
D i

!

.

In general, for integrable arithmetic R-divisors D
1

, . . . ,Dd , we can
define ddeg(D

1

· · ·Dd) by linearity.
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Theorem (Generalized Hodge index theorem)

(Moriwaki) If D is relatively nef, then cvol(D) �ddeg(Dd
).

Corollary (The existence of small sections)

(Faltings-Gillet-Soulé-Zhang-Moriwaki) If D is a relatively nef and
ddeg(D

d
) > 0, then there are n and � 2 Rat(X )⇥ such that

nD + c(�) � 0.
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Corollary (Arithmetic Bogomolov’s inequality)

(Miyaoka-Soulé-Moriwaki) We assume d = 2 and X is regular. Let
(E , h) be a C1-hermitian locally free sheaf on X . If E is
semistable on the generic fiber, then

ddeg

✓

bc
2

(E )� r � 1

2r
bc
1

(E )2
◆

� 0,

where r = rkE.

Let ⇡ : Y = Proj
⇣

L

n�0

Symn(E )
⌘

! X and D the tautological

divisor on Y (i.e. OY (D) = O(1)). Roughly speaking, if we give a
suitable Green function g to D, then (D, g)� (1/r)⇡⇤(bc

1

(E )) is
relatively nef and its volume is zero, so that

ddeg
�

((D, g)� (1/r)⇡⇤(bc
1

(E )))r+1

�  0

by the Generalized Hodge index theorem, which gives the above
inequality.
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Theorem (Arithmetic Fujita’s approximation theorem)

(Chen-Yuan) We assume that D is big. For a given ✏ > 0, there
are a birational morphism ⌫✏ : Y✏ ! X of generically smooth,
normal projective arithmetic varieties and a nef and big arithmetic
Q-divisor P of C1-type such that ⌫⇤✏ (D) � P and
cvol(P) � cvol(D)� ✏.
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Let S be a non-singular projective surface over an algebraically
closed field. Let D be an e↵ective divisor on S . By virtue of
Bauer, the positive part of the Zariski decomposition of D is
characterized by the greatest element of

{M | M is a nef R-divisor on S and M  D}.
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Theorem (Zariski decomposition on arithmetic surfaces)

(Moriwaki) We assume that d = 2 and X is regular. Let D be an
arithmetic R-divisor of C 0-type on X such that the set

⌥(D) = {M | M is a nef arithmetic R-divisor on X and M  D}

is not empty. Then there is a nef arithmetic R-divisor P such that
P gives the greatest element of ⌥(D), that is, P 2 ⌥(D) and
M  P for all M 2 ⌥(D). Moreover, if we set N = D � P, then
the following properties hold:

1 Ĥ0(X , nP) = Ĥ0(X , nD) for all n � 0.

2 cvol(D) = cvol(P) =ddeg(P
2

).

3 ddeg(P · N) = 0.

4 If B is an integrable arithmetic R-divisor of C 0-type with

(0, 0) � B  N, then ddeg(B
2

) < 0.
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For the proof of the property (3), the following characterization of
nef arithmetic R-Cartier is used:

Theorem (Generalized Hodge index theorem on arithmetic surfaces)

(Moriwaki) We assume that d = 2 and D is integrable. If

deg(DQ) � 0, then ddeg(D
2

)  cvol(D). Moreover, we have the
following:

1 We assume that deg(DQ) = 0. The equality holds if and only
if there are � 2 R and � 2 Rat(X )⇥R such that

D = c(�)R + (0, �).

2 We assume that deg(DQ) > 0. The equality holds if and only
if D is nef.
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Let X be a d-dimensional, generically smooth normal projective
arithmetic variety and let D be a big arithmetic R-divisor of
C 0-type on X . By the above theorem, a decomposition
D = P + N is called a Zariski decomposition of D if

1 P is a nef arithmetic R-divisor on X .

2 N is an e↵ective arithmetic R-divisor of C 0-type on X .

3 cvol(D) = cvol(P).
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Let Pn
Z = Proj(Z[T

0

,T
1

, . . . ,Tn]), D = {T
0

= 0} and zi = Ti/T0

for i = 1, . . . , n. Let us fix a positive number a. We define a
D-Green function ga of C1-type on Pn(C) and an arithmetic
divisor Da of C1-type on Pn

Z to be

ga := log(1 + |z
1

|2 + · · ·+ |zn|2) + log(a) and Da := (D, ga).

Note that c
1

(Da) is positive. Let

�n :=
�

(x
1

, . . . , xn) 2 Rn
�0

| x
1

+ · · ·+ xn  1
 

and let #a : �n ! R be a function given by

2#g = �(1�x
1

�· · ·�xn) log(1�x
1

�· · ·�xn)�
n
X

i=1

xi log xi+log(a).

We set

⇥a := {(x
1

, . . . , xn) 2 �n | #a(x1, . . . , xn) � 0} .
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The following properties (1) – (6) hold for Da:
(1) Da is ample () a > 1.
(2) Da is nef () a � 1.
(3) Da is big () a > 1

n+1

.

(4) Da is pseudo-e↵ective () a � 1

n+1

.
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(5) (Integral formula) The following formulae hold:

cvol(Da) = (n + 1)!

Z

⇥a

#a(1� x
1

� · · · � xn, x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn

and

ddeg(D
n+1

a ) = (n + 1)!

Z

�n

#a(1� x
1

� · · · � xn, x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn.

Boucksom and H. Chen generalized the above formulae to a
general situation by using Okounkov bodies.
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(6) (Zariski decomposition for n = 1) We assume n = 1. The
Zariski decomposition of Da exists if and only if a � 1/2.
Moreover, we set H

0

= D = {T
0

= 0}, H
1

= {T
1

= 0} and
✓a = inf ⇥a.
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If we set

pa(z1) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

✓a log |z1|2 if |z
1

| <
q

✓a
1�✓a

,

log(1 + |z
1

|2) + log(a) if
q

✓a
1�✓a

 |z
1

| 
q

1�✓a
✓a

,

(1� ✓a) log |z1|2 if |z
1

| >
q

1�✓a
✓a

,

then the positive part of Da is given by

((1� ✓)H
0

� ✓H
1

, pa).
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Let Dg = (H
0

, g) be a big arithmetic R-Cartier divisor of C 0-type
on Pn

Z. We assume that

g(exp(2⇡
p�1✓

1

)z
1

, . . . , exp(2⇡
p�1✓n)zn) = g(z

1

, . . . , zn)

for all ✓
1

, . . . , ✓n 2 [0, 1]. We set

⇠g (y1, . . . , yn) :=
1

2
g(exp(y

1

), . . . , exp(yn))

for (y
1

, . . . , yn) 2 Rn. Let #g be the Legendre transform of ⇠g ,
that is,

#g (x1, . . . , xn)

:= sup{x
1

y
1

+ · · ·+ xnyn � ⇠g (y1, . . . , yn) | (y1, . . . , yn) 2 Rn}
for (x

1

, . . . , xn) 2 �n. Note that if
g = log(1 + |z

1

|2 + · · ·+ |zn|2) + log(a), then

2#g = �(1�x
1

�· · ·�xn) log(1�x
1

�· · ·�xn)�
n
X

i=1

xi log xi+log(a).
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Theorem (Burgos Gil, Moriwaki, Philippon and Sombra)

There is a Zariski decomposition of f ⇤(Dg ) for some birational
morphism f : Y ! Pn

Z of generically smooth and projective normal
arithmetic varieties if and only if

⇥g := {(x
1

, . . . , xn) 2 �n | #g (x1, . . . , xn) � 0}

is a quasi-rational convex polyhedron, that is, there are
�
1

, . . . , �l 2 Qn and b
1

, . . . , bl 2 R such that

⇥g = {x 2 Rn | hx , �i i � bi 8i = 1, . . . , l},

where h , i is the standard inner product of Rn.

The above theorem holds for toric varieties.

Atsushi MORIWAKI Birational Arakelov Geometry

For example, if g = logmax{a
0

, a
1

|z
1

|2, a
2

|z
2

|2}, then Dg is big if
and only if max{a

0

, a
1

, a
2

} > 1. Moreover,

⇥g =

⇢

(x
1

, x
2

) 2 �
2

�

�

�

�

log

✓

a
1

a
0

◆

x
1

+ log

✓

a
2

a
0

◆

x
2

+ log(a
0

) � 0

�

.

Thus there is a Zariski decomposition of f ⇤(Dg ) for some birational
morphism f : Y ! P2

Z of generically smooth and projective normal
arithmetic varieties if and only if there is � 2 R>0

such that

�

✓

log

✓

a
1

a
0

◆

, log

✓

a
2

a
0

◆◆

2 Q2.
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ON WILD QUOTIENT SINGULARITIES

伊藤 浩行

�� 序

正標数の代数多様体を扱う際にしばしば問題となるのが �野生的�現象である。群作用に
よる商を考えるとき、群の位数が標数で割り切れる場合にこのような野性的状況となる。分
岐被覆を考えると野性的分岐や野生的ファイバーの問題となり、商特異点を考えると野性的
商特異点の問題となるが、標数 �とは異なり正標数特有の病理現象が起こることがあり、し
ばしば標数 �の証明が適用できず解析が困難である。
本稿では、�次元の正標数商特異点に関してその野生的群作用で得られる場合について最

近までの結果を述べる。尚、本研究は �� ��	
��

氏 ������
���
��との共同研究であり、ま
た、科学研究費 �������� の援助を受けている。
本稿を通して � で標数 � � � の代数的閉体を表し、� で標数 � のべきを表すこととする。

特異点一般の用語等につては石井 ����等を参照のこと。

�� 商特異点

� を剰余体が � に同型であるネーター的 �次元正則局所環、� � ������ をその自己同
型群の有限部分群とし、� の作用による � の不変環を � � �� と書く。
また簡単のため、本稿では � は完備であり、� の � への作用は余次元 � で自由である

とする。このとき ���	� � ���
���m� を商特異点と呼ぶことにする。

定義 2.1. 上の記号の下で有限群 � の位数が標数で割り切れる場合に作用が野生的 ������で
あるといい、���
���m� を野生的商特異点 �wild quotient singularity�と呼ぶ。また、そ
うでない場合の作用を順的 �� !
�作用といい、���
���m� を順的商特異点 �� !
 "����
#�

��#$�� 
��%� �または単に商特異点�と呼ぶ。

はじめに標数が � の商特異点の場合に知られていることを復習しておこう。尚、正標数で
あっても作用が順的であれば同様のことが成立する。

事実 2.2 �& 
� # ����. 標数が � であれば � の作用は線形化可能である

従って小さい ��! ���有限部分群 � � '(���C� を用いて ���	� �� �C�
�� �� としてよい。

注意 2.3. 本稿では � の作用が余次元 � で自由と仮定しているが、標数 � では「アフィン
空間の有限鏡映群による商はアフィン空間となる」という ��������� の定理があるので、こ
の仮定がなくても商特異点を考える上では鏡映を含まない小さい有限部分群として良い。し
かしながら一般に正標数では状況が異なる。
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次に ���������による 	次元複素商特異点の特徴付けについて述べる。

事実 2.4 
��������� ��
�. 
���� が商特異点であることと以下はそれぞれ同値である。


�� 非特異な有限被覆 
�� �� �� 
���� が存在する。

	� 局所基本群 ����

�

���� が有限である。

特に、
���� が非特異であることと局所基本群 ����

�

���� が自明であることは同値であ

る。また、商特異点の双対グラフは以下のいずれかのグラフ 
に適切な重みをつけたもの�で
あり、逆にそれぞれのグラフ 
に適切な重みをつけたもの�に対して特異点が一意的に定まる。

� � � � � � � �

�

� � � � �

� � �

�

� � � � �

�

� � �

� � �

�

� � � �

適切な重みについては ��
を参照のこと。
更に、商特異点であって群が巡回群であるときは次のことがわかる。

事実 2.5. 商特異点について次は同値である。


�� 巡回商特異点である。

	� トーリック特異点である。

�� 例外集合が P� の鎖に適切な重みを与えたものである。即ち、双対グラフは次の通り
である。

�
���

�
���

� � � �
�����

�
���

注意 2.6. 上の双対グラフの重みは連分数を用いて
�� �

�
� �� �

�

�� �
�

�� � � � � �
�

��

と表さ

れる。ここで、� と � は 	 の作用により次のように決まる数である。

	 �� Z

�� ��Z � �

�
�� �

� ��

�
��

ただし、� は � の原始 �� � 乗根である。
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定義 2.7. 双対グラフと重みが上述の ��� の形の特異点を ���

�
型Hirzebruch-Jung 特異点

と呼ぶ。

また、商特異点の中の重要なクラスとして標数 � では有理二重点がある。

事実 2.8. 特異点 ����� が有理二重点であることと次のそれぞれは同値である。

��� ���������� 特異点かつ商特異点である。
��� �����C� の有限部分群 � により ����� �	 �C���� �� と表される。
��� C� の超曲面であり定義方程式は下の表のいずれかである。

群 定義方程式 双対グラフ 基本群

���� �� 
 �� 
 ���� 	��
 � �� Z��

 ��Z
�	 �� 
 ����

�� �� 
 ��� 
 ���� ���
 � �� ��

� �� 
 �� 
 �� 
� �

� �� 
 �� 
 ��� 
� �

� �� 
 �� 
 �� 
	 �

ここで ���� は位数

�の巡回群を、�� は位数 �
の �項正 �面体群を、� ��	 ��

は位数 �� ���	 ���� の �項正 � ��	 ���面体群をそれぞれ表す。
��� 双対グラフは 	���
型 
�����図形である。

より詳しくは 
����� ���等 を参照のこと。

注意 2.9. C上では、商特異点は対数的端末特異点であり、従って有理特異点である。また
�次元であれば対数的特異点は商特異点でもある。しかしながら、正標数では必ずしも商特
異点は有理特異点とはならず、いくらでも大きな種数の商特異点が構成可能である。

また、正標数では、有理二重点であっても一般に必ずしもここで言う商特異点ではない ���

参照�。

�� 野生的商特異点

標数が � の場合の性質を前節で復習したが、それらに応じた正標数、特に野生的商特異点
の場合に対応する事実を順に見ていく。

命題 3.1. 野生的商特異点は一般に線形化不可能である。


����� 簡単のため位数 � の有限群 � が �変数形式冪級数環に作用する場合を考える。作用
が線形であると仮定し � の生成元 � をとる。必要なら適当な変数変換を施すことにより、
� の作用は次の ������ 標準形の形であるとできる。

� 	

�
�� �

� �

�
� � � と � は � の固有値
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このとき �� � � より �� � �� � � となるが、標数が � なので � � � � �、即ち � の作用は
� �� � � ��� � �� � となる。� �� � とすると � の固定軌跡が �� � �� � �軸 となり、原
点のみが固定点である仮定に反する。従って � � � より � � � となってしまう。 �

このことから、作用を具体的に書き下すと �次以上の項が現れ、標数 � のように作用が �

有限�種類となるようなことも、特異点の定義方程式の標準形を決めることも一般には期待
できそうにない。しかしながら、低標数では次のような結果が知られている。

事実 3.2 �	
��
 ����. 	 を標数 � の代数的閉体としZ
�Z が 	���� � �� へ余次元 � で自由に
作用しているとする。このとき、互いに素な非単元 �� � � 	���� � �� が存在して不変環は

	���� �� 
��
�
� � ��
 ���� � � ���

と書ける。
より詳しく言うと、� を不変環とするとき、	���� � �� にパラメータ系 �� � が存在し、あ

るパラメータ系 �� � � 	����� �� を用いて� �� 	���� �� 
��
�
� � ��
 ���� � � ��� と表さ
れる。このとき環拡大 � � 	���� � �� は

�� � �� �� � �� � � � �� � � � �

で表され、Z
�Z の生成元 � の作用は � �� � � �� � �� � � � と書ける。またこのとき、

� � �� � �� � � ��� � � � � � �� � � �� � 
 � � �� � ��� � ��� � �

である。ただし、 ��� �� でそれぞれ �� � の共役を表す。

例 3.3. ��� � � �� � � � とすると

� �� 	���� �� 
��
�
� ��� 
 ���� ��� ��

となり有理二重点��

�
が得られる。�記号の説明は 	 � 参照のこと。�

��� � � � �� � � � とすると

� �� 	���� �� 
��
�
� ��� �
 ��� � � ��

となり有理二重点��

�
が得られる。

��� � � ��� � � � � とすると

� �� 	���� �� 
��
�
� ���� �
 ���� ��� ��

となり最小楕円型特異点 ��

�
が得られる。記号 ��


�
は ���
���� ���� による最小楕

円型特異点の分類記号。また、��

�
の双対グラフは以下の通りである。

�
��

�
��

�
��

�
��

� �������

��
�

�������

��
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事実 3.4 ������� �	
��. � を標数 
 の代数的閉体としZ�
Z が ����� � �� へ余次元 	 で自由
に作用しているとする。また、作用の線形部分の ������ブロックがただ一つであるとする。
�即ち、作用が適当な変数変換の後 � �� � � � � ����� � �� � � ���� と書けるとする。�
このとき、不変環は

����� �� ������� � � ���� � � ���� ���� �	 � 	�

に同型となる。

例 3.5. �	� 	 � 	 とすると不変環は

����� �� ������� � � ��� � � � ����

となり有理二重点 
�
� となる。

��� 	 � 	 ならば不変環は ���	�
����
��� であるが非有理的特異点となる。

標数が � の場合 �������、標数が 
 の場合 �������� 何れの場合も非常に巧妙に証明をし
ているので、一般の標数において野生的巡回商の場合に限定しても標準形を得るのはかなり
難しそうな感じである。
基本群との関係は準非分離被覆があるため標数 � のように単純ではない。

事実 3.6. ����� を正標数の商特異点とする。このとき非特異代数曲面による有限被覆が存
在する。即ち、

���� 
�非特異 �� �����有限射

また、非特異代数曲面による有限被覆が存在するならば、局所基本群 ����
� ����� が有限と

なる。更に、商特異点の双対グラフは木構造 �サイクルを含まない �となる。

注意 3.7. �	� 局所基本群が有限であるとき非特異代数曲面による有限被覆が存在するか
否かについては、任意正標数の有理二重点 ������ ����� ���	�����型特異点 �� � ��

�
������
���������� ���� の場合に肯定的に証明されている。
��� 正標数では局所基本群が自明であっても非特異であるとは限らない。実際、非特異代
数曲面による純非分離被覆がある場合に基本群が自明となるとなることがある。���
の有理二重点を参照のこと。�

巡回商特異点については順的な場合と野性的な場合で様相がちがうが、見方を変えて双
対グラフが鎖となるもの、即ち ��������������� 特異点を対象と考えると次の事実が成り
立つ。

事実 3.8. ����	��
��
�
�� 特異点であることトーリック特異点であることは同値である。

証明は例えば、原 ���、 ���中山 �	!�を参照のこと。
これらが商特異点であるか否かについては、��������������� 特異点の型を �

�
とすると

き、� と標数が互いに素であれば Z��Z による順的商特異点となるが、� が標数で割れる
場合は導分による商 ��乗法型群スキームによる商�になると考えられる。実際、� � � の
場合は群スキーム �� による商として記述される �廣門 �"�参照�。
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�� 野生的商特異点の双対グラフ

野生的商特異点の双対グラフについて考察する。標数が � の商特異点については既に � �

でみたように双対グラフはノードの数が高々�つである木構造であり、巡回商特異点である
ことと鎖 �ノードを持たない木構造�であることが必要十分であることがわかっている。しか
しながら正標数の場合は状況が異なる。

事実 4.1. 野生的商特異点の双対グラフについて以下が成り立つ。

��� 順的巡回商特異点の双対グラフは鎖である。
��� ���������� ��	
	 野生的商特異点の双対グラフは有理曲線による木構造 �サイクルを
含まない	である。

��� ���������� ��	
	 野生的 Z��Z 商特異点の交叉行列の行列式は � べきである。

次に野生的商特異点の双対グラフについてこれまで得られている少ない例をあげる。

例 4.2. ��� Z��Z商 �例 
�
	 として ��型特異点、��型特異点、����型特異点が得られ、
いずれも �つのノードを持つ。

��� Z��Z商 �例 
��	 として得られる ��型特異点 のノード数は � である。
��� 標数 �の
�����曲面 �塩田 ���
� 桂 ���
	 に現れる特異点として ��型、��型、����

型、 ���
���型の各特異点についていずれも � のノードを持つ。 �記号は �������� ���


によるもの。	

��� F�上の��������������曲線の自己積への F� の対角作用による商として現れる特異
点 �伊藤��������� ���
	で、双対グラフは以下の図の通り星形グラフ �ノード数は �	

となる。また、基本種数は �� � ����������
�

であり � とともに増大する。

�
�

�
�

�
� � �

� � � �
�

�
�

�
�������

�
�
� � �

� � � �
�

�
�

� � �
��

��
��

�

�

��
��
��
��
��
��
��

�
�
� � �

� � � �
�

�
�

ここで �からでている枝の数は � 
 �で、数字は因子としての重複度を表し、重みは
�が全て ��で、�は �� である。

上の例の ��� 以外はいずれも種数の小さい特異点であったが、��� の例によりいくらでも
種数が大きな特異点が野生的商特異点として得られることがわかる。以下にこの特異点の構
成法を述べる。詳しくは伊藤��������� ���
を参照のこと。
� として標数 � のある種の ��������������曲線を考える。

� � ���� � �� � �
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これは、� � � とすると標数が � の時に唯一存在する超特異楕円曲線となる。また、この曲
線の自己同型群の有限 �部分群とその作用として

�F���� � �� � �� �� �� � �� �

を考える。このは �基本的 ������	�
��
��である。尚、上の作用は標数 � の超特異楕円曲線
への自己同型群 �Z��Z � Z��Z� 内の位数 � の元の作用を一般化したものである。
この作用を � � � へ対角的に作用させその商を考えると欲しい特異点

	��
��� �������
�
���� ���� �
�� �
� ��

が得られる。尚、この特異点は �点ブローアップすると � � � 個の有理二重点 
� が例外曲
線 P� の � � �個の F�有理点上にのっている。
さて、上で見たように正標数の商特異点については、双対グラフが鎖であるかノードを持

つ木構造であるかによりその性質が異なるようである。実際、�
�
型��
���
������
�特異点

について標数 � が � を割り切らない場合は順的巡回特異点であり、標数 � に等しい場合は
本稿で用いている有限群による商特異点ではなく、 群スキーム �� による商特異点である。
また、� が標数 � のベキ ��の場合は、群スキーム ��� による商特異点 �高次導分による商�
であると予想され、一般の場合はこれらの合成と考えられる。�現在検証中�
��
���
������
�特異点の局所基本群に関しては次の結果が得られている。

定理 4.3 �伊藤����
���
 �����. �
�
型の���������	
���
特異点の局所基本群は、位数 � の

巡回群の � と互いに粗な部分 �Z��Z�� に同型である。

証明は  �� 幾何学を用いるが論文 ����を参照のこと。尚、論文ではより一般に混標数の
場合も含めて証明している。

系 4.4. 野生的商特異点の双対グラフは � つ以上のノードを持つ。

特に、標数 ! では商特異点の双対グラフのノードの数は !または � 出会ったことを思い
出すと正標数との違いがよくわかる。
このことから双対グラフとしてノードの数が �以上のものが現れるか否かが問題となる

が、結果は次の通りである。

定理 4.5 �伊藤����
���
 �����. 任意の正標数において双対グラフのノードの数が少なくとも
�である野生的商特異点が存在する。

この定理の証明は具体的に商特異点を構成するのであるが、その定義方程式を書き下すの
がうまくいかないので間接的にノード数を下から評価する。尚、詳細は ����を参照のこと。
次の F� 上の��
	��曲線と言われる曲線を考える。

� " �� � � � ����

これは自己同型群が例外的に大きい曲線として知られ、#�
	��曲線


���
� �
���

� �
���
� � !
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に F��上同型
�である。この曲線の自己同型群は

������ ��

���
��
����� �� � � �

�� Z	�Z � � �

であり、その位数は

�������� �

���
��
����� � 	���� � 	� � � �

�
 � � �

となる。
今、
 として ��
��� の ����� � 部分群 をとると �
� � �� となる。このとき群 
 は特

別な部分群 �������� ���������となる。即ち ���

���部分群と中心と交換子群がすべて一致
��� �F�����する。また、
 の � への作用は


 � ���� �� � 
����
�

� � � � ��� �� � � � �����

とするとき

� �� � � �� � �� � � ��� � �

で与えられる。ただし、この作用は可換ではないことに注意する。
この作用を自己積 � 	� に対して対角作用させ、その商 � 	�	
 を考えるのであるが、

ここに現れる特異点を直接計算するのは困難なので自然に誘導される P� 上のファイブレー
ション

� 	 �	
 �� �	
 �� P�

の相対極小モデルの特異ファイバーを求める。相対極小モデルは � 	�	
 の最小特異点解
消から ��	�曲線を ���� ���� して得られるので、この特異ファイバーの形かわかれば特異
点の双対グラフのノード数の下限がわかることになる。
計算すると相対極小モデル � �� �	
 �� P� について、一般ファイバーの種数は ������

�

であり、生成ファイバーの方程式は �� � � � ���� � ���、唯一の特異ファイバー �� � 


上� の双対グラフは次の通りであることがわかる。

�
	

�
�

�
� � 	


 
 
 �
�

�
	

�
�

�
�

�
�

�
�

�
� � 	


 
 
 �
�

�
	

�
�������

� � 	

 
 
 �

�
�
	


 
 

��

��
��

�

�
��
��
��
��
��
��
��

� � 	

 
 
 �

�
�
	

�この事実とその自己同型群が ����� �� となることについて講演後、塩田先生に論文 ���	ともどもご教示い

ただきました。
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ここで、右の �から出ている枝は �本で、数字は因子としての重複度を表し、重みは �がす
べて ��、�はすべて��である。
従って商特異点の双対グラフのノード数は少なくとも �であることがわかる。

�� もう一つの野生的 �商�特異点

講演においても少し触れたが、本講演での主対象である野生的商特異点の他に、正標数で
はもう一つの �商�特異点である導分による商特異点がある。これらの関係について有理二
重点を題材として簡単に述べる。
複素数体上の有理二重点は ��で述べたように、双対グラフが ���型 �	
��
 図形に 
対


対応し、それぞれに �����C� の小さい有限部分群がただ一つ対応した商特異点となってい
る。特に、このように双対グラフから特異点 �の局所同型類�が決まるこのような特異点を
taut特異点と言う。しかしながら、正標数では 
���年に ����
 �
�により、同じ �	
��
図
形を双対グラフに持つが異なる �局所同型でない�有理二重点、即ち ���� 特異点ではない有
理二重点が存在することが分類によりわかった。
以下での議論のため����
 �
�による分類表 ������ 
、����� ��を書いておく。

����� �	 標数 � � � の有理二重点

双対グラフ 定義方程式 �����
�数 基本群

���� � 
� �� � �� � 	��� � �� � �� 
� Z
�Z

�� 
 ����� 
� �Z
�Z��

���� �  � �� � ��	 � 	��� � ��

�� ��
� �� � �� � 	� ! �� �" #�$ � �� " #� 
 $ %

� �
 � " # ��
� �� � �� � 	� � ��	� � Z
#Z

�� ��
� �� � �� � �	� � �� �" #�$ � �� " #� �$ Z
�Z

� �
 � " # ��
� �� � �� � �	� � ��	� � Z
!Z

�	 ��
	 �� � �� � 	
 & �� �" #� �� �


% �� " �� %


� �� " #� %

� �
 � " # ��
	 �� � �� � 	
 � ��	� 
% %

� �
 � " # ��
	 �� � �� � 	
 � ��	� & �� Z
#Z

� �
 � " � ��
	 �� � �� � 	
 � �	� & Z
�Z

表より、例えば標数が � の �� 型特異点は ��
� と ��

� の非同型な � 種類の特異点があ
ることがわかる。定義方程式が与えられており �����
� 数を計算するとそれぞれ � ���

�� "

&� � ���
�� " ! であることからこれらが非同型であることがわかる。また、例 #�# で見たよう

に ��
� は Z
�Z による野生的商特異点であるが、��

� は局所基本群が自明であることから本
稿で論じているような有限群の商にはなり得ない。では ��

� はどのように作られているかと
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����� �� 標数 � � � の有理二重点

双対グラフ 定義方程式 ������	数 基本群

���� � �� ���� � �� � �� ����� �Z��Z��

�� � �� �		� Z��Z

��� ��
�� �� � ��� � ��� 
� �

�� � �� ��

�� �� � ��� � ��� � ������ 
�� �	 ���������

����� ��
���� �� � ��� � ��� 
� �

�� � �� ��

���� �� � ��� � ��� � ������ 
�� �	 �����������


� 
�
� �� � �	 � ��� 
 Z��Z


�
� �� � �	 � ��� � ��� � Z��Z



 
�

 �� � �	 � ��	 �
 �


�

 �� � �	 � ��	 � ���� �� �


�

 �� � �	 � ��	 � �	� �� �


	

 �� � �	 � ��	 � ��� 
 Z�
Z


� 
�
� �� � �	 � �� �� �


�
� �� � �	 � �� � ��	� �
 �


�
� �� � �	 � �� � ���� �� Z��Z


	
� �� � �	 � �� � �	� �� �


�
� �� � �	 � �� � ��� 
 Z��Z � Z�
Z

言うと、群スキーム ��による商、より詳しく言うと導分� � �� �

��
� 
 � �

��
による商と

なっている。�導分による商については ��	���������������� ����等を参照のこと。�

同様のことは標数が � の 
�
� ��	商�と 
�

� �例 �� �や、標数が � の 
�
� ���商�と 
�

� �例
���� についても言える。
しかし、表を見るとこのような商だけでは説明がつかないものがたくさんあるように見え

る。例えば標数 � の
�型特異点は  つがあるが、Z��Z商の 
�
�、��商の 
�

� の他がどのよ
うな「商」により得られているのか �得られていないのか�がよくわかっていない。可能性と
しては、余次元 � で自由ではない作用による商やそれと導分による商、順的作用による商の
組み合わせなどが考えられる。勿論 !�"�� ���では非特異な被覆が全ての有理二重点につい
て具体的に構成されているので個別に計算することにより説明をつけることは可能と思われ
るが、数学的な理由がよくわかっていない。
このように一つの双対グラフに対して、導分による商として得られる特異点と野生的商と

して得られる特異点が対応する例は有理二重点以外にも作ることがでる。

例 5.1. 例 ��� で扱った最小楕円型特異点 ���� には標数が � において非同型な次の �つの特
異点が存在する。

��� 導分 � � �� �

��
� 
 � �

��
による商としての ����で定義方程式は

�� ���
 ��
 � � �
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で与えられるもの。
��� 例 ���で与えられた野生的商特異点として

�� ���� �� ���� ��� � � �

を定義方程式とするもの。

例 5.2. 例 ��� ���で扱った一般標数 � での星形グラフを持つ特異点についても非同型な次
の �つの特異点が存在する。

��� 導分 � � �� �
��

� � � �
��
による商として特異点で定義方程式は

��
���� ��� � � �

で与えられるもの。
��� 例 ���で与えられた野生的商特異点として

��
������ ���� ���� ��� �

を定義方程式とするもの。

何れの例も ��� にあたる純非分離型の特異点は �	
��
��� サンドイッチ特異点である。詳
しくは 原�澤田 ���を参照のこと。このように純非分離型特異点 �例えば �	
��
���サンド
イッチ特異点�があると、それを �変形�させることにより、より���	�
�数の小さな特異点
で同じ双対グラフを持つものが構成可能であることが推察される。
一方で、本稿で扱った �	��
����	���	商で得られるような「分離型特異点」についても、

純非分離型特異点に対する �	
��
���写像によるサンドイッチ構造と類似の扱いをすること
が可能である。
これらのことや、両者を �導分と群作用を�「つなぐ」ことが可能そうなこと、また、正標

数の有理二重点の「更なる不思議」については別の機会に論ずることにする。
最後に本稿を

問題 1. これら導分の商 �群スキームの商�により得られる「純非分離型特異点」と野生的商
として得られる「分離型特異点」を「変形」の立場から、作用を込めて統一的に扱え

という問いで締めくくりたい。

����������

��� �� ���	
 � �	
�
� ���	��� Z�� ���	�
� 	
 �	��
�	�
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正標数の曲面に対する消滅定理

田中　公∗

概 要

本稿では、筆者の結果 [T]について概説する。詳細については [T]を見て頂けると嬉しいです。

1 イントロダクション

標数ゼロの時は小平消滅定理が成立する。

定理 1.1 (小平消滅定理). X を標数ゼロの代数閉体上の非特異射影多様体で、Aを豊富なカルティエ因子と

する。すると、i > 0ならば、

Hi(X,KX +A) = 0

となる。

この小平消滅定理やその一般化である川又–フィーベックの消滅定理を用いる事により、極小モデル理論

のいくつかの基本的な定理たちを示す事ができる。例えば、以下のような基定点自由性定理が示される。

（[Kollár-Mori, セクション３]）

定理 1.2 (基定点自由性定理). X を標数ゼロの代数閉体上の対数的端末な射影多様体とする。Dをネフなカ

ルティエ因子で D −KX が豊富だとする。すると、任意の十分大きい自然数 b ≫ 0に対して、|bD|は基定
点自由となる。

今回考えたいのは、「基定点自由性定理が正標数で成立しないか？」という問いである。すると先ず、小平

消滅定理が正標数で成立するかどうかが気になってくる。しかし、これには反例があり正標数では曲面の時

でさえ、小平消滅定理の反例が存在してしまう。（[Raynaud]）しかしながら、基定点自由性定理に反例があ

るかどうかはまた別の話である。なので、次のような問いを考える。

問い 1.3. 基定点自由性定理を成立させるような、良い消滅定理を正標数で作る事はできないか？

この問いを考えるには、まずは基定点自由性定理の証明を解読する必要がある。そこで基定点自由性定理

の証明を眺めてみると、もし次の問いが肯定的に解決されれば、「Dが巨大な場合の基定点自由性定理」が

成立してくれる。

問い 1.4. 次のような消滅定理は成立するか？

X を正標数の代数閉体上の非特異射影多様体とする。Aを豊富なカルティエ因子とし、N をネフで巨大な

カルティエ因子とする。すると、m≫ 0ならば、

H1(X,KX +A+mN) = 0

となる。

この問いはX が曲線の時はセール双対によって従う。よって、非自明でかつ一番簡単な場合は、X が２次

元の時である。次のセクションでは２次元の時に、この問いに対する肯定的な解答を与える。

∗tanakahi@math.kyoto-u.ac.jp
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2 曲面に対する消滅定理

正標数の代数閉体 kを１つ固定して、以下では全て k上で考える。このセクションでは次の消滅定理を証

明する。

定理 2.1. X を非特異射影曲面とする。Aを豊富なカルティエ因子とし、N を数値的に自明ではないネフ因

子とする。すると、i > 0とm≫ 0に対して、

Hi(X,KX +A+mN) = 0

となる。

この証明にはフロベニウス写像と藤田消滅定理という２つの道具を使う。これら２つについて、まず説明

する。フロベニウス写像 F : X → X は元を p乗する事によって得られる有限射である。X が非特異の時に

は次の事実が成立し、証明にはこれを用いる。

事実 2.2. X を非特異射影多様体とすると、次の完全列が存在する。

F∗ωX → ωX → 0.

次に藤田消滅定理について説明する。藤田消滅定理はセール消滅定理の一般化である。（[Fujita]）

事実 2.3 (藤田消滅定理). X を非特異射影多様体とする。Gを連接層とし、Aを豊富なカルティエ因子と

する。すると、ある自然数m0 = m(X,G,A)が存在し、次を満たす。任意の自然数 i > 0と、任意の自然数

m ≥ m0 と、任意のネフなカルティエ因子N に対して、

Hi(X,G(mA+N)) = 0

となる。

セール消滅定理と違う点はネフ因子N が加わっている所である。先に、m0が固定されて、その後どんな

ネフ因子を足しても良いという所にメリットがある。

先ず、藤田–セール型の主張をH2 に対して示す。

補題 2.4. X を非特異射影曲面とする。Gを連接層とし、N を数値的に自明でないネフなカルティエ因子と

する。すると、ある自然数m0 = m(X,G,N)が存在し、次を満たす。任意の自然数m ≥ m0 と、任意のネ

フなカルティエ因子N ′ に対して、

H2(X,G(mN +N ′)) = 0

となる。

証明. まず、Gが可逆層の場合に帰着する。X は射影的なので、ある豊富因子H に対して、完全列

O⊕r
X → G(H)→ 0

を得る。OX(−H +mN +N ′)をテンソルしてコホモロジーをとると、完全列

(H2(X,OX(−H +mN +N ′)))⊕r → H2(X,G(mN +N ′))→ 0

を得る。従って、Gを OX(−H)で取りかえれば、Gは可逆層としてよい。

Gを可逆層として、主張を示す。あるカルティエ因子Dに対して、G = OX(D)と書ける。すると、セー

ル双対から、

h2(X,D + nN +N ′) = h0(X,KX −D −mN −N ′) = 0

がm ≫ 0に対して成立する。実際、Aを豊富因子とすると、A ·N > 0だから、十分大きいmと任意のネ

フ因子 N ′ に対して、

(KX −D −mN −N ′) ·A < 0

となり、豊富因子と負で交わるから、有効因子と線形同値にはなりえない。
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定理 2.1を証明する。

定理 2.1の証明. i = 1と i = 2の場合を考えればよいが、補題 2.4により i = 2の時は成立する。従って、

i = 1としてよい。

事実 2.2によって、全射

F∗ωX → ωX

がある。eを自然数とする。F, F 2, · · ·F e−1 で上記の全射を押し出したものたちを合成すると、全射

F e
∗ωX → ωX

を得る。カーネルを Be と書いて、完全列

0→ Be → F e
∗ωX → ωX → 0

を得る。ここで、Be は自然数 eに依存して定まる連接層である。

OX(A+mN)をテンソルしてコホモロジーを取ると、完全列

H1(X,ωX(peA+ pemN)→ H1(X,ωX(A+mN))→ H2(X,Be(A+mN))

を得る。真ん中を消滅させたいので、両端を消滅させれば十分である。藤田消滅定理によって、ある自然数

e0 が存在して、任意の自然数mに対して左側のコホモロジーが消える。つまり、

H1(X,ωX(pe0A+ pe0mN) = 0

となる。ここで、藤田消滅定理のおかげで、e0を先に固定した後、mを任意の自然数で動かす事ができるよ

うになる。あとは、右側のコホモロジー

H2(X,Be0(A+mN))

が十分大きなmに対して消えればよいが、これは補題 2.4から従う。

これで、小平消滅定理に似たものを正標数の曲面に対して作る事ができた。川又による被覆を使って、川

又–フィーベックの消滅定理に似たものを作る事ができる。

系 2.5. X を非特異射影曲面とする。Aを豊富なQ-カルティエなQ-因子とし、小数部分 {A}が単純正規交
叉であるとする。N を数値的に自明ではないネフなカルティエ因子とする。すると、i > 0とm ≫ 0に対

して、

Hi(X,KX + ⌜A⌝+mN) = 0

となる。

証明. [KMM, Theorem 1-1-1]を用いればよい。

この川又–フィーベックの消滅定理に似たものを使ってやると、標数ゼロの時の基定点自由性定理の証明を

辿る事により、次の基定点自由性定理が証明できる。

系 2.6 (正標数曲面に対する基定点自由性定理). X を正標数の代数閉体上の対数的端末な射影曲面とする。

Dをネフなカルティエ因子でD −KX が豊富だとする。もしDが数値的自明でないなら、任意の十分大き

い自然数 b≫ 0に対して、|bD|は基定点自由となる。

このセクションの議論を一般次元でも同様に行うか超平面で切っていく事により、次が分かる。
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系 2.7. X を非特異射影多様体とする。Aを豊富なカルティエ因子とし、N を数値的に自明ではないネフ因

子とする。すると、i ≥ dimX − 1とm≫ 0に対して、

Hi(X,KX +A+mN) = 0

となる。

証明. このセクションの議論を辿るか、超平面切断により曲面の場合に帰着すればよい。

よって例えば、dimX = 3なら、i = 2と i = 3では消えてくれる事になる。しかし、欲しいのは i = 1で

消えてくれるかどうかである。これについては次のセクションで考える。

3 ３次元の時

前のセクションでは曲面の時に、基定点自由性定理を証明する為に十分な消滅定理を作る事ができた。こ

のセクションでは定理 2.1を３次元の時に一般化できるかどうかを考えたい。系によって、i = 2と i = 3で

は消滅してくれているので、i = 1について考えたい。つまり、次の問いを考える。

問い 3.1. 次のような消滅定理は成立するか？

X を非特異射影的な３次元多様体とする。Aを豊富なカルティエ因子とし、N を数値的自明でないネフ因

子とする。すると、m≫ 0ならば、

H1(X,KX +A+mN) = 0

となる。

しかし、残念ながら、このような消滅定理は成立しない。実際、次のような例が存在する。

例 3.2. ある非特異射影的な３次元多様体X と、豊富なカルティエ因子Aと、数値的自明でないネフ因子N

が存在して、次を満たす。

任意の十分大きな自然数m≫ 0に対して、

H1(X,KX +A+mN) ̸= 0

となる。

構成. 先ず、Z を小平消滅定理の反例である曲面とする。つまり、Z は非特異射影曲面で AZ は Z 上の豊富

なカルティエ因子であり、

H1(Z,KZ +AZ) ̸= 0

とする。ここで、H2はセール双対によって消えてくれるので、小平消滅定理の反例である事とH1が消えな

い事は同じである。

C を非特異射影曲線として、X := C × Z とおく。πC と πZ をそれぞれへの射影とする。c0 と c1 を C の

異なる２点として、Z0 と Z1 をそれぞれのファイバーとする。AC を C 上の豊富因子とする。次のように、

X 上の 2つの豊富因子 A、A′ とネフ因子N を定める。

A′ := π∗
CAC + π∗

ZAZ

A := π∗
CAC + π∗

ZAZ + Z0

N := π∗
CAC

ここで、N は数値的に自明ではない。次の完全列を考える。

0→ OX(KX +A′ +mN)→ OX(KX +A+mN)→ OZ0(KX +A+mN)
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コホモロジーをとって、

H1(X,KX +A+mN)→ H1(Z0,KX +A+mN)→ H2(X,KX +A′ +mN)

を得る。右側のコホモロジーはm≫ 0なら系 2.7によって、消滅する：　

H2(X,KX +A′ +mN) = 0.

よって、m≫ 0なら、

H1(X,KX +A+mN)→ H1(Z0,KX +A+mN)

は全射。任意のmに対して、右のコホモロジー H1(Z0,KX + A +mN)が消えない事を示す。これが示さ

れれば十分である。Z0 は πC のファイバーなので、(π∗
CAC)|Z0 = 0となるから、

H1(Z0,KZ0 +A+mN) = H1(Z0,KX + π∗
CAC + π∗

ZAZ + Z0 +mπ∗
CAC)

= H1(Z0,KX + π∗
ZAZ + Z0)

= H1(Z0,KZ0 + π∗
ZAZ)

≃ H1(Z,KZ +AZ)

̸= 0

となり、主張が示された。

注意 3.3. 上記の例において、N は数値次元が１である。数値次元が２の例や数値次元が３の例（つまり、

N が巨大）なものも作れる。詳しい構成は [T]を見て下さい。
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The Mukai conjecture for log Fano manifolds

藤田健人∗（京都大学数理解析研究所）

概要

本稿では, ファノ多様体 (Fano manifold) の自然な一般化の一つである「対数的ファノ多様体 (log Fano

manifold)」について考察する. 特に,ファノ多様体についての向井予想 (the Mukai conjecture)から対数

的ファノ多様体についての向井予想が導出されることを紹介したい.

1 導入

この報告集では,基礎体は常に複素数体 Cとする. また,極小モデル理論の用語は [KM98]に従って用いる.

1.1 ファノ多様体

定義 1.1. 非特異射影多様体 X の反標準因子, つまり −KX , が豊富なとき, X をファノ多様体 (Fano

manifold)と言う. 本稿では常にファノ多様体に非特異性を要求することに注意する.

本稿では特に,ファノ多様体の分類及び評価について主眼を置いて考える. より詳しく言うと,ファノ多様体

(や,その一般化である「対数的ファノ多様体」)について, ピカール数 (ρX で表す)の評価や,それに関連した

分類についてを考察したい.

これらの問題を考えるにあたり,まずファノ多様体は 3次元以下では完全に分類されている ([Isk77, MM81])

が,それより大きい次元ではあまり多くのことが分かっていない事に注意したい.故に,新たな不変量を導入し,

その不変量について条件を課した高次元ファノ多様体についてを考えるということは理に適っている.

定義 1.2. ファノ多様体 X に対し, X の指数 (index)を, rX で表し,以下で定義する:

rX := max{r ∈ Z>0| −KX ∼ rL (∃L ∈ Pic(X))}.

事実 1.3. 以下のファノ多様体 X は分類されている:

(1) [KO73, Fjt90, Isk77, MM81, Muk89, Wís90a, Wís90b, Wís91a] rX ≥ dimX − 2.

(2) [Wís90b, Wís91a] r := rX ≥ (dimX + 1)/2かつ ρX ≥ 2;

(a) [Wís90b] もし r ≥ (dimX + 2)/2なら, r = (dimX + 2)/2で, X ≃ Pr−1 × Pr−1.

(b) [Wís91a] もし r = (dimX+1)/2なら, X ≃ Qr×Pr−1, PPr (O⊕r−1⊕O(1)), もしくは PPr (TPr ).

(ここで Qn は Pn+1 内の非特異二次超曲面.)

本稿の主定理の一つは,上記の事実 1.3の対数的ファノ多様体への拡張版 (定理 3.5及び系 3.6)である.

∗ fujita@kurims.kyoto-u.ac.jp
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1.2 向井予想

上記の事実 1.3 (2a)は, ファノ多様体が同じ次元の二つの射影空間の積と同型となる判定法を与えた, と言

い換えることができる. 一般にこの類の主張は, 向井予想型の結果と呼ばれ, 広く研究されている. 以下に向井

氏によるオリジナルの予想を述べる.

予想 1.4 (向井予想 [Muk88]). X をファノ多様体としたとき, 以下の不等式が成立するであろう :

ρX(rX − 1) ≤ dimX.

更に, もし等号が成立するならば, X ≃ (PrX−1)ρX だろう.

筆者は最近, この向井予想を「分割して考える」ことが自然な方法の一つなのではないか, としばしば主張

している. より具体的には, 以下の予想Mn
ρ を (各自然数 n, ρに対して)考えることが自然なのではないか, と

いうことである.

予想 1.5 (予想Mn
ρ ). n, ρを自然数とする. もし n次元ファノ多様体 X が

• ρX ≥ ρかつ
• r := rX ≥ (n+ ρ)/ρ

を満たすならば, X ≃ (Pr−1)ρ だろう.

明らかに, 向井予想が正しいということと, 予想Mn
ρ が任意の自然数 n, ρ に対して正しいということは同値

である. 以下本稿では, この予想Mn
ρ (より正確にはこの予想の対数的ファノ多様体版)について考えたい.

先ほどの事実 1.3(2a)は, 予想Mn
2 の肯定的な結果に他ならない. 現在では, 以下のことが知られている (し

かしながら一般の場合は未解決である).

事実 1.6. 予想Mn
ρ は, n ≤ 5 ([ACO04])もしくは ρ ≤ 3 ([NO10])のときは正しい.

1.3 対数的ファノ多様体

以下で,本稿の主役となる対数的ファノ多様体を定義する.

定義 1.7. 対 (X,D)が n次元対数的ファノ多様体 (log Fano manifold)であるとは, 以下で定義される:

• X は n次元非特異射影多様体,

• D は X 内の被約かつ単純正規交叉因子 (simple normal crossing divisor), そして

• 反対数的標準因子, つまり −(KX +D), が豊富.

特に日本語で述べる場合, 「対数的ファノ多様体」という呼称は一般的でなく, 更にこの呼称は他の対象と誤

解を招きやすいので注意が必要である. 本稿では, X が非特異かつ D が被約単純正規交叉因子のときのみを

考察する.

注意 1.8. • 対数的ファノ多様体の定義に於いて, もし D = 0ならば, 対 (X, 0)はファノ多様体というこ

とに他ならない. 故に対数的ファノ多様体は, 非常に自然なファノ多様体の一般化の一つと見ることが
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できる.

• 対数的ファノ多様体は, 前田氏 ([Mae86])によって既に考察されていた対象である. 前田氏は, 3次元以

下の対数的ファノ多様体 (X,D)で D ̸= 0なるものをすべて分類した. しかしながら, (ファノ多様体同

様)高次元の対数的ファノ多様体は多くのことが分かっていない.

高次元の対数的ファノ多様体について分類や (ピカール数の)評価を考えるにあたり, ファノ多様体同様に,

対数的ファノ多様体に対しても指数を定義することは最早自然な発想であろう.

定義 1.9. 対数的ファノ多様体 (X,D)に対し, (X,D)の指数 (index)を, r(X,D) で表し,以下で定義する:

r(X,D) := max{r ∈ Z>0| − (KX +D) ∼ rL (∃L ∈ Pic(X))}.

ここで, 対数的ファノ多様体についての向井予想を以下で定めることにする.

予想 1.10 (予想 LMn
ρ [Fjt12b]). n, ρを 2以上の自然数とする. もし n次元対数的ファノ多様体 (X,D)が

D ̸= 0で, さらに以下を満たすとする :

• ρX ≥ ρかつ
• r := r(X,D) ≥ (n+ ρ− 1)/ρ.

このとき

X ≃ P(Pr−1)ρ−1(O⊕r ⊕O(m1, . . . ,mρ−1))

D ≃ P(Pr−1)ρ−1(O⊕r),

ここで m1 . . . ,mρ−1 ≥ 0で, 埋め込み D ⊆ X は, O⊕r ⊕O(m1, . . . ,mρ−1) → O⊕r なる標準的な射影によ

り得られたもの, となるだろう.

この予想は, D ̸= 0を課しているので, 予想Mn
ρ で考えている対象とは真に異なる事に注意する. また予想

LMn
ρ は, 指数についての条件が予想Mn

ρ での条件より弱いことにも注意しておく. この予想 LMn
ρ は, 前田氏

の分類結果から n = 2のときは正しい.

2 例

まず, 対数的ファノ多様体のいくつかの例を見る.

例 2.1. (X,D) が 1 次元対数的ファノ多様体とする. このとき X は非特異射影曲線で, また −(KX + D)

が豊富というのはその次数が正ということに他ならない. Riemann-Roch の定理より deg(−(KX + D)) =

2− 2g− degD (ここで gはX の種数)が成立するので, X ≃ P1 かつ, D = 0もしくは 1点, しかありえない.

例 2.2. (n− 1)次元ファノ多様体 Y , そして Y 上のネフ (nef)直線束 Lを任意にとる. このとき, (X,D) :=

(PY (O⊕L),PY (O)) (但し埋め込みD ⊆ X は O⊕L→ Oなる標準的な射影より与える)なる対は常に n次

元対数的ファノ多様体となる.

例 2.3. 例 2.2の特別な場合として, (X,D) := (PPn−1(O ⊕O(m)),PPn−1(O))のとき (m ≥ 0) を考える. こ

のとき, 簡単な計算から, 反対数的標準因子の自己交点数 (−(KX + D))n = {(n +m)n −mn}/m となり,

n ≥ 3ならいくらでも大きくなりうる.
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3 主定理

本稿の主定理を以下に述べる.

定理 3.1 ([Fjt12b]). (X,D)を, 対数的ファノ多様体で, D ̸= 0とする. このとき, 次のどちらかが成立 :

(1) 制限から誘導される自然なピカール群の間の準同型 Pic(X)→ Pic(D)が単射, もしくは

(2) X は P1-束構造 π : X → Y をもち, D は π の切断 (section).

ここで定理 3.1 (2)のときを詳しく見よう. このとき, D は Y と同型なので, 特に D は既約かつ非特異. 同

伴性より, OD(−KD) ≃ OX(−(KX +D))|D が成立. よって, D及び Y はファノ多様体であることもわかる.

更に, X は π∗OX(D)なる Y 上の階数 2のベクトル束の射影化で得られていることにも注意する.

また, 定理 3.1 (2)のとき, (X,D)の指数は必ず 1になることにも注意する. なぜなら, l ⊆ X を πのファイ

バー (≃ P1)とすると, (−(KX +D) · l) = 2− 1 = 1となる為, −(KX +D)はこれ以上割り切ることができ

ないからである. これより, もし対数的ファノ多様体 (X,D)が r(X,D) ≥ 2を満たすならば, 定理 3.1 (1)の場

合しか起こりえない. 以上の考察及び後で述べる命題 4.1 (4)等から, 次の系を得る.

系 3.2. 対数的ファノ多様体 (X,D)が, もし r(X,D) ≥ 2なら, 任意の D の既約成分 D1 に対し, 制限から誘

導される自然なピカール群の間の準同型 Pic(X)→ Pic(D1)は単射となる.

次の定理は, 標語的には「向井予想から対数版向井予想が従う」ということを主張する.

定理 3.3 ([Fjt12b]).
Mn

ρ +LMn
ρ ⇒ LMn+1

ρ .

この定理と事実 1.6より, 直ちに次の系を得る.

系 3.4. 予想 LMn
ρ は, n ≤ 6もしくは ρ ≤ 3のときは正しい.

最後に, 事実 1.3 (2)の対数的ファノ多様体版を述べる.

定理 3.5 ([Fjt12a]). n次元対数的ファノ多様体 (X,D)で, r(X,D) ≥ n/2, ρX ≥ 2かつD ̸= 0なるものを分

類した. (具体的なリストは, 昨年の代数幾何学城崎シンポジウムでのポスター発表で与えた ([藤田 11])ので

割愛する.)

この定理 3.5と既存の結果等を組み合わせると, 事実 1.3 (1)の対数的ファノ多様体版が得られる.

系 3.6. 対数的ファノ多様体 (X,D)で, r(X,D) ≥ dimX − 2なるものが分類された.

定理 3.5では, X のピカール数が 2以上の場合しか考察していないが, ピカール数が 1の場合は寧ろ (系 3.6

を考える場合は)状況が簡単になっている. というのも, 対数的ファノ多様体 (X,D)で D ̸= 0なるものに対

し, もし X のピカール数が 1ならば, X それ自身ファノ多様体になり, rX > r(X,D) が成立するからである.

なぜなら, 上記の仮定の下では Dは豊富となり, −KX = −(KX +D) +D は「より豊富」となる為である.
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4 基本性質

対数的ファノ多様体の基本性質を以下に述べる. 明示的に述べられているもの以外の文献は, [Mae86]もし

くは [Fjt12a] を見て頂きたい.

命題 4.1. (X,D)を n次元対数的ファノ多様体とし, D の既約分解を D =
∑m

i=1Di とする. このとき以下

が成立する :

(1) 自然な準同型 Pic(X)→ H2(Xan;Z)が同型で, これらはどちらも有限生成で捩れを持たないアーベル

群である. 特に X のピカール数は Pic(X)の階数に等しい.

(2) 任意の i, j に対し, Di ∩Dj ̸= ∅が成立. 更に言うと, (X,D)の極小 lcセンターはただ一つに定まる.

これより特にm ≤ nが成立.

(3) 任意の 1 ≤ i ≤ m に対し, Ei :=
∪

j ̸=i(Di ∩ Dj) ⊆ Di とおく. このとき同伴性から, (Di, Ei) は

(n− 1)次元対数的ファノ多様体で, r(X,D)|r(Di,Ei) が成立する.

(4) 以下の列は完全 :

0→ Pic(D)
α−→

⊕
1≤i≤m

Pic(Di)
β−→

⊕
1≤i<j≤m

Pic(Di ∩Dj),

ここで α は制限より誘導される自然な準同型, そして β((Li)i) := (Li|Di∩Dj ⊗ L∨
j |Di∩Dj )i<j で与え

られる.

(5) (錐定理及び収縮定理 ) 曲線の錐 NE(X)は有限本の端射線で張られる. また, 各端射線 R ⊆ NE(X)

に対し, R は X 上の有理曲線のクラスで張られ, また R に付随した収縮射 contR : X → YR が存在

する.

(6) [Zha06] X は有理連結多様体 (rationally connected variety).

(7) [BCHM10] X は森夢空間 (Mori dream space). (森夢空間の定義は [HK00]を見て頂きたい.)

5 証明の方針

以下, 3章の定理の証明のあらすじを述べる.

5.1 定理 3.1の証明の方針

この証明のアイデアは, Casagrande氏の一連の結果 [Cas09, Cas11]に基づく. Casagrande氏はファノ多

様体上の因子について同様の議論を展開しているのだが, 今回のセッティングだと, (考えるべき因子がはっき

りしている為)簡潔な議論で証明することができる. 以下 (X,D)を対数的ファノ多様体で, D ̸= 0とする.

Step 1 まず, 命題 4.1 (7)でみたように, X は森夢空間だった. これより, (−D)-MMPを走らせることが

できる. この MMPは (D がゼロでない有効因子ゆえ) 必ずファイバー型で終わる. また, −(KX +D)でス

ケールをつけることにより, この (−D)-MMPは (KX +D)-MMPであるようにもとれる. このMMPを

X = X0 99K X1 99K · · · 99K Xk π−→ Y

で表すことにする.
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Step 2 次に, Di ⊆ Xi を, D の固有変換 (strict transform)とする. このとき, (詳しくは述べないが) 各

MMPのステップで Di の中の曲線が潰れることがわかる. これは収縮射のファイバーの次元の評価等から従

う (このMMPは KX -MMPでもあるので, 各 Xi は高々端末的故, ファイバー次元の評価がうまくいく). こ

の性質より, dim
(
Coker(N1(D

i)→ N1(X
i))

)
は各 0 ≤ i ≤ k で不変なことが証明できる.

Step 3このMMPは (−D)-MMPだったので, π|Dk : Dk → Y は全射. よって合成N1(D
k)→ N1(X

k)→
N1(Y )も全射. ここで ,全射N1(X

k)→ N1(Y )の核は 1次元なので, 次のどちらかが成立する:

(1) N1(D
k)→ N1(X

k)は全射, もしくは

(2) Dk 内のどの曲線も π で潰れない.

まず (1)のときは, Step 2より N1(D)→ N1(X)も全射. よって N1(X)→ N1(D)は単射. ここで命題 4.1

(1)より Pic(X)→ N1(X)は単射. よって可換図式

N1(X) −−−−→ N1(D)x x
Pic(X) −−−−→ Pic(D)

に於いて, 合成が単射ゆえ Pic(X)→ Pic(D)も単射.

次に (2)のときを考える. このとき, π のファイバーの次元は常に 1. (なぜなら, もし 2次元以上のファイ

バー F をもつと, F と Dk との交わりは曲線を含んでしまい矛盾.) ここでもし k > 0 と仮定すると, π の

ファイバー内の曲線 lk ⊆ Xk で, 有理写像 Xk 99K X の不確定部分と交わりつつ含まれないようなものが取
れる. このとき負性補題 (negativity lemma)より, (−(KX +D) · l) < (−(KXk +Dk) · lk) が成立 (ここで

l ⊆ X は lk の固有変換). lk は π のファイバー内でとったので, (−(KXk +Dk) · lk) ≤ 2 − 1 = 1 となるが,

−(KX +D)は豊富な Cartier因子ゆえ (−(KX +D) · l)は自然数値しかとりえず矛盾. よって k = 0しかあ

りえない. このとき π : X → Y は, 一般ファイバー C ⊆ X に対し, C ≃ P1, (−KX ·C) = 2かつ (D ·C) = 1

が (π が (KX +D)-負かつ D-正であることから)確かめられる. よって [Fjt87]より π は P1-束で D は π の

切断であることが証明できる.

5.2 定理 3.3の証明の方針

予想 Mn
ρ 及び LMn

ρ の仮定の下, 予想 LMn+1
ρ を導出したい. 以下, (X,D) を, 予想 LMn+1

ρ の仮定を満

たす対数的ファノ多様体, つまり (n + 1) 次元対数的ファノ多様体で D ̸= 0 なもの, 更に ρX ≥ ρ かつ

r := r(X,D) ≥ ((n+ 1) + ρ− 1)/ρとする.

Step 1 まず, D の任意の既約成分 D1 をとる. このとき対 (D1, E1) は, 命題 4.1 (3) より n 次元対数的

ファノ多様体で r(D1,E1) ≥ r ≥ (n+ ρ)/ρが成立. 更に系 3.2より ρD1 ≥ ρX(≥ ρ)が成立. よって LMn
ρ を対

(D1, E1)に適用することで, E1 = 0, つまり D = D1 でなくてはならないことがわかる. この D にMn
ρ を適

用することで, D ≃ (Pr−1)ρ かつ ρD = ρX = ρ が成立する.

Step 2 次に, D と正に交わる端射線 R ⊆ NE(X) を任意にとり, R の極小有理曲線 (minimal rational

curve)を CR ⊆ X とかく. Rに付随する収縮射を π : X → Y とかくと, 以下が成立:

• π の D への制限の, 像への全射 π|D : D → π(D)は代数ファイバー空間 (algebraic fiber space) (これ

は R1π∗OX(−D) = 0より従う).
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• π|D : D → π(D)は同型射ではない (これは 5.1章の Step 2と同様に示すことができる).

ここで D ≃ (Pr−1)ρ だったので, 上記の事実から特に dimD > dimπ(D) がわかる. よって π はファイバー

型 (そうでないなら π は D を潰す因子収縮射でないといけないが, 今, D と正に交わるように端射線を選ん

でいたので矛盾). よって, 任意の π のファイバーが D と交わるので Y = π(D) も成立. ρY = ρ − 1 ゆえ,

π|D : (Pr−1)ρ → (Pr−1)ρ−1 (一番目の成分を潰す射影)とみることができる.

Step 3 収縮射 π の任意のファイバー F をとる. このとき,

• 上で得られた π|D の明示的な記述より, dim(F ∩D) = r − 1が成立. よって, dimF ≤ r が成立する.

• [Wís91b] により, dimF ≥ (−KX · CR) − 1 が知られている. ここで, 指数の定義から, ある豊富な

Cartier因子 Lが存在し, −(KX +D) ∼ rL とかける. このとき, (−KX ·CR)− 1 = r(L ·CR) + (D ·
CR)− 1 ≥ r + 1− 1 = r が成立.

これらより, dimF = r, (−KX · CR) = r + 1 かつ (D · CR) = 1 が成立する. よって, [Fjt87] より, π は

((Pr−1)ρ−1 上の) Pr-束で, π|D は部分 Pr−1-束であることが示され, あとは容易に結論を得られる.

5.3 定理 3.5の証明の方針

これは基本的に定理 3.3の証明と同じである. つまり, まず D の構造が帰納的な議論によりわかり, あとは

Dと正に交わる端射線に付随する収縮射を詳しく見ることで X の構造がわかる.
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Norm. Supér.

[Fjt87] T. Fujita, On polarized manifolds whose adjoint bundles are not semipositive, Algebraic Geometry,

Sendai, 1985. Adv. Stud. Pure Math. 10, 167–178. North-Holland, Amdterdam, 1987.

[Fjt90] T. Fujita, Classification theories of polarized varieties, London Mathematical Society Lecture

Note Series 155, Cambridge University Press, Cambridge, 1990.

[藤田 11] K. Fujita, On simple normal crossing Fano varieties and logarithmic Fano varieties with large

index, 代数幾何学城崎シンポジウム報告集 (2011), p.155.

－96－



[Fjt12a] K. Fujita, Simple normal crossing Fano varieties and log Fano manifolds, arXiv:1206.1994.

[Fjt12b] K. Fujita, The Mukai conjecture for log Fano manifolds, arXiv:1206.2475.

[HK00] Y. Hu and S. Keel, Mori dream spaces and GIT, Michigan Math. J. 48 (2000), 331–348.

[Isk77] V. A. Iskovskikh, Fano threefolds. I, II, Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 41 (1977), no. 3, 516–562,

717; 42 (1978), no. 3, 506–549.

[KM98] J. Kollár and S. Mori, Birational geometry of algebraic varieties, Cambridge Tracts in Math,

vol.134, Cambridge University Press, Cambridge, 1998.

[KO73] S. Kobayashi and T. Ochiai, Characterizations of complex projective spaces and hyperquadrics,

J. Math. Kyoto Univ. 13, (1973), 31–47.

[Mae86] H. Maeda, Classification of logarithmic Fano threefolds, Compositio Math. 57 (1986), no. 1,

81–125.

[MM81] S. Mori and S. Mukai, Classification of Fano 3-folds with B2 ≥ 2, Manuscripta Math. 36 (1981),

no. 2, 147–162. Erratum: 110 (2003), no. 3, 407.

[Muk88] S. Mukai, Problems on characterization of the complex projective space, Birational Geometry of

Algebraic Varieties, Open Problems, Proceedings of the 23rd Symposium of the Taniguchi Founda-

tion at Katata, Japan, 1988, pp.57–60.

[Muk89] S. Mukai, Biregulaar classification of Fano 3-folds and Fano manifolds of coindex 3, Proc. Nat.

Acad. Sci. U.S.A. 86 (1989), no. 9, 3000–3002.

[NO10] C. Novelli and G. Occhetta, Rational curves and bounds on the Picard number of Fano manifolds,

Geom. Dedicata 147 (2010), 207–217.
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セシャドリ定数と定義多項式の次数について

伊藤　敦∗

概要

セシャドリ定数は豊富な直線束の局所的な正値性を測る不変量である．本稿では

セシャドリ定数と定義多項式の次数の関係を概説する．本研究は三浦真人氏との共

同研究である．

1 導入

多様体などはすべて複素数体 C 上で定義されているものとする．射影代数多様体 X

上の豊富な直線束 L はある種の正値性を持っているので，以下の問は自然なものと思わ

れる．

問 1.1. Lの正値性はどうすれば計れるだろうか？

Lの正値性をはかる基本的な不変量として体積 LdimX がある．もちろんこれは非常に

重要な不変量であるが，体積だけでは必ずしも十分とは言いがたい．

例 1.2. X = P1×P1, L1 = O(k, k), L2 = O(1, k2)とする．この時，KX +L1 は k ≥ 2

の場合は基底点自由であり，k ≥ 3の場合は非常に豊富である．一方 KX + L2 は有効的

でさえない．

この例のように，二つの直線束の体積が同じでもその随伴束の振る舞いが大きく異なる

場合がある．随伴束の視点からは，L1 のほうが L2 よりも正値性が大きいとみることがで

きる．

20年ほど前に Demaillyは豊富な直線束の局所的な正値性を測る不変量であるセシャド

リ定数を導入した [Dem]．

∗ 東京大学数理科学研究科　 itoatsu@ms.u-tokyo.ac.jp
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定義 1.3. 射影代数多様体X 上の豊富な直線束 Lと点 p ∈ X に対し，Lの pにおけるセ

シャドリ定数 ε(X,L; p)を

ε(X,L; p) := max{ t ≥ 0 |μ∗L− tE がネフ }

と定める．ここで μ : X̃ → X は pでの爆発 ，E = μ−1(p)はその例外因子である. また

ε(X,L; p) = inf
C

{
C.L

multp(C)

}
という同値な定義もある．ここで下限は X 上の既約かつ被約な曲線 C で pを通るものに

対してとり，multp(C)は C の pにおける重複度である．ε(X,L; p) =
C.L

multp(C)
となる

曲線 C を Lの pにおけるセシャドリ曲線と呼ぶ．

注意 1.4. セシャドリ曲線が存在しない例を筆者は知らない．ただし，セシャドリ定数が

有理数でない例があれば，それはセシャドリ曲線が存在しない例にもなっている．セシャ

ドリ定数が有理数でない例を見つけることは，セシャドリ定数における未解決問題の一つ

である．

セシャドリ定数の簡単な例を見てみよう．

例 1.5. (1) 任意の点 p ∈ Pn に対し ε(Pn,O(1); p) = 1.

(2) 任意の点 p ∈ P1 × P1 に対し ε(P1 × P1,O(a, b); p) = min{a, b}.
(3) 非特異 3次曲面 S ⊂ P3 に対し

ε(S,OS(1); p) =

{
1 S 上に点 pを通る直線が存在する場合，
3/2 S 上に点 pを通る直線が存在しない場合.

これらの場合はセシャドリ曲線を具体的に見つけることができる．(1)と (3)の前者で

は p を通る直線が，(2) では p = (p1, p2) に対し {p1} × P1 もしくは P1 × {p2} の少な
くとも一方がセシャドリ曲線である．(3) の後者の場合は p で S に接するような超平面

H ⊂ P3 に対し C := H ∩ S とおくと，deg(C) = C.OS(1) = 3, multp(C) = 2が成り立

ち C がセシャドリ曲線であることがわかる．

セシャドリ定数は様々な興味深い性質を持っている．例えば，セシャドリ定数の下界か

らは随伴束のジェット分離やグロモフ幅（実シンプレクティック幾何学の不変量）の下界

が得られる [Dem], [MP]．また上界からは，ファイバー構造や葉層構造が得られることも

ある [Na1], [Na2], [HK]．Rossと Thomasによる偏極多様体のスロープ安定性を定義す

る際にもセシャドリ定数が用いられる [RT]．
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しかしながら，与えられた豊富な直線束に対し具体的にセシャドリ定数の値を求めるこ

とは一般には非常に難しい．例えば P3 内の次数が 5以上の非特異射影曲面についてさえ

（幾つかの評価はあるが）一般にその値は求められていない．特に 3次元以上の場合の計

算例は少ない．セシャドリ定数の詳しい扱いについては [La, Chapter 5], [B+]を参照さ

れたい．

本稿では，代数多様体 X が射影空間に埋め込まれている場合を扱う．そのような場合，

ε(X,OX(1); p)は X の定義多項式の次数を用いて評価できることを解説する．まず第 2

節では，次数 4の 3次元超曲面X について ε(X,OX(1); p)の値の求め方を説明する．第

3節では，定義多項式の次数を用いてセシャドリ定数を下から評価できることを述べる．

第 4節では，第 3節で得られた下界が幾つかのファノ多様体に対してはセシャドリ定数と

一致することを述べる．これらは三浦真人氏との共同研究 [IM]である．
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永井保成さん，松下大介さん，山木壱彦さんに感謝致します．

2 次数 4の 3次元超曲面の場合

X ⊂ P4 を次数 4の超曲面，pを X 上の点とする．簡単のため X も pも一般のものと

する．この節では，ε(X,OX(1); p)をどう計算するかを説明する．ここにあらわれるアイ

デアを自然に一般化することで，本稿で説明するほぼすべて（小節 4.2以外の部分）が得

られる．

p = [1 : 0 : 0 : 0 : 0] となるような P4 の斉次座標 x0, x1, x2, x3, x4 をとる．X の

定義式 f ∈ H0(P4,O(4)) は x0, x1, x2, x3, x4 の 4 次斉次多項式で f(p) = 0 なので，

f = x30f1+x
2
0f2+x0f3+ f4 となるような i次の斉次多項式 fi ∈ C[x1, x2, x3, x4] (1 ≤

i ≤ 4)がとれる．X と pが一般なので

(f1 = f2 = f3 = f4 = 0) ⊂ ProjC[x1, x2, x3, x4] (†)

は空集合になる．

X 上の有効因子 D1, D2, D3 を

D1 := (f1 = 0)|X , D2 := (x0f1 + f2 = 0)|X , D3 := (x20f1 + x0f2 + f3 = 0)|X
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で定める．X 上では f1|X = −x−3
0 (x20f2 + x0f3 + f4)|X なので，ordp(D1) = 2であるこ

とがわかる．ここで X 上の有効因子 D に対し ordp(D)を

ordp(D) := max{m ≥ 0 | g ∈ mm
X,p}

と定める．ただし g は pの近傍での D の定義関数，mX,p は X の pにおける極大イデア

ルである．同様に ordp(D2) = 3, ordp(D3) = 4が成り立つ．また定義より

D1 ∩D2 ∩D3 = (f1 = f2 = f3 = 0)|X
= (f1 = f2 = f3 = f4 = 0) ⊂ P4 = ProjC[x0, x1, x2, x3, x4]

であるが，(†)より D1 ∩D2 ∩D3 = {p}となる．(†)では ProjC[x1, x2, x3, x4] ∼= P3 の

なかで共通零点を考えていたが，ここでは P4 のなかで考えていることに注意する．

まず ε(X,OX(1); p)を下から評価しよう．既約かつ被約な曲線 C で pを通るものを一

つ固定する．D1 ∩D2 ∩D3 = {p}なので，ある Di (1 ≤ i ≤ 3)で C を含まないものが

とれる．Di ∼ OX(i), ordp(Di) = i + 1より，Di と C の pでの局所交点数を考えるこ

とで
i deg(C) = Di.C ≥ ordp(Di) ·multp(C) = (i+ 1)multp(C)

が得られる．従って
deg(C)

multp(C)
≥ i+ 1

i
≥ 4

3
が成り立つので，定義 1.3 より

ε(X,O(1); p) ≥ 4

3
となる．

次に ε(X,OX(1); p)を上から評価しよう．

C ′ := D1 ∩D2 = (f1 = f2 = x0f3 + f4 = 0) ⊂ P4

とおくと，定義から p ∈ C ′ ⊂ X である．また C ′ は P4 の中の 3 つの有効因子 (f1 =

0), (f2 = 0), (x0f3 + f4 = 0) の完全交差なので，C ′ の次数や重複度は各因子の次数や

重複度の積になる（f1, f2, f3, f4 が一般の元であることに注意する）．従って

deg(C ′) = 1 · 2 · 4, multp(C
′) = 1 · 2 · 3

なので，ε(X,O(1); p) ≤ deg(C ′)
multp(C ′)

=
4

3
が成り立つ．

上下からの評価を合わせることで ε(X,O(1); p) =
4

3
が得られる．この場合 C ′ がセ

シャドリ曲線になっている．
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3 定義多項式の次数を用いた下界

この節では，前節で説明した下からの評価を一般化する．

X を射影空間 PN 内の射影代数多様体，pを X 上の点とすると，定義より

ε(X,O(1); p) ≥ ε(PN ,O(1); p) = 1

が成り立つ．さらに ε(X,O(1); p) = 1となることと，X 上に点 pを通る直線が存在する

ことが同値であることがわかる（[Ch, Lemma 2.2]）．ここで直線とは，射影空間内の次

数 1の射影代数曲線のこととする．

X が 2 次元または 3 次元の場合，Bauer と Chan が多様体の次数 deg(X) :=

OX(1)dimX を用いて ε(X,OX(1); p)の下界を与えた．

定理 3.1 ([Ba, Theorem 2.1], [Ch, Theorem 1.4]参照). X を射影空間 PN 内の 2次元

もしくは 3次元非特異射影代数多様体，pを X 上の点とする. もし X 上に点 pを通る直

線がなければ

ε(X,OX(1); p) ≥ deg(X)

deg(X)− 1

が成り立つ．

この節では，上記の定理の高次元への一般化を述べる．そのために deg(X)の代わりに

次の不変量を用いる．

定義 3.2. X を射影空間 PN 内の射影代数多様体，pをX 上の点とする. 正の整数 dp(X)

を，自然な写像
H0(PN , IX ⊗OPN (d))⊗OPN → IX ⊗OPN (d)

が pで全射になるような dの最小値として定義する．ここで IX ⊂ OPN はX に対応する

イデアル層である. すなわちスキーム論的に X は pにおいて次数が dp(X)以下の超曲面

によって定義される.

以下が本節の主結果である．定理 3.1とは異なり，X の非特異性は仮定していないこと

に注意する．
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定理 3.3 ([IM, Theorem 1.5]). X を射影空間 PN 内の射影代数多様体，pをX 上の点と

する. もし X 上に点 pを通る直線がなければ

ε(X,OX(1); p) ≥ dp(X)

dp(X)− 1

が成立する．さらに任意の n ≥ 1 と d ≥ 2 に対し, ある n 次元非特異射影代数多様体

X ⊂ PN と点 p ∈ X が存在し，d = dp(X)かつ上の不等号において等号が成り立つ.

注意 3.4. 一般に，射影代数多様体 X ⊂ PN と点 p ∈ X に対し dp(X) ≤ deg(X)が成り

立つ ([Mu, Theorem 1]の証明を参照). したがって定理 3.3は定理 3.1の高次元への拡張

になっている．

定理 3.3 の証明は，本質的に第 2 節と同じである．すなわち p を通る曲線 C に対し，

X の定義多項式を “いじる”ことにより，ある i ≤ dp(X) − 1と C を含まない有効因子

D ∼ OX(i)で ordp(D) ≥ i+ 1となるものがとれる．

4 幾つかのファノ多様体の場合

定理 3.3 の下界は一般には良い評価ではない．実際 ε(X,OX(1); p) はいくらでも大き

い値を取りうるが，定理 3.3の下界はたかだか 2だからである．しかしながら，幾つかの

ファノ多様体については定理 3.3で等号が成立することを示すことができる．

定理 4.1 ([IM, Theorem 1.7]). Y ⊂ PN をピカール数 1 の有理等質空間で，OY (1) が

Pic(Y )の生成元であるものとする．Y の部分多様体 X を，次数 d1 ≤ . . . ≤ dr の超曲面

の Y における完全交差で −KX = OX(1)となるものとする．点 p ∈ X に対し X 上に点

pを通る直線がなければ,

ε(X,OX(1); p) =
dp(X)

dp(X)− 1
=

{
dr/(dr − 1) dr ≥ 2 の場合,

2 dr = 1 の場合

が成立する．

注意 4.2. X ⊂ Y を次数 d1 ≤ . . . ≤ dr の超曲面の Y における完全交差として得られる

代数多様体で, −KX = OX(i), i ≥ 2となるものとする．この場合 X は直線で覆われる

ことが簡単に確かめられる ([Deb, Proposition 2.13])．よって ε(X,OX(1); p) = 1 が任

意の p ∈ X に対して成り立つ.

従って定理 4.1と組み合わせると，ピカール数 1の有理等質空間における完全交差とし

て得られるファノ代数多様体のセシャドリ定数は計算できることがわかる．
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例 4.3. Y = Pr+3 内の次数 d1 ≤ . . . ≤ dr の超曲面の完全交差として得られる 3 次元

ファノ多様体 X = Xd1,...,dr で −KX = O(1)となるものを考える．随伴公式より，この

ような多様体はX4, X2,3, X2,2,2 に限られる．X 上に点 pを通る直線がなければ，以下が

成り立つ．

ε(X4,O(1); p) =
4

3
, ε(X2,3,O(1); p) =

3

2
, ε(X2,2,2,O(1); p) = 2.

X のファノ指数が 1なので，X が非特異の場合一般の点 p ∈ X を通る X 上の直線は存

在しないことに注意する．

定理 4.1の片方の不等号は定理 3.3から簡単に従う．実際，定理 4.1のような Y に対し

て dp(Y )は 1（Y が射影空間の場合）か 2（それ以外の場合）であることが知られている

（例えば [Li]を参照）ので，

ε(X,OX(1); p) ≥ dp(X)

dp(X)− 1
≥
{
dr/(dr − 1) dr ≥ 2 の場合,

2 dr = 1 の場合

が従う．以下の小節で逆向きの不等号の証明のアイデアについて説明する．

4.1 証明の概略：dr ≥ 2の場合

この場合，証明のアイデアは本質的に第 2節と同じである．すなわち，適当な有効因子

の交差をとることでセシャドリ曲線を見つけることができる．ただし有理等質空間 Y が

射影空間ではない場合は Y を直接切るのではなく，適当な錐といくつかの有効因子の交

差をとる．そのために直線のモジュライ空間を用いる．

定義 4.4. 射影代数多様体 Y ⊂ PN と点 p ∈ X に対し，Y のヒルベルト空間 HilbY の

部分スキーム Fp(Y )を

Fp(Y ) := { [l] ∈ HilbY | l は点 p を通る Y 上の直線 }

と定める．

Y が定理 4.1のような有理等質空間，Z を Fp(Y )の既約成分とする．定義より

Conep(Z) :=
⋃

[l]∈Z
l ⊂ PN

は pを頂点とする錐で Y に含まれる．X を定理 4.1のようなファノ多様体で，X 上に p

を通る直線がないものとする．dr ≥ 2の場合，Conep(Z)を適当な有効因子で切ることに
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より X 上の曲線 C で
deg(C)

multp(C)
≤ dr
dr − 1

となるものが取れる．第 2節では，そのよう

な C として C ′ = (f1 = f2 = x0f3 + f4 = 0) をとったが，x0f3 + f4 のような式を得る

ために dr ≥ 2という仮定が必要になる．

同様の議論で以下の定理を示せる．この定理では，ピカール数や Y の特異点について

特に仮定をしていないことに注意する．

定理 4.5 ([IM, Theorem 3.1]). Y を PN 内の射影代数多様体，pを Y 上の点とする．p

を含む Y の部分射影代数多様体 X が以下を満たすとする．

i) pの近傍で, X は次数 d1 ≤ . . . ≤ dr の超曲面の Y における局所完全交差である．

すなわち r = codim(X,Y )で各 j に対してある fj ∈ H0(PN ,OPN (dj))が存在し

X = Y ∩
⋂

1≤j≤r

(fj = 0)

が pの近傍で成り立つ．

ii) Fp(Y ) 
= ∅かつ∑r
j=1 dj ≤ dimFp(Y ) + 1．

iii) dp(Y ) ≤ dr．

この時以下が成立する．

ε(X,OX(1); p) =

{
1 Fp(X) 
= ∅の場合,

dr/(dr − 1) Fp(X) = ∅の場合．

4.2 証明の概略：dr = 1の場合

定理 4.1 で dr = 1 の場合，Y は射影空間ではないとしてよい．すると dp(Y ) = 2

かつ dr = 1 なので，dp(X) = 2 である．よって定理 3.3 によって得られる下界は
dp(X)

dp(X)− 1
= 2となる．もし X 上に点 pを通る滑らかな 2次曲線 C が存在すれば

2 ≤ ε(X,O(1); p) ≤ deg(C)

multp(C)
= 2

がいえる．そのような滑らかな 2次曲線の存在を示す為に以下の命題を用いる．

命題 4.6. Y ⊂ PN を非特異射影代数多様体で以下を満たすものとする．

i) IY/PN ⊗OPN (2)は大域切断によって生成される．
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ii) 一般の点 p ∈ Y に対し,

dim{ [C] ∈ HilbY |C は点 p を通る Y 上の滑らかな 2次曲線 } = 2

が成り立つ．

この時，一般の点 p ∈ Y と pを含む一般の超平面H ⊂ PN に対し，pを通る Y ∩H 上の
滑らかな 2次曲線が存在する.

定理 4.1の証明の概略：dr = 1の場合. dr = 1 なので X = Y ∩ H1 ∩ · · · ∩ Hr, Hj ∈
|OPN (1)| とかける．セシャドリ定数はある種の下半連続性を持つので，上界を求めるた
めには点 pやHj は一般のもの仮定してよい．この時 Y ′ := Y ∩H1 ∩ · · · ∩Hr−1 は命題

4.6の条件 i), ii) をみたすことがわかるので，点 pを通る X = Y ′ ∩Hr 上の滑らかな 2

次曲線の存在がいえる．
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Moduli spaces of Bridgeland stable objects on abelian surfaces

柳田伸太郎　 (京大数研)

概要

代数曲面上の安定層のモジュライ空間の研究において, Fourier-Mukai変換の下で Gieseker安定性が保

たれるかという問題は重要であった. 2000 年代には Bridgelandにより三角圏上の安定性の概念が導入さ

れたが, この問題は Bridgeland安定性で考えた方がより良く扱える事が分かりつつある. 今回の講演では,

Fourier-Mukai変換を用いた安定層のモジュライ空間の間の双有理射の構成と, Bridgeland安定性条件の

空間の説明をアーベル曲面の場合にする. ある場合には, 壁越え現象が半等質層を用いた安定層のモジュラ

イ空間の具体的な記述と密接に関係することも解説する.

0 イントロダクション

本稿の内容は神戸大の吉岡康太氏との共同研究 [YY1, YY2]に基づく.

本稿の主対象は表題にあるようにアーベル曲面上の安定層ないし Bridgelandの意味での安定対象のモジュ

ライ空間である. Mumford及び Giesekerの古典的な仕事によって代数曲線ないし代数曲面上の連接層の安定

性が確立され, その後 (半)安定層のモジュライ空間の研究が発展してきた. 安定層に関して基本的な問題とい

うのはいくつかあるが, その一つとして安定層の構成問題, 即ちどうすれば安定な連接層を構成することがで

きるか, という問題がある. 底空間が Calabi-Yau, 即ち標準層が自明な時, Fourier-Mukai変換が安定層の構

成の強力な道具になる.

底空間がアーベル曲面の場合に Fourier-Mukai変換が有効な研究手段であることを解説するのが本稿の最

初の目的である. その際, Fourier-Mukai変換の下で Gieseker安定性が保たれるかという問題をクリアするこ

とになる. 本稿で扱うのは, 半等質表示という複体を活用することで, ある程度一般的な状況下で安定性の保

存を保障できる場合である. 結果, 安定層のモジュライの間の双有理射を構成することができる. これにより

(1980年の)向井の予想を解決することもできる.

本稿の第 2の目的は, 特殊な場合には上記の双有理射が同型になることを示すことである. この主張はやは

り向井が 1980年ごろに提出している (が, 証明は書き下されていなかったようである). その際に Bridgeland

安定性を導入するのが便利である. 安定性条件の空間には壁と部屋の構造があるが, ある場合には壁越え現象

が半等質層を用いた安定層のモジュライ空間の具体的な記述と関係することを解説する.

本稿の構成を簡単に述べる. §1では安定層のモジュライ空間の基本的な性質を復習し, その後で講演で紹介

した 2つの主定理を述べる. 1つ目はアーベル曲面上のモジュライ空間の双有理同値類に関する主張であり, 2

つ目は同型類に関する主張である. §2では [YY1]に従って定理 1の証明のアイデアを説明する. 一言でいう

と, 一般の安定層に対し半等質表示という分解が存在することが鍵になる. §3では [YY2]に従って定理 2につ

いて説明する. §2では Gieseker安定性のみが議論に現れるのに対し, §3では Bridgeland安定性を使うこと
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が鍵になる. 最後に §4でまとめと残っている予想について述べる.

記号 断らない限り X は複素数体 C 上定義された代数多様体, H は X 上の豊富な因子とする. また

D(X) := Db Coh(X)と略記する.

1 2つの主定理

この節は代数曲面上の古典的な安定性の話から始めて, 2つの主定理を述べることにする. 前半の話につい

ては文献が数多くあるが, ここでは論説 [M87, Y04]と教科書 [HL10]を挙げておく.

代数曲面 X とその上の豊富な因子 H に関する Gieseker 安定性の定義から思い出すことにしよう.

X 上の torsion free な連接層 E が H(半) 安定であるとは, 任意の部分層 F ⊊ E, F ̸= 0 について

p(F (nH))/ rk(F ) <
(=)

p(E(nH))/ rk(E) が n ∈ Z, n ≫ 0 で成立するということであった. ここで

p(E) := χ(E)/ rk(E)は正規化された Euler指標である.

c ∈ Hev(X,Q) に対し MH
X (c) で (rkE, c1(E), c2(E)) = c なる H 安定層 E のモジュライ空間を記す.

Gisekerの結果によりMH
X (c)は準射影的概型の構造をもち, 半安定層の S 同値類を付け加えることで射影的

概型M
H

X(c) にコンパクト化できる.

以下X はK3曲面ないしアーベル曲面とする. この場合は E ∈ Coh(X)の Chern指標の代りに所謂Mukai

ベクトル

v(E) := ch(E)
√
tdX = (rk(E), c1(E), χ(E)− ϵ rk(E)) ∈ Hev(X,Z)

を用いるのが便利である. 但し ϵ := 1 (X: K3) もしくは ϵ := 1 (X: アーベル). Hev(X,Z)上の対称双線型
形式を

⟨(r, ξ, a), (s, η, b)⟩ := (ξ, η)− as− rb

で定める. また v = (r, ξ, a)が正であるとは, 辞書式順序で正, 即ち r > 0 又は “r = 0 かつ ξ が有効的” 又は

“r = 0 かつ ξ = 0 かつ a > 0” である事とする.

安定層のモジュライ空間の基本性質をここで思い出そう.

事実. X は K3曲面又はアーベル曲面とする.

(1) [M84] MH
X (v)は (空でなければ)非特異, dim =

⟨
v2
⟩
+ 2ϵで正則シンプレクティック構造を持つ. ま

た, H が v に関し一般的ならMH
X (v)は射影的.

(2) [Y03a, Y03a] もし v = (r, ξ, a)が正なら, MH
X (v) ̸= ∅と

⟨
v2
⟩
≥ 0は同値. また

⟨
v2
⟩
> 0かつH が v

に関し一般的ならM
H

X(v)は既約な正規射影多様体.

さて本稿では X がアーベル曲面の場合に限って話をする. この場合のモジュライ空間については上で述べ

たより更に精密な主張が成立する.

定理 1. X を主偏極アーベル曲面でかつNS(X) = ZH だとする. またMukaiベクトル vが正で, ℓ :=
⟨
v2
⟩
/2
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(これは常に整数) が
#{判別式が ℓの整係数 2次形式 }/ ∼

GL(2,Z)
= 1

を満たすものとする. この時双有理射

MH
X (v) 99K X ×Hilbℓ(X)

が存在する.

注意. (1) これは [M80]の予想 1に述べられている主張である.

(2) “X が主偏極”という仮定を外して類似の主張が証明できる. 正確な主張は §2で触れる. 証明の鍵にな

るのは Fourier-Mukai変換と半等質表示である.

(3) 整係数 2次形式とは ax2 + 2bxy + cy2 (a, b, c ∈ Z)のことである. その判別式とは b2 − acのことであ
る. 整係数 2次形式には A ∈ GL(2,Z)が

ax2 + 2bxy + cy2 7−→ a′x2 + 2b′xy + c′y2
[
a′ b′

b′ c′

]
= tA

[
a b
b c

]
A

で作用する. これで得られる同値関係が主張の仮定の中で用いた ∼
GL(2,Z)

である.

主定理の 2つ目は, 仮定を強めると主定理 1の双有理同値が同型を与えることを主張するものである.

定理 2. X を主偏極アーベル曲面でかつNS(X) = ZH だとする. またMukaiベクトル vが正で, ℓ :=
⟨
v2
⟩
/2

が ℓ = 1, 2, 3だとする. この時同型

MH
X (v)

∼−−→ X ×Hilbℓ(X)

がある.

注意. (1) ℓ = 2, 3は定理 1の仮定を満たす. つまり “整係数 2次形式の同値類の数は 1”である.

(2) これは [M79, M80]で定理として述べられているものであるが, 証明が書き下されていなかった.

(3) 証明の鍵は Bridgeland安定性条件の空間の壁と部屋の構造の解析である.

2 モジュライ空間の双有理同値

この節では定理 1を示すためのアイデアを紹介する. まず半等質層について説明する. これはアーベル多様

体上で定義される層であり, アーベル曲面の Fourier-Mukai対並びに Fourier-Mukai変換の分類に役立つもの

である.

以下では断らない限り X は C上定義されたアーベル曲面とする.

2.1 半等質層とアーベル曲面上の Fourier-Mukai変換

半等質層は [M78]で導入・分類され, 後の Fourier-Mukai変換の研究の礎になった.

定義 (半等質層 (semi-homogeneous sheaves)). E ∈ Coh(X)に対し

S(E) := {(x, y) ∈ X × X̂ | T ∗
xE ⊗P|X×{y} ∼= E}
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と定める. ここで X̂ := Pic0X は Picard多様体, Tx は x ∈ X による平行移動, Pは X × X̂ 上の Poincaré

束. この時 S(E)は X × X̂ のアーベル部分多様体であり, 次元は 2以下である.

dimS(E) = 2のとき, E を半等質層と呼ぶ.

注意. E が半等質層かつベクトル束なら, 任意の x ∈ X について L ∈ Pic0 Y が存在して T ∗
xE
∼= L⊗ E とな

る. つまり E は平行移動しても, 次数 0の直線束による捻じれを除けば自分自身と同型である. これが “半等

質”という言葉の由来である.

事実 1. (1) (2次元の安定層のモジュライの分類) [M78]

H を X 上の豊富な因子とする. E ∈ Coh(X)は
⟨
v(E)2

⟩
= 0を満たすものとする.

(a) E は H 半安定なら半等質層.

(b) E が H 安定であることと v(E)が原始的である事は同値.

(2) (アーベル曲面上の Fourier-Mukai変換の分類) [Or02]

X と Y はアーベル曲面で導来同値 Φ : D(X)
∼−→ D(Y )が存在するものと仮定する.

(a) 正かつ
⟨
v2
⟩
= 0であるMukaiベクトル v が存在して Y ∼=MH

X (v).

(b) Y × X 上の普遍族 E が存在して, ある k ∈ Z でもって Φ ∼= Φ
E[k]
X→Y := RpY ∗(p

∗
x(−)

L
⊗ E [k]) と

なる.

注意. (1) つまりアーベル曲面の Fourier-Mukai対は必ず半等質層のモジュライ空間であり, 全ての導来同

値は半等質層の普遍族を核とする Fourier-Mukai変換で与えられる.

(2) また (1)より
⟨
v(E)2

⟩
= 0なら E の安定性は因子 H の取り方に依存しない.

2.2 半等質表示

[YY1]で導入した次の概念を紹介する.

定義. E ∈ Coh(X)の半等質表示とは短完全系列

0→ E → E1 → E2 → 0 又は 0→ E1 → E2 → E → 0

であって, E1 と E2 は以下の条件を満たす半等質層である.

(ℓ1 − 1)(ℓ2 − 1) = 0, ⟨v1, v2⟩ = −1 (1)

ここで ℓi ∈ Zと原始的なMukaiベクトル vi は v(Ei)を v(Ei) = ℓivi と表す時に用いたもの.

注意 3. (1) 事実 1を用いると, 条件 (1)から以下が従う.

(a) E1 または E2 は安定.

(b) Fourier-Mukai変換 Φ : D(X)
∼−→ D(Yi)が存在する. 但し Yi := MH

X (vi)で, i ∈ {1, 2}は (a)の

安定層 Ei に対応する番号.

(2) 半等質表示の導入の動機を説明するために,

0→ E1 → E2 → E → 0

で ℓ1 = 1の場合を考える. 実は Φ := Φ
E[−1]
X→Y1

によって

Φ(E) ∼= L⊗ IZ

－111－



となる. 但し L ∈ Ŷ1 = Pic0(Y1)及び Z ∈ Hilb⟨v
2⟩/2(Y1). また IZ は Z のイデアル層. つまり半等質

表示があると E は Fourier-Mukai変換によって (次数 0の直線束分の自由度を除いて) イデアル層に写

すことができる. 写した後の層のモジュライ空間は Ŷ1 × Hilbℓ(Y1)と思えるから, 双有理写像の構成を

するには半等質表示が一般の安定層に対して存在することを言えば良いことになる.

実は半等質表示の存在の判定をするには位相不変量にのみ依存した情報を考えれば十分である. それを説明

するために, 次のものを考えることにする.

定義. Mukaiベクトル v の数値的方程式 (numerical equation)を

(#) v = ℓ1v1 − ℓ2v2

但し


ℓi ∈ Z>0, vi :正かつ原始的,

(ℓ1 − 1)(ℓ2 − 1) = 0,⟨
v2i
⟩
= 0, ⟨v1, v2⟩ = −1

で定義する.

数値的方程式 (#)は未知数を (ℓ1, ℓ2, v1, v2)とする不定方程式である. この方程式に解があれば一般の安定

層が半等質表示を持つ, というのがこの節の議論で最も重要である.

命題 4. NS(X) = ZH と仮定する. また Mukai ベクトル v は正かつ
⟨
v2
⟩
> 0 とする. もし数値的方程式

(#) が解 (v1, v2, ℓ1, ℓ2)を持てば, MH
X (v)の一般の元は半等質表示を持つ.

ここではこの命題を認めて定理 1の証明の概略を述べる.

定理 1の証明の概略. NS(X) = ZH と仮定する. Mukai ベクトル v は 3 つの整数 (r, d, a) を用いて v =

(r, dH, a)と書ける. 以下 n := (H2)/2 (これは整数)を用いる.

(r, d, a)及び nを用いて数値的方程式を書き換えることができる. すると注意 3と命題 4より, もし

−rx2 + 2ndxy − ay2 = ±1 (⋆)

に解 (x, y) ∈ Z2 があれば, ある Fourier-Mukai変換が存在してそれにより双有理射

MH
X (v) 99K Pic0(Y )×Hilbℓ(Y )

が定まる. 但し Y =MH
X (vi).

さらに X が主偏極だと仮定する. この時 n = 1だが, それと定理の仮定 (2次形式の同値類の数が 1) から

(⋆) に解がある事が従う. 従って前段落の議論が適用できる. また任意の Fourier-Mukai 対は X と同型なの

で, 特に Y ∼= Ŷ ∼= X である. これで定理 1が得られる.

3 モジュライ空間の同型射

この節の目標は定理 2の解説である. その為に Bridgelandによる導来圏上の安定性の概念を思い出す必要

がある. そして安定性条件の空間の壁と部屋の構造を考える. アーベル曲面 X について, D(X)の安定性条件

の空間は (他の曲面の場合と比較して)ある程度詳しく記述できる. 特に余次元 0の壁がモジュライ空間の解

析の上で大切な役割を果たす.
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3.1 Bridgeland 安定性

Bridgelandが導入した三角圏での安定性の定義を復習する.

定義. 三角圏 T 上の安定性条件 σ とは{
(T ≤0, T ≥1) T の t構造 (その coreを Aと記す)

Z : K(A)→ C 群準同型

であって, 任意の 0 ̸= E ∈ Aについて以下が成り立つものの事である.

(1) Z(E) = re
√
−1πϕ, 但し r, ϕ ∈ R, 0 < r, 0 < ϕ ≤ 1. この ϕの事を以下 ϕ(E)と書く.

(2) Aでのフィルトレーション 0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En = E が存在して, 各 Fj := Ej/Ej−1 について

ϕ(F1) > · · · > ϕ(Fn)

かつ Fj は半安定 (任意の 0 ̸= F ′ ⊂ Fj について ϕ(F ′) ≤ ϕ(Fj)が成立する).

以下では安定性条件を σ = (Z,A) と略記する. 代数曲面 X について T = D(X) 上の安定性条件の構成

は Bridgelandのアイデアが基本的である. 現在では様々な場合に安定性条件が構成されているが, ここでは

[MYY]で証明した以下の形で述べる.

命題. X をアーベル曲面とする. 各 β ∈ NS(X)R と ω ∈ Amp(X)R について D(X)上の安定性条件

σ(β,ω) := (A(β,ω), Z(β,ω))

が定義できる. ここで
Z(β,ω)(E) :=

⟨
exp(β +

√
−1ω), v(E)

⟩
であり, また A(β,ω) は Coh(X)の torsion pair (T(β,ω),F(β,ω)) に関する tiltingで得られる t構造 (の core)

である. torsion pairは

T(β,ω) := ⟨β-twisted stable sheaf E,Z(β,ω)(E) ∈ H′⟩
F(β,ω) := ⟨β-twisted stable sheaf E,−Z(β,ω)(E) ∈ H′⟩

で与えられる. 但し H′ := {re
√
−1πϕ | r, ϕ ∈ R, 0 < r, 0 < ϕ ≤ 1}.

定義. (1) (σ(β,ω) 安定性)

E ∈ D(X) が σ(β,ω) 半安定であるとは, ある n ∈ Zが存在して E[−n]が A(β,ω) の半安定な対象であ

ることと定義する.

(2) (Bridgeland 安定対象のモジュライ空間)

A(β,ω) の半安定対象 E で v(E) = v なるものの S 同値類のモジュライ概型をM(β,ω)(v)と記す.

以下は [MYY]で証明してある.

命題 (巨大体積極限). E ∈ D(X)を rk(E) ≥ 0 かつ
⟨
v(E)2

⟩
≪ (ω2)なるものとする. この時 E が σ(β,ω) 半

安定であることと E ∈ Coh(X)かつ β-twisted H-semi-stableであることは同値.

命題 5 (安定性の保存). D(X)の任意の導来同値 Φは安定性を保つ. 即ち任意の σ(β,ω) 半安定な対象 E に対

しある (β′, ω′)があって Φ(E)は σ(β′,ω′) 半安定.
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3.2 Bridgelend安定性条件の空間の壁と部屋の構造

引き続きアーベル曲面 X について D(X)上の安定性条件を考える.

定義. Mukaiベクトル v を固定する. もう 1つのMukaiベクトル v1 であって

v1 ̸∈ Qv,
⟨
v21
⟩
≥ 0,

⟨
(v − v1)2

⟩
≥ 0, ⟨v1, v − v1⟩ > 0

を満たすものを考える.

(1) (type v1 の)v に関する壁を以下で定義する.

Wv1,v := {(β, ω) | RZ(β,ω)(v) = RZ(β,ω)(v1)}.

(2) NS(X)R ×Amp(X)R \ ∪v1Wv1,v の連結成分を v に関する部屋と呼ぶ.

次の補題は “壁と部屋”という言葉遣いが正しいことを保障する.

補題. Mukaiベクトル v は
⟨
v2
⟩
> 0 を満たすものとし, C を v に関する部屋とする. この時 σ(β,ω) 安定性は

(β, ω) ∈ C の取り方によらない.

つまりM(β,ω)(v)は (β, ω) ∈ C によらない. そこでこのモジュライ空間をMC(v)と記すことにする.

以下 NS(X) = ZH を仮定する. β = sH, ω = tH とおいて安定性条件の空間を

{(sH, tH) | s ∈ R, t ∈ R>0}

と表すことにする.

補題. (1) v に関する壁Wv1,v は次の様に書ける:

Wa := {(sH, tH) | (s− a)2 + t2 = (p− a)2 − q} 又は W∞ := {(sH, tH) | s = p}.

ここで p ∈ Qと q ∈ Q>0 は v のみに依存して定まり, a ∈ Qは v1 と v に依存して定まる.

(2) a ̸= a′ ならWa ∩Wa′ = ∅.

つまり壁は (半)円であり, 異なる壁は交わらない.

次に壁の余次元という概念を導入する.

定義 (壁の余次元). v に関する壁W の余次元 codimW を

codimW := min
v=

∑
i vi

{
1 +

∑
i<j

⟨vi, vj⟩ −
∑
i

(dimMH,β′

X (vi)
ss −

⟨
v2i
⟩
)
}

で定義する. ここで右辺の和の v =
∑

i vi は i = 1, . . . , s, s > 2かつ

ϕ(β,ω)(v) = ϕ(β,ω)(vi) (∀ i), ϕ(β′,ω′)(vi) > ϕ(β′,ω′)(vj) (∀ i < j)

を満たすように動く. 但し (β, ω)はW 上にあり, (β′, ω′)はW に隣接する部屋にあるものとする.
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壁の余次元は, 安定対象のモジュライ空間の中で壁越えで安定性が崩れる対象のなす部分空間の余次元とし

て定義してある. 特に余次元 0の壁というのは “安定対象が全て不安定になる”壁であり, 一見統制のつかない

ものに見える. しかし次の命題により, 我々の状況ではそのような壁がむしろ良い壁であることが示唆される.

補題 6 (余次元 0 = 数値的方程式の解).

{Wv1,v | v に関する余次元 0の壁 } 1:1←→ {数値的方程式 (#)の解 (v1, v2, ℓ1, ℓ2)}

3.3 v = (1, 0,−ℓ)に関する壁

引き続き NS(X) = ZH と仮定し, 自然数 nを n := (H2)/2で定める.

X の 1 次元部分概型 Z で長さ ℓ のものを考える. Z のイデアル層 IZ に対応する Mukai ベクトル

v = (1, 0,−ℓ)の余次元 0の壁を記述したい. 補題 6より数値的方程式の解を考えればよいが, 今の場合はその

解を
√
ℓ/nの連分数展開を用いて表示できる.

補題.

{v = (1, 0,−ℓ)に関する余次元 0の壁 } = {W 0
m | m ∈ Z}.

ここでWm は

W 0
m := {(sH, tH) | (s− 1√

n
bm
am

)(s− 1√
n

ℓbm
am

) + t2 = 0} (m ̸= 0),

W 0
0 := {(sH, tH) | s = 0}

で与えられる. 但し (
bm ℓam
am bm

)
=

(
q ℓp
p q

)m

, p, q ∈ Z>0, q
2 − ℓp2 = ±1.

有理数 bm/am はm→∞で
√
ℓ/nに収束することに注意する.

次の図 1では余次元 0の壁を実線で, 余次元 1以上の壁を破線で表す. 壁Wm に隣接した部屋でWm の内

側にあるものを C+
m, 外側にあるものを C−

m と記す.

ここでMm :=MC−
m
(1, 0,−ℓ) ∩MC+

m−1
(1, 0,−ℓ) とおく.

命題 7. (1) M0
∼= X̂ ×Hilbℓ(X).

(2) Mm ̸= ∅. またMm 99KMC+
m−1

,MC−
m
.

(3) 概型の同型の列

· · · →M−2
Ψ−2−−−→M−1

Ψ−1−−−→M0
Ψ0−−→M1

Ψ1−−→M2 → · · ·

が存在する. 各 Ψm は Fourier-Mukai変換と双対函手 DY の合成 ΦE
Y→XDY Φ

E∨

X→Y [−] の形で書ける.

これで定理 2の証明の概略を説明する準備ができた. ここでは ℓ = 2の場合について解説する.
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W 0
0

W 0
m

W 0
m+1

C+
0

C−
m

C+
m

C−
m+1

β = sH

図 1 v = (1, 0,−ℓ)に関する壁と部屋

定理 2の証明の概略 (ℓ = 2). “判別式が ℓ の 2 次形式の同値類の数が 1” という仮定と命題 5 (安定性の保

存)から, ある Fourier-Mukai変換があって同型MH
X (v)

∼−→M(β,ω)(1, 0,−ℓ) を引き起こす. ここで (β, ω)は

Mukaiベクトル (1, 0,−ℓ)に関する部屋 C に属する安定性条件.

ここで仮定 ℓ = 2 と n = 1 から, (1, 0,−ℓ) に関する壁で余次元 1 以上のものは存在しない. 特に

C = C+
m−1 = C−

m である.

すると

MH
X (v) ∼= M(β,ω)(1, 0,−ℓ) = Mm

命題 7(3)∼= M0

命題 7(1)∼= X ×Hilbℓ(X)

となり, 結論を得る.

注意. 特に同型射MH
X (v)

∼−→ X ×Hilbℓ(X) は命題 refprop:mm(3)のような Fourier-Mukai変換の合成と思

える. その合成の回数は v = (r, dH, a)のスロープ 2d/r と
√
ℓ/n =

√
2の連分数展開で得られる有理数列と

の大小関係から定まることも分かる. 実はこの連分数展開を利用した同型射の構成は [M79] に (証明なしだ

が)書かれている. 我々の仕事により [M79]の主張が Bridgeland安定性の言葉で正当化されたことになる.
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4 最後に

今回紹介した結果をまとめる.

• 半等質表示と Fourier-Mukai 変換を活用することで, 安定層のモジュライ空間の間の双有理射を構成で

きた.

• Bridgeland安定性条件の空間の壁と部屋の構造を解析することで, 上記の双有理射がある場合には 同型

を与えることが分かった.

最後に未解決の問題を 1つ紹介して本稿を終えることにする.

予想. [M80] X は主偏極かつ NS(X) = ZH と仮定する. この時

#{判別式 ℓの整係数 2次形式 }/ ∼
GL(2,Z)

?
= #{MH

X (v) | v : positive,
⟨
v2
⟩
= 2ℓ}/ ∼

双有理

注意. 定理 1の証明の議論から片方の不等式

(LHS) ≥ (RHS)

は得られている [YY1].
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Symplectic varieties of complete intersection and contact geometry

Yoshinori Namikawa

A normal complex algebraic variety X is a symplectic variety if there is a holo-
morphic symplectic 2-form ω on the regular part Xreg of X and ω extends to a

(possibly degenerate) holomorphic 2-form on a resolution f : X̃ → X.

Example: Let g be a semisimple complex Lie algebra and let G be its adjoint
group. Let us consider the adjoint quotient map χ : g → g//G. If rank(g) = r, then
g//G is isomorphic to the r-dimensional affine space ∼= Cr. The nilpotent variety
N is, by definition, the set of all nilpotent elements of g and we have N = χ−1(0).
The nilpotent variety decomposes into the disjoint union of (finite number of)
nilpotent orbits. There is a unique nilpotent orbit Oreg that is open dense in N ,

which we call the regular nilpotent orbit. Then N = Oreg. The regular nilpotent
orbit Oreg coincides with the regular part of N and it admits a holomorphic
symplectic form ωKK so called the Kostant-Kirillov 2-form. Then (N,ωKK) is
a symplectic variety. Moreover N ⊂ g is defined as a complete intersection of r
homogeneous polynomials (with respect to the standard C∗-action on g).

In this talk I characterize the nilpotent varieties of semisimple Lie algebras
among affine symplectic varieties.

Let (X,ω) be a singular affine symplectic variety of dimension 2n embedded in
an affine space C2n+r as a complete intersection of r homogeneous polynomials.
Assume that ω is also homogeneous, i.e. there is an integer l such that t∗ω = tl ·ω
for t ∈ C∗.

Main Theorem ([1]): One has (X,ω) ∼= (N,ωKK), where N is the nilpotent
variety of a semisimple Lie algebra g together with the Kostant-Kirillov 2-form
ωKK .

Before starting the proof, we give a few observations.

Observation 1. l = 1, where l := wt(ω).
Write X as f1 = ... = fr = 0 with homogeneous polynomials fi(z1, ..., z2n+r).

We put ai := deg(fi). As X is singular, we may assume that ai > 1 for every i.
The holomorphic volume form ωn := ω ∧ ...∧ ω can be written, by the adjunction
formula (or the residue formula), as

ωn = c · Res(dz1 ∧ ... ∧ z2n+r/(f1, ..., fr))

with a nonzero constant c. Since X has only canonical singularities, we see that
wt(ω) > 0. Computing the weights of both sides, we get

0 < n · wt(ω) = 2n+ r − Σai < 2n.

The last inequality follows from the fact that ai > 1 and so Σai > r. Hence
wt(ω) = 1 and Σai = n+ r.

Observation 2. X has a C∗-equivariant crepant resolution π : Y → X.
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(Sketch of Proof): Take a resolution f :W → X and apply the MMP(Minimal
Model Program) to the morphism f . Then we get a partial crepant resolution
π : Y → X where Y may possibly have Q-factorial terminal singularities. The
C∗-action on X extends to a C∗-action in such a way that π is C∗-equivariant.
The symplectic form ω induces a Poisson structure on the regular locus Xreg. By
the normality of X, this Poisson structure extends to a Poisson structure on X.
The pull-back of ω by π is a symplectic form on Yreg because π is crepant. Then
it induces a Poisson structure on Yreg and it extends to a Poisson structure on Y .
Now let us consider a Poisson deformation Y → Δ of Y . Then π extends to a
birational morphism π̃ : Y → X over Δ for a Poisson deformation X → Δ of X. If
the Poisson deformation Y/Δ is very general, then π̃t : Yt → Xt is an isomorphism
for t �= 0. Since X has only complete intersection singularities, Xt also does. On
the other hand, we have CodimY Sing(Y ) ≥ 4 because Y has only terminal singu-
larities. This implies that CodimYtSing(Yt) ≥ 4; and hence CodimXtSing(Xt) ≥ 4.
Notice that Xt is a symplectic variety and such a symplectic variety Xt must be
smooth by a proposition of Beauville. As Yt ∼= Xt, we have seen that Yt is smooth.
Finally, by the Q-factoriality of Y , we see that any Poisson deformation Y → Δ
is a locally trivial flat deformation of Y . Therefore Y must be smooth and π is a
crepant resolution.

We put P(X) := X−{0}/C∗ and Z := Y −π−1(0)/C∗. Then π induces a map
π̄ : Z → P(X). By using the fact that wt(zi) = 1 for all i, we have:

Observation 3. π̄ : Z → P(X) is a crepant resolution.

Notice that Z is a projective manifold of dimension 2n− 1. An important fact
is that Z has a contact structure.

Let W be a complex manifold of odd dimension 2n− 1. A contact structure on
W is an exact sequence of vector bundles

0 → E → ΘW
θ→M → 0,

whereM is a line bundle and the induced pairing E×E →M , (x, y) → θ([x, y]) is
nondegenerate. Recall that a subbundle of Θ is called integrable if the bracket [ , ]
is closed in the subbundle. In this sense, E is a highly non-integrable subbundle
of Θ. The line bundle M is called the contact line bundle and the twisted 1-form
θ ∈ Γ(W,Ω1

W ⊗M) is called the contact form. If W admits a contact structure,
then −KW

∼=M⊗n and (dθ)n−1 ∧ θ is a nondegenerate 2n− 1-form on W .
Let us return to our situation. The C∗-bundle X−{0} → P(X) restricts to the

C∗-bundleXreg → P(X)reg. We put L := OP(X)(1)|P(X)reg and denote by (L−1)×

theC∗-bundle on P(X)reg obtained from the dual line bundle L−1 by removing the
0-section. Then Xreg → P(X)reg can be identified with p : (L−1)× → P(X)reg.
The C∗-action on Xreg coincides with the natural C∗-action on (L−1)× as a C∗-
bundle. Let ζ be a vector field on (L−1)× generating this C∗-action. We regard
ω as a symplectic 2-form on (L−1)× by the identification of Xreg with (L−1)×.
Then one can write

ω(ζ, ·) = p∗θ
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with a twisted 1-form θ ∈ Γ(P(X)reg,Ω
1
P(X)reg

⊗ L). We remark that p∗L has

a natural trivialization on (L−1)×. This twisted 1-form θ determines a contact
structure on P(X)reg.

Denote by i : P(X)reg → P(X) the inclusion map. Then i∗Ω1
P(X)reg

= π̄∗Ω1
Z .

Since Γ(P(X), i∗Ω1
P(X)reg

⊗ OP(X)(1)) = Γ(Z,Ω1
Z ⊗ π̄∗OP(X)(1)), the twisted 1-

form θ can be regarded as an element of Γ(Z,Ω1
Z ⊗ π̄∗OP(X)(1)).

Proposition 1. Z has a contact structure with the contact line bundle π̄∗OP(X)(1).

For a contact projective manifold Z, the following structure theorem was proved
by Kebekus, Peternell, Sommese and Wisniewski.

Theorem 2: Assume that Z is a contact projective manifold with b2(Z) > 1
and KZ not nef. Then Z is a projectivized cotangent bundle P(T ∗M) := T ∗M −
(0− section)/C∗ of a projective manifold M . Moreover, the contact line bundle is
isomorphic to OP(T∗M)(1).

As KZ
∼= π̄∗OP(X)(−n), it is not nef. Moreover, since X is a symplectic variety

of complete intersection, CodimXSing(X) = 2. Thus, if n ≥ 2, then P(X) has
singularities and π̄ has an exceptional locus. This implies that b2(Z) > 1. When
n = 1, it is easily checked that X is isomorphic to an A1-surface singularity
z21 + z22 + z23 = 0 in C3.

In the remainder we assume that n ≥ 2. Then Z is a projectivized cotangent
bundle P(T ∗M) for some projective manifold by the theorem above. Which kind
of manifold is M ?

First notice that OP(T∗M)(1) = π̄∗OP(X)(1). In particular, OP(T∗M)(1) is nef.
The following theorem was proved by Demailly, Peternell and Schneider.

Theorem 3. Let M be a projective manifold with OP(T∗M)(1) nef. Assume
that χ(M,OM ) �= 0. Then M is a Fano manifold.

Actually it is conjectured that M is a rational homogeneous space under the
same assumption; but it is still open except when dimM = 2 or 3. But, in our
case, we can prove more:

Proposition 4. Let M be a Fano manifold such that |OP(T∗M)(1)| is free from
base points. Then M is a rational homogeneous soace, that is, M = G/P with a
complex semisimple Lie group G and its parabolic subgroup P .

(Sketch of Proof). By the assumption we see that the map

H0(M,ΘM )⊗OM → ΘM

is surjective. Let G be the neutral component of Aut(M). Then G is a linear
algebraic group. By the surjectivity G acts transitively on M . Hence M can be
written as G/P with a parabolic subgroup P . Let us prove that G is semisimple.
Let r(G) be the radical of G. Then r(G) is contained in P . But this implies that
r(G) acts trivially on G/P . By the definition of G, G acts effectively on M . This
implies that r(G) = 1.
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By the proposition Z = P(T ∗(G/P )). Let us consider the moment map
μ : T ∗(G/P ) → g∗. Since g is semisimple, g∗ ∼= g. Then Im(μ) coincides
with a nilpotent orbit closure Ō of g. One can take the projectivization μ̄ :
P(T ∗(G/P )) → P(Ō). We compare this map with π̄ : Z → P(X). The embed-
dings P(Ō) → P(g) and P(X) → P2n+r−1 determine the tautological line bun-
dles OP(Ō)(1) and OP(X)(1). One can check that μ̄∗OP(Ō)(1) = OP(T∗(G/P ))(1)

and π̄∗OP(X)(1) = OP(T∗(G/P ))(1). Moreover both μ̄ and π̄ coincide with the
morphisms determined by the complete linear system |OP(T∗(G/P ))(1)|. This im-

plies that (P(X), OP(X)(1)) ∼= (P(Ō), OP(Ō)(1)) as polarized varieties. Therefore

X ∼= Ō as a C∗-varieties.

The final task is to show that Ō is the nilpotent variety N of g. For simplicity
we only discuss the case when g is an exceptional simple Lie algebra. See [1] for
other cases. We are now assuming that Ō is complete intersection in g. Then one
can construct a G-equivariant morphism f : g → V from g to a G-representation
V with dimV = CodimgŌ in such a way that f−1(0) = Ō. By the argument
above the embedding X → C2n+r is identified with the embedding Ō → g. Recall
that we have Σai = n+ r. As ai > 1 for each i, we have 2r ≤ n+ r; hence r ≤ n.
Note that dim g = 2n+ r and CodimgŌ = r. Thus we have

dimV ≤ 1/3 · dim g.

When g is exceptional, there is no non-trivial irreducible G-representation that
satisfies this inequality. Thus V is a direct sum of trivial G-representations. In
particular, Ō is the common zeros of some adjoint invariant polynomials. On the
other hand, N is the common zeros of all adjoint invariant polynomials. Hence
Ō contains N . As all nilpotent orbits are contained in N , Ō is contained in N .
Therefore Ō = N .
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Non-normal very ample integral polytopes
大阪大学 東谷　章弘 (Akihiro Higashitani)

代数幾何学城崎シンポジウム (於　兵庫県立城崎大会議室) ２０１２年　１０月２２日　～　１０月２６日

1. Definitions
P ⊂ RN : an integral polytope of dimension n
AP = {(α, 1) ∈ RN+1 : α ∈ P} ∩ ZN+1

• We say that P is normal if P satisfies

Z≥0AP = R≥0AP ∩ ZAP.

• We say that P is very ample if P satisfies

|(R≥0AP ∩ ZAP) \ Z≥0AP| < ∞.
the elements of (R≥0AP ∩ZAP) \Z≥0AP : theholes of P
Note : “normal =⇒ very ample”
For simplicity, we assume

N = n and ZAP = Zn+1.
Then

P is normal (resp. very ample)⇐⇒
P satisfies (∗) for all m ≥ 1 (resp. for sufficiently large m) :

∀α ∈ mP ∩ Zn,
(∗) ∃α1, . . . ,∃αm ∈ P ∩ Zn s.t.

α = α1 + · · · + αm.
♣ P is called k-normal if P satisfies (∗) for all m ≥ k.

2. Backgrounds
From Commutative Algebra

K : field
Z≥0AP, R≥0AP ∩ Zn+1 : affine semigroups
• K[P] = K[Z≥0AP], K[P] = K[R≥0AP ∩ Zn+1] :

affine semigroup graded K-algebras

=⇒ K[P] is the normalization of K[P].
• K[P] and K[P] are graded by grading deg Xα = i,

where α = (α1, . . . , αn, i) ∈ R≥0AP∩Zn+1.
• P is normal (resp. very ample)⇐⇒

K[P] (resp. mk) is generated by degree one elements
(resp. for k 
 0, where m = K[P]+).

From Algebraic Geometry

X : toric variety of dim n /K, L : ample line bundle on X
P ⊂ Rn : the corresponding integral polytope to (X, L)
Then

H0(X, L) �
⊕

v∈P∩Zn Kev

R(X, L) :=
⊕

i≥0 H
0(X, L⊗i) � K[P]

• P is normal⇐⇒ L is normally generated
(in the sense of Mumford)

• P is very ample⇐⇒ L is very ample

3. Examples
Our main interest is the existence of

non-normal very ample
integral polytopes !!

EXAMPLE (Bruns–Gubeladze ’02)
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� �

� �
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������������������

◦ non-normal : (1, 1, 1, 1, 1, 1) =
1/2((1, 1, 0, 1, 0, 0) + (0, 1, 1, 0, 1, 0) + (0, 0, 1, 1, 0, 1) + (1, 0, 0, 0, 1, 1))
◦ very ample ; (1, 1, 1, 1, 1, 1) + (1, 1, 0, 1, 0, 0) =

(1, 0, 1, 1, 0, 0) + (0, 1, 0, 1, 1, 0) + (1, 1, 0, 0, 0, 1) and so on...
◦ the number of holes = 1
EXAMPLE (Bruns–Gubeladze ’09)

conv

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 2 3 3 4 1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, dim = 3,

◦ (1, 1, 4) = 1
2
((0, 0, 1) + (1, 0, 2) + (0, 1, 3) + (1, 1, 2))

◦ (1, 1, 4) + (0, 0, 0) = (0, 0, 1) + (0, 0, 1) + (1, 1, 2) . . . . . .
◦ the number of holes = 1

REMARK (Ogata ’11)
In [3], infinitely many non-normal very ample integral

polytopes of dim 3 are constructed.

4. Main Result
How about higher dimensions ?

Theorem� �
Let n and h be integers with n ≥ 3 and h ≥ 1. Then
there exists a non-normal very ample integral polytope
of dimension n having exactly h holes.

� �
REMARK (Katthän ’12)
P : non-normal very ample integral polytope

=⇒ K[P] is NEVER Cohen–Macaulay !!

Reference
[1] W. Bruns and J. Gubeladze, “Polytopes, rings and K-theory”,
Springer–Verlag, Heidelberg, 2009.
[2] D. Cox, J. Little and H. Schenck, “Toric varieties”, American
Mathematical Society, 2011.
[3] S. Ogata, Very ample but not normal lattice polytopes, to appear
in Beiträge Algebra Geom., (2011)
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Example of Weierstrass semigroups of double covering type

Kenta Watanabe. Supervisor: Sampei Usui
Dept. of Math.,Osaka Univ.,Japan. u390547e@ecs.cmc.osaka-u.ac.jp

1 Numerical semigroup

We call a subsemigroup H of the monoid N0 consisting of non-
negative integers a numerical semigroup if N0\H is a nite set.
The genus g(H) of a numerical semigroup H is de ned by the
cardinality of the set N0\H.

Example 1. H = 〈3, 4〉 or 〈3, 5, 7〉 =⇒ g(H) = 3.

2 Weierstrass semigroup

We work over the complex number eld C. A curve means a
smooth projective curve. For a curve C and a point P on C, we call
a non-negative integer n ∈ N0 a gap if there is no meromorphic
function which is holomorphic on C\{P} and has a pole of order
n at P .

Fact 1. For the set G(P ) consisting of gaps at a point P on a
curve C, the set N0\G(P ) forms a numerical semigroup.

We call the numerical semigroup N0\G(P ) a Weierstrass semi-
group and denote it by H(P ). For instance, both of two semi-
groups in Example 1 are Weierstrass semigroups of a plane pointed
curve of degree 4.

3 Plane curve case

Theorem 3.1 (E. Kang, S. J. Kim). Let C be a plane curve
of degree d, and let P ∈ C. then, we have the following results.

(i) If IP (C ∩ TP (C)) = d, then H(P ) = 〈d, d 1〉.
(ii) If IP (C ∩ TP (C)) = d 1, then

H(P ) = 〈{d 1 + r(d 2)}0≤r≤d−2〉,

where TR(C) is the tangent line at R on a curve C, and IQ(C1∩
C2) is the intersection multiplicity at an intersection point Q
of two curves C1 and C2.

It is well known that, in the case where C is a smooth plane
curve of degree d, if the intersection multiplicity at P of C and
the tangent line TP (C) at P on C is equal to d, d 1, or d 2,
then the Weierstrass semigroup H(P ) of (C,P ) is uniquely deter-
mined. Moreover, if d 7, then H(P ) is completely determined
by Komeda and Kim.

4 Weierstrass semigroups of double cov-
ering of curves

For a numerical semigroup H, we set d2(H) = {h
2 | h ∈ H is even}.

Fact 2. π : C̃ → C is a double covering of curves with a
rami cation point P̃ =⇒ d2(H(P̃ )) = H(π(P̃ )).

We call a numerical semigroup H the double covering type if
there is a double cover of curves π : C̃ → C with H = H(P̃ ) as in
Fact 2.

Question. For a pointed curve (C,P ), what is a condition
for a numerical semigroup H̃ with d2(H̃) = H(P ) to be the
double covering type ?

In general, it is difficult to consider this problem. However, if
the genus of a pointed curve (C,P ) is sufficiently small, then the
following result is known.

Theorem 4.2 (Komeda). Let H̃ be a numerical semigroup of
genus 9 with g(d2(H̃)) = 3. Then H̃ is the double covering
type.

5 Main results

Theorem 5.1 Let X be an algebraic K3 surface which is given
by a double cover π : X → P2. Let C be a smooth projective
curve on X with π−1π(C) = C which is not the rami cation
divisor of π, and let P be a rami cation point of π|C : C →
π(C). Assume that the curve π(C) is a plane curve of degree
d 4. Then, we have the following results.

(i) If Iπ(P )(Tπ(P )(π(C)) ∩ π(C)) = d, then

H(P ) = 2H(π(P )) + (6d 1)N0.

(ii) Assume that Iπ(P )(Tπ(P )(π(C)) ∩ π(C)) = d 1 and let

Tπ(P )(π(C))|π(C) = (d 1)π(P ) + Q.

If IQ(TQ(π(C)) ∩ π(C)) = d, then

H(P ) = 2H(π(P )) + (8d 9)N0 + (10d 13)N0

+ + (8d 9 + 2r(d 2))N0

+ + (2(d 1)2 + 5)N0.

In theorem 5.1 (ii), in the case where d = 4 and IQ(TQ(π(C)) ∩
π(C)) 4, the Weierstrass semigroup H(P ) is classi ed as follows.

n H(P )
23 2H(π(P )) + 23N0

27 2H(π(P )) + 27N0 + 31N0 + 35N0,
2H(π(P )) + 27N0 + 29N0

29 2H(π(P )) + 29N0 + 31N0 + 33N0
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On Fano fourfolds with nef bundle 2TX and (X) 2

Yasutake Kazunori (Kyushu University)

Abstract
In this poster, I explain about the structure of Fano fourfolds whose the second exterior power of tangent bundle 2TX is nef

and Picard number (X) is at least 2.

De nition of nef vector bundle

X : smooth proj. var. / C, E :vector bundle on X,

: PX(E) X:projectivization, E :tautol. div.

( ) E : nef (ample)
def

E : nef (ample)

Known results

One of a generalization of Mori’s Theorem ( Hartshorne
conjecture ), K.Cho and E.Sato gave a characterization of
smooth quadric as a variety with ample bundle 2TX .

Ample case, Cho-Sato [CS]

X sm. proj. variety. with ample vect. bundle 2TX

X = Pn or Qn : smooth quadric hypersurface

As a further generalization of this theorem, F.Campana
and T.Peternell classi ed threefolds with nef bundle 2TX .

Nef case in 3 dim., Campana-Peternell [CP1]

X sm. proj. threefold with nef vect. bundle 2TX

Either TX : nef, the blowing up of P3 at a point.
or del Pezzo threefold of degree 2 with (X) = 1

Problem
Classify smooth projective fourfolds with nef vector bun-

dle 2TX .

Fourfolds with nef tangent bundle are already classi ed by
F.Campana-T.Peternell, N.Mok and J.-M. Hwang. We re-
view the classi cation in Fano case.

Fano fourfolds with TX nef , [CP2], [M] [H]

X : smooth Fano fourfold with nef tangent bundle TX .
Then X is one of the following:

P4, Q4, P3 × P1, Q3 × P1, P2 × P2,
P1 × P1 × P2, PP2(TP2) × P1, P1 × P1 × P1 × P1,
PP3(N ) with null correlation bundle N .

General results

In the case where (X) = 0, we can classify in all dimen-
sion.

Kodaira dimension (X) = 0, Theorem1

X : smooth projective variety of (X) = 0.
Then the following conditions are equivalent:

1. rTX is nef for 1 r n 1;

2. TX is nef;

3. There is an étale covering : A X from Abelian
variety.

Proof. Nefness of rTX implies that X has the at tangent
bundle. The theorem follows from the result of Yau

Next, we consider the case where X is Fano and obtained
by the blowing up of a smooth variety along a smooth
subvariety. This proposition plays an important role in my
study.

Blowing up, Proposition2

X : blowing up of smooth variety Y of dimension n along
smooth subvariety Z. If X is Fano and 2TX is nef

X is the blowing up of Pn at a point.

Main theorem

As a rst step of classi cation of the case where (X) =
, we consider Fano fourfolds with (X) 2.

Fano fourfolds with (X) 2, Theorem3

X : smooth Fano fourfold with (X) 2 / C.
If 2TX is nef and TX is not nef

X is the blowing up of P4 at a point.

Proof. Using results about extremal contractions on
smooth fourfolds

The proof of above theorem yields the following result.

Corollary

X : smooth Fano fourfold with (X) 2.
If 2TX is nef on every extremal rational curve in X

2TX is nef.
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Compactifying SpecZ
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1 Motivation

We want a category in which we can compactify
SpecZ:

Required diagram (I)

SpecZ ��

��

SpecZ = SpecZ ∪ {∞}

����
��
��
��
��
��
��
�

?

We want SpecZ to be the Zariski-Riemann space

ZR(SpecZ, ? ) of SpecZ, namely to have the univer-

sal property as follows: SpecZ → ? is proper, and

if SpecZ → Y is a morphism over ? and Y → ?
is proper, then there should exist a unique morphism
SpecZ → Y :

Required diagram (II)

SpecZ ��

���
��

��
��

��
��

��
��

�
SpecZ = ZR(SpecZ, ? )

∃!
��

Y

However, these diagrams cannot be obtained in the
category (Sch) of schemes:

(1) SpecZ is the initial object in (Sch), hence we

don’t have any object ? under SpecZ.

(2) The infinite place ∞ is not a prime ideal.

Several attempts have been made in the past (Haran,
Durov, · · · ), but have not reached the characteriza-
tion of SpecZ by the universal property.
Therefore, we must consider an algebraic type

which generalizes that of commutative rings; this is
what we call ‘convexoid rings’, as is defined below.

2 Definitions

An algebraic type τ is commutative, if any m-ary op-
erator ϕ and n-ary operator ψ commutes:

ϕ(ψ(x11, · · · , x1n), · · · , ψ(xm1, · · · , xmn))

= ψ(ϕ(x11, · · · , xm1), · · · , ϕ(x1n, · · · , xmn))

This enables us to give a τ -algebra structure on Hom
sets, and hence to define tensor products ⊗.
A convexoid is a quadruple (M,�,−, 0) which sat-

isfies:

(1) M is a set, 0 ∈M , � (resp. −) is a binary (resp.
unary) operator on M ,

(2) The algebraic structure on M is commutative in
the above sense, and

(3) a� b = b� a, (−a)� a = 0.

A convexoid ring is a commutative monoid object
with respect to ⊗ in the category of convexoids.

Example 2.0.1. DQ = {x ∈ Q | |x| ≤ 1} is a
convexoid ring, by setting a � b = (a + b)/2. Note
that � is not associative.

We can define ‘convexoid schemes’, just as in the
way of usual schemes; however, this is NOT sufficient
for our purpose.

If R is a convexoid ring, then γR = 1 � 0 is the
fundamental constant.

A ring is a localization of a convexoid

R[γ−1
R ] becomes a ring, by setting

a+ b = γ−1
R (a� b).

A morphism A→ B of convexoid rings is an equiv-
alence, if γAB = γBB and A[γ−1

A ] → B[γ−1
B ] is a ring

isomorphism.
A convexoid scheme is a (multiplicative) monoid-

valued space X which is locally isomorphic to the
spectrum of some convexoid ring, and transition
maps are equivalences.

3 Results

Let R0 be the initial object in the category of convex-
oid rings. This is a submonoid of the polynomial ring
Z[γ], and hence equipped with a canonical grading.
We can define a convexoid scheme ProjR0.

Valuation convexoid rings can be defined just like
valuation rings. A proper morphism of convexoid
schemes is defined by the valuative criterion.

Main theorem(T-) [1]

SpecZ = ZR(SpecZ,ProjR0).

This is realized in the pro-category of convexoid
schemes.

Remark 3.0.2. • The infinity place canonically
appears, without using the terminology of
norms. This can be shown by proving a gen-
eralization of Ostrowski’s theorem.

• The above theorem can be generalized to any
ring of algebraic integers OK .

• A locally free sheaf on SpecOK is, by definition
a projective OK-module equipped with a norm
satisfying some finiteness property.
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Introduction

Since the proof of the Calabi conjecture by Yau in ’77 the classi cation of
compact Ricci- at Kähler manifolds has made big progress. By the theo-
rems of de Rham, Berger and Beauville every such manifold is up to nite
covering isomorphic to a product of three kinds of basic building blocks:
complex tori, so-called strict Calabi-Yau manifolds and hyperkähler mani-
folds. Whereas for strict Calabi-Yaus there is a vast range of examples, the
situation in the hyperkähler case is much di erent:

Hyperkähler/IHS manifolds

De nition. A compact complex manifold X is called hy-
perkähler manifold or irreducible holomorphic symplectic
manifold (IHS) if the following conditions are satis ed:

• 1(X) = 0 and

•H2(X) = C · , where is a nowhere degenerate closed
holomorphic two-form (also called holomorphic symplectic
form).

There is a quite short list of known examples:

•Moduli spaces of sheaves on K3 surfaces. This includes
K3 surfaces and Hilbert schemes of points on these sur-
faces.

• Two sporadic examples by O’Grady. They as well are con-
structed from moduli spaces of sheaves on K3 surfaces.

•Generalized Kummer Varieties.

Since the list of examples is this short one big aim of mathematicians work-
ing with holomorphic symplectic varieties is to construct new examples. As
can be seen above, the starting point for most of the examples are moduli
spaces of sheaves on a K3 surface. Such a surface is an IHS itself. So we end
up with the following central question:

Questions

LetX be a projective IHS manifold. LetM be a moduli space
of sheaves on X .
Does M admit a symplectic structure?
Or even:
Does M admit a symplectic resolution being again
an IHS manifold?

Almost nothing is known in this direction and, as it seems, it is very di cult
to answer this question in this generality. Therefore we pick for our IHS
manifold one of the most basic examples, the Hilbert square X [2] of a pro-
jective K3 surface X . Then let us formulate a short list of seemingly more
achievable aims:

Aims

• Find examples of stable sheaves on X [2].

• Find conditions such that the moduli spaces of these sheaves
are smooth.

• Construct symplectic structures on these moduli spaces.

Tautological Sheaves 1 - Stability

The theory of moduli spaces of sheaves on K3 surfaces is very well under-
stood. It is based on the fundamental paper on the symplectic structure and
smoothness of these spaces by Mukai (cf. [Muk]). The central result is the
following:

Theorem (Mukai). Let X be a projective K3 surface. Then the moduli
space of stable sheaves with xed numerical data is a smooth quasi-
projective variety admitting a symplectic structure.

If one also considers semistable sheaves then the moduli spaces become com-
pact but often singular. There is a complete classi cation of the possible

cases and of possible symplectic resolutions due to the work of Yoshioka,
Lehn, O’Grady, Zowislok and many others.
The idea now is to use these results and to transfer them to the Hilbert
square. There is a big class of sheaves on the Hilbert square of a surface
which is quite well understood: the so-called tautological sheaves.

Tautological Sheaves

Let X be a projective K3 surface and denote by X [2] its
Hilbert square. It consists of zero dimensional length two
subschemes X . On the product X ×X [2] there exists a
universal family := {(x, )|x }. Let p : X ×X [2] X

and q : X ×X [2] X [2] denote the rst and second projec-
tion and let F be a sheaf onX . We set F [2] := q (O p F).

Since q| : X [2] is two-to-one this is a sheaf on X [2] and
we will call it the tautological sheaf associated with F . Note
that if F is a vector bundle then F [2] is again a vector bundle
where the rank of F [2] is twice the rank of F .

These tautological objects where studied by several people with very dif-
ferent interests like Ellingsrud, Göttsche and Lehn, Boissière and Nieper-
Wikirchen, Danila, Scala, and Krug. The most useful results for us concern
the cohomology and extension groups of tautological sheaves.

Theorem (Scala ([Sca]), Krug ([Kru])). Let F and G be sheaves on a
projective surface X. Then we have the following formulas for the co-
homology and the extension groups of the associated tautological sheaves:

H (X [2],F [2]) = H (X,F) H (X,OX)
and

Ext
X [2](F

[2],G[2]) = ExtX(F ,G) H (X,OX)

H (X,F ) H (X,G).

On a K3 surface a stable sheaf F always satis es h2(F) · h0(F) = 0 since
otherwise the structure sheaf would be a destabilizing quotient or subbundle.
Thus we get the following consequence from the theorem:

Corollary. Let F be a stable sheaf on a projective K3 surface. Then
the associated tautological sheaf is simple.

Now this is a rst hint that the tautological sheaf associated with a stable
sheaf could be again stable. The rst result in this direction was proven by
Schlickewei (cf. [Schl]). I could prove an extensive generalisation of it (cf.
[Wan]):

Stability of Tautological Sheaves

Theorem.Let (X,H) be a polarized K3 surface and let F
be either a torsion free rank one sheaf or a μH-stable rank

two vector bundle on X. Assume c1(F) = 0. Then F [2] is
a rank two (rank four resp.) μHN

-stable sheaf where HN

is a carefully chosen polarization on X [2] depending on H.

Example.We explicitely excluded the caseF = OX . In fact, for the associ-

ated rank two tautological bundleO
[2]
X

we can nd a destabilizing subbundle,
namely the trivial bundle:

OX [2] O
[2]
X
.

Tautological Sheaves 2 - Deformations

So we have found a big number of examples of stable sheaves on the Hilbert
square. We can therefore consider the moduli space of these sheaves. The
most important question then would be whether these spaces are smooth
manifolds or singular spaces. In order to answer this question we have to
study the deformation theory of tautological sheaves. Therefore we x some
stable sheaf F on X such that F [2] is again stable. We may assume that
h2(F) = 0. Again, the tangent space of the moduli space at the point

corresponding to F [2] is naturally isomorphic to the group of in nitessimal
deformations of F [2] which is given by the rst extension group. Looking at
Krug’s formula () we see

Ext1
X [2](F

[2],F [2]) = Ext1X(F [2],F [2]) H1(X,F) H0(X,F). (1)

The rst summand is just given by the in nitessimal deformations which
come from the sheaf F on the surface and will therefore be called surface-
deformations. Let us denote the second summand by the additional defor-
mations. One can immediately deduce:

Surface-Deformations of Tautological Sheaves

Proposition. The deformations of F [2] coming from the
surface are unobstructed. We therefore have an embedding
of the moduli space of stable sheaves on X into the cor-
responding moduli space of stable sheaves on the Hilbert
square.

Corollary. If in addition h1(X,F) = 0 we have an isomorphism of the
moduli space of stable sheaves on X with a connected component of the
corresponding moduli space of stable sheaves on X [2].

Example.We can nd an explicit example of a sheaf where the additional
deformations are not unobstructed, i.e. the moduli space is singular in the
point corresponding to this sheaf. The idea is the following: First of all nd
a sheaf F on X satisfying h0(F) · h1(F) = 0 and dimExt1X(F ,F) = 0.

Now, if F has a deformation e Ext1X(F ,F) such that some global section

H0(X,F) does not deform with the sheaf then the dimension of the

tangent space Ext1
X [2](F

[2],F [2]) has to drop when we move in the direc-

tion of the deformation (e, ) (where is some nontrivial element in
H1(X,F) ) and this deformation has a nontrivial obstruction.
So how to nd such a sheaf? The easiest example is a tensor product of
an ideal sheaf and a line bundle. Let X be a elliptically bred K3 surface
with bre class E and section C. Following Donagi and Morrison (cf. [DM])
the linear system of L := C + kE for k 2 has C as a base component.
Furthermore let p C be a point, denote by Ip its ideal sheaf and set

F := Ip L. Since p is a base point of L we have H0(F) = H0(L). Now
the deformations of F correspond to deformations of the point p inside X .
Thus if we deform F in a direction not tangent to C, p will not be longer a
base point and the dimension of the space of global sections will drop.

Outlook

The most urgent task will be to study the behaviour of the additional defor-
mations in broader generality. Is the defect described in the example above
the only case where singularities may occur?
Suppose one can nd examples where the additional deformations are un-
obstructed. What can be said about the whole moduli space in these cases.
Can one nd an explicit description of the deformed tautological sheaves?
So far, we did not address the question for symplectic structures on the mod-
uli spaces. As described in [Bot] and in Chapter 10 of [HL] the Atiyah class
of a sheaf may play a central role in the construction of symplectic forms.
Hence a good description of the Atiyah class of tautological bundles would
be desirable. I could accomplish partial results in this direction.
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