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はじめに
「第 9回数学総合若手研究集会～多分野間の交流による発展・発見を目指して～」は、大学院生および

若手研究者により運営される研究集会です。

本研究集会は、数学に関わる様々な分野の若手研究者に「交流と発見の場」を提供することを目的とし

て行われております。多くの学問分野が数学的手法を取り入れることに関心を持つ今、数学を軸とした多

分野間の交流による発展・発見を目指してこのような場を設けることには少なからず意義があると信じて

おります。

本研究集会では、数学はもちろんのこと、数学に関わる物理・化学・経済・工学・医学など、幅広い分

野の若手研究者の方々がご講演を行います。

講演は、口頭発表であるシングルセッション (60分)とパラレルセッション (30分)、そしてポスター発表

からなります。シングルセッションでは、全ての分野の参加者に聴講して頂けるように、講演者の方には

出来るだけ入門的な内容、特に問題の背景、動機から話して頂くようお願いしております。パラレルセッ

ションでは、分野ごとに部屋を分けて講演して頂きますので、より専門的な内容の講演をお聴きになるこ

とが出来ます。

このテクニカルレポート集は講演者の方々から事前に集めた原稿を印刷したものです。本研究集会の目

的に合わせ、講演者の方には他分野の方々にも分かり易いように、入門的な事項を含めて書いて頂きまし

た。参加者の皆様が講演をより深く理解し、様々な分野に渡った交流による発展・発見を促し、またご自

身の研究を進展させる一助となればこの上ない喜びです。

なお、この研究集会は

• 北海道大学大学院理学研究院数学部門

の援助を受けて開催されます。

最後になりましたが、開催にあたり

• 講演者の皆様、参加者の皆様、

• 北大数学教室の先生方、

• 数学事務の方々、

• 過去の数学総合若手研究集会世話人の方々

から多大なるご支援を頂きました。皆様のおかげで今年度も無事に本研究集会を開催することが出来まし

た。この場を借りて心より感謝申し上げます。

2013年 3月

MCYR9 世話人

陶山大輔 伊藤翼 黒田匡迪 後藤良彰　

寺西功哲 二口伸一郎 布田徹 宮川尚紀
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多変数 Laplace超関数について

梅田　耕平 (北海道大学大学院理学院数学専攻)

k-umeta@math.sci.hokudai.ac.jp

1 はじめに

本講演で紹介する研究成果は北海道大学の本多尚文先生との共同研究に基づくものであ

る。一変数 Laplace超関数の理論は、小松彦三郎先生 ([2] - [4])により確立され変数係数を

もつ常微分方程式及び偏微分方程式の解法等に応用されている。元来、古典的な Laplace

変換は無限遠方で高々指数増大する関数に対して定義された。1987 年、小松彦三郎先生

は Laplace超関数を導入し、その Laplace変換を構成する事により、すべての佐藤超関数

は Laplace超関数に拡張可能であることを示した。そのおかげで、我々は超関数の枠組み

の中で増大度条件を持たない関数に対しても Laplace変換を扱うことが出来るようになっ

た。私は本多尚文先生と共に、小松彦三郎先生により導入された Laplace超関数の理論を

多変数に拡張することを目標に現在研究している。まずはじめに、[1] の中で指数型正則

関数を係数とするコホモロジー群の消滅定理を示すことにより、Laplace 超関数のコホモ

ロジー的な定義を与え代数的な取扱いを可能とした。最近、次数 k の局所コホモロジー群

H k
Rn(Oexp

X ) が空間次元の次数以外で消滅することを示すことができ、それにより、多変

数 Laplace超関数を構成することができた。本講演ではこれまでの研究成果について紹介

する。

2 一変数 Laplace超関数

この節では小松彦三郎先生 ([2] - [4]) により導入された Laplace 超関数とその Laplace

変換について概略を紹介する。

a ∈ R � {+∞}とし、[a, ∞]に台のある Laplace超関数の空間 Bexp
[a,∞] を定義するため、

まず複素平面 Cの方向別コンパクト化 D
2 = C � S1∞ を考える。これは複素平面に各方

向 eiθ 毎に一点ずつ無限遠点 eiθ∞をつけ加えてできる閉円板である。有限点 reiθ には C

と同じ基本近傍系を与え、無限遠点 eiθ∞には eiθ 方向を内点に持つ角領域

{z ∈ C; z/|z| ∈ Γ, |z| > r} � {w∞;w ∈ Γ}

を基本近傍系とする位相を導入する。ここで、r > 0、Γは S1 内での eiθ の近傍とする。

Ωを D
2 内の開集合とする。Ω∩C上で正則な関数 F (z) が指数増大とは、任意のコンパ

3



クト部分集合K ⊂⊂ Ωに対し定数 CK , HK > 0が存在し、

|f(z)| ≤ CKeHK |z|, z ∈ K ∩ C
n

なる評価が成立する事を言う。このような関数全体を Oexp
X (Ω)で表す。前層 {Oexp

X (Ω)}Ω
は層を成し、その D

n 上の 層 Oexp
X を指数型正則関数の層と呼ぶ。層Oexp

X の C
n への制限

は通常の正則関数の層と一致する事に注意する。

　定義 2.1 ([2]). [a, ∞] に台のある Laplace 超関数の空間 Bexp
[a,∞] をベクトル空間の商

空間
Oexp

C
(D2 \ [a, ∞])

Oexp
C

(D2)
(1)

として定義する。

即ち、Laplace超関数 f(x) ∈ Bexp
[a,∞]はC\[a, ∞)で定義された正則関数 F (z)で、正の実

数方向以外の方向では高々指数型の増大度を持つものの同値類であって、F (z)−G(z)が指

数型整関数である時、同じ類に属するとして定義されるものである。この時、f(x) = [F (z)]

または f(x) = F (x+ i0)−F (x− i0)と表し、Laplace超関数 f(x)を指数型正則関数 F (z)

の上,下からの境界値 F (x± i0)の差と表される。

　定義 2.2 ([2]). Laplace超関数 f(x) = [F ] ∈ Bexp
[a,∞] に対する Laplace変換 f̂(λ)を

f̂(λ) :=

∫
C

e−λzF (z)dz (2)

で定義する。ここで、積分路 C は eiα∞(−π/2 < α < 0)から点 c < aまでの半直線と c

から eiβ∞(0 < β < π/2).までの半直線からなるものとする。

Laplace超関数に対する、Laplace逆変換は次で与えられる。

定理 2.3 ([2]). Laplace変換 Lはベクトル空間としての同型

L : Bexp
[a,∞]

∼= LBexp
[a,∞] (3)

を与える。ここで、LBexp
[a,∞] は無限遠半円 {eiθ; |θ| < π/2}の D

2 内での近傍 Ωで定義さ

れた指数型正則関数であって、評価

lim
ρ→∞

log |f̂(ρeiθ)|
ρ

≤ −a cos θ, |θ| < π/2. (4)

を満たすもの全体とする。f̂(λ) ∈ LBexp
[a,∞] の Laplace逆変換像 L−1f̂ は

[
1

2π
√−1

∫ ∞

Λ

eλz f̂(λ)dλ

]
∈ Bexp

[a,∞] (5)

で与えられる。ここで、Λは Ω ∩ Cの一点で積分路は Ω ∩ C内でとる。
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OC で C上の正則関数の層を表すことにする。このとき、[a, ∞)に台のある通常の佐藤

超関数の空間 B[a,∞) はベクトル空間の商空間

B[a,∞) := OC(C \ [a, ∞))/OC(C) (6)

として定義されている。従って、制限写像 Oexp
C

(D2 \ [a, ∞]) → OC(C \ [a, ∞)) と

Oexp
C

(D2) → OC(C) は標準写像 ρ : Bexp
[a,∞] → B[a,∞) を誘導する。

定理 2.4 ([2]). 写像 ρ : Bexp
[a,∞] → B[a,∞) は全射である。

上の定理により、[a, ∞)に台のあるすべての佐藤超関数は Laplace超関数に延長され、

次の同型が成り立つ。
B[a,∞)

∼= Bexp
[a,∞]/Bexp

{∞} (7)

3 指数型正則関数を係数とするコホモロジー群の消滅定理

本節では、前節で与えられた Laplace超関数の定義を多次元に拡張する為に必要な指数

型正則関数の層を係数とするコホモロジー群の消滅定理について述べる。なお、第三節と

第四節の詳細は [1]を参照して頂きたい。

n ∈ N、m ∈ Z≥0 とする。まずはじめに C
n の方向別コンパクト化 D

2n を導入する。集

合 D
2nを C

nと実 (2n−1)次元単位球面 S2n−1 ⊂ R
2nとの非連結な合併とする。DをC

n

の閉単位球とし、S2n−1境界付き実 2n次元位相多様体と同一視する。全単射 ρ : D → D
2n

は次で定義する。

ρ(z) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

z

1− |z| ∈ C
n, (z ∈ D◦)

z ∈ S2n−1, (z ∈ ∂D)

.

この時、ρが位相同型となるように D
2n に位相を入れる。ここで D

2n の任意の閉集合はコ

ンパクトであることに注意する。

X := C
n+m とし X̂ を C

n+m の部分方向別コンパクト化 D
2n × C

m とする。X∞ :=

X̂ \X とし、p1 : X̂ = D
2n × C

m → D
2n (resp. p2 : X̂ = D

2n × C
m → C

m)を第一空間

(resp. 第二空間) への標準的射影とする。点 (z0, w0) ∈ X ⊂ X̂ における基本近傍系は、

ε > 0に対して

Bε(z0, w0) := {(z, w) ∈ X; |z − z0| < ε, |w − w0| < ε} (8)

からなり、点 (z0, w0) ∈ X∞ に おける基本近傍系は次の集合からなる。

Gr(Γ, w0) :=

({
z ∈ C

n; |z| > r,
z

|z| ∈ Γ

}
∪ Γ

)
×
{
w ∈ C

m; |w − w0| < 1

r

}
, (9)

ここで、Γは z0 の S2n−1 における近傍で r > 0とする。

X̂ の部分集合 K に対して K がコンパクトである必要十分条件は K が閉かつ p2(K)が

C
m 内で有界となることに注意する。
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　定義 3.1. Ωを X̂ 内の開集合とする。Ω ∩ X̂ 上で正則な関数 F (z) が指数増大とは、任

意のコンパクト部分集合K ⊂⊂ Ωに対し定数 CK , HK > 0が存在し、

|f(z, w)| ≤ CKeHK |z|, (z, w) ∈ K ∩X

なる評価が成立する事を言う。このような関数全体を Oexp
X (Ω)で表す。前層 {Oexp

X (Ω)}Ω
は層を成し、その D

2n 上の 層Oexp
X を指数型正則関数の層と呼ぶ。層Oexp

X のX への制限

は通常の正則関数の層と一致する事に注意する。

消滅定理を述べる前にいくつかの記号を導入する。集合 A ⊂ X̂ に対して clos1∞(A) ⊂
X∞ を次のように定める。点 (z, w) ∈ X∞ が clos1∞(A)に属する必要十分条件は、A ∩X

内に点列 {(zk, wk)}k∈N が存在し、次の条件

(zk, wk) → (z, w) in X̂ and
|zk+1|
|zk| → 1 (k → ∞) (10)

を満たすものとする。また、集合 N1
∞(A)を

N1
∞(A) := X∞ \ clos1∞(X \A) (11)

と定める。

　定義 3.2. U を X̂ 内の開集合とする。N1
∞(U) = U ∩X∞ が成り立つとき、U は無限遠

方で regularity conditionを満たすという。

無限遠方で regularity conditionを満たす開集合の有限和は再び regularity conditionを

満たすことに注意する。次に開集合が無限遠方で regularity condition を満たす為の十分

条件を与える。

X̂ 内の部分集合 Aに対して、集合 NL
∞(A)を

NL
∞(A) :=

{
(ζ, w) ∈ X∞; (ζ, w) ∈ (R+ζ × {w}) ∩ A

}
⊂ X∞ (12)

と定める。ここで、R+ζ は方向 ζ による C
n 内の実半直線とし、閉包は X̂ でとるものと

する。

X̂ 内の部分集合 A1, A2, . . . , A� に対して、次が成立することは容易にわかる。

NL
∞(A1 ∪ · · · ∪A�) = NL

∞(A1) ∪ · · · ∪NL
∞(A�) (13)

補題 3.3. U を X̂ 内の開集合とする。もし NL
∞(U) = U ∩X∞ が成り立つならば、 U は

無限遠方で regularity conditionを満たす。

補題の条件を満たす開集合の有限和も式 (13)により regularity conditionを満たす。

ここで regularity conditionに関する開集合の例を与える。

例 3.4. 1 Ũ をX 内の有界開集合とし、U := Gr(Γ, 0)∪Ũ とする。ここで、Gr(Γ, 0)∪
Ũ は (9) で与えられた開集合とする。この時、NL

∞(U) = U ∩ X∞ が成り立つの
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で U は無限遠方で regularity condition を満たす。特に、D
2 と D

2 \ [a,+∞]

(a ∈ [−∞,∞))は無限遠方で regularity conditionを満たす。

2 集合 U := D
2 \ {1, 2, 3, 4, . . . ,+∞} に対して N1

∞(U) = S1∞ \ {+∞} が成り
立つ。従って U は無限遠方で regularity condition を満たす。他方、U := D

2 \
{1, 2, 4, 8, 16, . . . ,+∞}は N1

∞(U) = S1∞となるため regularity conditionを満た

さない。どちらの場合も NL
∞(U) = S1∞となることに注意する。

部分集合 A ⊂ X に対して、点 pと Aとの距離 dist(p,A)を次で表す。

dist(p, A) := inf
q∈A

|p− q|.

便宜上、Aが空集合の時 dist(p, A) = +∞とおく。また、q = (z, w) ∈ X に対して

distD2n(q, A) := dist(q, A ∩ p−1
2 (p2(q))) = inf

(ζ, w)∈A
|z − ζ|

と定義する。次に開部分集合 Ω ⊂ X̂ に対して、X 上の関数 ψ と集合 Ωε を以下で定義

する。

ψ(p) := min

{
1

2
,
distD2n(p, X \ Ω)

1 + |z|
}
, (p = (z, w) ∈ X),

Ωε :=

{
p = (z, w) ∈ Ω ∩X; dist(p, X \ Ω) > ε, |w| < 1

ε

}
, (ε > 0).

(14)

ψ(p)は下半連続 (i.e., 任意の c ∈ Rに対して {p ∈ X; ψ(p) > c} は開集合) かつ z 変数に

関して連続である。しかし、w変数に関しては必ずしも連続とは限らないことに注意する。

さらに、p1((X \ Ω) ∩ p−1
2 (w0))(w0 ∈ C

m)が C
n 内の有界部分集合ならば、十分大きな z

に対して ψ(z, w0)は恒等的に
1

2
である。従って ψ(z, w)の値は、十分大きな z に対して

有界領域内での Ωの形に依存しない。

以上で定理を述べる為の準備ができたので、以下に指数型正則関数の層を係数とするコ

ホモロジー群の消滅定理を記述する。

定理 3.5. 次の二つの条件を仮定する。

1. Ω ∩X は X の擬凸領域かつ無限遠方で regularity conditionを満たす。

2. 任意の正の定数 ε に対し、ある正の定数 δε, Rε が存在し、ψ(z, w) は Ωε, Rε :=

Ωε ∩ {|z| > Rε}上で連続かつ評価

|ψ(z, w)− ψ(z, w′)| < ε, ((z, w), (z, w′) ∈ Ωε, Rε , |w − w′| < δε).

を満たす。

このとき、
Hk(Ω, Oexp

X ) = 0, (k �= 0) (15)

が成り立つ。
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領域 Ωが直積型の場合、定理の条件２は常に満たされることに注意する。従って次の系

が得られる。

系 3.6. U ⊂ D
2n, W ⊂ C

m を領域とし、U ∩ C
n とW は擬凸とする。このとき、 U が

D
2n 内の無限遠方で regularity conditionを満たすならば、 Ω := U ×W に対して (15)が

成立する。

n = 1 の場合、直積型の領域 Ω = U × W ⊂ D
2 × C

m に対して、U の無限遠方での

regularity conditionを課さなくても消滅定理は成立する。しかし、n ≥ 2の場合無限遠方

での regularity conditionなしでは成立しないことが次の例によって示される。

例 3.7. X = C
2
(z1,z2)

, X̂ = D
4 のとき次の集合を考える。

U :=
{
(z1, z2) ∈ X; | arg(z1)| < π

4
, |z2| < |z1|

}
,

Ω :=
(
U
)◦ \ {p∞} ⊂ X̂, p∞ = (1, 0, 0, 0) ∈ S3 ⊂ D

4

このとき Ω∩X = U はX 内の擬凸領域であるが、Ωは無限遠方で regularity condition

を満たさない集合となることに注意する。 この場合 H1(Ω, Oexp
X ) �= 0 となる。

4 正則パラメータ付きの一変数 Laplace超関数の層

前節の結果から、正則パラメータ付きの一変数 Laplace超関数の層 BOexp
N を構成するこ

とができる。本節では、層 BOexp
N とそのいくつかの性質について述べる。

N = R× C
m(m ≥ 0)とし、N = R× C

m を N の X̂ = D
2 × C

m 内での閉包を表すこ

とにする。このとき次の結果が消滅定理により導かれる。

定理 4.1. 集合 N は層 Oexp
X に関して純 1-余次元的である。即ち、

H k
N
(Oexp

X ) = 0, (k �= 1) (16)

が成り立つ。ここでH k
N
(Oexp

X )は次数 k の局所コホモロジー群を表す。

　定義 4.2. 正則パラメータ付きの一変数 Laplace超関数の層 BOexp
N を

BOexp
N := H 1

N
(Oexp

X ) ⊗
ZN

ωN (17)

と定義する。ここで、ZN は Zを茎とするN 上の定数層、ωN はN 上の向き付け層とする。

定理 4.1により層 BOexp
N の大域的切断はコホモロジー群として次のように表現できる。

任意の開集合 Ω ⊂ Rと擬凸開集合 T ⊂ C
m に対して Ωの D

2 内の複素近傍 V をとること

により

BOexp
N (Ω× T ) = H1

Ω×T (V × T,Oexp
X ) =

Oexp
X ((V \ Ω)× T )

Oexp
X (V × T )

(18)
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が成り立つ。この表現は複素近傍 V のとり方によらずに定まる。特に m = 0 の場合、R

上の Laplace超関数の層
Bexp
R

:= H 1
R
(Oexp

C
) ⊗
Z
R

ω
R

(19)

に対する大域的切断空間も、同様にコホモロジー群として表わすことができ、

Γ[a,∞](R, Bexp
R

) =
Oexp

C
(D2 \ [a, ∞])

Oexp
C

(D2)
(20)

が成り立つ。従って小松彦三郎先生により定義された Laplace 超関数の空間 Bexp
[a,∞] と切

断空間 Γ[a,∞](R, Bexp
R

)は一致することがわかる。 層 Bexp
R
の Rへの制限は、通常の佐藤超

関数の層 BR と一致することに注意する。次の消滅定理は BOexp
N の脆弱性を証明するため

の鍵となる。

定理 4.3. U を D
2 の開集合とし, W を C

m の擬凸開集合とする。このとき、次が成立

する。
Hk(U ×W, Oexp

X ) = 0, k �= 0.

次に、層 BOexp
N に対する脆弱性と一意接続性に関する定理を述べる。

定理 4.4. Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ R̄とW1 ⊂ W2 ⊂ C
m を開集合とする。このとき、

(i) もしW1 が C
m の擬凸開集合ならば, 写像 BOexp

N (Ω2 ×W1) → BOexp
N (Ω1 ×W1)は

全射, i.e., 層 BOexp
N は超関数の変数に関して脆弱である。

(ii) もし、W1 と W2 が C
m の空でない連結開集合ならば, 写像 BOexp

N (Ω1 × W2) →
BOexp

N (Ω1 ×W1) は単射である。 i.e., 層 BOexp
N は正則パラメータに関して一意接続性を

持つ。

5 多変数 Laplace超関数の構成

この節では最近の結果を報告する。以下、Rn で D
2n 内での R

n の閉包とする。次の指

数型正則関数に対するMartineau型の定理が局所コホモロジー群の消滅を示す為の重要な

鍵となる。

定理 5.1. ( 指数型正則関数に対する Martineau型の定理 ) S を R内のコンパクト集合。

K = K1 × · · · ×Kn−1 ⊂ L = L1 × · · · × Ln−1 を二つの C
n−1 内の柱状コンパクト集合

の対、W ⊂ V ⊂ C
m(m ≥ 0) を空でない連結な Stein 領域の対とするとき、自然な写像

Hn
S×K×V (D

2 × C
n−1 × V, Oexp

Cn×V ) → Hn
S×L×W (D2 × C

n−1 ×W, Oexp
Cn×V )

は単射である。

上の指数型正則関数に対するMartineau型の定理から次の補題と定理が得られる。
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補題 5.2. 集合 S,K,L, V を定理 5.1 と同じ条件を満たすものとする。この時、

Hk
S×K×V (D

2 × C
n−1 × V, Oexp

Cn×V ) = 0, k �= n,

Hk
S×(L\K)×V (D

2 × C
n−1 × V, Oexp

Cn×V ) = 0, k �= n
(21)

が成り立つ。

定理 5.3. S を R内のコンパクト集合。K, Lを二つの閉じた解析的多面体、V を C
m 内

の Stein領域とする。この時、

Hk
S×(L\K)×V (D

2 × C
n−1 × V, Oexp

Cn×V ) = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1

が成り立つ。

以上の結果から n次以外の次数の局所コホモロジー群の消滅が導かれる。

定理 5.4. Rn は指数型正則関数の層 Oexp
X に関して純 n余次元的である。即ち、

H k
Rn(Oexp

X ) = 0, k �= n

が成り立つ。

従って、層 Bexp
Rn = H n

Rn(Oexp
X ) を R[n 上の Laplace超関数の層と定義する。

本講演では, Laplace超関数の層 Bexp
Rn の切断空間に対して、台以外では (D2n 空間の位

相の意味で )実軸の近傍となるような開集合からなる Čech 被覆を構成することで、Čech

コホモロジー群による良い表現を与え, Laplace超関数に対する Laplace変換を構成する。

これについても併せて報告する。
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d2/ν ν2/(γαd4) (ν α )
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∇ ·U = 0, (1)

∂U
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+ (U · ∇)U + τk ×U = −∇π +Θr +ΔU , (2)

P
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= R U · r +∇2Θ, (3)
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dt
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Iout
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√
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相対ループ空間におけるストリングトポロジーについて

内藤貴仁∗

信州大学大学院総合工学系研究科

向きづけられた d次元閉多様体M に対し，LM = Map(S1,M)をM の自由ループ空間とする．

つまり 1次元球面 S1からM への連続写像全体の空間である．本稿において主人公となるのがこ

の自由ループ空間LM である．自由ループ空間とは，幾何やトポロジーにおいて非常に興味深い

対象の１つである．例えば，リーマン多様体の測地線と自由ループ空間のベッチ数との関係 ([9]
や, [19])，自由ループ空間の余単体的モデルを考えることによる, 自由ループ空間のコホモロジー
をHochschildホモロジーで記述する ([11])等がある．また本稿の主題にもあるChas，Sullivanに
よって創始されたストリングトポロジーの理論がある．本稿の目的は，ストリングトポロジーの

紹介と相対ループ空間におけるストリング作用素に関する著者の結果について紹介する事である．

本稿の構成は以下の通りである：1章では，ストリングトポロジーの理論，そしてその後の発
展について紹介する．2章では，Félix，Thomas等によってGorenstein空間に拡張されたストリ
ング作用素の構成について詳しく述べる．3章では，相対ループ空間のストリング作用素につい
て考察する．

1 背景

1.1 ストリングトポロジー

初めに少し自由ループ空間ではなくループ空間の話をすることにする．M に 1つ固定されてい
る点（基点）m0 ∈ M を決めておく．この時，M のループ空間とは

ΩM = {γ : S1 → M | γ(0) = m0}

と定義される位相空間の事である．ここで ΩM には，ループを繋ぐという写像で積 μ : ΩM ×
ΩM −→ ΩM が定義される．つまり 2つのループ γ1, γ2 ∈ ΩM に対し，

μ(γ1, γ2)(t) =

{
γ1(2t) (0 ≤ t ≤ 1

2)
γ2(2t − 1) (1

2 ≤ t ≤ 1)

と定義される．この積から誘導される写像により，ホモロジーH∗(ΩM)は結合的な代数になる．
さて，同様の事を自由ループ空間に対しても行おうと思うが，うまくいかない事が直ぐ分かる．

何故ならば，LM から適当に 2つループを取ってもそれらが繋がってるとは限らないからである．
つまりループ空間と同様の方法では，ホモロジーH∗(LM)に代数構造は入らない．

Chas，Sullivanは論文 [2]において，自由ループ空間のホモロジーを多様体の次元 dだけずら

したもの H∗(LM) = H∗+d(LM)（ループホモロジーと呼ばれる）にループ積と呼ばれる代数構
造を導入し，次数付可換で結合的な代数であることを示した（実際には，Batalin-Vilkovisky代
数になる事も示しているが，今回はループ積だけに着目する）．このループ積は上記のH∗(ΩM)

∗naito@math.shinshu-u.ac.jp
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の代数構造とH∗(M)に定義される交差積を融合したようなものになっており，特に交差積の拡
張となっている．ここで交差積とは次の図式で定義される：

Hn(M) ⊗ Hm(M)
交差積 ��

P.D⊗P.D ∼=
��

Hn+m−d(M)

P.D∼=
��

Hd−n(M) ⊗ Hd−m(M)
カップ積 �� H2d−n−m(M).

P.Dはポアンカレ双対同型である．つまりループに対し始点を対応させる写像 ev : LM → M ,
ev(γ) = γ(0)に対し，誘導される射 ev : H∗(LM) → H∗(M) がループ積を交差積にうつす．

1.2 ストリング作用素

ループ積は Cohen，Godin [4]によって一般化されている．ここで簡単にではあるが，どのよ
うに一般化されたかを紹介したいと思う．次のような 2次元コボルディズム P を考える：

.

ここで ρin : S1 � S1 ↪→ P を左側の境界 (inboundary)への包含射とし，ρout : S1 ↪→ P を右側の

境界 (outboundary)への包含射とする．この時，自然に空間の列

LM × LM ∼= Map(S1 � S1,M) Map(P, M)
ρ∗in�� ρ∗out �� LM

が得られるが，Cohen，Godinはホモロジー間に次の様な射

(ρ∗in)! : H∗(LM × LM) −→ H∗−d(Map(P, M))

を構成し,合成射H(ρ∗out)◦(ρ∗in)! : H∗((LM)×2) → H∗−d(LM)として積を定義した．これはChas，
Sullivanのループ積と一致することが知られている．
この構成は一般の 2次元コボルディズムに対しても行われており，これをストリング作用素と

呼ぶ．例えば次の様なコボルディズム

に対しては余積

H∗(LM) −→ H∗−d(LM × LM)

が得られ，これをループ余積と呼ぶ．このように，S1 に対して H∗(LM), 2次元コボルディズ
ムに対して上記の様な作用素が対応されるものを，2次元の位相的量子場の理論と呼ぶ．Cohen，
Godinはこれにより次の定理を示している．

定理 1 ([4]). H∗(LM)は余単位元を持たない可換な Frobenius代数である．

ここで，Frobenius代数とは大雑把に言うと代数構造，余代数構造を共に持ち合わせており，
Frobenius恒等式と呼ばれる関係式を満たすものである．また 2次元の位相的量子場の理論の成
す圏と可換な Frobenius代数の成す圏が同値な事が知られている ([12])．

Cohen, Godinの仕事によって，自由ループ空間のホモロジーには沢山の作用素がある事が期
待されたが，次の Tamanoiの結果によりそれは否定された．
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定理 2 ([18]). (ループ積) ◦ (ループ余積) = 0

この結果が意味している事は，種数が 1以上の 2次元コボルディズム，つまりは次のように穴
の空いているコボルディズム

に対して得られる作用素は自明になってしまうと言う事である．しかしながらループ積は常に非

自明であり，ループ余積の自明，非自明性については Tamanoi[18]で調べられている．

1.3 ストリングトポロジーの一般化

現在では，ストリングトポロジーは多様体とは限らない空間に対しても考えられている．例え

ば Chataur，Menichi[3]はコンパクト連結リー群や有限群の分類空間に対してストリングトポロ
ジーを行う事を考えている．他には多様体上の Fiberwise monoid[10]や，Orbifold[14]等がある.
論文 [7]では, Félix, ThomasによってGorenstein空間と呼ばれる位相空間でもストリング作用素
が考えられる事が示された．次章ではGorenstein空間の定義及び，ストリング作用素の構成につ
いて紹介する．

2 Gorenstein空間におけるストリング作用素

2.1 Gorenstein空間

まず初めにGorenstein空間を定義する為の準備をする．(A, d)を次数付き微分代数，M とN

を (右)(A, d)-加群とする．この時，

Ext∗A(M, N) = H∗(HomA(P, N))

と定義する．ここで ε : P → M をM の (A, d)-semifree resolutionとする．これは加群に対して
定義される Extの次数付き版，または (A, d)-加群の導来圏の hom-setだと思って貰ってもいい
（詳しくは [6, Appendix]を見てもらいたい）．また以下では，ホモロジーは全て体K上のものを

考える．また C∗(M)はM のK上特異コチェイン複体とする．これを用いて，Félix，Halperin，
ThomasはGorenstein空間を次のように定義した．

定義 3 ([6]). 位相空間M が次の条件を満たす時，次元 dのK-Gorenstein 空間と呼ぶ：

Ext∗C∗(M)(K, C∗(M)) ∼=
{

0 (∗ 
= d)
K (∗ = d).

この定義では，直感的にどのような空間がGorenstein空間なのかは分からないが，例えば K-
ポアンカレ双対空間（特に向き付けられた閉多様体）はK-Gorenstein空間であり，次元はポアン
カレ双対空間としての次元である．また次のMurilloの結果を紹介する．

定理 4 ([16]). 単連結空間のファイブレーション F → E → BでE, BはK上コホモロジーが有

限型で F のK上コホモロジーが有限次元なものとする．この時，EがK-Gorenstein空間である
ことと，Bと F がK-Gorenstein空間であることは同値である．
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この結果の系として,コンパクト連結リー群Gの分類空間BGもそうであり,その次元は−dimG

である事が分かる．

次にGorenstein空間におけるストリング作用素をどのように構成するか紹介する．次の Félix,
Thomasの定理はその構成をする為の鍵となる結果である．

定理 5 ([7]). M を単連結な次元 dのK-Gorenstein空間で，K上コホモロジーが有限型であるも

のとする．この時，K上ベクトル空間として次は同型である：

Ext∗C∗(M×n)(C
∗(M), C∗(M×n)) ∼= H∗−(n−1)d(M ;K).

ここで C∗(M)は対角写像M → M×nから誘導された射により C∗(M×n)-加群とみなす．

この定理の ∗ = d，n = 2の場合を見ると，次の同型が得られる：

Extd
C∗(M×2)(C

∗(M), C∗(M2)) ∼= H0(M ;K) ∼= K.

単位元 1 ∈ Kに対応する，Extd
C∗(M×2)(C

∗(M), C∗(M2))の元をΔ! : P → C∗(M×2)と置くこと
にする．ここで ε : P → C∗(M)はC∗(M)のC∗(M×2)-semifree resolutionである．特にM が向

きづけられた閉多様体の時は，Δ!が誘導するコホモロジー間の写像

H(Δ!) : H∗(M) −→ H∗+d(M × M)

の双対が当に交差積である．このΔ!を用いてループ積，ループ余積を定義するのだが，その前

に双対ループ（余）積を定義し，その双対としてループ（余）積を定義する．

まず双対ループ積を次の合成で定義する：

Dlp : H∗(LM)
H(Comp) �� H∗(LM ×M LM)

EM−1∼=
��

H∗(P ⊗C∗(M×2) C∗((LM)×2))
H(Δ!⊗1) �� H∗((LM)×2).

ここで LM ×M LM = {(γ1, γ2) ∈ LM × LM | γ1(0) = γ2(0)}, つまり次の引き戻し図式が得ら
れる：

LM ×M LM

ev

��

inc �� LM × LM

ev×ev

��
M

Δ �� M × M.

Δは対角写像．EMは上記の図式から得られるEilenberg-Moore写像，つまり x⊗a ∈ P ⊗C∗(M×2)

C∗((LM)×2)に対し，EM(x ⊗ a) = ev∗0ε(x) · inc∗(a)で定義される．また Compはループを繋ぐ
写像である．この定義から分かる用に，ループ積は本質的に写像 CompとΔ!から構成されてい

る．1章でも述べたが，H∗(ΩM)の代数構造とH∗(M)の交差積の融合したような積がループ積
である．

次に双対ループ余積を次の合成で定義する：

Dlcop : H∗(LM×2)
H(inc) �� H∗(LM ×M LM)

EM′−1∼=
��

H∗(P ⊗C∗(M×2) C∗(LM))
H(Δ!⊗1) �� H∗(LM).
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ここで EM′は次の引き戻し図式の Eilenberg-Moore写像である：

LM ×M LM

ev

��

Comp �� LM

l
��

M
Δ �� M × M,

写像 lはループ γに対して，l(γ) = (γ(0), γ(1
2))で定義される.

双対空間H∗(LM)∨ = HomK(H∗(LM),K) ∼= H∗(LM)に誘導される写像

Lp = (Dlp)∨ : H∗(LM) ⊗ H∗(LM) −→ H∗(LM),

Lcop = (Dlcop)∨ : H∗(LM) −→ H∗(LM) ⊗ H∗(LM)

をループ積，ループ余積と呼ぶ. 特に M が向き付られた閉多様体の時は，これらの作用素は

Cohen，Godinが導入したループ積，ループ余積と一致することに注意しておく．
上記の構成を見て分かる事は，Félix，Thomasはストリングトポロジーの理論をGorenstein空
間に拡張しただけではなく，彼らの仕事によってストリング作用素がホモロジー代数的に扱える

ようになった．

ここで少し話は脱線するが，Gorenstein空間のストリング作用素に関する問題と筆者の結果に
ついて紹介したいと思う．論文 [7]において，Félix, Thomasは次の問題をあたえている：

問題. 単連結なK-Gorenstein空間M に対し，H∗(LM ;K)は可換な Frobenius代数か？

この問題で障害になってくるのは, 所謂 “up to constant problem”と呼ばれる問題である．例
えばループ積の結合性を考えると, スカラー倍の差で結合的であることは分かるが, 真に結合的か
どうかが分からない．筆者は係数体が有理数体 Qの時に部分的にではあるが次の事を証明した．

一般の場合は，まだ未解決な問題である．

定理 6. 単連結Q-Gorenstein空間Mに対し, H∗(LM ;Q)は単位元，余単位元を持たないFrobenius
代数である.

3 相対ループ空間とストリング作用素

前章の自由ループ空間でのストリング作用素を相対ループ空間に拡張することを考える．この

章では，N を次元 dの単連結なポアンカレ双対空間，M を単連結な空間とし，f : N → M を連

続写像とする.

3.1 相対ループ空間とループ積

相対ループ空間 LfM を次の引き戻しで定義する：

LfM ��

��

M [0,1]

(ev0,ev1)

��
N

(f,f) �� M × M.

ここでM [0,1]はM 内の道全体の空間，つまり閉区間 [0, 1]からM への連続写像全体の空間とし，

(ev0, ev1)を道の始点と終点を対応させる写像とする．
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例えばN = M で，f が恒等射 1M : M → M の時は自由ループ空間 L1M M = LM であり，M

に基点がありNが 1点からなる空間で，fが 1点から基点への射 cの時は，ループ空間LcM = ΩM

である事は直ぐに分かる．

相対ループ空間におけるストリング作用素を考える動機についてここで述べる事にする (もち
ろんただ単にストリング作用素の相対版を考えるというのも面白いと思うが)．注目するのはルー
プホモロジーの関手性についてである．ポアンカレ双対空間の間の写像 g : M1 → M2が与えら

れているとする．写像 gは自然に自由ループ空間の間の射 Lg : LM1 → LM2を誘導するが，ホ

モロジー間に誘導される写像 (Lg)∗ : H∗(LM1) → H∗(LM2)は，一般にストリング作用素を保た
ない事が分かる（M1とM2の次元が一般には違う）．さて，ここで相対ループ空間を考えるわけ

だが，まず直ぐ分かる事は自由ループ空間の時と同様の方法で相対ループ空間にもループ積

H∗(LgM2) ⊗ H∗(LgM2) −→ H∗(LgM2)

を定義することが出来る．何故ならば自然にループを繋げる写像

Comp : LgM2 ×M1 LgM2 −→ LgM2

と次の引き戻し図式

LgM2 ×M1 LgM2

ev

��

inc �� LgM2 × LgM2

ev×ev
��

M1
Δ �� M1 × M1.

が得られるからである．更に次の結果が示されている．

命題 7 ([13]). H∗(LgM2) = H∗+dim M1(LgM2)は単位元を持つ結合的な代数である．

この命題は，M2のポアンカレ双対性を仮定せず一般の単連結空間で成り立つ事を注意しておく．

定理 8 ([13]). 次の代数としての列が存在する：

H∗(LM1)
H(LM1

g)
�� H∗(LgM2) H∗(LM2).

(LgM2)!��

つまり，直接的にループホモロジー H∗(LM1)とH∗(LM2)繋げる事は一般的には出来ないが，
相対ループ空間を持ち出す事で上記の意味で関係付ける事が出来る．

では自然にループ余積も定義したいと考えるのだが，同様の方法では出来ない事が分かる．何

故ならばループ余積を構成した時に用いた写像 l : LM → M × M が相対ループ空間では定義す

ることが出来ない．筆者は相対ループ空間におけるループ余積を別の方法で構成し，次の結果を

得ることが出来た．これが本稿の主結果である．

定理 9. H∗(LfM)は余結合的な余代数である．特に，N = M で f が恒等射の時はその余積は

ループ余積と一致する．

さて，相対ループ空間においてもループ積とループ余積が定義されたので自然とH∗(LfM)は
可換な Frobenius代数かどうかという疑問が生じる．この疑問に対しては否定的な答えが出てい
る．それについて次に述べたいと思う．
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3.2 ループホモロジーH∗(LfM)の非可換性

筆者は係数体が Q の時に，H∗(LfM ;Q) のループ積が非可換になる十分条件を見つけた．
Map(N, M ; f)を写像空間Map(N,M)の f を含む連結成分とする．

命題 10 ([17]). 有理ホモトピー群 π≥2(Map(N, M ; f)) ⊗ Qが非自明なWhitehead積を持つ時，
H∗(LfM ;Q)のループ積は非可換である．

Whitehead積とは位相空間X のホモトピー群で定義されるホモトピー作用素

[ , ] : πn(X) × πm(X) −→ πn+m−1(X)

である．詳しい定義は例えば [20]を見てもらいたい．
写像空間といった複雑な空間のWhitehead積の自明性，非自明性など分かるのかと疑問に思う

が，Q上だと分かる事も多い．その例を 2つ紹介したいと思う．

例 11. N とM をそれぞれ (n − 1)次元と n次元の複素射影空間 CPn−1, CPn(n ≥ 1)とし, f

を包含写像 i : CPn−1 ↪→ CPnとする．この時，次の有理ホモトピー分解がある事知られている

(Møller-Raussen [15])：

Map(CPn−1,CPn; i) �Q S2 × S3 × S5 × · · · × S2n+1.

2次元球面 S2は非自明なWhitehead積 (Hopf写像)を持つので，H∗(LiCPn)は非可換な代数で
ある．

上記の様な写像空間の有理ホモトピー分解が分からなくてもMap(N,M ; f)が非自明なWhite-
head積を有理ホモトピー論を用いる事で調べる事が出来る．

例 12. Nを2次元複素射影空間CP 2，Mを次の作用から得られるBorel construction ES1×S1CP 2

とする：

S1 × CP 2 −→ CP 2, t · (x, y, z) = (tx, y, z).

また f を包含写像 i : CP 2 −→ ES1 ×S1 CP 2 としたとき，π∗(Map(N, M ; i)) ⊗ Qは非自明な

Whitehead積をもつ．これは写像空間のWhitehead積の有理モデルを調べる事で分かる．この
有理モデルは例えば [1]で調べられている．よってH∗(Li(ES1 ×S1 CP 2);Q)は非可換な代数．

4 今後の展開

ストリングトポロジーはまだまだ活発に研究されており，取り組むべき問題も沢山あると思わ

れる．最後に，今後のストリングトポロジーの展開の一部であるか，関連するキーワードを述べ

て終わりたいと思う．

• Open closed string topology ([5])：自由ループ空間の元を弦理論でいう閉じた弦とす
るならば，もちろん開いた弦というのも考えられる．つまりは道の空間のような物を考え

る．このような物も同時に考えてストリングトポロジーの理論を行う．

• Homological conformal field theory ([8])：自由ループ空間のホモロジーは 2次元の位
相的量子場の理論を与えるが，もっと一般にホモロジー的共形場の理論を与える事が知ら

れている．

• Brane topology ([5])：自由ループ空間ではなく，もっと高次元球面 Snからの写像空間

Map(Sn,M)に対しストリングトポロジーを考える．
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C, D型Macdonald 多項式の tableau和表示

星野歩 (香川高等専門学校)

概要
このテクニカルレポートでは、Macdonald 多項式の tableau 和表示の概要を簡単に紹介し

たいと思います。様々な分野の方々がこのレポートを読んでも理解して頂けるように、なるべ

く self-containedな形にするよう心掛けました。この研究は白石潤一氏、柴原淳氏 (東大数理)、

野海正俊氏 (神戸大理) との共同研究です。

1 はじめに

A 型の Macdonald 多項式は、表現論などでお馴染みの Schur 多項式を 2 つのパラメータ

q, t により変形した対称多項式です。Macdonald 多項式は表現論のみならず、共形場理論や

超弦理論などの数理物理学的な対象を扱う場合にもよく現れます。ここではMacdonald多項

式の扱いやすい明示公式の一つである tableau 和表示を紹介します。私達の結果から A 型の

Macdonald 多項式の tableau 和表示は A 型の変形W 代数から構成できることが分かりまし

た。この結果を応用し、A型でないMacdonald多項式の tableau和表示を A型でない変形W
代数から構成しようというのがここでの話です。具体的には C,D型の変形W 代数から今まで

知られていなかった C,D 型のMacdonald多項式の tableau和表示を構成します。

2 Macdonald多項式の定義

ここでは A 型の Macdonald 多項式の定義を紹介します。F = Q(q, t) を基礎体、Λn,F

を変数 x1, x2, · · · , xn に関する F 係数対称多項式のなす空間とします。自然数の分割を

λ = (λ1, λ2, · · · , λn) (λi ∈ Z≥0, λi ≥ λi+1) とし、|λ| = ∑n
i=1 λi とします。ここに |λ| = |μ|

である 2つの分割 λ、μに対し dominance orderを次のように定めます:

λ ≥ μ ⇐⇒ λ1 + · · ·+ λi ≥ μ1 + · · ·+ μi for any i.

また monomial対称多項式mλ を

mλ =
∑

α=(σ1,··· ,σn)

xλ1

σ1(1)
· · ·xλn

σn(n)
(α は異なる置換)
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とします。対称多項式環 Λn,F 上の差分作用素 Tq,xi を

Tq,xif(x1, · · · , xn) = f(x1, · · · , qxi, · · · , xn)

により定め、差分作用素 Dn を

Dn =
n∑

i=1

∏
j 	=i

txi − xj

xi − xj
Tq,xi

と定めます。このときMacdonaldによって次の定理が得られました。

Theorem 2.1 ([M]). 自然数の分割 λと x = (x1, · · · , xn)に対し、次の条件を満たす対称多

項式 Pλ(x; q, t) ∈ Λn,F が唯一存在する:

(1) Pλ(x; q, t) = mλ +
∑
μ<λ

cλμmμ for some cλμ ∈ F,

(2) DnPλ(x; q, t) =

n∑
i=1

qλitn−iPλ(x; q, t).

この Theorem 2.1 によって唯一存在することが示された対称多項式 Pλ(x; q, t) を An 型

Macdonald多項式と呼びます。変数 xi 達に添数の入替えで対称群 Sn (An 型Weyl群)が作

用することから An 型のMacdonald多項式と呼ばれています。Pλ(x; q, t)を Pλ と略記するこ

とにして、具体的にいくつか例を挙げれば

Pφ = mφ = 1,

P(1) = m(1),

P(2) = m(2) +
(1− t)(1− q2)

(1− q)(1− qt)
m(1,1), P(1,1) = m(1,1),

P(3) = m(3) +
(1− t)(1− q3)

(1− q)(1− q2t)
m(2,1) +

(1− t)2(1− q2)(1− q3)

(1− q)2(1− qt)(1− q2t)
m(1,1,1),

P(2,1) = m(2,1) +

(
(1− t)(1− q2)

(1− q)(1− qt)
+

(1− t2)(1− q2t)

(1− qt)(1− qt2)

)
m(1,1,1),

P(1,1,1) = m(1,1,1)

のようになります。

3 Macdonald多項式の tableau和表示

ここでは Macdonald多項式の tableau和表示を紹介します。準備としてまず、組合せ論や

表現論で登場するいくつかの対象を紹介します。

自然数の分割 λ = (λ1, λ2, · · · , λn) に対し、正方形の箱を左端をそろえて 1行目に λ1 個、2

行目に λ2 個、· · ·、n行目に λn 個並べた図形を Young図形といいます。例えば自然数の分割
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を λ = (4, 2, 1) とすると、対応する Young 図形は となります。これから分かる

ように自然数の分割と Young図形の間には 1対 1の対応があるので、以後、自然数の分割と

対応する Young図形を同一視して話を進めます。この Young図形の各箱に数を入れてできる

図形を tableauといいます。ここで Young図形に入れる数に次のような規則を設けた tableau

を semi-standard tableauといいます。

規則： 1. 同じ行にある数は左の数より右の数の方が等号付きで大きい

2. 同じ列にある数は上の数より下の数の方が大きい

例えば、上記の例で用いた自然数の分割 λ = (4, 2, 1) に対し
1 2 2 5

3 3

4

は semi-standard

tableauの一つです。

自然数 nの分割 λ = (λ1, λ2, · · · , λn)に対応する Young図形に対し semi-standard tableau

T を一つ固定します。T の i 行目にある数 j の個数を θi,j とし、λ
(j)
i =

∑j
k=i θi,k、θ(i) =

θ1,i + · · ·+ θi,i (1 ≤ i ≤ n)とします (このとき λi =
∑n

k=i θi,k と表せることに注意しておき

ます)。標準的な shifted factorialの記号を (x; q)n =
∏n−1

k=0(1− qkx) とするときMacdonald

は次の定理を得ました (ここでの話に合うように少し記述は変えてあります)。

Theorem 3.1 ([M]).

Pλ(x; q, t) =
∑
T

ψT (q, t)x
T (T : semi-standard tableau), (3.1)

ここに

ψT (q, t) =

n∏
k=1

∏
1≤i≤j≤k−1

(q−λ
(k)
i +λ

(k−1)
j +1t−j+i−1; q)θi,k

(q−λ
(k)
i +λ

(k−1)
j t−j+i; q)θi,k

(q−λ
(k)
i +λ

(k)
j+1t−j+i; q)θi,k

(q−λ
(k)
i +λ

(k)
j+1+1t−j+i−1; q)θi,k

,

xT = xθ(1)

1 xθ(2)

2 · · ·xθ(n)

n

とする。

この Theorem 3.1 の (3.1) で与えられた、Macdonald多項式の semi-standard tableauに

よる和公式を A型Macdonald多項式の tableau和表示といいます。

4 A型変形W 代数の定義

ここでは A型変形W 代数の定義を紹介します。変形W 代数はW 代数を q, t変形した代数

です。理論物理学における共形場理論の分類のため Zamolodchikovが導入したW 代数は、い

くつかの場合を除いて生成元と関係式で表せないことが知られています。同様に変形W 代数

も生成元と関係式で表せないのですが “基本的な”生成元というものがあって、それを用いて具
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体的な計算を行います。以後、未定義用語がいくつか登場しますが、具体的な計算に関係しな

い箇所の詳細は省略することにしますので、あまり気にせず読み進めてもらえれば幸いです。

まず、Fock空間上の作用素 Λi(z) (i = 1, · · · , n)を次の作用素積展開

Λi(z)Λj(w) = γi,j(w, z) : Λi(z)Λj(w) :,

γi,j(z, w) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(z − tw)(z − w/t)

(z − w)2
(i = j),

(z − qw)(z − w/t)(z − tw/q)

(z − w)3
(i < j),

(z − w/q)(z − tw)(z − qw/t)

(z − w)3
(i > j)

で定めます。ここに : · · · : は正規化順序を表すこととします。Feigin-Frenkel や粟田-久保-小

竹-白石によって An−1 型変形W 代数の “基本的な”生成元は次のように定められました。

Definition 4.1 ([FF],[AKOS]). 不定元を x1, x2, · · · , xn とする。An−1 型変形W 代数の生

成元 T (z)は
T (z) = x1Λ1(z) + x2Λ2(z) + · · ·+ xnΛn(z)

と表される。

An−1 型変形W 代数の生成元はDefinition 4.1 で与えられた生成元 T (z)から “fusion構成”

という方法で作り出します。ランク nが n = 2, 3の場合には生成元間の関係式を書き下すこと

ができますが、それ以上のランクで生成元間の関係式を書き下すことはできていないようです。

ここで生成元 T (z)の積を計算してみると

T (z1)T (z2)

= (x1Λ1(z1) + x2Λ2(z1))(x1Λ1(z2) + x2Λ2(z2))

= x2
1Λ1(z1)Λ1(z2) + x1x2Λ1(z1)Λ2(z2) + x1x2Λ2(z1)Λ1(z2) + x2

2Λ2(z1)Λ2(z2)

= x2
1γ1,1(z2, z1) : Λ1(z1)Λ1(z2) : +x1x2γ1,2(z2, z1) : Λ1(z1)Λ2(z2) :

+x1x2γ2,1(z2, z1) : Λ2(z1)Λ1(z2) : +x2
2γ2,2(z2, z1) : Λ2(z1)Λ2(z2) : (4.1)

のようになります。

5 A型変形W 代数とMacdonald多項式の tableau和表示

ここでは An−1 型変形W 代数の m点真空期待値からMacdonald多項式の tableau和表示

が得られることを見ます。

自然数 mの分割 λ = (λ1, λ2, · · · , λl)と関数 f(z1, . . . , zn) に対して、変数を特殊化する写
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像 ϕ
(ζ)
λ を

ϕ
(ζ)
λ : F(z1, . . . , zn) −→ F(y)

f(z1, . . . , zn) �→ f(y, q−1y, . . . , q−(λ1−1)y,
ζy, q−1ζy, . . . , q−(λ2−1)ζy,
. . . ,
ζl−1y, q−1ζl−1y, . . . , q−(λl−1)ζl−1y)

と定めます。ここで An−1 型変形W 代数のm点真空期待値とは

〈0 |T (z1)T (z2) · · ·T (zm)| 0〉

のこととします。この真空期待値の規格化を

〈0 | : Λi1(z1)Λi2(z2) · · ·Λim(zm) : | 0〉 = 1 for 1 ≤ m ≤ n, ij ∈ {1, · · · , n} (1 ≤ j ≤ m)

としておきます。このとき私達は次の結果を得ました。

Theorem 5.1 ([FHSSY]). 任意の自然数mの分割 λに対し、次を得る。

lim
ζ→t

ϕ
(ζ)
λ (〈0 |T (z1)T (z2) · · ·T (zm) | 0〉) = cλPλ(x; q, t) (cλ については省略). (5.1)

この Theorem 5.1 (5.1)の左辺について、先に計算した T (z1)T (z2)を例に取って少し補足

をしておきます。分割 λ = (2)として計算すると ϕ
(ζ)
λ (γ2,1(z2, z1)) = 0、cλ = 1に注意すれば

lim
ζ→t

ϕ
(ζ)
λ (〈0 |T (z1)T (z2) | 0〉) = x2

1 +
(1− t)(1− q2)

(1− q)(1− qt)
x1x2 + x2

2

となります。一般に i > jに対して ϕ
(ζ)
λ (γi,j(z2, z1)) = 0となるので : Λi(z1)Λj(z2) :の係数は

0になります。つまり : Λi(z1)Λj(z2) :を i j と対応させれば、ϕ
(ζ)
λ によって semi-standard

tableau の規則に反する tableau の係数は 0 になることが分かります。各 semi-standard

tableau T に対応する正規順序化された作用素積の係数と、Theorem 3.1 (3.1)の ψT (q, t)が

等しいことを示すことで Thoerem 5.1 は証明され、つまり結果として A型変形W 代数の真

空期待値から A型のMacdonald多項式の tableau和表示が構成できることが分かりました。

6 C,D型Macdonald多項式の tableau和表示

この章では C,D型のMacdonald多項式を扱いたいと思いますが、残念ながら一般の分割 λ

に付随する C,D 型 Macdonald 多項式の tableau 和表示は今のところ得られていません。こ

こでは現在までに得られている結果を紹介したいと思います。

Koornwinder は Macdonald の枠組みを拡張し、BCn 型の Macdonald 多項式と呼

べる対称多項式 (Koornwonder 多項式) を導入しました。ここでは Koornwonder 多項
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式の退化版として Cn, Dn 型の Macdonald 多項式を紹介したいと思います。基礎体

K = Q(a
1
2 , b

1
2 , c

1
2 , d

1
2 , q

1
2 , t

1
2 )、変数 z = (z1, · · · , zn) (z−1 = (z−1

1 , · · · , z−1
n ))に対し

A+
i (z) =

(1− azi)(1− bzi)(1− czi)(1− dzi)

(abcdq−1)
1
2 tn−1(1− z2i )(1− qz2i )

∏
1≤j≤n,

j �=i

1− tzizj
1− zizj

1− tzi/zj
1− zi/zj

, A−
i (z) = A+

i (z
−1)

(i = 1, . . . , n) とし、K[z±] = K[z±1
1 , z±1

2 , · · · , z±1
n ]上の差分作用素を

Dz =
n∑

i=1

A+
i (z)(Tq,zi − 1) +

n∑
i=1

A−
i (z)

(
Tq−1,zi − 1

)
と定めます。BCn 型のWeyl 群 W = {±1}n � Sn は K[z±] に添数の入替えと変数を逆数

にする操作で作用するとし (分割 μ にも整合的な作用をするとします)、monomial 多項式を

mμ(z) =
∑

ν∈W.μ

zν と定めます。このとき Koornwinderは次の定理と命題を得ました。

Theorem 6.1 ([K]). 自然数の分割 λ に対し、次の条件を満たす対称多項式 Pλ(z) ∈ K[z±]

が唯一存在する:

(1) Pλ(z) = mλ(z) +
∑
μ<λ

cλμmμ(z) for some cλμ ∈ K,

(2) DzPλ(z) = (

n∑
i=1

(
αtn−iqλi + α−1t−n+iq−λi

)− n∑
i=1

(
αtn−i + α−1t−n+i

)
)Pλ(z),

ただし α = (abcdq−1)
1
2 .

Proposition 6.2 ([K]). Pλ(z) のパラメータ a, b, c, d を b
1
2 , q

1
2 b

1
2 ,−b

1
2 ,−q

1
2 b

1
2 (resp.

1, q
1
2 ,−1,−q

1
2 )に取り換えると Cn(resp. Dn)型のMacdonald多項式となる。

自然数 rの分割を (r)とし P
(C)
(r) (x; q, t, T )、P (D)

(r) (x; q, t)をそれぞれCn、Dn型のMacdonald

多項式、添数の集合を I = {1, 2, · · · , n, n, n− 1, · · · , 1}とします。まず、私達は Lassalleに

よる次の予想を証明しました。

Theorem 6.3 ([HNSS], (Conjecture 1, Conjecture 2 [L])). 自然数 r に対して

Gr(x; q, t) =
∑

θ1+θ2+···+θ1=r

∏
i∈I

(t; q)θi
(q; q)θi

x
θ1−θ1
1 x

θ2−θ2
2 · · ·xθn−θn

n ,

(ただし θi, θi ≥ Z≥0 (i = 1, 2, · · · , n)) とすると

Gr(x; q, t) =

[r/2]∑
i=0

(t; q)r−2i

(q; q)r−2i
P

(D)
(r−2i)(x; q, t)

(t; q)i(t
nqr−2i; q)i

(q; q)i(tn−1qr−2i+1; q)i
,

=

[r/2]∑
i=0

(t; q)r−2i

(q; q)r−2i
P

(C)
(r−2i)(x; q, t, T )T

i (t/T ; q)i(t
nqr−2i; q)i

(q; q)i(Ttn−1qr−2i+1; q)i
.
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同値なこととして

P
(D)
(r) (x; q, t) =

(q; q)r
(t; q)r

[r/2]∑
i=0

Gr−2i(x; q, t)t
i (1/t; q)i(t

nqr−i; q)i
(q; q)i(tn−1qr−i; q)i

1− tnqr−2i

1− tnqr−1
,

P
(C)
(r) (x; q, t, T ) =

(q; q)r
(t; q)r

[r/2]∑
i=0

Gr−2i(x; q, t)t
i (T/t; q)i(t

nqr−i; q)i
(q; q)i(Ttn−1qr−i; q)i

1− tnqr−2i

1− tnqr−1
.

次に C、D 型の変形 W の定義を紹介します。Frenkel-Reshetikhin は Fock 空間上の Cn

(resp. Dn)型の作用素 Λi(z) (i ∈ I) をそれぞれ次の作用素積展開で定めました:

Λi(z)Λj(w) = γi,j(z, w) : Λi(z)Λj(w) :,

γi,j(z, w) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 (i = j),

γ(w/z) (i < j, j �= ī),

γ(z/w) (i > j, j̄ �= i),

γ(w/z)γ(qti−n−1w/z) (i < j, j = ī),

γ(z/w)γ(qti−n−1z/w) (i > j, j̄ = i),

(
resp. γi,j(z, w) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 (i = j),

γ(w/z) (i < j, j �= ī),

γ(z/w) (i > j, j̄ �= i),

γ(w/z)γ(q2(i−n+1)t−2(i−n+1)w/z) (i < j, j = ī),

γ(z/w)γ(q2(i−n+1)t−2(i−n+1)z/w) (i > j, j̄ = i)

)
,

ただし γ(z) =
(1− z/q)(1− qz/t)

(1− z)(1− z/t)
.

Definition 6.4 ([FR]).不定元を x1, · · · , xn とする。Cn、Dn 型変形W 代数の生成元 T (z)は

T (z) = x1Λ1(z) + · · ·+ xnΛn(z) +
1

xn
Λn(z) + · · ·+ 1

x1
Λ1(z)

と表される。

このとき私達は Theorem 6.3 の結果を用いることで次を得ました。

Theorem 6.5 ([HNSS]).Cn、Dn型変形W 代数の r点真空期待値 〈0|: T (z1) · · ·T (zr): |0〉を特
殊化した 〈0| : T (z)T (q−1z) · · ·T (q−(r−1)z) : |0〉 はそれぞれ P

(C)
(r) (x; q, t, t2/q)、P

(D)
(r) (x; q, t)

と等しい。

具体的には次のようになります。

P
(C)
(r) (x; q, t, t2/q) =

(q; q)r
(t; q)r

∑
θ1+···+θn+θn̄+···+θ1̄=r

∏
k∈I

(t; q)θk
(q; q)θk

×
∏

1≤k≤n

(tn−k+1qθk+···+θk+1 ; q)θk̄(t
n−k+2qθk+1+···+θk+1−1; q)θk̄

(tn−k+2qθk+···+θk+1−1; q)θk̄(t
n−k+1qθk+1+···+θk+1 ; q)θk̄

x
θ1−θ1̄
1 · · ·xθn−θn̄

n ,
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P
(D)
(r) (x; q, t) =

(q; q)r
(t; q)r

∑
θ1+θ2+···+θ

1
=r

θnθn=0

∏
k∈I

(t; q)θk
(q; q)θk

×
∏

1≤l≤n−1

(qθl+1+θl+2+···+θl+1tn−l; q)θl(q
θl+θl+1+···+θl+1+1tn−l−1; q)θl

(qθl+1+θl+2+···+θl+1+1tn−l−1; q)θl(q
θl+θl+1+···+θl+1tn−l; q)θl

x
θ1−θ1
1 x

θ2−θ2
2 · · ·xθn−θn

n .

これらの式に出てくるパラメ―タ θi (i ∈ I)とその条件は、柏原-中島 [KN] による量子群の

結晶基底の C 型 (resp. D 型)の tableauと呼ばれる対象のパラメータと同一視できることか

ら、私達はこの Theorem 6.5 で得られた 2 つの式を C 型 (resp. D 型)Macdonald 多項式の

tableau和表示と呼んでいます。

現在のところ得られている結果はここまでです。一般の分割 λ に対する C,D型Macdonald

多項式の tableau和表示を得ることは今後の課題です。また、Theorem 6.5 の結果は C 型変

形W 代数のパラメータが 1つ不足しているようにも思え、この tableau和表示を手掛かりに

変形W 代数を拡張できるのではないかと個人的には考えています。

長くなりましたが紙面も尽きたようですので、このあたりで擱筆させて頂くことに致します。

私の力不足ゆえに読みづらい個所もあると存じますが、何卒御容赦頂けると幸いです。
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格子上の場の理論における伝搬関数のスペクトル表示に

ついて

臼井耕太（北海道大学大学院理学院）

概要

このテクニカルレポートでは，格子近似された場の量子論における，伝搬関数のスペクトル

表示について概説する．

1 ミクロな現象と量子力学

極微の世界の素粒子たちは，我々の素朴な直観とは相容れない，きわめて不思議な振る舞い

をする．例えば，古典物理学においては粒子であるとされていた電子は，回折や干渉など，波

動現象に特有の振る舞いを示すことが実験的に確認されている．一方，古典的には波動である

と理解されていた光は，定まったエネルギーと運動量を持つ粒子としての振る舞いも示すこと

も実験により見いだされている．

ミクロの世界のこのように不思議な現象は，20世紀はじめに発見された量子力学により，大

変うまく記述されることがわかっている．量子力学においては，粒子はもはや「小さな粒」で

はなく，古典物理学的な言葉では記述しようのない，粒子でも波でもない「何か」なのであり，

その正確な記述は量子力学によらなければならない．そこで，von Neumannが整備した現代的

な量子力学の枠組みを手短に解説することから始めよう．

1.1 状態と物理量

ある物理系の解析において重要となる対象は，「状態*1」と「物理量」である．話を具体的に

するために，1 つの粒子が 3 次元ユークリッド空間をポテンシャル V の元で運動する力学系
を考えよう．ここにポテンシャルとは，数学的には関数 V : R3 → Rのことであり，物理的に
は，ポテンシャルの値 V(x)が，位置 x ∈ R3 にある粒子のポテンシャルエネルギー（位置エネ

ルギー）を表す．

古典力学においては，この系の力学的状態は粒子の位置 x ∈ R3 と運動量 p ∈ R3（または速

度）の組 (x, p) ∈ R6 を指定することによって，系の力学的状態が完全に定まると考える．すな

わち，この系の状態の空間は R6 である．また，古典力学でのこの系の物理量とは，状態空間

R
6 上の関数のことである．例えば，粒子の力学的エネルギーを表す物理量は Hamiltonianと呼

ばれ，写像

H : R6 → R, H(x, p) =
p2

2m
+ V(x)

で与えられる．

*1 細かい注：以下の記述において，「状態」とは「純粋状態」のことを指す．
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一方で，量子力学においては，力学系の状態は，ある可分な Hilbert空間H の単位ベクトル
で指定されると考える．また，この系の物理量とは，H 上の（有界とは限らない）自己共役作
用素のことである．上の例の力学系ならば，例えば状態の Hilbert空間としてH = L2(R3)をと

ることができる．このとき，系のエネルギーを表す自己共役作用素は（これも Hamiltonianと

呼ぶ）ポテンシャル V に対する適当な仮定*2の下で

H =
1

2m
Δ + V

で与えられる．ただし，Δは一般化された Laplacianであり，V は関数 V によるかけ算作用素
を表す．

1.2 測定値と時間発展

次に，「測定値」に関して述べよう．

古典力学においては，状態 (x, p) ∈ R6 において物理量 A : R6 → Rを測定したときに得られ
る測定値は，確実に関数の値 A(x, p)である．従って，力学を決める運動方程式を適当な初期条

件のもとで解くことにより，時刻 t ∈ Rにおける状態 (x(t), v(t))が求まり，そこから時刻 t ∈ R
での物理量 Aの測定値 A(x(t), v(t))が知れる．
一方，量子力学では，事情が劇的に異なる．量子力学の設定の下で，状態 ψ ∈ H において物
理量 Aを測定することを考えよう．ここにH は系の状態を表す可分な Hilbert空間，Aはそこ
で働く自己共役作用素である．さて，実験によると，ミクロの世界においては，ある定まった

状態 ψ を用意して，ある特定の物理量 A を測定するという実験を複数回行うと，実験のたび
に得られる測定値は異なる．量子力学においては，この観測事実を反映して，同じ状態におい

て同じ物理量を測定しても，各回の測定値が確率的に分布すると考える．そして，その確率分

布を計算する枠組みを与えるのである*3．すなわち，測定値が確率分布するのは，状態に対す

る情報の不足ではなく，それこそがミクロの世界の本性であるととらえるのである．具体的に

は，次のようになる．状態 ψ で物理量 A を測定したときの測定値は，（定まった数ではなく）
ある確率空間 (Ω, P)上の確率変数 XA,ψ : Ω→ Rである．XA,ψ の分布 PXA,ψ は

PXA,ψ (J) = P(XA,ψ ∈ J) = ||EA(J)ψ||2, A ∈ B(R)

で与えられる．ただし，EA(·)は Aのスペクトル測度*4であり，略記法

(XA,ψ ∈ J) := {ω ∈ Ω | XA,ψ(ω) ∈ J}

を用いた．

量子力学の時間発展は，状態の Hilbert 空間 H で働く強連続 1 パラメータユニタリ群

{U(t)}t∈R によって支配される．時刻 t = 0のとき，系が ψ ∈ H で表される状態にあったとする

*2 例えば，V が Laplacianに関して相対有界で，その相対限界が 1以下であればよい（Kato-Rellichの定理）．
*3 古典力学の枠組みでは，同じ物理量を複数回測定して得られる値が確率的に分布しているならば，測定時の状態自体

が確率分布をしていたと考えるしかない．すなわち，古典力学の設定では，測定値が定まらないのは状態に対する情

報の不足であると考えることになる．
*4 ここでの記述から明らかなように，量子力学における確率解釈は，自己共役作用素のスペクトル定理に本質的に依っ

ている．この意味で，物理量が（単に対称作用素ではなく）自己共役作用素であると要求していることはきわめて本

質的である．一般に，具体的な量子力学系の解析においては，素朴に構成した物理量が対称作用素であることは容易

に分かるが，その自己共役性は全く明らかでない事が多い．物理学の文献においては，物理量（特に Hamiltonian）

が自己共役であるかどうかという問題は無視されることが多いが，物理量の自己共役性を示す問題は，単なる数学的

は問題などでは決してなく，物理的に重要な意味を持つことをここで強調しておきたい．
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と，時刻 tでは，系の状態は ψ(t) := U(t)ψになる*5．そして，この {U(t)}t∈R の生成子こそが系
のエネルギーを表す Hamiltonianである*6．状態の時間発展 t �→ ψ(t)が与えられると，物理量
Aの測定値の期待値の時間発展が予言できる．時刻 tにおいて，物理量 Aを測定したときに得
られる値の期待値は，スペクトル定理により∫

Ω

XA,ψ(t) dP =
∫
R

λ dPXA,ψ (λ) =

∫
R

λ d||EA(λ)ψ(t)||2 = 〈ψ(t), Aψ(t)〉H (1)

で与えられる事が分かる．

2 場の量子論と格子正則化

高エネルギーににおいては，素粒子たちは生成消滅を起こす．このような物理系を記述する

には，無限自由度の量子力学，すなわち，場の量子論を扱わなければならない．また，特殊相

対性理論を考慮することも必要になってくる．そこで，以下では特殊相対論的な場の量子論を

考察しよう*7．ここでも話を具体的にするために，電荷を持たないスピン 0の中性粒子が相互

作用をしながら生成消滅を繰りしている量子系を例として考えることにする．

まず，はじめに断っておかなければならないが，相対論的な場の量子論の具体的で現実的な

模型には，（素粒子の標準模型も含めて）数学的に厳密な定義が今のところ存在しない．従っ

て，この章の記述は数学的な厳密さにはこだわらずに行う．途中，数学的には全く無意味な式

も多く登場することをあらかじめ了承されたい．

2.1 Green関数の経路積分表示

H を系の状態の Hilbert空間としよう．量子場とは，H 上の対称作用素に値をとる*8
R

4 上の

超関数のことである．この超関数核を φ(x)と書く．物理的には，量子場は，時空の各点におい

て粒子を生成または消滅させる作用を持つものである．この系の物理量は，この量子場を用い

て構成される．例えば，今考えている系の全エネルギーを表す Hamiltonian H は，

H =
∫
R3

d3 x
{

1

2

(
∂φ(x)

∂t

)2

+
1

2

∣∣∣∇φ(x)
∣∣∣2 + 1

2
m2φ(x)2 +

λ

4!
φ(x)4

}
(2)

で与えられる．ここで λ > 0は，結合定数と呼ばれる定数で，相互作用の強さを表す．

場の量子論においては，真空と呼ばれる特別なベクトルが存在する．これは，粒子が一つも

存在しない状態を記述する単位ベクトルである．この真空を Ωと書くことにしよう．場の量子

論において興味のある対象は，場の n点 Green関数と呼ばれる

〈Ω, φ(t1, x1)φ(t2, x2) . . . φ(tn, xn)Ω〉H , t1 > t2 > · · · > tn, (3)

*5 ただし，この間に系に対する測定は行わないとする．
*6 ここからも，Hamiltonianが自己共役作用素であることは本質的であることが分かる．
*7 自然界の基本的な相互作用は，重力，電磁力，弱い相互作用，強い相互作用，の 4つである．重力以外の 3つの相互

作用を量子論的に記述する物理理論は既に確立されており（ただし，数学的な，あるいは論理的に厳密な観点からは

未だに完成にはほど遠い），素粒子の標準模型とよばれている．この理論は，現在までに得られている素粒子の世界

の観測事実を非常に良く説明する（標準模型では説明しきれない観測事実も一部存在し，それらをも説明しうる理論

が模索されているが，まだ決定版と言ったものはないようである．）．標準模型は，Weinberg-Salamの電弱統一理論

（弱い相互作用と電磁気学を統一する理論）と量子色力学（強い相互作用を記述する理論）からなり，これらはいず

れもゲージ対称性と特殊相対論的な対称性（Lorentz対称性）を持つ場の量子論である（と期待される）．
*8 量子場が対称作用素であることは，対応する粒子が電荷を持たない事に対応する．量子場自体は物理量である必要は

ないので，自己共役性は要求されない．
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である．これらの関数から，散乱断面積や粒子の寿命など物理的に重要な様々な量が計算され

る．特に n = 2の場合の

〈Ω, φ(t1, x1)φ(t2, x2)Ω〉H , t1 > t2, (4)

が重要で，伝搬関数（propagator）と呼ばれる．

形式的，発見法的議論によれば，n点 Green関数は次の「積分」で計算される：

〈Ω, φ(t1, x1)φ(t2, x2) . . . φ(tn, xn)Ω〉H =
∫ Dϕ eiS (ϕ)ϕ(t1, x1)ϕ(t2, x2) . . . ϕ(tn, xn)∫ Dϕ eiS (ϕ)

, (5)

ただし，ϕ : R4 → Rであり，上の積分の測度Dϕは

Dϕ =
∏
x∈R4

dϕ(x).

で“定義”される Lebesgue測度の無限直積である．また，S (ϕ)は作用と呼ばれる ϕの汎関数

で，Hamiltonianが (2)で与えられる系に対しては，

S (ϕ) =

∫
R4

d4 x
{

1

2

(
∂ϕ(x)

∂t

)2

− 1

2

∣∣∣∇ϕ(x)
∣∣∣2 − 1

2
m2ϕ(x)2 − λ

4!
ϕ(x)4

}
(6)

となる．表示 (5)を Feynmanの経路積分表示という．

2.2 格子正則化

ここで，無意味な表式 (5)に意味を与えるために，右辺を正則化することを考えよう．まず，

(5)の右辺に現れる振動積分の特異性を解消するために，時空を“ユークリッド化”する．(5)

が時刻が純虚数の点 iR × R3 を含む領域にまで解析接続できたとして，τ j ∈ Rに対して (5)に

t j = −iτ j を代入すると（ j = 1, 2, . . . , n），

〈Ω, φ(−iτ1, x1)φ(−iτ2, x2) . . . φ(−iτn, xn)Ω〉H =
∫ DϕE e−S E (ϕE )ϕE(τ1, x1)ϕE(τ2, x2) . . . ϕE(τn, xn)∫ DϕE e−S E (ϕE )

(7)

が得られる．ただし，

ϕE(τ, x) := ϕ(−iτ, x), (8)

S E(ϕE) :=

∫
R4

dτdx
{

1

2

(
∂ϕE(τ, x)

∂τ

)2

+
1

2

∣∣∣∇ϕE(τ, x)
∣∣∣2 + 1

2
m2ϕE(τ, x)2 +

λ

4!
ϕE(τ, x)4

}
(9)

DϕE :=
∏

(τ,x)∈R4

dϕE(τ, x) (10)

とおいた（添字 E は Euclid の意味）．この手続きにより，特異な振動因子 eiS (ϕ) が姿を消し，

より性質のよい関数 e−S E (ϕE ) 現れたことに注意されたい．これを“ユークリッド化”という．

次に，自由度が無限大であることからくる問題を処理しよう．そのために，時空を有限の

格子
ΛL := {−L + 1, L, . . . , 0, 1, . . . , L]4 ⊂ Z4, L ∈ N
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で近似する．以下では記号の煩雑さを避けるため，添字 E を省略し，Euclid時空の時間変数 τ

を改めて tと書くことにする．さて，この下で格子近似された作用*9は

S lat(ϕ) =
∑
x∈ΛL

{ 3∑
μ=0

1

2

(
∂μϕ(x)

)2
+

1

2
m2ϕ(x)2 +

λ

4!
ϕ(x)4

}
(11)

となる．ただし，∂μ は μ方向の差分作用素

∂μϕ(x) := ϕ(x + eμ) − ϕ(x), μ = 0, 1, 2, 3

である（eμ は μ方向の単位ベクトル）．ここまでくると，(7)が意味を持つ．そこで，改めて格

子上の Euclid n点 Green関数を

S lat(x1, . . . , xn) :=

∫ Dlatϕ e−S lat(ϕ)ϕ(x1)ϕ(x2) . . . ϕ(xn)∫ Dlatϕ e−S lat(ϕ)
, (12)

Dlatϕ :=
∏
x∈ΛL

dϕ(x) (13)

により定義する．右辺は通常の |ΛL|次元 Lebesgue積分であり S lat の形から可積分性も明らか

であろう．

以上の手続きを格子正則化といい，作用汎関数 S lat の形を決めるごとに定まる上の数学モデ

ルを格子上の場の理論という．場の量子論の格子正則化は，Wilsonが 1974年に始めて提唱し

た [1]．ここでは，もっとも単純な中性スカラー場の理論を考察したが，Wilsonは，強い相互

作用を記述する量子色力学（Quantum Chromodynamics, QCD）をゲージ対称性を保ったまま

格子正則化することに成功したのである．(14)の右辺の測度

∫ Dlatϕ e−S lat(ϕ)
(
. . .

)
∫ Dlatϕ e−S lat(ϕ)

は R|ΛL | 上の確率測度であるから，例えば Monte Carloシミュレーションによって数値的に計

算をすることが可能である*10．形式的摂動論を用いることのできない QCDの解析にはこの手

法はきわめて有用である．

3 量子論の再構成

場の量子論の格子正則化は，以上のようにして行われるが，これが本当に量子論の系を定義

しているかどうかは自明とはほど遠い問題である．

Wilsonが提唱した格子正則化された QCDに関しては次の事実が知られている [2, 3]．

Theorem 3.1 (Lüscher). 格子正則化された Wilsonの QCD模型から，状態ベクトルの Hilbert
空間およびその上で働く Hamiltonian が自己共役作用素として定まり，(5) 相当する式を満

たす．

*9 正確には ΛL の境界条件を定める必要がある．ここでは，例えば周期的境界条件を選ぶことにする．
*10 この状況は，QCDのようにゲージ場が存在する系でも変わらない．実際，QCDの解析を目的として，格子 QCDを

用いた大規模な数値計算が数多く行われてきており，膨大な研究の蓄積がある．
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Theorem 3.2 (Osterwalder-Seiler). 格子正則化された Wilsonの QCD模型は，Reflection Posi-
tivityと呼ばれる条件（定義は後述の (A3)を参照）を満足する．また，Reflection Positivityを
満足する格子模型は，（Wilson QCD に限らず）対応する状態ベクトルの Hilbert 空間および
Hamiltonianを持つ．

ここでの目的は，より一般的，抽象的な設定で，格子正則化された場の理論の模型から量子

論を構成し，伝搬関数に対する有用な表示を示すことである．まず，「格子正則化された場の理

論」を抽象的に，次のように定義することにしよう．ただし，簡単のため，以下では複素スカ

ラー場（物理的には電荷を持ったスピン 0の粒子に対応する場）の場合を考えることにする．

Definition 3.1. 格子正則化された場の理論とは，次の (i)(ii)を満たす数学的対称の組 (A, 〈·〉)で
ある．

(i) Aとは，各点 x ∈ Zd に付随する格子上の場 ϕ(x) ∈ Cに対して
{ϕ(x), ϕ(x)∗, 1}x∈Zd

で生成される多項式の全体である．

(ii) 〈·〉 : A→ Cは線形写像で 〈1〉 = 1を満たすものである．〈·〉を期待値汎関数という．

前節との関係でいえば，〈·〉は a ∈ Aが a = ϕ(x1)ϕ(x2) . . . ϕ(xn)の形のとき，

〈ϕ(x1)ϕ(x2) . . . ϕ(xn)〉 := lim
L→∞

∫ Dlatϕ e−S lat(ϕ)ϕ(x1)ϕ(x2) . . . ϕ(xn)∫ Dlatϕ e−S lat(ϕ)
, (14)

Dlatϕ :=
∏
x∈ΛL

dϕ(x) (15)

で与えられる汎関数である．格子作用 S lat を選ぶことは，汎関数 〈·〉を選ぶことに対応する*11．

以下では，汎関数 〈·〉として適当な条件を満足するものを考える．そのために，少し記号を準
備しよう．

まず，Aで働く時間反転の作用素 θを次のように定める．Generatorに対しては

θϕ(t, x) = ϕ(−t + 1, x)∗, θϕ(t, x) = ϕ(−t + 1, x)∗, θ1 = 1

により定義し，一般の Aの元には関係式

θ(ab) = θ(b)θ(a), θ(λa + μb) = λ∗θ(a) + μ∗θ(b)

により延長する．次に，y ∈ Zd に対して，並進作用素 τy ∈ AutAを

τyϕ(x) = ϕ(x + y), τyϕ(x)∗ = ϕ(x + y)∗, τy1 = 1

で定める．また，{ϕ(t, x), ϕ(t, x)∗, 1}t≥1 で生成される多項式環（Aの部分代数）を A+ と書く．

以上の記号の準備のもとで，ここで考察する理論に対する仮定 (A1)-(A4)を述べよう*12．

*11 格子上の場の理論から連続時空における場の理論に移行するには，2つの極限 (1)格子間隔をゼロにする (2)格子サ

イズ Lを無限大にする，を考える必要がある．(1)を連続極限，(2)を熱力学極限という．(2)の熱力学極限について

はある程度理解されており，本質的に難しいのは (1)の連続極限である．ここでは，熱力学極限をとった後の格子上

の理論を考えている．これは，理論の並進対称性を回復させるためであるが，実際に数値計算に用いられる QCDな

どの模型はもちろんすべて有限体積のものである．
*12 例えば，Wilsonが提唱した格子 QCDはこれらの条件をすべて満たしている．しかし，具体的な模型がこれらの条件

を満足することを示すのは，それほど自明な問題ではない（特に (A3)の証明）．
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(A1)（エルミート性）

〈a〉 = 〈a〉∗ , ∀a ∈ A.
(A2)（並進対称性）

〈τx(a)〉 = 〈a〉 , ∀a ∈ A,∀x ∈ Zd.

(A3)（Reflection Positivity）
〈θ(a) a〉 ≥ 0, ∀a ∈ A+.

(A4)（相関関数の多項式有界性）任意の a, b ∈ Aに対して定数 Ca,b > 0と自然数 n ∈ Nが存在
して，

| 〈b τx(a)〉 | ≤ Ca,b(1 + |x|n), x ∈ Zd.

具体的な作用の形を与えることなく，これらの条件のみから，全く抽象的に量子力学の系が

再構成できることが示せる．

Theorem 3.3. (A, 〈·〉)を条件 (A1)-(A4)を満たす格子上の場の理論とせよ．このとき，状態ベ
クトルの Hilbert 空間と，その上に働く Hamiltonian 作用素 H および運動量作用素 Pj, ( j =
1, 2, . . . , d − 1)が構成される．これらはすべて自己共役であり，作用素の組 (H, P1, . . . , Pd−1)は

強可換である．さらに，結合スペクトル測度 σJ(H, P1, . . . , Pd−1) は [0,∞) × [−π, π]d−1 に含ま

れる．

この定理の証明をみれば分かるのだが，この系の運動量作用素が有界になるのは，実は格子

間隔が有限であることの反映である*13．従って，格子間隔を有限にするという正則化は，運動

量の大きい所からの寄与を取り除くことに相当していると言えよう．この意味で，格子正則

化された場の理論は，いわゆる紫外切断（ultraviolet cutoff）の入った場の理論と見なせるので

ある．

4 伝搬関数のスペクトル表示

Thorem 3.3により存在が保証される結合スペクトル σJ(H, P1, . . . , Pd−1)は，場の量子論にお

いて，量子的粒子の質量などの系の物理的情報を担う重要な量である．そこで，抽象的に構成

されたこれらの作用素の結合スペクトルと，格子上の場の理論から具体的に計算できる量（典

型的には n点 Green関数）の関係がつくことが望まれる．その要求に応えるのが次の定理であ

り，このテクニカルレポートの結論である．

Theorem 4.1. (A, 〈·〉) を条件 (A1)-(A4) を満たす格子上の場の理論とせよ．このとき，x =
(2m+1, x)（m = 0, 1, 2, . . . , x ∈ Zd−1）に対して，2点 Green関数 〈ϕ(x)ϕ(0)〉は (H, P1, . . . , Pd−1)

の結合スペクトル測度 σJ(H, P1, . . . , Pd−1)に台を持つ d 次元 Borel測度 ρを用いて次のように
書ける：

〈ϕ(x)ϕ(0)〉 =
∫
σJ (H,P1 ,...,Pd−1)

e−2mλ−ipx dρ(λ, p). (16)

*13 通常の連続時空においては運動量作用素は非有界になる．
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Pさらに，この表示は一意的である．

この表式 (16) は，連続時空上の場の量子論において，伝搬関数の Umezawa-Kamefuchi-

Källén-Lehmann表示 [4, 5, 6] として知られる式のユークリッド格子版と見なされるべきもの

である．
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Singularities of the maps associated with Milnor

fibrations for mixed polynomials

IMI

1 Introduction

Milnor ([3])

Milnor fibration product map

[6]

Milnor mixed polynomial

([4, 5]) Milnor Milnor fibration

product map mixed polynomial

([7]) Milnor

([1]) Milnor fibration product map

mixed polynomial Milnor Milnor

fibration product map

2 Milnor

O ∈ C
n n f Vf =

f−1 (0) ⊂ C
n 2n− 1 Sε = {z ∈ C

n| ‖z‖ = ε} Kf

εf > 0 εf ε

φf : Sε \Kf → S1, φf (z) =
f (z)

|f (z)|
S1 = {eit|t ∈ R}
Milnor Fθ = φ−1

f

(
eiθ
)

Milnor 2n− 2 2n− 3

Kf Milnor Fθ ∂Fθ = Kf

Sε \Kf

φf S1 1
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Sε \Kf ht : Sε \Kf → Sε \Kf

Milnor Milnor

{ht : F0 → Ft}
n a1, . . . , an 1 m n

f weight(a1, . . . , an;m)

a1z1
∂f

∂z1
+ · · ·+ anzn

∂f

∂zn
= mf

λ

f (λa1z1, . . . , λ
anzn) = λmf (z)

a1 = · · · = an f

f weight (a1, . . . , an;m) ht : F0 → Ft

ht (z) =

(
z1 exp

(
ia1t

m

)
, . . . , zn exp

(
iant

m

))

3

f : M → N dimM ≥ dimN

dpf : TpM → Tf(p)N dimN p ∈ M f

f f

p ∈ M p x = (x1, . . . , xdimM) : UM → R
dimM

f (p) ∈ N y = (y1, . . . , ydimN) : UN → R
dimN

yk ◦ f = xk (k = 1, 2, . . . , dimN − 1)

ydimN ◦ f = −
s−1∑

k=dimN

x2
k +

dimM∑
k=s

x2
k

I = min {s− dimN, dimM − s− 1} p I

f

f

4 Milnor fibration product map

Milnor fibration product map

[6]
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n f εf εf ε φf : Sε\Kf →
S1 εg Kfg = Vfg ∩ Sε

Kfg = Kf ∪Kg Sε \Kfg = (Sε \Kf )∩ (Sε \Kg)

min {εf , εg} ε

Φ : Sε \Kfg → S1 × S1 = T 2, Φ (z) =

(
f (z)

|f (z)| ,
g (z)

|g (z)|
)

Φ Milnor fibration product map Milnor fibration product map

Milnor Milnor Hamm

[2] ε

Milnor fibration product

map f, g ε

C
n \ Vf

grad log f =

(
∂ log f

∂z1
, . . . ,

∂ log f

∂zn

)
Milnor fibration product map

Proposition 4.1. p ∈ Sε \Kfg Φ : Sε \Kfg → T 2

p, i grad log f (p) , i grad log g (p) R

Proposition 4.1

Corollary 4.2. f, g min {εf , εg}
ε Milnor fibration product map Φ : Sε \Kfg → T 2

f, g Proposition 4.1

Proposition 4.3. f, g weights (wf ;mf ) (wg;mg) mgwf =

smfwg Φ : Sε \Kfg → T 2

Σ (Φ) =

{
z ∈ Sε \Kfg

∣∣∣∣ ∂f

∂zk

∂g

∂zl
− ∂f

∂zl

∂g

∂zk
= 0 ∀k, l

}

hf,t :

Sε \ Kf → Sε \ Kf , hg,t : Sε \ Kg → Sε \ Kg Proposition 4.3

z ∈ Sε \Kfg hg,st (z) = hf,t (z)

Milnor fibration product map Φ : Sε \ Kfg → T 2 p

Φ(p) p Φ

φ−1
f (φf (p)) φg : Sε \Kg → S1
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Theorem 4.4. f, g weights (wf ;mf ) , (wg;mg) mgwf = smfwg

Milnor fibration product map Φ : Sε \ Kfg → T 2 p

Milnor Ff = φ−1
f (φf (p)) p TpFf

v1, . . . , v2n−2 ∈ C
n n× (2n− 2) V = (v1, . . . , v2n−2)

p Φ

Re
(
V THessp (−i (log g − s log f))V

)
Hessp (·) p V T V

Re(W ) W

Theorem 4.4 p p i grad log f (p) C

p n− 1 ([6])

Milnor fibration product map , ,

,

Example 4.5. f = Σn
k=1ckz

m
k , g = Σn

l=1dlz
m
l m ≥ 2

k, l ck �= 0, dl �= 0 k �= l Ak,l = ckdl − cldk �= 0

Milnor fibration product mapΦ : Sε \Kfg → T 2 m = 2

m > 2 Φ

eu ∈ C
n u 1 ζu = cu/ |cu| , ηu = du/ |du|
Φ

Σ (Φ) =
{
εeiθeu | θ ∈ R, 1 ≤ u ≤ n

}

Φ (Σ (Φ)) =
{(

ζue
miθ, ηue

miθ
) | θ ∈ R, 1 ≤ u ≤ n

}
(1, 1) Φ|Σ(Φ) : Σ (Φ) →

Φ (Σ (Φ)) m

Example 4.6. f = zm1 + zm2 (m ≥ 2) g = z1z2 Φ : Sε \
Kfg → T 2 1

Φ

Σ (Φ) =

{
εeiθ√
2
(1, ω)

∣∣∣∣ θ ∈ R, ωm = 1

}

Φ (Σ (Φ)) =
{(

emiθ, ωe2iθ
) | θ ∈ R, ωm = 1

}
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m m (m, 2)

m m (m/2, 1)

Φ|Σ(Φ) : Σ (Φ) → Φ (Σ (Φ)) m 1 m

2

Example 4.7. f, g f = z31 + z22 , g = z21 + z32
Φ : Sε \Kfg → T 2 Σ (Φ)

Σ (Φ) ⊃ {(
εeiθ, 0

)
,
(
0, εeiθ

) | θ ∈ R
}

Φ (Σ (Φ)) ⊃ {(
e3iθ, e2iθ

)
,
(
e2iθ, e3iθ

) | θ ∈ R
}

(3, 2) (2, 3)

5

5 Mixed polynomial

2n z1, . . . , zn, z1, . . . , zn f (z, z) mixed polynomial

z = (z1, . . . , zn) ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Z
n
≥0 zν = zν11 · · · zνnn

z = (z1, . . . , zn) μ = (μ1, . . . , μn) ∈ Z
n
≥0 zμ = z1

μ1 · · · znμn

f (z, z) =
∑
ν,μ

cν,μz
νzμ

Milnor mixed poly-

nomial

φf : Sε \Kf → S1, φf (z) =
f (z, z)

|f (z, z)|
ε mixed

polynomialf (z, z) ([5])

Milnor Milnor

mixed polynomial a1, . . . , an 1

m 1 λ

f
(
λa1z1, . . . , λ

anzn, λ
a1
z1, . . . , λ

an
zn

)
= λmf (z, z)
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f (z, z) weight(a1, . . . , an;m) polar weighted homogeneous

polynomial

ht (z) =

(
z1 exp

(
ia1t

m

)
, . . . , zn exp

(
iant

m

))
f
(
ht (z) , ht (z)

)
= eitf (z, z) φf (z) = f (z, z) / |f (z, z)|

φf (ht (z)) = eitφf (z) Milnor φ−1
f

(
eiθ
)

Fθ ht : C
n → C

n ht : F0 → Ft

Milnor 1 {ht : F0 → Ft}

6 Milnor fibration product map

Milnor fibration product map

f, g mixed polynomial

[7]

mixed polynomials f, g Milnor fibration product map

Φ : Sε \Kfg → S1 × S1 = T 2, Φ (z) =

(
f (z, z)

|f (z, z)| ,
g (z, z)

|g (z, z)|
)

h

dh =

(
∂h

∂z1
, . . . ,

∂h

∂zn

)
, dh =

(
∂h

∂z1
, . . . ,

∂h

∂zn

)
mixed hypersurface Vf = f−1 (0) C

n \ Vf

vf (z) = i
(
d log f (z, z)− d log f (z, z)

)
vf (z) f i grad log f(z)

Proposition 6.1. p ∈ Sε \Kfg Φ : Sε \Kfg → T 2

p, vf (p) , vg (p) R

polar weighted homogeneous polynomials f, g

Proposition 6.1

Proposition 6.2. Mixed polynomials f, g weights (wf ;mf ) , (wg;mg) polar

weighted homogeneous polynomials mgwf = smfwg p

Φ : Sε \Kfg → T 2 vf (p) , vg (p) C
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Proposition 6.2 mixed polynomials f, g Φ :

Sε \ Kfg → T 2 p ht : Sε \ Kf → Sε \ Kf

p,Φ (p) p

φg : Sε \ Kg → S1 Milnor φ−1
f (φf (p))

Φ : Sε \Kfg → T 2 h

n

Hα,β
p (h) = lim

z→p

(
∂2h

∂αk∂βl

)
k,l

, α, β = z, z

Theorem 6.3. Mixed polynomials f, g weights (wf ;mf ) , (wg;mg) polar

weighted homogeneous polynomials mgwf = smfwg

Φ : Sε \Kfg → T 2 p

Re
(
V THz,z

p (−i (log g − s log f))V
)

+ Re
(
V THz,z

p (−i (log g − s log f))V
)

+ Re
(
V

T
Hz,z

p (−i (log g − s log f))V
)

+ Re
(
V

T
Hz,z

p (−i (log g − s log f))V
)

Milnor Ff = φ−1
f (φf (p))

TpFf v1, . . . , v2n−2 ∈ C
n n× (2n− 2) V

V

Φ : Sε \ Kf → S1

Milnor fibration product map Φ , ,

, mixed polynomial

Proposition 6.1,

Proposition 6.2, Theorem 6.3 Milnor fibration product map

Proposition 4.1, Proposition 4.3, Theorem 4.4

7

Milnor fibration product map
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2

k 0 A

k A A =
⊕

i∈N
Ai

A0 = k A k〈x1, . . . , xn〉
k〈x1, . . . , xn〉 I

A = k〈x1, . . . , xn〉/I (deg xi ∈ N
+, ∀i ∈ {1, . . . , n})

A m =
⊕

i≥1 Ai

k A/m k A

A GrModA A grmodA

GrModA GrModA

A M ∈ GrModA n ∈ Z M≥n :=⊕
i≥n Mi ∈ GrModA M(n) ∈ GrModA M(n)i = Mn+i A

M,N ∈ GrModA

ExtiA(M,N) :=
⊕
n∈Z

ExtiGrModA(M,N(n))

M k M∗ := Homk(M,k)

A torsA

grmodA

tailsA = grmodA/torsA

tailsA grmodA M ∈
grmodA tailsA M tailsA

M,N ∈ grmodA M N tailsA

n ∈ Z M≥n
∼= N≥n grmodA

tailsA

Thm 2.1 (Serre’s theorem). A 1

A = k[x1, . . . , xn]/I, deg xi = 1 X = ProjA

tailsA ∼= cohX.

cohX X tailsA

A OX
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Serre tailsA ProjA

(cohX,OX) X

(tailsA,A)

(tailsA,A) tailsA

Artin-Zhang [4]

tailsA

“ ” “ ”

Artin-Stafford [2]

3 AS-regular algebras

AS-regular algebra AS-Gorenstein algebra

3.1. A d Gorenstein parameter 	 AS-

Gorenstein algebra

1. injdimA A = injdimAop A = d < ∞,

2. ExtiA(k,A) ∼= ExtiAop(k,A) ∼=
⎧⎨⎩k(	) if i = d,

0 if i �= d.

A 1 2 Gorenstein

3.2. A AS-regular algebra

1. gldimA < ∞,

2. A AS-Gorenstein algebra

AS-regular algebra AS-Gorenstein algebra AS-regular A

d gldimA AS-regular Gorenstein parameter 	

0 Artin-Schelter [1] AS
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A d AS-regular algebra 1

A A k[x1, . . . , xd]

AS-regular algebra

d AS-regular algebra (d− 1)

0 AS-regular algebra k 1 AS-regular algebra k[x]

2 AS-regular

k〈x, y〉/(xy − αyx)(λ �= 0) or k〈x, y〉/(−x2 + xy − yx)

3 AS-regular algebra Artin-Tate-Van den Bergh [3]

3 AS-regular

3.3. 3 AS-regular algebra [1], [3]

1. A

k〈x, y, z〉/(αyz + βzy + γx2, αzx+ βxz + γy2, αxy + βyx+ γz2)

deg x = deg y = deg z = 1 α, β, γ ∈ k \ {0}
α, β, γ A “P2 ”3

AS-regular algebra A 3 Sklyanin algebra

2. A
k〈x, y〉/(xy2 + y2x+ x3, yx2 − x2y)

deg x = deg y = 1 3 AS-regular algebra

4 AS-regular algebra P
3

4 AS-Gorenstein

Gorenstein AS-Gorenstein

AS-Gorenstein algebra

tailsA

gldim(tailsA) := sup{i | ExtitailsA(M,N ) �= 0 for some M,N ∈ tailsA}
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tailsA Ext N injective resolution

4.1. A A

gldim(tailsA) < ∞

tailsA

4.2. A 1 k[x1 . . . , xn]/I

gldim(tailsA) < ∞
p �= m A(p) gldimA(p) < ∞

A AS-regular algebra tailsA

AS-regular algebra AS-Gorenstein

algebra AS-Gorenstein

AS-Gorenstein

Cohen-Macaulay

Cohen-Macaulay

M ∈ grmodA

Hi
m(M) = lim

−→
n

ExtiA(A/A≥n,M)

4.3. A d AS-Gorenstein algebra i �= d

Hi
m(M) = 0 M ∈ grmodA Cohen-Macaulay

Cohen-Macaulay grmodA CMgr(A)

AS-regular algebra Cohen-Macaulay A

A d Gorenstein parameter 	 AS-Gorenstein algebra

Hi
m(A) = 0 (i �= d)

A A Cohen-
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Macaulay

Hd
m(A)

∗ ∼= Aν(−	)

A-A (−)∗ := Homk(−, k)

k Aν A

ν ∈ GrAutA b ◦m ◦ a = bmν(a) A-A

ν ∈ GrAutA

ωA = Aν(−	) −⊗A ωA grmodA

A AS-Gorenstein algebra M ∈ CMgr(A)

· · · �� F2
d2 �� F1

d1 �� F0
d0 �� F−1

d−1�� F−2
�� · · ·

i Fi Im d0 = M complete

resolution M i ΩiM Im di ΩiM

Cohen-Macaulay

CMgr(A)

4.4. A AS-Gorenstein algebra CMgr(A) CMgr(A)

• CMgr(A) CMgr(A)

• HomCMgr(A)(M,N) = HomCMgr(A)(M,N)/P (M,N) P (M,N)

AS-Gorenstein algebra Cohen-Macaulay Frobenius

[5]

CMgr(A) [1] : CMgr(A) → CMgr(A) M [1] = Ω−1M

−⊗A ωA grmodA CMgr(A)

−⊗A ωA : CMgr(A) → CMgr(A)

4.5. C k M,N ∈ C dimk HomC(M,N ) < ∞
C Serre S ∈ Autk C S ∈ Autk C

Serre M,N ∈ C

HomC(M,N ) ∼= HomC(N , S(M))∗
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Serre Serre

Thm 4.6. [8] A d ≥ 2 AS-Gorenstein algebra

1. A

2. CMgr(A) Serre −⊗A ωA[d− 1]

R R Gorenstein

CMgr(R) Serre [6]

AS-Gorenstein A

1 d Gorenstein parameter 	 AS-regular algebra

A(�)

A(�)
i =

{
Ai for 	 | i,
0 for 	 |/ i.

	 0 A(�) A

Veronese 1 2

k[x, y] Gorenstein parameter 2

A(2) ∼= k[x2, xy, y2] ∼= k[X,Y, Z]/(XZ − Y 2)

degX = deg Y = degZ = 2 AS-regular algebra A

A(�) AS-Gorenstein [4, Proposition 5.10

(3) and Remarks (1)] [7, Theorem 3.6]

4.7. 3.3 2 A 3 Gorenstein parameter 4 AS-regular algbra

A(4) AS-Gorenstein A(4)

Cohen-Macaulay CMgr(A(4)) Serre

[8] Serre n-cluster tilting
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消散型波動方程式の解の拡散現象

若杉　勇太
（大阪大学大学院　理学研究科　数学専攻　博士２年）

1. 消散型波動方程式とは？

1.1. 波動方程式の導出. 波動方程式とは，波の伝わり方を記述する微分方程式で，空
間１次元では

(1.1)
∂2u

∂t2
(t, x) − c2 ∂2u

∂x2
(t, x) = 0

で与えられます．ここで，t, x ∈ Rは時間変数と空間変数と呼ばれ，u = u(t, x)は実
数値の未知関数です（複素数値でも良いのですが，本稿では，実数値の未知関数のみ
考えます）．cは正定数で，伝播速度と呼ばれます．
さて，いきなりこの方程式が波動現象を記述すると言われてもピンとこない方も

多いと思うので，そのもっともらしさを見るために，方程式の導出過程を簡単に見て
みることにしましょう．以下の導出は，多くの本で解説されています（例えば，[31]
にもっと詳しい解説があります）．
ギターやバイオリンなどの弦が振動する状況を考えます．弦は x軸方向に張られ

ていて，x軸と垂直な方向に振動しているとします．tは時刻とし，u = u(t, x) を時
刻 t，位置 xにおける変位とします．ρを弦の線密度，T を張力とし，簡単のためこ
れらは一定であるとします．いま，弦の微小部分 [x, x + Δx]の運動を考え，これが，
例えば下の図のような状況になっていたとしましょう．

� ����

�

������

�

�����	
��

�

Figure 1. 弦の微小部分 [x, x + Δx]

このとき，

右端における張力の垂直成分 = T sin θ(t, x + Δx),

左端における張力の垂直成分 = −T sin θ(t, x)
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となっています．ここで，弦の振幅は弦長に比べて非常に小さい，すなわち，θが十
分小さいと仮定します．すると，

sin θ � θ � tan θ =
∂u

∂x

とみなせます．従って，この微小部分にかかる力の垂直成分の合計は，ほぼ

T
∂u

∂x
(t, x + Δx) − T

∂u

∂x
(t, x)

となります．よって，Newtonの運動方程式から，

(1.2) ρΔx︸︷︷︸
重さ

∂2u

∂t2
(t, x)︸ ︷︷ ︸

加速度

= T
∂u

∂x
(t, x + Δx) − T

∂u

∂x
(t, x)︸ ︷︷ ︸

力

という式が得られます．この両辺を Δxで割って Δx → 0とし，さらに c =
√

T/ρ

とおくと，
∂2u

∂t2
(t, x) = c2 ∂2u

∂x2
(t, x)

となって，方程式 (1.1)が得られました．
上の議論のように，現象から微分方程式を導くことを，モデル化といいます．数

学の役割は，このモデル化によって導かれた方程式を数学的に解析して，もとの現象
に対する知見を得ることです．これにより，このモデル化の妥当性も検証されること
になります．つまり，このモデルを解析して，現実の現象と良く合致した結果が得ら
れれば，このモデル化は妥当だと言うことができます．よって，このモデルを元に数
値計算などを行えば，現象の予測ができると期待できます．逆に，現実の現象と明ら
かに合致しない結果が出て来た場合は，モデル化の過程に何か問題があると考えられ
ます．この場合は，モデル化を再度見直して，より合理的なモデルを作ることになり
ます．この関係を図にすると下のようになります．

�� ���� �	現象
�� ���� �	モデル化

�� ���� �	微分方程式
�� ���� �	数学的事実（定理）�� �� 数学解析 ��,

検証

��
,

知見

��

さらに，この数学解析から得られた結果から，新たな現象を予想することもでき
ます．例えば，Einstein方程式の解からブラックホールの存在が予想されているのは
有名な話です．

1.2. 消散型波動方程式の導出. ここで，上述の波動方程式 (1.1)の導出において，摩
擦などの抵抗がある場合を考えてみましょう．速度に比例した抵抗（比例定数 k > 0）
が加わっているとすると，(1.2)は

ρΔx
∂2u

∂t2
(t, x) = T

∂u

∂x
(t, x + Δx) − T

∂u

∂x
(t, x) − kρΔx

∂u

∂t
(t, x)
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と書き換えられます．よって，これから消散型波動方程式

(1.3)
∂2u

∂t2
(t, x) − c2 ∂2u

∂x2
(t, x) + k

∂u

∂t
(t, x) = 0

が得られます．k ∂u
∂t (t, x)は摩擦項と呼ばれます．つまり，消散型波動方程式は抵抗

を持つ波動現象を記述するモデルと考えられます．

1.3. もう一つの導出と拡散現象. 次に，熱伝導を表す方程式である熱方程式（拡散方
程式）から，消散型波動方程式が導出されることを見てみましょう．この導出から，
本稿のテーマである，消散型波動方程式の解の拡散現象が示唆されることになりま
す．以下の議論は Li [12]に従ったものです．
空間 1次元的に無限に伸びる針金を考えます．時刻 t，点 xにおける針金の温度

を v(t, x)とし，熱流（右向きが正）を q(t, x)とします．任意の区間 [a, b]における
熱エネルギー変化 d

dt

∫ b

a
v(t, x)dx は，x = a, bにおける熱の出入り q(t, a)− q(t, b) =

− ∫ b

a
∂q
∂x (t, x)dx に等しくなるので，

d

dt

∫ b

a

v(t, x)dx = −
∫ b

a

∂q

∂x
(t, x)dx

となります．

�� �

������	�����	

Figure 2. 針金の熱伝導

さらに，[a, b]は任意の区間なので，

(1.4)
∂v

∂t
(t, x) +

∂q

∂x
(t, x) = 0

が成り立ちます．また，Fourier の法則により，熱流 q(t, x) は温度変化に比例する
ので，

(1.5) q(t, x) = −κ
∂v

∂x
(t, x)

と表せます（κ > 0は熱伝導係数）．これを (1.4)に代入すると，空間 1次元の熱方
程式

(1.6)
∂v

∂t
(t, x) − κ

∂2v

∂x2
(t, x) = 0

が得られます．ここで，(1.5)の代わりに，時間遅れの Fourierの法則

q(t + τ, x) = −κ
∂v

∂x
(t, x) (0 < τ << 1)

を仮定します．q(t + τ, x) を時刻 tで Taylor展開し，τ の 2次以降の項を捨てると，

q(t, x) + τ
∂q

∂t
(t, x) = −κ

∂v

∂x
(t, x)
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となります．これを xで微分し，(1.3)に代入すると，空間 1次元の消散型波動方程式

(1.7) τ
∂2v

∂t2
(t, x) +

∂v

∂t
(t, x) − κ

∂2v

∂x2
(t, x) = 0

が導かれます．ここで，時間遅れのパラメータ τ を 0に近づけると，形式的に熱方程
式 (1.6)が得られます．つまり，消散型波動方程式は，時間遅れの Fourierの法則に従
う熱伝導の方程式と見ることができます．上の考察から，方程式 (1.7)の解 v(τ)(t, x)
は，τ → +0としたとき，熱方程式 (1.6)のある解に近づくのではないか，と予想す
ることができます．つまり，

予想 1. 消散型波動方程式 (1.7)の解は，τ → +0としたとき，熱方程式 (1.6)の解に
近づく．

ところで，方程式 (1.7)は，パラメータ τ を持つ消散型波動方程式であり，1.2節
で導いた消散型波動方程式 (1.3)とは少し違うもののように見えます．しかし，(1.3)
において，

u(t, x) = φ(τt, τ1/2x), τ t = s, τ1/2x = y

と変数変換（スケール変換）を行うと，φ(s, y)は上の (1.7)を満たすことが分かりま
す．よって (1.3)は，上の変換を経由することによりいつでも，パラメータ τ の入っ
た消散型波動方程式と見なすことができます．sを止めたとき，τ → 0とすることは，
t → +∞ とすることと同じなので，予想１を次のように言い換えることができます．

予想 2. 消散型波動方程式 (1.3)の解は，t → +∞ のとき，熱方程式 (1.6)の解に近
づく．

この予想２が，消散型波動方程式の解の拡散現象と呼ばれる現象です．もともと
摩擦を伴った波動方程式のモデルとして導入された消散型波動方程式が，時間無限大
においては，全く違う現象であるはずの熱伝導の方程式と近いというのは，非常に興
味深い現象です．拡散現象の物理的な解釈の一つとして，多孔媒質中の圧縮性流体の
方程式系における，Darcyの法則との対応があります（詳細は省略します．[6]を参
照して下さい）．この予想２は，いろいろな設定の下で正しいことが証明されていま
す．次節以降では，この拡散現象に関して，現在までに知られている結果と，最近の
研究の進展を紹介したいと思います．

2. 線形消散型波動方程式

前節では空間 1次元，つまり x ∈ Rの場合の方程式のみ考えましたが，以降は，
空間 n次元，つまり x ∈ Rnの場合の方程式を扱っていきます．次の消散型波動方程
式の初期値問題を考えます．

(2.1)
{

utt − Δu + ut = 0, (t, x) ∈ [0,∞) × Rn,
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), x ∈ Rn,

ここで，u = u(t, x)は実数値の未知関数で，簡単のため，偏微分をut = ∂u
∂t，utt = ∂2u

∂t2，
Δu =

∑n
j=1

∂2u
∂x2

j
と表しています．u0(x), u1(x)は初期データと呼ばれ，時刻 t = 0に
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おける関数 uおよび utの値を指定するものです．本稿では簡単のため，初期データ
は全て C∞級で，有界な領域の外では値が 0（台がコンパクト）であるものだけ考え
ます．合わせて，空間 n次元の熱方程式の初期値問題

(2.2)
{

vt − Δv = 0, (t, x) ∈ [0,∞) × Rn,
v(0, x) = v0(x), x ∈ Rn

および，空間 n次元波動方程式

(2.3)
{

wtt − Δw = 0, (t, x) ∈ [0,∞) × Rn,
w(0, x) = w0(x), wt(0, x) = w1(x), x ∈ Rn

を考えます．
まずこれらの方程式に解があるのか，ということが問題になりますが，実は解の

公式が知られています．つまり，例えば (2.1) に対しては，与えられた初期データ
u0(x), u1(x) に対して，(2.1) を満たすような関数 u(t, x) が具体的に構成できます．
(2.2), (2.3)についても同様です．紙数の都合上で詳細は省きますが，これらは多く
の本で解説されています（例えば，[1, 18, 30, 32]）．
さて，消散型波動方程式の拡散現象についてですが，例として次の結果を挙げてお

くことにしましょう．これは Yang-Milani [28]によるものですが，他にも Lebesgue
空間 Lp での漸近や，導関数の漸近も含めたものなど様々な結果があります（[8, 11,
15, 17, 19]を参照）．

定理 1 (Yang-Milani [28]). uを (2.1)の解，vを初期データ v0 = u0 +u1を持つ (2.2)
の解とすると，

sup
x∈Rn

|u(t, x) − v(t, x)| = O(t−n/2−1), t → ∞

が成り立つ．

注意 2. 一般には supx∈Rn |v(t, x)| = O(t−n/2) しか言えないという事実があるので，
上の定理は，supノルムの意味で uは v に t → ∞のとき漸近することを示してい
ます．

3. 非線形消散型波動方程式

この節では非線形の微分方程式について考察します．非線形の微分方程式とは，例
えば，

(3.1)
dy(t)
dt

= y(t)2,

のような，未知関数 y(t)について線形でない項（対応 y �→ y2は線形ではない）を含
むものをいいます．先ほどの線形微分方程式と大きく異なる点は，もはや（時間大域
的な）解の存在が一般には成り立たないことです．例えば，y(0) = ε > 0として，こ
の方程式を解くと，

y(t) =
ε

1 − εt
が解となることが分かります．このグラフは，下の図のような形をしています．
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これから明らかなように，limt→1/ε y(t) = +∞となってしまい（y(t)は時刻 t = 1/ε

で爆発 (blow-up)すると言います），解 y(t)は全ての t ∈ [0,∞)で定義できないこと
が分かります．
今度は非線形項を少し変えて，y′(t) = −y(t)3という方程式を考えてみます．y(0) =

εとおくと，解は，
y(t) =

ε√
2ε2t + 1

となり，この場合は先ほどのような爆発は起こらず，解は全ての t ∈ [0,∞)で定義さ
れます．このような解を時間大域解と呼びます．このように，非線形微分方程式に対
しては，解の存在自体が問題となります．そこで非線形項の構造や，初期値の選び方
に関連して，時間大域解が存在するのか，また解が爆発するのか，といったことが盛
んに研究されています．
さて，次の非線形消散型波動方程式

(3.2)
{

utt − Δu + ut = f(u), (t, x) ∈ [0,∞) × Rn,
u(0, x) = εu0(x), ut(0, x) = εu1(x), x ∈ Rn

と，対応する非線形熱方程式

(3.3)
{

vt − Δv = f(v), (t, x) ∈ [0,∞) × Rn,
v(0, x) = εv0(x), x ∈ Rn

を考えます．以下，初期データは大きさが小さいものを考えるので，小さいパラメー
タ ε > 0 を入れておきます．ここで，f(u) は非線形項で，典型的なものとして，
f(u) = ±|u|p,±|u|p−1uの形のものがよく考察されていますが，ここでは紙数の都合
上，f(u) = |u|pの場合のみを考えます．また pは 1 < p < ∞なる範囲を動くものと
します．拡散現象の観点から，(3.2)の解は (3.3)の解と近い挙動をすることが予想さ
れ，様々な場合に検証されています．ここでは，例として臨界指数を取り上げ，その
対応を見てみることにしましょう．臨界指数とは，次のような，時間大域解の存在・
非存在の分かれ目となるような，非線形項の指数 pc のことをいいます：

p > pc ⇒ εが十分小さければ，時間大域解が存在する．

p ≤ pc ⇒ εに依らず，適当なデータ (u0, u1)に対し，解は爆発する．

対応する熱方程式 (3.3) に対しては，藤田 [4] の先駆的な研究により，臨界指数が
pc = 1 + 2/nで与えられることが示されました．Todorova-Yordanov [21]と Zhang
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[29]は，(3.2)に対しても，臨界指数は同じ pc = 1 + 2/nで与えられることを示して
います（[5, 17, 19]等も参照）．
また，p ≤ 1 + 2/nのときに，解の最大存在時間 Tε の評価が得られるか，という

問題がよく研究されています．例えば，常微分方程式 (3.1)については，既に見たよ
うに，解は t = 1/εで爆発するため，解の最大存在時間は Tε = 1/εとなります．消
散型波動方程式 (3.2)については，n = 1, 2, 3では Li-Zhou [13], 西原 [20]の結果が
ありましたが，n ≥ 4では長い間未解決でした．これについて，最近以下の結果を得
ました（大阪大学の池田正弘氏との共同研究）：

定理 3 (Ikeda-W. [7]). n ≥ 1，1 < p < 1 + 2/nかつ
∫
Rn(u0 + u1)(x)dx > 0とする

と，ある定数 C > 0があって，
Tε ≤ Cε−1/κ

と評価される．ただし κ = 1/(p − 1) − n/2．

上の指数 −1/κは，熱方程式で既に知られている指数と一致するので，消散型波
動方程式 (3.2)に対しては，臨界指数だけでなく，解の最大存在時間の評価まで，熱
方程式 (3.3)のものと対応していることが分かります．しかし，ちょうど p = 1+2/n

の場合における解の存在時間の評価は，未解決として残されています．

4. 変数係数の場合

最後に，変数係数の摩擦項を持つ場合の，非線形消散型波動方程式について少し
述べておきます．

utt − Δu + c(t, x)ut = f(u)

の形の方程式を考えます．まず線形，つまり f(u) = 0の場合ですが，望月 [16]に
より，c(t, x)が空間遠方で十分速く減衰していれば，より正確には c(t, x) ≤ C(1 +
|x|)−1−δ (δ > 0) ならば，解は波動方程式 (2.3)のある解に漸近することが示されて
います．つまり，この場合には拡散現象が起きないことが分かっています．そこで，
c(t, x)がどのような条件を満たせば，拡散現象が起きるのか，というような問題が
近年よく研究されています．c(t, x)が時間変数 tにのみ依存する場合には，Fourier
解析を用いたWirth [25, 26, 27]による一連の結果があります．c(t, x)が空間変数 x

にも依存する場合には，Todorova-Yordanov [21, 22]，池畠-Todorova-Yordanov [10]
による重み付きエネルギー法が有効で，非線形問題（f(u) = |u|p の場合）への応用
も行われています（[2, 3, 9, 14, 23, 24]）．
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双曲体積と関連する空間グラフの不変量

水澤篤彦 (早稲田大学大学院基幹理工学研究科)

1. 概要

Francisco Costantino氏と村上順氏により量子群Uq(sl2)の qを1の冪根とした整ではない表現
を通して, 向き付けられた (枠付きの)空間3価グラフの不変量（CM不変量, [1])が定義された.
今回, 横田不変量 [2]の定義の手法を用いて, この不変量を各頂点が 3価以上の向き付けられた
空間グラフの不変量に拡張した. CM不変量の四面体の辺の形のグラフを評価した値は, ある極
限操作のもと, 双曲四面体の体積に収束する. この性質の拡張として, 今回の横田型の不変量で
凸多面体の辺の形のグラフを評価した値は, ある極限操作のもとで対応する凸多面体の体積に
収束することが期待される.

2. 準備

各種の用語の定義を行う.

2.1. 空間グラフ

集合V , Eと写像φ : E → V × V の三つ組をグラフと呼ぶ. 集合V の元を頂点, Eの元を辺と

呼ぶ. グラフを自然な位相空間と見て, 3次元球面S3(またはR3)に埋め込んだ物を 空間グラフ
という. 空間グラフにおいて, 頂点から伸びている辺の本数を 価数 という. また, 一つの1次元
球面S1の埋め込みを 結び目 という. 今回は, S1の埋め込みも空間グラフの特別な場合として

扱う (ただし頂点, 辺は持たないとする). 2つの空間グラフが, 埋め込まれた空間S3またはR3

のイソトピー変形で移り合う時, 2つを同じものと見なす. また, 今回は辺に向きの付いた空間
グラフを扱う.
通常, 空間グラフを2次元平面に射影し取り扱う (π : S3 → S2 または, π : R3 → R2). このと

き, 射影図が交点として有限個の横断的な 2重点のみを持つ場合, 正則 な射影図という. 以後,
正則な射影図のみを扱う. また, 交点に, 交差する2本の線の上下の情報を与えておく (図1). こ
のことにより, 射影図から, もとの空間グラフを再現することが出来る. また, 次のことが知ら
れている. 2つの射影図が同じ空間グラフを表しているとき両者は有限回の ライデマイスター
変形 (図1)で互いに移り合う. また逆もいえる. 射影図から計算される量で, ライデマイスター
変形で不変なものは空間グラフの不変量となっている. RIとRIV の変形は, 辺自身や頂点回り
のひねりの解消操作とその逆である. 空間グラフ（結び目）で, それ以外のRII, RIII, RV の

操作のみで移り合うクラスを 枠付き の空間グラフ（結び目）という. つまり, 頂点を円板, 辺
を帯とみて埋め込んだ空間グラフ (または, 円環面の埋め込みと見た結び目)である (ただし向き
付けは入る).

2.2. 双曲四面体

3次元双曲空間のポアンカレ モデル (B3)内の四面体を考える. 一般に双曲四面体の形は, 各辺
で2面が成す6つの面角から定まる. 4頂点を無限遠 (∂B3)に持つ四面体を 理想四面体 と呼ぶ.

,

RI RII RIII RIV RV

図 1: 空間グラフの射影図の例とライデマイスター変形
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理想四面体の互いに向き合う辺の面角は等しくなることが知られており, 3つの面角から形が決
まる. また, 頂点が無限遠の外側にある四面体を考えることが出来る. この頂点は, ポアンカレ
モデルでは見ることが出来ないが, 双曲空間の射影モデル (B3)で見ると四面体の面をB3の外

側に伸ばしていき交わる点として見ることが出来る (図2). この場合, 頂点は双曲空間内にない
が, 頂点に集まる3つの面とそれぞれ垂直に交わる測地面が1つとれ, それでカットしたコンパ
クトな多面体を考えることが出来る. 4つの頂点それぞれでこのような操作を行い得られた多
面体を 切頂四面体 と呼ぶ.

,

ポアンカレモデル

↔
射影モデル

図 2: 理想四面体と切頂四面体, 切頂四面体の頂点の様子

3. 量子不変量

Lie環からは, その普遍包絡環を通じて, 量子群と呼ばれる代数が作り出される. Lie環 sl2に対
応する量子群Uq(sl2)の表現からは, 結び目, 空間グラフの不変量が導かれている. これらを総
称して 量子不変量 と呼ぶ. 本節では, 結び目に対する不変量, colored Jones多項式とその「体
積予想」と呼ばれる性質を紹介する. また, 空間グラフのCotantino-Murakami (CM) 不変量を
導入し「体積予想」と同様の性質を持つことを紹介する.

3.1. Colored Jones多項式 ([3]等参照)

結び目に対し, Uq(sl2)の2次元表現を通して定義されるのが, よく知られたJones多項式と呼ば
れる不変量である. この表現の次元を3以上に一般化して定義される結び目の不変量を colored
Jones 多項式と呼ぶ. n次の colored Jones 多項式に 1の原始n乗根 e

2πi
n を代入した値のnを大

きくしていった時の極限とS3内の結び目の補空間の双曲体積の関係を述べた予想がある.

Conjecture 3.1. (体積予想) Kを結び目, Jn[K](t)をKに対する, N次の colored Jones 多項
式とする. このとき,

2π lim
n→∞

log |Jn[K](e
2πi
n )|

n
= Vol(S3 \ K),

が成り立つと予想される. ここで, Vol( · )は双曲体積を表す. また, 補空間全体には, 双曲構造
が入らない場合でも, 単体体積と呼ばれる量に置き換えることで上記の予想がなされている.

「体積予想」は, まだ証明されていないが, 状況証拠がそろっておりおおむね正しそうである.
量子不変量は, 表現を通して組み合わせ論的に定義されているため, 幾何的な意味がはっきりし
ていないが, 「体積予想」により双曲体積との対応が示される.

3.2. Costantino-Murakami 不変量

自然数n ∈ Nを固定し, 1の原始 2n乗根を ξn = exp(π
√−1
n )と取る. a ∈ C, k ∈ Nと b − c ∈ N

となる b, c ∈ Cに対し,

{a} = ξa
n − ξ−a

n , {k}! =
k∏

j=1

{j},
[

b

c

]
=

b−c−1∏
j=0

{b − j}
{b − c − j}

とおく. Costantino-Murakami不変量は, 向き付けられた枠付き空間 3価グラフに対する不変
量で, 量子群Uξn(sl2)の整ではない表現を通して定義される. この表現は, 半整数でない複素
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数a ∈ C\1
2Zをパラメータとして持ち, aごとにn次元ベクトル空間V aの表現ρa : Uξn(sl2) →

End(V a)が定まる. グラフの各辺eiに, 表現に対応する半整数ではない複素数 Col(ei) ∈ C\1
2Z

を付け, 表現空間V Col(ei)を対応させる. この複素数を カラー と呼ぶ. なお, 表現空間とその双
対空間の合同条件より, カラー aがついた辺と, 向きを逆してカラー n − 1− aを付けた辺は同

じ物と見なせる. a = n − 1 − aとおく. （図3左）

Definition 3.2. (Admissible Coloring) 向き付けられた空間3価グラフの各辺に付けたカラー
が, 各頂点に集まる3つの辺で,

Col(ei) + Col(ej) + Col(ek) ∈ {n − 1, n, . . . , 2n − 2}

を満たすとき, このカラー付けをadmissibleなカラー付けと呼ぶ. なお, このとき辺の向き付
けはすべて頂点に向かっているとする（図3右）. admissibleなカラー付けに対しては, 頂点で
うまく表現が入ることが知られている.

a = a ,

Col(ei)

Col(ej) Col(ek)

図 3: （左）辺の向き付けとカラーの対応（右）3価頂点での様子

Costantino-Murakami不変量 〈 · 〉CM は, 次のように計算される. admissibleにカラー付けら
れた向き付けられた枠付き空間 3価グラフΓを 1つの任意の辺 eで切り開く. 領域R × [0, 1]を
考え, 1つの端点をR × {1}, もう一方をR × {0}に持っていき (ただし, 端点は射影図の上を
通っていくとする), 残りの部分がR× (0, 1)に入るように射影図を動かす. これを (1, 1)-タング
ルと呼ぶ. このタングルT を, 特異点（極大, 極小, 頂点, 交点）が丁度一つ入る帯に分割する.
Uξn(sl2)の表現によりそれぞれの帯を, 帯の下の境界の点が表す表現空間から上の境界の点が表
す表現空間ヘの準同型と見なす. すべての帯の写像を合成し, Col(e)に対応する表現空間から
それ自身への自己準同型が得られる. 表現論で知られている, Schurの補題よりこの自己準同型
は恒等写像の定数倍となる. この定数をλ(T )とおく. このとき, 次の値が不変量となる.

〈Γ〉CM = λ(T )

[
2Col(e) + n

2Col(e) + 1

]−1

.

Costantino-Murakami不変量は, 四面体の辺の形のグラフに対して, 次の性質を持つ.

Theorem 3.3. Sを双曲四面体, Γを図のようにカラーと向きが付いた四面体の辺の形のグラ
フとする. また, このグラフのCM不変量の値を右図のようにおく. Sの面角θa, · · · , θfに対し,

a

b

c
d

e

f
, 〈Γ〉CM =

{
a b c

d e f

}
tet

図 4: 四面体の辺のグラフΓとそのCM不変量の値

カラーの列an, · · · , fnをそれぞれ limn→∞ 2πan
n = π − θa, · · · , limn→∞ 2πfn

n = π − θfを満たす
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ようにとる. Sが理想四面体のとき,

lim
n→∞

π

n
log

(
(−1)n−1

{
an bn cn

an bn cn

}
tet

)
= lim

n→∞
π

n
log

(
(−1)n−1

{
an bn cn

an bn cn

}
tet

)
= Vol(S)

となる. また, Sが切頂四面体のとき,

lim
n→∞

π

2n
log

({
an bn cn

dn en fn

}
tet

{
an bn cn

dn en fn

}
tet

)
= Vol(S). (1)

Remark 3.4. Theorem 3.3で, カラーは整数値で取っている. [1]で, { · }tetの式は整数カラー

でも, well-definedであることが示されている.

4. 横田型不変量

4.1. 定義

　 〈 · 〉CMをCostantino-Murakami不変量とする. Γをadmissibleなカラーを付けた向き付けら
れた空間3価グラフ, DをΓの射影図とする. 横田不変量の定義の手法を用いて, Dに対し次の

値 〈 · 〉Y ′を定義する.
〈D〉Y ′ = 〈D〉CM

〈
D r

〉
CM

,

ここで, · は鏡像をとった射影図, · rは辺の向き付けを逆にした射影図を表す. また, 4価以上
の頂点を持つグラフに対して, 次の関係式により定義を拡張する.〈 〉

Y ′
=
∑

i

[
2i + n

2i + 1

]−1 〈
i

〉
Y ′

,

ここで, 右辺の和は, カラー iが周りの辺に対して admissibleである範囲でとるとする. 周りの
辺のカラーと向き付けは省略しているが両辺で一致しているとする. また右辺真ん中の辺の向
き付けは任意である.

Theorem 4.1. Dをadmissibleなカラーが付いた各頂点が3価以上の向き付けられた空間グラ
フの射影図とする. 〈D〉Y ′の値は, DのRI − RV の変形に対し不変であり, Dの表す空間グラ

フΓの不変量となっている.

Theorem 3.3の式 (1)の ( )の中身は, 〈 · 〉Y ′で四面体の辺の形のグラフを評価した値でもあ

る. この部分を 〈 · 〉Y ′に取り替えることにより, 次のTheorem 3.3の凸多面体への一般化が期待
される.

Conjecture 4.2. Sと双曲凸多面体, ΓをSの辺の形をしたグラフとする. Theorem 3.3のよ
うにSの各面角に対応するカラーの列をΓに付ける. このとき,

lim
n→∞

π

2n
log (〈Γ〉Y ′) = Vol(S).

ただし, この場合もカラーの列は整数値であり, 〈Γ〉Y ′の整数カラーでのwell-definednessが
問題となる. 講演では, カラーを整数値から少しずらして行った, 四角錐の辺のグラフの数値計
算の結果を紹介し, この場合でもwell-definednessや conjectureが成り立ちそうなことを示す.

参考文献
[1] F. Costantino and J. Murakami, On SL(2,C) quantum 6j-symbol and its relation to the hyperbolic

volume, preprint arXiv:1005.4277
[2] Y. Yokota, Topological invariants of graphs in 3-space, Topology 35 (1996), 77-87
[3] H. Murakami, An introduction to the volume conjecture, in “Interactions between hyperbolic

geometry, quantum topology and number theory”, 1-40, Contemp. Math. 541 Amer. Math.
Soc., Providence, RI (2011)
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タイヒミュラー空間の双正則自己同型について
（宮地秀樹氏（大阪大学）との共同研究）

大阪大学大学院理学研究科 D2 嶺山良介

この講演の目標は解析的に有限なRiemann面を底空間とするTeichmüller

空間の双正則自己同型を特徴づける, H. Royden, C. Earle, I. Kra, and V.

Markovicによる次の定理の別証明を彼らとは異なるアプローチで与える

ことである. （cf.[2],[3],[11]）

定理 1 (Royden, Earle, Kra, Markovic). Tg,n を解析的に有限なタイプ

(g, n) の Riemann 面の Teichmüller 空間とする. 3g − 3 + n > 2 かつ

(g, n) �= (1, 2)の場合, Tg,n の任意の双正則自己同型はタイプ (g, n)の曲

面の向きを保つ位相同型から誘導される. 加えて,もし (g, n) �= (2, 0)なら

ば Tg,nの正則自己同型群はタイプ (g, n)の曲面の写像類群と同型である.

• 用語の定義
Riemann面X に対するTeichmüller空間 T (X)は標識つきRiemann

面 (Y, f)の Teichmüller同値類の空間として定義される. ここで標識付

き Riemann面とは Riemann面 Y と写像 f の組である. ただし Y は X

と位相同型な Riemann 面であって標識 f は X から Y への擬等角写像

f : X −→ Y と呼ばれる特別な位相同型写像である. これは写像の「歪め

方」を表す数（最大歪曲度）が有限であるようなものとして定義される.

２つの標識付きRiemann面 (Y1, f1), (Y2, f2)がTeichmüller同値であると

は, ある等角写像 h : Y1 −→ Y2があって, これが f2 ◦ f−1
1 とホモトピック

であるときをいう. T (X)の底曲面とは X のことを指すことを注意して

おく.

Teichmüller空間 T (X)は等角構造の差を測る自明な距離を備えており,

Teichmüller距離 dT と呼ばれている. これは

dT (y1, y2) =
1

2
log inf

{
K(h)

∣∣ hは擬等角で f2 ◦ f−1
1 とホモトピック

}
で定義される. ただしここで yi = (Yi, fi) (i = 1, 2)であり, K(h)は hの

最大歪曲度である. 擬等角写像の逆写像,合成もまた擬等角写像である.

Teichmüller空間は自然な複素構造を備えていて複素多様体であること

が知られている. Teichmüller距離はこの複素構造から定まる距離である

Kobayashi距離と一致する. 従って, Teichmüller空間上任意の双正則自己

同型は Teichmüller距離に関する等長変換になる.

Riemann面の写像類群はRiemann面上の向きを保つ自己位相同型のア

イソトピー類のなす群である. 向きを保つ位相同型の作用は Teichmüller

空間の正則写像を誘導することが知られている. 従ってこの逆を示せば定

理を得ることができる.
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• これまでのアプローチ
1. 双正則自己同型の特徴付け

定理 1はH.Royden[11]によって初めて g ≥ 2かつ n = 0の場合に,「二

つのマーク付きRiamann面が Tg,nのある双正則自己同型の像として互い

に関係づけられているとき, それぞれの底曲面どうしは等角同値である」

ことを示すことにより得られた. 実際,彼はすべての Riemann面を,二次

微分のなす（L1ノルムでの）Banach空間の間の C-等長変換で像が不変

になるように正則二次微分の空間の射影空間上に実現した. Teichmüllaer

計量はKobayashi無限小計量と一致するので余接写像（写像の微分による

押し出し, すなわち f∗ : T ∗
f(x)N → T ∗

xM, (f∗θ)(v) = (θ)(f∗v)）は Tg,0上

の双正則自己同型で移り合う二点（つまり二つのRiemann面と擬等角写

像）の底曲面どうしの等角同相を誘導する（[5]）. 後にC.Earleと I.Kra[2]

は Roydenの議論を残りの (g,n)の組,すなわち 2g − 2 + n > 0を充たす

もの,に拡張した.

Roydenの定理は任意のタイプに対して主張されている. [1]において

C.Earleと F.Gardinerは,二つの Teichmüller空間におけるそれぞれの基

点の接空間を結ぶ任意のC-等長写像がそれぞれ対応するRiemann面の正

則二次微分の空間のC等長写像を誘導する,という “adjointness theorem”

を示した. その後, V.MarkovicはRoydenの定理を底空間が無限解析的な

場合まで拡張した. 彼は Rudinによる,同程度可測性定理; 「任意の正則

二次微分の空間の間のL1ノルムに関するC同型は,対応する（無限次元）

複素射影空間における二次微分の基底を通して Riemann面の像を保つ」

を適用して示している. [3]において, EarleとMarkovicは [9]で採用され

た方法を用いて有限解析的な Riemann面の Teichmüller空間の自己同型

を特徴づけている. これらの方法については [4]に解説がある.

2. 等長写像の特徴付け

[2]で, EarleとKraはRoyden[11]の議論を一般化することで, (Tg,n, dT )

の等長写像が（いくつかの (g, n)を除いて）底空間の位相同型を誘導する

ことを示した. 実際,任意のTeichmüller距離に関する同型は Lipschitz写

像であるので, Rademacher-Stepanovの定理により,与えられた等長写像

はほとんど全ての標識つきRiemann面の組に対する正則二次微分の空間

の R等長写像を誘導することがわかる. 彼らはこの R等長写像を解析し

て,結果を得た.

一方 [6]において, N.Ivanovは (Tg,n, dT )に関する等長写像の特徴付け

を上記とは異なる, Thurston理論を用いる方法で得た. 彼はまず g ≥ 2

の場合に関して曲線複体の自己同型を特徴付けたのち, Teichmüller空間

上の任意の等長写像が曲線複体の同型を誘導することを示した. Ivanov
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の残した (g, n)についても, M.Korkmaz[7]と F.Luo[8]が曲線複体の特徴

付けを行っている. 等長写像から曲線複体の同型を得るため, Ivanovは

projective measured laminationの空間PMFを接空間上の単位球面と見
做した. これはすなわち, Teichmüller測地的半直線の発する方向のなす空

間である. そして彼は指数写像による共役をとることによってmeasured

laminationの空間の自己写像を構成し,誘導された写像がPMF上の単純
閉曲線の集合を曲線どうしの非交性まで含めて保つということを結論づけ

たのである.

[10]においてMiyachiは等長写像をTeichmüller空間の極値的長さの幾

何学を用いて特徴づけた. そこでの証明法は Ivanovのものをいくらか変

更したものになっている. しかしながら,議論は等長写像よりもかなり粗

い（連続性をも仮定しない）写像についてのものであり,この写像の作用

が Gardiner-Masure境界へ連続に拡張することを定式化して特徴付けが

得られる.

3. もう一つのアプローチ

初めに述べたように, Teichmüller空間の双正則自己同型について今ま

でとは異なるアプローチで特徴付けを行う. これは極値的長さの幾何学を

通して得られる. ここでの証明は等長写像の無限遠での振る舞いを観察す

ることによるものであり,先人たちの方法が無限小の振る舞いを研究する

ものであったことと比較してかなり異なることを注意しておく.

上記で議論したように, (g, n) �= (1, 2)の場合は既に与えられた等長写

像から,位相同型を構成している. 従って示すべきことは,与えられた等長

写像が正則写像ならそれから誘導される位相同型が向きを保つ,というこ

とである.

Miyachiの仕事 [10]により,等長変換の Gardiner-Masur境界への作用

は単純閉曲線の集合を保ち,誘導された位相同型の曲線複体への作用と一

致することが知られている. 一方曲面の位相同型が曲線複体上の曲線の順

序つきのある三つ組みを保つとき,向きを保つ写像であることも同様に知

られている. Gardiner-Masurコンパクト化における Teichmüller測地的

半直線の極限を綿密に調べることにより,等長変換が正則ならばそこから

誘導された位相同型は先の順序つきの曲線の三つ組みを保つことがわか

る. これを結論づけるため,我々はTeichmüller空間のMaskit埋め込みに

おける Teichmüller測地的半直線の漸近的振る舞いを調べることになる.

これは Shiga-Tanigawa[12]の類似の議論によって得られる.

上で述べたようにMarkovicは一般的なRiemann面に対するTeichmüller

空間の双正則自己同型を特徴付けた. これは我々の方法のように一般的な

Teichmüller空間における双正則自己同型の無限遠での作用という観点か
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ら “位相的な方法”となることが期待されていたものである.

参考文献
[1] C. Earle and F. Gardiner, Geometric isomorphisms between infinite dimen-

sional Teichmüller spaces Trans. Amer. Math. Soc. 348 (1996), 1163–1190.

[2] C. Earle and I. Kra, On isometries between Teichmüller spaces, Duke Math.
J. 41 (1974), 583–591.

[3] C. Earle and V. Markovic, Isometries between the spaces of L1 holomor-
phic quadratic differentials on Riemann surfaces of finite type, Duke Math. J.
120 (2003), no. 2, 433–440.

[4] A. Fletcher and V. Markovic, Quasiconformal Maps and Teichmüller Theory,
Oxford Graduate Texts in Mathematics (2006).

[5] F. Gardiner, Teichmüller theory and Quadratic differentials, (Wiley-
Interscience, 1987).

[6] N. Ivanov, Isometries of Teichmüller spaces from the point of view of Mostow
rigidity, Topology, Ergodic Theory, Real Algebraic Geometry (eds. Turaev, V.,
Vershik, A.), Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2, Vol 202, (American Mathemat-
ical Society, 2001), 131–149.

[7] M. Korkmaz, Automorphisms of complexes of curves on punctured spheres
and punctured tori, Topology and its Applications 95 (1999), 85–111.

[8] F. Luo, Automorphisms of the complexes and curves, Topology 39 (2000),
283–298.

[9] V. Markovic, Biholomorphic maps between Teichmüler spaces, Duke Math.
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S2上の2つのS2束に定まるRiemann計量について
大鳥羽　暢彦 (慶應義塾大学後期博士課程一年)∗

このテクニカルレポートの構成は次の通りである. まず, Riemann計量とその曲率に
ついて, 丸い球面を例にとって簡単に述べる (§1). 次の §2では, 自明束S2 × S2上の自
然な直積計量の性質 (命題2.1)と特徴付け (命題2.2)に触れた後, 非自明束S2 ×̃ S2上に
講演者が構成した計量の性質 (定理 2.1)と特徴付け (定理 2.2)について述べて, これら
2種類の計量が互いの対応物であることを見る. 最後の §3では, 山辺の問題の解の一意
性とこれらの計量の関係を紹介する.

1. Riemann計量とその曲率
Riemann多様体とは, 3次元Euclid空間に埋め込まれた曲面の高次元への一般化であ

る. 例えば, 半径Rのn次元球面Sn(R)は最も基本的な閉Riemann多様体である. 形式
的には, Riemann多様体とは滑らかな多様体Mとその上のRiemann計量 gの 2つ組で
あり, 標語的に

Riemann多様体 (M, g) = 多様体M + Riemann計量 g

と書ける. 一般の n次元実多様体M の各点 pには接空間 TpM が定まっており, TpM

は n次元実ベクトル空間であるが, そこには (標準的な) 内積は定まっていない; 多様
体M 上のRiemann計量 gとは, 各接空間 TpM 上の Euclid内積 gp = 〈·, ·〉pの集まり
g = {gp}p∈M のことである. 例えば球面Sn(R) = {x ∈ R

n+1 | ‖x‖ = R}の場合は, 各
接空間にR

n+1の標準的な内積から誘導される内積を与えることで, Riemann多様体と
考える. そのようにして定まるSnのRiemann計量を ◦

gRと書く: また, Riemann多様体(
Sn,

◦
gR

)
を半径Rの丸い球面と呼び, これを簡単にSn(R)と書くことにする.

Riemann多様体の内在的な曲がり方を測る量として, 断面曲率, Ricci曲率, そしてス
カラー曲率の3つが基本的である. 断面曲率はRicci曲率より, そしてRicci曲率はスカ
ラー曲率より, Riemann多様体の曲がり方に関する情報を多く持っている. これら3つ
の中で, スカラー曲率は多様体M上の滑らかな関数であり, 小さな測地球の体積を制御
する量という幾何学的意味を持つ. 各種の曲率が一定であるようなRiemann計量は多
様体上の“良い”計量と考えられ, 次のように呼ばれる:

gの断面曲率が一定である.
(

def⇐⇒ gは定曲率計量である.
)

=⇒gのRicci曲率が一定である.
(

def⇐⇒ gはEinstein計量である.
)

=⇒gのスカラー曲率が一定である.
(

def⇐⇒ gは csc計量である.
)

例えば丸い球面Sn(R)は断面曲率が一定で 1/R2に等しいが, 一般の滑らかな多様体に
は定曲率計量やEinstein計量が定まるとは限らない 1. 一方, どのような閉Riemann多
様体も角度を保つ変形を適当に施すとスカラー曲率を一定にできることが知られてい
る (§3参照).

∗ e-mail: otoba@math.keio.ac.jp
1定曲率の閉Riemann多様体は, 単連結ならば Sn(R)に限るということが知られている. また, 4次元
多様体MがEinstein計量を許容するためには, Euler数χ(M)と符号 τ(M)に関するHitchin-Thorpe
不等式 2χ(M) ≥ 3|τ(M)|の成立が必要である.
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2. S2上の2つのS2束に定まる自然なRiemann計量
2.1. 自明束S2 × S2の場合
2つの2次元球面の直積S2 ×S2を考える. この4次元閉多様体はS2上の自明なS2束

の構造を持つ. すなわち, π1 : S
2 × S2 → S2を第 1成分への射影とすると, (π1の像の)

S2の各点 pの逆像π−1
1 (p) = {p} × S2をS2と自然に同一視することによって, S2 × S2

は (第 1成分の) S2の各点に (第 2成分の) S2が “くっついて”できていると捉えるこ
とができる. 以下では, 第 1成分のS2を底空間のS2, 第 2成分のS2をファイバーのS2

と呼ぶ. なお, 同様のことを第 2成分への射影π2で考えることもできるが, それはこの
ファイバー束の自明性に由来する.

この自明束に入る1つの自然なRiemann計量は, 2つの ◦
g1 (半径1の丸い球面S2(1)の

計量) の直和 ◦
g1⊕ ◦

g1である. その計量を定めたS2×S2は, 半径1の丸い球面S2(1)の各
点にS2(1)が “くっついて”できたRiemann多様体であると考えられる. また,

◦
g1 ⊕ ◦

g1
は定曲率計量ではないEinstein計量である. このRiemann多様体

(
S2 × S2,

◦
g1 ⊕ ◦

g1

)
を

簡単にS2(1)× S2(1)と書くことにする.

同じことをS2の半径を変えて行うとRiemann多様体S2(r1)×S2(r2)を得るが,計量の
定数倍を除いてr ≥ 1に対してS2(1)×S2(r)だけを考えて,対応する計量をgr :=

◦
g1⊕ ◦

gr
と書く. grは r = 1の時はEinstein計量であったが, r > 1の時はEinstein計量ではない
スカラー曲率一定計量である. grの基本的な性質が次の命題にまとめられている.

命題 2.1 (grの性質). 自明束S2 × S2上のRiemann計量 grは次の性質を持つ (r ≥ 1):

(a) 体積はArea (S2(1)) · Area (S2(r)) = 16π2r2に等しい. 2つの直交変換群の直和
O(3)⊕O(3)が等長的に作用する.

(b) 底空間のS2には計量 ◦
g1が, 各ファイバーのS2には計量 ◦

grが定まっている.

(c) スカラー曲率はS2 × S2上一定であり, 2 + 2
r2
と書ける 2. r = 1の時はEinstein

計量であるが, r > 1ならばEinstein計量ではない. �

一般に, 直積計量のスカラー曲率μは底空間のスカラー曲率μBとファイバーのスカ
ラー曲率μFの和である. 従って, (底空間のスカラー曲率μBが一定であるような) 直積
計量のスカラー曲率μが一定ならば, ファイバーのスカラー曲率μF = μ− μBも一定で
ある必要がある. ゆえに, S2上の計量に対してスカラー曲率が一定であることと丸い球
面であることが同値であることに注意すると, 次が観察される.

命題 2.2 (grの特徴付け). 自明束S2 × S2上のRiemann計量が次の 3つの性質を持つ
ならば, 直積計量 grに定数倍を除いて等長的である:

(A) 直積計量である.

(B) 底空間に定曲率計量が定まっている (すなわち, ある半径の丸い球面である).

(C) スカラー曲率が一定である.

また, grと gsが定数倍を除いて等長的ならば, r = sである. �

2特に, rが動くとき grのスカラー曲率は正の値しか取りえない.
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2.2. 非自明束S2 ×̃ S2の場合
次に, Hopf束S3 → S2に付随する非自明なS2束S2 ×̃ S2を考え, ファイバー束の射

影をπ : S2 ×̃ S2 → S2と書く. S2 ×̃ S2は底空間のS2 = π
(
S2 ×̃ S2

)
の各点 pにファイ

バーのS2 ∼= π−1(p)が “くっついて”できていると捉えられる. ただし, 底空間のS2は
S2 ×̃ S2に埋め込まれておらず, 自明束の場合の第2成分への射影π2に対応するものは
存在しない. なお, S2上のS2束であって向き付け可能なものは, 微分同相を除くと自明
束S2 × S2と非自明束S2 ×̃ S2に限ることが知られている.

この非自明束S2 ×̃ S2上に次の性質を満たすRiemann計量を構成した 3.

定理 2.1 (g̃ρの性質 [O]). 2
√
2π3ρ4 > 1を満たす各実数ρに対し, 非自明束S2 ×̃ S2上の

Riemann計量 g̃ρであって次の性質を満たすものが存在する:

(i) 体積は1に等しい. 特殊ユニタリ群SU(2)が等長的に作用する.

(ii) S2束の射影 π : S2 ×̃ S2 → S2は半径 ρ/2の定曲率球面へのRiemann沈め込み
であり, 各ファイバーのS2はS2 ×̃ S2に全測地的に埋め込まれている.

(iii) スカラー曲率はS2 ×̃ S2上一定であり, 2
√
2

ρ2
cot

(
1

2
√
2π2ρ4

)
+ 8

ρ2
と書ける 4. g̃ρは

Einstein計量ではない. �

Riemann多様体 (S2 ×̃ S2, g̃ρ)は, 半径 ρ/2の丸い球面 S2(ρ/2)の各点に回転対称な
(しかし丸くない) 球面が“くっついて”できていると考えられる. 実際, 性質 (ii)から各
ファイバーのS2は互いに等長的であることが従う; さらに, 各ファイバーのS2には常
微分方程式ρ4f ′′ = −f 3− 2ρ2 cot

(
1

2
√
2π2ρ4

)
f の (適切な) 境界値問題の解fが定義する

回転対称計量 fdθ2 + dt2が定まっている. fは超越関数であり, それらの回転対称計量
は定曲率ではない.

計量の構成方法とVilmsの議論 [Vil, Theorem 3.5]から次を得る.

定理 2.2 (g̃ρの特徴付け [O]). 非自明束S2 ×̃ S2上のRiemann計量が次の 3つの性質を
持つならば, 定理2.1の計量 g̃ρに定数倍を除いて等長的である:

(I) 付随する主束の自然な (Ehresmann)接続から誘導される接続を持つ.

(II) ファイバー束の射影が定曲率球面S2へのRiemann沈め込みであり,かつ各ファ
イバーは互いに等長的である.

(III) スカラー曲率が一定である.

また, g̃ρと g̃σが定数倍を除いて等長的ならば, ρ = σである. �
自明束S2 × S2においては, 定理2.2の条件 (I), (II)は命題2.2の条件 (A), (B)と同値

である. 従って, (I), (II), (III)は計量 g̃ρと直積計量grに共通する特徴付けを与える. そ
の意味において, 非自明束S2 ×̃ S2上の計量 g̃ρは自明束S2 × S2上の自然な直積計量gr
の対応物であると言える.

3S2 ×̃ S2にはDon Pageによって Einstein計量が 1つ構成されている [Sen]. その計量は g̃ρと同じく
SU(2)の対称性を持つが, g̃ρとは異なりファイバー束の構造と適合した性質は持っていない.

4特に, ρが動くとき g̃ρのスカラー曲率は任意の実数値を取りうる.
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3. 山辺の問題とスカラー曲率一定計量の一意性
“与えられた閉Riemann多様体を適当に共形変形することでスカラー曲率を一定に

することができるだろうか” という問いに端を発する山辺の問題は, 山辺英彦により変
分構造を持つ偏微分方程式の解の存在問題として定式化され (1960年), Richard Schoen

らによって正質量定理を用いて肯定的に解決された (1984年頃). その後自然に興味の
対象となったことの一つは共形類内のスカラー曲率一定計量 (csc計量)全体がなす空間
であり, 数年前にKhuri, Marques, Schoenによってこの空間のコンパクト性に関する
大きな結果が得られた [KMS]. 小磯の定理 (1979)を用いたBöhm, Wang, Zillerの議論
[BWZ, Theorem 5.1]から, コンパクト性定理の系として, 共形類内の csc計量の定数倍
を除いた一意性に関して次のことが観察される.

定理 3.1 ([BWZ, KMS]). M を 3次元以上 24次元以下の閉多様体とする. M 上の
Riemann計量 h0はその共形類において定数倍を除いて一意な csc計量であるとし, h0

の強い安定性を仮定する. このとき, 共形類 [h0]にC∞位相で十分近い共形類 [h]におい
ても, csc計量の定数倍を除いた一意性が成り立つ. �
次の二つの場合には, 共形類における csc計量の定数倍を除いた一意性および強い安

定性が成り立つということが知られている:

♣ 共形類がSn(R)と共形同値でないEinstein計量を含む場合,

♠ 共形類に非正のスカラー曲率一定計量がある場合.

前者はLichnerowiczの不等式と小畠の定理の帰結であり, 後者の場合の一意性は最大値
の原理から従う.

直積計量 grは r = 1ならばEinstein計量であったので (命題 2.1(c)), ♣から h0 = g1
として定理 3.1を適用できることが分かる. 一方, 定理 2.1(iii)を見ると計量 g̃ρのスカ
ラー曲率が 0になるρ = ρ0が (一意に)存在することが分かるので 5, ♠からh0 = g̃ρ0と
しても定理 3.1を適用できることが分かる. 従って, 次を得る: S2 × S2上の計量 grと
S2 ×̃ S2上の計量 g̃ρは, 助変数 rおよび ρがそれぞれ 1と ρ0に十分近いならば, 各共形
類 [gr]および [g̃ρ]において定数倍を除いて唯一のスカラー曲率一定計量である. 一方,

S2 × S2とS2 ×̃ S2のいずれの場合も, 計量の助変数 rやρが大きすぎると, 安定性とス
カラー曲率一定計量の一意性が崩れることが確かめられる.

参考文献
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[KMS] Khuri, M. A.; Marques, F. C.; Schoen, R. M. A compactness theorem for the Yamabe
problem. J. Differential Geom. 81 (2009), no. 1, 143–196.

[O] Otoba, Nobuhiko. Some natural Riemannian metrics on the nontrivial two-sphere bundle
over the two-sphere. (In preparation)

[Sen] Sentenac, Pierrette. Construction d’une métrique d’Einstein sur la somme connexe de
deux projectifs complexes de dimension 2. Géométrie riemannienne en dimension 4 (Paris,
1978/1979), 292–307, Textes Math., 3, CEDIC, Paris, 1981.

[Vil] Vilms, Jaak. Totally geodesic maps. J. Differential Geom. 4 (1970), 73–79.

5ρ−4
0 = 2

√
2π2 Arcsin(1/3)と明示的に書ける.
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ホモロジー3球面の1次の有限型不変量とその
correspondenceに対する拡張について

清水 達郎 (東京大学　数理科学研究科)∗

1. 背景
G. Kuperberg とD. Thurston はM. Kontsevich のアイデアを元に，ホモロジー３球面
の普遍有限型不変量ZKKT (KKT 不変量) [1]を定義した．1次の有限型不変量は定数
倍を除いてCasson-Walker不変量であることが知られており，ZKKTの1次部分である
ZKKT

1 はCasson-Walker不変量の別構成と捉えることが出来る．
また，この不変量に関連して，森山哲裕は３次元多様体の６次元多様体への埋め込み

に対する不変量 [3]を構成した．この不変量はHaefliger不変量やMilnorの triple linking

numberを含む拡張になっている．また，ある状況下ではKKT不変量の 1次の部分に
一致する. したがって，Casson-Walker不変量の拡張と捉えることが出来る．
不変量ZKKTの主要項は積分をもちいて構成できる [2]．そのため，ZKKTは多様体

の手術に対する振る舞いを調べるのに適している．実際，Kuperberg-Thurston は手術
公式を具体的に記述することでKKT不変量が有限型であることを証明した．また，有
理ホモロジー３球面に対する同様の性質を示すためにC. Lescop がいくつかの手術公
式を得ている．なお，積分される微分形式を構成するのに，3 次元多様体の framing が
重要な役割を果たす．
他方，森山の不変量の定義にはcobordismと符号数を利用する．森山は [4]において，

Casson不変量をあるスピン4次元多様体の符号数として実現することで，Casson不変
量がRokhlin不変量の integral liftであることのトポロジカルな理解を与えた.

2. ホモロジー3球面
2.1. ホモロジー3球面

ホモロジー球面とは，ホモロジー群の情報では球面と区別がつかない向き付けられた
閉多様体である．

定義 1 (ホモロジー３球面). 向き付けられたコンパクト 3次元多様体Mが整 (resp.有
理)ホモロジー3球面であるとは，任意の整数 iに対し以下の条件を満たすときをいう．

Hi(M ;Z(resp.Q)) ∼= Hi(S
3;Z(resp.Q)).

整ホモロジー3球面は単にホモロジー球面ということが多い．

例 1 (ホモロジー3球面の例). • I ⊂ SO(3)を正12面体群，Ĩ ⊂ Spin(3) ∼= S3をそ
の2重被覆とする．Ĩは完全群 (i.e.可換化が0)であることが知られている．よっ
てS3/Ĩはホモロジー3球面である．S3/ĨはPoincaré3球面と呼ばれる．

• kをS3内の任意の結び目とする．kに沿った±1-Dehn手術によって得られる3次
元多様体はホモロジー3球面である．また，kに沿った0手術を除くDehn手術に
よって得られる3次元多様体は有理ホモロジー3球面である．

　
∗ e-mail: shimizu@ms.u-tokyo.ac.jp
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2.2. Rokhlin不変量

整ホモロジー3球面の不変量として，Rokhlin不変量が古くから知られている．Rokhlin

不変量μはZ/2-値不変量である．任意の整ホモロジー3球面Mはただ1つスピン構造 1

をもつことが知られている．向き付けられた 4次元多様体W に対しSign(W )をW の
符号数とする．

命題 1. W1,W2,Wを4次元多様体で，∂W1 = ∂W2であるものとする. −WをWの向
きを逆にした4次元多様体とする．

• (Novikov加法性)Sign(W1 ∪ W2) = Sign(W1) + Sign(W2).

• Sign(−W ) = −Sign(W ).

• 任意の閉スピン 3次元多様体Mに対し，∂W = Mとなるスピンコンパクト 4次
元多様体が存在する．

• 任意のスピンコンパクト4次元多様体Wに対し，8|Sign(W ).

• (Rokhlin1954) 任意の閉スピン4次元多様体Wに対し，16|Sign(W ).

ホモロジー球面Mに対し，許容する唯一のスピン構造をこめてMを境界にもつ4次元
スピン多様体を一つとりWとする．このとき，上の命題からμ(M) := Sing(W )/8 ∈ Z/2

はWによらずwell-definedである．

定義 2 (Rokhlin不変量).

μ(M) := Sing(W )/8 ∈ Z/2

をMのRokhlin不変量という．

このように，Rokhlin不変量は，符号数と (スピンという)構造つきのコボルディズム
を援用した不変量である．

2.3. Casson不変量

Casson不変量 λは，1985年にCassonにより定義されたホモロジー球面の整数値不変
量である．以下のような性質を持つ．

• λ(M)/8 ≡ μ(M) (mod2).

Casson不変量は基本群のSU(2)表現を用いて定義される．定義から直接Rokhlin不変
量の持ち上げであることを確かめることは難しい 2．現在ではホモロジー球面の不変量
は他にも”数多く”知られている．特に，次の章で述べるMoriyamaの不変量はCasson

不変量のトポロジカルな解釈を与える．するとCasson不変量がRokhlin不変量の持ち
上げであることが直接確かめられる．

3. KKT不変量とMoriyamaの不変量
Moriyamaの不変量の背景にはKuperberg-Thurston不変量の 1次部分ZKKT

1 があるの
で，まずはZKKT

1 のC. Lescopによる記述 [2]を概観する．
1TMに同伴するSpin(3)主束をスピン構造という．
2手術公式を比較することにより確かめられる．
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3.1. Kontsevich-Kuperberg-Thurston不変量の1次部分

Mを基点∞つき有理ホモロジー3球面とする．τをT (M \∞)の framingであって∞付
近である条件 3をみたすものとする．Δ̃ := M ×∞∪∞×M ∪Δ ⊂ M ×M のM ×M

における補空間上にτをもちいてpropagatorと呼ばれる2-form ω(τ)が構成でき，完全
形式を法として一意に定まる．4 他方，τに不足符号数を援用することで整数δ(τ)が定
まる．

定義 3 (KKT不変量の1次部分).

ZKKT
1 (M) :=

1

12

∫
M×M\Δ̃

ω(τ)3 − 1

48
δ(τ).

3.2. Moriyamaの不変量

Moriyamaの不変量はe-manifoldと呼ばれる対象の有理数値不変量である．コンパクト
6次元多様体Wにproperに埋め込まれたコンパクト3次元多様体Mと，補空間W \M

の有理係数2次元コホモロジーeの組で，Mの近くである有理コホモロジカルな条件を
満たすものを e-manifoldと呼ぶ．5 Moriyamaは，e-manifoldの cobordism群が torsion

を除いて自明であることを示した．したがって，3次元多様体Mを適当な数 (k個)コ
ピーした多様体を境界とするようなコンパクト4次元多様体Xがe-manifoldの情報の一
部として取れる．このとき，σ(W,M, e) := Sign(X)/kがwell-definedとなる (Moriyama

の不変量)．
M × M ⊃ Δ̃は部分多様体ではない．しかし (∞,∞)におけるある種の blow-upに

よって，Δ̃を構成する3つの多様体 (いずれもMと微分同相) を互いに交わらないよう
にすることができる．こうして得られた多様体対を ((M × M)′, Δ̃′)と書く.

命題 2 (Moriyama [3]). 唯一つのコホモロジー類 eMが存在し，((M × M)′, Δ̃′, eM)は
e-manifoldになる．このとき，σ((M × M)′, Δ̃′, eM) = 16ZKKT

1 (M)が成り立つ．

森山はさらにこのXとして spin多様体が取れることを示し，Rokhlin不変量との関
係を明確にした．( [4])

4. correspondenceへの拡張
(M1,∞1), (M2,∞2), (M3,∞3)をそれぞれ基点つき有理ホモロジー3球面とする．

定義 4. 以下を満たす3つ組 (M1,M2; M3)をadmissible correspondenceという．

• (M3,∞3) ⊂ (M1 ×M2, (∞1,∞2))は部分多様体であり，M3 \∞3 ⊂ (M1 \∞1)×
(M2 \∞2).

3MとR3の∞ ∈ M, 0 ∈ R3における連結和とM \∞を同一視しておく．R3上には自然な framingが
存在する．τはこの framingの拡張とする．

4正確には以下のように構成する．C2(M)をM ×M \ Δ̃ のコンパクト化 (Fulton-MacPhersonコンパ
クト化)とする．τ を用いて p(τ) : ∂C2(M) → S2を構成する．∂C2(M)は (∞,∞)における blow-up
と，(M \ ∞) × ST∞M,ST∞M × (M \ ∞) そして SνΔ\(∞,∞) からなる．ただし，ν は法束，S は
sphereバンドルである．自然に νΔ\(∞,∞)

∼= T (M \ ∞) であるから，τ によって自明化が与えられ，
したがってS2に写像ができる.
こうして構成された写像 p(τ) : ∂C2(M) → S2を用いてS2上の volume form ωS2を pull-backし，そ
れをC2(M)に拡張したものがω(τ)である.

5もしW,Mが閉多様体であり，さらにMがWの中でSeifert膜をもつならば，そのSeifert膜のPoincare
dualが eの一つの候補である.
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• T∞3M3 ↪→ T∞1M1 × T∞2M2はdiagonal．

M̃3 := M1 ×∞2 ∪∞1 × M2 ∪ M3とおく．admissible correspondence (M1,M2; M3)

に対してMoriyamaの不変量が定義できる．実際 (M1 ×M2, M̃3)を∞3で”blow-up” す
ることで e-manifold ((M1 × M2)

′, M̃3
′
, eM3) が得られる．

応用のため，この不変量のZKKT
1 に近い別構成を与える．そのためにまず補助的に

T (Mi \ ∞i)の framing τi(i = 1, 2, 3)と法束 νM3\∞3の framing σを用意する．これらは
関係式 τ1 ⊕ τ2 �rel∞ τ3 ⊕ σ : T (M1 ×M2)|M3\∞3

∼= R6 を満たすようにとりたい．ただ
しπ3(V6,3) �= 0に起因する障害があり，この関係式を満たす framingは取れないことが
ある．この障害を消すため，いわば”framing⊗Q”にあたる概念の幾何学的な実現とし
て fractional framingという新たな概念を導入する．ここで定義は述べないが，たとえ
ばこの fractional framingのホモトピー集合はH3(M3;Q)と同型となる．6

σを用いてM1 × M2 \ M̃3上の閉2形式ω(σ)が完全形式を法として一意に得られる．

命題 3. Z1(M1,M2; M3) :=
∫

M1×M2\M̃3
ω(σ)3 − 1

4
(δ(τ1) + δ(τ2) − δ(τ3)) はwell-defined

であり，Z1(M1,M2; M3) = 1
16

σ((M1 × M2)
′, M̃3

′
, eM3)が成立する．

最後にこの不変量の応用を1つ述べる．

命題 4. Z1(M1,M2; M3)−ZKKT
1 (M2) ∈ Zは (M1,M2; M3)がある写像f : M1 → M2の

グラフとアイソトピックになるための1つの障害である．

参考文献
[1] G. Kuperberg and D. P. Thurston. Perturbative 3-manifold invariants by cut-and-paste

topology. ArXiv Mathematics e-prints, December 1999, arXiv:math/9912167.
[2] C. Lescop. On the Kontsevich-Kuperberg-Thurston construction of a configuration-space

invariant for rational homology 3-spheres. ArXiv Mathematics e-prints, November 2004,
arXiv:math/0411088.

[3] Tetsuhiro Moriyama. An invariant of embeddings of 3-manifolds in 6-manifolds and
Milnor’s triple linking number. J. Math. Sci. Univ. Tokyo, 18(2):193–237, 2011.

[4] Tetsuhiro Moriyama. On the vanishing of the Rokhlin invariant. J. Math. Sci. Univ.
Tokyo, 18(2):239–268, 2011.

6M上通常の framingの homotopy集合はH1(M3;Z/2) × H3(M3;Z)と対応する．
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Morse

Morse , (Morse )
.

. Morse ( )
.

Morse ,
( )

Morse , 1950 Whitney ([17]) Thom ([16])
. Morse

.
, Morse , , Morse

,
,

. [7] .
m,n ∈ N , M (Mm) m C∞ , N (Nn) n

C∞ , f : M → N C∞ , S(f) f f
n M . Dk k

, Sk k (k ∈ N).

1 (fold map), Reeb space

Morse . ([5] [11]
. Morse [10] .)

1. f : Mm → Nn C∞ m ≥ n ≥ 1 . p
(U, φ) (φ = (x1, · · · , xm)) f(p) (V, ψ) (ψ = (y1, · · · , yn))

φ(p) = 0, ψ(f(p)) = 0 0 ≤ i ≤ m i

(y1, · · · , yn−1, yn) := ψ ◦ f |U ◦ φ−1(x1, · · · , xm)

= (x1, · · · , xn−1,
∑m−n−i

k=0
xn+k

2 −
∑m−n

k=m−n−i+1
xn+k

2)

, p ∈ S(f) (fold point)
. f , f (fold map)

. (n = 1, N1 := R Morse .)
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1. f : Mm → Nn C∞ m ≥ n ≥ 1 .

1. p ∈ M f . 1 min{i,m −
n+ 1− i} (U, φ), (V, ψ) ( p ).

2. f : M → N . S(f) i
Fi(f) M n− 1 C∞ .

f |Fi(f)
C∞ . ( f f |S(f)

, f .)

Morse . (
)Morse C∞(M,R) ,

, . R
2

Euler
. ([17] [16] ) Eliashberg

. ([2], [3] ) Morse
Reeb space . ([1], [4] )

2. m ≥ n ≥ 1, f : Mm → Nn M .

p1∼fp2 ⇔ p1 p2 f .

∼f Wf := M/∼f
f Reeb space . (

qf : M → Wf .)

f Reeb space ( ,
Morse Reeb space .) .

([5] ) Reeb space
. ([9] .)

2

.
0 special

generic . special generic 2 ,
Morse . [1] [4] [14] [12]

. [12] , special generic ,
.

R
2, R3 special generic (

) . ,
.

special generic ,
S(f) qf simple

([14] [11] ) . Reeb space
([9]) ,

([13]) .
,
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Figure 1: ( ) , 1
Kobayasahi-Saeki([9]), Saeki-Suzuoka([13]) (Reeb space)

3 ( , [6]). f : M → R
n , n ≥ 2,

S(f) f |S(f) C∞ .

R
n − f(S(f)) {U0}	 {U∞}	 {Uλ}λ∈Λ (Λ )

U0, U∞, Uλ(λ ∈ Λ) Dn, Sn−1 × [0,+∞), Sn−1 × [0, 1]
C∞ . f (round fold

map) . U0 f (core) .

1. 1. m (m ∈ N) C∞ homotopy M special generic
f : M → R

n (n ∈ N, m ≥ n ≥ 2) , S(f) Sn−1 C∞

f |S(f) C∞ . ([12] .)

2. [9], [13] . ( Reeb space) ,
special generic ; simple .

4 C∞ , S2 C∞ S2 , .

, Kobayashi , , [8]
, .

([6] [7]) , .
.

1 ([7]). 1. m,n ∈ N, m > n ≥ 2 . Sn m − n almost-
sphere Σ C∞ C∞ Mm

, f : M → R
n 2 Σ

.

2. m,n ∈ N, n ≥ 2, m ≥ 2n . M1, M2 m
C∞ . f1 : M1 → R

n, f2 : M2 → R
n

0 1 , .
M := M1�M2 0 1 ,

f : M → R
n .

Sn C∞ Sm−n- M
f : M → R

n .
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C∗完全群

松村真義

04 Mar 2013

1 導入

Gを群とする．Gの (C上の)線形表現とは C線形空間 V と群準同型 G → GL(V )の組のこと

を言うが，それはGの (複素)群環 C(G)上の加群と一対一に対応する．ここで群環とはG上の有

限な台を持つ複素数値関数全体の成す C線形空間に接合積 ((f ∗ g)(s) = ∑
tu=s f(t)g(u))によっ

て積構造を入れた環のことを言う．群環を考えることの最も重要な意味は，それ自体が自分自身へ

の左掛け算によって C(G)加群となり，従って Gの表現を定めることにある．その表現を (左)正

則表現と言い，ここでは λGと書くことにする．(群の)表現論においては既約表現，つまり非自明

な G不変部分空間を持たない表現，を基本的な単位とし，それを同型を除いて全て分類すること

は出来るか，という問題は根本的なものである．有限群に対してはその問題に対する一般的な枠組

みが存在し，多くの群で実際に分類が完成しているが，ここで興味があるのはそのような状況と全

く対極的な性質を示す群である．それを有限群の場合から始めて以下順番に説明していく．

2 有限群と従順群

Gが有限群のとき，正則表現 λGは既約表現の直和に分解され，その成分はGの既約表現の同型

類を全て尽くすことが知られている．さらに言えば，Gがより一般にコンパクト (Hausdorff)位相

群である場合でも正則表現空間を G上の Haar測度に関する L2 可積分関数全体のなす Hilbert空

間 L2(G)に取り替え，単なる線形表現をユニタリ表現に取り替えることにより全く同様の主張が

成り立つことが知られている．さて，ここで興味があるのはGが無限群，例えば無限巡回群 Z，階

数 2の自由群 F2あるいは整係数一般線形群GL(n,Z)など (Lie群や p進群などの表現論について

はここでは触れない)であるが，これらは有限群のように，正則表現が既約表現の直和に分解しそ

れらは既約表現の同型類を全て尽くす，ということは全く成り立たない．例えば単位表現 1G，つ

まり 1次元 C線形空間 C上に Gの元が全て恒等写像として作用する表現，は既約表現であるが，

それが正則表現の部分表現であるならば Gは有限群でなければならないことが次のようにしてわ

かる：1Gが λGの部分表現であるということは，ある L2(G)の 0でない元 f が存在し，f の生成

する部分空間はGの作用で不変でありさらにそこにGが恒等写像として作用するという意味であ

るが，そのとき特に f は Gの作用で不変であり，正則表現の定義より f は定数関数でなければな

らない．今 f の L2ノルムは有限なので，結局Gが有限でなければならないことがわかった．この

ように，無限群では正則表現の部分表現を考えるだけでは十分ではないことを見たが，さらに言え

ば，有限群のように Gの表現が群環上の加群と一対一に対応する，という主張をユニタリ表現に

対して得るためには表現空間だけでなく群環の完備化も考えなければならない．その完備化された

群環 C∗(G)を群 C∗環と言い，その上の加群とはこの場合 C∗(G)から Hilbert空間H 上の連続線
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形作用素全体の成す環 B(H)への単位元を保つ ∗-準同型となる．ここで ∗準同型とは ∗作用素を
保つ環準同型のことで，∗作用素とは C(G)の元に対しては f(s) �→ f̄(s−1)で定められ，C∗(G)上

にはそれを連続に拡張したものとし，B(H)の元に対しては (基底を取り行列表示をしてから)共

役転置作用素として定義される．これは対応する群準同型の像の各元が単なる可逆作用素でなくユ

ニタリ作用素となることを保証するための構造である．無限群に対してはこの区別は本質的にな

る．さて，このように表現と加群の対応がユニタリ表現に対しても拡張されたので，正則表現に

対応する ∗準同型 C∗(G) → B(L2(G))が存在することになる．この準同型の像は実は一様ノルム

位相で閉じていて C(G)を部分環として含む，従って C∗ 完備化になっており，それは被約群 C∗

環と呼ばれ C∗
λ(G)と書かれる．さて，Gが無限群の場合は正則表現に含まれない既約表現が存在

することを上で見たが，含まれるという条件を弱い意味で含まれると変えた場合はその性質を満

たす無限群が沢山存在することが知られている．ここでユニタリ表現 π が別のユニタリ表現 ρに

弱い意味で含まれる (weakly contained)とは，πの各行列係数が ρのそれの線形結合で G上各点

で近似出来ることを言う．そして，群Gが従順 (amenable)とは任意のユニタリ表現が正則表現に

弱い意味で含まれることを言う．上の例では Zが従順群であり，他の 2つはそうでない．他には

例えば可解群などが従順であり，もちろん有限群も従順である．従順性は上で得られた自然な写像

C∗(G) → C∗
λ(G)が同型であることとも同値で，さらにこれは C∗環論的にも特徴付けされ C∗

λ(G)

が核型 (nuclear)であることとも同値である．核型性は C∗ 環のテンソル積を使って定義され，本
講演の主題でもある完全性とも深く関わる．それらについて以下で説明する．

3 完全群

C∗環のテンソル積の説明をする前に，先延ばしにしていた C∗環の定義についてまず説明する．
C∗環には 2つの同値な定義が存在し，一つはHilbert空間の連続線形作用素全体の成す環の部分環

で ∗作用素で閉じていて，さらに有界集合上の一様収束位相 (一様ノルム位相)で閉じたもの，とい

うもので，一方は ∗作用素を持った Banach環で C∗等式 (任意の元 aに対して a∗aのノルムは a∗

のノルムと aのノルムの積に等しい)を満たすもの，というものである．前者は後者の公理を見た

し，後者の公理を満たす環はノルムも含めてあるB(H)の部分環に canonicalに同型になる，とい

う意味で両者は同値である．C∗(G)は後者の方法で構成され，C∗
λ(G)は前者の方法で構成されて

いる．さて，C∗環は C代数なので C上のテンソル積には自然な環構造が入り，∗作用素も自然に
伸びる．しかし，その ∗代数の完備化は一意に決まらず，テンソル積の普遍性を C∗環の圏で満た
すものとして定義される極大テンソル積⊗maxとHilbert空間上の忠実な表現を一つ選び，Hilbert

空間のテンソル積から誘導されるものとして定義される極小テンソル積⊗minの少なくとも 2種類

が存在し，それらは一般に同じ C∗完備化を与えない．C∗環Aが核型であるとは，任意の他の C∗

環 B に対して A ⊗max B = A ⊗min B であることを意味する．これは A ⊗C B が唯一つの C∗ 完
備化を持つこととも同値である．さてここで，⊗minについて考える．これは C上のテンソル積と

異なり，Aと極小テンソル積を取るという，操作が一般には完全系列を保たない (さらに言えば完

全性が崩れるのは短完全列の左側ではなく中央の Ker ⊂ Imの部分である)．そこで，上の操作が

常に完全系列を保つときを Aが完全 (exact)であるといい，被約群 C∗ 環が完全である群を (C∗)
完全群という．例えば上の例で挙げた群は全て完全であるが，C∗(F2), C

∗(GL(n,Z)) (n ≥ 2のと

き)は完全 C∗ 環ではないことが知られている．核型 C∗ 環は ⊗max が普遍性を満たすことから完

全であることが分かるので，従順群は完全群である．他には Gromovの語双曲群 [A]，線形群 (つ

まり体上の一般線形群の部分群)[GHW]などが完全群であることが知られている．
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4 完全群の応用と非完全群

完全群にはコンパクト空間への従順作用，Yuの性質 (A)(これらは完全性と適切な条件の元同値

である)を経由することによりBaum-Connes予想 [BCH]を部分的に満たす，という応用がある．一

方，Baum-Connes予想は様々な応用を持つが，特に幾何学的なものとしてNovikov予想，Gromov-

Lawson-Rosenberg予想がある．完全性とBaum-Connes予想の関連については [HG]が詳しい．ま

た，Higsonのサイトには概説や文献表などがある (http://www.math.psu.edu/higson/GFA/bc/)．

非完全群の例については Gromov, Guentner-Kaminker, Ozawaらの一連の結果により構成されて

いるもの ([HG]を参照)が唯一の例で，それにはエキスパンダー族という有限グラフの列の構成，

疎 (coarse)幾何が鍵となる．エキスパンダー族の概念は計算機科学に於いて発見された (壊れにく

く安価なネットワーク，の数学的な一つの表現)もので，Lie群の表現論がMargulisによって応用

され具体的に構成されるまでは確率論的な存在証明しか知られていなかったという歴史的事実があ

る．その構成に必要な表現論的性質とは Kazhdanの性質 (T)と呼ばれるもので，例えば上の 3つ

の例では GL(n,Z) (n ≥ 3)のみがこれを満たす．この性質 (T)(正確にはそれを強めたもの)がこ

れまで知られている Baum-Connes予想の証明の障害 (定理の障害ではない)になっていて，さら

には非完全群が係数付き Baum-Connes予想という Baum-Connes予想のある種の一般化の反例を

与えるという関係性は示唆的である．Baum-Connes予想自体にはまだ証明される目途も反例が見

つかる目途も立っていない．純粋数学よりのエキスパンダー族の概説については [L]を，計算機科

学よりのそれについては [HLW]を見ると良い．最後に，C∗環の一般論及びそれと表現論との関係
については [D]が，従順性，C∗環のテンソル積，核型性，完全性などの概念については [BO]が詳

しい．
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( )

S.Izumiya

2 (n+2) R
n+2 x = (x−1, x0, x1, . . . , xn),

y = (y−1, y0, y1, . . . , yn) 〈x,y〉 = −x−1y−1−x0y0+x1y1+ · · ·+xnyn
R

n+2
2 0 x ∈ R

n+2
2

〈x,x〉 > 0 , 〈x,x〉 = 0, 〈x,x〉 < 0 ,

‖ x ‖= √|〈x,x〉| (n + 1)

AdSn+1 = {x ∈ R
n+2
2 |〈x,x, 〉 = −1} X : U −→ AdSn+1

U ⊂ R
n M = X(U)

p = X(u) TpM

E(u) M p = X(u)

AG : U −→ AdSn+1

AG(u) = E(u)

ASp : TpM −→ TpM ASp(u) = −dAG(u)

1 M ASp = −κ1TpM κ �= 0 M

n =
1√

κ2 + 1
(κX(u) +E(u)) ∈ AdSn+1, c = − κ√

κ2 + 1
∈ R

AH(n, c) = HP (n, c)∩AdSn+1 HP (n, c) = {x ∈
R

n+2
2 |〈x,n〉 = c}

κ1(u), · · · , κn(u) p M

AEM =
{ 1√

κ2
i (u) + 1

(κi(u)X(u) +E(u)) , (i = 1, . . . , n)
}
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, κ

AEκ : U −→ AdSn+1

AEκ(u) =
1√

κ2(u) + 1
(κ(u)X(u) +E(u))

H : U × AdSn+1 −→ R H(u,v) = 〈X(u),v〉

2 H(u,v) = ∂H/∂ui(u,v) = 0 i = 1, · · · , n) v = ±E(u)

AdSn+1×AdSn+1 ⊃ Δ6 = {(v,w)|〈v,w〉 = 0} K6

(Δ6, K6) Δ6 AdSn+1 π61(v,w) = v, π62(v,w) = w

θ61 = 〈dv,w〉 | Δ6, θ62 = 〈v, dw〉 | Δ6 θ−1
61 (0) θ−1

62 (0) Δ6

K6 (Δ6, K6) π61 π62

L6 : U −→ Δ6

L6(u) = (X(u),AG(u))

L6 AdSn+1 U H

L6(U) π62

L6(U) AG(U)

H : AdSn+1×AdSn+1 −→ R H(u,v) = 〈u,v〉 v0 ∈ AdSn+1

hv0(u) =H(u,v0) h−1
v0
(0) = AdSn+1∩HP (v0, 0) = AH(v0, 0)

u0 ∈ U v0 = E(u)

hv0 ◦X(u0) = H ◦ (X × idAdSn+1)(u0,v0) = H(u0,E(u0)) = 0

∂hv0 ◦X
∂ui

(u0) =
∂H

∂ui

(u0,E(u0)) = 0, (i = 1, . . . , n).

AH(v0, 0) p = X(u) M

AH(v0, 0) TAH(v0, 0) Montaldi

Xi, Yi (i = 1, 2) R
n

dimX1 = dimX2 dimY1 = dimY2 X1 Y1 y1
X2 Y2 y2 Φ : (Rn, y1) −→

(Rn, y2) Φ(X1) = X2 Φ(Y1) = Y2

K(X1, Y1; y1) = K(X2, Y2; y2)

3 Xi (i = 1, 2) R
n dimX1 = dimX2 gi : (Xi, xi) −→

(Rn, yi) fi : (R
n, yi) −→ (Rp, 0) (Yi, yi) = (f−1

i (0), yi)

K(X1, Y1; y1) = K(X2, Y2; y2) f1 ◦ g1 f2 ◦ g2
K- (K- [10] )

4 X i : (U, ui) −→ (AdSn+1, pi) (i = 1, 2)

L6 i : (U, ui) −→ (Δ6, zi)
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(1) (E1(U),v1) (E2(U),v2)

(2) L61 L62

(3) H1 H2 P -K-

(4) h1,v1 h2,v2 K-

(5) K(X1(U), TAH(X1, u1), p1) = K(X2(U), TAH(X2, u2), p2)

Δ̃ := Δ6 × R>0 π̃1 : Δ̃ � (v,w, λ) �→ v ∈ AdSn+1 π̃2 : Δ̃ � (v,w, λ) �→ w ∈
AdSn+1 θ̃i := d(λθ6i) π̃1 π̃2

(Δ6, K6) (Δ̃, θ̃i) L̃ : U × R>0 −→ Δ̃

L̃(u, λ) = (− sinλX(u) + cosλE(u), cosλX(u) + sinλE(u), λ)

π̃2 ◦ L̃ = cosλX(u) + sinλE(u)

AEM M L̃
π̃2

H U λ ∈ (0, π/2)

(u,v) = (u, cosλX(u) + sinλE(u)) L̃
λ = π/2 H λ = π/2

κ(u) = 0 π̃2 ◦ L̃ = AEκ(u) = E(u)

E X

Xε = cos εX(u) + sin εE(u)

Mε = Xε(U)

5 ε > 0 M Mε

κ X(u) 0 κε �= 0 AEκ(u) = AEκε(u)

λ = π/2 L̃ H Xε

L̃ε, Hε L̃ε Xε X

L̃ε Hε

H : AdSn+1 × (AdSn+1 \ M) −→ R

H(x,v) = 〈x,v〉 v0 ∈ (AdSn+1 \M) hv0 = H(x,v0)

(hv0)
−1(λ) = HP (v0, λ) ∩ AdSn+1 = AH(v0, λ)

u0 ∈ U v0 = λX(u0) + μE(u0), λ
2 + μ2 = 1

hv0 ◦X(u0) = H ◦ (X × idAdSn+1)(u0,v0) = −λ,

∂hv0 ◦X
∂ui

(u0) =
∂H

∂ui

(u0,v0) = 0

AH(v0, λ) M p = X(u0) AH(v0, λ)

v0 AH(v0, λ) n

AH(v0, λ) λ F(hv)
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6 X i : (U, ui) −→ (AdSn+1, pi) (i = 1, 2)

L̃i : (U × R>0, (ui, λi)) −→ (Δ̃, zi)

vi X i n

:

(1) K(X1(U),F(hv1);X(u1)) = K(X2(U),F(hv2);X(u2))

(2) h1,v1 h2,v2 R+-

(3) H1 H2 P -R+-

(4) L̃1 L̃2

(5) (a) H(hv1) H(hv2)

(b) γ : R2(h1,v1) −→ R2(h2,v2) γ( ¯h1,v1) =
¯h2,v2
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HAAGERUP PROPERTY

1.

Haagerup property
Haagerup

Uffe Haagerup

Haagerup Gromov (
) ( Haagerup

property Gromov a-T-menability ) Haagerup
property Hilbert

Haagerup
property

2.

1929 Banach-Tarski
von Neumann

2.1. Γ
Γ Γ- μ Γ
P(Γ)

μ : P(Γ) → [0, 1]

(1) μ(Γ) = 1
(2) E,F μ(E∪F ) = μ(E)+

μ(F )
(3) E x ∈ Γ μ(xE) = μ(E)

“ ”
μ Γ Γ

von Neumann
Connes 1976 Connes-Feldman-Weiss

1981

Markov-
(

E En
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)

3. Haagerup property

(2 )
( Banach-Tarski

) Coxeter

“ ”
Kazhdan (T) (

SL3(Z))

Haagerup property Haagerup
property

3.1. Γ Haagerup property
Γ (φn)n∈N φn

(φn)n∈N 1 Γ
φ Γ g1, g2, . . . , gn

[φ(gig
−1
j )]1≤i,j≤n ( )

Haagerup prop-
erty

Haagerup property (
(exactness) weak amenability,

approximation property )
Haagerup property

Coxeter
2 2

Haagerup property

) yes Haagerup property
Kazhdan (T)( )

( ) (T) Haagerup
property Haagerup property
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Haagerup property

Haagerup property Baum-Connes
Baum-Connes

Baum-Connes Kaplansky Novikov
Haagerup property

4. Haagerup property

Haagerup property
Haagerup property

Haagerup property
( ) (T) ( (T)

)
Γ

von Neumann L(Γ) C∗- C∗
r(Γ)

C[Γ]

( )

Haagerup property
( ) (T)

( )
von Neumann C∗-

von Neumann Haagerup property (1980) (T)
Connes-Jones(1985) Robertson Jollisaint

2006 Popa
Popa [5] von Neumann

Haagerup property (T) ( ) (T)
von Neumann Haagerup property von

Neumann
C∗-

(T) 2006 Bekka Haagerup property 2011 Dong
C∗- (T) Haagerup property

(T) Bekka, Brown
Bekka ( ) Leung-Ng
(T) (T) Haagerup property
C∗- (Bekka (T)

(T)
.

(T) ) Popa
[5] (T) C∗- Haagerup property

C∗-
residually finite
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dimensional*1
*2 Haagerup property C∗-

(T) C∗-
C∗-

(T) C∗-

(T)
Z
2
�SL2(Z) ) C∗- Haagerup property

C∗- von Neumann

(T) *3

Haagerup property C∗- C∗-

C∗- Haagerup property
C∗- C∗- C∗-

(T)

Haagerup property [3]
(T) [1]

( ) [4]
[2]

[6]
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平面閉曲線とLR語

高岡　邦行
早稲田大学大学院教育学研究科　

1 序文
結び目ダイアグラムの交点に着目する際, 交点の over/under crossing,

left/right crossing, positive/negative crossingの 3通りの着目の仕方があ
る. 佐藤-比嘉-中西-山本は, 結び目ダイアグラムの over/under crossingの
情報のみに着目してOU文字列を定義し, trefoilのダイアグラムのOU文
字列がどのような文字列になるか, 加えて OU文字列の応用について研
究した [1]. 本稿では交点の left/right crossingのみに着目し,その情報か
ら得られる文字列について考える.その性質上, 交点の上下は関係ないの
で, 結び目ダイアグラムではなく, 平面閉曲線を考える.

2 準備
まず用語を定義する.

Definition 2.1. 文字 Lと文字 Rを同数個並べて出来る cyclicな文字列
を LR語という.

Definition 2.2. w = Lα1Rα2 · · ·Lα2n−1Rα2n を LR語とする. nを wの
LR数といい, lr(w)と表す.

さて, LR語を次のように平面閉曲線と対応させる.

Definition 2.3. P を, 横断的な 2重点のみを持つ, S2上の向き付けられ
た閉曲線とする. P の各 2重点は,その通過の仕方から, 以下の 2つの場合
が考えられる.
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左の 2重点の場合を文字 L, 右の 2重点の場合をRに対応させる. P 上
に基点をとり, 基点から向きに沿って P を一周すると, 各 2重点の情報か
ら LR語が得られる. これを P の LR語といい, wP と表す.

以下, 横断的な 2重点のみを持つ, S2上の向き付けられた閉曲線のこと
を, 単に, 平面閉曲線と呼ぶことにする.

Example 2.4. 左の平面閉曲線の LR語は基点から読むと LRLRLRであ
り, 右の平面閉曲線の LR語は基点から読むとR3L3である.

任意の平面閉曲線 P に対して, cyclicなものを除いて, P の LR語が一
意に定まる. では, LR語が与えられたとき, 平面閉曲線の LR語がそれと
一致するような平面閉曲線は存在するかという問題が考えられるが, 次が
成り立つ.

Proposition 2.5. 任意の LR語 wに対して, wP = wとなる平面閉曲線
P が存在する.

Proposition 2.5で構成される平面閉曲線は, 2重点が 1つしかない場合
を除き, primeな平面閉曲線ではない. では, LR語が与えられたとき, 平
面閉曲線の LR語がそれと一致するような primeな平面閉曲線は存在する
だろうか ?
本研究では, LR数が 2までの primeな平面閉曲線の特徴付けを行い,同

時に平面閉曲線の分類も行った.

3 結果
P を平面閉曲線とし, wP を P の LR語, LiとRj をwP の i, j番目にあ

る文字 L, 文字 Rとする. Li, Rj が P の同じ 2重点に対応するとき, Liと
Rj を P のペア, と呼ぶことにする. 平面閉曲線のペアに関して, 次が成り
立つ.特に Lemma 3.2はコード図から primeな平面閉曲線を構成する際
に有用である.
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Lemma 3.1. P を平面閉曲線とし, wP をP の LR語とする. このときLi

と Rj が P のペアならば, Liと Rj に挟まれている wP の部分文字列の,
LとRの個数は等しい.

Lemma 3.2. P を平面閉曲線とし, wP を P の LR語とする.また Liと
Rj をそれぞれ wP の i番目, j 番目の文字 Lと文字 Rとする. このとき,
Liと Rj が P のペア, かつ, Li+1と Rj−1も P のペアならば, P は prime
でない.

Lemma 3.1より, 平面閉曲線の LR語の LR数が 1となる平面閉曲線の
分類が出来る.

Theorem 3.3. P を平面閉曲線とし, wP をP のLR語とする. このとき,
次は同値である.

(1) lr(wP ) = 1

(2) P は以下の平面閉曲線のどれか.

, , ,

· · ·

また, lr(wP ) = 1となる prime なものは一番左の平面閉曲線のみ.

さて, 平面閉曲線の LR語の LR数が 2となる平面閉曲線として以下の
例がある.

Example 3.4. 平面閉曲線の LR語が L4R4L4R4となる平面閉曲線.

Example 3.4から, 平面閉曲線の LR語が LαRαLαRα(αは偶数 )とな
る平面閉曲線が構成できるが, 実は次が言える. 証明は Lemma 3.2を用
いる.
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Theorem 3.5. 平面閉曲線の LR語の LR数が 2となる prime な平面閉
曲線は次の平面閉曲線のみ.

LR数が 2の LR語は, 部分語として LR数が 1である LR語を含むこと
に注意すると, LR数が 2となる場合の平面閉曲線の分類が出来て, 次が成
り立つ.

Theorem 3.6. P を平面閉曲線とし, wP をP のLR語とする. このとき,
次は同値である.

(1) lr(wP ) = 2

(2) P は, 平面閉曲線の LR語の LR数が 1の平面閉曲線と 2の平面閉曲
線を下図のように合成して得られる平面閉曲線.

参考文献
[1] R.Higa, Y.Nakanishi, S.Satoh, T.Yamamoto, Crossing information

and warping polynomials about the trefoil knot, Proceedings of Knots
in Gumma, HNSY, 2012.
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Weierstrass representation for semi-discrete minimal

surfaces

∗

Wayne Rossman
Weierstrass

3

1 Previous work

Bobenko Pinkall [1] isothermic

Weierstrass

1. R3 F g : Z2 → C

Fm+1,n − Fm,n =
1

2

1

gm+1,n − gm,n

(1− gm+1,ngm,n, i(1 + gm+1,ngm,n), gm+1,n + gm,n),

Fm,n+1 − Fm,n = −1

2

1

gm,n+1 − gm,n

(1− gm,n+1gm,n, i(1 + gm,n+1gm,n), gm,n+1 + gm,n)

(1)

Weierstrass

g (m,n) ∈ Z
2

gm+1,n − gm,n

gm+1,n+1 − gm+1,n

gm,n+1 − gm+1,n+1

gm,n − gm,n+1

= −1

[2]

�

∗myasu@math.kobe-u.ac.jp
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2 What is semi-discrete surface?

4

isothermic

isothermic

isothermic

([3], [4] )

3 Weierstrass representation for semi-discrete min-

imal surfaces

1. g : Z × R → C g

‖Δg‖2
‖g′‖ ‖g′1‖

=
σ

τ

τ σ ∂σ = Δτ = 0

2 (Weierstrass ). g

∂x = −τ

2
Re

⎛⎜⎝
1−g2

g′
i(1+g2)

g′
2g
g′

⎞⎟⎠ , Δx =
σ

2
Re

⎛⎜⎝
1−gg1
Δg

i(1+gg1)
Δg
g+g1
Δg

⎞⎟⎠ (2)

τ σ 1 g

g
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1: 2 Enneper

2: 2

Enneper 2 g

g(k, t) = c(k + it) (resp. g(k, t) = c(t+ ik))

c ∈ R \ {0} 1

Enneper

2 g

g(k, t) = ceαk+iβt (resp. g(k, t) = ceαt+iβk)

c, α, β ∈ R \ {0} 2

4
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3:

[4]

3
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新しいリーマン多様体上の共役勾配法および

その収束性について

佐藤 寛之∗

京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻

1 序論

ユークリッド空間において，目的関数と呼ばれる実数値関数の最小点を，与えられた制約条件の下で求める

問題を最適化問題といい，様々な解法アルゴリズムが研究されている [4]．しかし，もちろんリーマン多様体

上でも同様の最適化問題を考えることができる．特に，リーマン多様体上の制約条件なしの最適化問題に対す

る解法アルゴリズムは，ユークリッド空間におけるアルゴリズムの拡張という形で研究がなされている．詳細

は [1, 2]を参照されたい．本稿では，最適化アルゴリズムの一つである共役勾配法について扱う．共役勾配法

はユークリッド空間ではよく研究されているが，リーマン多様体上での収束性については研究があまりなされ

ていない．

2 リーマン多様体上の最適化問題と共役勾配法

m, n を整数とし，m ≥ nとする．m × n 行列 A は

A = U0Σ0V
T
0 , U0 ∈ O(m), V0 ∈ O(n), Σ0 =

(
Σ1

0

)
(2.1)

と分解される．ここで，Σ1 = diag (σ1, . . . , σn) , σ1 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0である．この分解 (2.1)を A の特異値

分解といい，σ1, . . . , σn を Aの特異値という [3]．u1, . . . , um と v1, . . . , vn をそれぞれ U0 と V0 の列ベクト

ルとする．つまり，U0 = (u1, . . . , um), V0 = (v1, . . . , vn) である．これら ui, vi をそれぞれ A の左特異ベ

クトル，右特異ベクトルという．

まず，リーマン多様体上の共役勾配法を考える動機付けのために，上に説明した特異値分解と密接な関係にあ

る次の問題を考える．p, n,mを，p ≤ n ≤ mを満たす整数とし，N = diag (μ1, . . . , μp) , μ1 > · · · > μp > 0

とする．次の St(p,m)×St(p, n)上の最適化問題の解を (U∗, V∗)とすると，U∗, V∗ の列ベクトルはそれぞれ，

m × n行列 Aの大きい方から p個の特異値に属する左特異ベクトル，右特異ベクトルからなる [1, 5]．

問題 2.1.

maximize G(U, V ) := tr
(
UT AV N

)
,

subject to (U, V ) ∈ St(p,m) × St(p, n).

∗ hsato@amp.i.kyoto-u.ac.jp
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最も基本的な反復アルゴリズムである最急降下法をこの問題に適用すると，反復によって得られる

St(p,m)× St(p, n)上の点列 (Uk, Vk)は，理論的には最適解に収束することが証明される．しかし，実際に数

値計算実験をしてみるとその収束は非常に遅く，実用には向かない．一方，ニュートン法は非常に速い収束性

を持つが，1階微分のみを必要とし大域的収束性を持つ最急降下法とは異なり，2階微分を必要とし大域的収

束性を持たない．これらの性質はユークリッド空間ではよく知られていたが，リーマン多様体上に拡張した場

合も同様に成り立つことが知られている [1]．本稿で取り扱う共役勾配法は，ユークリッド空間においては最

急降下法と同様 1階微分しか必要とせず大域的収束性を持ち，しかも最急降下法より速い収束性を持つ．そこ

で，問題 2.1に共役勾配法を用いることで，速い収束性を持つ点列が得られると期待される．そして実際にそ

の予想は数値的に正しいことが検証されるのだが，この問題に対する最急降下法の遅さや，実際に共役勾配法

を用いた効率的な解法等の詳細については，[5] を参照されたい．

実は，リーマン多様体上の共役勾配法については，その収束性がほとんど研究されていない．しかし，ユー

クリッド空間の場合と同様の収束性を持つと期待されるのだが，それは必ずしも正しくない．そこで講演で

は，リーマン多様体上の共役勾配法がいかなる場合に大域的収束性を持つのか，また，大域的収束性を持たな

い場合にアルゴリズムをどう改良すれば良いのかを見ていきたい．その準備として，次節ではユークリッド空

間における共役勾配法とそのリーマン多様体上への拡張について概観する．

3 ユークリッド空間における共役勾配法とそのリーマン多様体上への拡張

まずユークリッド空間 Rn における（非線形）共役勾配法を簡単に復習しておく．Rn 上の目的関数 f を最

小化する問題を考える．共役勾配法は反復アルゴリズムの一種であり，初期点 x0 ∈ Rn から始めて更新式

xk+1 = xk + αkηk (3.1)

によって Rn 上の点列 {xk}を構成する．ここで，αk ∈ R, ηk ∈ Rn はそれぞれ xk ∈ Rn におけるステップサ

イズ，探索方向と呼ばれる．共役勾配法では探索方向 ηk は

ηk = − grad f(xk) + βkηk−1, k ≥ 1 (3.2)

として選ぶ．ただし，η0 = − grad f(x0)とする．ここで，βk ∈ Rの選び方は多数提案されているが，本稿で

は Fletcher-Reeves による

βk =
grad f(xk)T grad f(xk)

grad f(xk−1)T grad f(xk−1)
(3.3)

を採用する．また，ステップサイズ αk はウルフの条件と呼ばれるものを満たすように定める [4]．こうして

次のアルゴリズムを得る．

Algorithm 1 RN 上の共役勾配法

1: 初期点 x0 ∈ M を選ぶ.

2: η0 := − grad f(x0)を計算する.

3: while grad f(xk) �= 0 do

4: αk をウルフの条件を満たすように計算し，xk+1 := xk + αkηk とする.

5: βk+1 := grad f(xk)T grad f(xk)/ grad f(xk−1)T grad f(xk−1)を計算し，

ηk+1 := − grad f(xk+1) + βk+1ηk とする．

6: k := k + 1.

7: end while
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この反復アルゴリズムをそのままリーマン多様体 (M, g)上の問題に適用することはできない．拡張の際に

問題となる部分がいくつかある．まず，探索方向 ηk は xk におけるM の接ベクトルとして選ぶことにする．

次に，更新式 (3.1)の右辺の和はM 上では一般には定義されない．そこで，M 上のレトラクションと呼ばれ

る写像 R : TM → M によって xk ∈ M から探索方向 ηk ∈ Txk
M の方向に伸びる曲線 Rxk

(tηk)を考え，そ

の t = αk における値を次の点とする：
xk+1 = Rxk

(αkηk). (3.4)

なお，曲線 Rxk
(tηk)が初期点 xk，初速度 ηk を持つように，Rの x ∈ M への制限 Rx に

Rx(0x) = x, (3.5)
DRx(0x) = idTxM (3.6)

という 2つの条件を課す．ここで，0x は TxM の零ベクトルである．たとえば R = Exp （指数写像）とすれ

ば，これはレトラクションである．しかし，指数写像を数値計算に用いるのは実用的でない．レトラクション

という概念は，数値計算を見据えた指数写像の一般化である．

次に，(3.2)の右辺において，リーマン多様体M 上では grad f(xk) ∈ Txk
M, ηk−1 ∈ Txk−1M となるから，

− grad f(xk) + βkηk−1 は定義されない．そこで，Smith [6] は平行移動を用いてこの問題点を解決すること

を提案した．ところが，平行移動は必ずしも計算できるとは限らないし，計算できたとしてもさほど効率的で

はない．そこで，Absil [1]は vector transport という概念を導入した．

Definition 3.1. 写像
T : TM ⊕ TM → TM : (ηx, ξx) �→ Tηx(ξx) ∈ TM (3.7)

がM 上の vector transport であるとは，任意の x ∈ M に対して次の条件が満たされることをいう．

1. レトラクション Rが存在して，
π (Tηx(ξx)) = R (ηx) (3.8)

が成り立つ．ここで，π (Tηx(ξx)) は接ベクトル Tηx(ξx)の足を表す．

2. 任意の ξx ∈ TxM に対して T0x(ξx) = ξx が成り立つ．

3. Tηx(aξx + bζx) = aTηx(ξx) + bTηx(ζx)が成り立つ．

この vector transport を用いて，リーマン多様体M 上の共役勾配法の探索方向を

ηk+1 = − grad f(xk+1) + βk+1Tαkηk
(ηk) (3.9)

のように決める．vector transport と平行移動の関係は，レトラクションと指数写像の関係に似ている．

また，βk は

βk =
〈grad f(xk), grad f(xk)〉xk

〈grad f(xk−1), grad f(xk−1)〉xk−1

(3.10)

とする．

さらに，ステップサイズ αk はウルフの条件を満たすように定める．先に述べたように，こちらも通常は

ユークリッド空間で議論されるものだが，リーマン多様体上に拡張しておく [5]．すなわち，αk がウルフの条

件を満たすとは，0 < c1 < c2 < 1/2に対して

f(Rxk
(αkηk)) ≤ f(xk) + c1αk〈grad f(xk), ηk〉xk

, (3.11)
|〈grad f(Rxk

(αkηk)), ηk〉Rxk
(αkηk)| ≤ c2|〈grad f(xk), ηk〉xk

| (3.12)

が成り立つことをいう．
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こうしてリーマン多様体上の共役勾配法を次のように記述することができる．

Algorithm 2 リーマン多様体M 上の共役勾配法 (Fletcher-Reeves)
1: 初期点 x0 ∈ M を選ぶ.

2: η0 := − grad f(x0)を計算する.

3: while grad f(xk) �= 0 do

4: αk をウルフの条件を満たすように計算し，xk+1 := Rxk
(αkηk)とする.

5: βk+1 := 〈grad f(xk+1), grad f(xk+1)〉xk+1/〈grad f(xk), grad f(xk)〉xk
を計算し，

ηk+1 := − grad f(xk+1) + βk+1Tαkηk
(ηk)とする．

6: k := k + 1.

7: end while

M がユークリッド空間の場合には，このアルゴリズムによる点列が大域的収束性を持つことが証明され

る [4]．その際，
‖Tαk−1ηk−1(ηk−1)‖xk

≤ ‖ηk−1‖xk−1 (3.13)

が成り立つことが本質的である．ユークリッド空間の場合には，通常 Txk−1R
n と Txk

Rn を同一視した上で

T を恒等写像と見なすから，(3.13)は等号で成立する．しかし，一般のリーマン多様体の場合には (3.13)は

必ずしも成立しない．

そこで，アルゴリズムに改良を施し，(3.13)が各反復で成り立つようにしたい．講演では，その工夫につい

て詳しく説明するとともに，収束性の証明の概要を紹介する．また，改良を施さないアルゴリズムにおいて

(3.13)が成り立たない問題例を取り上げ，改良前のアルゴリズムがその問題を解けないこと，および改良後の

アルゴリズムならば確かに解けることを，数値計算によって実証する．
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finite categoryのオイラー標数とゼータ関数

野口 和範∗(信州大学理学部アソシエイト研究員)

1 オイラー標数

オイラー標数とは多面体、または単体複体等に対して定義されるホモトピー不変
量であり、

V − E + F

で定義される。ここで V は頂点の数、E は辺の数、F は面の数である。例えば、
以下の２つの図形に対し、

x0

x1

x2

左の三角形では V −E+F = 3−3+1 = 1で、右の図形に対しては V −E+F =
4− 5 + 0 = −1である。
オイラー標数の不思議なところは、空間を構成するパーツの数しか見ていな

いにもかかわらず、ホモトピー不変量になっていることである。オイラー標数と
はつまり

χ =
∑
n≥0

(−1)n(n次元のパーツの数)

で与えられるが、各パーツがどういう組み合わせで空間を構成しているかについ
ては何も考えていない。空間は（部品）+（それらの組み方）でできているが、組
み方は当然その空間にとって大変重要な情報である。オイラー標数はそこに全く
注目しないにも関わらず、ホモトピー不変量になっているのである。これは大変
不思議である。

2 finite categoryのオイラー標数

オイラー標数は上記の単体複体に対するものだけでなく、finite category(object,
morphismの数が有限)に対しても定義される。この finite categoryに対するオイ
ラー標数は単体複体のオイラー標数の一般化になっている。単体複体Δから face
poset F (Δ)と呼ばれる順序集合 (poset)を作ることができ、F (Δ)はΔの面の集
合である。順序は包含関係によって定められる。例えば、上の左の三角形をΔと
すれば、

F (Δ) = {(x0), (x1), (x2), (x0, x1), (x0, x2), (x1, x2), (x0, x1, x2)}
∗E-mail : noguchi@math.shinshu-u.ac.jp
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で、順序の付いている元は例えば (x0) < (x0, x1)や (x1, x2) < (x0, x1, x2)であ
る。これは点 (x0)が線 (x0, x1)に含まれることを表しており、さらに線 (x1, x2)が
面 (x0, x1, x2)に含まれることを表している。順序の付いていない元の例は (x0) �≤
(x1, x2)であるが、実際、点 (x0)は線 (x1, x2)には含まれていない。finite poset
に対して、G. C. Rotaがオイラー標数 χRota を定義したが、

χ(Δ) = χRota(F (Δ))

という等式が成立する。つまり下の図式の右の四角形を可換にする。

finite-categories

χ

��

Finite posets

χRota

��

� ��� Finite
simplicial complexes

χ

��

face
poset��

Q Z�
��� Z

そして、poset P は objectの集合を P、morphismの集合を {(x, y) ∈ P × P |
x ≤ y}として categoryと見なすことができるが、それにより左の四角形も可換
になる。よって、この図式により、単体複体のオイラー標数は finite categoryの
オイラー標数に一般化になっているのである。

2.1 Leinsterによる定義

finite categoryに対するオイラー標数は Leinster(2008)による仕事が最初のもの
である。これによりグラフのオイラー標数や単体複体のオイラー標数など、様々
な種類のオイラー標数を統一的に扱うことが可能になった。

I を finite categoryとし、objectの集合を

Ob(I) = {x1, x2, . . . , xN}
とする。この時、N ×N -行列 AI を (i, j)-成分が xiから xj へのmorphismの数
である行列と定義する。

Definition 2.1. Let w, c be row vectors of QN . Then, we say w is a weighting
on I if

AI
tw = AI

⎛⎜⎜⎜⎝
w1

w2

...
wN

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
1
...
1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

We say c is a coweighting on I if

cAI = (c1, c2, . . . , cN )AI = (1, . . . , 1).

Definition 2.2. Define the Euler characteristic χL(I) of I by

χL(I) =

N∑
i=1

wi

if I has both a weighting w and a coweighting c.

以下に χL の特徴を挙げる。
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1. categoryの equivalenceで不変である。

2. Aを finite acyclic categoryとした時、その分類空間BAの空間としてのオイ
ラー標数とAの category としてのオイラー標数は等しい。つまり χL(A) =
χ(BA)。

まず 1についてであるが、categoryの equivalenceというのは位相空間における
ホモトピー同値に対応するような概念である。一般に small category J（smallは
object,morphismの全体が集合になるの意味）に対して分類空間 BJ という位相
空間（さらに言うなら CW-complex）が構成でき、二つの small category J1, J2
が equivalenceの時、BJ1, BJ2はホモトピー同値であるという定理がある。であ
るので χLは categoryの世界におけるホモトピー同値による分類をするための道
具だと言える。

2については書いてある通りであるが、ここで acyclic categoryの定義を与え
ておく。

Definition 2.3. A small category A is an acyclic category if all the endomor-
phisms are only identity morphisms and if there exists an arrow f : X → Y
such that X �= Y , then there does not exist an arrow g : Y → X.

2.2 The series Euler characteristic

その後 Berger-Leinster(2008)による series Euler characteristic χΣ という finite
categoryに対する新しいオイラー標数が定義された [BL08]。定義やその性質につ
いては講演の中で発表する。前述の χL とは AI が逆行列をもつときに両者の値
は一致するが、基本的には別の不変量である。

3 finite categoryのゼータ関数

以下で紹介する finite categoryのゼータは黒川信重氏の categoryのゼータとは異
なるもので [Kur96]、その定義は以下の通りである [Nog]。

Definition 3.1. Let I be a finite category. Then, we define the zeta function
ζI(z) of I by

ζI(z) = exp

( ∞∑
m=1

#Nm(I)

m
zm

)

where Nm(I) = { (x0
f1 �� x1

f2 �� . . . fm �� xm) in I}.

ゼータとオイラー標数は数多くの種類の数学的対象に対して定義されるが、あ
る対象X に対して、X のゼータ関数はX のオイラー標数の情報を持っているこ
とが多く見受けられる。例えば、グラフのゼータや、代数多様体のゼータ、単体複
体のゼータなどがその例である。そして finite categoryも同様に、finite category
I のゼータは I のオイラー標数の情報を持っており、これを主定理として、今回
の講演を行う。

Theorem 3.2. Suppose I is a finite category which has N -objects and it has
series Euler characteristic and

deg(|E −AIz|) = N − r
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and
deg(sum(adj(E −AIz))) = N − 1− s

and the polynomial |E −AIz| is factored to the following form

|E −AIz| = d0 + d1z + · · ·+ dN−rz
N−r

= dN−r(z − θ1)
e1 · · · (z − θn)

en

where ei ≥ 1 for any i and θi �= θj if i �= j. Suppose the rational function

sum(adj(E −AIz)AI)

|E −AIz|
has a partial fraction decomposition to the following form

sum(adj(E −AIz)AI)

|E −AIz| =
1

dN−r

n∑
k=1

ek∑
j=1

Ak,j

(z − θk)j

for some complex numbers Ak,j. Then, we obtain

1. the zeta function of I is

ζI(z) =
n∏

k=1

1

(1− αkz)βk,0
exp

⎛⎝ek−1∑
j=1

βk,jz
j

j(1− αkz)j

⎞⎠
where αk = 1

θk
, βk,0 = − Ak,1

dN−r
and

βk,j =
1

dN−r

ek−1∑
i=j

(
i− 1

j − 1

)
(−1)i−1

(
1

θk

)i+j

Ak,i+1

for j ≥ 1

2. The sum of all of the indexes βk,0 is the number of objects of I, that is,

n∑
k=1

βk,0 = N

3. Each αk is an eigen value of AI . In particular, αk is an algebraic integer.

4.
n∑

k=1

ek−1∑
j=0

(−1)j
βk,j

αj+1
k

= χΣ(I) ∈ Q.
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On the Blow-analytic Equivalence of Tribranched

Plane Curves

Cristina Valle

Definition. A function f : R2 → R is blow-analytic if there exist a composi-
tion of simple blow-ups β = β1 ◦· · ·◦βn : X → R

2 such that the composition
g ◦ β is analytic.
A homeomorphism h : R2 → R

2 is blow-analytic if h and its inverse h−1

both have blow-analytic components.

In this article, we study the classification of germs of plane real curves
up to blow-analytic homeomorphism. In particular, we say that two germs
of curves C,D in R

2 with an isolated singularity at the origin are blow-
analytically equivalent if there exist a blow-analytic homeomorphism h :
R
2 → R

2 that carries C to D.

It follows from the definition that two analytically equivalent curves are
also blow-analytically equivalent. On the other hand, it is easy to find ex-
amples of plane curves which are not even C0-equivalent (for example a line
and a cusp), but belong to the same blow-analytic class, as we will see.
In this sense, the classification of singular curves up to blow-analytic iso-
morphism offers a more refined approach than the topological one and more
flexible than the analytic one.

Let (C, 0) be the germ of a singular curve and let β : X → R
2 be a

simple good resolution of C at the origin, i.e. a resolution such that β is
a composition of simple blow-ups βi centered over the origin (simple) and
β−1(C) is a union of smooth curves where any two components intersect
transversally (good).

We construct the weighted dual graph Γ associated to X in the following
way: draw a vertex for any exceptional curve, two vertices are joined by an
edge if and only if the corresponding exceptional curves intersect.
Associate weights to the vertices according to the topological type of the
tubular neighbourhood of the exceptional curves. Namely, assign weight 0
if the neighbourhood is homeomorphic to an annulus and weight 1 if it is
homeomorphic to a Moebius strip. This is nothing but the usual (complex)
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self-intersection number of each exceptional curve modulo 2.

Since we are considering a good resolution of (C, 0), the dual graph Γ is
a tree, so we have a simple graphic representation of the singularity. As for
the weights, we draw odd curves as white vertices and even curves as black
vertices.

Let A = (aij) be the intersection matrix associated to Γ, i.e. the matrix
where

� aii is weight of the i-th vertex,

� aij = 1 if the curves Ei and Ej intersect and aij = 0 otherwise.

Let μ denote the corank of A.

Lemma. A weighted tree Γ is the dual graph of a resolution of some plane
curve (C, 0) if and only if μ = 0.

Define Γ∗ to be the extension of Γ obtained by adding a vertex for each
irreducible component of C and edges where the irreducible component in-
tersects an exceptional curve. The extended graph Γ∗ is also a tree. Graph-
ically, we represent the irreducible components with a cross (×).

Finally, consider the minimal connected subtree in Γ∗ containing all of
the irreducible components and call Γ′ the (possibly disconnected) graph
obtained by removing such subtree. As it turns out, this graph and, in par-
ticular, its corank play an important role in the blow-analytic classification
of curves.

Lemma. Let μ′ be the corank of Γ′. Then μ′ is a blow-analytic invariant.

We approach the problem of the classification of curves by providing a
classification of all the possible dual graphs of resolutions.
Namely, given a graph Γ, we perform blow-ups and blow-downs to simplify
Γ and reduce it to a standard form, without changing the blow-analytic
equivalence class of the corresponding curve C.

Here is a list of basic procedures which reduce the size or the complexity
of a graph Γ and which do not affect the blow-analytic type of the cor-
responding curve. (Notation: in what follows, we denote Pk the paths of
length k, for k = 1, 2, 3, whose vertices are all odd.)

1. It is always possible to make all vertices in Γ odd by performing a
finite number of simple blow-ups and blow-downs, so we can assume
that all vertices of the initial graph Γ are white.
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2. Cancel all occurrences of P3 without changing the parity of adjacent
vertices.

3. Cancel pairs of P1 attached to the same vertex.

4. Cancel pairs of one P1 and one P2 attached to the same vertex.

5. Perform simple blow-downs wherever possible (i.e. on all remaining
odd vertices with valency 1 or 2), starting from the extremal vertices
of the tree.

By applying the above steps to any resolution graph Γ, we prove the
following general theorem.

Theorem 1. The number of blow-analytic equivalence classes of plane n-
branched curves with a fixed μ′ is finite, for any n, μ′ in N.

It can be interesting, especially for low values of n and μ′, to explicitly
compute the number equivalence classes. In addition, by blowing down all
vertices in the dual graphs, we can find an explicit curve representative of
each blow-analytic class.

In the unibranched and bibranched cases the classification is known com-
pletely.

Theorem 2. [Kobayashi-Kuo] All unibranched curves are blow-analytically
equivalent to a line.

Theorem 3. [Kobayashi] Bibranched curves in R
2 are blow-analytically

equivalent in the level of the graph if and only if the have the same μ′.

In the tribranched case so far there is only a partial classification for
μ′ = 0, 1, 2.

Theorem 4. [Kobayashi] A germ of a tribranched curve in R
2 with μ′ = 0

is blow-analytically equivalent to one of the following

(a) ({xy(x+ y) = 0}, 0) (b) ({xy(x− y2) = 0}, 0)

Theorem 5. A germ of a tribranched curve with μ′ = 1 is blow-analytically
equivalent to one of the following four classes:
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(a) ({y(y − x2)(y + x2) = 0}, 0) (b) ({x(y − x)(y2 − x3) = 0}, 0)

(c) ({y(y − x2)(x2 + y3) = 0}, 0) (d) ({y(y − x2)(y2 − x5) = 0}, 0)

Theorem 6. In the level of the graph, there are 11 equivalence classes for
tribranched curves with μ′ = 2.

Note that the number of equivalence classes increases rapidly with the
value of μ′. However, due to the very peculiar properties of the resolution
graphs, this number is always finite, as stated in Theorem 1.
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代数的K理論を用いた球面の安定ホモトピー群の幾何的応用

加藤　諒（名古屋大学大学院多元数理科学研究科D2）

1. 背景

ある多様体M が与えられたとき、その上での自己同型射全体 Homeo(M)の構造
を知りたいというのは、 位相幾何学における素朴かつ中心的な問題である。この集
合は、 C∞位相を入れることで 位相空間として見ることができるが、その構造は一
般的に非常に複雑であり、決定はほぼ不可能と言っても過言ではない。このように、
ある空間の位相構造の把握が困難な場合、まずホモトピー型を把握しようというのは
自然な流れである。よって、そのホモトピー群 π∗(Homeo(M))の構造決定は重要な
問題となり得る。では、具体的にこの構造を調べる為にどの様な方針が有るだろう
か？以下の結果は、この問題への 1つの答えとなり得る。

Theorem 1 (Weiss-Williams [19], Igusa [11]).
Let M be a closed smooth manifold such that dim(M) = m ≥ 5. Then, if

q ≤ min{m−4
3 , m−7

2 }, then there is an exact sequence as follow.

· · · → Hq+2(C2, τ≥2WhTop(M)) → πq(Homeo(M)) → πq(H̃omeo(M)) → · · ·

ここで、H̃omeo(M)はMのblock同相射と呼ばれるものの集合であり、WhTop(M)
はM の位相空間の圏上のWhiteheadスペクトラム (see [17])、τ≥2WhTop(M)はそ
の 2-connected coverを表す。C2 = Z/2Zであり、H∗(C2, τ≥2WhTop(M))は群ホモ
ロジースペクトラム H•(C2, τ≥2WhTop(M))のホモトピー群を意味する。
多様体M が、dim(M) ≥ 5という条件に加えて、負の断面曲率を持つリーマン計量

を持つとする。多様体M 上の自己ホモトピー同値写像とは、M 上の自己射でその恒
等写像と homotopicである射のことであり、それらのホモトピー類全体はHoAut(M)
と表される。Farrell-Jonesの topological rigidity theorem[4]により、上の完全列に
現れる πq(H̃omeo(M))とWhTop(M)について

πq(H̃omeo(M)) ∼= πq(HoAut(M)),
WhTop

q (M) = πq(WhTop(M)) ∼= ⊕
C(M) WhTop

q (S1)

となることが分かる。ここで、

C(M) := {M の基本群の極大巡回部分群の共役類全体 }
である。WhTop

∗ (M)は、MのWhitehead群と呼ばれる。上述した事実により、WhTop
∗ (M)

は π∗(Homeo(M))の情報を豊富に持つことが示唆され、M が十分な条件を満たす場
合、それは 1次元球面 S1のWhitehead群を調べることに帰着する。本講演では、特
にこの 2成分を調べることについて注目していく。
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2. TR群とHesselholtの手法

以後、WhTop
∗ (S1)は S1のWhitehead群の 2成分とする。以下がこれまでに構造

が決定されているWhTop
q (S1)である。

q = 0, 1 Anderson-Hsiang [1],
q = 2 Igusa [10],
q = 3 Hesselholt [7].

本講演では、特にHesselholtによる [7]のアイデアについて注目する。この section
では、それを簡単にフォローする。

X+をX に基点を加えた空間とし、Γを xを生成元とする自由群とする。このと
き、対称環スペクトラム A (see [9])の Laurent polynomial extension A[x±1]とは、
Aと Γ+ のスマッシュ積として定義される, i.e. A[x±1] := A ∧ Γ+.
スペクトラム X に対し、その代数的 K 理論 K(X) (see [3])が定義される。Sを

球面スペクトラムとするとき、Waldhausenにより、以下のコファイバー列の存在が
知られている [18]。

S1
+ ∧ K(S) → K(S[x±1]) → WhTop(S1) ∂−→ ΣS1

+ ∧ K(S)

Σ(−)はスペクトラムの圏における懸垂自己同型関手である。
ここで、TRスペクトラムの概念を導入する (詳細は [8]を参照)。対称環スペクト

ラムAが与えられたとき、その位相的HochschildスペクトラムTHH(A)が定義され
る。Cr を位数 rの有限巡回群としたとき、THH(A)は、その構成から任意の r ≥ 1
に対し Cr-作用を持つことが分かる。以上の事実の下、素数 pにおけるAのレベル n
の TRスペクトラムは

TRn(A; p) := THH(A)Cpn−1

と定義され、そのホモトピー群は Aのレベル nの TR群と呼ばれ TRn
∗ (A; p)と書か

れる, i.e.TRn
∗ (A; p) := π∗(TRn(A; p)). 任意の nに対し、Frobenius射、制限射と呼

ばれるレベルを 1つ下げる射 F, R : TRn(A; p) → TRn−1(A; p)が定義され、この R
により

TR(A; p) := lim
R

TRn(A; p)

が与えられる。よって、TR(A; p)上にも F が（誘導されたものとして）与えられ、
Aの位相的巡回ホモロジー TC(A; p)はコファイバー列

TC(A; p) → TR(A; p) F−id−−−→ TR(A; p) → ΣTC(A; p)

により定義される。TC(A; p)は、Bökstedt-Hsiang-Madsenにより [2]において導入
された cyclotomic trace map

tr : π∗(K(A)) → π∗(TC(A; p))

を介して K(A)の情報を与える。よって、特に今は K(S)と K(S[x±1])の情報を得
たい為、TRn(S; p)を調べることに帰着する。では、どうすれば Sの素数 pにおける
TR群の構造解析が行えるであろうか？その 1つの解答として、コファイバー列

H•(Cpn ,THH(S)) → TRn+1(S; p) R−→ TRn(S; p)

を用いることが挙げられる。ここで、H•(Cpn−1 , THH(S))は群ホモロジースペクトラ

ムである。TRn+1(S; p) R−→ TRn(S; p)は、上述したTRスペクトラム上の制限射であ
り、これが π∗(−)により誘導する射は sectionを持つ（Segal-tom Dieck splitting）。
よって、任意の qに対し、以下の分裂する短完全列が得られる。

0 → Hq(Cpn ,THH(S)) → TRn+1
q (S; p) R−→ TRn(S; p) → 0
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ここで、Hq(Cpn ,THH(S)) = πqH•(Cpn , THH(S)) である。よって、TR1
q(S; p) と

Hq(Cpn ,THH(S))が計算できれば、全ての TRn
q (S; p)の構造が決定できる。

πS
k を球面の k 次元安定ホモトピー群（の p成分）とする。スペクトラムとして

THH(S) � Sであることが分かっている為、TR1(S; p) = π∗THH(S) ∼= πS
∗ というこ

とが分かる。πS
∗ は安定ホモトピー論における最重要研究対象であり、Todaによる

[16]の仕事を始めとして現在においても盛んに研究されている。参考図書の 1つとし
て、Ravenelの [15]を挙げておく。2012年 12月現在において、πS

k は、[12]において
Kochmanにより k ≤ 64まで完全に決定されている為、TR1

q(S; p)は本講演における
動機に対しては十分に分かっていると言える。

Hq(Cpn , THH(S))については、H•(Cpn ,THH(S))の skeletonフィルトレーション
により次の形のスペクトル系列が得られる。

E2
s,t = Hs(Cpn , TR1

t (S)) =⇒ Hs+t(Cpn , THH(S))

位相的 Hochschildホモロジーの Cr-作用は、Bökstedtにより与えられた S1-スペク
トラム構造を Cr に制限することにより得られることが分かっている。S1 は path
connectedであることより、この Cr-作用はホモトピーレベルで自明に作用し、よっ
て上のスペクトル系列の E2 項は

E2
s,t = E2

s,t(Cpn , TR1
t (S)) = Hs(Cpn , TR1

t (S)) =

⎧⎪⎨⎪⎩
πS

t s = 0,

πS
t /pnπS

t s is odd > 0,

πS
t [pn] s is even > 0

となる。ここで、πS
t [pn]は πS

t の pn-torsion部分群 = Ker(πS
t

pn

−→ πS
t )である。

3. Computation

以下、p = 2とする。このとき、上のスペクトル系列において d2は [6]、d4は [14]
において、それぞれ HesselholtとMosherにより与えられている為、E3 = E4 であ
れば E5項までは計算が可能である。また、Greenlees-Mayによる [5]の仕事により、
Hq(C2n−1 , THH(S)) ∼= πS

q (BC2n−1)+ ∼= πS
q ⊕ πS

q (BC2n−1) となることが分かる。こ
こで、BC2n−1はC2n−1の分類空間であり、πS

q (BC2n−1)はその q次元安定ホモトピー
群である。よって、特に n = 2のとき、BC2は無限次元実射影空間RP∞であるから
Hq(C2,THH(S)) ∼= πS

q ⊕ πS
q (RP∞)である。πS

q (RP∞)は Liuleviciusにより q ≤ 9
まで決定されている [13]。この結果と比較することにより、n = 2の場合を具体的に
計算すると

s + t ≤ 9 =⇒ E3
s,t(C2n , TR1

t (S)) = E∞
s,t

となることが導ける。よって、この範囲での n = 2のときの dr は全て決定可能であ
り、これを元にすることで一般の nに関しても微分を与えることができる。以上の
手法のもと、以下の結果が得られる。

Theorem 2. The spectral sequence E2
s,t = Hs(Cpn , TR1

t (S)) =⇒ Hs+t(Cpn , THH(S))
satisfies the followings.

(1) If n = 2 and s + t ≤ 9, then this collapses at E3-terms.
(2) If n = 3, 4 and s + t ≤ 9, then this collapses at E5-terms.
(3) If n ≥ 5 and s+t ≤ 9, then we can determine E8-terms, and all differentials

between E8 and E∞ are trivial except d8 : E8
9,0 → E8

1,7.

上の結果の (1)、(2)におけるE∞項と (3)におけるE8項は完全に決定できる。そ
れらを用いることで、Hesselholtによる決定されている q ≤ 5における TRn

q (S; 2)の
構造に加え、以下の事実が得られた。
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Theorem 3. Let V : TRn−1
∗ (S; 2) → TRn

∗ (S; 2) be the Verschiebung map. Then

TRn
6 (S; 2) =

⊕
0≤s<n

Z/2Z · V s(ν2) ⊕
⊕

1≤s<n

Z/2Z · νξ3,s

where ν is Toda’s element in πS
3 given in [16] and ξ3,s is Hesselholt’s element in

H3(C2s , THH(S)) defined by [7].

さらに、位数のみならば以下の結果まで得られる。

Theorem 4.
(1) For any n ≥ 1, |TRn

7 (S; 2)| = 2n+8 − 496.
(2) If 1 ≤ n ≤ 4, then |TRn

8 (S; 2)| = 2n+4 − 28.
(3) If 1 ≤ n ≤ 4, then |TRn

9 (S; 2)| = 128 × 4n−1−1
3 + 8.

本講演においては、これらの計算の詳細、および nが大きい部分で起きる問題の
本質的な原因について述べる。
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KÄHLER-RICCI FLOWのある種の変形とその自己相似解

高橋 良輔 名古屋大学大学院多元数理科学研究科

Abstract. Kähler-Ricci soliton は，Kähler-Ricci flow の自己相似解という観点
から見た，Kähler-Einstein計量の一般化である．Kähler-Ricci solitonは 4階の偏
微分方程式の解であるが，局所的な考察により，Complex Monge-Ampère 方程式
と呼ばれる 2 階の偏微分方程式に帰着できることが知られている [Yau78]．今まで
に，この手法による Kähler-Ricci soliton の研究は活発に行われ，存在や一意性な
どの重要な結果がいくつか得られている ([Zhu00], [TZ00], [TZ02], etc.) ．本研究
では，この強力な手法を一般の偏極多様体上の cscK計量に対して拡張する問題を考
えたのだが，それに関していくつか結果を得たので紹介したいと思う．

1. Introduction

M を n次元 Fano多様体，η(M)をM 上の正則ベクトル場全体の成す Lie代数と
する．また，Aut(M)をM の正則自己同型群，Aut◦(M)をその単位元連結成分とす
る．このとき [FM95]によると，Aut◦(M)の半直積への分解

(1.1) Aut◦(M) = Autr(M) ∝ Autu(M)

がある．ここで Autr(M)，Autu(M) はそれぞれ分解の reductive part，unipotent
partを表す．Autr(M)はAut◦(M)のある極大コンパクト部分群Kの複素化である．
また，(1.1)に応じて Lie代数のレベルでの分解

(1.2) η(M) = ηr(M) + ηu(M)

を得る．
それでは早速，Kähler-Ricci solitonを定義しよう．

Definition 1.1. M 上の Kähler計量 gKS と X ∈ η(M)の対 (gKS , X)が Kähler-
Ricci solitonであるとは，関係式

(1.3) Ric(ωgKS
)− ωgKS

= LXωgKS

を満たすことである．ただし，ωgKS
は計量 gKS から定まる Kähler形式を表す．

Remark 1.2. X ≡ 0のとき (1.3)は Kähler-Einstein計量 (以下，KE計量と略す)
であるから，Kähler-Ricci soliton (以下，KSと略す) は KE計量の一般化を与える．

我々が KSを研究する motivationについて，2つの観点から説明しよう．1つ目
は KSの一意性に関する問題である．ωg ∈ c1(M)を Kähler計量とする．このとき
Ric(ωg)，ωg は共に c1(M)の代表元であるから，ある real-valued smooth function
hg で

(1.4) Ric(ωg)− ωg =

√−1

2π
∂∂̄hg

を満たすものが定数差を除いてただ 1つ存在する．また c1(M) > 0よりH1(M,C) = 0
であるから，任意の V ∈ η(M) に対して，ある complex-valued smooth function
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θV = θV (g)で {
iV ωg =

√−1
2π ∂̄θV∫

M
eθV ωn

g =
∫
M

ωn
g

(1.5)

を満たすものがただ 1つ存在する．これらの関数を用いてX ∈ η(M)に対し，η(M)
上の関数 FX を

(1.6) FX(V ) =

∫
M

V (hg − θX)eθXωn
g , V ∈ η(M)

と定める．このとき，(1.6)は KS (1.3)が存在するための障害を与える．

Lemma 1.3 ([TZ02]). (1) FX は正則不変量である．すなわち，ωg ∈ c1(M)のとり
方によらない．

(2) M がもしX に関する KS (1.3)をもてば，FX ≡ 0である．

Remark 1.4. X ≡ 0のとき，FX は二木不変量 [Fut83]である．

また，FX
1は ηr(M)上に制限したとき，凸関数の Frechet微分としての幾何学的

解釈があり，それを用いることで次の性質が証明できる．

Lemma 1.5 ([TZ02]). X ∈ ηr(M)，Im(X) ∈ κ(M)で

FX(V ) = 0 , ∀V ∈ ηr(M)

となるものがただ 1つ存在する．ここで κ(M)は極大コンパクト部分群K に対応す
る Lie代数である．

Lemma 1.3と Lemma 1.5より，X ∈ ηr(M)を仮定すれば，KS (1.3)を構成す
る正則ベクトル場 X の候補はただ 1つしかないことが分かる．特に，もしM 上に
non-trivialな X に関する KS (1.3)が存在すれば，M は KE計量をもたないと言え
るので，KSの存在そのものがKE計量が存在するための障害を与えていると言える．
non-trivialなXに関するKSについては，小磯の例 [Koi90]がよく知られている．し
かしその一方で，Lemma 1.5の conditionを満たすようなX ∈ ηr(M)に対して，FX

が η(M)上で消えない例は未だに構成されておらず，(1.6)が trivialな障害である可
能性は拭い去れない．
我々は Lemma 1.5より従うベクトル場X ∈ ηr(M)の一意性を用いることで，KS

の一意性が証明できる．

Theorem 1.6 ([TZ02]). (g,X)および (g′, X ′)をM 上の KSとする．このときあ
る σ ∈ Aut◦(M)が存在して，

ωg = σ∗ωg′ かつ X = (σ−1)∗X ′

となる．

2つ目のmotivationは，KS (1.3)は，Kähler-Ricci flowと呼ばれるM 上のKähler
計量の族 gt に関する時間発展方程式{

∂gt
∂t = −Ric(gt) + gt
ωg0 ∈ c1(M)

(1.7)

の自己相似解の 1つであることである．一般に Kähler-Ricci flowは時間大域解をも
つ [Cao85]のだが，この収束性については Tianと Zhuによる非常に興味深い結果が
ある．

1正確には FX の類似物である [TZ02]．
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Theorem 1.7 ([TZ07]). M は KS (gKS , X)を許容する Fano多様体であるとする．
もし，初期計量 ωg0 が KX -不変であれば， 任意の Kähler-Ricci flow 解は gKS に
Cheeger-Gromov収束する．ただし，KX は Im(X)の生成する 1-パラメーター部分
群を表す．

2. Research Abstracts

§1で述べた結果を念頭に置いて，著者は Fano多様体に関するそれらの結果を，
一般の偏極多様体に対して拡張する問題を考えた．(M,κ)を H1(M,C) = 0である
ような任意の n次元偏極多様体とする．ただし κ ∈ H1,1(M,R)は Kähler類を表す．
また，その他の記号に関しては，§1で定めたものをそのまま使用する．著者は，次
のように方程式 (1.7)を初期計量 ωg0 ∈ κの cohomology類が保たれるような方程式
に拡張した． ⎧⎨⎩

∂ωt

∂t = −Ric(ωt) + Ric(Ω(ωt))
Ric(Ω(ωt)) ∧ ωn−1

t = Λ0 ω
n
t

ω0 = ωg0 ∈ κ
(2.1)

上の方程式の記号について順番に説明しよう．まずΩ(ωt)はM 上の体積形式であり，
上方程式の第 2式より，定数倍を除いて一意的に定まる．したがって，実 (1,1)型の形式

Ric(Ω(ωt)) = −
√−1
2π ∂∂̄ log Ω(ωt)は ωtから一意的に定まる．また，Λ0 = c1(M)·κn−1

κn

はM と κのみに依存する定数であり，以下の議論において Λ0 �= 0と仮定する．著
者は (2.1)を “Hamiltonian Kähler-Ricci flow”と命名した．
次に (2.1)の自己相似解について述べよう．§1で既に言及したように，KSは (1.7)

の自己相似解を与えていた．よって，KSを安直に拡張した方程式

(2.2) Ric(ωgHKS
)− Ric(Ω(ωgHKS

)) = LXωgHKS

は，(2.1)の自己相似解を与えていると考えるのが自然であり，実際，これは正しい．
著者は方程式 (2.2)の解を “Hamiltonian Kähler-Ricci soliton” (以下，HKSと
略す) と名付けた．

Remark 2.1. X ≡ 0のとき，計量 gHKS に関して (2.2)の両辺の traceをとれば，
R(gHKS) = nΛ0 を得る．ここで，R(gHKS)は計量 gHKS に関するスカラー曲率で
ある．したがって，HKSは cscK計量の一般化を与える．

今回，著者は，KSの場合に成り立つ一連の結果を HKSに対して拡張する問題を
考えた．得られた結果については次節で述べる．

3. Main Results

(M,κ) を H1(M,C) = 0 を満たす n 次元偏極多様体とする．また，ωg ∈ κ を
Kähler計量，V ∈ η(M)とし，関数 hg および θV をそれぞれ

(3.1) Ric(ωg)− Ric(Ω(ωg)) =

√−1

2π
∂∂̄hg ,{

iV ωg =
√−1
2π ∂̄θV∫

M
eθV ωn

g =
∫
M

ωn
g

(3.2)

で定める．さらに，これらの関数を用いて，η(M)上の関数 Fκ
X を

(3.3) Fκ
X(V ) =

∫
M

V (hg − θX)eθXωn
g , V ∈ η(M)

で定義する．(3.3)は見かけ上は (1.6)と全く同じ式であるが，拡張を与えている．
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Theorem 3.1. (1) Fκ
X は正則不変量である．すなわち，ωg ∈ c1(M)のとり方によ

らない．
(2) M がもしX に関する HKS (2.2)をもてば，Fκ

X ≡ 0である．

よって，Fκ
X は HKS (2.2)が存在するための障害を与えている．

Lemma 3.2. X ∈ ηr(M)，Im(X) ∈ κ(M)で

Fκ
X(V ) = 0 , ∀V ∈ ηr(M)

となるものがただ 1つ存在する．

Lemma 3.2は，HKSに関しても KSの場合と同様の意味での一意性，すなわち，
自己同型群の作用を除いた意味での一意性が成り立つということを示唆している．
さらに著者は，Hamiltonian Kähler-Ricci flow の behavior に関する次の結果を

得た．

Theorem 3.3. 任意の初期計量 ωg0 ∈ κ に対する Hamiltonian Kähler-Ricci flow
(2.1)は時間大域解をもつ．
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Homogeneous

Complex Monge-Ampère

∗

1 Introduction

Kähler Kähler-Einstein

Kähler Kähler Kähler

Chen-Tian [1]

Kähler

Kähler [3]

Kähler Riemann

Riemann

[3]

Homogeneous Complex Monge-Ampère

2 Preliminaries

M m ω M Kähler ω

Kähler ω 2- (z1, · · · , zm)

ω =
√−1

m∑
α, β=1

gαβ̄ dz
α∧ dz̄β .

(
gαβ̄

)
Hermite

1 ∂∂̄-Lemma M Kähler α M (p, p)-

(p− 1, p− 1)- β

α =
√−1∂∂̄β.

∗ E-mail address: sb0m25@math.tohoku.ac.jp
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Kähler ω 1 ω De Rham

[ω] Kähler ω′ M ϕ

ω′ = ω +
√−1∂∂̄ϕ

2 ϕ1, ϕ2 ω +
√−1∂∂̄ϕ1 = ω +

√−1∂∂̄ϕ2 c

ϕ2 = ϕ1 + c

ϕ I

I(ϕ) =
1

volM

m∑
p=0

1

(p+ 1)!(m− p)!

∫
M

ϕωm−p(
√−1∂∂̄ϕ)p

volM =
∫
M

ωm/m! c I(ϕ+ c) = I(ϕ) + c

Kähler H0

H0 = {ϕ ∈ C∞(M) | I(ϕ) = 0, ωϕ = ω +
√−1∂∂̄ϕ Kähler }

3 Kähler ϕt(x) = ϕ(t, x) ∈ C∞([0, 1]×M) ϕt ∈ H0

ϕt H0

ϕ′′
t − |∂ϕ′

t|2ϕt
= 0 (1)

′ t ωϕt
=

√−1
m∑

α, β=1

gϕt, αβ̄ dz
α ∧dz̄β

(g αβ̄
ϕt

) (gϕt, αβ̄) |∂ϕ′
t|2ϕt

|∂ϕ′
t|2ϕt

=
m∑

α, β=1

g αβ̄
ϕt

∂ϕ′
t

∂zα
∂ϕ′

t

∂z̄β

3 Monge-Ampère equation

(1) Monge-Ampère

Σ = {τ ∈ C |0 ≤ Re τ ≤ 1} ϕt H0

ϕt Σ×M Φ

Φ(τ, x) = ϕRe τ (x) (τ, x) ∈ Σ×M
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4

ϕt ⇐⇒ (p∗ω +
√−1∂∂̄Φ)

m+1
= 0 on Σ×M,

p : Σ×M → M

4 Homogeneous Complex Monge-Ampère (HCMA

) HCMA Hesse 0

HCMA Hesse 1

5 Fk : R ×M → R (k = 0, 1) s ∈ R Fk(s, ·) ∈ H0

Φ : Σ×M → R

(p∗ω +
√−1∂∂̄Φ)

m+1
= 0 on Σ×M

Φ(
√−1s, ·) = F0(s, ·)

Φ(1 +
√−1s, ·) = F1(s, ·)

Φ(τ, ·) ∈ H0 ∀τ ∈ Σ

ϕt ϕ0 ϕ1 ϕt Σ×M Φ

4 F0, F1 F0 ≡ ϕ0, F1 ≡ ϕ1

6 Donaldson [2] Σ ×M D ×M

D D = {w ∈ C | |w| ≤ 1} [2] Donaldson

4 Complexification of (M, ω)

Kähler (M, ω)

π : T 1,0∗M → M M Kähler ω T 1,0∗M J̃

2- Θ = Θ1 +
√−1Θ2

• i0 i0(M) ⊂ T 1,0∗M

• ϕ ∈ H0 sϕ = ∂ϕ : M → T 1,0∗M

s∗ϕ(Θ1) = 0, s∗ϕ(Θ2) = ω +
√−1∂∂̄ϕ

L = i0(M) TL ∩ J̃TL = 0
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Wω T 1,0∗M J̃ (Wω, Θ) Kähler (M, ω)

J̃ 2- Θ Semmes [4]

5 Main theorem

Σ H M x

gx : Σ → Wω γτ : M → Wω γτ (x) = gx(τ) Σ H

H(τ) =

∫
M

|γ∗
τ (Θ1)|2ωm

| | Kähler ω

7 H1(M,R)= 0 5 Φ M x

gx : Σ → Wω

1. π(gx(0)) = x

2. x ∈ M

gx(τ) ∈
⎧⎨⎩ΛF0(s, ·) τ =

√−1s

ΛF1(s, ·) τ = 1 +
√−1s

3. τ ∈ Σ x �→ π(gx(τ)) M M

4. C > 0 R > 0

• Im τ > R τ ∈ Σ eπIm τH(τ) < C

• Im τ < −R τ ∈ Σ e−πIm τH(τ) < C

ΛFk(s, ·), (k = 0, 1) sFk(s, ·) : M → Wω
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レビ平坦3次元多様体の射影埋め込み問題
足立真訓 (名大・多元数理)∗

概 要
リーマン面による葉層構造を持つコンパクト 3次元多様体 (本稿ではレビ平
坦面と略す) 上の函数論を研究する. 葉方向に正則な函数 (CR函数)を考察
の対象にするが, その存在の程度は, 葉層構造の複雑さと, 函数の横断方向の
なめらかさに敏感に依存し得る. 我々は, 大沢・シボニー [7] の先行研究を踏
まえ, 小平の埋め込み定理のアナローグを考察することで, この種の現象を観
察した. 主結果は, 横断方向に無限階可微分という条件下でアナローグが成
立しなくなる具体例の構成である. (この報告は [1] のアナウンスである.)

1. 閉リーマン面上の函数論瞥見
この報告では, レビ平坦面上の函数を論じます. その背景として, 閉リーマン面上の

函数論を駆け足で振り返りましょう. (cf. [4], [2], [3])

1.1. 閉リーマン面
リーマン面とは, 1次元連結複素多様体のことです. 閉リーマン面は, コンパクトなリー
マン面を指します. 閉リーマン面は, 向き付け可能な閉曲面と同相で, そのトポロジー
は種数 gで区別されます.

種数0の閉リーマン面は, リーマン球面 (複素射影直線) Ĉ := C ∪ {∞}です.

種数 1の閉リーマン面は, 1次元複素トーラス (楕円曲線) で, たとえば, T := C/z ∼
z +m + ni (m,n ∈ Z) です. トポロジカルには, 正方形の対辺を同一視して得られる
トーラスです.

種数 2以上の閉リーマン面は, 単位円板D := {z ∈ C | |z| < 1}を一次分数変換によ
る離散群作用Γで, 基本領域が4g角形となるよう割る (D/Γ)ことで記述できます.

1.2. 正則函数と有理型函数
リーマン面上の正則函数とは, 複素数値函数で, 局所座標で見たときに複素可微分な函
数です. 正則函数は, しばしば硬いと形容されます. パラコンパクトな微分可能多様体
上には, その全体で定義された可微分函数は十分にたくさん存在します. (ホイットニー
の埋め込み定理を思い起こしてください.) しかしながら, 最大値の原理から, 閉リーマ
ン面全体で定義された正則函数は定数に限られてしまうことが分かります. (したがっ
て, 特にC

Nに正則に埋め込むことはできません.)

そこで, 極を許して函数を論じます. 正則函数の孤立特異点 pが極であるとは, 正則
函数が点pの除外近傍で定義され, 点pで有限次のオーダーで発散していることをいい
ます. 極を許した正則函数を有理型函数と呼びます.

許す極を増やせば増やすほど, その特異性が許される範囲に収まる有理型函数は増え
ていくであろうことが推測されます. きわめて素朴な推測ですが, このように, 函数の
存在性を, 特異性の指定や空間の性質によって問うことは, 函数論における基本的な問
題です.

∗ e-mail: m08002z@math.nagoya-u.ac.jp
web: http://www.math.nagoya-u.ac.jp/~m08002z/
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1.3. 射影埋め込みの問題
閉リーマン面上の有理型函数の存在性については, リーマン・ロッホの定理という定量
的な結果が知られていますが, 本稿では, より定性的な射影埋め込みの問題に注目しま
しょう.

射影埋め込みの問題とは, 閉リーマン面 Σ上で「どの程度の極を許せば, その範囲
の特異性を持つ有理型函数 f0, · · · , fNを用いて, 複素射影空間CP

Nへの埋め込み写像
Σ � z �→ (f0(z) : · · · : fN(z)) ∈ CP

N が作れるだろうか？」という問題です. (CPN

はN + 1個の複素数の連比の空間です. 発散している成分があっても, 割り算により,

well-defined に点が定まります. CNに無限遠CP
N−1を付加したものともいえます.)

たとえば, 種数0の場合だと, Ĉ � z �→ (1 : z) ∈ CP
1が埋め込み (同型)を与えます. z

は∞に1位の極を持つ有理型函数です. 種数1の場合だと, T � z �→ (1 : ℘(z) : ℘′(z)) ∈
CP

2が埋め込みを与えます. ここで ℘(z)は T 上のワイヤシュトラウスの ℘函数です.

℘(z)は2位の極を1つ, ℘′(z)は3位の極を1つ持つ有理型函数です. 一般に, 種数gの場
合には, 重複度込みで高々(2g + 1)個の極を許せば, その特異性を持つ有理型函数を組
み合わせて, 射影埋め込みが作れることが知られています.

2. 複素多様体論と多変数函数論
2.1. コンパクト複素多様体
閉リーマン面の場合, 射影埋め込みの問題は, 種数 gという閉リーマン面をトポロジカ
ルに特徴づける量により, 定量的な解答が与えられました. このはっきりした結果の一
般化を求めることは自然ですが, 高次元化, すなわち, コンパクト複素多様体に関して,

次の定性的な定理が知られています.

定理 (小平の埋め込み定理). Xをコンパクト複素多様体とする. X上の正曲率を持つ
正則直線束Lを考える. このとき, あるn � 1が存在し, L⊗nの正則切断の連比により
Xは複素射影空間に埋め込める.

本稿で未定義の用語を使っていますが, 有理型函数は正則直線束の切断に対応してい
ます. 有理型函数への極の許し方は, 直線束の曲率の正値性により表されています. (曲
率と特異点の関係については, チャーン類の概念, たとえば, ガウス・ボンネの定理, ポ
アンカレ・ホップの定理を思い起こしてください.) 直線束Lのテンソル積L⊗nをとるこ
とは, Lの曲率分布として記述された極の, 重複度を倍倍に増やすことと解釈できます.

2.2. レビ平坦面の研究
本稿では, 閉リーマン面の射影埋め込みの問題の, 異なる方向への一般化として, レビ
平坦面の射影埋め込みの問題を議論します. 議論を始める前に, なぜレビ平坦面を題材
に選ぶのか, その動機を手短に紹介します.

次節でレビ平坦面の多様体としての定義を与えますが, 元来は, 複素多様体内で「両
側レビ擬凸」という微分幾何学的な条件を満たす実超曲面 (レビ平坦実超曲面)として
発見された概念です. 多変数函数論では, 複素多様体内の領域上の正則函数の存在性を,

その領域の持つポテンシャルや, 領域を囲む実超曲面の微分幾何学的な性質によって問
うことが基本的な問題です. レビ平坦面は, それらの問題の中で, しばしば特異な反例
として現れます.

特異な反例として現れるものの, 散発的な例が知られているのみで, 統御する理論は
まだありません. 特に, 20年来の未解決問題は,「複素射影平面CP

2内には, なめらかな
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レビ平坦実超曲面が存在しないであろう」というものです. 高次元のケースでは, 「複
素射影空間CP

N (N ≥ 3)内にはなめらかなレビ平坦実超曲面が存在しない」ことが知
られていることも興味深い一因です. この未踏峰に, レビ平坦面上の函数論を整備する
ことで挑むというのが, 一つのアプローチなのです.

3. レビ平坦面上の CR 函数: Toy Examples

この報告の主題であるレビ平坦面に議論を移し, レビ平坦面全体で定義された CR 函
数の振る舞いを, 具体例で観察します.

3.1. 定義
レビ平坦面(コンパクトレビ平坦3次元 CR多様体)Mとは,リーマン面による非特異葉層
構造 (foliation)が定められたコンパクト3次元多様体Mを指します. 正確な定義は割愛
しますが,リーマン面Σαの単射なはめこみια : Σα ↪→ Mによる直和分割M =

⊔
α ια(Σα)

であって, ある種の条件を満たすものとして定義されます. 各Σαを
よう
葉(leaf)と呼びます.

Σαは一般にはコンパクトとは限らないことに注意してください. もっとも単純なレビ
平坦面は, 閉リーマン面Σ と単位円周S1の直積Σ× S1 =

⊔
t∈S1 Σ× {t}です.

我々はレビ平坦面上のCR 函数を論じます. すなわち, M上の複素数値函数fであっ
て, 各αに対し, f ◦ ιαが正則となるものです. fの葉と横断方向への regularity はあら
かじめ仮定しません. レビ平坦面上でも f に極を許し「CR 有理型函数」を考察しま
すが, 小平の埋め込み定理の場合と同様に, M上の CR 直線束の CR 切断として定式
化します. CR 直線束とは, M上の階数1のなめらかなCベクトル束で, 変換函数系が
なめらかなCR函数に選べるものです.

3.2. Toy Example 1

ある種の Kronecker 葉層Mα,β := C× S1/ ∼ を考えましょう. α, β ∈ R/Z がパラメー
タで, 同値関係は (z, ζ) ∼ (z + 1, ζ exp 2πiα) ∼ (z + i, ζ exp 2πiβ) で生成されます. 葉
は, 直積葉層C× S1 =

⊔
t∈S1 C× {t} から誘導されています.

もっとも単純な場合は, M0,0 � T × S1です. 全ての葉が, 1次元複素トーラスTと同
型になります. 閉リーマン面上の正則函数が定数に限られることを踏まえると, M0,0上
のCR函数は S1上の函数に帰着することが分かります. つまり, 単純に閉リーマン面
の族を考察しただけの状況となっており, 新しい現象は見当たりません. この状況は,

α, β ∈ Q/Zでも変わりません.

3.3. Toy Example 2

しかし, α or β /∈ Q/Z とすると, 状況が変わります. この時, 葉は閉ではないリーマン
面となり, 葉上定数という制約が外れ, Mα,β上にはより多くのCR函数が存在します.

ここで CR 函数に連続性の制約を課します. すると, 葉がMα,βを稠密に埋め尽くして
いることから, 稲葉の定理 [5] により, Mα,β全体で定義された連続 CR 函数は定数に限
られてしまうことが分かります.

4. 主問題と主結果
2つめの toy example では, 葉層構造の複雑さ (葉の稠密性)と, 函数の葉と横断方向

への regularity (連続性)をコントロールすることで, レビ平坦面上の CR函数について,

閉リーマン面上の正則函数と類似した結論を得ることができました. これを出発点に,
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レビ平坦面上の射影埋め込みの問題を考えます.

「レビ平坦面上で, コンパクト複素多様体と同様に小平型の埋め込み定理が成り立つ
か？」が研究課題となります. 先行結果として, 以下が知られています.

定理 (大沢・シボニーの埋め込み定理 [7], cf. [6]). M をレビ平坦面とする. M 上の
葉方向に正曲率を持つ 1CR 直線束Lを考える. このとき, 任意の κ ∈ Nに対し, ある
n = n(κ) � 1が存在し, L⊗nの Cκ級 CR 切断の連比によりMは複素射影空間に埋め
込める.

この主張には, 葉層構造の複雑さへの制限はありません. そして, κとして任意の自然
数を指定できる大変一般的な主張です. しかしながら, κを大きくするためには, n(κ)

を大きく取らねばならず, 有限のnでκ = ∞とできるかは不明瞭でした.

今回の主結果は, この問いに反例を与えるものです.

主定理 ([1]). Σを閉リーマン面, D → Σを単位円板Dをファイバーとする正則ファイ
バー束とし, 非正則かつ非反正則な調和切断を持つことを仮定する. D は自然に Ĉ束
π : X → Σに埋め込まれ, X内でDの境界をとることにより, レビ平坦面Mを得る. L

をΣ上の正曲率を持つ直線束とせよ. このとき, 引き戻し CR 直線束π∗L|Mは葉方向
に正曲率を持つが, いかに自然数nを大きく取っても (π∗L|M)⊗nのC∞級 CR 切断の連
比では, 複素射影空間への埋め込みは作れない.

多変数函数論の観点を経由すると,「Dが非正則かつ非反正則な調和切断を持つ」と
いう条件は,「葉層構造が十分に複雑である」という状況を間接的に表現していると解
釈できます. この葉層構造の複雑性と, CR 切断が C∞級であるという 2条件を組み合
わせると, 実は, π∗L|MのC∞級 CR 切断についての議論が, π∗L|Xの正則切断につい
ての議論に帰着してしまう, という部分が証明の核心です.

なお, 仮定の状況は, たとえば以下の構成で実現します: Σの種数を 2以上とし, Σ =

D/Γと表す. 一方で, Σと同じ種数だが同型ではない閉リーマン面Σ′ = D/Γ′をとる. Σ,

Σ′は同相なので, 群同型 ρ : Γ → Γ′がある. D := D × D/(z, ζ) ∼ (γz, ρ(γ)z) for γ ∈ Γ

とせよ.

参考文献
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[3] O. Forster, Lectures on Riemann surfaces, Graduate Texts in Mathematics 81, Springer-
Verlag, 1981.
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[5] T. Inaba, On the nonexistence of CR functions on Levi-flat CR manifolds, Collect. Math.
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1あるなめらかなエルミート計量hが存在して, 各葉Σα上に (L, h)を引き戻したとき, そのチャーン曲
率形式が正.
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コインの分配におけるフラクタルパターン

中央大学理工学部　山本 健

1 フラクタルについて

フラクタルとは、直感的にいえば “一部分が全体と相似となっている” という自己相似性をもった図

形のことである。フラクタルの概念は自然の造形物の形状を記述するためにマンデルブロによって考案

され [1]、現在では物理学・生物学・地形学・経済学などの様々な分野で活用されている [2]。

数学的には、フラクタルは縮小写像の不動点として定式化される [3]。例えば、ユークリッド空間 R
d

の同一直線状にない 3点 p1,p2,p3に対して縮小写像 fi(x) = (x+ pi)/2 (i = 1, 2, 3)をとる。R
dの空で

ないコンパクト集合の全体H(Rd) は適切な距離を入れることでコンパクト距離空間となり、H(Rd)上

の写像 F : K �→ f1(K) ∪ f2(K) ∪ f3(K) は縮小写像となる。不動点定理により F の不動点� ∈ H(Rd)

がただ 1つ存在し、任意のコンパクト集合Kに対して� = limm→∞ Fm(K)を満たす（この性質から、

不動点はアトラクタとも呼ばれる）。この�がシェルピンスキー・ガスケットと呼ばれるフラクタルで
ある。縮小写像の組 {f1, f2, f3}を反復関数系と呼ぶ。

2 コインの分配とフラクタル

与えられたコインの集合をA, B, Cの 3人で分け合うという状況を考える。額面 v1のコインが c1枚、

額面 v2のコインが c2枚、…であるとき、このコインの集合を

S =

(
v1 · · · vm

c1 · · · cm

)

のように表記することにする（v1, . . . , vmは小さい順に並べておく）。コインの分配の仕方は 3人が得た

金額を組にして (nA, nB, nC)と表せる。本稿で考えるのは、(nA, nB, nC)を 3次元空間の点の座標と

みなしたとき、可能な全ての分配に対応する点の集合はどんな形になるか？という問題である。ただし、

全てのコインは 3人のうちの誰かに分配されることとし、またコインが全く分配されない人がいてもよ

いものとする。

まず、最も単純な場合として、2進的なコイン

S2,m =

(
1 2 · · · 2m−1

1 1 · · · 1

)

の分配を考えてみる。正規直交基底 {e1, e2, e3}をとり、(nA, nB, nC) = nAe1 + nBe2 + nCe3とする。

全ての分配に対応する点集合を�m(⊂ R
3)で表す（コインの種類mを明示している）。m = 1のと

き、額面 1のコイン 1枚をA,B,C,のいずれかに分配するだけなので、全ての分配の仕方は

�1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} = {e1, e2, e3}

となり、3点は正三角形をなす [図 1 (a)]。

m = 2では、額面 2のコインの行方を考慮に入れる。Aがこのコインを受け取る場合、分配の仕方は

{(3, 0, 1), (2, 1, 0), (2, 0, 1)} = �1 + 2e1となる。Bまたは C が額面 2のコインを受け取る場合にも同様

の関係が成立するので、解�2は

�2 = (�1 + 2e1) ∪ (�1 + 2e2) ∪ (�1 + 2e3)
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図 1 (a) �1は基底ベクトル e1, e2, e3 に対応する 3点からなる。(b) �2は�1を 3頂点に配置した三

角形状になる。(c) �6ともなると、ほとんどフラクタルのようにみえる。

と表される。�2は正三角形の各頂点に�1が配置された形となる [図 1 (b)]。全く同様に、�mは帰納

的に

�m = (�m−1 + 2m−1e1) ∪ (�m−1 + 2m−1e2) ∪ (�m−1 + 2m−1e3) (1)

で与えられる。すなわち、�mは�m−1が正三角形の頂点に配置された構造になっている。�0 = {(0, 0, 0)}
であるので、この関係はm = 1でも成り立っている。

コインの種類mを増やしていくと、�mは “三角形の入れ子構造”に関する自己相似な図形に近づい

ていくことが予想される。実際、図 1 (c) に示した�6はシェルピンスキー・ガスケットとほとんど見分

けがつかない。

m → ∞のとき�m がシェルピンスキー・ガスケットに近づいていくことを反復関数系を用いて厳密

に表現しよう。3つの縮小写像 f1, f2, f3 : R
3 → R

3を

fi(x) =
x+ ei

2
(i = 1, 2, 3)

で与える—反復関数系 {f1, f2, f3}から得られるH(R3)上の縮小写像 F のアトラクタ� がシェルピンス
キー・ガスケットであった。帰納的な関係式 (1)の両辺を 2−m倍すると、

2−m�m =

(
2−(m−1)�m−1 + e1

2

)
∪
(
2−(m−1)�m−1 + e2

2

)
∪
(
2−(m−1)�m−1 + e3

2

)
= f1(2

−(m−1)�m−1) ∪ f2(2
−(m−1)�m−1) ∪ f3(2

−(m−1)�m−1)

= F (2−(m−1)�m−1)

が得られる。すなわち、コインの種類を 1つ増やすことがF を 1回作用させることに対応している。し

たがって、2−m�m = Fm(�0)である。�0は R
3のコンパクト集合であるから、不動点定理より

� = lim
m→∞Fm(�0) = lim

m→∞ 2−m�m.

以上より、コイン分配の集合�mを 2−m倍したものがコインを増やす極限m → ∞でシェルピンスキー・
ガスケット�に近づくことが示された。

3 いろいろな一般化

本節では、コインの種類および分配する人数を変えた場合の結果を手短に述べる。

分配するコインを

Sr,m =

(
1 r · · · rm−1

r − 1 r − 1 · · · r − 1

)
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図 2 コインの額面の比が rである場合の結果: (a) r = 3, (b) r = 4, (c) r = 5. rの値が三角形の段の

数となっている。

とした場合を考える。（つまり、コインの額面が r倍ずつ増大し、各額面のコインが (r−1)枚ずつある。）

いくつかの rについて、全ての分配を表す点の集合を示したのが図 2である。r = 2の場合と同様に、コ

インの種類mを増やしていくと三角形が入れ子状になったフラクタル図形をなすことが示される。ただ

し、いまの場合は三角形の段の数が硬貨の額面比 rと一致する。フラクタルの相似次元は

D =
ln r(r+1)

2

ln r

となることが分かる。r ≥ 2のとき r < r(r + 1)/2 < r2なので、1 < D < 2である。

また、コインを分配する人数を増やしていくと、分配を表す点の空間次元は高くなり、点の集合は高

次元のシェルピンスキー・ガスケットとなる。例えば、コイン S2,mを 4人で分けるとき、シェルピンス

キー・ガスケットの 3次元版（シェルピンスキー四面体）となる（図 3）。3人でコインを分ける場合と

同様に、高次元の場合も反復関数系を用いてフラクタルへの漸近を証明することができる。

4 コインの不完全性とカントール集合

前節のコインの集合 Sr,mは次の意味で完全性を備えている：Sr,mのコインを組み合わせることで、1

から rm − 1までの全ての金額をつくることができる。本節ではこの性質を満たさないコインの集合の例

として、

SCS,m =

(
2 6 18 · · · 2 · 3m−1

1 1 1 · · · 1

)
を考える。SSC,mが完全でないことは、含まれるコインを使って 1, 3, 4, 5, 7, . . .といった金額をつくるこ

とはできないことから明らかである。

これらのコインをA, Bの 2人で分けるとする。つまり、分配の仕方 (nA, nB)は平面上の点として表

される。m = 4の場合の分配のパターンを図 4に示す。カントール集合（線分の中央の 1/3部分を取り

nA

nC

nB

0

図 3 4人のコイン分配ではシェルピンスキー四面体の構

造が現れる（四面体が入れ子状に配置されている）。分配

の状態 (nA, nB, nC , nD)は 4次元的に分布するが、図で

は (nA, nB, nC)を描いている。
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図 4 SCS,mのコインを 2人で分けるとき、点 (nA, nB)は

カントール集合上に並ぶ。

除いていってできるフラクタル図形）のような構造となっている。m → ∞のときカントール集合とな
ることは、§2と同様に示すことができる。Cmを SCS,mの全ての分配のなす点集合とすると、3−mCm

がm → ∞のとき反復関数系

g1(x) =
x+ 2e1

3
, g2(x) =

x+ 2e2
3

のアトラクタに収束し、それがカントール集合であることを示すことができる。

カントール集合の性質として、区間 [0, 1]内の実数を 3進小数表示したとき、各桁が 0または 2であ

る数のなす集合がカントール集合となることが知られている [4]。一方、コイン SCS,mの分配において、

Aの受け取る金額 nAは nA =
∑m−1

k=0 3kχk (χkは 0または 2) という形で表される。つまり、nAを 3進

整数で表すと各桁が 0または 2となる（nB についても同様である）。このことからも SCS,mの分配に対

応する点の集合がカントール集合の有限近似となっていることが分かる。
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Orbital instability of the regeneration cycle in minimal Couette turbulence

ミニマルクエット乱流に見られる再生成サイクルの軌道不安定性について

○犬伏正信∗，竹広真一†，山田道夫‡

京都大学数理解析研究所

1 はじめに
乱流は時間空間的に乱れた運動でありながら普遍的な統計的性質を示す流体現象である．特にコルモゴロフ
の −5/3則やプラントルの対数則などは観測や室内実験，数値実験によって確認されているが，それらを体系
的に説明する理論は確立されていない [1]．乱流を理解するアプローチの一つとして，力学系理論の概念や道
具を用いて乱流現象を特徴付ける研究がなされている．ここでは，乱流をカオス力学系として捉え，カオスの
代表的性質の一つである軌道不安定性（初期条件に対する鋭敏な依存性）を調べることで乱流を特徴付ける．
特に，近年 Ginelli et al. (2007)によって開発された共変リャプノフ解析 [2]を用いてカオスの軌道不安定性を
調べる．この解析法を用いることにより，リャプノフ指数を与える摂動ベクトルであるリャプノフベクトルを
計算することが可能になった．リャプノフベクトルは系がもつ ‘固有な’安定/不安定方向を指し示すものであ
り，乱流の物理的理解に役立つ可能性がある．
上述のプラントルの対数則は壁乱流（円管内や平行平板間における乱流）において普遍的に観測される統
計則である．この統計則は工学的にも重要であり，多くの研究者によって調べられている．また ‘coherent

structure’と呼ばれる流れの構造は壁乱流を理解する重要な足がかりであると考えられている．壁乱流を生成
する物理機構を理解するために，Hamilton et al. (1995)は壁乱流の典型例であるクエット乱流 (Fig.1参照)が
観測される最小の周期箱サイズ（ミニマルクエット乱流）を 3次元非圧縮性ナビエ-ストークス方程式の直接
数値計算を用いて調べた [3]．その結果彼らは，ミニマルクエット乱流において ‘ストリーク’などの coherent

structureの崩壊・形成を繰り返す再帰的な現象（regeneration cycle）を見出した．ストリークとは，流れ方向
速度の低速/高速領域が筋状に並んだ構造をいう．さらに Hamilton et al. (1995)は regeneration cycleを説明す
るために ‘self-sustaining process (SSP)’と呼ばれる物理機構を提案した．この物理機構は多くの研究者によっ
て調べられているが，モデル化による説明や現象論的な説明が主であり，ナビエ-ストークス方程式に立脚し
た説明はほとんどなされていない．本研究ではナビエ-ストークス方程式の解の軌道不安定性を調べることで，
ミニマルクエット乱流における regeneration cycleの物理機構を共変リャプノフ解析を用いて特徴付ける．

∗ E-mail : minubush@kurims.kyoto-u.ac.jp
† E-mail : takepiro@gfd-dennou.org
‡ E-mail : yamada@kurims.kyoto-u.ac.jp
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Fig.1 Illustration of the plane Couette flow system. x, y, z-directions are referred to as streamwise, spanwise,

wall-normal directions, respectively.

2 問題設定及び数値計算法
クエット乱流は 3次元非圧縮性ナビエ-ストークス方程式

∂u

∂t
+ (u ·∇)u = −∇p+

1

Re
∇2u, (1)

∇ · u = 0 (2)

によって記述される平行平板間の乱流である．ここで u = (ux, uy, uz)，p はそれぞれ (x, y, z) ∈ [0, Lx] ×
[0, Ly] × [−1, 1]で定義された無次元化された速度場，圧力場である．長さの無次元化には平行平板間距離の
半分 h，速度には平行平板の速度差の半分 U0，圧力には U2

0 ρを用いた（ρは流体の密度）．境界条件は壁面上
で non-slip，水平方向 (x-y)は周期境界条件とした．また，流れ (x-)方向のフラックスおよびスパン (y-)方向
の平均圧力勾配はそれぞれゼロとした．流れ場をトロイダル・ポロイダルポテンシャルに分解し，その時間
発展を数値的に計算した．計算領域はミニマルサイズである Lx = 1.755π, Ly = 1.2π であり，レイノルズ数
は Re = 400とした．ポテンシャルを水平方向にはフーリエ展開し，壁垂直方向にはチェビシェフ展開した：
ψ(x, y, z) =

∑KM
k=−KM

∑LM
l=−LM

∑MM
m=0 ψ̂(k,l,m)e

i(αkx+βly)Tm(z)．ここで α = 2π/Lx，β = 2π/Ly は流れ
方向とスパン方向の基本波数である．切断波数は KM = 8，LM = 8，MM = 32とした．力学系の次元 N

は N = 19074である．
力学系 f t : RN → R

N (t ∈ R) を考え，状態点 x(t) ∈ R
N の発展を x(t) = f tx(0) と書く．軌道上の点

x(t)に加えられた無限小摂動ベクトル u(j)(t) (j = 1, 2, · · · , N)の発展は線形化方程式 u(j)(t) = Df tu(j)(0)

に従う．ここで Df t は N ×N のヤコビ行列である．j 番目のリャプノフ指数 λj (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λN )は

λj = lim sup
T→∞

1

T
ln ||DfTu(j)(0)||, (3)

と定義され，{λ1, λ2, · · · , λN} はリャプノフスペクトルと呼ばれる．また，摂動ベクトル u(j)(t) は状態点
x(t)における（λj に対応する）リャプノフベクトルと呼ばれる．本研究の数値計算では長時間平均として平
均時間 T = 23000を用い，得られた結果は平均時間によらないことを確認した．
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Fig.2 Lyapunov spectrum λj (j = 1, 2, 3, ·, 30) of the minimal Couette turbulence. There are four positive

Lyapunov exponents and three zero Lyapunov exponents. The maximum Lyapunov exponent is λ1 = 0.021.

The Lyapunov dimension is DL = 14.8 and the Kolmogorov-Sinai entropy is hKS = 0.048.

3 Regeneration cycleとその軌道不安定性
前節の設定でミニマルクエット乱流の数値計算を行った結果，先行研究で報告されている regeneration

cycle（ストリークの崩壊と再形成）が観察された．ストリークが崩壊する際に，流れ方向渦度 ωx が壁の
中間付近（z ∼ 0）に強く局在する．このことを定量的に示すために Fig.3 の下段に渦度の z = 0 におけ
る RMS：

√〈ω2
x〉H の典型的な時系列 (2730 ≤ t ≤ 3030) を示した．ここで平均は水平方向平均である：

〈·〉H = 1
LxLy

∫ Ly

0

∫ Lx

0
· dxdy．この時系列においてストリークの崩壊・再形成は 3回見られ，先行研究で報告

されている regeneration cycleの “周期”T が T ∼ 100であることと整合的である．このストリークの崩壊・再
形成に対応して流れ方向渦の強い局在も 3回見られ，Fig.3の下段の時系列の

√〈ω2
x〉H の 3つのピークに対応

する．ここでは
√〈ω2

x〉H が増大している期間と減衰している期間の 2 つに regeneration cycle を分け，それ
ぞれ Phase (i)と Phase (ii)と呼ぶことにする．最初の 1サイクルに関しては Phase (i)は 2730 � t � 2760，
Phase (ii)は 2760 � t � 2830である．
次にミニマルクエット乱流に対して共変リャプノフ解析を行った結果を示す．まず得られたリャプノフス
ペクトルを Fig.2に示す．ミニマルクエット乱流は 4つの正のリャプノフ指数，3つのゼロリャプノフ指数を
もつことがわかった．3つのゼロリャプノフ指数はそれぞれ水平方向の空間並進対称性と時間方向の並進対称
性を反映していると考えられる．最大リャプノフ指数は λ1 = 0.021であり，乱流の統計量を良く再現する不
安定周期軌道のフロケ乗数 μ = 0.019 (Kawahara (2009) [4]) に近い．また，リャプノフスペクトルによって
定義されるアトラクタ次元（リャプノフ次元）は DL = 14.8 であり，コルモゴロフ-シナイエントロピーは
hKS = 0.048である．

Regeneration cycleを特徴付けるため局所リャプノフ指数を Fig.3の上段に示した．局所リャプノフ指数の
定義は λ̃j(x0, τ) =

1
τ ln ||Df τu(j)(0)||/||u(j)(0)||,である．τ は局所的な平均時間であり，ここでは τ = 1と

した．Fig.3 の上段に示したのは，正のリャプノフ指数に対応する局所リャプノフ指数 λ̃j (j = 1, 2, 3, 4) の
2730 ≤ t ≤ 3030における時系列である（実線；j = 1，点線；j = 2，一点鎖線；j = 3，二点鎖線；j = 4）．
Fig.3の下段に示した流れ方向渦度の RMS

√〈ω2
x〉H の時系列に対応して，Phase (i)では局所リャプノフ指数
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Fig.3 [Upper panel] Time series of the local Lyapunov exponents λ̃j for j = 1 (red solid line), 2 (green dotted

line), 3 (blue dashed dotted line) and 4 (pink dashed double-dotted line). [Lower panel] The‘horizontal’RMS

of streamwise vorticity
√〈ω2

x〉H at the mid-plane (z = 0).

はおおむね正 (λ̃j > 0)，Phase (ii)では局所リャプノフ指数はおおむねゼロか負 (λ̃j � 0)であることがわかる．
さらに Phase (i)から Phase (ii)へ切り替わるとき，局所リャプノフ指数は急激に正から負へ減少することがわ
かる．つまり，流れが不安定であるのは乱流中の流れ方向渦が成長している期間のみで，流れ方向渦が成長し
終わり減衰する期間は流れに不安定性はないことが明らかになった．
本稿では，モデル化や現象論的な議論で従来説明されてきた regeneration cycleを，ナビエ-ストークス方程
式の軌道不安定性（局所リャプノフ指数）で特徴付けた．講演では局所リャプノフ指数に対応するリャプノフ
ベクトルの特徴に触れたのち，Phase (ii)におけるエネルギー収支解析を行い，regeneration cycleの定性的解
釈を議論する．
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寺 功哲

� 始めに

ここでは� 非相対論的な粒子が場と相互作用する系の �������	��	 を ���
��� 空間上の作用

素として表現したときに自己共役作用素となっているかについて解説する．量子論の公理の一

つとして� 物理量はある ���
��� 空間上の自己共役作用素として表わされるというものがある．

（この辺の量子力学� 場の量子論の公理について詳しくは 
��� ��� ����� 等を参照して戴き

たい．）�������	��	 は物理系を記述する重要な物理量であるので� 適当な空間上で表現された

�������	��	 が自己共役作用素であることを示す事が問題となる．さて� ここで自己共役性の定

義を確認しておこう．�有界とは限らない）線形作用素 T が自己共役であるとは定義域も含めて

T とその共役作用素 T� が一致することである．また� 線形作用素 T が対称作用素であるとは�

任意の φ � D�T � に対して T�φ � Tφ となることとする．有限次元の場合線形作用素は定義域

が全体の有界作用素に拡張できるので� 定義域は常に全体であるとすると� 自己共役性� 対称性は

行列のヘルミート性と等しい．また� 自己共役作用素は定義から明らかに対称作用素であるが逆

は成立しない．無限次元では全ての作用素が行列のように定義域が全体の線形作用素とはできな

い．その為多くの場合� 作用素の自己共役性を示すことは難しい．

非相対論的な粒子と場が相互作用するモデルの話に移ろう．このようなモデルには �����	�

������������� ����  ���!�"�#$��� 型といった重要なモデルがいくつかある．今回は� 
��� に

より導入された一般化されたスピンボソンモデル ���� モデル% の自己共役性について考える

�他のモデルの詳細について知りたい方は 
����及びそこにあがっている文献等を参照のこと）&

� 準備

まず� いくつかの用語を定義しておく．ここではあまり詳細に立ち入らず定義を確認するだけ

にとどめておく．詳しくは 
���''�� ���''
� (�� 等を見て戴きたい．

定義 ���� 複素 ���
���空間 Kに対して� ボソンフォック空間Fb�K�を次により定める&

Fb�K��
��

n�0

�n
s K

�
�
ψ � �ψ�n���n�0

��� ψ�n� � �n
s K,

��
n�0

�ψ�n��2 	 

�

��s は対称テンソル積である%& Fb�K�上の閉作用素として次の性質を持つ生成作用素 a�f�� 存
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在する�

�
a�f��ψ��0� � 0,

�
a�f��ψ��n� � �

nSn

�
f � ψ�n�1�

�
, �n � 1�.

また� 消滅作用素 a�f�を a�f� � �a�f���� により定める．この時� �����の場の作用素と呼ばれ

る自己共役作用素 φ�f�が
φ�f�� a�f� � a�f���

2

により定まる�ここで� Aは作用素 Aの閉包を表す�

注 ���� 生成・消滅作用素は次の正準交換関係を満たす�

�a�f�, a�g��� � �f , g	, �a�f�, a�g�� � 0, �a�f��, a�g��� � 0

又� �����の場の作用素は次の��	�関係を満たす�

eiφ�f�eiφ�g� � ei Im �f , g�eiφ�g�eiφ�f�, f, g 
 K,

定義 ���� K上の作用素 �に対して� フォック空間Fb 上の第 
量子化作用素 dΓ�S�を以下によ
り定める�

dΓ�S��
�

n�0

S�n�,

但し� S�n� は

S�0� � 0,

S�n� �
n�

j�

I � � � � � I � S
�j ���

� I � � � � � I
���
�
s

n
���

D�T �
, �n 
 1�

である�

注 ���� �が自己共役または非負の作用素である時� 第 
量子化作用素 dΓ�S�も自己共役または
非負の作用素となる�

� ���モデルと自己共役性

量子場と相互作用する量子系を表現する ���
���空間として次のものを考える�

F � H� Fb�K�. ���

Aを H 上の自己共役作用素� Bj �j � 1, . . . , n�を H 上の自己共役作用素で � n
j�1D�Bj�が H

で稠密� W を K上の単射� 非負な自己共役作用素とする� 又 gj 
 K � λ 
 Rとする� この時� F

上の作用素として ���モデルのハミルトニアン H�λ�を次により定める�

H�λ�� A� I � I � dΓ�W � � λ
n�

j�1

Bj � φ�gj�. �
�
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��� モデルのハミルトニアンが上により定義できた．之の作用素が対称作用素である事は直

に分るが� 自己共役作用素であるかは自明ではない．H�λ� が自己共役になるための条件は �著

者の知る限り�２つある．１つ目は λが十分小さければ H�λ�は自己共役になるというものであ

る．これは A � dΓ�W �が自己共役作用素であるので
�

Bj � φ�gj�の部分を摂動しているとし

て ��	
��
�����の定理を用いることにより分る．

もう一つも大雑把に言うと�A � A0 � A1 と分解して �A0, B1, B2, . . . , Bn�が互いに強可換

な自己共役作用素とする．作用素

A�λ�� A�
λ2

2

J�
j,l�1

�
W�1�2gj ,W

�1�2gl

�
BjBl

に対して次の集合

��
�
λ 	 R
�0�

���A�λ� は自己共役且つ下に有界�
�

が空集合でなければ� 任意の λ 	 �に対して H�λ�は自己共役作用素となる．これはうまいユニ

タリ作用素を用いて H�λ�を変形することにより A�λ� � dΓ�W ���その他�という形になるので

その他の部分をうまく評価して ��	
��
�����を用いることにより示せる．

こちらはかなり広い範囲の λに対してH�λ�が自己共役になることを示しているが仮定が大変

強い．特に� �の条件にある A�λ�の自己共役性により �がどのような分布を持つかが一般に分

らない．そこで�次の様な改良に至った．

定理 ���� 次の ��������を満たすとする．

��� gj 	 D�W�1�2� �D�W 2�

���� A � A0 � A1 と分解できる．ここで�A0 は非負の自己共役作用素で�A1 は有界な自己共役

作用素であるとする．

����� �Bj�は A
1�2
0 �有界な対称作用素の族．

���� A0 の芯 D1 �
�

j

	
D�A0Bj� �D�A

1�2
0 BjA

1�2
0 � �D�A2

0�


で D1 上での交換子 
A0, Bj�の

閉包が有界となるものが存在する．

この時� 任意の λ 	 Rに対して H�λ�は本質的に自己共役である．更に� 次の条件

��� H�λ�は下に有界

を満たすとする．この時� 任意の η � �λ�に対して H�η�は自己共役となる．
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ψ(t) =
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2.2 canonical correlation analysis

n u′i(i = 1, 2, . . . , n) m v′j(j = 1, 2, . . . ,m) 2
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s2ui
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栃木県那須地域の気象データを用いた
統計モデルとデータ解析

宮加谷祥子∗(自由学園最高学部), 矢野真知子∗(自由学園最高学部),

島津秀康†(School of Biology, University of St Andrews), 遠藤敏喜†(自由学園最高学部)

はじめに

実データから数学的モデルを構築して探索的
に解析するアプローチは，統計学において古来
から活発に行われ，実際に活用されている手法
である．一方，現実的な問題に対して，適切な
近似モデルを構築し，その結果について適切に
解釈することは，必ずしも容易なことではない．
何故ならば，現象に関するデータは一般的には
完全ではなく，また対象に関する私たちの知識
も完全ではないからである．もちろん，データ
あるいは知見が蓄積されるほどその不完全さは
減少する．そして，近似の精度を高めるという
意味では，モデルへのデータのあてはめ，その
評価のプロセスの繰り返しが重要である．
本研究では，自由学園那須農場の農場員が 57

年間に亘って観測し蓄積してきた気象データを
用いて，上記のことを踏まえつつ，統計モデル
の構築とデータ解析を行う．本集会では，口頭
発表とポスター発表の 2件の発表を行うが，こ
の口頭発表では (1)風速と (2)搾乳量・乳脂率
についての事例を紹介する．

1 無風増加傾向を組み込んだ

風速データのモデリング

風は気圧の高い場所から低い場所へと吹き込
む．季節に応じて気圧は変化するため，風も季
節ごとで異なる傾向となる．そこで那須地域に
おける年間を通しての風速の季節変動を記述す
る．ところが樹木による風の妨害などといった
要因により，風速 0m/sなるデータが年の経過
と共に著しく増加傾向にあるため，風速のみを
表すモデルでは風速のばらつきを適切に捉えき
れない．そこで風速のモデルを 0の出現確率で
混合する混合分布モデルを構築した [2]．また，
先行研究では風速の分布はワイブル分布を仮定
しているものが多いが [1]，本研究ではワイブ
ル分布より 1つパラメータの少ない指数分布を

仮定した．指数分布はワイブル分布と同じガン
マ分布の族である．

1.1 データとモデル

調査対象である風速データは，農場員が風杯
型風速計を用いて毎朝 9時の時点での風速を観
測したものである．1949年から1998年まで，の
べ 18,262日分のデータを解析に使用した．扱
う風速データに見られる特徴として，図 1.1の
ように 1984年頃から風速 0m/sの無風の観測
日数が顕著に増加する傾向がある．これは必ず
しも那須地域において無風状態が増えていると
いうわけではなく，成長した樹木が風を防いで
いることや，風速計の劣化による風速観測への
障害など様々な要因が重なったことで起こった
現象ではないかと推測している．

図 1.1：無風観測日数の増加

時点 tでの風速 yt をゼロと非ゼロの場合に
分け，非ゼロの発生確率 Pt を風速データに混
合した形で記述する．確率密度関数を次式で定
める．

f(yt;Pt, λt) =

{
Pt (yt = 0)

(1− Pt)λte
−λtyt (yt > 0)

ただし，Pt，λt はパラメータである．すなわ
ち，yt > 0の時の風速は指数分布に従うと仮定
する．この混合分布モデルの期待値 E[Yt]と分

∗登壇者
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散Var[Yt]は以下の通りである．

E[Yt] = (1− Pt)
1

λ

Var[Yt] = =
1− Pt

2

λt
2

通常，指数分布の期待値は 1/λ，分散は 1/λ2

となるが，本モデルでは 0m/sデータと風速の
混合モデルであるため，風速 0m/sの発生確率
Ptで割り引かれたものとなる．

1.2 考察

モデル当てはめの結果は図 1.2のとおりであ
る．上図は風速 0m/sデータの発生確率 Pt で
あり，図 1.1で見られるような 1980年代後半か
らのゼロデータの増加を予測値でも捉えること
ができている．下図の風速期待値には季節変動
を示す細かい波形が見られる．風速が年の経過
と共に低下傾向となっているのはゼロデータの
増加により，サンプルの風速データ数が減少し
ている影響である．

m/s

Pt

1949 1962 1976 1990

1949 1962 1976 1990

図 1.2：モデルの当てはめ結果

また，ゼロデータの傾向を除いた風速の期待
値を月毎にまとめた箱ひげ図を図 1.3に示す．3
月にピークを迎え，8月最も風速が低くなると
いう季節変動が明らかとなった．風速は夏季に
低く，冬季に高くなる傾向にあると一般的に言
われているが，那須地域においては春季に最も
高くなるという結果となった．

m/s

図 1.3：期待値の年間変動

同農場では風速と共に風向の観測も行われて
おり，16方位のデータで記録が残されている．
風向データと解析結果を照合すると，北よりの
風は比較的風速が高く，南よりの風は風速が低
めの傾向となった．風速のピークである春季は
比較的強い北よりの風が度々吹くことから風速
が高くなり、南の風が卓越する夏季は風速が低
くなっていたことが考察できる [6]．

2 牛個体別にみる

気温が乳量・乳脂量に与える影響

一般的に牛は暑さに弱いとされており，搾乳
量と乳成分率は夏低冬高となるといわれている．
これまで国内外で牛舎環境や気象条件が与える
乳量への影響について研究がなされてきたが，
それらによると，乳量・乳成分率には気象条件
よりも，年齢や分娩後日数などの牛個体の条件
が大きく影響していること，遺伝により牛個体
間に生産能力の差があることが指摘されている
[3, 4]．また，乳生産の体系を理解するため，将
来計画や一定間隔で収集される検定データの補
間のために，分娩後日数における乳量・乳成分
率の増減を表す泌乳曲線モデルが構築されてき
た [5, 7]．しかし，このモデルに関する議論は
1920年代から現在まで 90年近くも続いており，
モデルを分娩後日数のみの関数として定義する
ことへの限界が伺われる．
今回私たちは，気温，複数の牛個体条件の影

響，そして個体差を考慮した非線形モデルを構
築し，乳量・乳脂量への影響を検討した．牛個
体の条件に対する乳量・乳脂量の非線形な反応
を確認し，気温が乳生産に与える影響の個体差
とその特徴を明らかにした．
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2.1 データとモデル

気温のデータは農場員によって観測された最
高気温のデータのうち 1989年から 1998年の 10

年間分を使用した．牛個体の条件のデータは同
期間に（社)家畜改良事業団により検定・発行
された牛群検定成績表から，乳量・乳脂率・産
次・分娩後日数・分娩月・濃厚飼料給与量の 6

項目を用いた．検定は月に 1度行われ，計 120

回の検定結果には牛 151頭（述べ 4,574頭）の
データが含まれていた．

モデルは，乳量と乳脂量を目的変量とし，最
高気温と牛個体の条件を説明変量とする非線形
回帰モデルを構築した．得られたモデルは次の
通りである．yi,tを個体 iの t時点での乳量，zi,t
を個体 iの t時点での乳肪量，xj,tを t時点での
j番目の牛個体の条件，wtを t時点での最高気
温とするとき，

log(yi,t) =

exp

⎧⎨⎩∑
j

αjs(xj,t) + (αi + aiwt) + εi,t

⎫⎬⎭ ,

log(zi,t) =

exp

⎧⎨⎩∑
j

βjs(xj,t) + (βi + biwt) + ξi,t

⎫⎬⎭ .

各αi, ai, βi, biは個体ごとの違いを調整する．乳
脂率は z′i,t = zi,t/yi,tであるので

log(z′i,t) =

exp

⎧⎨⎩∑
j

γjs(xj,t) + γi + riwt + ηi,t

⎫⎬⎭
を得る．ただし sは平滑化関数，εi,t, ξi,t, ηi,tは
残差で，γj = βj −αj , γi = βi−αi, ri = bi− ai
である．

2.2 考察

各牛個体の条件に対する乳量・乳脂量の反応
曲線を図 2.1と図 2.2に示す．各変量に対する
乳量・乳脂量の変化がみてとれる．なお，濃厚
飼料給与量は乳量に応じて決められているため，
乳量の説明変量に含めていない．
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図 2.1：乳量の反応曲線
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図 2.2：乳脂量の反応曲線

乳量・乳脂量のモデルの気温の影響を表す項
の係数とモデルの切片である aiと αi，biと βi
の散布図を図 2.3に示す．この図からは，乳量・
乳脂量の多い個体ほど，気温の上昇による乳量・
乳脂量の減少量が大きいことが分かる．
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図 2.3：aiと αi，biと βi

また両モデルの気温の影響を表す項の係数で
ある biと aiの散布図を図 2.4に示す．この図か
らは，乳量と乳脂量の増減の関係をみることが
できる．第 1象限には気温の上昇により乳量・
乳脂量共に増加する個体，第 2象限には乳量は
増加し乳脂量が減少する個体，第 3象限には乳
量・乳脂量共に減少する個体，第 4象限には乳
量は減少し乳脂量が増加する個体がプロットさ
れている．各象限にプロットされている牛個体
の数は，順に 37頭，2頭，69頭，43頭であっ
た．また，図中の破線 (ai = bi)よりも左方にプ
ロットされるのは，乳脂率が減少する個体，右
方にプロットされているのは，乳脂率が増加す
る個体である．このように，乳量の増減 /乳脂
量の増減から乳脂率の増減についてもみること
ができる．
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図 2.4：aiと bi
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Spontaneous Motion of a Deformed Camphor Disk

飯田 渓太,a 北畑 裕之,b,c 長山 雅晴 d,e

a金沢大学大学院自然科学研究科, b千葉大学大学院理学研究科, cJST PRESTO

d北海道大学電子科学研究科, eJST CREST

1 はじめに
Self-propelled motionという身近な物理現象に興味を持っている．これは，生き物や物質が環境
中を外力に頼らず走るような現象を指す．例として，本稿では水面に於ける界面活性剤の自発運動
を紹介する．19世紀，Tomlinson，Rayleigh 等は樟脳と呼ばれる界面活性剤の粒が水面を動き回
る様子について報告した [1,2]．樟脳の粒がクルクル回転したり移動したりする様子は “Camphor

Dance”などと呼ばれ，関連した研究が現在も盛んに行われている．特に，2004年に報告された
樟脳-水系の空間 1次元数理モデルとその分岐解析は，自発運動の機構を数学的に説明した点に於
いて重要な結果と言える [3]．例えば，界面活性粒子または界面活性液滴は自身の周りに表面張力
差を発生させることや，その対称性の破れが駆動力となることなどが明らかにされた．この 1次
元数理モデル及びその拡張は種々の類似の実験系に適用されている．
空間 2次元の問題についてはどうだろうか．我々の知る限り，数理モデルを基本とした空間 2次
元以上の具体的な問題提起はなされていない．そこで我々は 1996年，97年の実験報告 [4,5]を思
い出し，界面活性液滴および界面活性粒子の運動について再考察を行なった．一般に，液滴系で
は変形を伴った運動が，粒子系では粒子の形状に依存した並進／回転運動が観察されている．本
研究では理論的側面から変形と運動の関係，あるいは形状と運動の関係を明らかにし，運動方向
や回転の有無など，これまで未解明だった問題についても議論を行ないたい．ここでは最初の段
階として，粒子の形状が運動に与える影響を 2次元数理モデルを用いて調べる．粒子の形状とし
ては，先ず半径 r0 の円を用意し，次のような微小変形を考える：

r(θ) = r0

[
1 +

∞∑
k=2

(ak cos kθ + bk sin kθ)

]
. (1)

ここで，(r, θ) は 2次元極座標，ak, bk は微小パラメータである．以下，2モードの変形，即ち楕
円への変形を考え，このときの界面活性粒子の運動について調べた結果を報告する．従って，(1)

に於いて ak = bk = 0, k �= 2, とする．

2 数理モデル
水面における樟脳運動の数理モデルは 2005年に紹介されたものを基に構成する [6]．モデル方
程式については無次元化したものを紹介するが，各項の説明には関連する物理量の名称を用いる．
水面を 2次元平面の領域 Ω (= �2) とし，樟脳粒の内部を Ωc とする．樟脳粒の重心位置および回
転角度をそれぞれ xc(t)，θc(t) とし，樟脳粒から水面に展開する樟脳分子膜濃度を u(t,x) とする
（図 1を参照）．但し，今回は回転運動を無視した条件下で議論を行なう．
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図 1 モデルの模式図．樟脳粒の重心位置，回転角度をそれぞれ xc，θc とし，これらの時間変化をそれぞ
れ並進運動，回転運動と定義する．

樟脳粒の並進運動および樟脳分子膜濃度のダイナミクスは以下の式で記述される：

m
d2xc

dt2
= −ηt

dxc

dt
+ F , (2)

∂u

∂t
= Δu− u+ f(x,xc). (3)

ここで，推進力 F および濃度供給 f は

F =

∫
∂Ωc

γ(u(t,xc + p(�)))n(�)d�, (4)

f(x,xc) =

⎧⎨⎩1, x ∈ Ω̄c,

0, x ∈ Ω \ Ω̄c

(5)

とする．(4)において，xc + p，n はそれぞれ樟脳粒の境界上の位置ベクトル及び外向き単位法線
ベクトルで，γ は u に依存した水の表面張力を表す：

γ(u) =
βnγ0

βn + un
+ γ1. (6)

初期条件，境界条件はそれぞれ ⎧⎪⎨⎪⎩
(
xc(0),

dxc

dt
(0)

)
= (x0,v0),

u(0,x) ≡ 0,

(7)

lim
|x|→∞

u(t,x) = 0. (8)

また，解 u(t,x) の存在一意性を保障するための正則条件

u(t,x) ∈ C1, for any fixed t ≥ 0, (9)

を課す．先行研究 [3]に倣い，水の粘性係数 ηt をコントロールパラメータとする．

3 円形樟脳粒に対する解析
ここでは楕円形樟脳粒に対する解析の準備として円形樟脳粒について考える．Ωc を次で定義
する：

Ωc = {(x, y) ∈ Ω | (x− xc)
2 + (y − yc)

2 < r20}. (10)
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3.1 仮定

いま，円形樟脳粒が速さ v で x 軸上を等速直線運動していると仮定する．但し，|v| � 1 とす
る．このとき，(2), (3)を速度 vex の動座標系

z = (x− vt, y), zc = (xc − vt, yc), U(z) = u(t,x) (11)

で書き変え，さらに (3)を 2次元極座標で書き直すと次の解析可能な定常問題が得られる：

0 = −ηtv + ez ·
[∫ 2π

0
γ(U(r0, θ))n(θ)r0 cos θdθ

]
, (12)

−v

(
cos θ

∂U

∂r
− sin θ

r

∂U

∂θ

)
=

∂2U

∂r2
+

1

r

∂U

∂r
+

1

r2
∂2U

∂θ2
− U + f(r, θ). (13)

ここで，

f(z,0) =

⎧⎨⎩1, r ≤ r0,

0, r > r0.
(14)

但し，zc ≡ 0 としているが，これは一般性を損なわない．境界条件，正則条件は

lim
r→∞U(r, θ) = 0, (15)

U ∈ C1 (16)

となる．

3.2 摂動展開

(13)から U(r, θ, v) を求めることが出来れば，これを (12)に代入することで v の情報が独立に
求まるのであるが，残念ながらその方法は知られていない．そこで，次のような方法をとる：U を

U(r, θ; v) = U0(r, θ) + U1(r, θ)v + U2(r, θ)v
2 + U3(r, θ)v

3 + · · · (17)

のように展開し，これを (13)に代入する．すると，n = 0 に対して，

0 =
∂2Un

∂r2
+

1

r

∂Un

∂r
+

1

r2
∂2Un

∂θ2
− Un, (18)

n ≥ 1 に対して，

−
(
cos θ

∂Un−1

∂r
− sin θ

r

∂Un−1

∂θ

)
=

∂2Un

∂r2
+

1

r

∂Un

∂r
+

1

r2
∂2Un

∂θ2
− Un (19)

なる漸化式が得られる．また，(15), (16)から次の条件が課される：

lim
r→∞Un(r, θ) = 0, (20)

lim
r→+0

Un(r, θ) < ∞, (21)

∇U (i)(r0, θ) = U (o)(r0, θ), ∇U (i)
∣∣∣
r=r0

= ∇U (o)
∣∣∣
r=r0

. (22)

但し，U
(i)
n , U

(o)
n はそれぞれ Ωc の内側と外側の函数である．以上により，U0, U1, U2, U3, · · · を

逐次的に求めることが出来る．今回，我々は Un (n = 0, 1, 2, 3) まで計算した．
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3.3 分岐点の計算

(18)–(22)より求めた U(r, θ; v) を (12) の U に代入すると，

ηtv = ez ·
[∫ 2π

0
γ(U(r0, θ; v))n(θ)r0 cos θdθ

]
, (23)

= k1v + k3v
3 +O(v5) （v についての Taylor展開） (24)

なる pitch-fork分岐の標準形が得られる．ここで，モデルのパラメータを含んだ定数 k1, k3 の具
体形は余白の都合上省略する．(24)より，或るパラメータセットに対して分岐図を描くと図 2の
ようになった．

図 2 定常解から等速進行解への分岐図．横軸にパラメータ ηt，縦軸に速度 v を表示している．実線は (24)

により求めたもので，黒丸と白丸はモデル方程式を直接数値計算して求めた漸近解．黒丸は安定解，白丸は
不安定解を意味する．

4 楕円形樟脳粒に対する解析
楕円へと変形した樟脳粒の運動についても前節と同様の手続きで解析出来る．これにより，楕
円形の樟脳粒が長軸と短軸のどちら方向へ動きやすいかが分かる．結論は講演で述べようと思う．

参考文献
[1] C. Tomlinson, Proc. R. Soc. London 11, 575 (1860).
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Mordell-Tornheim型2重ゼータ関数の2乗平均

小野塚友一
名古屋大学大学院多元数理科学研究科

ABSTRACT.リーマンゼータ関数の 2乗平均については既に結果が知ら
れている.松本耕二氏と津村博文氏はこの結果を応用し Euler-Zagier型 2
重ゼータ関数の 2乗平均についての結果をだした.今回は更に Mordell-
Tornheim型 2重ゼータ関数に応用して得られた結果について話す.本研
究は立命館大学の岡本卓也氏との共同研究である.

1 Introduction

3つの複素変数 s1, s2, s3に対して, Mordell-Tornheim型 2重ゼータ関
数は次のように定義される:

ζMT,2(s1, s2; s3) =
∞∑

m,n=1

1
ms1ns2(m + n)s3

. (1.1)

この級数は �s1 + �s3 > 1, �s2 + �s3 > 1, �s1 + �s2 + �s3 > 2に
おいて絶対収束する. 級数 (1.1)は Tornheim[5]によって初めて導入され
s1, s2, s3を整数としたときの値について調べられた. 一方Mordell[4]は
Tornheimとは独立に s1 = s2 = s3とした和を考え, 次のような多重和の
値について調べた:

∞∑
m1,...,mr=1

m−1
1 · · ·m−1

r (m1 + · · · + mr + a)−1 (a > −r).

関数 (1.1)はこれらの研究をおこなった2人の名前をとってMordell-Tornheim
型 2重ゼータ関数と呼ばれている.
主結果を述べるために (1.1)とは別の次のような 2重ゼータ関数を導入

する:

ζ
[2]
MT,2(s1, s2; s3) =

∞∑
k=2

∣∣∣∣∣
k−1∑
m=1

1
ms1(k − m)s2

∣∣∣∣∣
2

1
ks3

. (1.2)

この級数は 2�s1 + �s3 > 1, 2�s2 + �s3 > 1, 2�s1 + 2�s2 + �s3 > 3に
おいて絶対収束する.
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今回の講演内容はMordell-Tornheim型 2重ゼータ関数 (1.1)の 2乗平
均についてのものである. リーマンゼータ関数の 2乗平均については次の
ようなよく知られた結果がある:∫ T

2
|ζ(σ + it)|2dt ∼ ζ(2σ)T (σ >

1
2
), (1.3)∫ T

2
|ζ(

1
2

+ it)|2dt ∼ T log T, (1.4)

([6] Theorem 7.2, 7.3). これらの 2乗平均 (1.3)と (1.4)は Lindelöf予想
の解決を目的として考えられた. Lindelöf予想とは

ζ(σ + it) = O(tε) (
1
2
≤ σ < 1)

が任意の ε > 0に対して成り立つであろうという予想である. Riemann
予想が成り立つならば Lindelöf 予想も成り立つことが知られているが,
Lindelöf予想は未だに解決されていない. リーマンゼータ関数の 2乗平均
の類似として, 松本と津村 [3]は Euler-Zagier型 2重ゼータ関数の 2乗平
均を考えた. Euler-Zagier型 2重ゼータ関数とは次のように定義される関
数である:

ζEZ,2(s1, s2) =
∞∑

m,n=1

1
ms1(m + n)s2

.

この級数は�s2 > 1, �s1 +�s2 > 2 ([1] Theorem 3)で絶対収束し, C2空
間に有理型に接続されることが知られている ([2] Theorem 1). [3]の中で,
松本と津村は次の 2乗平均に関する結果を証明した:∫ T

2
|ζEZ,2(s1, σ + it)|2dt ∼ ζ

[2]
2 (s1, 2σ)T,

ただし s1 と σはある定められた領域上にあるものとし, さらに ζ
[2]
2 は次

のように定められるものとする:

ζ
[2]
2 (s1, s2) =

∞∑
k=2

∣∣∣∣∣
k−1∑
m=1

1
ms1

∣∣∣∣∣
2

1
ks2

.

今回紹介する主結果の 2乗平均は次のようなものである:∫ T

2
|ζMT,2(s1, s2; σ + it)|2dt ∼ ζ

[2]
MT,2(s1, s2; 2σ)T,

ただし s1, s2 と σ はある定められた領域上にあるものとする. Mordell-
Tornheim型 2重ゼータ関数に s2 = 0を代入すると Euler-Zagier型 2重
ゼータ関数になる:

ζMT,2(s1, 0; σ + it) = ζEZ,2(s1, σ + it).
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さらに ζ
[2]
MT,2(s1, s2; s3)に s2 = 0を代入すると ζ

[2]
2 (s1, s2)になる:

ζ
[2]
MT,2(s1, 0; 2σ) = ζ

[2]
2 (s1, 2σ).

よって今回紹介する主結果に s2 = 0を代入すると [3]の結果と一致し, し
たがって今回紹介する結果は [3]の一般化となっていることがわかる.

2 主結果
主結果は ζMT,2(s1, s2, s)の 2乗平均に関するものであるが, s1, s2, sの領

域ごとに 3つの部分に別れる. ここからは s1 = σ1 + it1, s2 = σ2 + it2, s =
σ + itとする. まずはじめは絶対収束領域における結果である.

Theorem 2.1. s1, s2, s ∈ Cが条件σ1+σ > 1, σ2+σ > 1, σ1+σ2+σ > 2
かつ t ≥ 2を満たすとする. このとき次式が成り立つ:∫ T

2
|ζMT,2(s1, s2; s)|2 dt = ζ

[2]
MT,2(s1, s2; 2σ)T + O(1) (T → ∞).

次の結果は絶対収束しない領域での結果である.

Theorem 2.2. s1, s2, s ∈ Cが条件 1/2 < σ2 + σ ≤ 1, σ1 + σ2 + σ >

2, σ1 > 1, σ2 ≥ 0, σ > 0, t ≥ 2を満たしかつ, tが 2から T までを動くと
き (s1, s2, s)は超平面 s2 + s = 1を通らないものとする. このとき次式が
成り立つ:∫ T

2
|ζMT,2(s1, s2; s)|2 dt = ζ

[2]
MT,2(s1, s2; 2σ)T + O(T 1/2)

+ O(T 2−2σ2−2σ log T ) (T → ∞).

最後の結果は前定理と同じく絶対収束しない領域での結果であるが, 前
定理より更に深い領域まで調べている.

Theorem 2.3. s1, s2, s ∈ Cが条件 σ1 + σ > 1, 1/2 < σ2 + σ ≤ 1, 3/2 <

σ1 + σ2 + σ ≤ 2, 1/2 < σ1 < 3/2, σ2 ≥ 0, σ > 0, t ≥ 2を満たしかつ,
tが 2から T までを動くとき, (s1, s2, s)は 2つの超平面 s2 + s = 1と
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s1 + s2 + s = 2のどちらも通らないものとする. このとき次式が成り立つ:∫ T

2
|ζMT,2(s1, s2; s)|2 dt = ζ

[2]
MT,2(s1, s2; 2σ)T + O(T 5/2−σ1−σ2−σ+ε)

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

O(T 4−2σ1−2σ2−2σ log T ) (1/2 < σ1 < 1, 1/2 < σ2 + σ < 1)

O(T 2−2σ1(log T )2) (1/2 < σ1 < 1, σ2 + σ = 1)

O(T 2−2σ2−2σ(log T )3) (σ1 = 1, 1/2 < σ2 + σ < 1)

O((log T )4) (σ1 = 1, σ2 + σ = 1)

O(T 2−2σ2−2σ log T ) (1 < σ1 < 3/2, 1/2 < σ2 + σ < 1)

(T → ∞).

ただし ε > 0は任意.
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The product over all norms of primes on a graph

齋藤正顕 1 長谷川武博 2

1工学院大学 kt13204@ns.kogakuin.ac.jp 　　
2立命館大学

1 正規化積と超正規化積

非減少な正数の数列 λ = (λn) (0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ) に対し, 領域 Re(s) > s0 (s0 > 0 はあ
る実数) で絶対収束する Dirichlet 級数

ζλ(s) :=
∞∑

n=1

λ−s
n ,

(数列 λ に付随するゼータ関数とよぶ) が s = 0 を含む領域まで有理型関数として解析接続
され, s = 0 で正則なとき, λ の (ゼータ)正規化積 (regularized product) は, 次式で与えら
れる: ∏̂

n

λn := exp(−ζ ′λ(0)).

有限数列 λ = (λ1, . . . , λm) の場合に正規化積は通常の積
∏̂
n

λn = λ1 · · ·λm と一致すること

から, 正規化積は数列 λn の “積” とみなせる. 特に全ての自然数の正規化積（つまり全ての
自然数の “積”） ∏̂

n

n =
√

2π

は Lerch の公式として良く知られている. しかし, 全ての素数の正規化積（つまり全ての
素数の “積”）は定義されない. その理由は, Re(s) > 1 で P (s) :=

∑
p p−s （和は全ての

正の素数をわたる）によって定義される関数（prime zeta function と呼ぶ [1]）が虚軸を
自然境界として持つ (Landau and Walfisz [4]) ために, P ′(0) が定義できないからである.
E. M. Garcia と R. P. Marco は [2] において, P (s) のような 0 で正則でない Dirichlet 級
数 ζλ(s) =

∑
n λ−s

n を持つような数列 λ = {λn} に対し, 正規化積を拡張して超正規化積
(super-regularized product) を定義した. それは, 具体的に次に述べる手順と条件の下で定
義される: ζλ(s) に対し, 2変数 Dirichlet 級数

ζλ(s, t) :=
∞∑

n,m=1

cn,mλ−s
n μ−t

m , (Re(s) > s0, Re(t) > t0 で絶対収束)

(s0 及び t0 < 0 はある実数, 数列 μ は λ に対して次に述べる操作がうまくいくように適切

にとる)に拡張する.

1. ζλ(s, 0) = ζλ(s).

2. Re(t) > t1 なる各 t に対し, s の関数 ∂
∂sζλ(s, t) が領域 Re(s) > s1 (s1 < 0 はあ

る実数) に有理型関数として解析接続されるような t1 ≥ t0 が存在する. この拡張
(meromorphic extension)を exts

∂
∂sζλ(s, t) とかく.

3. 領域 Re(t) > t1 で定義される関数 exts
∂
∂sζλ(0, t) が t = 0 のある近傍 U で恒等的

に ∞ とならないとき, これを U まで有理型関数として解析接続する. この拡張を
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extt

(
lims→0 exts

∂
∂sζλ(s, t)

)
とかく. この有理型関数が t = 0 で正則のとき, 超正規化

積は次で定義される:∏̂
n

λn := exp
(
− lim

t→0

(
extt

(
lim
s→0

exts
∂ζλ

∂s
(s, t)

)))
.

超正規化積の値は上の 1,2,3 における ζλ(s) の拡張 ζλ(s, t) の取り方に依らず決まる. ま
た, 超正規化積は, 正規化積を与えることができる数列に関しては, その正規化積と一致す
る. Garcia と Marco は [2] において “すべての素数の積”である素数列の超正規化積を次の
ように与えた: ∏̂

p

p = 4π2.

本研究では, このグラフ版のアナロジーを考えたい.

2 素サイクルのノルムの超正規化積

本研究を通じて, グラフは有限連結で, 各頂点の次数は 2 以上とする. グラフ X = (V,E)
に対し, |V | = ν, |E| = ε とおく. X の辺には任意の向きが与えてあるとする. 有向辺の
集合 
E を 
E = {e, e−1 | e ∈ E} (e−1 は e の逆向きの辺とする) とおく. X の有向辺の列

P = a1 · · · as が X の path であるとは, 1 ≤ i ≤ s− 1 のとき, ai の終点と ai+1 の始点が同

じときをいう. その長さは �(P ) = s で定義される. path P = a1 · · · as は as の終点と a1 の

始点が一致するとき, closed path といわれる. closed path P が素サイクル ( prime closed
path )とは, 次の２条件を満たすとき:

(1) P には後戻り ( backtrack )がない. つまり, aj 
= a−1
j+1 fo all j = 1, . . . , s − 1.

(2) P には尻尾 ( tail )がない. つまり, as 
= a−1
1 ,

(3) 2 以上の整数 m に対し, P = Cm (m 周) となる closed path C がない.

closed path P = a1 · · · as に対し, 有向辺の並びを巡回させて得られるものを同一視し, その
同値類を [P ] := {a1 · · · as, a2 · · · asa1, . . . , asa1 · · · as−1} とする. P が素サイクルの

とき, [P ] は X の prime と呼ばれる (詳しくは [6] を参照).
|x| 十分小のとき, Ihara zeta function ZX(x) は次の Euler 積で定義される ([3], [6]):

ZX(x) =
∏
[P ]

(1 − x�(P ))−1

ZX(x) の収束半径を RX とかく. u = 1/x > 1 とおく. X の prime [P ] に対し, u�(P ) を P

のノルムと呼ぶ.

Problem. グラフのすべての prime のノルムの積 “
∏
[P ]

u�(P )” は?

π(n) := (�(P ) = n である X の prime [P ] の個数)

とおく. π(n) の母関数を

PX(x) :=
∑
[P ]

x�(P ) =
∞∑

n=1

π(n)xn
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とおく. ここで和は X のすべての prime [P ] をわたる. 数列 ( u�(P ) ) に付随するゼータ関
数は,

PX(s) := PX(u−s) =
∑
[P ]

u−s�(P )

である. X が cycle graph でなければ RX < 1 で, PX(s) は Re(s) > − log RX/ log u(> 0)
で絶対収束する. 本稿では, PX(x) と PX(s) を Ihara prime zeta function と呼ぶことに
する.

Example 1. X = K4 − e (下図参照)のとき,

ZX(x) =
1

1 − 4x3 − 2x4 + 4x6 + 4x7 + x8 − 4x10

=1 + 4x3 + 2x4 + 12x6 + 12x7 + 3x8 + 32x9 + 52x10 + 24x11

+ 84x12 + 192x13 + 136x14 + 232x15 + 645x16 + 640x17

+ 728x18 + 2044x19 + 2662x20 + · · · ,

PX(x) =4x3 + 2x4 + 2x6 + 4x7 + 4x9 + 12x10 + 4x11 + 6x12 + 32x13

+ 18x14 + 16x15 + 80x16 + 80x17 + 46x18 + 196x19 + 274x20

+ · · · .

�� ��

��
��

��

��

��

�� ��

�

Theorem 1 (主結果 1). X は有限連結グラフで各頂点の次数が 2 以上とする. X が cycle
graph でないとき, PX(s) は Re(s) > 0 へ次式で解析接続される:

PX(s) =
∞∑

n=1

μ(n)
n

log ZX(u−ns)

= (ε − ν)u−2s + u−s −
∞∑

n=1

μ(n)
n

log gX(u−ns), (1)

ここに, gX は多項式 gX(x) = ZX(x)/(1− x2)ε−ν(1− x) である. PX(s) は ZX(u−ns) の極
を特異点としてもつ. さらに, Re(s) = 0 は PX(s) の自然境界となる.

Theorem 1 より, P ′
X(0) は定義されないので, グラフのすべての prime のノルムの “積”

を考える場合, 超正規化積を考える必要がある.
式 (1) を次の 2変数関数に拡張する:

PX(s, t) := (ε − ν)u−2s + u−s −
∞∑

n=1

μ(n)
n1+t

log gX(u−ns).
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PX(s, t) は {Re(s) > − log RX/ log u} × {t ∈ C} で絶対収束する. PX(s, 0) = PX(s) で,
PX(s, t) は超正規化積を与える 2変数関数の条件 1 ∼ 3をすべてみたしている.

Theorem 2 (主結果 2). X は有限連結グラフで各頂点の次数が 2 以上とする. X が cycle
graph でないとき, X のすべての prime [P ] のノルム u�(P ) (u > 1)の超正規化積は次で与
えられる: ∏̂

[P ]

u�(P ) = u
2(ε−ν)+1− g′X (1)

(ε−ν)κ ,

ここに, κ は X の complexity とする.

Proof. (証明のスケッチ) Re(t) > 1 なる各 t に対し, s の関数
∂PX

∂s
(s, t) は, Re(s) ≥ 0 へ

有理型関数として解析接続される:

∂PX

∂s
(s, t) = −(log u)

{
2(ε − ν)u−2s + u−s −

∞∑
n=1

μ(n)
nt

g′X(u−ns)
gX(u−ns)

u−ns

}
.

∂PX

∂s
(0, t) = −(log u)

{
2(ε − ν) + 1 −

∞∑
n=1

μ(n)
nt

g′X(1)
gX(1)

}

= −(log u)
{

2(ε − ν) + 1 +
g′X(1)

2(ε − ν)κ
· 1
ζ(t)

}
,

ここで, g′(1) = −2(ε − ν)κ を用いた ( [5] 参照). 最後の式により,
∂PX

∂s
(0, t) は t = 0 へ正

則関数として解析接続される. 1/ζ(0) = −2 より,

lim
t→0

∂PX

∂s
(0, t) = −(log u)

{
2(ε − ν) + 1 − g′X(1)

(ε − ν)κ

}
,

∏̂
[P ]

u�(P ) = exp
(
− lim

t→0

∂PX

∂s
(0, t)

)
= u

2(ε−ν)+1− g′X (1)

(ε−ν)κ .
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2-order 3-order

∗ ( )

1 Introduction

, Jakob Bernoulli ,

.

.

Definition 1.1 ( ). Bn (n = 0, 1, 2, · · · )
n∑

i=0

(
n+ 1

i

)
Bi = n+ 1 (n = 0, 1, 2, · · · )

, . ,

3 0 .

Theorem 1.2 ( ). n = 1

n Bn

Bn = −
∑
p:

p−1|n

1

p
+ Cn (Cn ∈ Z)

2

, 1997

1 .

∗e-mail:mika@math.kindai.ac.jp
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Definition 2.1 ( ). k B
(k)
n ∈ Q (n ≥ 0, k ∈ Z)

Lik (1− e−t)

1− e−t
=

∞∑
n=0

B
(k)
n

tn

n!

k Lik (t)
∞∑
n=1

tn

nk

, , k 1

tet

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn
tn

n!

. ,

.

, [1]

ξk(s) . ,

.

, 2 .

Theorem 2.2 (M. Kaneko[4]). p , .

(1) n B
(2)
n = − (n−2)

4
Bn−1.

(2) n (≥ 2) ,

(2-1) p > n+ 1 ordp

(
B
(2)
n

)
≥ 0.

(2-2) 5 ≤ p ≤ n+ 1 p ,

(a) p− 1 | n ordp

(
B
(2)
n

)
= −2.

(b) p− 1 � | n ,

(b-1) p|Bn

n
, 1 < n′ < p− 1 n′

n ≡ n′ mod p (p− 1) , ordp

(
B
(2)
n

)
≥ 0.

(b-2) , ordp

(
B
(2)
n

)
= −1.

(2-3) n > 2 n ≡ 2 mod 3 , ord3

(
B
(2)
n

)
≥ 0,

, ord3

(
B
(2)
n

)
= −2.

(2-4) n > 2 n ≡ 2 mod 4 , ord2

(
B
(2)
n

)
≥ 0,

n ≡ 0 mod 4 , ord2

(
B
(2)
n

)
= −1,

n = 2 , ord2

(
B
(2)
2

)
= −2.
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3 Main Theorems

Theorem 2.2(2-4) , 2 2-order ,

.

Theorem 3.1. 2 m ,

ord2

(
B
(2)
2m

)
≥ ord2 (m+ 1)− 1

.

Theorem 3.2. n 2 . , .⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
n ≡ 6 mod 8 , ord2

(
B
(2)
n

)
≥ 1,

n ≡ 2 mod 8 , ord2

(
B
(2)
n

)
= 0,

n ≡ 0 mod 4 , ord2

(
B
(2)
n

)
= −1.

, Theorem 2.2(2-3) , 2 3-order ,

.

Theorem 3.3. n 2 . , .⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
n ≡ 2, 14 mod 18 , ord3

(
B
(2)
n

)
≥ 1,

n ≡ 8 mod 18 , ord3

(
B
(2)
n

)
= 0,

, ord3

(
B
(2)
n

)
= −2.
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一般の位置にある n + 4点集合の極小自由分解に関する考察
～degX = codimX + i(i = 1, 2, 3)となる射影多様体について～

矢城 信吾

２０１３年３月４日～３月７日

1 歴史的背景
この研究は，次のような古典的な命題から出てきた．

Proposition 1.1. X ⊆ P
n
k を非退化射影多様体とすると，degX ≥ codimX + 1が成立する．

この命題から次のような問題が出てくる．

degX = codimX + i(i = 1, 2, 3, . . . )

となるような射影多様体の分類である．この問題に対して，次のようなアプローチが考えられてきた．
Δ := degX − codimX − 1として，Δの値のついて考察していく方法（雑にいうと幾何学的なアプローチ）
と degX, codimX などを，次数付き環の言葉に翻訳する方法である．尚，この命題はX を射影代数的集合と
しても，議論ができる．（degX = codimX + i(i = 1, 2)についての分類結果は後述）そこで，本稿では，点
集合の場合（codimX = nの場合）をいくつか取り上げて，結果を述べていきたいと思う．

2 準備
以下，k を代数的閉体とし，S = k[x0, . . . , xn]を多項式環とし，次数付き環として考える．M を有限生成
次数付き S 加群とする．このとき，次のような分解が存在する．各 Fi =

⊕
Sβi,j (−j)としたとき

0 → Fr → · · · → F1 → F0 → M.

この分解において，すべての iに対して，Imϕi ⊆ mFi−1 が成立するとき，M の（S 加群としての）Minimal

Free Resolution（以下，MFR）という．この βi,j を Betti numberといい，次のような表（Betti diagram）
で表す．

0 1 · · · r

i β0,i β1,i+1 · · · βr,i+r

i+ 1 β0,i+1 β1,i+2 · · · βr,i+r+1

· · · · · · · · · · · · · · ·
j β0,j β1,j+1 · · · βr,j+r
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また，有限生成次数付き S 加群M =
⊕

d∈Z
Mk の第 d 次成分 [M ]d は，有限次元 k ベクトル空間であるか

ら，M の Hilbert 関数 HM が次で定義される．

HM (d) := dimk[M ]d.

この Hilbert関数と Betti numberの関係は次のようになる．

Proposition 2.1. {βi,j}を有限生成次数付き S 加群M の Betti numberとする．Bj :=
∑

i≥0(−1)iβi,j と
すると，次のような関係が成立する．

HM (d) =
∑
j≥0

Bj

(
n+ d− j

n

)
.

また，Bj は次のように書き換えられる．

Bj = HM (j)−
∑
k<j

Bk

(
n+ j − k

n

)
=

∑
k≥0

(−1)kHM (j − k)

(
n+ 1
k

)
.

Proposition 2.2. {βi,j}を有限生成次数付き S 加群の Betti numberとする．ある iに対して，d ∈ Nがと
れて，βi,j = 0(∀j < d)が成り立つとき，βi+1,j+1 = 0(∀j < d)が成立する．

以下に，minimal degree, almost minimal degreeの場合の諸結果を述べておく．

Theorem 2.3. X ⊂ P
n をminimal degreeとなる射影多様体とする．このとき，X は次のいずれかである．

1. ２次超曲面
2. Veronese 曲面 ⊂ P

5 およびその錐
3. rational normal scroll およびその錐

このとき，SX は Cohen-Macaulay 環である．また X が点集合のときは，P
n 内の general position となる

n+ 1点である．さらにMFRは，Eagon-Northcott complexとなる．

Theorem 2.4. X ⊂ P
n を almost minimal degree となる射影多様体とする．このとき，X は normal な

maximally Del Pezzo variety か minimal degree な射影多様体 X ′ ⊂ P
n+1 を点 p ∈ P

n+1\X ′ から射影
πp : X ′ → X したものである．

Theorem 2.5. X ⊂ P
n を almost minimal degree な射影多様体とし，dimX ≥ 1とする．このとき，SX

のMFRは次のようになる．

0 → Sβp(−p− 2) → Sβp−1(−p− 1) → · · ·
→ Sβc+1(−c− 3) → Sβc(−c− 2)⊕ Sαc(−c− 1) → · · ·
→ Sβ1(−3)⊕ Sα(−2) → S.

α1 =

(
c+ 1
2

)
− (p+ 1− c),

βi =

(
p+ 1
i+ 1

)
(c ≤ i ≤ p),

βi ≤
(
p+ 1
i+ 1

)
(1 ≤ i ≤ c− 1),

αi − βi−1 = (c+ 1)

(
c
i

)
−
(

c
i+ 1

)
−

(
p+ 1
i

)
(2 ≤ i ≤ c).
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以下，P
n
k 内の general positionにある n+ 1, n+ 2点のMFRの計算例である．

Example 2.6. X ⊂ P
n
k を P

n
k 内で general positionにある n+1点集合とすると，MFRは次のようになる．

0 1 2 · · · n

0 1 − − · · · −
1 − ( n+1

2 ) 2( n+1
3 ) · · · n( n+1

n )

また，SX は Cohen-Macaulayである．

Example 2.7. X ⊂ P
n
k を P

n
k 内で general positionにある n+2点集合とすると，MFRは次のようになる．

(1) n ≥ 2のとき

0 1 2 · · · n− 1

0 1 − − · · · −
1 − (n+ 2)( n1 )− ( n+2

2 ) (n+ 2)( n2 )− ( n+2
3 ) · · · (n+ 2)( n

n−1 )− ( n+2
n )

(2) n = 1のとき，β0,0 = β1,3 = 1, βi,j = 0 ((i, j) 
= (0, 0), (1, 3))．

また，SX は Gorensteinである．

以下，幾何的には古典的な結果である．

Theorem 2.8. P
n 内の n+ 3点が general positionにあるとき，n+ 3点を通る rational normal curveが

一意的に定まる．

また，rational normal curveのMFRは Eagon-Northcott complexになることが知られている ([?])．こ
れを用いることによって，次のように書き直すことができる．

Theorem 2.9. P
n 内の次数 nの rational normal curve X のMFRは次のように決定される．

0 1 2 · · · n− 1

0 1 − − · · · −
1 − ( n2 ) 2( n3 ) · · · (n− 1)( nn )

3 主定理の概略
主定理を紹介する．その前に，１つ命題を述べておく．これは，nと点集合の定義イデアルの生成元の次数
に関して，考えられることである．

Proposition 3.1. P
n 内の general positionにある n+ 4点集合の定義イデアルの生成元は，n = 1のとき

は，quintic，n = 2, 3のとき，quadricsと cubicsであり．n ≥ 4のとき，quadricsとなる．

Theorem 3.2. *1X ⊂ P
n を general position にある n + 4点集合とする．このとき，SX のMFRは次の

ようになる．

*1 掲載時にミスがあったので，省略している．発表時までに修正版を提出する．
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特に，P
3 内の 7点集合については，次のことがいえる．

Corollary 3.3. X ⊂ P
3 を general position にある 7点集合とする.このとき，SX のMFRは次の２通り

で与えられる．
0 1 2 3

0 1 − − −
1 − 3 − −
2 − 1 6 3

0 1 2 3

0 1 − − −
1 − 3 2 −
2 − 3 6 3

この証明の概略は次のようになる．X の n + 3 点によって，一意的に rational normal curve が決定され
る．この rational normal curveは quadricsによって生成される（MFR）．この rational normal curve上に
n + 4 点目がのっているかそうでないかによって，分けられる．その際，準備で使った定理・命題が必要と
なる．

4 まとめ
今回，general position の場合については考察できた．しかしながら，点集合がそれより弱い場合 (uni-

form,semi uniform position)やそれ以外の場合の考察が得られていない．（点集合が何か，MFRのわかって
いる曲線上にあるのは，計算しやすいと思われるが…）今後の課題である．
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A congruence property of Igusa’s cuspform of weight 35

兒玉　浩尚 (近畿大学総合理工)∗

概 要

井草のウエイト35のカスプ形式がある合同関係を満たすことを報告する．証
明には奇数ウエイトの場合のSturm型定理と数値計算を用いる．

1. 緒言
井草は 2次 Siegelモジュラー形式の次数付き環の生成元 ϕ4, ϕ6, χ10, χ12, χ35を与えた
([5])．ここでϕkはΓ2に対する正規化されたEisenstein 級数を表し，χkはウエイトkの
カスプ形式を表す．これらの生成元の中でχ35のみが奇数ウエイトである．この講演で
は，χ35を適当に正規化して得られる奇数ウエイトのカスプ形式X35が満たす不思議な
合同関係を報告する．

2. 主結果
主定理 a(T ; X35) で X35 の T における Fourier 係数を表すものとする．det(T ) �≡ 0

(mod 23)ならば

a(T ; X35) ≡ 0 (mod 23)

である．すなわち

Θ(X35) ≡ 0 (mod 23)

である．

3. 記号と定義
n次Siegel上半空間Hnを

Hn := {Z ∈ Symn(C)|Z = X + iY, Y > 0}

とする．ここでY > 0はY が正定値であることを意味する．
n次シンプレクティック群Spn(R)を

Spn(R) :=

{
M =

(
A B

C D

)
∈ GL2n(R)

∣∣∣ tMJnM = Jn, Jn =

(
On −En

En On

)}

とする．ここで A, B, C, D ∈ Mn(R)であり， Onはn次零行列, Enはn次単位行列
を表す．
群Spn(R)のHnへの（左からの）作用

Spn(R) × Hn � (M,Z) �−→ M〈Z〉 ∈ Hn を

M〈Z〉 := (AZ + B)(CZ + D)−1

(
M =

(
A B

C D

)
∈ Sp(n, R)

)
で定める．

∗ e-mail: kodama@math.kindai.ac.jp
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またΓn = Spn(Z)をn次フルSiegelモジュラー群とする．
F : Hn −→ Cが以下の条件を満たすとき，
Fをn次Siegelモジュラー形式と呼ぶ．

(1) FはHn上正則
(2) f(M〈Z〉) = det(CZ + D)k f(Z)

任意のn次Siegelモジュラー形式F (Z)は

F (Z) =
∑

T∈Ln

a(T ; F )qT , qT := e2πitr(TZ), Z ∈ Hn

という形の Fourier 展開をもつ．ここで
Ln := {0 ≤ T = (tij) ∈ Symn(Q) | tii, 2tij ∈ Z, }である．
さらにn次Siegelモジュラー形式F (Z)が

(3) T > 0でなければa(T ; F ) = 0

を満たすとき，F (Z)はカスプ形式であるという．

Mk(Γn)でΓnに対するウエイトkの Siegel モジュラー形式全体のなすC-ベクトル空
間を表し，Sk(Γn)でカスプ形式全体のなす部分空間を表す．

以下ではT = (m,n, r)でT =

(
m r

2
r
2

n

)
∈ L2を表す．

4. 井草の生成元

M(Γ2) =
⊕
k∈Z

Mk(Γ2)

を２次Siegelモジュラー群の次数付き環とする．井草は環M(Γ2)の5つの生成元

ϕ4, ϕ6, χ10, χ12, χ35,

を与えた ([5])．ここでϕkはΓ2に対する正規化されたEisenstein級数を表し，χkは
ウエイトkのカスプ形式を表す．
さらに偶数ウエイトの生成元ϕ4，ϕ6，χ10，χ12は代数的独立であることも示した([5])．
井草は後にこの結果を有理整数係数の場合に拡張した ([6])．すなわち環

M(Γ2)Z =
⊕
k∈Z

Mk(Γ2)Z

のZ上の生成元を与えた．この15個の生成元に

X4 := ϕ4, X6 := ϕ6, X10 := −2−2χ10, X12 := 22 · 3χ12, X35 := 22iχ35

が含まれる．
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もちろんこれらは以下の正規化の下で有理整数のFourier係数を持つ．

a((0, 0, 0); X4) = a((0, 0, 0); X6) = 1

a((1, 1, 1); X10) = a((1, 1, 1); X12) = 1

a((2, 3,−1); X35) = 1

5. 辞書式順序とp-極小行列
二つの異なる正定値行列 T = (m,n, r)，T ′ = (m′, n′, r′) ∈ L2 に対する辞書式順序
“�”を

T � T ′ ⇐⇒(1) tr(T ) > tr(T ′) or (2) tr(T ) = tr(T ′),m > m′ or

(3) tr(T ) = tr(T ′),m = m′, r > r′.

で定める．
pを素数とし，Z(p)をp-整有理数全体からなる局所環とする．F ∈ Mk(Γ2)Z(p)

に対し
て，Fのp-極小行列mp(F )を

mp(F ) := min{T ∈ L2 | a(T ; F ) �≡ 0 (mod p)},
とする．ここでの“min”は辞書式順序の意味で定める．

F ≡ 0 (mod p)のときはmp(F ) = (∞)と定める．

6. テータ作用素
Serre はp-進モジュラー形式の理論を発展させるために楕円モジュラー形式のテータ作
用素 θを用いた ([7]):

θ = q
d

dq
: f =

∑
a(T ; F )qT �−→ θ(f) :=

∑
t · a(t; f)qt.

後にSiegelモジュラー形式の場合に一般化された:

Θ : F =
∑

a(T ; F )qT �−→ Θ(F ) :=
∑

det(T ) · a(T ; F )qT

(e.g.[3])．さらに以下の事実が示されている．
定理 (Böcherer-Nagaoka [3]) pをn + 3以上の素数とする．
このとき任意の Siegelモジュラー形式F ∈ Mk(Γn)Z(p)

に対して，ある Siegelカスプ
形式G ∈ Sk+p+1(Γn)Z(p)

が存在して

Θ(F ) ≡ G (mod p)

となる．
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7. 奇数ウエイトのSturm型定理
2次 Siegelモジュラー形式に対する Sturm型定理は [4]で示されている．主結果を証明
するためには奇数ウエイトの場合のSturm型定理が必要となる．

奇数ウエイトの場合の Sturm型定理 pを 5以上の素数とし，kを正の奇数とする．
F ∈ Mk(Γ2)Z(p)

が ([k−35
10

], [k−35
10

], r0) ∈ L2を満たす最大値 r0 ∈ Zに対してmp(F ) �
([k−35

10
]+2, [k−35

10
]+3, r0 − 1)を満たすならば，mp(F ) = (∞)，すなわちF ≡ 0 (mod p)

である．
注意 F ∈ Mk(Γ2)Z(p)

が奇数ウエイトのとき，X35Mk−35(Γ2)Z(p)
は偶数ウエイトであ

る．従って
“0 ≤ m,n ≤ k+35

10
及び4mn−r2 ≥ 0を満たす任意のm,n, rに対してa((m,n, r); F ) ≡

0 (mod p)となるときF ≡ 0 (mod p)”

である．しかしながら，我々の目的にはこの評価よりも奇数ウエイトの場合のSturm

型定理のほうが良い評価である．

以上の定理をX35に対応する重さ59のカスプ形式に適用すれば，X35のFourier係数
でトレースが 9以下の T に対し，主定理を確かめればよいことがわかる．この範囲の
Tに関するFourier係数を具体的に計算することにより主定理は証明される．

注意 (1)主定理の逆の主張は一般的に成り立たない．実際

a((1, 6, 1); X35) = 0 かつ det((1, 6, 1)) = 23/4 ≡ 0 (mod 23)

である．
(2) 2次のSiegelモジュラー形式に関するもう１つの “modulo 23”合同関係が知られ

ている．Δ(z)をウエイト12の楕円カスプ形式 (Ramanujanのデルタ)とし，Δに対応す
るKlingen型Eisenstein級数を [Δ]とする．このとき [Δ] ∈ M12(Γ2)であり，det(T ) �≡ 0

(mod 23)ならば
a(T ; [Δ]) ≡ 0 (mod 23)

が成り立つことが示されている．我々の事実との関連は解明されていない．
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24B2(A2 − 4B) = 212Δ0 (Δ0 global minimal model , ).

, B 2 . , , 2
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量子群の categorification

穂坂秀昭∗

2012年 12月 27日

概要

近年, (代数的) categorificationという手法が話題になっている. これは一言で言うと代数を「圏に持ち上
げる」という操作である. より正確に言うと,ある代数に対し, K 群を取るとその代数になるようなうまい圏
を構成することを指す. 今回の講演では,量子群が Khovanov–Lauda–Rouquier代数と呼ばれる代数の加
群の圏で categorifyされるという事実について,大まかなストーリーを紹介したい.
なお 2011 年 12 月に東大数理で柏原正樹氏による量子群の categorification についての講義が行われ
た. 現在その講義のレクチャーノートを執筆している最中であり, 当研究集会の前後に東大数理の刊行物
Lecture Notes in Mathematical Sciencesの 1冊として刊行される予定である. 本稿はレクチャーノートの
proper subset であり, レクチャーノートは http://www.ms.u-tokyo.ac.jp/index-j.html 内の「刊行物」
のページから無料でダウンロードできるようになる. 興味を持たれた方は,是非こちらをご覧ください.

1 categorificationとは

1.1 有理整数環 Zの categorification

まず最初に,最も簡単な例である有理整数環 Z の categorificationを紹介する. 厳密なことは一切後回しに

して,ここでは categorificationの雰囲気を感じ取ってていただきたい.

よく知られている通り Z は環である. Z には加法 +と乗法 ×が定義されていて,これらの演算が結合法則

や分配法則といったいくつかの性質を満たしている. categorification とは, これらの性質を圏に「持ち上げ

る」ことをいう.

そのために用いるのが有限次元線型空間のなす圏である*1. VectC で有限次元複素線型空間全体のなす圏を

表す. VectC には直和とテンソル積が定義されている. これらの操作と線型空間の次元との関係は

dim V ⊕ W = dim V + dim W, dim V ⊗ W = dim V × dim W

で与えられる. さらに直和とテンソル積は結合則と分配則を満たす. したがって VectC で直和 ⊕とテンソル積
⊗ を考えると,「次元を取る」という操作によって VectC から整数が復元され,直和とテンソル積がそれぞれ

加法と乗法に落ちてくるように見える.

VectC ⊕ ⊗
↓ ↓ ↓
Z + ×

この事実をもって「VectC は Zを categorifyする」と言うのである.

∗ 東京大学大学院数理科学研究科博士 2年, hosaka@ms.u-tokyo.ac.jp
*1 係数体は何でも良い. 以下では係数体を複素数体 Cとして話を進める.
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1.2 K 群の定義と例

さて,今の categorificationを厳密に述べるには K 群の概念が必要である. その定義は次の通りである.

Definition 1.1. C を Abel圏とする*2. C の K 群とは,以下の生成元と関係式で定義される Z加群である.

• 生成元: C の各対象 Mに対応する記号 [M]

• 関係式: C における完全列 0 → M1 → M2 → M3 → 0があるとき, [M2] = [M1] + [M3]

先の例 VectC の場合に, K 群 K(VectC)を調べてみよう.

1. V, W ∈ VectC が同型なとき,同型射 V → W によって完全列 0 → V → W → 0 → 0が得られる. よっ

て [V] = [W]となる.

2. V, W ∈ VectC に対し, 自然な埋め込みと射影によって完全列 0 → V → V ⊕ W → W → 0が得られ

る. よって [V ⊕ W] = [V] + [W]である.

任意の線型空間 V に対して,基底を取る操作で同型 V 
 Cdim V が得られる. これと上の考察より, K(VectC)

で [V] = [Cdim V ] = [C⊕dim V ] = dim V · [C] が成り立つ. よって Z 加群 K(VectC) は 1つの元 [C] だけで

生成されることが分かる. 単因子論から, K(VectC)は Zまたは Z/aZ (a ∈ Z>0)のいずれかに同型である.

実際には K(VectC) は Z と同型である. これを示すには次元を取る写像 dim: K(VectC) → Z, つまり

K(VectC)の生成元 [V]に対し dim V を対応させる写像を考える. 0 → V1 → V2 → V3 → 0が完全列である

とき, dim V2 = dim V1 + dim V3 が成り立つ. よって dimは K 群の関係式を保つので, well-definedな写像

になる. すると dim[Cn] = nが任意の正整数 nについて成り立つので, dimは全射である. Z/aZ (a ∈ Z>0)

から Zへの全射準同型は存在しないから, K(VectC) 
 Zでないといけない.

この [C] ∈ K(VectC) と 1 ∈ Z を対応させる同型のもと, VectC での直和とテンソル積の振る舞いを見

てみる. 直和については既に [V ⊕ W] = [V] + [W] であることを見た. また圏 VectC の場合, 完全列の

各項で線型空間のテンソル積を取ると再び完全列になる. テンソル積が完全列を保つので K(VectC) で積

[V][W] := [V ⊗ W]がwell-definedになる. これを Zの側で見ると,普通の乗法 ×に他ならない.

こうして K 群を取るという操作によって, VectC から有理整数環 Z を得ることができ, ⊕,⊗ がそれぞれ
+,×になった. これが代数的 categorificationと呼ばれる操作の正確な定式化である.

1.3 1つの動機

ここで categorification を考える動機として LLT 予想*3を紹介したい. LLT 予想に登場するのは Hecke

代数と A(1)
r−1 型量子群という, 2 つの代数である. 定義は略すが, Hecke 代数 Hn(ζ) は 1 つのパラメータ ζ

を持つ C 上の代数で, 各 n ∈ Z≥0 ごとに 1 つの代数が決まる. 以下 ζ は 1 の原始 r 乗根とする. Hecke

代数には標準加群と呼ばれる C 上有限次元な加群があり, その全体を {S(λ)}Pn と書く*4. Hn(ζ) の既約加

群全体を {D(μ)}μ∈P′
n
と書く*5. 各 S(λ) (λ ∈ Pn) は有限次元だから組成列を持つので, 組成列に現れる

*2 一言で言うと「核と余核がある圏」である. 任意の環 Rに対し, R加群のなす圏は Abel圏である. 以下の議論では加群の圏しか用
いないので,加群の圏だと思っても何ら差し支えない.

*3 Lascoux–Leclerc–Thibonの頭文字である。
*4 Pn は大きさ nの Young図形全体の集合と一致するが,今は単なる添字集合と思って差し支えない.
*5 P′

n は Pn の特別な部分集合であるが,これも今は添字集合とだけ思って構わない.
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D(μ) (μ ∈ P′
n)の個数を考えることができる. これを dλμ と表し,分解係数という. dλμ は対称群のモジュラー

表現論とも深い関係があり,この値を求めることは表現論における 1つの重要な問題であった.

一方, A(1)
r−1 型量子群 Uq(ŝlr) は 1つのパラメータ q を持つ代数である. Uq(ŝlr) の表現の一つに Fock空間

F というものがあり, F は標準基底と呼ばれる基底 {bλ}λ∈Pn がある. また M(Λ0)という F のある部分加群
があり,こちらは大域基底と呼ばれる基底 {sλ}λ∈P′

n
を持つ. これら基底がそれぞれ Pn,P′

n で添字付けられて

いることに注意してほしい. bμ を sλ で展開した係数を d̃λμ(q) と書く. 量子群がパラメータ q を持つから,展

開係数も qに依存する.

LLT予想は qに 1を代入したとき d̃λμ(1) = dλμ が成り立つという予想である. この予想は有木進氏によっ

て証明されたが,その時に用いられた手法が categorificationであった. より具体的には,

1. K(Hn(ζ)-mod) は {[S(λ)]}λ∈Pn を基底とする自由 Z 加群である. これの双対基底を {[S(λ)]∗}λ∈Pn

とする. [D(μ)] を基底 [S(λ)] で展開し, 各 [S(λ)] を [S(λ)]∗ に置き換えて得られる K(Hn-mod)∗ :=

HomZ

(
K(Hn-mod), Z

)
の元を [D(μ)]と書く.

2. Z 加群
⊕∞

n=0 K(Hn(ζ)-mod)∗ に U(ŝlr) := U1(ŝlr)加群の構造が定まり,この加群は Fock空間 F の
部分加群 M(Λ0)と同型になる.

3. この対応のもと,
⊕∞

n=0 K(Hn(ζ)-mod)∗ の元 [S(λ)]∗, [D(μ)]∗ は, それぞれ Fock 空間の標準基底 bλ

と大域基底 sλ で q → 1としたものに対応する.

という 3つの命題を順に示した. 量子群の Fock空間が Hecke代数の加群の圏で categorifyされているから,

Hecke代数の加群の分解係数が Fock空間の基底の展開係数と対応した,というわけである.

2 量子群の categorification

いよいよ本題である量子群の categorification の話に入る. 表現論的には大変深い結果であるが, 残念なが

ら,ここでは天下りに述べることしかできない. 何となく雰囲気を感じていただければと思う.

2.1 量子群

量子群は生成元と関係式で定義される上の代数で,その元となるのは Lie代数である. Lie代数 gが与えられ

たとき,それを含む*6包絡代数と呼ばれる代数 U(g)が定まる. Uq(g)は U(g)に 1パラメータ qを導入して変

形したものであり, q → 1とすると Uq(g) が U(g) になるという性質を持つ. こう書くと変形が恣意的に見え

るが, U(g)の表現論の諸結果が Uq(g)にも拡張されるという点で,この変形は表現論的に自然である.

特に我々が興味を持つのは,量子群の元となる Lie代数が対称化可能 Kac–Moody Lie代数と呼ばれるクラ

スに属するときである. このクラスの Lie 代数は, 対称化可能 Cartan 行列と呼ばれるある種の行列から構成

される. その行列を A とすると, A からはルート格子と呼ばれる格子 Q, それから単純ルートと呼ばれる Q

の元 α1, . . . , αl が定まる. そしてルート格子上の各点 β ∈ Q ごとにルート空間と呼ばれる Uq(g) の部分空間

Uq(g)β が定まり

Uq(g) =
⊕
β∈Q

Uq(g)β

という分解ができる. この分解に基づき, Q± := ∑l
i=1 Z≥0(±αi), U±

q (g) :=
⊕

β∈Q± Uq(g)β と定める.

*6 自然な単射 g ↪→ Uq(g)が存在し, gを自然に U(g)の部分集合だと思える.
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通常は量子群のパラメータ q を不定元と見なし, Uq(g) を Q(q) 上の代数として扱う. すると Z[q, q−1] ⊂
Q(q)だから, Uq(g)は Z[q, q−1]代数でもある. Uq(g)には, Q(q)⊗Z[q,q−1] Uq(g)Z 
 Uq(g)を満たす特別な

Z[q, q−1]部分代数 Uq(g)Z がある.

2.2 Khovanov–Lauda–Rouquier代数

U−
q (g)を categorifyするのに用いるのが Khovanov–Lauda–Rouquier代数 (以下, KLR代数と略す)であ

る. KLR代数も生成元と関係式によって定義される代数で*7,以下の性質を満たす.

1. 対称化可能 Cartan行列 Aから KLR代数を作る標準的な方法があり,その方法で作られた KLR代数は

下に有界な次数付き代数になる.

2. Aから作られるルート格子 Qを考えると,各 β ∈ Q+ に対し KLR代数 Rn の部分代数 R(β)が定まる.

そこで各 β ∈ Q+ に対して, R(β)-modで有限次元次数付き R(β) 加群の圏を表す. ここで次数付き加群を

考えたおかげで,次数をずらすという R(β)-modから自分自身への函手が考えられる. 特に q : R(β)-mod →
R(β)-modを次数を −1する函手だとすると, qは加群としての構造を変えないから完全函手になる. また次数

を +1する写像が q−1 である. よって K(R(β)-mod) 上に q, q−1 倍が定義され, K(R(β)-mod) は単なる加群

でなく Z[q, q−1]加群になる. そして次のように categorificationができるのである.

Theorem 2.1. Z[q, q−1]代数としての同型⊕
β∈Q+

HomZ[q,q−1]

(
K(R(β)-mod), Z[q, q−1]

) 
 U−
q (g)Z

が成り立つ. ここで,左辺には表現論から積構造が定めることができ,その積は右辺の積と一致する.

前章で K(VectC) 
 Z を調べた際, テンソル積の完全性を使って積構造を誘導した. 今の場合も同様で,⊕
β∈Q+

K(R(β)-mod) に積を入れるには, 加群の圏レベルで完全函手を作り, K 群に写像を誘導すれば良い.

また g = ŝln の場合, KLR代数は affine Hecke代数と呼ばれ, LLT–有木の定理の状況になっている.

この定理を証明するには,以下のステップが必要である.

1. ルート系から KLR代数を与える方法を構成する.

2. ルート系から作った R(β)に次数構造を入れる.

3. 次数付き代数 A の表現に関する一般論を展開し, 有限次元次数付き A 加群のなす圏 A-mod の K 群

K(A-mod)の構造を調べる.

4. 量子群の構造を調べる.

5.
⊕

β∈Q+
K(R(β)-mod)に積構造を入れ,それが U−

q (g)と同型になることを示す.

以上に挙げた各ステップはどれを取っても議論にはそれなりの準備を要し,この紙面にはとても収めること

が出来ない. 詳しいことは概要に書いた通り,東大数理から刊行されるレクチャーノートを参照してください.

またレクチャーノートへのアクセスが容易なので,リファレンスについてもレクチャーノートを参考にしてい

ただくことにし,ここでは省略します.

*7 KLR代数は「絵」を描いて定義することもできる. 今回の第 9回数学総合若手研究集会では,小西正秀さんによる KLR代数自体の
概説があるので,合わせて参考にされると良いと思います.
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DUAL F-SIGNATURE

AKIYOSHI SANNAI

Abstract. We define the dual F-signature of modules, which is
equivalent to the F-signature if the module is the base ring. By us-
ing this invariant, We give characterizations of regular, F-regular,
F-rational, and Gorenstein singularities.

Let R be complete d-dimensional reduced Noetherian local ring
with prime characteristic p > 0 and perfect residue field k = kp. There
is the Frobenius map F : R → R sending r to rp. For e ∈ N the inclu-
sion R ⊆ R1/peinto the corresponding ring of pe-th roots of elements
of R is naturally identified with the e-th iterate of the Frobenius en-
domorphism. The R-module R1/pe has important information about
the singularity of R. Write R1/pe

= R⊕ae ⊕ Me as R-modules where
Me has no free direct summands. The number ae is called the e-th
Frobenius splitting number o f R. Kunz showed that ae = ped holds
for some e if and only if R is regular [Kun69]. This result also tells
us that the ratio of the rank of the free direct summand aq to the
rank of R1/pe

= ped reflects the distance to the regularity. We define
the F-signature by the asymptotic behavior of the sequence {ae/pde},
namely, s(R) = lime→∞ ae

ped . The F-signature first appeared implicitly
in the work of K. Smith and M. Van den Bergh [SVdB97]. And its
formal study was started from [HL02]. Though the existence of the
limit had been open for several years, K.Tucker showed the existence
in enough general case [Tuc].
C. Huneke and G. J. Leuschke showed that s(R) ≤ 1 and the equality
holds if and only if R is regular[HL02]. I. Aberbach and G. J. Leuschke
showed s(R) > 0 if and only if R is strongly F-regular.

Definition 0.1. Let (R,m, k) be a F-finite local ring of characteristic
p > 0 and M be a finitely generated R-module. We define the R-
module Fe∗M by

(1) Fe∗M is M as abelian group.
Date: December 27, 2012.
2010 Mathematics Subject Classification. Primary 14J45; Secondary 13A35, 14B05,

14E30.
Key words and phrases. F-signature, F-regular, F-rational.
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(2) The R-module structure of Fe∗M is defined by r ·m = rpem.
We say R is F-finite if F∗R is finite R-module.

Definition 0.2. Let (R,m, k) be a F-finite local ring of characteristic
p > 0. R is F-pure if the R-module homomorphism R→ F∗R splits.R
is F-regular if for every c ∈ R which is not in any minimal prime of R,
there exists q = pe such that the R-module homomorphism R → Fe∗R
splits.

It is natural to try to extend this invariant to modules.

Definition 0.3. Let (R,m, k) be a reduced F-finite local ring of charac-
teristic p > 0 and M be an R-module. For each natural number e, Put
q = pe, α = logp[k : kp], and bq = max{ n | ∃Fe∗M�Mn } and define

s(M) = lim sup
e→∞

bq

qdimR+α

We call bq F-surjective number o f M and call s(M) the dual F-signature
o f M.

The point is that though the F-signature depend only on the R-
module structure of Fe∗R, the dual F-signature depend not on the
R-module structure of Fe∗M but on the relative structure of Fe∗M and
M. It is easy to see the dual F-signature of R is equivalent to F-
signature. By using dual F-signature, we have the characterization
of the singularities of R.
We can see the range of the value of the dual F-signature by the
following Proposition.

Proposition 0.4. Let (R,m, k) be a reduced F-finite local ring and M be a
finitely generated R-module . 0 ≤ s(M) ≤ 1.

To state the main result, we define tight closure and F-rational
singularities.

Definition 0.5. Let (R,m, k) be a reduced F-finite local ring of char-
acteristic p > 0 and I be an ideal. We define the tight closure of I
by

I∗ = {r ∈ R| ∃c ∀e crpe ∈ I[pe]}
where I[pe] is the ideal the generated by the q-th power of the elements
in I.

Definition 0.6. Let (R,m, k) be a reduced F-finite local ring of char-
acteristic p > 0. R is F-regular if for every ideal I, I is tightly closed,
namely I∗ = I holds.R is F-rational if for every parameter ideal I, I is
tightly closed.
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For more information about tight closure theory, see [Hun96]. The
main result is the following.

Theorem 0.7. Let (R,m, k) be a reduced F-finite Cohen-Macauley local ring
of characteristic p > 0 and ωR be the canonical module, then the following
hold:

(1) The following are equivalent.
(a) R is regular.
(b) s(R) = 1
(c) s(ωR) = 1

(2) R is strongly F-regular if and only if s(R) > 0
(3) Assume k is infinite, then R is F-rational if and only if s(ωR) > 0
(4) s(ωR) ≥ s(R)
(5) Futhermore, assume s(ωR) > 0, then

R is Gorenstein if and only if s(ωR) = s(R)

Remark 0.8. F-finiteness of R implies the existence of the dualizing
complex by Gabber [G04]. Therefore, There always exists the canon-
ical module under the assumption in the theorem above.

Remark 0.9. Though the theorem is only for absolute version, we can
also generalize F-signature of pair, F-splitting ratio, and s-dimension
in the dual situation by using the theory of Cartier algebra.

Example 0.10. Let R = k[[xn, xn−1y, . . . , yn]], the n-th Veronese sub-
ring of k[[x, y]], where k is a perfect field of positive characteristic
p. Assume that n ≥ 2 and p � n. Then R has finite CM type.
The indecomposable nonfree MCM R-modules are the fractional
ideals I1 = (x, y), I2 = (x2, xy, y2), . . . , In−1 = (xn−1, xn−2y, . . . , yn−1).
Denote R also by I0. Then s(Il) = 1

n +
l
2 · 1

n =
l+2
2n . In paticular,

s(R) = s(I0) = 1/n, s(ωR) = s(In−2) = 1/2. R is Gorenstein if and only if
n = 2 by Theorem 0.7(5).
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Pn内の非正規 3次超曲面の代数的自己同型群

三池 将隆

九州大学大学院数理学府

概要

P3 内の 3次曲面の分類や自己同型群の研究は多くの研究者によって行われ，非特異な場合と特異点を持

つような場合でも正規な 3次曲面の場合には，特異点の様子に応じてその自己同型群が知られている．こ

こではさらに特殊な P3 内の非正規な 3次曲面の自己同型群について考察する．また，Pn 内の錐でない非

正規 3次超曲面の自己同型群についても同様に議論できるので，それも合わせて紹介することにする．

1 準備

代数多様体 X が点 P で正規であるとは，P における局所環 OP が整閉整域となることである．すべての

点で X が正規となるとき，X は正規であるという．本稿で対象とする射影空間内の超曲面などについては，

正規であることと余次元 1で正則であることは同値であることが知られている．すなわち，Pn 内の非正規 3

次超曲面 X とは，n+1個の変数 X0, . . . , Xn に関する 3次の斉次多項式 FX の零点として定義される n− 1

次元代数多様体で，特異点を n− 2次元分持つようなもののことである．

例 1.1 P2 内の 3次曲線は特異点を高々尖点か結節点 1点しか持たないことが知られている．特異点を持つ

平面 3次曲線は非正規である．

一般の代数多様体に対して，次のようにしてその正規化が定義される．

定義 1.2 代数多様体 X に対して，次を満たす μ : X̃ �−→ X が存在する．これを X の正規化という．

(1)　 X̃ は正規代数多様体

(2)　 μは双有理かつ有限射

同じ条件を満たす (X̃ ′, μ′)があれば，同型 σ : X̃ �−→ X̃ ′ が存在して，μ = μ′ ◦ σ を満たす．

注意 1.3 Aut(X) ↪→ Aut(X̃) となること，すなわち σ ∈ Aut(X) を取ると，正規化と可換になるような

σ̃ ∈ Aut(X̃) が一意に定まることに注意しておく．このことと，自己同型写像は交点数を保つことに注意し

て，Aut(X) を計算する．

P3 内の非正規 3次曲面の正規化として現れる重要な曲面の定義を与える．

定義 1.4 次のようにして定義される P2 × P1 内の曲面 Fn を n次 Hirzebruch曲面という．

Fn :=
{(

(x0 : x1 : x2), (y0 : y1)
) ∈ P2 × P1 | x2y

n
0 = x1y

n
1

}
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Hirzebruch曲面の自己同型群について，次のことが知られている．

事実 1.5 n ≥ 1に対して，Gを Hirzebruch曲面 Fn の自己同型群とする．このとき，次のような群の完全

列が存在する．
1 → T → G → PGL(1) → 1

ここで，T は C× と H0(P1,OP1(n))の半直積で，C× はスカラー倍で作用する．

これより特に F1 について，P = (1 : 0 : 0)に対して ΓP = {σ ∈ PGL(2) | σ(P ) = P}とすると，自然に
Aut(F1) ∼= ΓP が成り立つことがわかる．ΓP � σ = (aij)とおくと a21 = a31 = 0であるが，この自然な同

型の下での F1 への作用は，(
(x0 : x1 :x2), (y0 : y1)

)
�−→ (

(a11x0 + a12x1 + a13x2 : a22x1 + a23x2 : a32x1 + a33x2), (a22y1 + a23y2 : a32y1 + a33y2)
)

である．

また，F1 は P2 を 1点 P = (1 : 0 : 0)でブローアップしたものである．その例外曲線を E とし，P2 内の

直線 : x0 = 0 ⊂ P2 の固有変換を E0 とおくと，

E =
{(

(1 : 0 : 0), (y0 : y1)
) | (y0 : y1) ∈ P1

}
E0 =

{(
(0 : x1 : x2), (y0 : y1)

) ∈ P2 × P1 | x2y0 = x1y1
}

である．

構造射 π : F1 �−→ P1 は P1-束で，π におけるファイバーを F とかくことにする．このとき，E0 ∼ E + F で

ある．

2 標準形と正規化

X を Pn 内の非正規 3次超曲面とし，Sing(X)をその特異点集合とすると，次が成り立つ．

補題 2.1 Sing(X)は Pn の 既約な n− 2次元線型部分多様体となる．

これより，S : X0 = X1 = 0 ⊂ Pn を X の特異点集合としてよい．すると次が成り立つことがわかる．

命題 2.2 Pn 内の適当な射影変換によって，X は以下の斉次多項式 Fi で定義される非正規 3次超曲面のい

ずれかと写りあう．

　 F1 = X2
0X2 −X3

1

　 F2 = X2
0X2 −X3

1 −X2
1X2

　 F3 = X2
0X2 −X2

1X3

　 F4 = X2
0X2 −X3

1 −X0X1X3

　 F5 = X2
0X2 −X2

1X3 −X0X1X4

以下では Fi によって定義される Pn の非正規 3次超曲面のうち，錐でないものを考えることにする．注意 1.3

で述べたように，本稿では正規化を経由して X の自己同型群を決定するので，ここで X の正規化を与える．
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命題 2.3 μ : X̃ −→ X を X の正規化として，S̃ := μ−1(S)，L := μ∗OX(1)とすると，X̃, S̃, h0(X̃,L)は
次のようになる．

FX X̃ S̃ h0(X̃,L)
F1 P1 P̃ 4

F2 P1 P̃1, P̃2 4

F3 F1 E0 5

F4 F1 E ∪ F 5

F5 P1× P2 H 6

ここで，P̃ , P̃1, P̃2 は P1 の点，H は P1 × P1 と同型な P1 × P2 の曲面である．さらに，いずれの場合も Lは
非常に豊富で，対応する射影空間への射を ψ とすると μ = πQ ◦ ψ とかける．ただし，Qは Pn � ψ(X̃)の点

で，πQ は Qからの射影である．

3 主結果

定理 3.1 X を Pn における非正規 3次超曲面とし，FX を X の定義多項式とする．このとき n ≥ 5ならば，

X は錐となる．n ≤ 4のとき，錐でない X は 射影変換によって 5個の標準型のいずれかと写りあい，それら

の自己同型群 Aut(X)は次のようになる．

n FX Aut(X)

2 X2
0X2 −X3

1 C � C×

2 X2
0X2 −X3

1 −X2
1X2 G1 � Z/2Z

3 X2
0X2 −X2

1X3 (C×)2 � Z/2Z

3 X2
0X2 −X3

1 −X0X1X3 C2 � C×

4 X2
0X2 −X2

1X3 −X0X1X4 C2 � G2

ここで G1 は X � Sing(X)と一対一対応にある群，G2 = GL(2)である．

主定理の証明方針は，正規化として得られる代数多様体の自己同型群は既知であるから，正規化写像を具体

的に求めて直接計算によるというものである．
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1

X X Abel Db(X)

2002 Bridgeland [2] Db(X)

Stab(Db(X))

Stab(Db(X)) 1

2

3

2 X Y

Db(X) Db(Y)

Stab(Db(X)) Stab(Db(Y))

Macrı̀,

Mehrotra and Stellari [5]

1.1. Y π : X→ Y Y Stab†(Db(X)) Bridgeland [3]

Stab(Db(X)) Stab(Db(Y)) Stab†(Db(Y))

Stab†(Db(Y)) → Stab†(Db(X)) ρ(X) = 2

2

Bridgeland [2] Huybrechts

[4]

X C

2.1 ( ). Db(X) Z : N(X)→ C φ
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Db(X) P(φ) P σ = (Z,P)

(a) P(φ) E Z(E) = m(E) exp(
√−1πφ)

m(E)

(b) φ ∈ R P(φ + 1) = P(φ)[1]

(c) A1 ∈ P(φ1) A2 ∈ P(φ2) φ1 > φ2 HomDb(X)(A1,A2) = 0

(d) Db(X) E Harder-Narasimhan

E0 = 0 En = E Ej−1 → Ej → Aj Aj P(φ j)

φ1 > · · · > φn

N(X) := K(X)/K(X)⊥ X Grothendieck K(X)⊥ Euler-Poincaré

χ(E,F) :=
∑

i dimC HomDb(X)(E,F[i])

2.2 (Bridgeland [2]). Db(X) Stab(Db(X))

Stab(Db(X)) Σ V(Σ) ⊂
HomZ(N(X),C) Z(Z,P) = Z Z : Σ→ V(Σ)

Σ

G X Y = X/G

Db(Y) Db
G(X) Db

G(X) G Db(X)

G ForgG : Db(Y)→ Db(X) G

InfG : D(X) → Db(Y) Db(Y) � Db
G(X)

G g g∗ ∈ Aut(Db(X)) G Stab(Db(X))

G ΓX

2.3 (Macrı̀, Mehrotra and Stellari [5]). ΓX Stab(Db(X))

ForgG ι : ΓX → Stab(Db(Y))

3

3.1. bielliptic surface Y

h0(Y, ωY) = 0 h1(Y,OY) = 1

Y ωY ω⊗n
Y � OY

n

3.2. Y n ωY n G Abel X
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X/G � Y π : X→ Y Y

Y π : X → Y X Abel

Bridgeland [3] Stab(Db(X)) Stab†(Db(X)) Stab†(Db(X))

Z : Stab†(Db(X)) → HomZ(N(X),C)

i : Γ(X)→ Stab(Db(Y)) 2.3

3.3 (Cf. Macrı̀, Mehrotra and Stellari [5, Section 3]). Σ(Y) := ι(ΓX ∩ Stab†(Db(X)))

Stab(Db(Y)) InfG ι′ : Σ(Y) → Stab†(Db(X))

(N(X)⊗C)G = N(X)⊗C ι′ (N(X)⊗C)G G

1.1 X Picard ρ(X) 2 (N(X) ⊗ C)G = N(X) ⊗ C

2

[1]

3.4. ρ(X) = 2 (N(X) ⊗ C)G = N(X) ⊗ C

“ ” X Picard 2 1.1

“ ”
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[2] T. Bridgeland, Stability conditions on triangulated categories, Ann. of Math. 166 (2007), 317–

346.

[3] T. Bridgeland, Stability conditions on K3 surfaces, Duke. Math. J. 141 (2008), 241–291.

[4] D. Huybrechts, Introduction to stability conditions, arXiv:1111.1745.

[5] E. Macrı̀, S. Mehrotra and P. Stellari, Inducing Stability Conditions, J. Algebraic Geom. 18

(2009), 605–649.
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約数関数に関する q-方程式

安東雅訓

(稚内北星学園大学)

1 はじめに

q−級数の式があったとき, それを母関数として見ることができる. 恒等式であれば読む

ことで組合せ論的な結果が得られるし, 逆に組合せ論的な話として証明することもできる.

例えばオイラーの５角数定理であれば, q−級数の恒等式としてヤコビの 3重積に代入し

て証明することもできるし, 組合せ論的に成分の相異なる分割の間に写像を作って証明す

ることもできる. 約数関数と関係する q− 恒等式 [2] があり, 色々な一般化が作られてい

る. この式についての組合せ論的 (ヤング図形的)な意味付けと精密化を行う.

2 ヤング図形

定義 2.1. 整数の減少列 λ = (λ1 λ2 . . . λ�), λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λ� ≥ 1を分割と呼ぶ. λ

の成分の個数 �を λの長さと呼び �(λ)で表す.
∑�

i=1 λi を λの大きさと呼び |λ|で表す.

|λ| = nであるとき λは nの分割であるという. 分割全体の集合を P, nの分割全体の集

合を P(n)で表す. また, 成分が相異なる分割全体の集合を SP で表す. n を決めたとき

の P(n), SP(n) の位数をそれぞれ p(n), sp(n) で表し, n の分割数, 相異分割数と呼ぶ.

定義 2.2. 分割 λ = (λ1, λ2, . . . , λl)に対してヤング図形 Y (λ)を次で定義する。

Y (λ) := {(i, j) ∈ N × N | 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ λi}

定義 2.3. λ = (λ1, λ2, . . . , λl), (i, j) ∈ Y (λ)について、(i, j)-ホッケ Hij(λ)を次で定義

する。
Hij(λ) := {(i′, j′) ∈ Y (λ) | i′ = i, j′ ≥ j or j′ = j, i′ ≥ i }

hij(λ) := 	Hij(λ)を λの (i, j)-ホッケ長という。また,

aij(λ) := 	{(i′, j′) ∈ hij(λ) | i′ = i, j′ ≥ j} = λi − j + 1
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aij(λ)を λの (i, j)-ホッケ腕長という。

注意： 一般的な arm length の定義とは 1 だけ差（胴を含むかどうかの差）がある.

3 母関数と 5角数定理

分割の話には母関数がつきものだ. 分割数の母関数といったときには次を指す.

∞∑
n=0

P(n)qn =
∑
λ∈P

q|λ|.

ここで q は文字である. 等比級数の和公式 1
1−q =

∑∞
n=0 q

n より,

1

1− q
· 1

1− q2
· · · 1

1− qk
· · · =

∞∑
n1=0

qn1 ·
∞∑

n2=0

q2n2 · · ·
∞∑

nk=0

qknk · · · .

右辺の qknk が成分 k の nk 個分と対応すると思えば, 各
∑
から項を一つ選んできて積を

とることと分割を一つ決定する操作が対応する. すなわち,

∞∑
n=0

P(n)qn =
1

1− q
· 1

1− q2
· · · 1

1− qk
· · ·

が成り立つ. 同様の考え方で

∞∑
n=0

SP(n)qn = (1 + q)(1 + q2) · · · (1 + qk) · · ·

も分かるだろう. (a; b)n =
∏n

k=1 (1− abk−1) の記号を用いれば,

∞∑
n=0

P(n)qn =
1

(q; q)∞
,

∞∑
n=0

SP(n)qn = (−q; q)∞

と表される.

定理 3.1 (オイラーの５角数定理).

∑
λ∈SP(n)

(−1)�(λ) =

{
(−1)k (n = k(3k±1)

2 )
0 (その他)
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自然数 n の偶数個の相異なる成分への分割の個数と奇数個の相異なる成分への分割の

個数が近いという式だ. ５角数定理の結果を母関数で表せば,

(q; q)∞ =
∑
k∈Z

(−1)kq
k(3k+1)

2

となる. このような母関数的な式が与えられたときにそれを組合せ論の言葉に翻訳して遊

べる結果を出すことが目的だ.

4 約数関数の q−恒等式
定理 4.1 (Problem 6407).

∑
k≥1

(−1)k
q

k(k+1)
2

(q; q)k(1− qk)
=
∑
k≥1

qk

1− qk
.

この式をヤング図形の話に直して組合せ論的に証明する.

図.

k

k

i

+ −
kA

B C

A B C
=

図の分割が左辺の各項と対応する. 分割を固定してそれを作る A,B,Cの組を数えよう. 真

ん中の階段を動かせば左右の分割は決まる. そして階段の動ける範囲は λk, k = �(λ)で

あることが分かる. 階段を動かしても �(λ) は変わらないので, 符号の同じ λが λ�(λ) コで
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てくる. よって式を書き直せば,∑
λ∈SP

(−1)�(λ)−1λ�(λ)q
|λ| =

∑
n≥1

σ0(n)q
n (1)

となることが分かる. ここで σi(n) =
∑
m|n

mi である. 今 i = 0なので右辺は約数の個数の

母関数となっている. この等式を眺めて何か違和感はないだろうか? 左辺は成分の相異な

る分割の式である. 一方右辺は約数の個数の式だが, 約数の個数を分割を使って数えよう

とすれば一番自然なのは長方形を数えることだ. 長方形と相異分割この二つが等式で結ば

れている . . .

定理 4.2 (A.). 任意の自然数 n, k に対して

	{λ ∈ SP(n)|λ1 ≥ k > λ1 − λ�, � = �(λ) : 奇数 }
− 	{λ ∈ SP(n)|λ1 ≥ k > λ1 − λ�, � = �(λ) : 偶数 }
=

{
1 (k | n)
0 (k � n)

a1,i(λ)(i ≤ λ�)の値が kとなる λ ∈ SP(n)を符号付きで数えていると思うことができる.

例. 　 n = 5であれば

5 4 3 2 1 4− − 3 2

= 5, 1

となり, 5の約数のみが残る. (数字を記号だと思って引き算している. )

証明. k を法として 0 と合同な元の足し引き

参考文献

[1] Ando M.: A combinatorial proof of an identity for the divisor generating function.

arXiv:1201.4216

[2] Uchimura, K.: An identity for the divisor generating function arising from sorting

theory. J. Comb. Theory, Ser. A 31, 131-135 (1981)
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Khovanov-Lauda-Rouquier代数

小西 正秀∗

名古屋大学多元数理研究科 博士後期課程一年

概 要

Khovanov-Lauda-Rouquier代数 (以下 KLR代数)とは 2008年に Khovanov-Laudaにより，またそれ
と独立に Rouquier により定義された，新たな代数です．今回の発表では，最近じわじわ広まりつつある
KLR代数がどういうものであるかを，具体例を見ることにより知ってもらうことを目的としました．

1 KLR代数の定義

知っている人のための注意：ここでいう代数とは，結合律を満たし，単位元を持つものを指します．

代数とは手っ取り早く言ってしまえば「うまい積1が入ったベクトル空間」のことです．「ベクトル空間とみ

なせる環」とも言えますが，今回は前者として捉えます．なので，具体的に代数を作るときには，まずベク

トル空間としての基底を取り，基底同士のうまい積を定めるという方法が良く用いられます．

さて今回，基底として用いるのは，例えば次のようなものです：

i1 i2 i3 i4

，
•

i1 i2 i3 i4

，
i1 i2 i3 i4

．

見て分かる通り，図です．何本かの糸を使いますが，本数は最初に固定されます．また，各糸の下に添え

られてある inはその糸の色を表します．どの色を何度使うかも最初に固定されます．糸には黒玉が配置でき

ます．糸同士の交点以外の場所になら，何処にでも何個でも（ただし有限個）置けます．また，糸同士が交

差する際，上下は気にしません．その他，三本以上の糸が一点で交わることはない等，細かい規則がありま

すが，今回は単純に上記のような図を組み合わせたものだと思ってください．

先述の通り，これらの図の間にうまい積を定めなければなりませんが，図 xと図 yに対し積として図 xyを

定める方法は至って簡単です．図 xを上に，図 yを下に置いて引っ付けてしまえば終わりです．ただし，今

は糸に色がつけられているので，xの下端と，y の上端の色の並びが一致する場合のみ引っ付けます．そう

でなければ 0ということにする2と，うまい積となります．

このとき，先程の三つの図のように，色の付いた平行線，平行線のどれかに黒玉を置いたもの，平行線の

隣り合う二本を交差させたもの，が積に関する生成元となっています．即ち，任意の図は先程の三つの図に

「分解」することができます．二つ目と三つ目の図で形を定め，一つ目の図で糸の色を定める3と考えるのが

手っ取り早いと思います．

また，図の間には関係が定まります．どのような関係を定めるかは箙 Γによって定まりますが，後に述べ

る通り，今回は Γとして特別なもののみ考えるので，定まる関係も制限されます．

∗m10021t@math.nagoya-u.ac.jp
1線形であるとかそういった類のものです．
2代数の積はこんな感じで荒っぽく定めることがよくあります．
3糸に色の付いたもののみを図として扱います．
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2 今回の設定と説明

一般に，KLR代数は箙 Γと，その頂点に対する非負整数による重み付け α =
∑

Γの頂点 i

aiαi(ai ∈ Z≥0)に

よって定まります．Γは関係の場合分けを定めます．αは色が iである糸を ai 本，合計
∑

Γの頂点 i

ai 本の糸を

用いて図を作ることを指します．

また，もう一つ Γの頂点に対する非負整数による重み付け Λ =
∑

Γの頂点 i

biΛi(bi ∈ Z≥0)がイデアルを定め，

それによる商をとったものを巡回 KLR代数と呼びます．具体的なことは後で述べます．

今回は，箙 Γを「n点からなる輪」とします．即ち，頂点が {1, 2, · · · , n}で，kから k + 1(k = nなら n

から 1)へ矢が引かれている箙です．以下で述べる命題は n = 2の場合も含めて成り立ちますが，考えるべき

関係式が増えるため割愛します．

また，α =
∑

Γの頂点 i

αi，Λ = Λ0とします．即ち，各色の糸が 1本ずつ，合計 n本の糸を用いた図を今回は

取り扱います．

さて，糸の色を指定するために次の記号を導入します．

Seq(α) = {(i1, i2, · · · , in) ∈ Iα|各 i ∈ I が ai回表れる }

これは一般的な定義であり，今回の場合は Seq(α)の元は n文字の順列となります．

定義 2.1. KLR代数とは，次の生成元と，その間の関係で与えられる代数である．

• 生成元 : {e(i)|i ∈ Seq(α)} ∪ {y1e(i), · · · , yne(i)} ∪ {ψ1e(i), · · · , ψn−1e(i)}

• 関係 :

e(i)e(j) = δi,je(i)，∑
i∈Seq(α)

e(i) = 1，

yke(i) = e(i)yk，

ψke(i) = e(sk · i)ψk，

(sk · iは iにおいて ik と ik+1 を入れ換えたもの)，

ykyle(i) = ylyke(i)，

ψkyle(i) = ylψke(i) (l �= k, k + 1)，

ψkψle(i) = ψlψke(i) (|k − l| > 1)，

ψkyk+1e(i) = ykψke(i)，

yk+1ψke(i) = ψkyke(i)，

ψ2
ke(i) =

⎧⎪⎨⎪⎩
e(i) (ikと ik+1の間に矢がない)

(yk+1 − yk)e(i) (ik → ik+1)

(yk − yk+1)e(i) (ik ← ik+1)

，

ψkψk+1ψke(i) = ψk+1ψkψk+1e(i)．

さっきまで図ばかりだったのに，急に記号だらけになったと思われたかもしれませんが，e(i)が左から順

に ik で色付けされた平行な n本の糸，yk が k番目に黒玉がついた平行な n本の糸，ψk は平行な n本の糸

の k番目と k + 1番目を交差させたものと対応しています．

また，色の情報 e(i)は積の中に一度だけ現れれば良いものなので，関係式中においては適宜省略されてい

ます．
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さて，Λ = Λ0に対するイデアルを定義しましょう．一般的には，
{
yd1e(i)|i ∈ Seq(α), d = bi1

}
で生成され

ます．なので今回の場合は，y1e(i)(i1 = 1)と e(i)(i1 �= 1)で生成されます．このイデアルで先程定めたKLR

代数の商を取ったものが巡回 KLR代数であり，今回はそれをHn で表します．

図によるおさらいですが，今回図式に対して成り立つ関係は以下の通りです．

• イデアルによるもの．
y1e(i) = 0 (i1 = 0) ，e(i) = 0 (i1 �= 1)．

•
1 in

= 0· · ·
，

i1 in

= 0· · ·
．

• 関係によるもの
ψkyk+1e(i) = ykψke(i) , yk+1ψke(i) = ψkyke(i) ．

•
i1 ik ik+1 in

=· · · · · · •

i1 ik ik+1 in

· · · · · ·
，

•

i1 ik ik+1 in

=· · · · · · •
i1 ik ik+1 in

· · · · · ·

ψ2
ke(i) = e(i) , ψ2

ke(i) = yk+1e(i)− yke(i) , ψ2
ke(i) = yke(i)− yk+1e(i) ．

i1 ik ik+1 in

=· · · · · ·
i1 ik ik+1 in

· · · · · ·
，

i1 ik ik+1 in

=· · · · · · •
i1 ik ik+1 in

−· · · · · · •
i1 ik ik+1 in

· · · · · ·
，

i1 ik ik+1 in

=· · · · · · •
i1 ik ik+1 in

−· · · · · · •
i1 ik ik+1 in

· · · · · ·
．

ψkψk+1ψke(i) = ψk+1ψkψk+1e(i)．

i1

· · ·

ik ik+1 ik+2

· · ·

in

=

i1

· · ·

ik ik+1 ik+2

· · ·

in

．

イデアルによる関係から分かる通り，今回の設定では e(i)の大半は消えてしまいます．具体的には，全部

で n!個ある iのうち，(n− 1)!個を除いて e(i) = 0となります．更に，他にも関係があるため，e(i) = 0とな

る iがまだありそうに思えます．一体どのような iに対し e(i) = 0となるのかを決定するのが命題 3.1です．

また，yk，即ち黒玉についても同様に，何個か付けると 0になってしまいそうなので，果たして何個が限

度なのかを決定するのが命題 3.2です．

それらから，Hn の構造が nに関して規則的な変化を示すということが予想されます．そのことを具体的

に求めたものが定理 3.3です．

特に命題 3.1において e(i) �= 0なる i ∈ Seq(α)が高々2n−2 個であることと，命題 3.2の (a)と (b)につい

ては，図による説明のみで証明が済んでしまうので，手を動かして理解したい方は是非練習問題として解い

てみて下さい．残りの部分については感覚的には成り立つだろうと思えるものですが，示すには表現論の世

界で対応しているものから情報を抜き出す必要があります．
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3 命題集

命題 3.1. Hnにおいて，e(i) �= 0なる i ∈ Seq(α)は 2n−2個存在する．更にそれらは全て原始冪等元となる．

命題 3.2. Hn において，e(i) �= 0とする．このとき次が成り立つ．

(a) yke(i) = 0 (1 ≤ k < n)，

(b) y2ne(i) = 0，

(c) yne(i) �= 0．

以上の命題から，冪等元が倍々に増えていくこと，そして nに依らず黒玉は右端の糸以外には一つもつけ

られないことから，nに対しHnの構造が規則的に変化していくと予想され，それをある種の埋め込みによっ

て表したものが次の定理です．

定理 3.3. Hn の冪等元 eを次のように定める．

e =
∑

i:i2=2

e(i)

このとき，代数の同型

Hn−1
∼ �� eHne

が以下のようにして得られる．

e(i) �→ e(̂i) , yn−1e(i) �→ yne(̂i) , ψke(i) �→ ψk+1e(̂i) .

ただし，i = (1, i2, i3, · · · , in)に対し，î = (1, 2, i2 + 1, i3 + 1, · · · , in + 1)と定める．

参考文献

[BK] J. Brundan, A. Kleshchev, Blocks of cyclotomic Hecke algebras and Khovanov-Lauda algebras,

arXiv:0808.2032.

[KL] M. Khovanov, A. D. Lauda, A diagrammatic approach to categorification of quantum groups I,

arXiv:0803.4121.
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有限鏡映群の標準不変式系

辻栄周平，中島規博

（北海道大学大学院理学院数学専攻）

V を n 次元 Euclid空間 R
n とし，α を V の 0 でないベクトルとする．Hα を Rα の

直交補空間とし，V 上の線形変換 sα を以下で定める．

sα(v) =

{
−v, v ∈ Rα,

v, v ∈ Hα.

線形変換 sα を α に関する鏡映といい，Hα を sα の鏡映面という．鏡映は V の直交変

換であり，いくつかの鏡映で生成された有限群 W ⊂ O(V ) を有限鏡映群 という．例え

ば，n 次対称群 Sn は V の正規直交基底の入れ替えにより，有限鏡映群とみなせる．

W は V の双対空間 V ∗ に w · f = f ◦ w−1 (w ∈ W, f ∈ V ∗) として自然に作用する．

この作用は V の内積から誘導された V ∗ の内積を不変にする．x = (x1, . . . , xn) を V ∗

の正規直交基底とすると，W は S := R[x] にも自然に作用する．S は V 上の多項式関

数のなす環である．Chevalley の定理により不変式環 SW は n 個の R 上代数的独立な

斉次不変式 f1, . . . , fn により生成される．f1, . . . , fn を基本不変式系という．基本不変

式は一意的ではないが，その次数は 鏡映群 W に対して一意的に決まる．慣例に従い，

deg f1 ≤ · · · ≤ deg fn とする．偏微分作用素 ∂i :=
∂

∂xi
を用いて，S 上の双線形写像を

以下のように定める．

(f, g) := f(∂)g, (f, g ∈ S).

ただし，∂ := (∂1, . . . , ∂n) とした．双線形写像 ( , ) は V ∗ の内積の S への Leibniz 則と

合成による拡張になっている．従って，W の作用で不変である．

定義 1. 基本不変式系 f1, . . . , fn が標準不変式系であるとは，

(fi, fj) = 0, (i �= j)

を満たすときにいう．

標準不変式系は多面体に関する平均値の性質を調べる際に Flatto と Wiener [1][2] に

より考案され，任意の鏡映群に対する存在性と，線形変換を除いた一意性，計算するため

のアルゴリズムが知られている．後に，Iwasaki[4] により，多面体に関する平均値の性質

の更なる一般化（多面体の調和関数）の下，対称群が鏡映群となるような多面体の調和関

数に対しては，標準不変式系が一定の役割を果たすことが知られている．
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Flatto の標準不変式系を計算するためのアルゴリズムについて例を挙げる．3 次対称群

S3 を 3 変数の多項式環 R[x1, x2, x3] に変数の入れ替えで作用させる．よく知られてい

るように冪乗和多項式 gi := xi
1 + xi

2 + xi
3 (i = 1, 2, 3) は基本不変式系である．f1, f2, f3

を標準不変式系とすると，定数 a, b, c ∈ R が存在して，

f1 = g1,

f2 = g2 + ag21 ,

f3 = g3 + bg1g2 + cg31

となっている．標準不変式系の条件 (fi, fj) = 0 (i �= j) により a, b, c を順次決定すれば

よい．a = − 1
3 , b = −1, c = 2

9 となる．

任意の鏡映群に対し，このアルゴリズムで標準不変式系を決定することは原理的には可

能だが，実際にやってみると位数の大きな有限鏡映群に対しては計算機が動かないことが

ある．そこで標準不変式系が具体的にはどのような式となっているかが問題となる．

標準不変式系は既約な有限鏡映群に対して決定できれば，任意の有限鏡映群についても

分かったことになるのだが，既約有限鏡映群は Coxeter-Dynkin 図により分類されてい

る．Iwasaki [3]により，既約有限鏡映群の無限系列（An，Bn，Dn，I2(m)型）に関し

ては構成され，Iwasaki，Kenma，Matsumoto [5]により F4，H3，H4 型も Flatto のア

ルゴリズムを用いて具体的に計算されている．残る E6，E7，E8 型については，具体的な

公式は知られていなかった．

本講演では，既約有限鏡映群の型によらない標準不変式系の構成方法について述べる．

定義 2. W に含まれるすべての鏡映の鏡映面の定義多項式の積 Δ を W の基本交代

式という．例えば，n 次対称群 Sn の基本交代式は x1, . . . , xn の差積である．また，

R[∂]Δ := {f(∂)Δ | f ∈ S} とする．

以下の Steinberg の定理が本質的である．

定理 3. （Steinberg [6]）I を定数でない不変式の張る S のイデアルとする．このとき，

S = I ⊕ R[∂]Δ,

R[∂]Δ = {f ∈ S | (g, f) = 0 (∀g ∈ I)} ,
I = {f ∈ S | (f,Δ) = 0} .

標準不変式系を決定するために，それらの張るベクトル空間について考察する．

補題 4. W を既約有限鏡映群とし，V への作用は既約であるとする．f1, . . . , fn を標準

不変式系とする．このとき，写像
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n∑
i=1

Rfi → (R[∂]Δ⊗R V ∗)W

fi �→
n∑

j=1

∂jfi ⊗ xj

は同型である．

証明. Steinberg の定理より，∂jfi ∈ R[∂]Δ．また，R[∂]Δ は W の正則表現と同型であ

ることが知られているので，dimR (R[∂]Δ⊗R V ∗)W = n．これらのことから分かる．

従って，標準不変式系を得るためには R[∂]Δ の構造を調べればよい．特に，V ∗ と

R[W ]-加群として同型な斉次多項式からなる空間が重要であるが，それらは

(V ∗, fi) := {(g, f) ∈ S | g ∈ V ∗}

で与えられている．補題 4 は同型

Rfi ∼= ((V ∗, fi)⊗R V ∗)W

を誘導している．

定義 5. R[W ]-準同型 φ : S → R[∂]Δ を

φ(f) := ((f,Δ),Δ)

と定める．

本講演の主結果は以下の定理 6，7である．D2l 型以外の既約有限鏡映群に対しては，

deg f1 < · · · < deg fn

となり，D2l 型の既約有限鏡映群に対しては，

deg f1 < · · · < deg fl = deg fl+1 < · · · < deg fn

となるので，扱いが多少異なる．

定理 6. W を D2l 型以外の既約有限鏡映群とし，V への作用は既約であるとする．

h1, . . . , hn を任意の基本不変式系とする．このとき，写像 φ は R[W ]-同型

(V ∗, hi)
φ−→ (V ∗, fi), (i = 1, . . . , n)

を誘導する．特に，W の標準不変式系は以下で与えられる．

fi =
n∑

j=1

xjφ(∂jhi), (i = 1, . . . , n).
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定理 7. W を D2l 型の既約有限鏡映群 (n = 2l) とし，V への作用は既約であるとする．

h1, . . . , hn を任意の基本不変式系とし，fl+1 := x1 · · ·xn とする．

a :=
(fl+1, hl)

(fl+1, fl+1)
, b :=

(fl+1, hl+1)

(fl+1, fl+1)

とすると，写像 φ は R[W ]-同型

(V ∗, hi)
φ−→ (V ∗, fi), (i �= l, l + 1),

(V ∗, ahl − bhl+1)
φ−→ (V ∗, fl)

を誘導する．特に，W の標準不変式系は以下で与えられる．

n∑
j=1

xjφ(∂jh1), . . . ,
n∑

j=1

xjφ(∂j(ahl − bhl+1)), fl+1, . . . ,
n∑

j=1

xjφ(∂jhn).
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バイグラスマニアン置換の数え上げ公式
小林　雅人 (kobayashi@math.titech.ac.jp)

埼玉大学理学部
2013年 3月

第 9回数学総合若手研究集会（北海道大学）

概 要

タイトルの公式の、ブリュア順序と分配束を用いた解釈を与える。また、
関連する未解決問題を提示する。

wを [n] := {1, 2, . . . , n}の置換、i, jを自然数とする。ペア (i, j)が wの転倒で
あるとは i < jとw−1(i) > w−1(j)が成り立つことをいう。wの転倒の個数をコク
セター長さと呼び、記号 �(w)で表す。強調して次のように書いてみよう:

�(w) =
∑
i<j

w−1(i)>w−1(j)

1.

ここで、1のかわりに転倒の差 j − iの和をとるとどうなるだろうか？実は、これ
もきちんと意味のある量になる。

定理 (Kobayashi, 2011, [1]). w ∈ Snに対して、β(w)をブリュア順序でwより（w

自身を含めて）下にあるバイグラスマニアン置換の個数とする。すると

β(w) =
∑
i<j

w−1(i)>w−1(j)

( j − i ) 　が成り立つ。

右辺の計算は非常に易しい。例えば、 w = 312 としよう（w(1) = 3, w(2) =

1, w(3) = 2という意味）。定理によれば、(3− 1) + (3− 2) = 3がちょうど量 β(w)

に等しい。
では、定理に登場する「バイグラスマニアン置換」と「ブリュア順序」の詳細を
説明しよう。
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図 1: S3のブリュア順序と β（�はバイグラスマニアンを表す）
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定義. wがバイグラスマニアンとは、

|{i ∈ [n − 1] | w−1(i) > w−1(i + 1)}| = 1 = |{i ∈ [n − 1] | w(i) > w(i + 1)}|

が成り立つことをいう。

次にブリュア順序の説明をする。記号 tijで iと jの互換を表す。

定義. 対称群 Sn上の二項関係 u → vを v = tijuかつ (i, j)が vの転倒のときに定
める。ブリュア順序u < wはある v1, . . . , vk ∈ Snが存在して、

u → v1 → · · · → vk → w　　が成り立つこととする。

さらに、B(w) = {v ∈ Sn | v ≤ w かつ v はバイグラスマニアン }, β(w) = |B(w)|
とおき、βをバイグラスマニアン統計と呼ぶ。

例えば、図 1からB(312) = {312, 213, 132}、よって β(312) = 3が確認できる。

事実 (Lascoux-Schützenberger, Reading).

バイグラスマニアン ⇐⇒ ジョイン既約。

ここで半順序集合 P の元wがジョイン既約とは、w = x ∨ y（P 内のジョイン）
ならばw = xまたはw = yが成り立つことをいう。
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図 2: S4のバイグラスマニアン
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事実. Snを含む最小の束Lnは、単調三角形のEhresmann順序と同型。さらに、この
Lnは有限分配束なので、ランク関数j(w) := |{v ∈ Ln | v ≤ wかつvはジョイン既約}|
で階級半順序集合になる。したがって、上の同値性から Sn上の βは Ln内の jと
同一視してよい。詳細は、Reading [2]を参照。

結論
ある有限分配束のランク関数が、実はコクセター系の文脈で簡単に計算できる。

未解決問題

• Reading (2002)：バイグラスマニアン多項式　
∑
w∈Sn

qβ(w) を計算せよ。

• バイグラスマニアン wが非正則（異常）とは、ある i1, i2, i3, i4 ∈ [n]が存在
して、i1 < i2 < i3 < i4かつ w(i3) < w(i4) < w(i1) < w(i2)が成り立つこと
をいう。例えば、S4では 3412のみが非正則である（図 2）。
定理の類似で、非正則バイグラスマニアンのみを数え上げる公式を発見せよ。

• 定理と類似の結果が他のタイプのワイル群（コクセター群）でも成り立つだ
ろうか？特に、タイプBC, D, Ãのとき、符号つきあるいはアフィン置換の
転倒の和は何を意味するか？

• 著者は [1]で β(w)が 1

2

n∑
i=1

(w(i)− i)2にも等しいことを証明した。これはRn

の置換多面体の頂点 e = (e(i))とw = (w(i))のユークリッド距離の半分と理
解できる（置換多面体の幾何学は Ziegler[4]が詳しい）。この方向で議論が発
展すれば非常に面白い。
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図 3: 置換多面体
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ある道代数における傾箙の post-projective部分について

大阪大学情報科学研究科　加瀬遼一

1 導入と設定

有限次元代数の表現論における重要な理論のひとつに Brenner-Butlerによって導入された傾理論とよばれ

るものがある.この理論は傾加群と呼ばれる加群の研究に端を発するもので,現在も発展を続けている.その傾

理論におけるひとつ研究対象が傾箙である. 傾箙は基本的傾加群（の同型類）上のある半順序に関する Hasse-

箙として Happel-Ungerにより定義された箙である.

今回はある道代数における傾箙の post-projective部分,つまり post-projectiveな傾加群のなす部分箙の構

造を,組み合わせ論的に考察し得られた結果を述べる.

以下 k は代数閉体とし k 上の有限次元代数 Aにたいして mod-Aで有限次元右 A加群のなす圏, ind-Aで

直既約 A加群からなる部分圏とする. この時, 次の定理は基本的である.

定理 1.1. (Krull− Schmidt). 任意のM ∈ mod-Aは直規約分解

M � M1 ⊕M2 ⊕ · · ·Mr

を持つ. さらにこの分解は一意的である.

2 準備

この章では準備として本レポートに関する用語の説明をする,詳しくは [1],[4],[7]等を参照してください.

有限次元代数において τ ,τ−1 という加群から加群への対応が与えられる (τ は Auslander-Reiten transla-

tionと呼ばれるものである,cf.[1]). これらは次の性質を満たす.

命題 2.1. (1) τX = 0 ⇔ X は射影加群,

(1)
′
τ−1X = 0 ⇔ X は入射加群,

(2) X が射影加群を直既約因子に持たないとすれば,τ−1τX � X,

(2)
′
X が入射加群を直既約因子に持たないとすれば,ττ−1X � X,

定義 2.2. X ∈ mod-Aが post-projectiveであるとは,ある射影加群 P 及び r ≥ 0が存在して X � τ−rP と

なる時を言う.

以下Qを非輪状な連結有限箙としQ0, Q1でそれぞれ頂点集合, 辺集合を表すことにする. また辺 α : x → y

に対して s(α) := x, t(α) := y とし. この時 w = (α1 | α2 | · · ·αr) (t(αi) = s(αi+1)∀i)を長さ rの道 (path)

と呼ぶ.また頂点を長さ 0の道とする.

定義 2.3. Qの道代数 kQが以下で定まる.

(a):k-ベクトル空間としての基底は Q上の道,
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(b):w = (α1 | α2 | · · ·αr), w
′
= (β1 | β2 | · · ·βr′ ) に対して積

w · w′
:=

⎧⎨⎩
(α1 | α2 | · · ·αr | β1 | β2 | · · ·βr′ ) t(αr) = s(β1),

0 その他.

注意 2.4. Qの各頂点に対し,対応する既約加群,直既約射影加群,直既約入射加群が定まる.

注意 2.5. 以下本レポートでは,考える代数は有限次元道代数 kQに限り,後で Qに条件を付け加える.

定義 2.6. T ∈ mod-kQが傾加群であるとは,以下の条件 (1), (2)を満たすときに言う.

(1) Ext1kQ(T, T ) = 0,

(2) T の直既約因子の個数は同型を除いて n = #Q0 個.

注意 2.7. 上の条件 (1)を満たす加群を partial-tilting moduleと呼ぶ.

基本的な傾加群全体には半順序が次で定まる事が知られている (cf.[4])

T ≤ T
′ def⇔ Ext(T

′
, T ) = 0.

特に kQはこの順序に関する最大元である.

今 T (Q), Tp.p(Q) でそれぞれ基本的傾加群全体及び post-projective な基本的傾加群全体を表す. また

partial-tilting module M に対し lk(M), lkp.p(M) でそれぞれ M を因子にもつ T (Q), Tp.p(Q) の元全体を

表す.

定義 2.8. 半順序集合 (T (Q),≤)の Hasee-図を �K(Q)と書き,これを kQにおける傾箙と呼ぶ.

以下 Tp.p(Q),lk(M), lkp.p(M)がなす �K(Q)の部分箙をそれぞれ, �Kp.p(Q),�lk(M), �lkp.p(M)と表す.

3 主結果

以下,有限次元道代数 A = kQに関して次の条件を常に仮定する;

(条件):任意の頂点 x ∈ Q0 に対して,s(x) + t(x) ≥ 2.

この時,Ext1A の次元に関する次の不等号が成り立つ.

補題 3.1. (γ : x → y) ∈ Q1 とする.この時,

dim Ext1A(τ
−rP (y), τ−sP (z)) ≤ dim Ext1A(τ

−rP (x), τ−sP (z)) ≤ dim Ext1A(τ
−r−1P (y), τ−sP (z)),

が任意の s ≥ 0及び任意の z ∈ Q0 に関して成り立つ.

箙 Qに対して,逆向きの矢を全て付け加えて出来る箙を Q̃とする. つまり,Q̃0 = Q0, Q̃1 = Q1 
 −Q1,こ

こで矢 α : x → y に対して −α : y → xである. 今 Q̃内の道

w : x0
α1→ x1

α2→ · · · αr→ xr

に対して c+(w) := #{i | αi ∈ Q1}と置き,lQ(x, y) := min{c+(w) | w : path from x to y}と定める. この時

上の補題から次が従う.

命題 3.2. Ext1kQ(τ
−rP (i), τ−sP (j)) = 0 ⇔ r ≤ s+ lQ(j, i)
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今 LQ := {(ri)i∈Q0
∈ ZQ0

≥0 | ri ≤ rj + lQ(j, i) ∀i, j} ⊂ ZQ0

≥0 と置く.

系 3.3. 写像 (ri)i∈Q0
�→ ⊕i∈Q0

τ−riP (i) は半順序集合としての同型,

(L(Q),≤op) � (Tp.p(Q),≤)

を誘導する.ここで (ri) ≤op (si)
def⇔ ri ≥ si ∀iである.

上の系により,半順序集合 (Tp.p(Q),≤)の組み合わせ論的記述が得られた. これを用いて �Kp.p(Q)の構造に

関する次の結果が得られる.

定理 3.4. Qが唯一の source s ∈ Q0 を持つとする.この時,次が成り立つ.

(1) Tp.p(Q) = 
r≥0lkp.p(τ
−rP (s)),

(2) τ−r : �lkp.p(P (s)) � �lkp.p(τ
−rP (s)),

(3) #lkp.p(P (s)) ≤ 2n−1,

(4) �lkp.p(P (s))は連結

(5) lkp.p(τ
−rP (s)) から lkp.p(τ

−r−tP (s))への矢が存在すれば,t = 0または 1,

(6) �Kp.p(Q)は連結.

例 3.5. Qとして次の箙を考える.

Q =
1

2n− 2

n− 1

s

この時 �Kp.p(Q)は ZAn−1 と同型である.特に n = 4の場合を次に図示する.

�lkp.p(P (s))

�lkp.p(τ
−1P (s))

4 l(Q) = 1の場合

この章では以下の設定の場合に �Kp.p(Q)の構造を見る.

(1)Qが唯一の source s(Q) ∈ Q0 を持つ.
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(2)l(Q) := max{lQ(x, y) | x, y ∈ Q0} = 1

また (1),(2)(及び前章で仮定した条件)を満たす箙全体を Qと置くことにする.

定義 4.1. 箙 Γ,Γ
′
に対し箙 Γ�
Γ′

を以下で定める;

(Γ�
Γ′
)0 = Γ0 
 Γ

′
0, (Γ

�
Γ′
)1 = Γ1 
 Γ

′
1 
 {e → s

′ | e : sink of Γ, s
′
: source of Γ

′}.

今 Cn で半順序集合 ({0, 1},≤op) の Hasse-箙を表す事にする. この時補題 3.3 より n 個の頂点を持つ箙

Q ∈ Q に対して,�lkp.p(Q) が Cn−1 の部分箙であることがわかる. そこで Cn の部分箙 K に関する次の条件

(a)n, (b)n を考える;

(a)n : (0, · · · , 0), (1, · · · , 1) ∈ K0

(b)n : T = (ri), T
′
= (r

′
i) ∈ K0 に対し,< T, T

′
>±∈ K0, ここで < T, T

′
>+ の i-成分は min{ri, r′

i} で
< T, T

′
>− の i-成分は max{ri, r′

i}である.

今 (a)n, (b)n を満たす箙全体を Kn とし K := 
Kn と置けば次が得られる.

命題 4.2. (1) Q ∈ Qとすれば �lkp.p(P (s(Q))) ∈ K,

(2) K ∈ Kとすればある Q ∈ Qが存在してK = �lkp.p(P (s(Q))).

補題 3.3,定理 3.4及び上の命題を用いて次がわかる.

定理 4.3. {�Kp.p(Q) | Q ∈ Q} = {�
K | K ∈ K}.
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Semi-classical Asymptotics in

an Abstract Bose Field Model

Yuta Aihara

Department of Mathematics, Hokkaido University

I. Introduction

In quantum mechanics, in which a physical constant � := h/2π (h : the Planck

constant) plays an important role, the limit � → 0 for various quantities (if it

exists) is called the classical limit. Trace formulas in the abstract boson Fock space

and the classical limit for the trace Z(β�) of the heat semigroup of a perturbed

second quantization operator were derived by Arai [ 1 ]. Generally speaking, the

classical limit is regarded as the zero-th order approximation in �. From this point

of view, it is interesting to derive higher order asymptotics of various quantities

in �. Such asymptotics are called semi-classical asymptotics. The purpose of this

paper is to derive an asymptotic formula for Z(β�).

II. A Classical Limit in The Abstract Boson Fock Space

In this section we review a classical limit for the trace of a perturbed second

quantization operator and some fundamental facts related to it.

Let H be a real separable Hilbert space, and A be a strictly positive self-adjoint

operator acting in H . We denote by {Hs(A)}s∈R the Hilbert scale associated with

A [ 1 ]. For all s ∈ R, the dual space of Hs(A) can be naturally identified with

H−s(A).

For all s ≥ 0, the continuous bilinear form (φ, f) �−→ φ(f) on H−s(A)×Hs(A)

extends to the continuous bilinear form on H−s(A)×H , by the density of Hs(A)

in H .

We denote by I1(H ) the ideal of the trace class operators on H . Let γ > 0

be fixed. Throughout this paper, we assume the following.

Assumption I. A9−γ ∈ I1(H ).

Under Assumption I, the embedding mapping of H into

E := H−γ(A)
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is Hilbert-Schmidt. Hence, by Minlos’ theorem, there exists a unique probability

measure μ on (E,B) such that the Borel field B is generated by {φ(f)|f ∈ H }
and ∫

E

eiφ(f)dμ(φ) = e−‖f‖2H /2, f ∈ H ,

where ‖ · ‖H denotes the norm of H .

The complex Hilbert space L2(E, dμ) is canonically isomorphic to the boson

Fock space over H , which is called the Q-space representation of it. We denote

by dΓ(A) the second quantization of A and set

H0 = dΓ(A).

Then for all β > 0, e−βH0 ∈ I1(L
2(E, dμ)).

Definition 2.1. A mapping V of a Banach space X into a Banach space Y

is said to be polynomially continuous if there exists a polynomial P of two real

variables with positive coefficients such that

‖V (φ)− V (ψ)‖ ≤ P (‖φ‖, ‖ψ‖)‖φ− ψ‖, φ, ψ ∈ X.

Let V be a real valued function on E. Throughout this paper, we assume the

following.

Assumption II. The function V is bounded from below, 3-times Fréchet differ-

entiable, and V, V ′, V ′′, V ′′′ are polynomially continuous.

For � > 0, we define V� by

V�(φ) := V (
√

� φ), φ ∈ E.

and set

H� := H0 +̇
1

�
V�,

where +̇ denotes the quadratic form sum.

Under Assumption I, II, for all β > 0, e−βH� ∈ I1(L
2(E, dμ)) [ 1 ]. For all

s ∈ R, As/2 is a continuous linear operator from Hs(A) to E and it extends to a

continuous linear operator from H−γ+s(A) to E.

Theorem 2.2. [ 1 ]. Let β > 0. Then

lim
�→0

Tr e−β�H�

Tr e−β�H0
=

∫
E

exp

(
−βV

(√
2

β
A−1/2φ

))
dμ(φ).
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We set

Ω = E3, ν = μ⊗ μ⊗ μ.

Then ν is a probability measure on Ω.

Let {λn}∞n=1 be the eigenvalues of A, and {en}∞n=1 be the complete orthonormal

system (CONS) of H with Aen = λnen, and

∞∑
n=1

1

λγ−9
n

< ∞ (2.1)

Let ϕ be a bijection from N × N to N. For all n,m ∈ N, we set fn,m = eϕ(n,m).

Then {fn,m}∞n,m=1 is a CONS of H . For all φ ∈ E, we define

φn := φ(en), φn,m := φ(fn,m).

Then {φn}n and {φn,m}n,m are families of independent Gaussian random variables

such that for all n,m, n′,m′ ∈ N,∫
E

φndμ(φ) = 0,

∫
E

φnφmdμ(φ) = δnm (2.2)

∫
E

φn,mφn′,m′dμ(φ) = δnn′δmm′ . (2.3)

For all m1, · · · ,mp ∈ N, we have

sup
n1,··· ,np∈N

∫
E

|φn1|m1 · · · |φnp|mpdμ(φ) < ∞. (2.4)

For all N,M ∈ N, we set

FN,M(ε, ω, s) =

√
2

β

N∑
n=1

φn√
λn

en +
N∑

n=1

M∑
m=1

√
4ε2λn

β(ε2λ2
n + (2πm)2)

(ψn,m cos(2πms)

+ θn,m sin(2πms))en, ε ≥ 0, ω = (φ, ψ, θ) ∈ Ω, 0 ≤ s ≤ 1. (2.5)

Then we have

Tre−β�H�

Tre−β�H0
= lim

N,M→∞

∫
Ω

exp

(
−β

∫ 1

0

V (FN,M (ε, ω, s)) ds

)
dν(ω), (2.6)

where ε = β� (See [ 1 ], Lemma 5.2, Lemma 5.3. ).

III. An Asymptotic Formula

We can prove the following theorem.
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Theorem 3.1. For all β > 0,

Tre−β�H�

Tre−β�H0

=

∫
E

exp

(
−βV

(√
2

β
A−1/2φ

))
dμ(φ)

−β3�2

2

∞∑
m=1

∫
E2

dμ(φ)dμ(ψ) exp

(
−βV

(√
2

β
A−1/2φ

))

× V ′′
(√

2

β
A−1/2φ

)(
A1/2

(
1√
βπm

∞∑
n=1

ψn,men

)
, A1/2

(
1√
βπm

∞∑
n=1

ψn,men

))
+o(�2)

as � → 0.
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一般化された量子電磁力学モデルの基底状態とエネルギー

ギャップについて

船川　大樹

電子と光子が相互作用モデルの解析はこれまで多くのことが知られてきた.例えば,最低エネルギーの状態を

描く基底状態の存在性やそのモデルの持つエネルギーにはギャップがないなどである.(例えば [3]を参照) で

は,このモデルを少し一般化させるとどうなるのか.本紙ではこれについて解説していく.

量子電磁力学 (QED)のハミルトニアンとして,以下のものがある.

HQED = Hel + Hph + α
3∑

j=1

∫
R3

ψ†(x)αjψ(x)Aj(x)dx + α2

∫
R3×R3

ψ†(x)ψ(x)ψ†(y)ψ(y)
| x − y | dxdy (1)

ここで α ∈ Rは結合定数.ψ はディラック場,Aj は量子輻射場,αj (j = 1, 2, 3)は 4 × 4行列で正準反交換関係

を満たすもの.また Hel と Hph はそれぞれディラック場とフォトン場での運動項を表現している.

さて,これを数学として意味を持たせ少し一般化した次のハミルトニアンを考える.

H = H0 + κ1H
′
1 + κ2H

′
2 + κ3H

′
3 (2)

ただしH ′
1, H

′
2,H

′
3 は以下のように定義する.

H0 : = B ⊗ I + Hph (3)

H ′
1 : =

J∑
j=1

∫
Rν

χ1(x)P1,j(ψ(x), ψ∗(x)) ⊗ Aj(x)dx (4)

H ′
2 : =

∫
Rν×Rν

χ2(x, y)P2(ψ(x), ψ∗(x), ψ(y), ψ∗(y)) ⊗ Idxdy (5)

H ′
3 : =

J∑
j=1

∫
Rν×Rν

χ3(x, y)P3,j(ψ(x), ψ∗(x), ψ(y), ψ∗(y)) ⊗ (Aj(x) + Aj(y))dxdy (6)

ここでそれぞれの記号は以下で定義する.

1 粒子やディラック場の一般化

Hをヒルベルト空間とする. 一般の線形作用素 T に対し, その定義域を D(T ) と書き, スペクトルを

σ(T ) と書くことにする. もし, この T が下に有界ならば,infσ(T ) > −∞ を考えることができる. この値を

E0(T ) :=infσ(T )と書くことにする.さてH 上の線形作用素 B を導入する.この B には次の仮定を設ける.

(A.1) Bは下に有界な自己共役作用素である.このとき B̃ := B − E0(B)とする.

また,各点xに対して ψl(x)をH 上有界線形作用素とする.(l = 1, · · · , N)これを並べてベクトルとした作用素

を ψ(x)と書くことにする.

ψ(x) :=

⎡⎢⎣ ψ1(x)
...

ψN (x)

⎤⎥⎦ (7)
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また,相互作用に入っている P とは多項式のことで特に次を満たしているものである.

P1,j(ψ(x), ψ∗(x))と P3,j(ψ(x), ψ∗(x), ψ(y), ψ∗(y))はそれぞれH 上の有界線形作用素となっており,特に

その作用素ノルムはxとyに依存しない定数 C1,j ,C3,j で上から押さえられる.

‖ P1,j(ψ(x)、ψ∗(x)) ‖≤ C1,j , ‖ P3,j(ψ(x), ψ∗(x), ψ(y), ψ∗(y)) ‖≤ C3,j (8)

また P2(ψ(x), ψ∗(x), ψ(y), ψ∗(y))は B に対して相対有界である.つまり

D(B̃1/2) ⊂ ∩x,y∈Rν D(P2(ψ(x), ψ∗(x), ψ(y), ψ∗(y))) となっている. 更に各 x, y ∈ Rν に対して次を満た

す正の定数 a((x, y)), b((x, y)) ≥ 0が存在し,u ∈ D(B̃1/2)となる全ての uに対して次の式が成立する.

‖ (P2(ψ(x), ψ∗(x), ψ(y), ψ∗(y))u ‖≤ a((x, y)) ‖ B̃1/2u ‖ +b((x, y)) ‖ u ‖ (9)

2 ボソンフォック空間

まず,K をヒルベルト空間としたとき,⊗n
s K をK の n 重対称テンソル積とする. このとき,K 上のボソン

フォック空間を Fb(K) := ⊕∞
n=0(⊗n

s K) と定義する.

Fb(K)は (Φ, Ψ) =
∑∞

n=0(Φ
(n),Ψ(n))⊗n

s K を内積として,ヒルベルト空間となっている.ただし,本紙では内

積空間K 上の内積 (f, g)K は f に対して線形で g に対して反線形としている.

さて Sn : ⊗nK → ⊗n
s K を正射影作用素とする.任意の f ∈ K に対して,Fb(K)上の生成作用素 A∗(f)を次

のように定義する.

(A∗(f)Ψ)(n) =
√

n + 1Sn+1(f ⊗ Ψ(n)), n ≥ 1

また,(A∗(f)Ψ)(0) = 0 と する. 更に消滅作用素 A(f) は生成作用素 A∗(f) の共役作用素として定義する.

Ωb := {1, 0, · · ·} ∈ Fb(K)をボソンフォック真空と呼び,M ⊂ K 上のボソン有限粒子部分空間を

Ffin
b (M) := L{A∗(f1) · · ·A∗(fn)Ωb, Ωb | fj ∈ M, j = 1, · · ·n, n ∈ N}

と定義する.本紙ではこの空間を有限粒子部分空間と呼ぶことにする.A∗(f)の定義域は次で与えられる.

D(A∗(f)) := {Ψ = {Ψ(n)}∞n=0 ∈ Fb(K) |
∞∑

n=0

‖ (A∗(f)Ψ)(n) ‖2
⊗n

s K< ∞}

A∗(f)と A(g)の定義域は有限粒子部分空間を含んでおり,また不変にしている.更に,有限粒子部分空間上で

正準交換関係を満たしている.

[A(f), A∗(g)] = (f, g)K [A(f), A(g)] = [A∗(f), A∗(g)] = 0

ここで [A,B] = AB − BAである. T をK上の作用素とする.その Fb(K)上の第 2量子化作用素 dΓb(T )を

dΓb(T ) :=
(
⊕∞

n=0(
n∑

j=1

(I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ T ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I)) | ⊗̂n
D(T )

)
Fb(K)

(10)

と定義する.ただし,式中の T は j 番目にあり,最後の Fb(K)は簡約の意味である.

3 輻射場

まず,輻射場が作用する空間を次のように定義する.

Fph := Fb(L2(Rν ; C2)) (11)
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また er(k) = (ej
r(k))ν

j=1, r = 1, · · · ν − 1 は以下を満たすベクトルで,特に偏光ベクトルと呼ぶ.

er(k) · er′(k) = δr,r′ , k · er(k) = 0 a.e.k ∈ Rν (12)

f ∈ L2(Rν)に対して a∗
1(f) = A∗((f, 0)), a∗

2(f) = A∗((0, f))とする.このとき,ar(f)と a∗
r(g)は有限粒子部

分空間上で正準交換関係を満たしている.

[ar(f), ar′(g)] = δr,r′(f, g), [ar(f), ar′(g)] = [a∗
r(f), a∗

r′(g)] = 0

次に運動量 k ∈ Rν でのフォトンのエネルギーを表すものをボレル可測関数で 0 < ω(k) < ∞ a.e.k ∈ Rν と

なる ω を使い,ω(k)で書くことにする. これを L2(Rν ; C2)上の掛け算作用素と思い,フォトン場での自由な

ハミルトニアンを次のように定義する.

Hph = I ⊗ dΓb(ω) (13)

また,量子輻射場については以下のように定義する.まず,

f j
r,x(k) =

χph(k)ej
r,x(k)√

2(2π)3ω(k)
(14)

ただし ej
r,x(k) = ej

r(k)e−ik·x である. この関数を使って量子輻射場を次で定義する.

Aj(x) =
∑

r=1,2

(ar(f j
r,x)) + a∗

r(f
j
r,x) (15)

ここで以下の仮定を設ける.

(A.2)

χph√
ωk/2

∈ L2(Rν), k = 1, 2 (16)

このとき Aj(x)は H
1/2
ph に相対有界であることが分かる.

4 全ハミルトニアン

まず,全ヒルベルト空間を次のように定義する.

F := H ⊗Fph (17)

更に相互作用部分の積分が収束するように以下の仮定をつける.

(A.3)

χ1 ∈ L1(Rν), aχ2, bχ2, χ3 ∈ L1(Rν × Rν) (ただし, a, bは (9)での関数). (18)

このようにして,全体のハミルトニアン H は F 上の線形作用素となる.このとき,さらに以下の事実が分かる.

定理 1 (A.1)-(A.3)を仮定する.このとき,Hは κ1, κ2, κ3 に寄らず自己共役作用素であり,また下に有界な作

用素である.さらに H0 の全ての芯上で本質的自己共役である.

5 基底状態

作用素 T が下に有界であるとき E0(T ) =infσ(T )を考えることが出来る.このとき,E0(T )を T の最低エネ

ルギーと呼ぶ.また E0(T )が T の固有値となっているときの状態,すなわち固有ベクトルのことを T の基底

状態と呼ぶ. 更にその固有空間すなわち dimKer(T − E0(T )) を縮態度と呼ぶ. 特に縮態度が 1 となるとき基
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底状態は一意的であるという.数理物理の観点からではこの基底状態の存在性と一意性は一つの大きな問題と

なっている. この基底状態について考察するため,以下の仮定を設ける.

(A.4) χph ∈ L1
loc(R

ν)

(A.5)∫
Rν

| xχ1(x) | dx < ∞,

∫
Rν×Rν

| xχ3((x, y)) | dxdy < ∞,

∫
Rν×Rν

| yχ3((x, y)) | dxdy < ∞(19)

(A.6) χphej
r/
√

ω(k)3 ∈ L2(Rν), r = 1, · · · , ν − 1, j = 1, · · · , ν
(A.7) E0(B) <infσess(B)

(A.8) ω は連続で lim|k|→∞ω(k) = ∞ 更に, 正の定数 C, γ > 0 が存在して, 全ての k, k′ ∈ Rν に対して

| ω(k) − ω(k′) |≤ C | k − k′ |γ [a + ω(k) + ω(k′)]が成立する.

この仮定の下で以下の事実が成立する.

定理 2 (A.1)-(A.8)を仮定する.このとき十分小さな | κ1 |, | κ2 |, | κ3 |に対して,H は基底状態を持つ.

この証明については,[1]Section3,[3]Section2 をなぞるものである. 縮態度については以下の仮定を新たに加

え,[4]Theorem3.6を使う.

(A.9) ω について,次を仮定する.ルベーグ測度が 0で,次の性質を満たす Rν の部分集合K が存在する.

ω ∈ C3(Rν \ K),
∂ω

∂kn
(k) 
= 0, n = 1, · · · , ν, k = (k1, · · · , kν) ∈ Rν \ K

(A.10) dimKer(B − E0(B)) = 1

定理 3 (A.1)-(A.10)を仮定する.このとき十分小さな | κ1 |, | κ2 |, | κ3 |に対して,dimKer(H − E0(H)) = 1

6 エネルギーギャップ

ある条件の下で H のエネルギーギャップは無いことが分かる.ここではこれについて述べる.この考察には

[2].Theorem1.3を使う.

(A.11) ess.Ran (ω) = [0,∞)

このとき,次の事実が分かる.

定理 4 (A.1)-(A.3),(A.11)を仮定する.このとき, σ(H) = [E0(H),∞)が成立する.

これにより,ある仮定の下で H にはエネルギーギャップが無いことが分かる.

7 参考文献

[1]Arai, Asao; Hirokawa, Masao ; On the spin-boson model. Quantum stochastic analysis and related

fields (Japanese) (Kyoto, 1995). Surikaisekikenkyusho Kokyuroku No. 957 (1996), 16-35.

[2]Arai, Asao; Essential spectrum of a self-adjoint operator on an abstract Hilbert space of Fock type

and applications to quantum field Hamiltonians. J. Math. Anal. Appl. 246 (2000), no. 1, 189-216.

[3]Takaesu, Toshimitsu; On the spectral analysis of quantum electrodynamics with spatial cutoffs. I.

J. Math. Phys. 50 (2009), no. 6, 062302, 28 pp.

[4]Hiroshima, Fumio; Multiplicity of ground states in quantum field models: applications of asymptotic

fields. J. Funct. Anal. 224 (2005), no. 2, 431-470.

238



( )

1

t

t → ±∞
H0 H 1 Hilbert

W± := s-lim
t→±∞ eitHe−itH0

1.1

H Hilbert 〈·, ·〉H ‖ ·‖H H n ⊗nH
⊗n

sH ⊗n
a H F(H)

Fb(H) Ff(H)

F(H) :=
∞⊕

n=0
(
n⊗H) =

{
ψ = {ψ(n)}∞n=0

∣∣∣ψ(n) ∈ n⊗H, ‖ψ‖2 :=
∞∑

n=0

‖ψ(n)‖2⊗nH < ∞
}
,

Fb(H) :=
∞⊕

n=0
(
n⊗
s
H), Ff(H) :=

∞⊕
n=0

(
n⊗
a
H)

H
n ⊗nH n n0 ∈

1 (generator)
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N n0

F0(H), Fb,0(H), Ff,0(H) 0

ΩH := {1, 0, 0, · · · } ( ) 2

1.2

Hilbert T D(T ) T

T ∗ H A n

⊗n H A(n)

A(n) :=
n∑

j=1

I ⊗ · · · ⊗ I⊗ j-th

A ⊗I ⊗ · · · ⊗ I
∣∣ n⊗
alg

D(A)

I ⊗n
alg D(A)

A 2 dΓ(A)

dΓ(A) :=
∞⊕

n=0
A(n), A(0) := 0.

2 Fb(H) Ff(H) (reduced part)

dΓb(A), dΓf(A)

1.3 ( )

Fb(H) f ∈ H (i)-(iii)

a(f) ( ) a(f)∗ ( )

(i) f ∈ H F0(H) a(f) (core)

(ii) a(αf + βg)ψ = {α∗a(f) + β∗a(g)}ψ, (f, g ∈ H, α, β ∈ C, ψ ∈ Fb,0(H) )

(iii) f ∈ H ψ ∈ Fb,0(H)

(a(f)∗ψ)(0) = 0,

(a(f)∗ψ)(n) =
√
nSn(f ⊗ ψ(n−1)), n ≥ 1.

( ) (iii) a(f)∗ f
3 ΩH a(f)ΩH =

0, (f ∈ H)

L{ΩH, a(f1)
∗ · · · a(fn)∗ΩH

∣∣n ∈ N, fj ∈ H}

Fb(H) (dense)

2

4

2 ΩH
(‖ΩH‖ = 1) 0 1

3 Ff(H) ( )
4 Nelson - Derezinski-Gerard
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2.1 van Hove

5

HT (g) = dΓb(T ) + φ(g) on Fb(H)

T H φ(g) := 1√
2
(a(g) + a(g)∗) Segal

van Hove

2.2 QED Pauli-Fierz

HPF =
N∑

n=1

1

2m
(pn − qA(x; g))2 + V + dΓb(ω) on L2(RdN )⊗Fb(

2⊕L2(Rd))

( )

QED 6(Quantum Electrodynamics) QED

Pauli-Fierz QED

2.3 QED

QED Coulomb

dΓf(EM ) + dΓb(ω) + e

∫
R3

ψ†(x)αjψ(x)⊗Aj(x)dx+
e2

8π

∫
R3×R3

ψ†(x)ψ(x)ψ†(y)ψ(y)

|x− y| dxdy

on Ff(L
2(R3;C4))⊗Fb(L

2(R3;C2)).

3

Dyson

W± := lim
ε↘0

ε

∫ ∞

0

e−εte±itHe−itH0dt

= lim
ε↘0

∞∑
n=0

∫
∞>tn>···>t1>0

ine−εtnV (tn) · · ·V (t1)dtn · · · dt1

V (t) := eitH0V e−itH0 V

LSZ 7

5 ( )
6

7LSZ Lehman-Symanzik-Zimmermann
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3.1 LSZ

( )

a±(f) := lim
t→±∞ eitHe−itH0a(f)eitH0e−itH ,

a±(f)∗ := lim
t→±∞ eitHe−itH0a(f)∗eitH0e−itH ,

( ( )

) ( )

a±(f)

HΩ = λΩ =⇒ a±(f)Ω = 0

F± := L{ΩH, a±(f1)∗ · · · a±(fn)∗Ω
∣∣n ∈ N, fj ∈ H}

W±

W±a(f1)∗ · · · a(fn)∗ΩH = a±(f1)∗ · · · a±(fn)∗Ω, fj ∈ H, n ∈ N

3.2

(1) ( )

Cook 8

(2)

(

F )

V± := L{ψ ∈ F | a±(f)ψ = 0, f ∈ H}

Hp(H)

(3)

8M. Reed and B. Simon: ”Methods of Modern Mathematical Physics III: Scattering Theory,” Academic Press, New
York, 1975, TheoremXI.4.
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Neumann

∗ ( )

Dirichlet

2004 J.Garcia-Azorero, I.Peral and

J.D.Rossi[1] Neumann

Neumann

1

Neumann{
−Δu+ u = a(x)|u|p−2u in Ω,
∂u
∂ν = λb(x)|u|q−2u on ∂Ω.

(P)

Ω R
N N ≥ 3 ∂

∂ν

1 < q < 2 < p ≤ 2∗ = 2N/(N − 2) a b Ω

P

( ) u ∈ H1(Ω) h ∈ H1(Ω)∫
Ω

(∇u · ∇h+ uh) dx−
∫
Ω

a(x)|u|p−2uhdx−
∫
∂Ω

b(x)|u|q−2uhdσ = 0

u (P)

∗ E-mail: d12sax0J51@ex.media.osaka-cu.ac.jp
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(P) (P)

1 < q < 2 < p ≤ 2∗ a b Ω x0 ∈ ∂Ω

b(x0) > 0 Λ > 0 (P) 0 < λ < Λ

a b

2

J.Garcia-Azorero, I.Peral and J.D.Rossi[1]

[1] a ≡ 1 b ≡ 1 (P)

Theorem 1.1 1 < q < 2 < p < 2∗

λ > 0 (P)

(Q1) p < 2∗ a b a b

(P) λ > 0

(Q2) p = 2∗

[1] Theorem 1.1

J.Garcia-Azorero et al. Krasnoselski genus

min-max [2] (P) H1(Ω)

C1

F(u) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 + u2
)
dx− 1

p

∫
Ω

a(x)|u|pdx− λ

q

∫
∂Ω

b(x)|u|qdσ (F)

λ > 0

( ) u ∈ H1(Ω) (F) F u

F 1 Fréchet 0 h ∈ H1(Ω)

〈F ′(u), h〉
(
=

∫
Ω

(∇u · ∇h+ uh) dx−
∫
Ω

a(x)|u|p−2uhdx−
∫
∂Ω

b(x)|u|q−2uhdσ

)
= 0.
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(
H1(Ω)

)∗
H1(Ω) 〈·, ·〉 (

H1(Ω)
)∗

H1(Ω)

[1] a ≡ 1 b ≡ 1 λ > 0 F

(C1) F(u) = F(−u) (u ∈ H1(Ω))

(C2) F(0) = 0

(C3) F
(C4) n En ⊂ H1(Ω) ρ > 0 ε > 0 u ∈ En

‖u‖H1(Ω) = ρ F(u) < −ε

(C5) F c < 0 (PS)c

Deformation Theorem[2] genus

F inf sup F F
(C3) F F

truncation F̃ (C5) (PS)c

F (F) c ∈ R

((PS)c ) {uj}j∈N ⊂ H1(Ω) F(uj) → c F ′(uj) → 0 in
(
H1(Ω)

)∗
{uj}j∈N F (PS)c

((PS)c ) F (PS)c H1(Ω) F
(PS)c

(Q1) (Q2) a b

(C4) b [1]

n En (Q2) p = 2∗

Sobolev H1(Ω) ↪→ L2∗(Ω) compact

F (PS)c (Q2)

Sobolev

[3][4]

[4] Neumann
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(Q1) (Q2)

3

b

[1] n En

x0 ∈ ∂Ω b(x0) > 0 n

En ⊂ H1(Ω) ρ > 0 ε > 0 u ∈ En ‖u‖H1(Ω) = ρ

F(u) < −ε

Lions concentration compactness lemma[5]

λ > 0 F (C5)

c < 0 Λ1 > 0 0 < λ < Λ1 F
(PS)c

[1] J.Garcia-Azorero, I.Peral and J.D.Rossi, A convex-concave problem with a non-

linear boundary condition, J. Differential Equations 198 (2004) 91-128

[2] P.H.Rabinowitz, Minmax methods in critical point theory with applications to

differential equations, in: CBMS Regional Conference Series in Mathematics, Vol.

65, American Mathematical Society, Providence, RI, 1986

[3] D.G.de Figueiredo, J.-P.Gossez, P.Ubila, Multiplicity results for a family of semi-

linear elliptic problems under local superlinearity and sublinearity, j. Eur. Math.

Soc 8 (2006) 269-286

[4] J.Chabrowski, On the nonlinear Neumann problem involving the critical Sobolev

exponent on the boundary, J. Math. Anal. Appl. 290 (2004) 605-619

[5] P.L.Lions, The concentration-compactness principle in the calculus of variations.

The limit case, Part 1, Rev, Mat. Iberoamericana. 1 (1) (1985) 145-201
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1

. R
n

{Γ(t)}0≤t<∞ , Γ(t) VΓ

.

VΓ = (u · ν)ν +H on Γ(t), t ≥ 0 (1)

u : Rn × [0, t) → R
n , ν = (ν1, ν2, . . . , νn)

, H Γ(t) .

.

{Γ(t)}0<t<∞ , Brakke

(Brakke ) [1]. Evans-Spruck

[3]. Chen-Giga-Goto

[2].

, Liu-Sato-Tonegawa [6] , n ≥ 2

( ). n = 2, 3,

u ∈ Lp
loc([0,∞); (W 1,p(Ω))n) p > n+2

2

.

2 Brakke

( ),

Brakke .

, .
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,

. {Γ(t)}t≥0 (1) .

φ ∈ C1
c (R

n;R+) .

d

dt

∫
Γ(t)

φdHn−1 =

∫
Γ(t)

(−Hφ+∇φ) · {H + (u · ν)ν} dHn−1.

, t1, t2 (0 ≤ t1 < t2 < ∞) φ ∈ C1
c (R

n;R+)∫
Γ(t)

φdHn−1
∣∣∣t2
t=t1

≤
∫ t2

t1

∫
Γ(t)

(−Hφ+∇φ) · {H + (u · ν)ν} dHn−1 dt (2)

.

2.1. {Γ(t)}t≥0 (1) (2) . (2) Brakke

, .

2.2. 1. M ⊂ R
n countably k-rectifiable set , C1 k

{Mi}∞i=1 Hk(M \ ∪∞
i=1 Mi) = 0 .

2. Countably (n − 1)-rectifiable set M H generalized mean curvature

vector (GMCV) ,∫
M

divM g dHn−1 = −
∫
M

H · g dHn−1

g ∈ C1
c (R

n;Rn) . divM g =
∑n

i,j=1 ∂xigj(δij −
νiνj) (g = (g1, . . . , gn)), ν = (ν1, . . . , νn) M .

2.3 ( ). {Γ(t)}t≥0 {Γ(t)}t≥0 Brakke

: a.e. t ,

1. Γ(t) countably (n− 1)-rectifiable set GMCV H ,

2. Radon μt θt : R
n → N μt = θtHn−1�Γ(t)∫

Γ(t)

φdμt

∣∣∣t2
t=t1

≤
∫ t2

t1

B(μt, u(·, t), φ) dt

a.e. t1, t2 (0 ≤ t1 < t2 < ∞) φ ∈ C1
c (R

n;R+)

(Brakke ). , B H ∈ L2(μt) supx∈Ω,0<r< 1
2

μt(Br(x))
ωn−1rn−1 < ∞
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B(μt, u(·, t), φ) =
∫
Γ(t)

(−Hφ+∇φ) · {H + (u · ν)ν} dμt

, B(μt, u(·, t), φ) = −∞ .

2.4. θt , .

3

. [6]

.

3.1. n ≥ 2, p ≥ 2, q > 2, p > n
2 · q

q−1 , Ω = Tn .

u ∈ Lq
loc([0,∞); (W 1,p(Ω))n)

, Ω+(0) ⊂ Ω C1 Γ(0) . Radon

{μt}t∈[0,∞) ϕ ∈ BVloc(Ω× [0.∞)) ∩ L∞
loc([0,∞);BV (Ω)) ∩C

1
2

loc([0,∞);L1(Ω))

:

(a) Brakke {Γ(t)}t≥0 . B(μt, u(·, t), φ) ∈
L1
loc([0,∞)) μ0 = Hn−1�Γ(0) .

(b) ϕ .

(1) ϕ(·, t) = ±1 a.e. on Ω t ∈ [0,∞) ,

(2) ϕ(·, 0) = χΩ+(0) − χΩ\Ω+(0) a.e. on Ω,

(3) spt |∇χ{ϕ(·,t)=1}| ⊂ sptμt t ∈ [0,∞) .

(c) T1 = T1(‖u‖Lq([0,1];(W 1,p(Ω))n),Ω
+(0), n, p, q) ≤ 1 μt

a.e. t ∈ [0, T1] unit density . θt ≡ 1 a.e. t ∈ [0, T1]. ,

|∇χ{ϕ(·,t)=1}| = μt a.e. t ∈ [0, T1] .

3.2. Allen-Cahn (

). 3.1 ϕ . (c) , “

” .

3.3. 3.1 {μt}t∈[0,∞) :
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1. t1, t2 (0 ≤ t1 < t2 < ∞) φ ∈ C3(Ω× [0,∞);R+)

μt2(φ)− μt1(φ) ≤
∫ t2

t1

(∫
Ω

∂φ

∂t
(·, t) dμt

)
+ B(μt, u(·, t), φ(·, t)) dt (3)

.

2. T > 0

sup
t∈[0,T ],x∈Ω,0<r< 1

2

μt(Br(x))

ωn−1rn−1
< ∞

. Br(x) := {y ∈ R
n | |x − y| < r}, ωn−1 n

.

3.4. , Kasai-Tonegawa [5]. ,

“ x ∈ Γ(t) Γ(t) C1,α ”

.

[1] Brakke, K. A., The motion of a surface by its mean curvature, Princeton Uni-

versity Press, Princeton, N.J., (1978).

[2] Chen, Y.-G., Giga, Y. and Goto, S., Uniqueness and existence of viscosity so-

lutions of generalized mean curvature flow equations, J. Differential Geom. 33

(1991), no.3, 749–786.

[3] Evans, L. C. and Spruck, J., Motion of level sets by mean curvature I, J. Differ-

ential Geom. 33 (1991), no. 3, 635–681.

[4] Huisken, G., Asymptotic behavior for singularities of the mean curvature flow, J.

Differential Geom., 31 (1990), no.1, 285–299.

[5] Kasai, K. and Tonegawa, Y., A general regularity theory for weak mean curvature

flow, Preprint, arXiv:1111.0824.

[6] Liu, C., Sato, N. and Tonegawa, Y., On the existence of mean curvature flow

with transport term, Interfaces Free Bound., 12 (2010), no.2, 251–277.
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2次の非線形項を持つ
非線形シュレディンガー方程式系の差分近似

佐々木多希子 (埼玉大学理工学研究科)

3次の非線形項を持つ非線形シュレディンガー方程式⎧⎨⎩i∂tu(t, x) + Δu(t, x) = c|u(t, x)|2u(t, x) t ≥ 0 x ∈ Rd

u(0, x) = u0(x) x ∈ Rd
(1)

を考える。ただし c ∈ R\{0} であるとする。(1) は以下のような保存量を
持つ。 ⎧⎨⎩(電荷) Q(u) = ‖u(t)‖2

L2

(エネルギー) E(u) = 1
2‖∇u(t)‖2

L2 + c
4‖u(t)‖4

L4

(2)

(1)に対する時間のみ離散化した半離散差分近似について考える。また、(1)
の解が何らかの保存量を持っている場合、近似解でもその保存量 (の離散版)
を持っていると安定した数値計算がなされることが知られており、(1)の解が
持つ保存量を近似解も持つことには価値がある。そのような (1)に対する差
分近似の一つが Crank-Nicolson法:⎧⎨⎩i

un+1 − un

h
+ Δ

un+1 + un

2
=

c

4
(|un+1|2 + |un|2)(un+1 + un) (n = 0, 1, ....)

u0(x) = u0(x)
(3)

である。ただし hは時間の刻み幅とする。(3)は以下のような保存量を持つ。⎧⎨⎩(電荷) Q∗(un) = ‖un‖2
L2

(エネルギー) E∗(un) = 1
2‖∇un‖2

L2 + c
4‖un‖4

L4

(4)

(4)より、(1)の解の持つ性質である (2)を (3)でも再現しているといえる。
だが、この数値解法には問題がある。それは (3)が非線形な数値解法である

ので莫大な計算量を要するという点である。この問題の解決策の一つが、この

数値解法の持つ保存性を緩めて、線形な数値解法を得ることである。(4)に対す
るそのような数値解法の一つがBesseによる relaxation法である。relaxation
法について紹介する。(1)を以下のように書き直す。⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

φ(t, x) = |u(t, x)|2 t ≥ 0 x ∈ Rd

i∂tu(t, x) + Δu(t, x) = cφ(t, x)u(t, x) t ≥ 0 x ∈ Rd

u(0, x) = u0(x) x ∈ Rd

(5)

(5)を以下のように離散化した差分近似が relaxation法である。⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
φn+ 1

2 + φn− 1
2

2
= |un|2

i
un+1 − un

δt
+ Δ

un+1 + un

2
= cφn+ 1

2
un+1 + un

2
u0 = u0, φ− 1

2 = |u0|2
(6)
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(6)は以下のような保存量を持つ。⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(電荷) Q∗∗(un) = ‖un‖2

L2

(エネルギー) E∗∗(un, φn− 1
2 ) =

∫
Rd

(
|∇un|2 + c|un|2φn− 1

2 − c
(φn− 1

2 )2

2

)
dx

(7)

(7)より、(1)の解の持つ性質を (6)でも再現していると言えるだろう。だが、
Crank-Nicolson法、relaxation法はより一般的な非線形項を持つ非線形シュ
レディンガー方程式に対しても構築することができるが、Crank-Nicolson法
は電荷、エネルギー両方を保存するのに対し、relaxation法は電荷のみを保
存する。

relaxation法の収束証明は Besse[1]が与えたが,それにはが問題があるこ
とに気が付いた。この問題を修正し、改めて relaxation 法の収束証明につ
いて考察すること、また、relaxation法の収束証明の難点を回避した、新し
い陰的線形な数値解法を非線形シュレディンガー方程式系に対して,構築し
relaxation 法の誤差評価よりもよい誤差評価を与えることが本講演の目的で
ある。

Besseは relaxation法の安定性 (爆発しないこと)、収束性に対し、以下の
ような結果を述べた。sを、s > d/2を満たす整数であるとする。
uh、φh を以下のように定義する。また計算時間 T を N 分割する。つまり、

h = T/N とする。

uh(t, x) =
N−1∑
n=0

un(x)I[tn,tn+1[, φh(t, x) =
N−1∑
n=0

φn+ 1
2 (x)I[tn,tn+1[

ただし、

I[tn,tn+1[ =

⎧⎨⎩ 1 if t ∈ [tn, tn+1[

0 if t ∈ [0, T ]\[tn, tn+1[

定理 1 (Besse) u0 ∈ Hs+2(Rd)であると、ある正定数 h0が存在して、0 <

h < h0に対してある正定数Thが存在して以下 (uh, vh) ∈ L∞ (
[0, Th]; (Hs(Rd))2

)
を満たす (3)の解 (uh, vh)が一意的に存在する。
定理2 (Besse)ある定数Tが存在して、u(t) ∈ ⋂2

m=0 Cm([0, T ]; Hs+4−2m(Rd))
を満たす (5)の解 u(t)が存在することを仮定する。このとき、次の条件を満
たす定数 h1 が存在する。0 < h < h1 に対して T ≤ Th であり、

sup
t∈[0,T ]

(‖u(t) − uh(t)‖Hs(Rd) + ‖φ(t) − φh(t)‖Hs(Rd)

) ≤ o(1)

•安定性の証明の問題 : Besseは定理 1の証明に不動点定理を用いている。
un、φn− 1

2 をそれぞれDuhamel formulaのような和分で書き表してそれらを
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適当なノルムで計るわけだが、φn− 1
2 を和分のかたちに書き表すのに問題が

ある。それは φn− 1
2 の関係式は φ = |u|2という、もともと φが時間発展して

いないものを離散化したのであるから、φn− 1
2 も時間発展した関係式では書

かれていない。だがDuhamel formulaのかたちで書くにはどうしても時間発
展したかたちのものが必要なので、φn− 1

2 を時間発展したかたちで書いたと

きにまた別の近似解、具体的にいうと vn+ 1
2 = un+1−un

h が必要になる。この

vn+ 1
2 の評価をうまく行い、不動点定理を繰り返し使うという操作を行うに

は、(6)のように初期値をとってはいけない。初期値の取り方をもっと工夫す
る必要がある。Besseはこのように初期値をとっていないので、まず、これ
が Besseの問題の一つである。

•収束性の証明の問題 : (6)の解が (5)の解に収束することをいうためにはさ

らに ψn = φn+ 1
2 −φn− 1

2

h , wn = vn+ 1
2 −vn− 1

2

h の安定性が必要になる。(Besseの
論文には、wnの漸化式そのものに間違いがある。)だが、un、φn− 1

2、vn− 1
2

が安定になるような初期値をとると、ψn、wn まで安定であることを示すに

は、(5)の解の初期値にかなり強い条件を課す必要がある。((5)の解を滑らか
にとるというだけでは不十分である。) よって、我々は un、φn− 1

2 の初期値

を工夫することを諦め、不動点定理を用いて relaxation法の安定性を示し、
さらに収束性まで示すには計算時間は十分に短く取らなければならないとい

う条件を付けた。

だが、un、φn− 1
2、vn− 1

2、ψn、wnの安定性が示せる計算時間では、Crank-
Nicolson法の誤差評価の求め方と Besseの安定性の評価の方法を組み合わせ
ることで、(6)の解の誤差評価は O(h)まで改良できることが分かった。

以上の困難は数値解法を線形化するために導入した φ = |u|2が時間発展し
た式ではないということである。この問題は一部のシステムに対して、回避で

きる。その例の一つとして、Glassey(1992)は空間次元が 1次元の Zakharov
方程式系に対して近似解が保存量を持つような陰的線形な差分近似を構築し

た。我々はこのアイディアを非線形シュレディンガー方程式系に応用した。

2次の非線形項を持つ非線形シュレディンガー方程式系:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
i∂tu(t, x) +

1
2m

Δu(t, x) = λu(t, x)v(t, x) t ≥ 0 x ∈ Rd

i∂tv(t, x) +
1

2M
Δv(t, x) = μ (u(t, x))2 t ≥ 0 x ∈ Rd

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) x ∈ Rd

(8)

を考える。ただしm、M は正定数であるとし、λ、μは複素数の定数である

とする。我々は (8)を以下のように離散化した。計算時間 T をN 分割する。
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つまり h = T/N である。⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

i
vn+1 − vn

h
+

1
2M

Δ
vn+1 + vn

2
= μ

(
un+1

)2
i
un+ 3

2 − un− 1
2

h
+

1
2m

Δt
un+ 3

2 + un+ 1
2

2
= λ

(
un+ 3

2 + un+ 1
2

2

)
vn+1

v0 = v0, u
1
2 = u0 + i

δt

2
(αΔu0 − u0v0)

(9)

(9)に対して以下のような結果を得た。
定理 3((9)の安定性) : u0 ∈ Hs+2(Rd)を仮定する。すると以下を満たす
定数 h2 が存在する: 0 < h < h2 に対しある定数 Th が存在して、(uh, vh) ∈
L∞([0, Th]; (Hs(Rd))2)を満たす (9)の解 (uh, vh)が存在する。
定理 4((9)の収束性) ある定数 T ′ が存在して、次の条件を満たす (8)の解
(u(t), v(t))が存在することを仮定する。

(u(t), v(t)) ∈
3⋂

m=0

Cm
(
[0, T ]; (H6−2m+s(Rd))2

)
T ≤ T ′ を仮定すると、このとき以下を満たす h3 が存在する。

hに無関係な定数 C が存在して、0 < h < h3 に対し、T ′ ≤ Th であり、

max
0≤n≤N−1

(
‖u(tn+ 1

2
) − un+ 1

2 ‖Hs + ‖v(tn) − vn‖Hs

)
≤ Ch2

•2次収束する線形な差分近似を得ることができたが、この差分近似は保存量
は持たない。
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ウェーブレット理論を用いた微分方程式の数値解法について

福田 尚広

筑波大学大学院 数理物質科学研究科 数学専攻∗

1 はじめに

ウェーブレット理論は信号，画像処理をはじめとする様々な分野へ応用されている．本講演で

は，補間スケーリング関数を用いたガレルキン法について紹介し，高速処理を実現するための工夫

や，誤差解析結果について述べる．

ガレルキン法とは，微分方程式を弱形式としての離散問題に帰着し，その近似解を得る方法の一

つである．例として，境界値問題⎧⎨⎩ − d2

dx2
u+ u = f, 0 < x < 1,

u(0) = u(1) = 0

を考える．この問題に対する弱形式は 〈u, v〉L2(0,1) +
〈

d
dxu,

d
dxv

〉
L2(0,1)

= 〈f, v〉L2(0,1) で与えられ

る．v をテスト関数という．

ϕj,k(x) = ϕ(2jx − k)とおく．基底関数 ϕを用いて，近似解 uj =
∑N

k=1 ukϕj,k を構成するに

は，テスト関数として ϕj,k (k = 1, 2, · · · , N) を用いて連立方程式をつくり，そこから係数 uk を

求めれば良い．ここで，N は ϕに依存して決まる自然数である．具体的には，

MU = F

を解く．ここで，係数行列M の (k, �)成分は 〈ϕ′
j,k, ϕ

′
j,�〉L2(0,1)+ 〈ϕj,k, ϕj,�〉L2(0,1) で与えられる．

また，F = t{〈f, ϕj,k〉L2(0,1)}k は f とテスト関数の内積から決まる列ベクトルであり，U = t{uk}k
が未知のベクトルである．基底，テスト関数として区分的多項式を用いるガレルキン法を有限要素

法という．

いま，基底関数 ϕを次のようにとる:

ϕ(x) = E ∗ Φ(x). (1)

ここで Φは正規直交スケーリング関数であり，E はエレベーターと呼ばれる関数である [7]．

注意 1. (1) による基底関数の構成の最も簡単な例は，エレベーター E が 1 次の B スプライン

N1 = χ[0,1)，かつ，Φがハールのスケーリング関数である場合，すなわち E = Φ = N1 のときで

ある．このとき，(1) より
ϕ(x) = N1 ∗N1(x) = N2(x)

∗ E-mail : naohiro-f@math.tsukuba.ac.jp
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であり，これは標準的な有限要素法に用いられる基底関数である．ck,� = 〈N2(· − k), N2(· −
�)〉L2(0,1), ak,� = − 〈 d

dxN2(· − k), d
dxN2(· − �)

〉
L2(0,1)

とするとき，

ck,� =

⎧⎨⎩
2/3 if k = �,
1/6 if k = �± 1,
0 otherwise,

及び

ak,� =

⎧⎨⎩
−2 if k = �,
1 if k = �± 1,
0 otherwise

が成り立つ．このことから，係数行列 M は 3 重対角行列になる．N1 ではない，他のエレベー

ター，スケーリング関数を利用することにより，様々な基底関数を構成することができる．

2 正規直交スケーリング関数の利用

ガレルキン法の基底関数にはコンパクトサポートを持つ関数が用いられる．そのような基底関数

で，N2 より滑らかなものを構成するために，Φ として，コンパクトサポートを持つ Daubechies

のスケーリング関数 [1]を用いる:

ϕD
p (x) = N1 ∗ ΦD

p (x). (2)

ここで，ΦD
p は p次の Daubechiesスケーリング関数である．ϕD

2 について，次が成立する：

定理 1. ck,� = 〈ϕD
2 (·−k), ϕD

2 (·− �)〉L2(0,1), ak,� = − 〈 d
dxϕ

D
2 (· − k), d

dxϕ
D
2 (· − �)

〉
L2(0,1)

とする．

このとき，

ck,� =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
131/180 if k = �,
37/240 if k = �± 1,
−11/600 if k = �± 2,
1/3600 if k = �± 3.

0 otherwise,

及び

ak,� =

⎧⎨⎩
−2 if k = �,
1 if k = �± 1,
0 otherwise

が成り立つ．

[2]は我々とは異なる方法で ϕD
p を構成している．また，{ϕD

p (x − k) : k ∈ Z} がリース基底に
なっている [3]．

3 双直交スケーリング関数の利用

ガレルキン法の基底関数とテスト関数は，同一の関数のシフトを用いるのが一般的であるが，異

なる関数を基底関数，テスト関数に用いることで，双直交スケーリング関数 φ, φ̃のガレルキン法

への適用を考えることができる．ここでは，双直交 Bスプラインスケーリング関数で，特に dual

関数 φ̃が N1 であるようなものを考える．このとき，
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図 1 Daubechiesスケーリング関数 ΦD
2 とその N1 による elevation ϕD

2

• primal関数 φは，average interpolationの fundamental関数を ϕA と一致することが知ら

れている．

• ϕA のN1 による elevationは，Deslauriers–Dubuc interpolationの fundamental function

ϕDD になる [4, 5, 6]．この ϕDD は，補間スケーリング関数のひとつである．

以上のことから，次が成り立つ：

定理 2. ck,� = 〈ϕDD
2 (·−k), N2(·+1−�)〉L2(0,1), ak,� = − 〈 d

dxϕ
DD
2 (· − k), d

dxN2(·+ 1− �)
〉
L2(0,1)

とする．このとき，

ck,� =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
131/180 if k = �,
37/240 if k = �± 1,
−11/600 if k = �± 2,
1/3600 if k = �± 3.

0 otherwise,

及び

ak,� =

⎧⎨⎩
−2 if k = �,
1 if k = �± 1,
0 otherwise

が成り立つ．

注意 2. 定理 2において，ck,�の値は，定理 1のそれに一致しているが，これはDeslauriers–Dubuc

関数と Daubechiesスケーリング関数との間に

ϕDD
N (x) =

∫
R

ΦD
N (t)ΦD

N (t− x)dt

が成り立つことが知られており [8]，この関係式から両者が一致することが証明できる．

上記の補間法や fundamental関数の定義等，詳しくは [4, 5, 6]及び [9]を参照されたい．定理 1,

2から，基底関数とテスト関数として ϕD
N を用いた場合と，ϕDD

N を基底関数，N2 をテスト関数と

した場合で，係数行列は一致することが分かる．更に，後者の場合は，N2 をテスト関数に採用し

ていることより列ベクトル F の計算が簡単になり，より高速での処理が実現できる．
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図 2 Deslauriers–Dubuc interpolationと average interpolationの fundamental function

4 おわりに

ここでは 2 階の方程式を例として扱ったが，より高階の微分方程式の境界値問題に対しても，

DD fundamental関数と Bスプラインを用いたガレルキン法が適用できる．これらの詳しい内容

と，構成した関数を用いた解析結果については，講演時に述べる．
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Poisson積分の幾何学的評価と最大点挙動

坂田 繁洋 (首都大学東京理工学研究科)

1 序: Poisson積分の性質と問題意識

上半空間 {(x, h) |x ∈ Rm, h > 0}における Laplace方程式

Δu(x, h) =
m∑

j=1

∂2u

∂x2
j

(x, h) +
∂2u

∂h2
(x, h) = 0 (1.1)

を考える。u(x, h) ≥ 0かつΔu(x, h) = 0が成り立つと仮定する。このとき, 定数 c ≥ 0と Borel
測度 μを用いて,

u(x, h) = ch +
2h

σm (Sm)

∫
Rm

1

(r2 + h2)(m+1)/2
dμ(ξ), r := |x − ξ| (1.2)

と表されることが古典的に知られている。ここで、σm (Sm)はm次元球面の面積である。式 (1.2)
の右辺は上半空間におけるPoisson積分とよばれる。本稿では, Poisson積分の幾何学的性質につ
いて考察する。

Ω ⊂ Rmを body (有界な開集合の閉包)とする。式 (1.2)において, c = 0かつ dμ(ξ) = χΩ(ξ)dξ

として, 積分を σm+1

(
Sm+1

)
/2倍する。h > 0を一つ固定して, Poisson積分をRm上の関数とみ

たものを

A
(h)
Ω (x) :=

∫
Ω

h

(r2 + h2)(m+1)/2
dξ, x ∈ Rm, h > 0, r := |x − ξ| (1.3)

とおく。直接計算することにより, A
(h)
Ω (x)は, Ωの点 (x, h)における立体角に等しいことがわか

る。すなわち, Ωを高さ hの点 (x, h)から眺めたときの視野がA
(h)
Ω (x)である (図 1)。

R
m×{h}

R
m×{0}

S
m

Ω

A   (x)

(x, h)

Ω
(h)

図 1: 関数A
(h)
Ω (x)の幾何学的意味 図 2: solid angle centerの挙動の例

特に, A
(h)
Ω の最大点, すなわち, 最も見晴らしの良い点に注目する。A

(h)
Ω (x)の被積分関数が rの

狭義単調減少関数であることから, A
(h)
Ω : Rm → Rは, Ωの凸包 (Ωを含む最小の凸集合)上で最大

値をとることが従う。A
(h)
Ω : Rm → Rの最大点をΩの高さ hの solid angle centerとよび, その

全体をA(h)とおく。すなわち,

A(h) =
{

x ∈ Rm

∣∣∣∣A(h)
Ω (x) = max

y∈Rm
A

(h)
Ω (y)

}
(1.4)
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とおく。ここで, solid angle centerの一意性は一般には (任意の hに対して)成り立たないことを
注意しておく。実際, 1次元の場合で, Ω = [−R,−1] ∪ [1, R] (R > 1)とおくと, 高さ hに応じて

solid angle centerは図 2のような軌跡を描く。直感的に説明すれば, hが十分小さければ, Ωの一
部が視界いっぱいに見えるので, 全体が見える必要はなく, 各区間の真ん中 (付近)の 2点 x+と x−
が solid angle centerになる。hが大きくなるにつれて, Ω全体が視界の中心に寄れば見晴らしは
良いとされて, ある一定の高さから solid angle centerは一点 0に定まる。
図 2の一般的な考察として, 著者は [S1]で次のことを示した。

• h ≥ √
m + 2diam Ωならば, solid angle centerは一意に定まる。

• h → +∞ならば, solid angle centerは Ωの重心に収束する。

すなわち, hが十分大きいときのA(h)の挙動を考察した。本稿では, [KP]のアイディアを修正す
ることで, hが十分小さいときのA(h)の挙動に関して得られた結果 [S2]を述べる。

2 Poisson積分の評価

高さ hが十分小さいときの solid angle centerの挙動を調べるために, 十分小さい hに対して, Ω
のどの辺りでA

(h)
Ω の値が大きくなるかを考察する。A

(h)
Ω (x)が xの関数として大きくなることは,

Rm 	 x 
→
∫

Ω

1

(r2 + h2)(m+1)/2
dξ ∈ R, r := |x − ξ| (2.1)

が大きくなることに同値である。形式的に h = 0とおいてみるとこの関数は

x 
→
∫

Ω
r−(m+1)dξ, r := |x − ξ| (2.2)

となるが, この積分は x ∈ Ωで発散する。そこで, 次のポテンシャルを導入する。x ∈
◦
Ω, α < 0に

対して,

V
(α)
Ω (x) := lim

ε→+0

(∫
Ω\Bε(x)

rα−mdξ − σm−1

(
Sm−1

)
−α

· 1
ε−α

)
= −

∫
Ωc

rα−mdξ, r := |x − ξ| (2.3)

とおく。このポテンシャルは, 繰りこまれた r¸`m-ポテンシャルとよばれ, 今井淳氏 (首都大学東
京)により [O]で定義された。その最大点の集合を V(α)とおく。十分小さい hに対して, A

(h)
Ω の

大小を評価するために, このポテンシャルを評価することから始める。
X, Y を Rmの bodyとして, Y は outer cone conditionをみたすとする。すなわち,

頂角 εで高さ δの錐 C ⊂ Rmが存在して, 任意の y ∈ ∂Y に対して, yを頂点とする C

と合同な錐が Y の外部にとれる

と仮定する。x ∈ X に対して, RX(x) = dist(x, ∂X)などとかくことにする。0 < R0 ≤ diamY を

定数とする。

補題 2.1 正の定数 Rに対して, 点 (0, . . . , 0, R)を頂点として xm軸を回転軸とする頂角 εで高さ

δの錐を C(R)とおく。DY = diamY とおく。狭義単調減少連続関数

F
(α)
Y : (0,+∞) 	 R 
→

∫
C(R)∩BDY

|η|α−m dη −
∫

Bc
R0

|η|α−m dη ∈ R (2.4)

は唯一の零点 0 < R (α, R0) < R0をもつ。
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Xに内接する球, Y を覆う球, Y の外側に取れる錐, Y から決まる定数R (α, R0)により, 次のよ

うにポテンシャルを評価できる。RX(x) ≥ R0をみたす x ∈
◦
X に対して,

V
(α)
X (x) ≤ V

(α)
BR0

(0) = −
∫

Bc
R0

|η|α−m dη (2.5)

が成り立つ。また, RY (y) ≤ R (α, R0)をみたす y ∈
◦
Y に対して, Y の outer cone conditionより

V
(α)
Y (y) ≤ V

(α)
BDY

\C(R)(0) = −
∫
(BDY

\C(R))c
|η|α−m dη (2.6)

が成り立つ。したがって,

V
(α)
X (x) − V

(α)
Y (y) ≥ F

(α)
Y (RY ) +

∫
Bc

DY

|η|α−m dη > 0 (2.7)

となる。よって, 次の定理を得る。

定理 2.2 任意の x ∈
◦
X, y ∈

◦
Y に対して, R0 ≤ RX(x)かつRY (y) ≤ R (α, R0)が成り立つならば,

V
(α)
Y (y) < V

(α)
X (x)が成り立つ。

系 2.3 Ωは outer cone conditionをみたすとする。R∞を Ωに内接する最大の球の半径とする。
このとき, V

(α)
Ω の最大点の集合は V(α), ΩのR (α,R∞)-inner parallel bodyに含まれる。

同様の方針で計算し, α = −1の場合を補題として用いれば, R0 ≤ RX(x)かつRY (y) ≤ R (α, R0)
をみたす任意の x ∈ X と y ∈ Y に対して, A

(h)
X (x) − A

(h)
Y (y)が評価できる。また, y ∈ Y cに対し

ては, Y cが cone conditionをみたすとき, すなわち,

頂角 εで高さ δの錐 C ⊂ Rmが存在して, 任意の y ∈ Y cに対して, yを頂点とする C

と合同な錐が Y の外部にとれる

とき, 次のように評価する。y ∈ Y cを頂点とする C と合同な Y に含まれる錐を Cy とおく。この

とき, 立体角の定義より

A
(h)
Y (y) ≤ A

(h)
Cc

y
(y) <

4π − ε

4π
σm (Sm) (2.8)

が十分小さい任意の hに対して成り立つ。さらに, R0 ≤ RX(x)をみたす任意の x ∈ X に対して,

A
(h)
X (x) ≥ A

(h)
BR0

(x)(x) >
4π − ε

4π
σm (Sm) (2.9)

が十分小さい任意の hに対して成り立つ。よって, 次の定理を得る。

定理 2.4 十分小さい h0 > 0が存在して, 任意の 0 < h < h0, x ∈ X, y ∈ Y に対して, R0 ≤ RX(x)
かつRY ≤ R (−1, R0)が成り立つならば, A

(h)
Y (y) < A

(h)
X (x)が成り立つ。

系 2.5 Ωcは cone conditionをみたすとする。このとき, 任意の 0 < h < h0に対して, A
(h)
Ω の最大

点の集合は, ΩのR (−1, R∞)-inner parallel bodyに含まれる。

ここで, outer cone conditionと cone conditionという 2つの条件をつけた。前者は境界上の点
に対しての主張, 後者は補集合の任意の点に対しての主張である。一見すると, 後者の方が強い仮
定のように思えるが, 非自明である。すなわち, 次の問題が考えられ, openであると思われる。

問題 2.6 Ωが outer cone conditionをみたすならば, Ωcは cone conditionをみたすか？
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3 応用: Poisson積分の最大点挙動

この章では, Ωは区分的に C1級な境界をもつ bodyで, Ωcは cone conditionをみたすと仮定す
る。Stokesの定理より

∂A
(h)
Ω

∂xj
(x) = −

∫
∂Ω

h

(r2 + h2)(m+1)/2
ej · n(y)dσ(y), x ∈ Rm (3.1)

∂V
(α)
Ω

∂xj
(x) = −

∫
∂Ω

rα−mej · n(y)dσ(y), x ∈
◦
Ω (3.2)

が成り立つ。定理 2.4よりA(h)は任意の hに対して ∂Ωと交わらないから, A
(h)
Ω の微分が消える

とすれば, h → +0の極限で

0 =
∫

∂Ω

1

(r2 + h2)(m+1)/2
ej · n(y)dσ(y) →

∫
∂Ω

r−(m+1)ej · n(y)dσ(y) (3.3)

となる。よって, 次の定理を得る。

定理 3.1 任意の {h�}と任意の c (h�) ∈ A (h�)に対して, h1 > h2 > · · · → +0 (� → +∞)ならば,
dist (c (h�) ,V(−1)) → 0 (� → +∞)が成り立つ。

また, Ωが凸のときを考える。高さ hを十分小さくとると, ΩのR (−1, R∞)-inner parallel body
上でA

(h)
Ω が上に凸であることがわかり, 次の定理を得る。

定理 3.2 Ωは凸とする。ある 0 < h1 ≤ h0が存在して, 任意の 0 < h < h1に対して, A
(h)
Ω の最大

点は一意に定まる。

Ωが凸のとき, V
(α)
Ω の最大点が一意に決まることが [O]で知られているから, 定理 3.1とあわせ

て次を得る。

系 3.3 Ωが凸ならば, h → +0とする極限でA(h)は (Hausdorff距離に関して) V(−1)に収束する。

注意 3.4 以上の議論は, 非有界な Ωでも多少の修正を加えて成り立つ。本稿では, 議論を簡単に
するために bodyであることを仮定した。
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非自励微分方程式と Lipschitz 発展作用素

冨澤　佑季乃 (中央大学大学院)∗

概 要

実 Banach 空間における非自励微分方程式とその発展作用素の研究成果を紹
介する. 目的は実 Banach 空間上の Lipschitz 発展作用素と無限小生成作用
素の自然な特徴付けである. そのために, ある性質を満たす汎関数と一般化
された消散条件を与えた. これにより非自励微分方程式の初期値問題に対し
て解の一意的存在を示せた. この結果は準線形波動方程式に応用できる. そ
して, 与えた汎関数の性質と一般化された消散条件は Lipschitz 発展作用素
と無限小生成作用素が存在するための自然な条件である事が分かった.

1. 非自励微分方程式と解の存在
(X, ‖·‖) を実 Banach 空間とする. −∞ < a < b ≤ ∞ とし, Ω ⊂ [a, b)×X を t ∈ [a, b)

に対して Ω(t) �= ∅ を満たす集合とする. ただし Ω(t) := {x ∈ X : (t, x) ∈ Ω} である.

A : Ω → X を関数とする. (τ, z) ∈ Ω を与えて, 次の非自励微分方程式の初期値問題を
考える: {

u′(t) = A
(
t, u(t)

)
, τ < t < b,

u(τ) = z.
(IVP;τ, z)

X-値連続関数 u : [τ, c) ⊂ [a, b) → X が [τ, c) 上で微分可能, u(τ) = z, t ∈ [τ, c) に対し
て
(
t, u(t)

) ∈ Ω かつ u′(t) = A
(
t, u(t)

)
を満たすとき, u は (IVP; τ, z) の [τ, c) 上の局

所解と言う. (IVP; τ, z) の [τ, b) 上の解は大域解と言う.

(Ω1) (連続性条件) A は Ω の上から X への写像として連続である.

(Ω2) (閉性条件) n = 1, 2, . . . に対して (tn, xn) ∈ Ω とする. もし n → ∞ のとき
tn ↑ t ∈ [a, b) で xn → x ∈ X ならば, (t, x) ∈ Ω となる．

(Ω3) (劣接線条件) 任意の (t, x) ∈ Ω に対して lim inf
h↓0

d
(
x + hA(t, x),Ω(t + h)

)
/h = 0

となる. ただし d(x, S) は x ∈ X から S ⊂ X までの距離を表わす.

(Ω4) (消散条件) [a, b) 上で定義される実数値連続関数 ω が存在して, 任意の t ∈ [a, b)

と x, y ∈ Ω(t) に対して, 次が成り立つ.

lim inf
h↓0

(
V (t+ h, x+ hA(t, x), y + hA(t, y))− V (t, x, y)

)
/h ≤ ω(t)V (t, x, y).

ただし V (t, ·, ·) は次の条件 (V 1)–(V 4) を満たし, t ∈ [a, b) をパラメーターとす
る X ×X 上の汎関数の族である:

(V 1) L > 0 が存在して, (x, y), (x̂, ŷ) ∈ X ×X, t ∈ [a, b) に対して次が成り立つ:

|V (t, x, y)− V (t, x̂, ŷ)| ≤ L(‖x− x̂‖+ ‖y − ŷ‖).
2010 Mathematics Subject Classification: 34A12, 47J35
キーワード：Nonautonomous differential equations, initial-value problems, metric-like functionals,
evolution operators
∗〒 112-8551 東京都文京区春日 1-13-27 中央大学大学院理工学研究科
e-mail: tomizawa@gug.math.chuo-u.ac.jp

263



(V 2) すべての t ∈ [a, b), x ∈ Ω(t) に対して V (t, x, x) = 0.

n = 1, 2, . . . に対して tn ∈ [a, b), (xn, yn) ∈ Ω(tn)× Ω(tn) とする.

(V 3) もし n → ∞ のとき tn → t ∈ [a, b) かつ (xn, yn) → (x, y) ∈ Ω(t)× Ω(t) な
らば, n → ∞ のとき V (tn, xn, yn) → V (t, x, y) となる.

(V 4) もし n → ∞ のとき tn → t ∈ [a, b) かつ V (tn, xn, yn) → 0 ならば, n → ∞
のとき ‖xn − yn‖ → 0 となる.

このとき, 初期値問題の解の一意性は次で示される.

定理 1 (解の一意性). [τ, c) ⊂ [a, b) かつ i = 1, 2 に対して zi ∈ Ω(τ) とする. 各 i = 1, 2

に対して ui は (IVP; τ, zi) の [τ, c) 上の 解とする. このとき t ∈ [τ, c) に対して

V
(
t, u1(t), u2(t)

) ≤ exp
(∫ t

τ

ω(s)ds
)
V (τ, z1, z2).

局所解と大域解の存在はそれぞれ次で示される.

定理 2 (局所解の存在). (τ, z) ∈ Ω とする. R > 0 と M > 0 は正の数で τ + R < b か
つ |s− τ | < R と ‖y − z‖ < R を満たす (s, y) ∈ Ω に対して ‖A(s, y)‖ ≤ M を満たす
とする. T ∈ (0, R/(M + 1)] とする. このとき (IVP; τ, z) の [τ, τ + T ) 上の一意解 u

が存在して, t, s ∈ [τ, τ + T ) に対して ‖u(t)− u(s)‖ ≤ M |t− s| を満たす.

定理 3 (大域解の存在). C を Ω の連結成分とし, c := sup{t ∈ [a, b) : C(t) �= ∅} とす
る. このとき各 (τ, z) ∈ C に対して (IVP; τ, z) の [τ, c) 上の 一意解が存在して, 区間
[τ, c) は解が存在する最大区間である. 特に, Ω が連結であるとき, 各 (τ, z) ∈ Ω に対
して (IVP; τ, z) は一意な大域解をもつ.

図 1: Ω の連結成分 C と局所解 図 2: 自身が連結な Ω と大域解

2. Lipschitz 発展作用素
(X, ‖·‖) を実 Banach 空間, Ω ⊂ [0,∞)×X を t ∈ [0,∞) に対して Ω(t) �= ∅ を満たす
集合とする. Δ := {(t, τ) : t ≥ τ ≥ 0} とおく. {U(t, τ) : (t, τ) ∈ Δ} を (t, τ) ∈ Δ をパ
ラメーターとする作用素 U(t, τ) : Ω(τ) → Ω(t) の族とする. 次の条件 (E1) と (E2) が
満たされるとき, {U(t, τ) : (t, τ) ∈ Δ} を Ω 上の発展作用素と言う. さらに, 次の条件
(E3) も満たされるとき, {U(t, τ) : (t, τ) ∈ Δ} を Ω 上の Lipschitz 発展作用素と言う:
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(E1) (s, t), (t, τ) ∈ Δ, z ∈ Ω(τ) のとき U(s, t)U(t, τ)z = U(s, τ)z と U(τ, τ)z = z が
成り立つ．

(E2) (tn, τn), (t, τ) ∈ Δ, zn ∈ Ω(τn), z ∈ Ω(τ) とする. もし n → ∞ のとき (tn, τn) →
(t, τ) かつ zn → z ならば, n → ∞ のとき U(tn, τn)zn → U(t, τ)z となる.

(E3) M ≥ 1 と ω ∈ C
(
[0,∞); [0,∞)

)
が存在して, (t, τ) ∈ Δ と x, y ∈ Ω(τ) に対して

‖U(t, τ)x− U(t, τ)y‖ ≤ M exp

(∫ t

τ

ω(s)ds

)
‖x− y‖.

Ω 上の Lipschitz 発展作用素 {U(t, τ) : (t, r) ∈ Δ} に対して, 次で定まる写像 A0 : D(⊂
Ω) → X を {U(t, τ) : (t, r) ∈ Δ} の無限小生成作用素という：

A0(t, x) := lim
h↓0
(
U(t+ h, t)x− x

)
/h, (t, x) ∈ D ;

D := {(t, x) ∈ Ω : ∃ lim
h↓0
(
U(t+ h, t)x− x

)
/h in X}.

次の定理より, 性質 (V 1)–(V 4) と条件 (Ω1)–(Ω4) は Lipschitz 発展作用素の無限小生
成作用素が存在する自然な条件であることが分かる.

定理 4. Ω ⊂ [0,∞)×X を t ∈ [0,∞) に対して Ω(t) �= ∅ を満たす集合, A : Ω → X を
関数とする. 条件 (Ω1) と (Ω2) を満たすと仮定する. このとき次は同値 :

(i) A が Ω 上の Lipschitz 発展作用素 {U(t, τ) : (t, τ) ∈ Δ} の無限小生成作用素で
ある.

(ii) 汎関数 V : [0,∞)×X ×X → [0,∞) が性質 (V 1)–(V 3) と (V 4)′ を満たし, A が
条件 (Ω3) と (Ω4) を満たす. ただし,

(V 4)′ m > 0が存在して, x, y ∈ Ω(t)と t ∈ [0,∞)に対してm‖x− y‖ ≤ V (t, x, y).

補題 1. 性質 (V 4) と (V 4)′ は同値.

3. 準線形波動方程式
次の準線形波動方程式の初期値問題を考える: t ≥ 0 と x ∈ R に対して⎧⎪⎨⎪⎩

∂tu = ∂xv,

∂tv = ∂xσ(t, u)− νv,

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x),

(IVP;0, (u0, v0))

ただし ν は正の定数, σ(·, ·)は [0,∞)×R上の滑らかな実数値関数で (t, r) ∈ [0,∞)×R

と正の定数 δ0, L0 に対して次を満たす:

σ(t, 0) = 0, σr(t, r) ≥ δ0,

|σr(t, r)|, |σrr(t, r)|, |σrrr(t, r)| ≤ �L0.

汎関数 V を次で定義する: (u, v), (û, v̂) ∈ L2(R)× L2(R) と t ∈ [0,∞) に対して

V
(
t, (u, v), (û, v̂)

)
:=

{∫ ∞

−∞

(
v(x)− v̂(x)

)2
dx+

∫ ∞

−∞

(∫ u(x)

û(x)

√
σr(t, r)dr

)2

dx

}1/2

.

これは性質 (V 1)–(V 4) を満たす.
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[0,∞) 上の非負で連続な可積分関数 h(·) が存在して, (t, r) ∈ [0,∞) ×R に対して
|σtr(t, r)| ≤ h(t) を満たすとする. (u, v) ∈ Ω(t) と t ∈ [0,∞) に対して

A
(
t, (u, v)

)
:= (∂xv, ∂xσ(t, u)− νv)

と定義する. ただし Ω(t) は次を満たす (u, v) ∈ H2(R)×H2(R) の集合とする: 適当な
正の定数 a0 と b0 に対して∫ ∞

−∞

{∫ u

0

σ(t, r)dr +
v2

2
+

1

2

(
σu(t, u)

(
(∂xu)

2 + (∂2
xu)

2

+(νu+ ∂xv)
2 + (ν∂xu+ ∂2

xv)
2
))}

dx ≤ a0 exp

(
b0

∫ t

0

h(s)ds

)
.

このとき, {Ω(t)}t∈[0,∞) は H2(R) ×H2(R) で一様に有界である. 関数 σ の仮定より,

正の定数 r0 が存在して, 任意の t ∈ [0,∞) に対して Br0 ⊂ Ω(t) を満たす. ただし

Br0 := {(u, v) ∈ H2(R)×H2(R) : ‖(u, v)‖H2×H2 ≤ r0}
である. また, Ω ⊂ [0,∞)× L2(R)× L2(R) の連結成分 C が存在して, [0,∞)×Br0 ⊂
C ⊂ Ω を満たす.

ω0 を正の定数として, t ∈ [0,∞) に対して ω(t) := ω0 ·
(
1 + h(t)

)
とする. a0, b0 と

1/ω0 を十分に小さく取るとき, 初期値問題 (IVP;0, (u0, v0)) は条件 (Ω1)–(Ω4) を満た
す. 特に, A は Ω 上で Hölder 連続である.

以上から, 初期値問題 (IVP;0, (u0, v0)) は一意な大域解を持つ.

定理 5. 正の定数 r0 が存在して次を満たす : (IVP;0, (u0, v0)) の一意な大域解 (u, v) が
存在して, もし ‖(u0, v0)‖H2×H2 ≤ r0 ならば, t → ∞ のとき ‖(u(t), v(t))‖H2×H2 は有
界となる.

参考文献
[1] T. Iwamiya, Global existence of solutions to nonautonomous differential equations in Ba-

nach spaces, Hiroshima Math. J. 13 (1983) 65–81.

[2] S. Kato, On local and global existence theorems for a nonautonomous differential equation
in a Banach space, Funkcial. Ekvac. 19, no. 3 (1976) 279–286.

[3] S. Kato, Some remarks on nonlinear ordinary differential equations in a Banach space,
Nonlinear Anal. 5, no. 1 (1981) 81–93.

[4] N. Kenmochi, T. Takahashi, Nonautonomous differential equations in Banach spaces,
Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications, 4, no. 6 (1979) 1109–1121.

[5] Y. Kobayashi, N. Tanaka, Semigroups of Lipschitz operators, Advances in Defferential
Equations 6, no. 5 (2001) 613–640.

[6] V. Lakshmikantham, A. R. Mitchell, R. W. Mitchell, Differential equations on closed
subsets of a Banach space, Trans. Amer. Math. Soc. 220 (1976) 103–113.

[7] R. H. Martin Jr., Differential equations on closed subsets of a Banach space, Trans. Amer.
Math. Soc. 179 (1973) 399–414.

[8] A. Matsumura, Global existence and asymptotics of the solutions of the second-order
quasilinear hyperbolic equations with the first-order dissipation, Publ. RIMS. 13 (1977)
349–379.

[9] H. Murakami, On non-linear ordinary and evolution equations, Funkcial. Ekvac. 9 (1966)
151–162.

266



overlapする反復関数系の極限集合の次元

大阪大学大学院情報科学研究科情報基礎数学専攻 下村健吾

反復関数系の極限集合はフラクタル集合となる場合が多い．今回は反復関数系の極限集合のうち，
overlapしているものについての次元（Hausdorff次元や Box次元，Packing次元）について話そ
うと思う．

1 反復関数系
Definition 1. 　
d ∈ Nとし，V ⊂ Rdとする．写像 f : V → V がC1+ε級写像であるとは f がC1級かつ，その導
関数が ε-ヘルダー関数であるときに言う．

Definition 2. 　
V ⊂ Rdを連結開集合とし，X ⊂ V を int(X) = Xとなるようなコンパクト凸連結集合とする．V

上の単射変換族 S := {fi : V → V | i ∈ I}が等角反復関数系であるとは，任意の i ∈ Iに対し，fi

が V 上で C1+ε級等角写像であり，X 上に制限したときに縮小変換になるときにいう．

今回は I が有限集合の時を考える．n ∈ Nをとり，In := {ω = ω1ω2 . . . ωn | ωi ∈ I}を長さが
nのコードの集合とする．有限コード全体の集合を I∗ =

⋃
n=1

Inとし，無限コードの集合を I∞と

する．任意の ω ∈ I∞に対し，始めから n番目までのコードを ω|n := ω1ω2 . . . ωnと書くことにす
る．有限コード τ ∈ I∗について fτ を次のように定義する．

fτ := fτ1 ◦ fτ2 ◦ · · · ◦ fτ|τ |

ただし，|τ |は有限コード τ の文字列の長さとする．

Definition 3. 　
等角反復関数系 S := {fi : V → V | i ∈ I}の極限集合 J を次で定義する．

J :=
⋃

ω∈I∞

∞⋂
n=1

fω|n(X)

さらに，コードマップ π : I∞ → X を，次で定義する．

π(ω) :=
∞⋂

n=1

fω|n(X)

極限集合の次元については次の開集合条件が成立しているときがよく考えられている．
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Definition 4. 　
等角反復関数系 S := {fi : V → V | i ∈ I}が開集合条件を満たすとはある開集合 U ⊂ X が存在
し，互いに異なる任意の i, j ∈ I に対して fi(U) ⊂ U かつ fi(U) ∩ fj(U) = φが成り立つときに
言う．

この開集合条件を満たさない等角反復関数系を overlapする等角反復関数系という．今回はこれ
に注目する．

2 極限集合の次元
2.1 Hausdorff次元

Definition 5. 　
A ⊂ Rd, s ≥ 0, δ > 0とする．Hs

δ(A)を次で定義．

Hs
δ := inf{

∑
λ∈Λ

|Bλ|s | A ⊂
⋃
λ∈Λ

Bλ, |Bλ| < δ (∀λ ∈ Λ)}

ただし，この下限はAの δ-被覆全体でとる．Aの s次元Hausdorff測度Hs(A)を定義する．

Hs(A) := sup
δ
{Hs

δ(A)} = lim
δ→0

Hs
δ(A)

AのHausdorff次元 dimH(A)をHs(A)で定義する．

dimH(A) := sup{s ≥ 0 | Hs(A) = ∞} = inf{s ≥ 0 | Hs(A) = 0}

前述で紹介した開集合条件を満たす場合では次の定理がある．

Theorem 6 (Mouldin and Urbanski, 2003). 　
開集合条件を満たす等角反復関数系 S := {fi : V → V | i ∈ I}の極限集合 J のHausdorff次元は
Box次元や Packing次元と一致しており，その値 dimH(J)は次の式で表される．

dimH(J) = inf{t ≥ 0 | lim
n→∞

1
n

log
∑
|ω|=n

||f ′
ω||t < 0}

ただし，||f ′
ω|| = sup{|f ′

ω(x)| | x ∈ X}．
overlapする反復関数系の極限集合のHasudorff次元については次の重複度関数が必要．

Definition 7. 　
∀n ∈ Nで 等角反復関数系 S := {fi : V → V | i ∈ I}の重複度関数 dn : X → Nを定義．

dn(x) = �{ω ∈ In | x ∈ fω(int(X))}

そして，集合A ⊂ X の重複度 dn(A)を，

dn(A) = inf{dn(x) | x ∈ A}

で定義する．
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Theorem 8. 　
等角反復関数系 S := {fi : V → V | i ∈ I}の極限集合 J のHausdorff次元は任意の n ∈ Nに対し
て，tnを，

tn := inf{t > 0 | lim sup
m→∞

∑
m∈Im

||f ′
ω||t

dn(fω(int(X)))
< ∞}

とすると，dimH J ≤ tnを満たす．

overlapする等角反復関数系の極限集合の Hausdorff次元を評価する際には重複度関数 dn が n

を無限大に持っていくときにどのような振る舞いをするのかが重要となる．

3 overlapするシェルピンスキーガスケット
シェルピンスキーガスケットで overlapの例を考える．

0 < a < 1とする．R2上の縮小変換 fi : R2 → R2(i ∈ {1, 2, 3})を以下のように定める．

f1

(
x

y

)
=

(
ax

ay

)
, f2

(
x

y

)
=

(
a(x − 1) + 1

ay

)
, f3

(
x

y

)
=

(
ax

a(y − 1) + 1

)

反復関数系 {f1, f2, f3}は a = 1
2 のときシェルピンスキーガスケットと呼ばれる．

1
2 < a < 1のと

き，overlapしている．この aが特定の値の時にはその極限集合のHausdorff次元を計算すること
ができる．

Theorem 9 (Broomhead,Montaldi and Montaldi, 2004). 　
∀n ≥ 2を自然数とし，anを xn + xn−1 + · · ·+ x = 1の (1

2 , 1)に含まれる根とする．bnを 3xn+1 −
3x + 1 = 0の根とすると，a = an とした {f1, f2, f3}でできるシェルピンスキーガスケットの
Hausdorff次元は Box次元や Packing次元と等しく，

dimH(J) =
log bn

log an

となることが分かる．
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Connection problems on higher order linear

q-difference equations

Takeshi Moritaa

a. Graduate School of Information Science and Technology, Osaka University,
1-1 Machikaneyama-machi, Toyonaka, 560-0043, Japan.

Abstract.

We deal with the connection problem on the higher order linear q-difference
equation between around the origin and around the infinity. In the fundamental
system of solutions around the origin, divergent basic hypergeometric series
appear. We use the q-Borel-Laplace transformations to obtain the asymptotic
expansion of these divergent series. Our conclusion also give examples of the
q-Stokes coefficients.

1 The higher order q-confluent hypergeometric
equation

In this talk, we deal with the following “degenerated” third order q-difference
equation:[(

a1a2a3x− b1/q
2
)
σ3
q −
{
(a1a2 + a2a3 + a3a1)x− (b1/q

2 + 1/q)
}
σ2
q

+ {(a1 + a2 + a3)x− 1/q}σq − x]u(x) = 0. (1)

The equation (1) has the formal solution around the origin as follows:

u1(x) = 3ϕ1(a1, a2, a3; b1; q, x) =
∑
n≥0

(a1, a2, a3; q)n
(b1; q)n(q; q)n

{
(−1)q

n(n−1)
2

}−1

xn.

Here, σq is the q-shifted operator σqf(x) = f(qx), the q-shifted factorial (a; q)n
is

(a; q)n :=

{
1, n = 0,

(1− a)(1− aq) . . . (1− aqn−1), n ≥ 1,

moreover, (a; q)∞ := limn→∞(a; q)n and

(a1, a2, . . . , am; q)∞ := (a1; q)∞(a2; q)∞ . . . (am; q)∞.

The notation rϕs(a1, . . . , ar; b1, . . . , bs; q, x) is the basic hypergeometric series(see
section two for more datails). The equation (1) also has the fundamental system
of solutions around the infinity as follow:

v1(x) = x−α1
3ϕ2(a1, a1q/b1, 0; a1q/a2, a1q/a3; q, qb1/a1a2a3x),

v2(x) = x−α2
3ϕ2(a2, a2q/b1, 0; a2q/a1, a2q/a3; q, qb1/a1a2a3x),

v3(x) = x−α3
3ϕ2(a3, a3q/b1, 0; a3q/a2, a3q/a1; q, qb1/a1a2a3x),

where aj = qαj , j = 1, 2, 3. We we study the relation between the solution
around the originu1 and solutions around the infinity v1, v2 and v3(x).
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2 Basic notations

In this section, we fix our notations. We assume that q ∈ C
∗ satisfies 0 < |q| < 1.

For any fixed λ ∈ C
∗ \ qZ, the set [λ; q]-spiral is [λ; q] := λqZ = {λqk; k ∈ Z}.

The (generalized) basic hypergeometric series rϕs(a1, . . . , ar; b1, . . . , bs; q, x) is

rϕs(a1, . . . , ar; b1, . . . , bs; q, x)

:=
∑
n≥0

(a1, . . . , ar; q)n
(b1, . . . , bs; q)n(q; q)n

{
(−1)nq

n(n−1)
2

}1+s−r

xn.

This series has radius of convergence ∞, 1 or 0 according to whether r − s <
1, r − s = 1 or r − s > 1 [2]. In connection problems, the theta function of

Jacobi is important. The theta function is θq(x) :=
∑

n∈Z
q

n(n−1)
2 xn, x ∈ C

∗.
We denote θq(·) or more shortly θ(·). The theta function has the following
properties:

1. Jacobi’s triple product identity: θq(x) =
(
q,−x,− q

x ; q
)
∞.

2. The theta function satisfies: θq(q
kx) = q−

n(n−1)
2 x−kθq(x), ∀k ∈ Z.

3. The inversion formula is: θq
(
1
x

)
= 1

xθq(x).

We also remark that the function θ(−λx)/θ(λx), λ ∈ C
∗ satisfies a q-difference

equation u(qx) = −u(x) which is also satisfied by the function u(x) = eπi(
log x
log q ).

3 The degeneration diagram for Heine’s series

At first, we review connection problems on second order linear q-difference equa-
tions. We deal with the second order q-difference equation of the Laplace type:{

(a1x+ b1x)σ
2
q + (a2x+ b2)σq + (a3x+ b3)

}
ũ(x) = 0.

This equation can be reduced to the following “three-parameters q-difference
equation”[

(c− abqx)σ2
q − {c+ q − (a+ b)qx}σq + q(1− x)

]
u(x) = 0.

Three-parameters solution is given by Heine’s series 2ϕ1(a, b; c; q, x). Y. Ohyama[6]
gives the following degeneration diagram for Heine’s series.

2ϕ1(a, b; c; z) q-confluent

1ϕ1(a; 0; z)

J
(3)
ν

J
(1)
ν , J

(2)
ν

q-Airy

Ramanujan

� �
���

�

�

�
��� ���

			


This diagram can be considered as a q-analogue of the degeneration diagram
for Gauss hypergeometric function 2F1:

Gauss Kummer

Bessel

Weber

Airy� �����

����� �����

�����

In this talk, we consider the higher order extension of the connection problem
on the q-confluent type equation.
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4 Connection problems on q-difference equations

We study connection problems on linear q-difference equations between around
the origin and around the infinity with irregular singular points. Connection
problems on linear q-difference equations between the origin and the infinity
are studied by G. D. Birkhoff [1]. Connection formulae of second order linear
q-difference equations are linear relations in a matrix form:(

u1(x)
u2(x)

)
=

(
C11(x) C12(x)
C21(x) C22(x)

)(
v1(x)
v2(x)

)
.

Here, u1(x),u2(x) are solutions around the origin, v1(x), and v2(x) are solutions
around infinity and Cij(1 ≤ i, j ≤ 2) are q-elliptic functions such that

σqCij(x) = Cij(x), Cij(e
2πix) = Cij(x).

4.1 Difference between the Stokes region and the q-Stokes
region

In ordinary differential equations, the Stokes region is given by some sectors.
But in the q-difference case, the Stokes region is considered as the dense open
set as follows:

Ur
λ := B0(r) \ [−λ; q].

More generally, we remark that C∗/qZ ≈ T \ {λ}, the Stokes region is T \ {λ},
where λ is a fixed complex number. If λ changes μ, the q-Stokes constant
θ(aλ/x)/θ(λ/x) changes θ(aμ/x)/θ(μ/x) continuously. This point is essentially
different from the case of differential equations. The first example of connection
formula is given by G. N. Watson [7]. But other connection formulae have not
known for a long time. Recently, C. Zhang gives connection formula of the first
and second q-Bessel functions and the “confluent type” divergent series by q-
Borel Laplace methods[8, 9]. We show connection formulae for the Ramanujan
equation, the Hahn-Exton q-Bessel function, q-confluent basic hypergeometric
function with using these methods [3, 4, 5]. We define these transformations.

4.2 The q-Borel-Laplace resummation method

In this section, we define two different types of the q-Borel transformations and
the q-Laplace transformations which are studied by C. Zhang[8, 9, 10].

Definition 1 We assume that f(x) is a formal power series such that f(x) =∑
n≥0 anx

n, a0 = 1.

1. The q-Borel transformation of the first kind is(B+
q f
)
(ξ) :=

∑
n≥0

anq
n(n−1)

2 ξn = ϕ(ξ).

2. The q-Laplace transformation of the first kind is

(L+
q ϕ
)
(x) :=

1

1− q

∫ λ∞

0

ϕ(ξ)

θ
(

ξ
x

) dqξ
ξ

=
∑
n∈Z

ϕ(λqn)

θ
(

λqn

x

) .
The q-Borel transformation can be considered as a formal inverse of the each
q-Laplace transformation.

Lemma 1 We assume that the q-Borel transform g(ξ) of f(x) is a meromorphic
function around the origin. Then f(x) is also convergent around the origin and
we have

L+
q,λ ◦ B+

q f = f.

In this talk, we apply these transformations to the solution of the equation (1).
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5 Main theorem

We give the following theorem with using the q-Borel-Laplace resummation
method:
Theorem.For any x ∈ C

∗ \ [−λ; q], we have

˜3ϕ1(a1, a2, a3; b1; q, λ, x) = L+
q,λ ◦ B+

q 3ϕ1(a1, a2, a3; b1; q, x)

=
(a2, a3, b1/a1; q)∞

(b1, a2/a1, a3/a1; q)∞
θ(a1λ)

θ(λ)

θ(a1qx/λ)θ(x)

θ(qx/λ)θ(a1x)
v1(x)

+
(a1, a3, b1/a2; q)∞

(b1, a1/a2, a3/a2; q)∞
θ(a2λ)

θ(λ)

θ(a2qx/λ)θ(x)

θ(qx/λ)θ(a2x)
v2(x)

+
(a2, a1, b1/a3; q)∞

(b1, a2/a3, a1/a3; q)∞
θ(a3λ)

θ(λ)

θ(a3qx/λ)θ(x)

θ(qx/λ)θ(a3x)
v3(x).

Here, the notation ˜3ϕ1(a1, a2, a3; b1; q, λ, x) is the q-Borel-Laplace transform of
the divergent solution u1(x). The new parameter λ appears in the connection
coefficients. We remark that these coefficients are also new examples of the
q-Stokes coefficients.
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Table 1 (i) 110 25 12

(ii) 440 126 48 105

[2]

110 440

 
 

Table 1 Comparison of the error tendencies 

 

(i) 12 boundary elements 
 (110 field sensors 

& 25 flux loops) 

(ii) 48 boundary elements 
(440 field sensors 

   & 126 flux loops) [2] 
Br Bφ  Bz Br Bφ  Bz 

Maximum error(T) 0.020 0.013 0.017 0.030 0.024 0.022 
Portion of area where  
ε > 0.02 T 0.0% 0.0% 0.0% 4.2% 5.2% 4.2% 

The error tendencies were investigated for the region 1.0 1.1�   in the minor radius ( � ) 
 space, i.e. very near the last closed magnetic surface. 
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複素接触多様体とその構成法について

今田 充洋 (慶應義塾大学大学院 基礎理工学専攻)

1 序

実 (2n + 1)次元多様体上の接触構造とは, ある 1形式 ηが存在して, η ∧ (dη)n 
= 0 を満
たすものであった. この概念を奇数次元の複素多様体へ拡張したものを考えたい. この拡
張はKobayashiの論文 [4]に始まり, それ以来 Ishihara-Konishi [3], Blair [2]らの研究によ
り進展が見られている. 実接触幾何において, normalityをもつ接触構造は佐々木構造と呼
ばれ, 近年, 物理学からも注目される重要な存在となっている. 本講演では複素接触幾何
における normalityがどのようなものかを紹介する.

2 定義

Definition 2.1. M を (2n + 1)次元の複素多様体, {Oλ}をその開被覆とする. M が複
素接触多様体であるとは, 以下の 1)と 2)を満たすものとする.

1) 各Oλにおいて正則 1形式 ωλ がとれて, Oλの各点で, ωλ ∧ (dωλ)
n 
= 0.

2) Oλ ∩ Oμ 
= φ ならば, その上に 0でない正則関数 hλμが存在し, ωλ = hλμωμ.

各Oλにおいて, Hλ = {X ∈ TOλ |ωλ(X) = 0}と定義しておく. hλμたちは 0でないので,

Oλ ∩Oμ上でHλ = Hμが成り立つ. よってH = ∪Hλはwell-definedで, M 上の正則かつ,

可積分でない subbundle である. これを horizontal subbundle と呼ぶ.

Definition 2.2. (M,J, g)を (4n+2)次元のHermite多様体 (Jは概複素構造, gは Hermite

計量), {Oλ}をその開被覆とする. Mが複素概接触計量多様体とは, 以下の 1)と 2)を満た
すものとする.

1) 各Oλにおいて, 1形式 uλ と vλ = uλJ , (1,1)-テンソル Gλ と Hλ = GλJ , 単位ベクト
ル場 Uλ と Vλ = −JUλ が存在して, 以下を満たす.

H2
λ = G2

λ = −id + uλ ⊗ Uλ + vλ ⊗ Vλ, g(GλX,Y ) = −g(X,GλY ),(1)

g(Uλ, X) = u(X), GλJλ = −JλGλ, GλUλ = 0, uλ(Uλ) = 1.

2) Oλ ∩ Oμ 
= φならば, Oλ ∩ Oμ 上に a2 + b2 = 1 なる関数 a, b が存在して,

uμ = auλ − bvλ, vμ = buλ + avλ, Gμ = aGλ − bHλ, Hμ = bGλ + aHλ.(2)

Remark 2.3. 複素接触多様体M に対して, ωλ = uλ − ivλ と 2つの実形式に分解するこ
とでM 上に複素概接触計量構造を構成出来る.これを複素接触計量構造と呼ぶ.

Example 2.4. C3上に（大域的な）正則 1形式 ω = (dz3 − z2dz1)/2 が存在して,C3は
複素接触多様体になる. さらに複素接触計量構造がBlair ら [1]により構成されている.
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3 Normality

記号はこれまでの通りとする (添字は省略した). Ishihara-Konishi [3]は複素概接触計量
構造の normalityを, 以下に定義する 2つのテンソル S, T が恒等的に 0になることと定義
した.

S(X,Y ) = [G,G](X,Y ) + 2g(X,GY )U − 2g(X,HY )V + 2v(Y )HX(3)

−2v(X)HY + σ(GY )HX − σ(GX)HY + σ(X)GHY − σ(Y )GHX,

T (X,Y ) = [H, H](X,Y ) − 2g(X,GY )U + 2g(X,HY )V + 2u(Y )GX(4)

−2u(X)GY + σ(HX)GY − σ(HY )GX − σ(Y )GHX + σ(X)GHY.

[·, ·]はNijenhuisテンソルを表し, σは gに対する Levi-Chivita接続∇を用いて, σ(X) =

g(∇XU, V )と定義する. 同じく [3]にて, 複素概接触計量多様体がこの normalityをもて
ば, (M,J, g) がKähler多様体になることが示されている. このような多様体の例として,

Fubini-Study計量をもったCP 2n+1が挙げられる. ここで, 私の結果を一つ紹介する.

Proposition 3.1 M 上の複素概接触計量構造が normality をもてば,

K(X, JX) + K(X,GX) + K(X,HX) = 6 (X ∈ H)(5)

が成り立つ. ここに, K(X,Y )はX,Y により生成される平面による断面曲率を表す.

Example 2.4 のCP 2n+1に関して断面曲率を計算すると, K(X, JX) = 4, K(X,GX) =

K(X,HX) = 1 と求まる (実際,これは normalityをもっている). しかしこれ以外に
normality をもった複素 (概)接触計量多様体はまだ見つかっていない. そこで,この多様
体を構成する手段として,超ケーラー多様体を用いたものを挙げる.

4 超ケーラー多様体からの reduction

まずは,超ケーラー多様体の定義を復習する.　
Definition 4.1. (M,J1, J2, J3, g)が超ケーラー多様体であるとは,M上の複素構造 J1, J2, J3

が,関係式

J2
1 = J2

2 = J2
3 = J1J2J3 = −id(6)

を満たし,かつM 上の計量 gが J1, J2, J3のいずれに関してもエルミートになる事とする.

この超ケーラー多様体を用いて, 以下の定理を得た。

Theorem 4.2. (M̃, J1, J2, J3, g̃) を超ケーラー多様体とする. いま C∗ が M̃ に自由に作
用し,かつ J1と可換であるとし,また射影 π : M̃ −→ M = M̃/C∗ が,計量 g̃ に関して沈め
込みであるとする. すると π は M̃/C∗ 上に normal な複素接触計量構造を誘導する.
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証明の概略. {Õλ} を M̃ の開被覆とする. 局所的な切断を sλ : π(Õλ) −→ Õλ と書くこ
とにする. ここで複素構造たち J1, J2, J3 を分解して, T (M̃/C∗) 上に (1, 1) 型テンソル場
J,G, H と, 1-形式 u, v を以下のように定義する.

J1(sλ)∗X = (sλ)∗JX,(7)

J2(sλ)∗X = (sλ)∗GX + u(X)ν + v(X)J1ν,(8)

J3(sλ)∗X = (sλ)∗HX − v(X)ν + u(X)J1ν,(9)

ここで ν と J1ν は, C∗ による軌道を構成する単位接ベクトルとする. u と v は具体的に
以下のように与えられる.

u(X) = g̃(J2s∗X, ν), v(X) = g̃(J2s∗X, J1ν) = −g̃(J3s∗X, ν).(10)

最後に M̃/C∗ 上のベクトル場 U, V を

U = −J2ν, V = J3ν.(11)

と定義し, 得られた構造 (u, v, U, V, G, H, J, g) (g は g̃ の誘導計量) が複素接触多様体の定
義を満たしていることが示される.

Example 4.3. 上の定理により, 奇数次元の複素射影空間 CP 2n+1 Fubini-Study 計量
を入れたものが normal な複素接触計量構造になる (既知の事実). 以下その構造を, n = 1

の場合に関して具体的に書き下してみる. まずC4\{0} は超ケーラー構造 (J1, J2, J3, 〈, 〉)
を持つ.ここに 〈, 〉 は C4\{0} 上の標準的な計量で,複素構造 J1, J2, J3 は位置ベクトル
p = (z1, z2, z3, z4) に対し,以下のように作用するものとする.

J1p = (iz1, iz2, iz3, iz4),(12)

J2p = (z̄3, z̄4,−z̄1,−z̄2),(13)

J3p = (iz̄3, iz̄4,−iz̄1,−iz̄2).(14)

また, z = (z1, z2, z3, z4) の計量に関するノルム
√∑4

k=1 zkz̄k を ‖z‖ と表す.

C∗ の C4\{0} への自然な作用 λ · (z1, z2, z3, z4) = (λz1, λz2, λz3, λz4) は自由に作用し,

かつ J1 と可換である. この作用による軌道空間は各点 z において,以下のベクトルによっ
て張られる接空間を与える.

ν =
1

2‖z‖
4∑

j=1

(
zj

∂

∂zj

+ z̄j
∂

∂z̄j

)
, J1ν =

i

2‖z‖
4∑

j=1

(
zj

∂

∂zj

− z̄j
∂

∂z̄j

)
.(15)

(10) により 〈, 〉 を計算することで, u と v が以下のように得られる.

u =
1

2‖z‖
2∑

j=1

(−z2j−1dz2j − z̄2j−1dz̄2j + z2jdz2j−1 + z̄2jdz̄2j−1) ,(16)

v =
−i

2‖z‖
2∑

j=1

(z2j−1dz2j − z̄2j−1dz̄2j − z2jdz2j−1 + z̄2jdz̄2j−1) .(17)
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そして G と H は, (8), (9) によって

G =
1

‖z‖2

(
O A

Ā O

)
, H =

1

‖z‖2

(
O iA

−iĀ O

)
.(18)

ここで A とは,

A = i

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
z2z̄1 −‖z‖2 + z2z̄2 z2z̄3 z2z̄4

‖z‖2 − z1z̄1 −z1z̄2 −z1z̄3 −z1z̄4

z4z̄1 z4z̄2 z4z̄3 −‖z‖2 + z4z̄4

−z3z̄1 −z3z̄2 ‖z‖2 − z3z̄3 −z3z̄4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠(19)

なる行列である. 最後にベクトル場 U, V は (11), (15) により

U =
1

2‖z‖
2∑

j=1

(−z̄2j−1dz2j − z2j−1dz̄2j + z̄2jdz2j−1 + z2jdz̄2j−1) ,(20)

V =
i

2‖z‖
2∑

j=1

(z̄2j−1dz2j − z2j−1dz̄2j − z̄2jdz2j−1 + z2jdz̄2j−1)(21)

となる. これら計算で求まったものと,誘導計量 g (すなわち Fubini-Study 計量)との組
(u, v, U, V, G, H, J, g) が, CP 3 上の normal な複素接触計量構造になっている.

これとは別な, C∗ の C4\{0} への作用を考えれば, normal 複素接触計量構造の入った
多様体 (CP 3 と同相でない) をもう一例構成できることも分かった.

Example 4.4. C∗ の C4\{0} への作用を以下のように定義する.

λ · (z1, z2, z3, z4) := (λz1, λz2, λ
−1z3, λ

−1z4) (λ ∈ C∗).(22)

この作用もまた自由であり, J1 (Example 4.3 と同じもの) と可換であることも分かる. ポ
スターにおいて、商空間 M = (C4\{0})/C∗ が複素多様体の構造を持つことを示し,そし
て normal な複素接触計量構造を書き下したものを掲載する.
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栃木県那須地域の気象データを用いた
統計モデルとデータ解析 (その2)

大森興太郎 (自由学園最高学部), 酒井優行 (自由学園最高学部),

高山大樹∗(自由学園最高学部), 高橋礼穂 (自由学園最高学部),

島津秀康†(School of Biology, University of St Andrews), 遠藤敏喜†(自由学園最高学部)

はじめに

実データから数学的モデルを構築して探索的に解
析するアプローチは，統計学において古来から活発
に行われ，実際に活用されている手法である．一方，
現実的な問題に対して，適切な近似モデルを構築し，
その結果について適切に解釈することは，必ずしも
容易なことではない．何故ならば，現象に関するデー
タは一般的には完全ではなく，また対象に関する私
たちの知識も完全ではないからである．もちろん，
データあるいは知見が蓄積されるほどその不完全さ
は減少する．そして，近似の精度を高めるという意
味では，モデルへのデータのあてはめ，その評価の
プロセスの繰り返しが重要である．

本研究では，自由学園那須農場の農場員が 57年
間に亘って観測し蓄積してきた気象データを用いて，
上記のことを踏まえつつ，統計モデルの構築とデー
タ解析を行う．本集会では，口頭発表とポスター発
表の 2件の発表を行うが，このポスター発表では (1)

地下水の変動と蛇尾 (サビ)川の出水について，(2)

視程の変動について，(3)気温変動についての事例
を紹介する．

1 蛇尾川の出水予測モデル

栃木県那須塩原市にある蛇尾 (サビ) 川は伏流水
で，通常は水が地表を流れることのない水無川であ
る．蛇尾川は大雨が降ると氾濫を起こすため，傍に
位置する学校法人自由学園那須農場は開墾時から被
害をもたらされてきた [6]．観測期間においては年間
出水日数は増加傾向にあるものの (図 1.1)現在まで
に護岸工事などの治水対策が進み洪水による農場へ
の被害は軽減された．しかし，出水を予測して減災
に役立てようとする試みはされてこなかった．本研
究では後述する地下水位の変動を説明するモデルか
ら非定常ポアソン点過程を用いて蛇尾川が出水する
タイミングを予測する.

一方蛇尾川の出水は，那須野ヶ原扇状地の地形に

起因し，地下水位の変動と関係があるとされる [7]．
観測データから地下水位の変動と出水のタイミング
の関係が強固であることは明白であるが（図 1.2），
将来に渡る地下水位変動とそれに伴う出水を予測す
ることは困難であることは容易に想像できる．そこ
で，本研究では地下水位の変動を予測するモデルも
構築した．地下水位の変動に影響を与える要素とし
て降水量，気圧，潮汐力の 3つがよく知られている
ことから [1, 3]，本研究では那須野ヶ原地域における
地下水位の変動をこの 3変量により説明する状態空
間モデルを構築し，蛇尾川出水との関係を議論する．

図 1.1：年間出水日数の推移

Observation

Flood day

図 1.2：出水と地下水位の変動

1.1 データとモデル

地下水位と降水量のデータは農場員によって観測
されたものを使用し，気圧と潮汐のデータはそれぞれ
気象庁宇都宮気象観測所と日本海洋データセンター
から入手した．期間は 1982年から 1993年の 11年
間で，1日 1回の観測値のべ 4,383日分のデータを
使用した．

∗代表者
†E-mail: hs50@st-andrews.ac.uk または end@prf.jiyu.ac.jp
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ある t 時点での観測地下水位を y(t) とすると，
これが t 時点の気圧 x1(t)，潮汐力 x2(t) および
i = 1, 2, · · · , sに対して t時点から過去 i日さかの
ぼった時点の降水量 x3(t − i)により説明される回
帰モデルを，トレンド項m(t)を含め，

y(t) = m(t) + β0 + β1x1(t) + β2x2(t)

+

s∑
i=0

β3,ix3(t− i) + ε(t)

m(t) = m(t− 1) + ξ(t)

とモデル化する．ただし ε(t) ∼ N(0, σ2)の残差で，
トレンド項m(t)は ξ(t) ∼ N(0, η2)となるシステム
誤差を持ち，3変量では説明のできなかった変動を表
すものと解釈する．モデルは状態空間モデル (State

Space models)[2]の枠組みで尤度最大化によりモデ
ルのパラメータを決定する，このモデルを地下水位
変動予測モデルとする．

蛇尾川の出水と地下水位との関係は，微小 dt時間
内に発生する出水回数をN [t, t+ dt)とすると，

Pr(N [t, t+ dt) = 1) = λ(t)dt

として強度関数 λ(t) で一意に定められる非定常ポ
アッソン過程によって関係づけられる．ここで，λ(t)
は地下水位のモデルによって定められる関数である．
これを出水タイミング予測モデルとする．また非定
常ポアッソン過程の尤度関数,

L(ti;λ) =
n∏

i=1

λ(ti) exp

[
−
∫ t

0

λ(u)du

]
によってモデルのパラメータを決定する．

1.2 考察

図 1.3が示すとおり，降雨量，気圧，潮汐力の 3

要素にもとづく地下水位の予測値の凸のピークと出
水のタイミングがほとんどの場合一致している．凸
のピークがありながら出水しない時点に関してトレ
ンドの挙動を調べると，減少傾向にあることが明ら
かになった．これは 3要素以外の要因が地下水位の
変動に関係していることを如実に示すものであるが，
その実態が明らかでない以上，具体的にモデルへ反
映させるのは困難である．しかし今回は，それをト
レンド項として柔軟な統計モデルで表現することに
より，出水の原因が 3要素，特に降雨量によるもの
と，それ以外のものとに分類できることが明らかに
なった (図 1.4)．

Fitted value

Flood day

図 1.3：モデルによる地下水位の
変動と出水 (トレンド項なし)

Fitted value

Flood day

図 1.4：モデルによる地下水位の
変動と出水 (トレンド項あり)

出水タイミング予測モデルにおける強度関数 λ(t)

の条件となりうる地下水位の挙動について，地下水
位の閾値と変分（平均変化率）の 2つの観点から考
察を行った．つまり，状態空間モデルが示すように，
地下水位変動の主たる要因は降雨量であることから，
これは降雨量の影響を見ていることに等しい．地下
水位の閾値は図 1.5が示すとおり，出水発生時の地
下水位の約 80%が−10mを超えて出水していること
が分かる．
また，地下水位の変分が正の値をとるとき，つま
り地下水位が上昇傾向での出水と，変分が負の値を
とるとき，水位が下降傾向での出水が確認すること
ができる．分析期間では約 80%が上昇傾向での出水
であった．

−20 −15 −10 −5 0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Groundwater level

Calculated value
flood day

図 1.5：予測水位における経験累積分布

地下水位の閾値と変分の関係から，強度関数 λ(t)

について以下の式で表した，ここで χは定義関数で
ある.
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λ(t) = αχ(ŷ � y̌(t))× g

(
Δŷ(t)

Δt

)
0 � g(·) � 1

2 視程変動確率モデル

視程とはものの見え具合のことで,航空などの交
通関係で利用されている [4]．農場で観測された視程
データから確率モデルを構築し，那須地域の良視程
の特徴を記述する．

2.1 データとモデル

視程データは 1942年から 1998年までの 57年間
分，1日 1回の観測の延べ 20,819日分を利用した.

データは図 2.1の視程階級表に沿って 10段階で記録
されている．地方における良視程は 40km以上であ
る [4]という条件から，今回は視程階級の 9を良視
程と定めた．

図 2.1：視程階級表

一般的に，視程の変動に影響を与える要因として，
天候・湿度・大気汚染の 3つが挙げられる [4]．これ
らに対応する那須農場の観測データとして，天候は
そのまま，湿度はデータの欠損値が多いため季節性
で考慮することにした．大気汚染は那須農場では観
測されておらず，またデータの入手も困難であった
ため，前日の天候と風速を用いることとした．前日
の天候によって良視程の観測割合に差があることと，
風速年平均と良視程の年間観測数との間に正の相関
が見られたため，2つの要因が大気の洗浄効果を持
つと期待し，大気汚染の影響に依らない条件となる
と判断した．そこで，天候 (当日・前日)，季節，風
速を説明変量とし，良視程が観測される確率 Pt に
対するモデルを

logit(Pt) = β0 +Wi(t) + Lj(t) +Nk(t) + β1Mt

とした．ここで，Wi(t), Lj(t)はそれぞれ当日，前日
の天候，Nk(t)は月効果で，Mtは風速である．ただ
し，当日，前日の天候，月効果は離散型のデータの
ため，それぞれの添え字は t時点での各変量の水準
番号を表す．したがって，それぞれの水準に対して
パラメータが設定され，定数項 β0と風速（連続値）
に対する係数 β1 と併せて推定された．

2.2 考察

推定されたパラメータから，当日の天候が晴，前
日の天候が雨，季節は秋から冬にかけて，風が吹け
ば吹くほど視程 9が観測される確率が高くなること
が明らかになった．視程の変動に影響を与える要因
として大気汚染の面からのアプローチは一般的だが
[4]，得られたモデルは，前日の天候と風速という，
より身近な気象観測項目を用いても良視程が観測さ
れる確率を適切に算出できるという，これまであま
り注目されていなかった新しいアプローチの可能性
を示唆している．

3 気温変動

一般的に地球温暖化による気温の上昇は 1980年
以降から発生し，それ以前の 1945年から 1975年こ
ろまでは地球の気温は停滞，寒冷化傾向であったと
言われている [9]．そこで農場員の気象データ (1942

年から 1998年まで)によって，那須地域の最高気温
と最低気温のそれぞれの変化について同様の傾向が
みられるかを調査したところ，同様の現象が確認さ
れた (図 3.1-3.2)．

図 3.1：最高気温 (上)と最低気温 (下)

[8] によると，地球温暖化による気温の上昇傾向
は春と冬に強くみられる．そこで，季節ごと，月ご
とに計測結果を分割し，気温推移の傾向を探ること
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にした．しかし季節ごとでの分割では，傾向にほと
んど差がみられなかった．また月ごとでの分割では，
気温の変動量に 0.5～1度の差が確認された．これは
一般的な気温変動の傾向とは異なるが，この原因は
温室効果ガスの拡散などのような全国的な原因では
なく，那須地域の地形，地理状況に原因があるので
はないかと推測している．
また，地球温暖化により，真夏日や猛暑日のよう
な異常高気温の日数が増加しているといわれている
[8]．そこで，30度以上，32度以上の気温の日数を
それぞれ “異常気温”と規定し，その日数を計測・グ
ラフ化した．これによると 1970年以降，すべての
気温の日数に増加の傾向が見られた (図 3.3)．

図 3.3：異常気温の推移

3.1 モデル

一般的に，気温と日射量には深い関係性がある．
背後にある物理現象としては，日射により暖められ
た地表が地峡近くの空気を暖め，さらに対流によっ
て上層部の気温が上昇するというようなエネルギー
交換の法則に従っていると考えられる [9]．そこで日
射率（1日の中で太陽が直接照っている割合）に着
目し，最高気温を推測する物理モデルを検討する．
地表面から熱が大気中へ伝わる速度は微分方程式に

より地表温度と気温の差に比例する形で記述できる
ことから，実際にこのモデルが観測されたデータに
どの程度当てはまるのか，また那須地域の地域性を
表すと思われるほかの観測項目（降雪における豪雪，
雨における豪雨・少雨など）がどのように関係し得
るのか，検討した結果を議論する．
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ローレンツ空間の微分幾何学と特異点論

加世堂　公希 (北海道大学理学研究院)

1 序

本稿ではローレンツ空間内の微分幾何学と写像の特異点論を用いた研究について紹介する。M,N

をそれぞれm,n次元実可微分多様体とする。写像 f : M −→ N が点 a ∈ M(または b ∈ N) で
特異点を持つとは、fの微分写像 daf : TaM −→ TbN が条件 rank daf < min(m,n)をみたす時
を言う。写像の特異点は関数の臨界点の拡張になっている。写像の特異点はA-同値などを用い
て分類が行われる。m = n = 2の場合についてはホイットニーによるA-同値による特異点の
ジェネリックな分類が知られている。
特異点に関する分類理論（特異点論）は曲線論や曲面論にも応用されている。([2],[13]を参
照) ３次元ユークリッド空間内の曲面M のガウス写像 n : M → S1 は曲面上の法線を向く写像
として与えられる。ガウス写像の特異点との関係の研究はブレッカーとウィルソン [3]によって
行われた。ガウス写像の特異点は曲面のガウス曲率０の点（放物点）に対応し、ジェネリック
に現れるガウス写像の特異点は折り目型とカスプ型しかないことが知られている。バンチョフ
ら [2]はカスプ型特異点の局所的な幾何学的性質を調べた。
曲面の点とR

3上の点の距離を与える関数D : M ×R
3 −→ R は二乗距離関数と呼ばれる。二

乗距離関数の特異点は曲面上の点が 0ではない主曲率を持つときに現れ、特異点の集合は曲面
の縮閉面と対応することが知られている。この場合の特異点はガウス写像の場合よりも少し複
雑で、ジェネリックな場合の特異点はAk型 (k = 2, 3+, 3−, 4)とD±

4 特異点が現れ、特にD±
4 型

は曲面上の 2つの主曲率が一致する点 (臍点)において現れる。[5]では曲面論においてラグラン
ジュ、ルジャンドル特異点論のフレームワークを用いた議論が展開され、ガウス写像と高さ関
数との間に対応があることを示されている。[5]はさらに曲面の縮閉面と二乗距離関数に対して
も同様の対応があることも示している。
特異点論を応用できる幾何学的対象は正定値計量を持つユークリッド空間だけではない。指数

sの非退化擬計量ds2 = −dx2
1−· · ·−dx2

s+dx2
s+1+ · · ·+dx2

s+n が入った空間R
n+sをローレンツ空

間と呼びR
n+s
s と書く。特にR

n+1
1 をミンコフスキー空間と言う。擬球 {x ∈ R

n+1
1 | 〈x, x〉 = r}は

r = ±1, 0の場合にそれぞれ双曲空間、ド・ジッタ空間、光錐と呼び、それぞれHn
+(−1), Sn

1 , LC
∗

と書き表す。泉屋ら [6]は双曲空間内の超曲面に対し、位置ベクトルと時間的法方向の組み合わ
せによって光錐方向を対応させる光錐ガウス像の定義を与え、その特異点がもつ曲面の幾何学
的性質を調べた。[5, 6]で用いられた方法はド・ジッター空間 [10]、光錐 [7]、反ドジッター空間
[4]における研究にも使われている。[11, 12]ではド・ジッター空間の余次元 2以上の空間的部
分多様体に対して、[5]で用いられたフレームワークを利用し、管状超曲面と空間的部分多様体
との幾何学的な対応を調べることができた。
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2 準備

点a ∈ R
mについて、C∞(Rm,Rn)の同値関係 f ∼ gは条件「aのある開近傍Uが存在して f |U =

g|U」で定められる。この同値類 f̃ を f の写像芽 (map germ)と呼び、同値類の集合を Ea(m,n)

と表す。以降写像芽の表記 f̃ を f と区別せず単に f : (Rm, a) −→ R
nと書く。関数芽 (function

germ)の集合 Ea(m, 1)はR-多元環で唯一の極大イデアルはM = {f ∈ Ea(m, 1) | f(a) = 0} と
表される。関数芽 fi ∈ Eai

(m,n) (i = 1, 2)がA-同値 (A-equivalent)であるとは、微分同相写像
芽Φ, φが存在して φ ◦ f1 = f2 ◦Φが成立するときである。fi ∈ Eai

(m, 1)で fi(ai) = 0を満たす
写像芽 (i = 1, 2)がK-同値 (K-equivalent)であるとは、微分同相写像芽Φと定義域上で 0の値
をとらない関数 λを用いて λ× f1 = f2 ◦ Φと表されるときを言う。
R

mからR
nへの可微分写像全体の集合C∞(Rm,Rn)にホイットニーC∞位相が与えられている

とする。写像に関する性質を P と表す。部分集合B = {f ∈ C∞(Rm,Rn) | f が性質 Pを持つ }
がC∞(Rm,Rn)の残留集合 (加算個の稠密開集合の共通部分)を含むとき性質P（または性質 P

を持つ写像 f）はジェネリックであると言う。特にBはC∞(Rm,Rn)で稠密開集合である。
n = 1の場合、関数芽 f はジェネリックにそのヘッセ行列が正則となる。R

2からR
2への可

微分写像は他の特異点を持つことができるが、写像の特異点が高々折り目型・カスプ型しか現
れない条件はジェネリックになっていることがホイットニーによって明らかにされている。

定理 2.1 (Whitney). ジェネリックな写像 f : R2 −→ R
2と f の任意の特異点 a ∈ R

2につい
て、f の aにおける写像芽は原点における写像芽 g(x, y) = (x, y2) (折り目型)または g(x, y) =

(x, x3 − xy) (カスプ型)にA-同値である。

3 ローレンツ空間の微分幾何学

ミンコフスキー空間R
n+1
1 の擬内積を 〈x, y〉 = −x0y0+

∑n
i=1 xiyi と表す。R

n+1
1 のベクトル v �= 0

について 〈v, v〉の符号が正、負または 0である場合にそれぞれ空間的、時間的または光的と呼
ぶ。N をミンコフスキー空間、双曲空間、ド・ジッター空間のいずれかとし、N の部分多様体
M は埋め込み写像 f : U −→ Sn

1 の像で与えられているとする。部分多様体M が空間的である
とは、各点 p ∈ M での接ベクトル v �= 0がすべて空間的であることをいう。このとき埋め込み
写像Xから定まる部分多様体M の誘導計量 ds2は正定値計量 (リーマン計量)であることが分
かる。部分多様体M が時間的であるとは誘導計量が指数１の非退化計量、M が光的であると
は退化次数 1の退化した半正定値計量となる場合である。
泉屋ら [6]は曲面の時間的法線写像 e : U −→ Hn

+(−1)を用いて光錐ガウス像L±(u) = X(u)+

e(u)を定義した。このとき光錐ガウス像の微分写像（型作用素）の固有値の積によって光的ガ
ウス曲率が定義される。光錐ガウス像の特異点は光的ガウス曲率 0の点と対応する。一方ベク
トルv ∈ LC∗をパラメータにとるローレンツ計量に関する光錐高さ関数族H : U ×LC∗ −→ R,

H(u, v) = hv(u)を定義することができる。N が双曲空間、ド・ジッター空間のいずれかとき、
N とR

n+1
1 の光的超平面との共通部分は多様体となり、ホロ超球面と呼ばれる。ホロ超球面の

型作用素は恒等的に消えていることが分かる。
さて n = 3の場合について、ジェネリックな曲面Xの光錐ガウス像に現れる特異点はカス
ピダルエッジ型とスワローテイル型がある。ここで写像芽 f : (R2, a) −→ (R3,b) がカスピダ
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ルエッジ型であるとは原点における写像芽 g(x, y) = (x, y2, y3)とA-同値であるときで、f がス
ワローテイル型であるとは g(x, y) = (3x4 + x2y, 4x3 + 2xy, y)とA-同値であるときを言う。ス
ワローテイル型は孤立特異点で、２方向にカスピダルエッジ型に分岐し、その像に自己交差を
持つ。

定理 3.1 ([6]). Xを 3次元双曲空間Hn
+(−1)のジェネリックな空間的超曲面のパラメーターと

する。このとき曲面上の放物点の集合は正則曲線をなし、どちらか一方の主曲率は 0ではない。
光錐ガウス像に現れる特異点は高々カスピダルエッジ型とスワローテイル型のみである。この
時 hv(u)は夫々原点における関数芽 h(x, y) = x2 + y3, h(x, y) = x2 ± y4 とK-同値になる。

尚、一般的な次元でのA-同値類による分類はルジャンドルはめ込み芽のルジャンドル安定
性、または高さ関数族のK-普遍性を必要とする (ここでは単に安定性と呼ぶことにする)。次元
が十分高くなると現れる特異点のA-同値類が実数パラメータを持つまでに多くなる ([1]参照)。
一方、双曲空間内での特異点論を用いた研究はド・ジッター空間の空間的超曲面においても
適用できる。

定理 3.2 ([10]). 3次元ド・シッター空間 S3
1 のジェネリックな空間的超曲面の光錐ガウス像に

ついても高々カスピダルエッジ型とスワローテイル型の特異点が存在する。

一方、多様体M ⊂ N の余次元 rが 2以上の場合法線方向は自由度を持つため一方向に定ま
らないが、M上の各点から距離が一定の法方向の軌跡を考えることで管状超曲面を構成するこ
とができる。[8]では双曲空間内の部分多様体の空間的管状曲面が構成されている。
余次元 rの空間的部分多様体M はX : U −→ N でパラメータ付けされているとする。曲
面上の各点 pにおける単位法方向はパラメータ μをつけて e(u, μ)と書く、ただし e(u, μ)は平
行条件 ∂e(u, μ)/∂ui ∈ TpM を満たすものとする。e(u, μ)が時間的 (または空間的)なとき、空
間的 (時間的)管状超曲面はそれぞれ X̄s

CM(u, μ) = cosh θX(u) + sinh θe(u, μ), X̄t
CM(u, μ) =

cos θX(u) + sin θe(u, μ) で与えられる。管状超曲面そのものは特異点を持つ場合があり、その
条件は空間的部分多様体の法方向 e(u, μ)に関する主曲率の値と管状超曲面の半径を表すパラ
メータ θと関係する。ここでは管状超曲面そのものの特異点を避けるために管状超曲面が正則
になるように制限をしておく。
空間的管状超曲面には光錐ガウス写像・ガウス曲率が定められるが、空間的部分多様体は法方
向 e(u, μ)に関する型作用素の固有値によって主曲率が定められる。両者には次の関係がある。

命題 3.3 ([11]). 空間的管状超曲面の光錐ガウス像に特異点を持つ（光的ガウス曲率が 0にな
る）必要十分条件は空間的部分多様体のある光的法方向 e(u, v)に関する光的主曲率が 0になる
ことである。特に光錐ガウス像の corankは部分多様体の光的主曲率 0の重複度に一致する。

一方、時間的管状超曲面については [9]からド・ジッター=ガウス像やド・ジッターガウス曲
率・主曲率が定義されている。空間的部分多様体の時間的法方向 e(u, μ)についても同様に考え
ることができる。

命題 3.4 ([12]). 時間的管状超曲面のド・ジッター=ガウス像に特異点が存在する必要十分条件
は対応する空間的部分多様体のある空間的法方向 e(u, v)に関する主曲率のひとつが tan θの値
をとることである。特にド・ジッター=ガウス像の corank はこの主曲率の重複度に一致する。
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今後の研究課題としている光的曲面についてはこれまでの方法は通用しない。その理由の一
つが光的曲面M の計量は光的な（退化する）方向と空間的な方向が存在することである。曲
面にそった光的な曲線 γ(t) : I −→ M を伸ばすと、誘導計量におけるこの曲線の長さは消えて
しまうことがすぐに分かる。しかしながら

√||γ′′(t)|| (γ′′(t)は二階導関数) の積分で定義され
る曲線の光的長さはパラメータ tの取り方によらないことが知られている。ロメロ・フスター
ら [14]は 3次元ユークリッド空間内の曲面N からド・ジッター空間への光的曲面M を構成し、
M の光的長さがN のメビウス変換に関して不変になることを示している。
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1

, ,

. , , . ,

, .

, .

, G = (V (G), E(G)) V (G) E(G) , x, y ∈ V (G)

, x y , {x, y} ∈ E(G) . , x, y ∈ V (G)

{x, y} ∈ E(G) , x ∼ y . x ∈ V (G) degx x

. , deg x = #{y|y ∼ x} . ,

, V (G) .

.

Z , V (Z) = Z , . , n ∼ m

|n−m| = 1 . , , Z

.

G . , G −ΔG

(−ΔGψ)(x) :=
1

degx

∑
y∼x

{ψ(x)− ψ(y)}, ψ ∈ �2(V (G))

.

�2(V (G)) = {ψ;V (G) → C |
∑

x∈V (G)

|ψ(x)|2degx < ∞}

〈ψ, φ〉 =
∑

x∈V (G)

ψ(x)φ(x)degx

. G −ΔG , G

. −ΔG .
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, (a) (e1, e2)

. , 1(b) . 1(b) G0 ,

V (G0) = Z2 × {0, 1} = {(m,n, s) | (m,n) ∈ Z2, s ∈ {0, 1}}

E(G0) = {{x, y} | x ∼ y}
, (m,n, s) ∈ V (G0) , s = 0 (m,n) , s = 1 (m,n) .

, x ∼ y .

(i) x = (m,n, 0) ⇒ y = (m,n, 1), y = (m,n− 1, 1), y = (m− 1, n, 1),

(ii) x = (m,n, 1) ⇒ y = (m,n, 0), y = (m,n+ 1, 0), y = (m+ 1, n, 0)

{me1 + ne2 + se3 | (m,n, s) ∈ Z2 × {0, 1}} −→ Z2 × {0, 1}

∈ ∈

me1 + ne2 + se3 �−→ (m,n, s)

, G0 . −ΔG0 σ(−ΔG0) ,

σ(−ΔG0) = [0, 2]

.

2

G0 .

G0 . , x0 = (0, 0, 0) ∈ V (G0)

G1 . , .

G1 = (V (G1), E(G1)) .

V (G1) ⊂ G0 × {0, 1}

V (G1) = {(x, 0) | x ∈ G0} ∪ {(x0, 1)}.

deg(x0, 1) = 1

deg(x, 0) =

{
3, x �= x0

4, x = x0
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.

(x0, 1) ∼ (x0, 0) , (x, 0) ∼ (y, 0) , x ∼ y .

, {(x, 0) | x ∈ G0} G0 , G0 , x ∈ V (G0)

(x0, 0) ∈ V (G1) (x0, 1) ∈ V (G1) .

1 G1 −ΔG1 , .

σ(−ΔG1) = [0, 2].

, , .

, , . ,

G0 Z2 , ,

, . ,

,

, . G1 , .

, G0 .

(i) , .

G0 G100 ,

V (G100) = {(x, s) | x ∈ V (G0), s ∈ {0, 1}}
. ,

σ(−ΔG100
) =

[
0,

3

4

]
∪
[
5

4
, 2

]
.

(ii) , V (G0) 25%, 50%, 75% G0 0%, G100 100%
.)

(a)50%
50% , ,

G
(0)
50 . G

(0)
50 G0 . ,

σ(−Δ
G

(0)
50

) =

[
0,

1

2

]
∪ {1} ∪

[
3

2
, 2

]

, −Δ
G

(0)
50

.

, G
(1)
50 G

(2)
50 . , FIG2(a1),(a2) ,

.

, . FIG2(b1), (b2)

, −Δ
G

(1)
50

, −Δ
G

(2)
50

.

(b)25%, 75%

25% 75% (a) ,
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Dynamical construction
of numerical Kähler-Einstein metric

on toric del Pezzo surfaces

The 9th Mathematics Conference for Young Researchers

Graduate school of science, Osaka university

Homare TADANO∗

Abstract
In this note we give explicit numerical solutions for the Kähler-Einstein equation

on three points blowing-up CP2#3CP2 of the complex projective plane. This note
is based on a joint work with Professor Toshiki Mabuchi.

Let X be a del Pezzo surface, i.e., a compact connected complex surface with c1(X) >
0. For each Kähler form ω in the anticanonical class of X, we have the corresponding
Ricci form Ric(ω) cohomologous to ω. Then ω is said to be a Kähler-Einstein form if
it satisfies the following Kähler-Einstein equation:

(1) Ric(ω) = ω.

Let �j := �̄j \ ∂�j be the interior of �̄j, where �̄j is the compact convex polygon in
R2 = {(u, v)} defined by

�̄j :=

⎧⎪⎨⎪⎩
{(u, v) ∈ R2 : u + v � 1, u � −1, v � −1}, j = 1,

{(u, v) ∈ R2 : |u| � 1, |v| � 1}, j = 2,

{(u, v) ∈ R2 : |u + v| � 1, |u| � 1, |v| � 1}, j = 3.

For each �̄j as above, by setting �̄j ∩Z2 = {a0,a1, · · · ,aN} and ai = (a1
i , a

2
i ), 0 � i � N ,

we define

Xj := closure of
{[

z
a1
0

1 z
a2
0

2 : · · · : z
a1

N
1 z

a2
N

2

]
: (z1, z2) ∈ (C∗)2

}
in CPN .

Then Xj is called a toric projective variety with a convex polytope �̄j. It is known
that Xj, j = 1, 2, 3, are biholomorphic to

(2) CP2 (j = 1), CP1 × CP1 (j = 2), CP2#3CP2 (j = 3).

In the 1980s, Siu [4] and Tian-Yau [5] proved that CP2#3CP2 admits a Kähler-Einstein
metric. Every toric del Pezzo surface which admit a Kähler-Einstein metric is one of
the (2) above. Since the Fubini-Study metric is already known as a typical Kähler-

Einstein metric, we here consider a Kähler-Einstein metric on X3 � CP2#3CP2. Note
that K := S1 × S1 = {(s, t) ∈ C2 : |s| = 1, |t| = 1} acts on X3 by

(3) (s, t) · [ζ0 : ζ1 : · · · : ζ6] = [s−1tζ0 : tζ1 : s−1ζ2 : ζ3 : sζ4 : t−1ζ5 : st−1ζ6].

∗h-tadano@cr.math.sci.osaka-u.ac.jp
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The image of a moment map μ : X3 → R2 under this action (3) is the convex polytope
�̄3 above.

toric projective variety X3

−→

v

u

O

convex polytope �̄3

1

1

−1

−1moment map

μ

We consider a Kähler-Einstein form ω on X3 in the class 2πc1(X3) invariant under the
action of K = S1 × S1 and D6, where D6 denotes the dihedral group of order 12. Such
invariance is obtained by the uniqueness theorem of [1]. As shown in [2], the Einstein
equation (1) on X3 is reduced to the following real Monge-Ampère equation on �̄3:

(MA)

⎧⎪⎨⎪⎩ det

(
Hvv − 1

3
u2 Huv + 1

3
uv

Huv + 1
3
uv Huu − 1

3
v2

)
= H − uHu − vHv on �3,

H − uHu − vHv = 0 on ∂�3,

where H is an analytic function defined on �̄3 obtained from a Kähler potential of ω.

Main Theorem A. We have an explicit super-solution H = H(u, v) and sub-solution
H = H(u, v) defined on �̄3 satisfying

H(u, v) � H(u, v) � H(u, v) on �̄3, max
(u,v)∈�̄3

(
H(u, v) − H(u, v)

)
< 0.00001,

where H = H(u, v) is the solution of (MA).

We can not distinguish between the super-solution and the sub-solution:

Figure : (Left) The super-solution. (Right) The sub-solution.
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By D6-invariability of H, we only consider on the closed domain

D := {(u, v) ∈ �̄3 : u � 0, 0 � v}.

To obtain a better numerical solution for (MA), we set a lattice coordinate on D as follows:

η

u

v

↔
O

1

−1

1

−1

Here η is a interval of a lattice coordinate. By approximating (MA) on the diagonal
line, we also have some recurrence relations which allow us to obtain a better numerical
solution for (MA):

Main Theorem B. A better numerical solution for (MA) can be obtained by a dynam-
ical construction using recurrence relations.
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Voros Borel

∗

1

Voros

, Voros Borel . Voros [5] . Voros

Borel parametric Stokes phenomena Schrödinger

WKB Stokes ([2], [3], [4]). Voros Borel

Stokes . Stokes

([1]). Stokes

Voros Borel . .

, [1] .

2 Large parameter Voros

a, b, c ∈ C3 :

x(1− x)
d2w

dx2
+ (c− (a+ b+ 1)x)

dw

dx
− abw = 0 (2.1)

η a = 1/2 + ηα, b = 1/2 + ηβ, c = 1+ ηγ . α, β, γ

. , ψ = x
1
2+

ηγ
2 (1− x)

1
2+

η(α+β−γ)
2 w

: (
− d2

dx2
+ η2Q

)
ψ = 0. (2.2)

Q = Q0 + η−2Q1 ,

Q0 =
(α− β)2x2 + 2(2αβ − αγ − βγ)x+ γ2

4x2(x− 1)2
, Q1 = − x2 − x+ 1

4x2(x− 1)2
. (2.3)

. (2.2) WKB

ψ± =
1√
Sodd

exp(±
∫ x

ak

Sodd dx) (2.4)

. , Sodd (2.2) Riccati dS
dx + S2 = η2Q η−1

S =
∑∞

h=−1 η
−hSh , ak (k = 0, 1) (2.2) , Q0

. (2.2) (bj , a0) (j=0,1,2) Voros

Vj = Vj(α, β, γ) :=
1

2

∫ a0

bj

(Sodd − ηS−1)dx,

. bj (j = 0, 1, 2) , b0 = 0, b1 = 1, b2 = ∞ .

Sodd ηS−1 0 , Vj (j = 0, 1, 2) η−1

. Vj (j=0,1,2) a0 WKB 0, 1,∞
.
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ψ± =
1√
Sodd

exp

(
±
∫ x

a0

Sodddx

)
, ψ

(j)
± =

1√
Sodd

exp

(
±
∫ x

j

(Sodd − ηS−1)dx± η

∫ x

a0

S−1dx

)
ψ
(j)
± = exp(±Vj)ψ± . Voros Vj

2.1. (h, a0) (h = 0, 1, 2) Voros Vj :

V0 =
1

2

∞∑
n=2

Bn

n(n− 1)
η1−n

{
(1− 21−n)

(
1

αn−1
+

1

βn−1
+

1

(γ − α)n−1
+

1

(γ − β)n−1

)
+

2

γn−1

}
,

V1 =
1

2

∞∑
n=2

Bn

n(n− 1)
η1−n

{
(1− 21−n)

(
1

αn−1
+

1

βn−1
− 1

(γ − α)n−1
− 1

(γ − β)n−1

)
+

2

(α+ β − γ)n−1

}
,

V2 =
1

2

∞∑
n=2

Bn

n(n− 1)
η1−n

{
(1− 21−n)

(
1

αn−1
− 1

βn−1
− 1

(γ − α)n−1
+

1

(γ − β)n−1

)
− 2

(β − α)n−1

}
.

Bn Bernoulli :

tet

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
tn

3 Stokes graphs

(2.2) Stokes β, α, γ . ah (h = 0, 1)

Stokes

Im

∫ x

ah

√
Q0 dx = 0

. Stokesk . a0, a1,

Stokes 0, 1,∞ Stokes .

α, β, γ Ej (j = 0, 1, 2) :

E0 = {(α, β, γ) ∈ C3 | α · β · γ · (α− β) · (α− γ) · (β − γ) · (α+ β − γ) �= 0}, (3.1)

E1 = {(α, β, γ) ∈ C3 | Reα · Reβ · Re(γ − α) · Re(γ − β) �= 0}, (3.2)

E2 = {(α, β, γ) ∈ C3 | Re(α− β) · Re(α+ β − γ) · Reγ �= 0}. (3.3)

(α, β, γ) E0 , 2 a0, a1 a0, a1 �= 0, 1,∞ .

, (α, β, γ) E1 ∪ E2 , Stokes .

(α, β, γ) E0 ∪ E1 ∪ E2 . Stokes 0, 1,∞
Stokes n̂ = (n0, n1, n2) ( Stokes ) .

α, β, γ ωk (k = 1, 2, 3, 4) :

ω1 = {(α, β, γ) ∈ C3 | 0 < Reα < Reγ < Reβ}, ω2 = {(α, β, γ) ∈ C3 | 0 < Reα < Reβ < Reγ < Reα+Reβ},
ω3 = {(α, β, γ) ∈ C3 | 0 < Reγ < Reα < Reβ}, ω4 = {(α, β, γ) ∈ C3 | Reγ − Reβ < Reα < 0}.

, Q ιj (j = 0, 1, 2) :

ι0 : (α, β, γ) �→ (β, α, γ),

ι1 : (α, β, γ) �→ (γ − α, γ − β, γ),

ι2 : (α, β, γ) �→ (−α,−β,−γ).

G ιj (j = 0, 1, 2) , Πk :

Πk =
⋃
r∈G

r(ωk) (k = 1, 2, 3, 4). (3.4)

Stokes .
3.1. Stokes n̂

(1) (α, β, γ) ∈ Π1 n̂ = (2, 2, 2) . (2) (α, β, γ) ∈ Π2 n̂ = (4, 1, 1) .

(3) (α, β, γ) ∈ Π3 n̂ = (1, 4, 1) . (4) (α, β, γ) ∈ Π4 n̂ = (1, 1, 4) .
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3.2. Re γ > 0 , α-β ωk Πk 3.1 .
Reβ Reβ

ω4 ω1 ω3

Π4 Π1 Π3

ω2

Π1 Π2 Π1

Π3 Π1 Π4

3.1

⇒

, 3.1 ω4 ω1 Voros

Borel . ω1, ω4 Stokes 3.2

.
(α, β, γ) = (−0.1, 2, 1) (0 + εi, 2, 1) (0.1, 2, 1)

ω4 ω1

a0 a10 1 0 1
a0

a1
0 1

a0

a1

n̂ = (1, 1, 4) (2, 2, 2)

3.2

, , ε > 0 . 3.2

Stokes .

4 Voros Borel

ω1 ω4 Voros Borel , . V 1
j (resp. V 4

j )

ω1 (resp. ω4) Voros Borel (j = 0, 1, 2).

4.1. ω1 (resp. ω4) Voros Vj Borel V 1
j (resp. V 4

j )

:

V 1
0 =

1

2
log

Γ( 12 + (β − γ)η)Γ2(γη)ααηββη(γ − α)(γ−α)ηη

Γ( 12 + αη)Γ( 12 + βη)Γ( 12 + (γ − α)η)(β − γ)(β−γ)ηγ2γη−1
,

V 4
0 =

1

2
log

Γ( 12 + (−α)η)Γ( 12 + (β − γ)η)Γ2(γη)ββη(γ − α)(γ−α)ηη

Γ( 12 + βη)Γ( 12 + (γ − α)η)(−α)−αη(β − γ)(β−γ)ηγ2γη−12π
,

V 1
1 =

1

2
log

Γ( 12 + (γ − α)η)Γ2((α+ β − γ)η)ααηββη(β − γ)(β−γ)ηη

Γ( 12 + αη)Γ( 12 + βη)Γ( 12 + (β − γ)η)(γ − α)(γ−α)η(α+ β − γ)2(α+β−γ)η−1
,

V 4
1 =

1

2
log

Γ( 12 + (−α)η)Γ( 12 + (γ − α)η)Γ2((α+ β − γ)η)ββη(β − γ)(β−γ)ηη

Γ( 12 + βη)Γ( 12 + (β − γ)η)(−α)−αη(γ − α)(γ−α)η(α+ β − γ)2(α+β−γ)η−12π
,

V 1
2 =

1

2
log

Γ( 12 + βη)Γ( 12 + (γ − α)η)Γ( 12 + (β − γ)η)ααη(β − α)2(β−α)η−1

Γ( 12 + αη)Γ2((β − α)η)ββη(γ − α)(γ−α)η(β − γ)(β−γ)ηη
,

V 4
2 =

1

2
log

Γ( 12 + (−α)η)Γ( 12 + βη)Γ( 12 + (γ − α)η)Γ( 12 + (β − γ)η)(β − α)2(β−α)η−1

Γ2((β − α)η)(−α)αηββη(γ − α)(γ−α)η(β − γ)(β−γ)η2πη
.
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Voros Borel V 1
0 V 4

0 . Voros Borel V 4
0 ω1

. V 1
0 . Im α > 0 , V 4

0 .

V 4
0 =

1

2
log

Γ( 1
2
+ (β − γ)η)Γ( 1

2
+ (−α)η)Γ(γη)2(γ − α)(γ−α)ηββηη

Γ( 1
2
+ (γ − α)η)Γ( 1

2
+ βη)(β − γ)(β−γ)η(−α)−αηγ2γη−12π

=
1

2
log

Γ( 1
2
+ (β − γ)η)Γ( 1

2
+ (−α)η)Γ(γη)2(γ − α)(γ−α)ηββηη

Γ( 1
2
+ (γ − α)η)Γ( 1

2
+ βη)(β − γ)(β−γ)η(α)−αηγ2γη−12π

+
αηπi

2
.

V 4
0 ω1 V 1

0 :

V 1
0 − V 4

0 = −1

2
log

Γ( 12 + αη)Γ( 12 − αη)

2π
− αηπi

2

=
1

2
log(e−2αηπi + 1).

4.2. V 4
0 ω1 V 1

0 .

Γ(
1

2
+ t)Γ(

1

2
− t) =

π

cosπt
, cos t =

eit + e−it

2
.

Im α < 0 , V 4
0 .

V 4
0 =

1

2
log

Γ( 1
2
+ (β − γ)η)Γ( 1

2
+ (−α)η)Γ(γη)2(γ − α)(γ−α)ηββηη

Γ( 1
2
+ (γ − α)η)Γ( 1

2
+ βη)(β − γ)(β−γ)η(α)−αηγ2γη−12π

− αηπi

2
.

V 4
0 ω1 V 1

0 :

V 1
0 − V 4

0 =
1

2
log(e2αηπi + 1).

ω1 ω4 Voros Borel , .

4.3. Voros Borel V 1
j V 4

j (j = 0, 1, 2.) :

(1) Im α > 0 , :

V 4
h = −1

2
log(e−2αηπi + 1) + V 1

h .

(2) Im α < 0 , :

V 4
h = −1

2
log(e2αηπi + 1) + V 1

h .

Voros Borel .
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D1 ∗

1

X 2 X (dyadic subbase) S

ω × 2 (ω 1 ) S = {Sn,i ; n < ω, i < 2} Sn,0, Sn,1

ω

S ⋂
k<n

Sk,σ(k) �= ∅, ∀n < ω, ∀σ : n → 2. (1.1)

Sn,⊥ = X\(Sn,0 ∪ Sn,1) “⊥”⋂
k<n

Sk,σ(k) �= ∅, ∀n < ω, ∀σ : n → {0, 1,⊥} (1.2)

1.1. [0, 1]

Sn,0 :=
⋃
k<ω

(
4k − 1

2n+1
,
4k + 1

2n+1

)
∩ [0, 1],

Sn,1 :=
⋃
k<ω

(
4k + 1

2n+1
,
4k + 3

2n+1

)
∩ [0, 1].

(1.3)

1.1

2

X S T := {0, 1,⊥} {∅, {0}, {1}, {0, 1},T}
T ⊥ � 0,⊥ � 1 0 1 �

Tω T

X Tω φS

φS : X → Tω, φS(x)(n) = i ⇔ x ∈ Sn,i. (2.1)

∗ tsukamoto@i.h.kyoto-u.ac.jp
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φS(x)(n) 0 1 ⊥

X x ⊥ω = (⊥,⊥, . . . ) φS(x)(n) ∈ {0, 1} n < ω ⊥
0, 1 φS(x) ⊥

0, 1 KS

KS := {φS(x)|n ∈ Tω ; x ∈ X,n < ω}. (2.2)

σ ∈ Tω σ|n
σ|n(k) :=

{
σ(k) (k < n)
⊥ ( )

Tω KS KS

DS := {σ ∈ Tω ; ∀n < ω, σ|n ∈ KS}. (2.3)

φS DS

2.1. DS φS (DS , φS) X S

DS

LS := DS\KS , (2.4)

MS : LS (2.5)

DS X

X MS X 1.1 φS(X) = MS

X X MS MS KS

X MS S

DS = Tω MS = ∅

3

3.1.

2

Prime integer topology

3.2. N (0 �∈ N) (pn)n<ω := (3, 5, 7, 11, 13, . . .) N

S = {Sn,i;n < ω, i < 2}

Sn,0 :=
{
(a− 1)pn + b ; a, b ∈ X, 0 < b <

pn
2

}
,

Sn,1 :=
{
(a− 1)pn + b ; a, b ∈ X,

pn
2

< b < pn

}
.

(3.1)

N S P2 S (N,P2)
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3.3. (N,P2)

3.4. p n n ≥ p p n+ 1, . . . , n+ p p

. 3.4⇒ 3.3 2 x, y (x < y)

(i) 2x ≤ y y p 3.4

y < lpn ≤ y + p ≤ 2y, pn > p

pn l p pn > y l = 1, pn < 2y

0 < x < pn/2 < y < pn x ∈ Sn,0, y ∈ Sn,1 x, y

(ii) x < y < 2x 2(y−x) p p ≤ 2(y−x) < 2x 3.4

2x < lpn ≤ 2x+ p ≤ 2y, pn > p

pn l lpn = 2y p = 2

2x+ 1 2 lpn < 2y

p pn > 2(y − x)

(l − 1)pn < 2x < lpn < 2y < (l + 1)pn

l x ∈ Sn,1, y ∈ Sn,0 l x ∈ Sn,0, y ∈ Sn,1

x, y

. 3.4

p p n 2
(
n+p
p

)
p(

n+p
p

)(
n+p
p

)
p p n < 2p n p

n+ p > 1.5n “∀n ≥ 8, n < ∃p′ < 1.5n, p′ :

prime” p

3.4

[OTY] Ohta, H., Tsuiki, H., Yamada, S., independent subbases and non-redundant codings of separable

metrizable spaces, Topology and its Applications, vol.158, p.1–14, Elsevier Science (2011).
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2次形式に付随する指標和について
橋口啓伍（室蘭工業大学大学院数理システム工学専攻）

概要 正の整数 N を法とするディリクレ指標 χと n次半整数行列 A に対

し，

h(A, χ) =
∑

U∈SLn(Z/NZ)

χ(tr(A[U ]))

と定義する．ここでは，A[U ] = tUAU とする．

今まではh(A, χ)の明示公式がn = 2のとき，H. Katsurada, Y. Mizuno[J.London
Math. 85(2012), 455-471]によって求められている．
今回は n = 3で，N が奇素数 pのとき h(A, χ)の明示公式を求める．

1．準備と主結果

Ln := {(aij)n×n| aij ∈ 1
2Z, aii ∈ Z, aij = aji}を Z上の n次半整対称行列の

集合とする．

また，χ : Z → Cが整数 N を法とするディリクレ指標とは

(1) χ(mn) = χ(m)χ(n) for ∀m,n ∈ Z

(2) m ≡ n(mod N) ⇒ χ(m) = χ(n)
(3) χ(m) �= 0 ⇔ (m,N) = 1
の 3つの条件を満たすものである．
A ∈ Ln とN を法とするディリクレ指標 χに対して，

h(A, χ) =
∑

U∈SLn(Z/NZ)

χ(tr(tUAU))

と定義する．ここで，一般に可換環 Rに対して

SLn(R) := {A ∈ Mn(R)| det A = 1}

である．

n = 1，つまり A ∈ L1のときは A = (a)1×1であり，h(A,χ) = χ(a)となる．
n = 2のときは H. Katsurada, Y. Mizuno[1]によって求められ，次の結果が
得られている．
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定理 1.1 A ∈ L2 かつ det A �= 0とする．
pを素数とする．χ を pを法とする原始ディリクレ指標とする．

(1) χ(−1) = −1を仮定すると，h(A,χ) = 0となる．
(2) χ(−1) = 1を仮定すると，

h(A,χ) = (1 + (
4 det A

p
))(1 − (

−1
p

)p−1)p2(
−1
p

)χ̃(4 det A)

となる．ここで，χ̃は χ = χ̃2となるような指標で，(∗p )はルジャンドル記号
である．

n = 3で，N が奇素数 pのときの h(A,χ)の明示公式を求めるため，次の記
号を用意する．

pを法とする原始指標 χ0 を以下のように定義する．

αを pを法とする原始根とするとき，

c ∈ Z, c �≡ 0(mod p)は
c ≡ αr(mod p)と書ける．
このとき，χ0(c) = ζr

p−1 と定義する．

ここで，ζm = exp ( 2πi
m )である．

また，3乗剰余記号を (αr

p )3 = ζr
3 と定義する．

さらに，pを法とする 2つのディリクレ指標 η1, η2 に対してヤコビ和 J(η1, η2)
を,

J(η1, η2) =
p−1∑
y=0

η1(y)η2(1 − y)

と定義する．このとき，以下の主定理が成立する．

定理 1.2 A ∈ L3 かつ det A �= 0とする．
(1)p ≡ 1(mod 3)とする．
(1.1)χ = χs

0 かつ s �≡ 0(mod 3) のとき
h(A,χ) = 0となる．
(1.2)χ = χ3s

0 のとき，χ̃ = χs
0 とおく．χ2 が単位指標でないとする．

h(A,χ) = p3(p2 − 1){
2∑

j=0

χ̃(j)(−4 detA)J(χ̃(j), χ̃(j)2)}

となる．ここで，χ̃(j)(u) = χ̃(u)(u
p )j

3(j = 0, 1, 2)である．
(2)p ≡ 2(mod 3) とする．χ2 が単位指標でないとする．

h(A,χ) = p3(p2 − 1)χ̃(4 det A)χ̃(−1)J(χ̃, χ̃2)
ここで χ̃=χr（rは 3r ≡ 1(mod (p − 1))となるような値）である．
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2．応用

前節の主結果はジーゲル・カスプ形式に付随するKoecher − Maass級数に

応用される．

シンプレクティック群（Symplectic group）Spn(Z)，およびジーゲル上半空
間Hn を次のように定義する．

Spn(Z) := {U ∈ GL2n(Z)| tUJnU = Jn, Jn =

(
0n 1n

−1n 0n

)
}

Hn := {Z = X + iY ∈ Mn(C)| tZ = Z, ImZ = Y > 0}

ここで，0n は n次零ベクトル，1n は n次単位ベクトルである．

F (Z) : Hn → Cが Spn(Z)に関する重さ kのジーゲル・カスプ形式であると

は，次を満たすものをいう．

(1)F ((AZ + B)(CZ + D)−1) = det(CZ + D)kF (Z)

∀
(

A B

C D

)
∈ Spn(Z)

(2)F (Z)は次のフーリエ展開をもつ．

F (Z) =
∑

A∈Ln(Z)>0

cF (A) exp(2πitr(AZ))

ここで，Ln(Z)>0 := {A ∈ Ln(Z)| A : a positive definite}である．

F (Z)とディリクレ指標 χに対して 2つのKoecher − Maass級数を

L(s, F, χ) =
∑

A∈Ln(Z)>0/SLn,N (Z)

cF (A)χ(tr(A))
eN (A)(detA)s

L∗(s, F, χ) =
∑

A∈Ln(Z)>0/SLn(Z)

cF (A)χ(det(2A))
e(A)(det A)s

と定義する．ここで，

SLn,N (Z) := {U ∈ SLn(Z)| U ≡ 1n(mod N)}
eN (A) := �{U ∈ SLn,N (Z)| tUAU = A}
e(A) := �{U ∈ SLn(Z)| tUAU = A}である．

L(s, F, χ)は Y.Choie,W.Kohnen[2]によって導入され，その整数論的性質は
よく知られている．しかし，その明示公式を求めるのは一般に難しい．一方，
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L∗(s, F, χ)の明示公式は比較的容易に求められる場合が多い．
そこで，L(s, F, χ)を L∗(s, F, χ)を用いて表すことを目標とする．まず，次
が成り立つ．

命題 2.1

F (Z)を Spn(Z)に関する重さ kのジーゲル・カスプ形式とする．

L(s, F, χ) =
∑

A∈Ln(Z)>0/SLn(Z)

cF (A)h(A,χ)
e(A)(det A)s

これに定理 1.2の指標和 h(A,χ)の結果を適用すると，次が成り立つ．

定理 2.2

F (Z)を Sp3(Z)に関する重さ kのジーゲル・カスプ形式とする．

(1)p ≡ 1(mod 3)とする．
(1.1)χ = χs

0 かつ s �≡ 0(mod 3) のとき
L(s, F, χ) = 0
(1.2)χ = χ0

3s のとき，χ̃ = χs
0 とおく．このとき，

L(s, F, χ) = p3(p2 − 1)
2∑

j=0

J(χ̃(j), χ̃(j)2)χ̃(j)(−2)L∗(s, F, χ̃(j))

となる．

(2)p ≡ 2(mod 3) のとき

L(s, F, χ) = p3(p2 − 1)χ̃(−2)J(χ̃, χ̃2)L∗(s, F, χ̃)

となる．

参考文献

[1] H.Katsurada and Y.Mizuno, Linear dependence of certain L-values of
half-integral weight modularforms, J.London Math. 85(2012), 455-471

[2] Y.Choie and W.Kohnen, Special values of Koecher-Maass series of
Siegel cusp forms, Pacific J.Math. 198(2001), 373-383
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擬トーリック多様体の直積分解の一意性

畑中　美帆

まず、次の 2つの問題を考える。

問題 1

任意の整数 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l に対して Xi, Yj をコンパクトで既約な微分可能多様体とする。この時、

X1 × · · · × Xk と Y1 × · · · × Yl が微分同相であれば、k = l であり、対称群 Sk のある元 σ が存在し、Xi が

Yσ(i) と微分同相になるか。

問題 2 (cancellation)

X,Y, Z をコンパクトで既約な微分可能多様体とする。X ×Z と Y ×Z が微分同相であれば、X と Y は微分

同相か。

ここで、微分可能多様体が既約というのは、これ以上他の多様体の直積に分解できないことをいう。

問題 1はあるコンパクトな微分可能多様体がコンパクトで既約な微分可能多様体の直積になる時、その直積

分解は一意的であるかどうかという問題で、問題 2は cancellation問題とよばれていて、問題 1が成り立てば

問題 2も成り立つ。しかし、Charlapにより、あるコンパクトで平坦な多様体 X と Y で X × S1 と Y × S1

が微分同相でかつ X と Y が微分同相でないものが存在することが示された [1]。このことから問題 1と 2は

成り立たないことがわかる。そこで、問題 1はどんな多様体の範疇で成り立つのかという問題が自然に出てく

る。今回はその多様体の範疇を調べ、問題 1と 2の部分的肯定的結果について紹介する。

次の定理と系は問題 1と 2の部分的肯定的結果の一つである [2]。

定理 1 (S.Choi, M.Masuda, and S.Oum)

任意の整数 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l に対して Xi, Yj を実 Bott 多様体とする。この時、X1 × · · · × Xk と

Y1 × · · · × Yl が微分同相であれば、k = lであり、対称群 Sk のある元 σ が存在し、Xi が Yσ(i) と微分同相に

なる。

系 1 (cancellation)

X,Y, Z を既約な実 Bott多様体の有限個の直積とする。この時X ×Z が Y ×Z と微分同相であればX と Y

が微分同相になる。

ここで、実 Bott多様体について紹介する。次の列を高さ nの実 Bottタワーという。

Bn
πn→ Bn−1

πn−1→ · · · π2→ B1
π1→ B0 = {point}

ここで、πi; Bi → Bi−1 は Bi−1 上の 2つの実直線束のホイットニー和の射影化、つまり RP 1 束である。こ

のことから、上の実 Bottタワーは RP 1 束の列と考えることができる。この時 Bi のことを i段目の実 Bott
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多様体という。例えば B1 は RP 1 であり、B2 は RP 1 ×RP 1 または RP 2�RP 2 となる。また、すべての iに

対して πi が自明な束である時、Bn はコンパクトトーラス、特に平坦な多様体となる。実 Bottタワーの定義

から各 iに対して Bi はコンパクトトーラスをねじったようなものであり、平坦な多様体であることが知られ

ている。Charlapにより cancellationの反例が平坦な多様体で見つかっているが、上の定理は実 Bott多様体

という特別な平坦な多様体の範疇で cancellationが成り立つことを示している。

今回の主定理は次の定理である。

定理 2

任意の整数 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l に対して Xi, Yj を既約な複素 1か 2次元のトーリック多様体とする。この

時、X1 × · · · ×Xk と Y1 × · · · × Yl が微分同相であれば、k = lであり、対称群 Sk のある元 σ が存在し、Xi

が Yσ(i) と微分同相になる。

系 2

X,Y, Z を既約な複素 1か 2次元のトーリック多様体の有限個の直積とする。この時 X × Z が Y × Z と微分

同相であれば X と Y が微分同相になる。

トーリック多様体とは、複素 n次元のコンパクトで滑らかな代数多様体で効果的な複素トーラスの代数的作

用を持ち、この作用に関して稠密な開軌道を 1 つ持つもののことである。例えば、CP 1, CP 2,
�����������
CP 1 × CP 1,

���������
CP 2�CP 2はトーリック多様体である。ここで、CP 2 は CP 2 の向きを逆にしたものである。CP 1 × CP 1 と

CP 2�CP 2 は Hirzebruch surfacesと呼ばれている。これは CP 1 上の CP 1 束のことである。トーリック多様

体は複素 1と 2次元で微分同相に関する完全な分類が知られている。1次元のトーリック多様体は CP 1 であ

り、2 次元のトーリック多様体は CP 1 × CP 1 と CP 2�lCP 2 である。lCP 2 は CP 2 の l 個の連結和を表す。

これらの多様体の範疇で直積分解の一意性が成り立つ。

また、上の定理は擬トーリック多様体に対しても成り立つ。

定理 3

任意の整数 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l に対して Xi, Yj を既約な実 2か 4次元の擬トーリック多様体とする。この

時、X1 × · · · ×Xk と Y1 × · · · × Yl が微分同相であれば、k = lであり、対称群 Sk のある元 σ が存在し、Xi

が Yσ(i) と微分同相になる。

系 3

X,Y, Z を既約な実 2か 4次元の擬トーリック多様体の有限個の直積とする。この時 X × Z が Y × Z と微分

同相であれば X と Y が微分同相になる。

擬トーリック多様体は Davisと Januszkiewiczによって 1991年に導入された [3]。擬トーリック多様体と

は、実 2n次元のコンパクトで滑らかな多様体で効果的なコンパクトトーラスの滑らかな作用を持ち、局所的

にコンパクトトーラスの表現空間に同変微分同相で、軌道空間がある単純凸多面体になるもののことをいう。

例えば CP 1, CP 2, CP 1 × CP 1, CP 2�CP 2, CP 2�CP 2 は擬トーリック多様体である。トーリック多様体には

複素トーラス作用があるが、この作用をコンパクトトーラス作用に制限すると多くの場合に軌道空間は単純凸

多面体になる。このことから、 ほとんどのトーリック多様体は擬トーリック多様体になる。擬トーリック多

様体も実 2か 4次元で完全な分類が知られている。実 2次元の擬トーリック多様体は CP 1 であり、実 4次元

の擬トーリック多様体は kCP 2�lCP 2�m(CP 1 × CP 1)である。これらは複素 1と 2次元のトーリック多様体

を真に含んでいる。これらの多様体の範疇で直積分解の一意性が成り立つ。
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最近、石田-福川-枡田により位相的トーリック多様体が導入された [4]。位相的トーリック多様体とは、コン

パクトで滑らかな実 2n次元の多様体で滑らかな複素トーラス作用をもち、その作用が局所的に複素トーラス

の滑らかな表現空間に同変微分同相であるもののことである。位相的トーリック多様体上の複素トーラス作用

は稠密な開軌道をもち、トーリック多様体を微分可能多様体と思えば位相的トーリック多様体となる。位相的

トーリック多様体の族は擬トーリック多様体の族も含んでいる。しかし、実 6次元までは位相的トーリック多

様体の族と擬トーリック多様体の族は同じである。このことから、次の定理が成り立つ。

定理 4

任意の整数 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l に対して Xi, Yj を既約な実 2 か 4 次元の位相的トーリック多様体とする。

この時、X1 × · · · ×Xk と Y1 × · · · × Yl が微分同相であれば、k = lであり、対称群 Sk のある元 σ が存在し、

Xi が Yσ(i) と微分同相になる。

系 4

X,Y, Z を既約な実 2か 4次元の位相的トーリック多様体の有限個の直積とする。この時 X × Z が Y × Z と

微分同相であれば X と Y が微分同相になる。

参考文献

[1] L. S. Charlap, Compact flat riemannian manifolds 1, Annals of Mathematics, Second series, Vol.81,

No.1 (Jan.,1965), pp.15-30

[2] S. Choi, M. Masuda and D. Y. Suh, Rigidity problems in toric topology, a survey, Proc. Steklov Inst.

Math., 275(2011), 177-190.

[3] M. W. Davis and T. Januszkiewicz, Convex polytopes, Coxeter orbifolds and torus actions, Duke

Math. J. 62 (1991), 417-451.

[4] H. Ishida, Y. Fukukawa, and M. Masuda, Topological toric manifolds, preprint arXiv:1012.1786,2010.
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Non-normal very ample polytopes

東谷　章弘 1

大阪大学大学院・情報科学研究科

P ⊂ RN を整凸多面体、つまり、頂点の座標が全て整数であるような凸多面体と

する。また、P̃ = {(α, 1) ∈ RN+1 : α ∈ P} ⊂ RN+1 とする。さらに、有理強凸

多面錐 R≥0P̃ に含まれる整数点 (α, n) ∈ R≥0P̃ ∩ ZN+1 について、(α, n)の次数を

deg(α, n) = nとして定義する。

K を体とする。SをK上のN +1変数ローラン多項式環K[x1, x
−1
1 , . . . , xN , x−1

N , t]

とする。整数点 (a, n) = (a1, . . . , aN , n) ∈ ZN × Z≥0に対し、S のローラン単項式

xatn = xa1
1 · · · xaN

N tnを割り当てる。

d次元整凸多面体P ⊂ Rdについて、Pのトーリック環K[P ]とは、

{xatn : (a, n) ∈ Z≥0(P̃ ∩ Zd+1)}

で生成される Sの部分環のことである。一方、Pのエルハート環 EK(P)とは、

{xatn : (a, n) ∈ R≥0P̃ ∩ Zd+1}

で生成される Sの部分環のことである。

d次元整凸多面体 P ⊂ Rdについて、P (K[P ] または R≥0P̃) が正規 (normal)で

あるとは、

R≥0P̃ ∩ Zd+1 = Z≥0(P̃ ∩ Zd+1)

を満たすときに言う。一方、P (K[P] または R≥0P̃)が非常に豊富 (very ample)で

あるとは、

(R≥0P̃ ∩ Zd+1) \ Z≥0(P̃ ∩ Zd+1)

が有限集合であるときに言う。特に、正規ならば非常に豊富である。さらに、(R≥0P̃∩
Zd+1) \ Z≥0(P̃ ∩ Zd+1)の元のことをP (K[P ] または R≥0P̃)のホールと呼ぶ。

1The author is supported by JSPS Research Fellowship for Young Scientists
E-mail:a-higashitani@cr.math.sci.osaka-u.ac.jp
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ある正整数 kについて、P ⊂ Rdが k-正規であるとは、任意の正整数 n ≥ k、及

び、任意の整数点 α ∈ nP ∩ Zdについて、n個の整数点 α1, . . . , αn ∈ P ∩ Zdが存在

して、α = α1 + · · · + αnと表せるときに言う。

Pの正規性について、次の４条件の同値性は直ちに従う。

• Pは正規である。

• Pは 1-正規である。

• K[P ] = EK(P)が成立する。

• EK(P)は次数１の元で生成される。

さらに、Pの非常に豊富性について、次の３条件も同値である。

• Pは非常に豊富である。

• Pは、十分大きい整数 kについて、k-正規である。

• K[P ]の斉次極大イデアルm ⊂ K[P ]、EK(P)の斉次極大イデアル n ⊂ EK(P)

および十分大きい整数 kについて、mk = nkが成立する。

本原稿では、任意の次元について、非正規かつ非常に豊富な整凸多面体の存在に

ついて議論する。

非正規かつ非常に豊富な整凸多面体の最初の例は、[1, Example 5.5.1]において紹

介されている。その例は、５次元整凸多面体である。さらに、[2, Exercise 2.24]に

おいて、第二の例として、３次元の非正規かつ非常に豊富な整凸多面体の例も構成

されている。また、[4, Section 2]において、非正規かつ非常に豊富な３次元整凸多

面体の例の無限系列が構成されている。しかし、一般次元でのそのような整凸多面

体の例は知られていない。

著者は、３次元以上の任意の次元について、非正規かつ非常に豊富な整凸多面体

の例を構成することに成功した。次の定理は、本原稿の主定理である。

定理 1 任意の正整数 hおよび d（ただし h ≥ 1、d ≥ 3を満たす）について、非正

規かつ非常に豊富であり、h個のホールを持つような d次元整凸多面体が存在する。

実際には、次のようにして構成する。0 = (0, . . . , 0) ∈ Rdとし、e1, . . . , edを Rd

の標準基底とする。正整数 hおよび d（ただし h ≥ 1、d ≥ 3）について、次のよう
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な (2d + 6)個の整数点を定義する。

ui =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, i = 1,

ed, i = 2,

e2 + · · · + ed−1, i = 3,

h(e2 + · · · + ed−1 + ed), i = 4,

(h − 1)(e2 + · · · + ed−1) + hed, i = 5,

h(e2 + · · · + ed−1) + (h − 1)ed, i = 6,

e1 + 4ed, i = 7,

e1 + 5ed, i = 8,

e1 + e2 + · · · + ed−1, i = 9,

e1 + e2 + · · · + ed−1 + ed, i = 10,

vi = ei, i = 2, . . . , d − 1,

v′
i = ei + ed, i = 2, . . . , d − 1.

これらを用いて、d次元整凸多面体

Ph,d = conv({u1, . . . , u10} ∪ {vi, v
′
i : i = 2, . . . , d − 1})

を定義する。このとき、Ph,dは次のような性質を満たす。

• Ph,dは正規でない。実際、j = 1, . . . , hについて、

(uj, 2) = e1 + j(e2 + · · · + ed−1) + (j + 2)ed + 2ed+1

としたとき、(uj, 2) ∈ (R≥0P̃h,d ∩Zd+1) \Z≥0(P̃ ∩Zd+1) であることがわかる。

よって、Ph,dは少なくとも h個のホールを持つため、正規ではない。

• Ph,dは、次数２の他のホールを持たない。

• Ph,dは 3-正規である。つまり、次数３以上のホールを持たない。よって、Ph,d

は非常に豊富である。

ゆえに、上で定義した d次元整凸多面体Ph,dは、丁度 h個のホールを持つ非正規

かつ非常に豊富な整凸多面体であることがわかる。
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カタラン数の一般化

福川　由貴子 (大阪市立大学)

1 序

カタラン数 Cn =
1

n + 1

(
2n

n

)
には様々な解釈が知られており，現時点で少なくとも 200

を超える解釈が [1]に紹介されている．例えば，(n + 2)角形の三角形分割の個数，(n + 1)
枚の葉をもつ二分木の個数，ヤング図形 (n, n)上の標準盤の個数，(n + 1)文字の文字列へ
の二項演算の順序の入れ方などがあるが，最も有名な解釈の一つとして Dyck pathの個数
としての解釈が挙げられるだろう．自然数 nに対し，格子点の列

P = {P0 = (0, 0), P1, · · · , P2n = (n, n)}

が，各 i = 1, 2, · · · , 2nにおいて Pi の x座標 (resp. y座標)が Pi−1 の x座標 (resp. y座標)
以上であり，かつ，領域 y ≤ xにあるとき Pを Dyck pathといい，(0, 0)から (n, n)への
Dyck pathの総数は Cn に等しい．また簡単な考察からカタラン数 Cn は次の漸化式を満た

すことが知られている．

Cn =

n−1∑
i=0

CiCn−1−i 但し C0 = 1とする． (1.1)

この漸化式の証明はカタラン数をどう解釈するかによって，様々な証明を与えることがで

きる．

これ以降，任意の自然数m, nに対して格子点の列 P = {P0 = (0, 0), P1, · · · , Pm+n = (m, n)}
が，各 i = 1, 2, · · · ,m + nにおいて Pi の x座標 (resp. y座標)が Pi−1 の x座標 (resp. y座

標)以上でかつ，領域 y ≤ n
m

xにあるとき Dyck pathと呼び，その総数を C(m, n)と表す．
P. Hilton と J. Pedersen は [2] の中で (0, 0) から (kn, n) への Dyck path の総数について

触れている．
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Theorem 1.1 (Hilton-Pedersen [2]). 任意の自然数 k, nに対し，(0, 0)から (kn, n)へのDyck

pathの総数 C(kn, n)は

C(kn, n) =
1

kn + 1

(
(k + 1)n

n

)

で与えられる．

また C(kn, n)は (1.1)の拡張として

C(kn, n) =
∑

(n1,n2,··· ,nk+1)

k+1∏
i=1

C(kni, ni) (1.2)

が成り立つことにも言及している．ここで (1.2) の和は
∑k+1

i=1 ni = n − 1 を満たす非負整
数の組 (n1, n2, · · · , nk+1) 全てに渡って和をとる．（カタラン数 Cn の他の解釈についても

C(n, n)への拡張があることが知られている，例えば (kn + 2)角形の (k + 2)角形分割の個
数が C(kn, n)となる．）
自然に考えられる問題として，(0, 0) から座標が正の任意の格子点への Dyck path の

総数の数え上げの問題があるが、P. Duchon は (0, 0) から (2
, 3
) への Dyck path の総数
を [3]で記述している．

Theorem 1.2 (Duchon [3]). 任意の自然数 nに対し，(0, 0)から (2
, 3
)への Dyck pathの

総数 C(2
, 3
)は次で与えられる．

C(2
, 3
) =
5∑

i=0

1
5
 + i + 1

(
5
 + 1
n − i

)(
5
 + 2i

i

)
.

Dyck pathの数え上げに関して次章にある結果が得られた．

2 主結果

主結果を述べる前に必要な記号を定義しておく．非負整数の列 a = (a1, a2, a3, · · · )に対
して ‖ a ‖:= ∑∞

i=1 iai とおく．また自然数 m, nに対して，

A(m,n) :=
1

m + n

(
m + n

n

)

とおく．このとき、次が成り立つ．
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Lemma 2.1 (F). 任意の自然数 m, nと最大公約数 gcd(m, n) = d に対し，(0, 0)から (m, n)
への Dyck pathの総数 C(m, n)は次の漸化式を満たす．

C(m, n) =
d∑

i=1

i

d
A( i

d
m, i

d
n)C(

d − i

d
m,

d − i

d
n).

この漸化式を m = nの時に整理すると (1.1)が得られ，(m, n) = (kn, n)の時に補題の証
明をよく見ると (1.2)と同値な式であることが分かる．よってこの補題は (1.1)， (1.2)の
一般化になっている．またこの補題から次の主定理が直ちに従う．

Theorem 2.2 (F). 任意の自然数 m, nと最大公約数 gcd(m, n) = dに対し，(0, 0)から (m, n)
への Dyck pathの総数 C(m, n)は次で与えられる．

C(m, n) =
∑

a;‖a‖=d

d∏
i=1

(
1

ai!
A

ai

( i
d

m, i
d

n)

)
.

定理 2.2により，(0, 0)から任意の格子点への Dyck pathの総数が与えられた．

Corollary 2.3. 上の定理で d = 1の時，つまり (0, 0)から (m, n) (mと nは互いに素 )への
Dyck pathの総数 C(m, n)は

C(m, n) =
1

m + n

(
m + n

n

)
.
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生体分子の分子動力学に対する時系列解析

─生体分子の複雑な動きの変化とその意味─

冨士 香奈 1 関嶋 政和 2 藤崎 弘士 3 戸田 幹人 4

1 奈良女大学大学院 人間文化研究科 複合現象科学専攻

2 東京工業大学 学術国際情報センター

3 日本医科大学 物理学教室

4 奈良女子大学 理学部 物理科学科

生体分子などの多自由度な時系列データ解析において、その膨大なデータの中からいかにして必要な情報を読み

取るかは重要な問題の一つである。本研究では分子動力学法によってえられる生体分子の多自由度時系列データ

に対する解析を行った。二面角座標に対する構造解析と運動解析の結果から、安定な構造と不安定な構造それぞ

れにおいて励起される周波数領域がアミノ酸残基ごとに異なるという結果を得た。この結果は、特定の周波数領

域を励起させることによって構造遷移を引き起こすことができる可能性を示唆する。

1 はじめに

生体分子機能の発現は、非常に幅広い時空間スケー

ルに渡る現象であり、周囲の環境との相互作用により

さらに複雑である。生命活動の分子レベルでの理解を

目指し、生体分子の分子動力学 (MD)による大規模シ

ミュレーションが盛んに行われている。計算機能力の

向上に伴い、扱える時空間スケールは大幅に増加した。

近年ではミリ秒オーダーの長時間シミュレーションが

実現している [1]。

そのように多くの生体分子のシミュレーションデー

タが得られるようになった一方で、その得られるデー

タが膨大になればなるほど解析が困難になる。系が多

自由度である為にその振る舞いは非常に複雑で、周囲

の環境と相互作用する生体分子の複雑な振る舞いから

分子機能に関係する情報を「どのように」読み取るか、

が重要な課題となる。本研究では、そのような多自由

度時系列データに対する新たな解析手法の確立を目指

し、構造解析と運動解析を行っている。

本稿では、タンパク質の分子動力学計算から得られ

た時系列の構造面と運動面の両面から解析を行った結

果を報告する。まず構造面では、2面角に対する主成分

解析 (dPCA)[2]を用いて構造の分類を行った。運動面

では、構造遷移を起こす時刻の前後でウェーブレット

変換を用いた周波数解析 [3]を二面角に対して行った。

2 解析対象と時系列データ

本研究の解析対象は，シニョリン (chignolin)と呼ば

れる人工タンパク質である [4]。シニョリンは 10個のア

ミノ酸が鎖状につながったポリペプチドで、図 1のよ

うな構造をしている。シニョリンは核磁気共鳴 (NMR)

により 18の構造が明かになっており、複数の構造を遷

移することのできるタンパク質である。また、一般的

なその他のタンパク質と比べアミノ酸の数が少なく、

解析が容易であるという利点がある。

本研究で用いたシニョリンの時系列データは、分子

動力学シミュレーションソフトウェアのAMBER12を

用いて計算されたものである。シミュレーションの時

間刻みは 1[fsec]。1000step毎にサンプリングされてい

るので、時系列データの時間刻みは 1[psec]となって

いる。全時間は 1.8[μ sec]である。

325



図 1: シニョリン

図 2は本時系列データの両末端間距離 dNCの時間変

化を示す。シニョリンの両端が閉じている時の dNCの

値はおよそ 5[Å]である。時刻 900[nsec]、1100[nsec]、

1950[nsec]辺りで dNCの値が 20[Å]以上を示しており、

時刻 900[nsec]の辺りで dNC の揺らぎに変化が見られ

る。このことは、時刻 900[nsec]である構造から別の

構造へ遷移している可能性を示唆している。

図 2: 両末端間距離の時間変化

今回は、本時系列データの各時刻における二面角を

計算し、時系列解析を行った。二面角とはタンパク質

のねじれや曲がりを表す指標であり、空間の座標軸の

とり方に依存することなく、構造を記述することがで

きる。シニョリンの場合、18個の二面角で構造を記述

できるので、空間座標を直接扱うより少ない自由度で

解析を行うことが可能である。

3 dPCAを用いた構造の分類

図 3タンパク質を構成する原子の 3次元座標から二

面角を計算し、その座標を用いて主成分分析を行った。

時刻 tを変数とする 18個の二面角 φi(t), ψi(t)(i =

1, 2, ..., 9) を

x4i−3(t) = cosφi(t)

x4i−2(t) = sinφi(t)

x4i−1(t) = cosψi(t)

x4i(t) = sinψi(t)

と変形し、新たな変数 xj(t)(j = 1, 2, ..., 36)を定義す

る。変数 xj(t)の共分散行列 C は 36次の正方行列で

与えられ、その各成分は

Cmn = 〈(xm(t)− 〈xm(t)〉t)(xn(t)− 〈xn(t)〉t)〉t
= 〈xm(t)xn(t)〉t − 〈xm(t)〉t〈xn(t)〉t)〉t(m,n = 1, ..., 36)

となる。この共分散行列Cを対角化して得られる固

有ベクトル w1,w2, · · · ,w36 を用いて各時刻の xj(t)

を主成分空間へと射影する。

図 3 は第 1 主成分と第 2 主成分空間への射影の分

布図と各構造集団での構造である。構造遷移を起こす

900[nsec]よりも前の時間では右側の集団 (a)、構造遷

移後の時間では左側の集団 (b) に対応する。つまり、

本時系列データにおいて構造遷移の前後の構造が、出

現頻度の高い 2つの構造に対応していることを示して

いる。

図 3: 第 1主成分と第 2主成分空間への射影の分布

各集団での構造を図 4に示した。集団 aの構造は両

端の先がそろった構造をしているのに対して、集団 b

は両端の一方が伸びた構造をしており、折れ曲がる位

置がずれて不安定な構造に遷移していることがわかる。
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図 4: 各集団における構造

4 構造遷移おける周波数の時間変化

本章では、構造遷移おける周波数の時間変化を解析

するため、二面角の各自由度に対してウェーブレット

変換を行った結果を示す。構造遷移を起こす 900[nsec]

の前後の時間帯、600∼1100[nsec] に対してモルレー

ウェーブレットを用いたウェーブレット変換を行った。

図 5: ウェーブレットスペクトルの時間変化
上図が 2番目のアミノ酸チロシン、下図が 7番目のアミノ
酸グリシンの二面角に対応する。

図 5はある自由度でのウェーブレットのパワースペ

クトルである。2番目のアミノ酸チロシン (2TYR)と

7番目のアミノ酸グリシン (7GLY)の二面角に対応す

るパワースペクトルを示した。2TYRでは構造遷移を

起こす 900[nsec]よりも前の時間帯で複数の周波数領

域が励起されている。一方、7GLYでは構造遷移より

も後の時間帯で周波数の励起が見られる。つまり、構

造遷移の前後では二面角の自由度によって励起される

周波数領域に違いがあることを示す。

5 まとめと展望

dPCAによる構造解析の結果では、出現頻度の高い

構造が 2つの集団に分けられることを示し、安定な構

造から不安定な構造遷移であることを示した。二面角

の時系列に対するウェーブレット変換による周波数解

析からは、安定な構造と不安定な構造それぞれにおい

て励起される周波数領域がアミノ酸残基ごとに違うこ

とを示した。この結果は、特定の周波数領域を励起さ

せることによって構造遷移を引き起こすことができる

可能性を示唆する。

今後は、特異値分解を用いて各時刻ごとに励起され

る周波数領域とその方向を解析する予定である。また、

タンパク質の構造形成に重要な水素結合に着目した解

析との比較についても議論したい。
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CR submanifolds

Mirjana Milijević

Summary

We will give generalization of some results on real hypersurfaces to
CR submanifolds of maximal CR dimension in complex space forms.

1 Introduction and results

Let M be an (n+p)-dimensional complex space form, i.e. a Kaehler manifold of
constant holomorphic sectional curvature 4c, endowed with metric g. Let M be
an n-dimensional real submanifold of M and J be the almost complex structure
ofM . If the maximal J-invariant subspaceHx(M) = JTx(M)∩Tx(M) of Tx(M)
has constant dimension for any x ∈ M , then M is called a CR submanifold and
the constant complex dimension of Hx(M) is called the CR dimension of M.
If, for any x ∈ M ,Hx(M) satisfies dimCHx(M) = n−1

2 , then M is called a CR
submanifold of maximal CR dimension [1].

A typical example of a CR submanifold of maximal CR dimension is a real
hypersurface. Hereby we may expect to generalize some results which are valid
in real hypersurfaces to CR submanifolds of maximal CR dimension.

A real hypersurface M of a nonflat complex space form is called η-umbilical,
if its shape operator A is of the form AX = αX for each vector X on M which
is orthogonal to the characteristic vector U of M , where α is a smooth function
on M . This definition can be rewritten easily as AX = αX + βg(X,U)U , for
each X ∈ TM , where α, β are smooth functions on M . It is known that these
two functions α and β are automatically constant.
The next theorem is a know classification theorem of totally umbilical hyper-
surfaces in nonflat complex space forms.

Theorem 1. Let M2n−1 be a totally η-umbilical real hypersurface of a nonflat
complex space form Mn(c), n ≥ 2 (with shape operator A = αI+βu⊗U). Then
M is locally congruent to one of the following:

(P) geodesic spheres of radius r (0 < r < π√
c
) in CPn(c), where α = (

√
c
2 )cot(

√
cr
2 )

and β = − 1
α ,

(H)

i) horospheres in CHn(c), where α = β =

√
|c|
2 ,

ii) geodesic spheres of radius r (0 < r < ∞) in CHn(c), where α = (
√
c
2 )coth(

√
cr
2 )

and β = 1
α ,
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iii) tubes of radius r (0 < r < ∞) around totally geodesic complex hyperplane

CHn−1(c) in CHn(c), where α = (
√
c
2 )tanh(

√
cr
2 ) and β = 1

α .

Our goal is to obtain the classification of η-umbilical CR submanifolds of
maximal CR dimension with respect to the shape operator A of the distinguished
normal ξ in nonflat complex space forms. First, we want to prove that α and β
are constants. First result obtained is contained in the next proposition.

Proposition 1. Let M be an n-dimensional CR submanifold of maximal CR
dimension in an (n+p)-dimensional complex space form (M,J, g), where n ≥ 3
and the constant holomorphic sectional curvature of M equals 4c. Let A be the
shape operator of the distinguished vector field ξ. If AX = αX + βg(X,U)U ,
for X ∈ T (M) and for smooth functions α, β, then Uα = 0.

2 CR submanifolds of maximal CR dimension
and the proof of Proposition 1

Let M be an (n + p)-dimensional complex space form with Kaehler structure
(J, g) and of constant holomorphic sectional curvature 4c. Let M be an n-
dimensional CR submanifold of maximal CR dimension in M and ι : M → M
be an immersion. Also, we denote by ι the differential of an immersion. The
Riemannian metric g of M is induced from the Riemannian metric g of M in
such a way that g(X,Y ) = g(ιX, ιY ), where X, Y ∈ T (M). We denote by T (M)
and T⊥(M) the tangent bundle and the normal bundle of M , respectively.

On M we have the following decomposition into tangential and normal com-
ponents:

JιX = ιFX + u(X)ξ, X ∈ T (M). (1)

Here F is a skew-symmetric endomorphism acting on T (M) and u in one-form
on M . Since T⊥

1 (M) = {η ∈ T⊥(M)|g(η, ξ) = 0} is J-invariant, from now on we
will denote the orthonormal basis of T⊥(M) by ξ, ξ1, · · · , ξq, ξ1∗ , · · · , ξq∗ , where
ξa∗ = Jξa and q = p−1

2 . Also, Jξ is the vector field tangent to M and we write

Jξ = −ιU. (2)

Furthermore, using (1), (2) and the Hermitian property of J implies

F 2X = −X + u(X)U, (3)

FU = 0, (4)

g(X,U) = u(X). (5)
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(∇Y F )X = u(X)AY − g(AX, Y )U. (6)

Next, we denote by∇ and∇ the Riemannian connection ofM andM , respective-
ly, and by D the normal connection induced from ∇ in the normal bundle of
M . They are related by the following Gauss equation

∇ιXιY = ι∇XY + h(X,Y ), (7)

where h denotes the second fundamental form, and by Weingarten equations

∇ιXξ = −ιAX +DXξ (8)

= −ιAX +

q∑
a=1

{sa(X)ξa + sa∗(X)ξa∗},

∇ιXξa = −ιAaX +DXξa = −ιAaX − sa(X)ξ (9)

+

q∑
b=1

{sab(X)ξb + sab∗(X)ξb∗},

∇ιXξa∗ = −ιAa∗X +DXξa∗ = −ιAa∗X − sa∗(X)ξ (10)

+

q∑
b=1

{sa∗b(X)ξb + sa∗b∗(X)ξb∗},

where the s’s are the coefficients of the normal connectionD and A,Aa,Aa∗ ; a =
1, · · · , q, are the shape operators corresponding to the normals ξ, ξa, ξa∗ , respecti-
vely.
Since the ambient manifold is a Kaehler manifold, using (1), (2), (9) and (10), it
follows that

Aa∗X = FAaX − sa(X)U, (11)

AaX = −FAa∗X + sa∗(X)U, (12)

sa∗(X) = u(AaX), (13)

sa(X) = −u(Aa∗X), (14)

for all X, Y tangent to M and a = 1, · · · , q.
Finally, the Codazzi equation for the distinguished vector field ξ becomes

(∇XA)Y − (∇Y A)X = c{u(X)FY − u(Y )FX − 2g(FX, Y )U} (15)

+

q∑
a=1

{sa(X)AaY − sa(Y )AaX}+
q∑

a=1

{sa∗(X)Aa∗Y − sa∗(Y )Aa∗X},

for all X, Y tangent to M .

331



Sketch of proof of Proposition 1. From our assumption that
AX = αX + βg(X,U)U it follows that A and F commute. First we will
differentiate the equation

AF = FA.

We get the next.

g((∇Y A)FX,Z) + g(A(∇Y F )X,Z) + g(AF∇Y X,Z) =

g((∇Y F )AX,Z) + g(F (∇Y A)X,Z) + g(FA∇Y X,Z).

After few steps of calculation from the last equation we get,

− cg(FY, FX) +

q∑
a=1

{−g(Aa∗Y, U)g(AaU,FX) + g(Aa∗U,U)g(AaY, FX)}+

(16)
q∑

a=1

{g(AaU, Y )g(Aa∗U,FX)− g(AaU,U)g(Aa∗Y, FX)

− (Uα)g(X,FY )− αβg(X,Y ) + αβg(Y, U)g(X,U) = 0,

On the other hand, multiplying the Codazzi equation by U and putting
Y = U , we obtain

grad(α+ β) = U(α+ β)U +

q∑
a=1

{2g(Aa∗U,U)AaU − 2g(AaU,U)Aa∗U} (17)

In the final step we get

(Uα)g(FX, Y ) = 0, (18)

from which the assertion follows. �
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Partial control of chaos and continuity of safe set
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Abstract

Since the theory of controlling chaos proposed more than two decades ago [1, 2], it has been
applied to nonlinear systems such as species extinction in ecology, lasers and mechanical systems
in physics, and cardiac tissue in biology. Recently, Zambrano, Sanjuan, and Yorke have studied
a new problem on “loose control” of chaotic dynamical systems, which is called partial control
of chaos [3, 4]. An open dynamical system with presence of noise is controlled by a carefully
chosen perturbation to trap an orbit in a finitely bounded region forever. It can be done by
control signals which is smaller than the amplitude of noise. The set of partially controllable
initial conditions is called safe set [4], which can be constructed by using an algorithm [5]. Here
we investigate the simplest problem of the partial control, that is, safe sets of one-dimensional
piecewise-linear maps with and without escapes.

1 Introduction

In transient chaos, all the initial conditions will diverge from a compact region Q except a
zero-measure set. For example, chaotic scattering in open billiard systems under presence of
noise: orbits of particles will escape from Q more fast.

1

2 3

Q

u: control signal

. particle

ξ: disturbance

2 Discrete model

In [4]: The dynamics is expressed in this form xn+1 = f(xn),where xn is the state at time n.
Then the state is perturbed by noise and feedbacked a careful control.

333



Since we study discrete-time dynamics, then how is the flow translated into the form of discrete
maps?
Choose one particular Poincare section with Poincare map x(t + T ) = f(x(t)). Other two
section near the Poincare section are given as observation section, control section. Now consider
about the independent noise, in observation section, ξ[n,n+1] =

∫ t+T−2δt
t ξ(t)dt ∼ x′(t + T −

2δt) − f(x(t)). In control setction, control singal u(t + T − δt) is introduced. In the Poincare
section, x′(t + T ) ∼ x′(t + T − 2δt) + u(t + T + δt). Finally, x′(t + T ) = xn+1, x(t) = xn,
u(t+T−δt) = u[n,n+1], then xn+1 = f(xn)+u[n.n+1]+ξ[n,n+1], concisely, xn+1 = f(xn)+ξn+un.

Observation section

Control section Poincare section

x(t+T)

x(t)

δt
δt ξ(t)

Noise

Q

Our model is now as follows;

xn+1 = f(xn) + ξn + un

f : discrete map Q : finitely bounded region
ξn : bounded noise at time n
un : control signal at time n, |un| ≤ |u0|, |ξn| ≤ |ξ0|, |u0| < |ξ0|

The safe set is given as follows [5].

∀ξn, ∃un, s.t., ∃S ⊂ Q, ∀x ∈ S, f(x) + ξn + un ∈ S.

Partial control is possible by control signals {un} which are smaller than disturbance am-
plitude {ξ0}, with initial conditions in the safe set S [4].

An example: Safe set of Duffing oscillator [5]:
ẍ + δẋ + βx + ax3 = γ cos(ωt), δ = 0.15, β = 1, a = 1, γ = 0.245, ξ0 = 0.080, u0 = 0.048
[5]. Let y = ẋ, safe set is shown below:
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y

x

3 Models and Numerical results

We numerically investigate safe sets of tent map and logistic map with and without
escapes for all pairs of (u, ξ).

(a)

u

u u u u

x x x x

ξ

ξ=0.06 ξ=0.25ξ=0.1 ξ=0.6

(c)

u

u u u u

x x x x

ξ

ξ=0.1 ξ=0.6ξ=0.45ξ=0.2
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Top figures: Color represents the ratio of safe set with respect to width of Q. Bottom
figures: The safe set as a function of control signal u for given fixed disturbances. In
the case of (a) and (c), there are discontinuous shape changes of safe sets at several
disturbance levels. In case of (c), when disturbance is around between 0.28 and 0.42,
there is no safe set no matter how large control signals are.

4 Summary

From the figures above, we find that the safe set will not always grow continuously by
increasing control signals at given fixed disturbance, and disappears with some amplitude
of disturbance. For logistic map in period 3 window, we observe disappearance of safe
set when disturbance is around between 0.28 and 0.42.

The authors thank to Prof. M.A.F. Sanjuan, Mr. Juan. Sabuco(Universidad Rey
Juan Carlos) and Prof. J. A. Yorke (University of Maryland).
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