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第 1章

可積分方程式

.可積分:厳密に解ける方程式のことであり，ソリトン方程式の場合のように「逆散

乱法j によって定式化できて，解析的な厳密解を得ることが出来るものを言う.古

典的には「求積法」によって解ける方程式のことを言う.一般的な定義はないよう

である.

・逆散乱法:非線形(発展)方程式を解析的に厳密に解く方法である.

.孤立波:ただひとつの山をもっ波形が壊れずに進む波.

・ソリトン*1 次の性質をもっ非線形波動である.

1.孤立波の性質:空間的に局在した波が，その性質(速さや形など)を変えずに

伝播する.

2.粒子的性質:孤立波は互いの衝突に対して安定であり，おのおのの個別性を保

持する.

以下，逆散乱法により解くことのできる偏微分方程式(可積分方程式)の例をいくつか

紹介する CAblowitz-Clarkson[2， pp.49-69， Chapter 5]，川原琢治 [34，pp.45-47]参照). 

(1) Korteweg-de Vries equation (Gardner， Greene， Kruskal and Miura [26]) 

Ut + 6uux + Uxxx = O. 

(2) Modified Korteweg-de Vries equation (Wadati [67]) 

Ut -6u2ux + Uxxx = O. 

(3)その他，三階の微分項を含む方程式:

本l 現代物理学では，光子 (photoo)，音子 (phoooo)，励起子 (exci七00)のように，粒子的性質を示す接

尾語として四00を用いる.ZabuskyとKruskalは，粒子的性質をもった孤立波という意味で，ソリトン

(solitoo)と名づけた.

5 
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(a) (Calogero and Degasperis [12]; Fokas [20]) 

tAt+tLmm-;ubuz(αeU + be-u + c) = 0 

(b) (Svinolupov and Sokolov [63] ; Svinolupov， Sokolov and Yamilov [64]) 

U'1' U:~ 3 _， " .... 
Ut = Uxxx一 -44-4(u)(〈+1)uz+γUx，

21 + u; 2 

ut =tLr;uL41+αuJ1-;?(u)か叫

ここで，a，s，γは任意の定数であり，P( U; g2， g3)はWeierstrasselliptic function 
である.

(c) Cylindrical Korteweg-de Vries equation (Calogero and Degasperis [11]) 

Ut + 6uux + Uxxx +土U=o.2t 

(4)三階の微分項を持つ連立偏微分方程式

(i) (Hirota and Satsuma [29]) 

Ut + Uxxx + 6uux -6vvx = 0， 

叫 -2りxxx-6uvx = O. 

(ii) (Ito [31]); 

Ut + Uxxx + 6uux + 2vvx = 0 

Vt + 2(ω)x = O. 

(iii) A model for dispersive water waves (侭K匂aup[伊35司];Kuperschm 

A凶O∞wiczand Fordy [7， 8]) 

Ut + (uxx -3vux + 3uv2 - 3u2)x = 0， 

Vt + (vxx + 3vvx + 3v3 -6uv)x = O. 

(iv) (Drinfel'd and Sokolov [16]; Wilson [69]) 

Ut + 3vvx = 0， 

Vt十2vxxx+ 2uvx + UXV = o. 

(5) Klein-Gordon equations: 

(i) The Sine-Gordon equation (Ablowitz， Kaup， Newell and Segur [5]) 

Uxt = Slnu. 



(ii) (Mikhailov [50， 51]; Fordy and Gibbons [24]) 
ι一 一九日

Uxt = e---e -

(iii) (Fordy and Gibbons [24]) 

tLztze2u-e一包coshv， 

Vxt = 3e-u sinh v. 

(iv) (Fordy and Gibbons [24]) 

() xt = e8 coshゆ-eーθcoshψ，

ゆzt=eosinh仇

ψzt=e-osinhψ. 

(v) (Pohlmeyer [56]; Lund and Regge [46]) 

Uxx - Utt土sinucosu+(u; -v;)cotuco蹴 2U= 0， 

vxx一切 =4(uxvx一叩

(6)その他の連立方程式

(i) The Reduced Maxwell-Bloch equations (Gibbon， Caudrey， Bullough and 

Eilbeck [28]) 

Et -v = 0， 

Vx一 ωr-Eq = 0， 

qx + Ev = 0， 

rx +ωv = 0， 

ここで， ωは定数.

(ii) The self-induced-transparency (SIT) equations (Eilbeck， Gibbon， Caudrey 

an BullOlゆ [18];Lamb [43]; Ablowitz， Kaup and Newell [4]) 
1'00 

Et + Ex =< p >= I p(x， t，α)g(α)dα， 
J-OO 

Pt + 2iαp=Eη， 

ηt=-j(Ep*+PP) 

ここで，g(α)はprobabilitydensityである(もし，g(α) = 8(α一α0)，なら

ばSIT方程式は Sine-Gordon方程式に帰着される-Ablowitzand Segur [6， 

p.322]を見よ)• 

7 
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(7) "Boussinesq" system: 

(i) The Boussinesq (1871)方程式 (Zakharov[71]; Ablowitz and Haberman [3]) 

Utt -Uxx + (u2)xx土Uxxxx= O. 

(ii) Modified Boussinesq方程式 (Quispel，Nijhoff and Capel [57]) 

3Utt -6u山 x-6u;uxx + Uxxxx = O. 

(iii) (Kaup [36]; Kuperschmidt [40，41]; Antonowicz and Fordy [7， 8]) 

Ut十 (ω)x+ Vxxx = 0， 

Vt + Ux + VVx = O. 

(8)五階の方程式:

(i) (Sawada and Kotera [60]; Ca凶 rey，Dodd and Gibbon [13]) 

Ut + Uxxxxx + 1 OUx Uxx十 10uuxxx+ 20u2ux = O. 

(ii) (Kaup [37]) 

Ut + Uxxxxx + 10uxuxx + 25uuxxx + 20u2ux = o. 

(9) Nonlinear Schrodinger-like equations: 

(iωi) (Za 

iUt + Uxx士21uI2u= o. 

(ii) "Cylindrical" nonlinear Schrodinger equation (Leclert， Karney， Bers and 

Kaup [45]) 

tut +L +TLzz士21uI2u= o. 
2t 

(iii) Derivative nonlinear Schrodi時 erequation (Kaup and Newell [38]) 

iUt 十 Uxx土 2i(luI2u)x= o. 

(i討川V吋)Lan凶dau凶 i出f色81油hi吐it旬zequation (Sklyan山i泊n[伊62判];Mik1凶lov [伊52勾];Rodin [伊58う59司])

8t = 8八8xx+ 8 八J8

ここで， J = diag(J1， J2， h)，ただし h < h < J3であり，また，8=

(81， 82， 83)， 1812 8i + 8~ + 85 1である..特に， J = 0の場合は

Heisenberg Ferromagnet equation 

8t = 8 八8xx

となる (Lakshmanan[42]; Tal出 ajan[65]). 



(v) Coupled Scl凶 dingerequation (Manakov [48]; Zakharov and Scl叫 man[74]) 

iUt + Uxx + 2(lu12土IvI2)U= 0 

iVt土Vxx+ 2(lv12士lul2)V= 0 

(vi) Vector nonlinear Scl凶 di時erequation (Zakharov and Manakov [73]; Za-

kharov and Schulman [74] ; Fordy and Kulish [25]) 

iUt + Uxx土21uI2u= 0， 

U = (U1，'" ，Un) 
(vii) Vec七orderivative nonliear Schrodi時erequation (Fordy [23]) 

iUt + Uxx土2i(luI2u)x= 0， 

ここで，U = (Ul，'" ，un). 

(viii) Long-short個waveinteraction system (Langmuir waves) (Yajima and Oikawa 

[70]) 

iUt + Uxx -Uり=0

Vt + Vx + (luI2)x = O. 

(ix) (Newell [54]) 

iUt + Uxx -2κluI2u + iuvx +ω2=0 

Vtー 2κ(luI2)x= o. 

(10) The so called Ha町r口ry-

[68]) 

ut =2(u-l/2)zm・

(11) Two highly nonlinear equation (Wadati， Konno and Ichikawa [68]) 

Ut + [ux(l + u2)-3/2122=0 

+ [(1 + I~ (1 + luI2)1/2 J xx 

9 
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(12) The three事waveinteraction equation (3波共鳴相互作用方程式)(Zakharov and 

Manakov [73]; Ablowitz and Haberrr削 1[3]; Kaup [36]) 
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ここで， αゎbゎi= 1，2，3は定数である.

(13) Benjamini-Ono (ベンジャミンー小野)方程式 (Benjamin[9， 10]; Davis-Acrivos [15]; 

Ono [55]) 

Ut +叫 +~P.V. {∞ Uyy dy = 0 
πJ-∞x-y 

第3項はヒルベルト変換である.

(14) Kadomtsev-Petviashvili (カドムツェフーペトビアシビリ)方程式

(i) KPI (Manakov [49]; Segur [61]; Fokas and Ablowitz [21， 22]) 

(Ut + 6uux + uxxx)x = 3uyy. 

(ii) KPII (Ablowitz， BarYaacov and Fokas [1]) 

(Ut + 6uux + uxxx)x = -3uyy. 

(15) Davey幽Stewartson方程式

(a) DSI 

加 ;(qzz+伽)=ーσIql2q+ゆι

ゆxx一向y= +2σ(lqI2)XX 

σ=土1

(b) DSII 

加 ;(qzz-bu)=+σIql2q+伺う

ゆxx+ゆyy=-2σ(lqI2)xx 

σ=土1

1次元で可積分な方程式も空間次元を増やすと可積分でなくなることが多い (KdV

や非線形 Schrodingerなど).KP方程式や DS方程式は可積分な高次元方程式の

数少ない伊jである.



第2章

KdV方程式の厳密解法

(( Kor吋"teweg-圃d圃.

長波長水面波を記述する Korteweg-deVries (KdV)方程式

均一6uux+ Uxxx = 0， x E R， t どO

u(x，O) = uo(x) 
(2.1) 

(2.2) 

に対して， 1967年 Gardner，Greene， Kruskal， Miura [26]らは， KdV方程式の初期値問題の解
を，定常Schr凸dinger方程式

Vxx -u(x， t)v =入v， x εR  (2.3) 

の固有値問題，逆散乱問題(散乱データからポテンシャルを求める問題)と関連付けて構成する方

法を発見した.この方法は他の方程式にも適用できることがわかり，今日では逆散乱法と呼ばれて

いる.この章では， Gardner， Greene， Kruskal， Miuraらによって発見された方法 (GGKM-法と

略す)を紹介する.

2.1 直線上のSchrるdinger方程式に対する散乱問題

1次元における Schr・odinger方程式

ーゆ1/(x) + u(x)ゆ(x)=入ゆ(x)， x εR  (2.4) 

に対する散乱問題の概要を述べる.ここでや(x)は波動関数，u(x)は実数値ポテンシャル，入はス
ペクトルパラメーターであり，波動関数ゆ(x)のエネルギーを表す.
物理的に興味があるのは，u(x)が遠方で十分早く減衰しているものに対し， (2.4)の非自明解
1.ゅεL2(R);束縛状態 (boundstates)， 
2.ゆ(x)が遠方で周期的に振動しているもの;散乱状態 (scatteredwave) 

がそれぞれどのような値の入について存在するかに興味がある.

u(x)は条件

んο+Ixl削 k = 0，1，2 (2.5) 

11 
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を満たすとする.このとき，次のことがわかっている.

1.有限個の(ゼロもありうる)離散，単純固有値*1が存在する.それを

入=入n κ九 κnεR+コ [0，∞]

とおく.対応する固有関数をゆnとするとゆnε L2(R)となる.

2.規格化された固有関数。n(x)，

ん <þ~(x)dx = 1，仇(x)> 0， (x→+∞) 

は次の性質を持つ.

I Cne-""nX， x →十∞
仇(z)~〈YL恨，

I vne--"- xー-t-00. 

ここで，規格化定数を次のように定義する.

定義 2.1.

Cn lim e""nX仇(x).
X-HXl 

入=+κ2，O#κεRに対してもゆ(x)= 0(1)となるような(2.4)の解が存在する.それを

ゆι(x)とおく. Ixl →∞では e-~""X と e~""X の一次結合で表されることから (u(x) は遠方で十分早

く減衰している)
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(2.6) 

と書ける. ここで，

(α(侃):問数
b(κ) :反射係数

(τ'ransmission coe田cient)

(Reflection coefficient) 

といい，これらの聞には

!α(κ)12 + Ib(κ)12 = 1 

の関係が成り立つ.(2.6)の物理的な意味は，右側から来た波が振幅を α(ぉ)だけ変えて左側へ伝わ

り，反射されて戻ってきた波は振幅がb(κ)だけ変わっているということを表している.

さて， Schr凸dinger方程式(2.4)に対し，散乱データを次のように定義する.

定義 2.2.与えられたポテンシャルu(x)に対し，固有値，規格化定数，透過係数，反射係数からな

る集合

s={κn， Cn，α(κ)， b(“)} 

を散乱データと呼ぶ.

本1 固有値が『単純』であるとは，対応する固有要素がすべてそのうちの 1つの要素の数値倍で表されるこ

とを言う.



2.2 直線上のSchrるdinger方程式に対する逆散乱問題

逆散乱問題とは，散乱データ Sからポテンシャル V(x)を決定せよ，という問題である.1次

元の Schrodinger方程式に対する逆散乱問題は 1950年代前半に Gel'fanιLevitan[27] C半直線

上)， Marchenko [47]， Faddeev [19] CR上)らによって解かれた.彼らによって解かれた方法の

概要は以下のようなものである.

散乱データ κn，Cn， b(κ)に対し，B(()を

N 

B(() := )， C~e-Kn( +士/b(κ)eiK( dκ (2.7) 
九三1 “11 JR  

で定義する.ここで， N は離散固有値の数である • K(x，ν)は次の方程式の解とする.

K(x， y) + B(x + y) + 100恥 ωK(x，z) dz = 0， υ>x (2.8) 

この時，次が成り立つ.

U(←dk(M)  (2.9) 

積分方程式(2.8)をGel'fanιLevitanC-Marchenko) Cゲルファントーレビタン国マルチェンコ)方

程式という.

ポテンシャルの再構成の手順は次の通りである.まず与えられた散乱データ Sから函数B(()
を(2.7)で定義する.次に Gel'fand-LevitarトMarchenko方程式を解き，その解からポテンシャル

U(x)が(2.9)で与えられる.

2.3 GGKM-~:去

この節において， KdV方程式の初期値問題の解が Schr・odinger方程式の固有値問題，逆散乱問

題を通して，どのように構成されるかをみる.次の Sch凶dinger方程式を考える.

ゆxx-u(x， t)ゆ=入ゅう

ここでU(xぅt)はKdV方程式

Ut - 6uux + Uxxx = 0， 

U(x，O) = uo(x) 

x E R. (2.10) 

Z εRう t>O

を満たすとする.t = 0の時， KdVの初期値Uo(x)は与えられた関数であるから Sch凶dinger方
程式(2.10)に対する散乱データは計算して求めることが出来る.従って，以下ではt> 0の時の散
乱データの時間発展を調べてゆく.

13 
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2.3.1 スペク卜ルの時間不変性

Schrodinger方程式(2.10)において，ポテンシャルにパラメータ tが入っていることこら，一般

にそのスペクトル入はtに依存する.しかし，ポテンシャルがKdV方程式を満たしているとき，

スペクトルはtに依らないのである.

定理 2.1.u(x， t)は次の条件を満たすとする.

1. KdV方程式を満たす.

2. u E C(R x [O，T])かっ

IIgt~.lu(x ， t)1三V(x)
tε[O，T) 

を満たすとする.ただし V(x)は条件(2.5)を満たす関数とする.

3. 

F司P..

話(り)= 0(1)， Ixl→∞ p = 1，2，3 

このとき Schrodinger方程式(2.10)のスペクトルは時間によらず一定である.すなわち

d入(t)_ () 
dt 

を満たす.

証明は後にまわす.

注意 2.1.t = 0のときの離散固有値入 κとは時聞がたつでも固有値となる(すべてのt>Oに
対して，入 κとは固有値上さらに，時間が経っても新たに固有値は生成されない.

2.3.2 固有関数の時開発展

固有値入に対する固有関数ゆ(x，t)の時間発展方程式を導く.まず次のことを示す.

定理 2.2.u(x， t)は定理 2.1の仮定を満たすとする.入を任意のスベクトルの点，またゆ(x，t)を

固有値入に対する固有関数とする.さらに

M(x，t) :=仇(x，t) -2(u(x， t) + 2入)恥(x，t) + ux(x， t)ゆ(x，t) 

と定義すると，M(x， t)はSchrodinger方程式

[長一(u一入)]M =0 
を満たす.

証明(概略): (2.10)の両辺を tで微分する.

[£-卯一入)]和=(Ut -At)CT 

(2.11) 

(2.12) 



Utを消すため， KdV方程式を用いて

民一(ト入)]<Tt-(仇

また，

Uxxxゆ=(Uxゆ)xx-Ux仇x-2uxx仇

に注意すれば(2.10)よりゅxx= (入-u)ゆを得る.このことから

ω=  [陪手五一何トい一→入刈小)]卜ト匂Ux-いx-パ一-2山u

がわかり，これを(2.13)へ代入すると，

[£ 一卯十い一→入イ)](ゆ仇い川tけ川+判u州z

をf得尋る. さらに，

ゆxUxx (uゆ)xx-<Txxxu -2<txxux 

に注意する.また(2.10)をZで微分すれば

ゆxxx-Uxゆ-(u一入)恥 =0

となり，この式の両辺に Uをかければ

。xxxu= uUx<T + (u一入)u恥
を得る.さらに， (2.10)の両辺に Uxをかけることにより

ゆxxux (u一入)Uxゆ

がわかり，従って

ゆxUxx (u仇)xx-uUxゆ-(u一入)u恥ー2(u一入)Ux<T

=l£一いいd日一寸3ω匂
となる.(2.15)から

Uxゆ=<Txxx一(u一入)和

である.このことこら

「δ2 ..1 
3uuxゆ+uxx<Tx = I一一一 (u一入)I (u + 2入)仇|δx2 ，- "'1 

となり，これを(2.14)へ代入して

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

陽一(い)](いx<T-2(u + 2)")<tx) = -)..t<T (2.16) 

= 0， (定理2.1より)

を得る.これが求める式で、あった.

口
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注意 2.2.定理2.1の証明について簡単に述べておく.(2.10)と(2.16)から

_Atct2 =会(ゆMx一例)
得る.IICTII = 1に注意して両辺積分すると

一入t= [ctMx一仇M]:∞

となる.ゆ(x，t)とその微分科，仇の Ixl→∞での挙動からん =0が従う.

定理2.3より固有関数ゆ(x，t)の時開発展方程式が得られる.Schrるdinger方程式(2.12)をM に
ついて解くと，

和一2(u+2入)仇 +uxゆ=M=Cct+Dψ (2.17) 

ここで，C，Dは定数であり， ψは各入に対する固有関数ゆと一次独立なSchr凸dinger方程式の解
である.実はD=Oであることが次のようにしてわかる.

1.入=一κ1(離散固有値)の場合.対応する固有関数を仇(x，t)とすれば

I Cne一時nX‘ Z →∞  φn(X) rv <勾叫んT.
I L';ne一同一 xー+-00

という挙動を示すことから， ψは

I " ~K，nX 

ψ(x) rv ~プ二ι二
I Vne 

x -+ 00 

Zー+-00

という挙動を示す項をもっ.(2.17)の左辺は Z→∞とした時ゼロに近づくので，D =0 

でなければならない.

2.入=κ2(連続スペクトル)の場合.

ゆ(x，t)， ctx(s， t)， CTt(x， t) rv e-~K，x， x -+ -00 

ということと， ψがゆと一次独立であることから， ψは

ψrv~ 引κ)ー x →∞
l e~悶 + b(κ)e-~K，X ， x→一∞

Z →-∞とした時の(2.17)の両辺を比較すると D=Oでなければならないことがわかる.

従って，任意のスペクトルの点入に対し，

仇=2(u + 2入)恥+(C -ux)。 (2.18) 

を得る.これが国有関数が従う時開発展方程式である.

注意 2.3.定数Cは入が入=ーκと(離散固有値)の場合と入 =κ2(連続スペクトル)の場合とで

異なる値をとる.



2.3.3 規格化定数Cn(t)の時開発展

我々の目標は散乱データの時開発展を調べることであった.スペクトル入(t)は時間によらず一定
であることはすでに調べた.次は規格化定数Cn(t)の時間発展を調べる.
入=ーκ1とする.<tを対応する固有関数とし，

んがdx= 1 
と規格化する.固有関数の時間発展方程式(2.18)の両辺にゆをかけ xで積分すると

itんがdx=心2山川-ux<t2}dx + Cレ2dx
となり，右辺第一項はOとなることからC=oがわかる.従ってゆは

仇=2(u -2κ~)恥 -uxゆ

をみたす.

ω(x， t) = eK.nXゆ(x，t) 

とおくと，Cn(t)の定義より有界関区間tε[To， T1]において一様に

limω(x， t) = Cn(t) 
X~C同

となる.また， Schrodinger方程式の解は次の性質を持っている.

limωX(x， t) = 0， 
X~OO 

t ε[To， Tl]に対して一様.

さて， (2.19)を(2.18)へ代入するとωは

ωt=4κiω+ 2(u -2κ~)ωz 一 (2κnU+ Ux)ω 

を満たす.積分方程式に書き直すと

山)=mMh+fe44σ-8)仰一 2/í;~)叫ー山 +Ux )ω}ds

(2.19) 

となる.右辺第二項の{}の中は Ixl→∞とすると tに関して一様に Oへ収束するので，両辺
Z →∞とすると，

limω(zJ)=Cn(z)=e44t limω(x，O) = Cn(O)eκb 
~OO x~oo 

となる.これが規格化定数の時間発展式である.以上のことをまとめると，

定理 2.3.u(民t)は定理 2.1の仮定を満たし，さらに

~im u(x， t) = ， ~im ux(x， t) = 0， 
Ixl→∞ Ixl→∞ 

t ε[To， Tl]に対して一様

17 
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を満たすとする.入 κとを離散固有値，対応する規格化された固有関数をゆ(x，t)とする.すな
わちゅは

lゆ2(X，t)dx = 1 
JR  

を満たすとする.このとき規格化定数Cn(t):= lim eKnX<t(x，t)は
X-too 

Cn(t) = Cn(O)éK~t 

で与えられる.

2.3.4 反射係数b(κパ)の時開発展

(2.20) 

ポテンシャルu(x，t)によって得られる散乱データにおいて，これまでにスペクトル入，規格化定

数Cn(t)の時間発展式は得られた.最後に反射係数b(x，t)の時開発展を調べる.

定理 2.4.u(x， t)は定理 2.3の条件を満たすとする.入 =κ2を連続スペクトルの任意の点とする.

このとき

b(κ，t) = b(κ，0)e8iK3t (2.21) 

が成り立つ.

証明(概略):始めに形式的に計算してみる.固有関数の時間発展方程式(2.18)から

ψt=4侃2仇十Cゆ+2u恥 -UXゆ

となる.定理2.3の仮定から右辺第三項と第四項はIxl→∞でOとなるから，xが十分大きいとこ
ろでは，。は

仇 =4κ2<tX+ Cゆ (2.22) 

を満たすと思ってよい.また，

。rve-~KX + be~KX ， x-+o。

であることから

(w-vbf 
ゆXrv -iκe-MZ+tκbe~KX 

(2.23) 

が得られる.これらを(2.22)へ代入すると

btei悶 =(4i/'i，3 + C)beiKX + (-4i/'i，3 + C)e-問 X (x→∞) 

となる.両辺の係数を比較すれば

C = 4i/'i，3， bt = 8iκ3b 



がわかり，従って

b(κぅt)= b(κぅO)ei/'ih

を得る.

(証明概要)

ゆ(x，t) = e-tKXω(1) (民t)+ eiKXω(2) (ιt) 

とおく.

limω(1) (x， t) = 1， limω(2) (x， t) = b(κパ)ぅ t E [To， T1]一様
zー今00 X-+OO 

であることと

ωi1) (xぅt)，叫幻(x，t)→ Oぅ Z →∞ぅ t E [ToぅT1]一様

となることからこれらを(2.18)へ代入 etKX をかけてtで積分すると

W(l) ( り ) 一ωW(l)州1吋町い)町(

+ lt [ - 2卯+山;1)+川村山(1)] ds 
= 一e叶 ωJρ仰町)(伊吋川ヲ，t吋ト)ト一ωW(2)ρ例2幻)(伊Z川州，0刈仲O的十)ト一 (4似t仇κti，3+刊叫Cめ)lt卜ρt〉)ωω(σ(2)(x 
+ lt [卜μ一-2(何u肘山+什2μκJ内2

となる.ここで両辺 Z→∞とした時，左辺は収束するが，右辺は{}の中がOでないかぎり，存

在しない.したがつて，

!巳恥則!主弘U:忠出己~{←ννωωW(l)ρω1り1)(x， 

!hh叫!己弘則忠忠~{ぺ(←いいいωωW(2)州ρ仰町叩2幻引)町ヤ(伊Zり川う，t均ト)ト一刊JωωW(2)川(σ仰町叩2幻引)(ヤ(伊Zう刈刈件O的十)ト一 (仰4似仇t抗κ3+叫Cめ)lt ωω伶仰2幻刈)
でで、なければならない.1番目の式から ω(1)→ 1(x→∞)により C= 4iti，3がわかり，さらに 2
番目の式から

山)=い

を得る.

口
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2.3.5 KdV方程式の解の構成

準備が整ったところで， KdV方程式の解の構成の手順を紹介する.

Step 1. t = 0のとき， KdV方程式の初期値uo(x)は与えられた関数である.この初期値をポテン

シャルに持つようなSchrodinger方程式

。XX(x)-uo(x)ゆ(x)=入。(x)， x εR  
の散乱データ

S={入，Cn(O)， b(κ，O)} 

を求める(スペクトル入については，離散固有値一κnと連続スペクトルκ2をそれぞれ求

める). 

Step 2. t > 0での散乱データを計算する.それは次の公式により求まる(定理2.1，2.3， 2.4). 

S(t) = {入(t)，Cn(t)， b(ぉ，t)}= {入，Cn(O)éι~ t， b(/'i;，0)e8iK，3t}・

Step 3.上で求めた散乱データ S(t)から，関数B((，t)を次のように定義する.

N 

B(ふt):=デ C~(t)e- K，n(+士Ib(川 )eiK，(dκ. 
ムーl 白川 JR  

このB((，t)に対してGel'fand-Levitan-Marchenko方程式
roo 

K(x， Yi t) + B(x +νi t) + I B(z + Yi t)K(x， zi t)dz = 0 
JX 

を解く (x，tはパラメータである).ここで求めた解K(x，Yi t)から

dk(い it)=山)
が得られる • u(x， t)が求める KdV方程式の解である.

ここで紹介した GGKM-法は後に，後半の逆問題を解くところから逆散乱法と呼ばれるように

なった.

KdV方程式が逆散乱法によって解けるための条件をここでまとめておく.

1.散乱問題を解く際に必要な条件:

I (1 + Ixl)klu(x， t)ldx <∞， 
JR  

2.スペクトルの時間不変性に必要な条件:

月P..

k = 0，1，2. t ε[O，T]. 

話(り)= 0(1)， Ixl→∞ p=1，2，3 

3.散乱データの時開発展を得る際必要な条件:

u(x， t)， ux(り)→ 0， Ixl→∞. t ε[To， T]一様.

KdV方程式の解u(x，t)がこれらの性質を満たしている必要がある.初期値uo(x)に適切な減衰条

件を課すことで，これらの条件は満たされることがわかっている (Cohen[14]). 



2.4 等スペク卜ルポテンシャルと Laxpair 

逆散乱法では， Schrodinger作用素の国有値が時間に依らず一定であることが大事であった.前

節ではこれを導くために，ポテンシャルがKdV方程式を満たしているということを使ったので

あった.では，ポテンシャルが他の非線形発展方程式を満たす場合， KdVと同様に固有値の時間普

遍性が得られるか?さらには逆散乱法により KdV方程式以外の非線形発展方程式の解を厳密に求

めることが出来るのだろうか?この節では， Lax [44]による方法を紹介する.
Lをパナッハ空間上の閉作用素とし，

L(t) = Lo + Mu 

を考える.ここで，Loはある 1つの作用素であり，Muはu(x，t)をかける掛け算作用素である.L

の固有値がtによらず一定のとき u(x，t)を等スベクトルポテンシャルという.

定理 2.5.L(t)はヒルベルト空間冗上定義された自己共役作用素とし，tに関して連続的微分可能

とする*2 また，Ltの離散固有値と対応する固有関数ゆもtに関して連続的微分可能で，

θゆ
ゆ，一 εD(L(t))C冗
θt 

と仮定する.ここでD(L(t))は作用素L(t)の定義域を表す.さらに，

aL 
-n~ = 13(t)L(t)ーL(t)13(t):= [13(t)， L(t)] 
at 

を満たしかっ，

θL 
B(t)， 13(t)L(t)， L(t)B(t)， L(t)， -n~ε Ð(L(t)) 

θt 

となる作用素13(t)が存在すると仮定する.このとき

1. L(t)の離散固有値はtに関して不変である.

2.もしL(t)の固有値が単純であれば固有関数ゆ(x，t)は

θゆ
ー =(13(t) + C)。
δt 

を満たす.ここで， C = C(t)は任意の関数である.

(2.24) 

(2.25) 

*2 冗をヒルベルト空間，Bをパナッハ空間とする.定義域を冗oC 1lに持ち Bに値をとる作用素F(t)
がt= toで微分可能とは，すべてのfε冗oに対して極限
im F(to + e) -F(to2， 
E一歩o e 

がBにおいて存在するときをいう.この極限を

θF(t) I 
θt It=to 

と書く.例えば，L(t) =δ，; + u(x， t)の場合は
δL(t) 
一一一=叫(x，t) = Mut 
θt 

となる.
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3.もしB(t)+ Cがαntisymmetricならば

11</>11 = んかμl伸例附ゆ剃仰仇仰(伊仇仰川Z民吋，t 
はtによらない.

注意 2.4.(2.24)をLax方程式といい，与えられた問題を(2.24)のような形に表すことを Lax表

示という.むaJC方程式は

(山6
</>t = B</> 

の両立条件であり，固有値問題のスベクトルがtによらず一定であることを意味する.

逆散乱法ではLax方程式(2.24)をみたすような作用素の対，L，Bを見つけることが重要である.

このような対を Lax対 (Laxpair)という.

注意 2.5.KdV方程式の場合Lax対は

(的)= a; + u， U九州
B(t) = -4θ3-6uθIX -3ux 

となる.実際，

。L
""""fu" = Ut (り)
δt 

[B(t)， L(t)] = å~ -6uθxU 

からU(x，t)がKdV方程式をみたすならば

δL 
~n: = [B(t)， L(t)] 
at 

となり，L(t)とB(t)はLax対であることがわかる.

注意 2.6.LがL(t)=δ1; -u(x， t)で与えられた場合，定理2.5によれば
・[B(t)，L(t)] = Mwを満たす (antisymmetricな)作用素B(t)をみつける.ここでMw
は掛け算作用素であり，日Fはu(x，t)の関数w= K(u)である.
・このB(t)に対し，等スペクトルポテンシャルu(x，t)は

-Ut = K(u) 

の解となる.

ということになるが，実際にB(t)をどうやって見つけたらよいか?
B(t)をantisymmetricで実係数の線形微分作用素とする.B(t)はantisymmetricより，偶数
階ではないことから

、l
〉
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とおく.係数bjは後で決める.q=lの場合を考えると

。3 • a a 
1= 一一ー +b1 一一 +~b1。x3 θx' ax 



である.

即時BIL(t)-L(t)B1=-(32+会)る
-(3会+争)会-(会+2b12+会)

であるが，[B1， L(t)]が掛け算作用素となることからいートがわかる 従って

iAL(t)]=-j(uzzzー仇)

となる.定理2.5より等スペクトルポテンシャルu(x，t)は

ut=j(山一仇)

を満たすことがわかる.

定理2.5の証明(概略)

((t)を固有値，ゆ(x，t)を対応する固有関数とする.

L(t)ゆ+((t)ゆ=0

の両辺をtで微分すると

a</> ， a((t) θ。
atゆ+L(t)友+at'ゆ+((t)友=0

となる.(2.24)より

δ((t) 
[L(t) + ((t)]友 +B(t)L(t)ゆーL(t)B(t)ゆ+370=O

となるが，B(t)L(t)ゆ=B(t)( -((t)ゆ)= -((t)B(t)ゅにより

/θ</> 0/.1.¥ J.. ¥ θ((t) 
[L(t) + ((t)] I友一B(のけ+at'ゆ=0

を得る.この式の両辺にゆをかけて内積をとれば，L(t)が自己共役より，

δ((t) 11 J..1I2 _ / J.. rT 1.1.¥ I N .I.¥l ( ゆ 1¥
す11ゆII~ = -(札匹(t)+ ((t川友 -B(t)ゆ))

=-(比(t)+仰

(2.26) 

となる.ゅは固有関数であることから O 手ゆ ε L2 • 従ってふ (t) = 0を得る.これは，((t)が
t = toに対する固有値だとすると，全てのtに対して ((t)が固有値であることをいっている.

(2.26)と(t= 0から，

/θゆ 1
[L(t) + ((t)] I ~a: -B(t)ゆ)=0lθt -'-jT } 

23 
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を得る.L(t)の固有値が単純であることから

dct 
--B(t)ゆ=C(t)仇 C(t)は任意の関数
δt 

がわかる.両辺にゆをかけて内積をとると，B(t) + Cがantisymmetricであることから，

〈ω一〉ト=<ゆ， 但仰(t伽tθt 

となり，従って

を得る.

JEllゆ(t)112= <仇(B+C)ゆ>+ < (B+C)仇ゆ>
dt 

=0 

注意 2.7.KdV方程式の場合，

B(t) = -4θ，! -6u(x， t)θx - 3ux(x， t) 

とすると，定理2.5により固有関数の時間発展方程式は

。t=-4ゆxxx+ 6uゆx+ 3uxct 
となる.一方， Schrodinger方程式ー仇x+ u(x， t)ゆ=入ゅの両辺を Zで微分すると

ゆxxx (u一入)恥 +uxゆ.

従って

。t=2(u+2入)仇 -uxゆ
となり，前節で導いた固有関数の発展方程式が得られる.

(2.27) 

口
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第3章

方程式非線形 Schrるdinger

q = q(xぅt)，r二 r(xぅt)とする.次の GeneralizedZakharoト ShabatSystem 

411-P2+刷工o
ax 

(3.1) 

-f竺+rV1 + i( V2 = 0 
ax 

のスペクトル(= ((t)が時間不変となるようなポテンシャルqぅγの発展方程式を導く.

円山

T

r
e
t
'
B
t
i
t
s
L
 

一一ruu 

『

E
E
B
E
E
t
E
E
B
B
J

1
4

つ-

u

u

 

p
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
h
 

一一旬

とおくと， (3.1)は

Lv +i(りご O

(3.2) 

この Lに対して Lax対を見つける.すなわち

。L
一一 =BL -LB 
δt 
Vt =Bv 

となる.

まず，を満たす作用素Bを見つけことを考える.

ぃ安=[~ 

(3.3) 

B = {βηh<i，j<2とおく. (3.2)から

θxsl1 - sl1θ'x -qβ21 -β12r = 0 
θzβ22 -β22δx -s21q -rs12 

であることに注意する.

(3.4) 

=0 

δxs12十s12δx-qs22 + sl1 q = qt 
θxs21 + s21θお - rsl1 + s22r二 rt・

(3.5) 

いま，sijとして2階の微分作用素を考える.すなわち，

sij = ß~J) + sg)δIX +βJj)θ3 
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とおく.(3.5)を(3.3)と(3.4)に代入し，係数を比較すると，
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(3.8)を(3.9)へ代入すると

θJii)=δJj;)=O 

を得る.ここで，

pii)=PJ;)=O 

ととる.(3.7)からpg)はZ によらない関数となる.(何3.8的)と(但3.13め)を(伊3.10町)へ代入して
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以上で，Bが決定できた.ただし， α，α，pjf)の自由度がある.

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 



これらを(σ3.4吋)へ代入するとポテンシヤルの時間発展方程式が得られる.

{ :仇ドベ叶t戸寸中=→十;戸戸戸問f?や伊?←;22ι山山M:?十い川吋刈イ一イ4イP瓜di2i?川)
T円t=一.(伊(伊β必;22:?)一Fdi2:)切)(q〆rρ2一 rω+(α -C!)r

(3.15) 

さて， Zakharov-Shabat system (3.1)においてr=平qの場合を考える.このとき(3.15)は

(寸2)-92))(刊 |q|2-ifz)ー (C2- C1)q 
品=-(必)-sg))(有 Iql2ー qxx)+ (α -C1)q 

となる.この二つの式が両立するには，

(;(92)-d))4α 
C2 -C1 = iγ， 

α:実数

γ:実数

でなければならない.γ=0ととれば，非線形Schrodinger方程式

zqt=qzz土勾Iql2

を得る.これは1972年に Zakharov-Shabat[75]によって初めて逆散乱法によって解かれた.解

の構成手順はKdV方程式の場合と同様である.

ここでは行列Bは作用素として求めたが，実は関数を成分に持つ行列としても求めることができ

る.詳しくはEckhaus-Harten[17， pp. 174-181]を参照のこと
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第4章

補遺

この章では Gel'fand幽Levitan-Marchenko方程式(2.8)とその解が(2.9)を満たすということが

どのようにして導かれるかを概観する.厳密な証明については例えばEckhaus-Harten[17]にある

ので参照してほしい.

Schrodinger方程式

ーゆ"(x)+ u(x)ゆ(x)=入ゆ(x)， x E R (4.1) 

を考える.入=d，κεCとする.κεδ工:={z E C; Imz三O}に対し，

和(x，伐)= e-uta R(x，ぉ)， ゆI(X，κ)= e~f<，æ L(x，κ) 

という形の解を考える.それぞれ方程式(4.1)へ代入すればRとLの満たす方程式が得られるが，

その中で特に

日m R(x，κ) = 1， lim R'(x，κ)=0 
(4.2) 

æ-→ -c白 æ~-oo

L" (x，ι) + 2iκL'(x，κ) = u(x)L(x，κ) 
liIp. L(x，κ) = 1， lirp. L' (x，κ)=0 
a-今+00 æ~+oo 

(4.3) 

を満たす解について考える.

ポテンシャルu(x)としては，次の条件

!a(1+1叫)mlu(x)ldx<∞ (4.4) 

を満たすものを考える.(4.4)をm位の増大条件 (growthcondition of order m)と呼ぶ.以後こ

れを GC(m)と略すことにする.

まず， Gel'fand-Levitan-Marchenko方程式を導くために必要な解RとLの性質についてまと

めておく.

29 
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4.1 解の存在と一意性

(4.3)を積分方程式に書き直すと

山)コ 1+ 100 H(山 )L(y，K.)d (4.5) 

となる.ここで

u(y) r ~2il\;(百 -x)
H(x，y，κ)一五互い - “εC+¥{O} 
H(x， y， 0) = u(y)(y -x) 

である.

Rx  C+¥{O}上定義された関数 ω(x，κ)で，各 κEC+¥{O}に対し Z について連続かっ

ω(x，κ) = 0(1)， (x→土∞)を満たす集合を W土と書くことにする.

定理 4.1.u(x)はGC(O)を満たすとする.このとき積分方程式(4.5)をみたす解LEW+が唯一
つ存在し，

L(x，κ) = ~Hl(X ， κ) 
1=0 

品川=1， Hl+l (x， K.) = 100 H(x， y，κ)品(仰)吻
で与えられる.この解Lは(4.3)をみたす(古典)解でもある.

R(x，κ)についても同様の一意存在定理がいえるが，ここでは省略する.

(4.6) 

Gel 'fand-Levitan-Marchenko方程式を導く際には，解の κに関する解析性が重要な役割をは

たす.

定理 4.2.u(x)はGC(O)を満たすとする.このとき

d1R d1L ，-;:::-

~， --;-::;εC(R x (C+¥{O} ))， αXl' dx1 l=0，1，2 

となる.また，各xERに対し2階までの導関数はすべてkに関して解析的である.

さらに，u(x)がGC(l)を満たすならば(4.5)はk=Oのときも一意に解け，その解R，Lは

となる.

d1R 

dx1 ' 

d1L -:::一

五7εC(Rx C+)， 1 = 0，1，2 
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4.2 解の漸近挙動

κεR ¥{O}の場合，科と r/Jr' r/Jlと石はそれぞれ互いに一次独立な(4.1)の解となる. 2階の

線形常微分方程式の解は2つの一次独立な解の線形結合で書けることから，

(い一(川+(κ)瓦
ゆrγ+(κ)ゆl十 Tー (κ)引

(4.7) 

と書ける.(4.2)と(4.3)より κεR¥{O}に対し科とのlの Ixl→∞での漸近挙動が得られる.

。l(Xぅκ)rv ~ ~ 
Il+ (κ)e21'i:X + L(κ)e-2 

J r+(κ)e21'i:X 十r_(κ)e-2I'i:X
科(xぅκ)~ie-MZ 

X -+ 00 

X -+ -00 

X-+οc 

Z ー+-00

さらに係数の間には次の関係が成り立つ.

l+ (κ)=γ-(κ)う L(κ)二一可(κ)

Il+ (κ)12 = IL(κ)12 + 1ぅ Ir-(κ) 12工作+(κ)12+ 1 

(4.8) 

( 4.9) 

T土(κ)，1土(κ)はR¥{O}上定義される関数であるが， r_(κ)とl+(κ)は次のようにむ士¥{O}へ
と拡張できる.

定義 4.1.κEC+¥{O}に対し

Tー (κ)ゴ +(κ):=ヰ(RL'ーぱ十日L)
で定義する.

ポテンシャルu(X)にGC(2)という条件を課せば1/r-(κ)はκ=0で連続であることがわかる.
このことはGel'fand-Levitan-Marchenko方程式を導く際の重要な性質となる.

定理 4.3.u(x)はGC(2)を満たすとする.このとき透過係数

r(κ):=-L 
一(κ)

はκ=0で連続である.

4.3 スペクトル

L2(R)上でSchrodinger作用素

wu +
 

nt
一が一一L
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を考える.定義域をD(L)= H~ := {<T E L2; <T"εL2}とする.レゾルベント集合をρ(L).スペ
クトルをσ(L).固有値の集合をσp(L)とする.これらは前節で定義したに(κ)(散乱係数)で次

のように特徴づけられる.

定理 4.4.u(x)はGC(O)を満たすとする.このとき

・ρ(L)= {入 EC;入=κ2κEC+，rー(民)# O} 
・σp(L)= {入 εC;入=κ2κε C+，rー(ぉ)= O} C (-1，0) for some 1> 0 
・σ(L)=σp(L) U [0，∞) C R 

が成り立つ.さらに (0，∞)には固有値は含まれない.

さらに次のような性質がある.

系 4.1.各固有値入=κ2εσp(L)は単純である.また，

科(x，κ)=α(κ)仇(x，κ)，

と書ける.

0#α(κ)εR 

α(κ)と定義2.1で定義した規格化定数Cnの間には次のような関係がある.

定理 4.5.u(x)はGC(1)を満たすとする.このとき離散国有値の数は有限である.その固有値を
一円<ー均<・・・ <-VN < 0とし， κn=Fnとおけば，規格化定数Cnと系 4.1に現れる係数
α(κ)との聞には

円ー α(iν'n) 
'-'n一 11科("ivn)11 

という関係式が成り立つ.

r-(κ)のゼロ点集合がσp(L)であったが，次の定理よりに(κ)のゼロ点は一位であることがわ

かる.

定理 4.6.入=κ2εσp(L)とし， 0手α(κ)εRは系 4.1のものとする.このとき次が成り立つ.

生二(κ)=-L||ゅんκ)112 
~a(侃)

4.4 解の Fourier変換表示

f(x，κ)， g(x， s)に対し，変数民 sに関する Fourier変換と逆Fourier変換を

(九→s!)(x，s) =与 Ie吋(い)dκ
v乙1f'JR

(:F，ヰ山川)=よ l内 (x，s )ds 
VL.πJR  

で定義する.定理4.1で与えた解L(x，κ)を伐に関してFourier変換してみよう.

L(x，κ)一1= H1(x，κ)+玄Hm(x，K) ( 4.10) 
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と書き直して考える.ここでHlは

Hl (x， K，) = 100 H(x， y，κ)dy 
f∞u(y) r _2u，，(y-x) 11 ..1.， 
= I 一一L{e"""-¥Y-wj - 1 }du 
Jx 乙u屯

である.θ(s)をヘビサイド関数.U(z)をu(y)の積分，つまり

A
u
n
u
 

>
一
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u
e
u
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n
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f
i
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、.E
E
K

一一
、、‘，，，eu
 

，，E
曹、、
A
O
 

印)= 100 u(y) 
とすれば，部分積分と変数変換s= 2(y -x)により

H1(い )=;l的 )eiK.SU(x+ s/2)ds 
4血辺 JR  

=~{F.記仏山ユ斗山昂バ(伊附θ
となる.伐に関してFourier変換すれば

(九→sH1)(x，s) =シ(s)U(x+ s/2) (4.11) 

を得る.
00 

2二Hmの性質は(4川より L-1-Hlの性質を調べればよく，それは定理4.2より各ZεR  
に対し C+上解析的で C+上連続であることがわかる.

山)=方{九→S(ζι)}い，s) 

とおこう.次の補題から任意の s<Oに対し I(x，s)= 0がわかり.I(x， s)の連続性から

I(x，O) = 0 

(4.12) 

(4.13) 

となる.

補題 4.1.f(z)はむ工上連続.C+上解析的とし，実軸上ではL1(R).また supIzf(z)1 <∞を
zεC+ 

満たすとする.このときすべての s<Oに対して

I e-m f(z)dz = 0 
JR  

証明:積分路を[-R，R]とCR:={Zj Izl = R， Imz三O}から成るものをとる.この内部では被
積分間数は解析的であるから Cauchyの積分定理より

~R ~ 

I e-us f(z)dz + I e-tZS f(z)dz = 0 
J-R  JCR 

を得る.この式で両辺R→∞とすればよい.

口



34 

さて， (4.10)の両辺を κについてFourier変換すると，

N(x，s) :=シ(s附 +s/2) +山)
とおけば

(F~→s(L -l))(x，s) = N(x，s) 

となる.とくに(4.13)から

N(z，o)=ju(Z)=ifw)du 

がわかり，NがZに関して微分可能ならば

u(x) =ー2Nx(x，0)

( 4.14) 

(4.15) 

となる.さらに，任意の κERについて L(x，-κ)= L(x，κ)が成り立つことに注意すれば，

N(x， s)は実数値関数であることもわかる.以上のことをまとめて，

定理 4.7.u(x)はGC(l)を満たすとする.このとき

山)= 1 + 100∞~N(伊Z叩ω，s 
と書ける.ここでN(x，s)は(4.14)で定義される実数値関数である.また，N(x， s)はx，sに関し

て微分可能であり，

N， Nx， Ns E Co(R x [0，∞)) := {f E C(R x [0，∞)) ;ら εR，lim f(x， s) = O} 
ー+ロロ

を満たす.

4.5 Gel'fand-Levitan-Marchenko方程式

準備が整ったところでGel'fand-Levitan-Marchenko方程式を導こう.定理4.5により，u(x)が
GC(l)を満たすなら，固有値の数は有限個である.これらを一円<一的<・・・ <-VN < 0とし，
/'i，n = ..;v;;， 1三n'S. N と書くことにする.

Bd(Z) := I: C~e:-~nZ ， 
n=l 

Bc(z):= ~F:~zbr(z) 
VL.π 

とおく.ここでCnは規格化定数，br(κ)は反射係数である.

B(z) := Bd(Z) + Bc(z) 

=Sde-hZ+品川(κ)仇 Z>O

とおく.



定理 4.8.u(x)はGC(2)を満たすとする.このとき(4.14)で定義される実数値関数N(x，s)は次

の方程式を満たす.

駒 +s)+N(x，s)イ N(x，t)B糾 s+ル 0， x E R， s 2:: 0 
証明 :αr(κ)=l/r_(κ)，br(伐)= r+(伐)/r_(ι)とおけば(4.7)式より等式

αr(κ)科(x，伐)= br(κ)和(x，κ)+石(x，κ)

を得る.<Tr = Re→悶，利 =LetK，X をそれぞれ代入すれば

αr(κ)R(x，κ) = br(ぉ)L(x，伐)e2iK，X + L(x，κ) 

となる.この式の左辺に定理4.7で得たLのFourier変換による表示式

L(x， /'b) = 1 + y!2;F.二K，N(x，κ)

を代入， N が実数値であることから :F;~K，N= :FK，→sNに注意すれば

与 (αrR-ド与ι(κ)e2i悶 +br(ぉ)e2iK，XF.ヰ叫んsN
v占5πv乙π

となる.両辺に逆Fourier変換を作用させれば

1 __， ， 1 __，つつ
.L J己 (αrR-1) = ~:F;:.!s(bre2i悶)+ :F;:.!s (bre2i問 :F-1N) + N (4.16) ...;2ifV K， --+s\-r~V ~I - ...;2if晶→s

を得る.右辺第一項と第二項はFourier変換の定義から

「÷LF叫J己ニ山iふι8パル(作糾bιいT刊JffyeJ♂P伊門2幻抑山4“ω竹民悶竹z勺)=ιU f e♂i(巾(い印8
V，話5π ~岳刊 JR  

= Bc(2x + s) 

また，同様の計算により

roo 

FJis(bre2MZF己目N)= I N(x， t)Bc(s + t + 2x)dt 

がわかる *1

(4.16)の左辺については，

Q(x，s):= (4.16)の左辺

1 r etι8 
Qε(x， s) :=ム l一一一助(κ)(R(x，κ)-l)dκ， 

2πJR 1-ieκ 
ε>0 

( 4.17) 

(4.18) 

とおく.定理4.2より RはC+上解析的であり， αr(κ)=l/r_(κ)は定理4.4，定理4.5から有限
個の一位の極を C+上に持つ.さらにu(叫がGC(2)を満たすことから R，ιはκ=0で連続と

*1実際の証明はが(κ)=e-EJbT(ぉ)ε L1nL2としVに対して同様の計算を行い E→0とするのであ
る.
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なる.従って積分路 ORを[-R，R]とCR:= {z; IZI = RぅImzとO}から成るものをとれば，留
数定理により

Qε(民 s)= )im 土/~士二αr(κ)(R(x川) -1)dκ 
R→∞ 2πJnR 1 -iεκ 

ふ R(xぅiVIJ;;)、広三。:Jm (1+εFn)-le一両
nz17=(何)

となり， ε→Oとすれば

ιR(x，iVIJ;;) -
Q(民 s)=i):~-:'

n=l玄(刊

系4.1と定理4.5，定理4.6により

告(何)=去11山何)11 
R(x， iFn) = Cnll科(.，iFn)IIL(x， iFn)e-2rcnx 

であるから，これらを(4.19)へ代入すると

N 

Q(り)= -L C~L(x ， iFn)e-rcn(s+2x) 
口=1

となる.この式に定理4.7で得たLの表示式を代入すれば

い)= -Bd(2x + s)一lOON川ん伽

(4.19) 

( 4.20) 

が得られる. (4.16)に(4.17)ぅ(4.18)ぅ(4.20)を代入すれば，示すべきN(xぅs)が満たす方程式が得

られる.

口



参考文献

[1] M. J. Ablowitz， D. BarYaacov and A. S. Fokas， On the inverse sccattering transforrn 
for the Kadorntsev-Petviashvili equations， Stud. Appl. M，αth 69， (1983) 135-142. 
[2] M. J. Ablowitz and P.A. Clarkson， Solitons， Nonlinear Evolution Equations and Inverse 
Scattering， Carnbridge Univ. Press， Carnbridge， 1991. 
[3] M. J. Ablowitz and R. Haberrnan， Resonantly coupled nonlinear evolution equations， 
J. M，αth. Phys 16， (1975) 2301幽2305.
作]M. J. Ablowitz， D. J. Kaup and A. C. Newell， Coherent pulse propagation， a dispersive， 
irreversible phenornenon， J. Mαth. Phys 15， (1974) 1852・1858.
[5] M. J. Ablowitz， D. J. Kaup， A. C. Newell and H. Segur， Method for solving the Sine-
Gordon equation， Phys. Rev. Lett 30， (1973) 1262-1264. 
[6] M. J. ablowitz and H. Segur， "Solitons and the Inverse Scattering TransforrnヘSIAM，
Philadelphia. 

[可 M.Antonowicz and A. P. Fordy， Coupled KdV equations wi七hrnulti-Harniltonian struc-
tures， PJ伊 icα28D，(1987) 345-357. 
[8] M. Antonowicz and A.P. Fordy， Super“extensions of energy dependent Scl凶 dingerop-
erators， Commun. Mαth. PJゅ 124，(1989) 487-500. 
[9] T. B. Benjarnin， J. Fluid Mech 25， (1966) 241. 
[10] T. B. Benjarnin， J. Fluid Mech 29， (1967) 559. 
[11] F. Calogero and A. Degasperis， Solution by the spectral transforrn rnethod of a nonlinear 
evolution equation including as a special case the cylindrical KdV equation， Lett. Nuovo 
Cim 23， (1978) 150-154. 

[12] F. Calogero and A. Degasperis， Reduction technique for rnatrix nonlinear evolution 
equations solvable by the spectral transforrn， J. Mαth. PJゅ 22，(1981) 23幽31.
[13] P. J. Ca凶 rey，R. K. Dodd and J. D. Gibbon， A new hierarchy of Korteweg-de Vries 
equations， Proc. Roy. Soc. London A 351， (1976) 407-422. 
[14] A. Cohen， Exisもenceand regularity for solutions of the Korteweg-de Vries equation. 
Arch. Rαt. Mech. Anαl 71， Nurnber 2， (1979) 143-175. 

[15] R. E. Davis and A. Acrivos， J. Fluid Mech 29， (1967) 593. 
[16] V. G. Drir由l'dand V. V. Sokolov， Equations of KdV type and sirnple Lie algebras， 
Sov. M，αth. Dokl 23， (1981) 457-462. 

[17] W. Eckhaus and A. Van Harten， The Inverse Scattering 苛 ansforrnationand the Theory 
of Solitons. An Introduction. North-Holland Mathernatics Studies， 50. North-Holland 
Publishing Co.， Arnsterdarn-New York， 1981. 

37 



38 

[18] J. C. Eilbeck， J. D. Gibbon， P. J. Ca凶 reyand R. K. Bullough， Solitons in nonlinear 

optics. 1. A more accurate description of the 2 7r-pulse in self-induced transparency， J. 
Phys. A: Mαth. Gen 6， (1973) 133下1347.
[19] L. B. Faddeev， The inverse problem in the quantum theory of scattering， Uspekki M，αt. 
Nαuk 14， (1959) 57-119.よ Mαth.Plゅ 4，(1963) 72-104. 
[20] A. S. Fokas， A symmetry approach to exactly solvable evolution equation， J. Mαth. 
Phys 21， (1980) 1318-1325. 
[21] A. S. Fokas and M. J. Ablowitz， On the inverse scattering and direct linearizing trans-
forms for the Kadomtsev-Petviashvili equation， Phys. Lett 94A， (1983) 67-70. 
[22] A. S. Fokas and M. J. Ablowitz， On the inverse scattering of the time-dependent 
Schrodinger equation and the associated Kado凶 sev-Petviashvili(1) equation， Stud. 
Appl. Mαth 69， (1983) 211-228. 
[23] A. P. Fordy， Derivative nonlinear Scl凶 dingerequations and Hermitian symmetric 
spaces， J. Phys. A: M，αth， Gen 17， (1984) 1235-1245. 

[24] A. P. Fordy and J. Gibbons， 1ntegrable nonlinear KleiIトGordonequations and Toda 
Lattices， Commun. Mαth. Phys 77， (1980) 21・30.
[25] A. P. Fordy and P. P. Kulish， Nonlinear Scl凶 dingerequations and simple Lie algebras， 
Commun. M，αth. Phys 89， (1983) 427-433. 

[26] C. S. Gardner， J. M. Greene， M. D. Kruskal and R. M. Miura， Method for solving the 

Korteweg-de Vries equation， Pl明・ Rev.Lett 19， (1967) 1095-1097. 
[27] 1. M. Gel'fand and B. M. Levitan， On the determination of a differential equation from 
its spectral functions， Amer. Math. Soc. Transl.， Ser. 2 1， (1955) 253-304. 

[28] J. D. Gibbon， P. J. Caudrey， R. K. Bullough and J. C. Eilbeck， An Nωsoliton solution of 

a nonlinear optics equation derived by a general inverse scattering method， Lett. Nuovo 
Cim 8， (1973) 775-779. 

[29] R. Hirota and J. Satsuma， Soliton solutions of a coupled Korteweg幽deVries equation， 
Phys. Lett 85， (1981) 407-408. 
[30]磯崎洋，量子力学的散乱理論における逆問題，数学50巻2号，岩波書庖， 1998. 

[3i] M. 1to， Symmetries and conservation laws of a coupled nonlinear wave equation， Phys. 
Lett 91A， (1982) 335-338. 

[32] B. B. Kadomtsev and V. 1. Petviashvili， Sov. Phys. Dokl 15， (1970) 539. 
[33] T. Kawahara， J. Pl明• Soc. Jαpαn 33， (1972) 260. 
[34]川原琢治，ソリトンからカオスへー非線形発展方程式の世界一，朝倉書店， 1993. 

[35] D. J. Kal恥 Ahigher-order water-wave equation and the method for solving it， Prog. 
Theo. Phys 54， (1975) 396-408. 

[36] D. J. Kaup， The three-wave interaction - a nondispersive phenomenon， Stud. Appl. 
Mαth 55， (1 



linear Wave Motion"， proceedings， Potsdam， New York， 1972， ed. A. C. Newell， Lect. 
Appl. Mαth 15 (1974) 61・83，A.M.S.， Providence， RI. 
[40] B. A. Kuperschmidt， A super KdV equation: an integrable system， Plゅ• Lett 102A， 
(1984) 213-215. 

[41] B. A. Kuperschmidt， Mathematics of dispersive water waves， Commun. Mαth. Phys 99， 
(1985) 51-73. 

[42] M. Lakshmanan， Continuum spin system as an exactly solvable dynamical system， Phys. 
Lett 61A， (1977) 53-54. 

[43] G. L. Lamb， Phase variation in coherent-optical-pulse propagation， Phys. Rev. Lett 31， 
(1973) 196-199. 

[44] P. D. Lax， Integrals of nonlinear equations of evolution and solitary waves， Comm. Pure 
App. Mαth 21， (1968) 467-490. 

[45] G. P. Leclert， C. F. F. Karney， A. Bers and D. J. Kaup， Two-dimensional selfmodulation 
of lower hybrid waves in inhomogeneous plasmas， Phys. Fluids 22， (1979) 1545綱1553.
[46] F. Lund and T. Regge， Unified approach to strings and vorices with soliton solutions， 
Phys. Rev D14， (1976) 1524-1535. 
[47] V. A. Marche出 0，On reconstruction of the potential energy from phases of the scattered 
waves (Russian)， Dakl. Akαd， Nαuk SSSR (N.S.) 104， (1955) 695-698. 
[48] S. V. Manakov， Complete integrability and stocl瑚 tizationof discrete dynamical sys-
tems， Sov. Phys. JETP 40， (1975) 269-274. 
[49] S. V. Manakov， The inverse scattering transform for the time-dependent Scl凶 dinger
equation and Kadomtsev-Petviashvili equation， Physicα3D， (1981) 420-427. 
[50] A. V. Mikhailov， Integrability of a two-dimensional generalization of the Toda chain， 
Sov. Phys. JETP Lett 30， (1979) 414-418. 

[51] A. V. Mikhailov， The reduction problem and the inverse scattering method， Physicα 
3D， (1981) 73-117. 
[52] A. V. Mikhailov， The Landau-Lifschitz equation and出eRiemann boundary value prob-
lem on a torus， Phys. Lett 92A， (1982) 51-55. 
[53] H. Nagashima， Phys. Lett 105A， (1984) 439. 
[54] A. C. Newell， The general structure of integrable evolution equations， Proc. Roy. Soc. 
London A 365， (1978) 283-311. 
[55] H. Ono， J. Plゅ• Soc. Jαpαη39， (1975) 1082. 
[56] K. Pohlmeyer， Integrable Hamiltonian systems and intractions through quadratic con-
stants， Commun. Mαth. Phys 46， (1976) 207四221.
[57] G. R. W. Quispel， F. W. Nijhoff and H. W. Capel， Linearization of the Boussinesq 
equation and the modified Boussinesq equation， Phys. Lett 91A， (1982) 143-145. 
[58] Yu. L. Rodin， The Riemann boundary problem in Riemann surfaces and the inverse 
scattering probl 

39 



40 

[61] H. Segur， Comments on IS for the Ka吋dom凶t胞sev-Pet帥tvi吋i同a加.sl油hviliequation， in " Mαthemαticαl 
Methods in Hydrodynαmicsαnd Integrability in Dynαmicα1 Systems，" Proceedings， La 
Jolla 1981， eds. M. Tabor and Y. M.官 eve，AIP Conf. Proc.， 88， 221-228. 

[62] E. K. Sklyan訓n凶lI血i

LOMI， (1979) Eふ 79，Leningrad. 
[63] S. 1. Svinolupov and V. V. Sokolov， Evolution equations with nontrivial conservation 
laws， Func. Anal. Appl 16， (1983) 317-319. 

[64] S. 1. Svinolupov， V. V. Sokolov and R. 1. Yam凶iov，On B品ack王山凶 transformationsfor 
integrable evolution equations， Soviet Math. Dokl 28， (1983) 165-168. 

[65] L. A. Takht吋an，Integration of the continuous Heisenberg spin chain through the inverse 
scattering method， Phys. Lett 64A， (1977) 235-237. 
[66]和達三樹，非線形波動，現代物理学叢書，岩波書店， 2却0∞0∞O.
[伊67司]M. Wa吋da品札t

1681. . 

[68] M. Wadati， K. Konno and Y.-H. Ichikawa， New integrable nonlinear evolution equations， 

J. Phys. Soc. Jαpαn， (1979) 1698-1700. 
[69] G. Wilson， The a血neLie algebra C~l) and an equation of Hirota and Satsuma， Phys. 
Lett 89A， (1982) 332幽334.

[70] N. Yajima and M. o ikawa ， Formation and interaction of sonic-Langmuir solitons一
inverse scattering method， Prog. Theo. Phys 56， (1976) 1719輔1739.

[71] V. E. Zakharov， On stochastization of one-dimensional chains of nonliear osillations， 
Sov. Phys. JETP 38， (1974) 108幽110.

[72] V. E. Zakharov and S. V. Manakov， Resonant interaction of wave packets in nonlinear 
media， Sov. Phys. JETP Lett 18， (1973) 243-235. 

[73] V. E. Zakharov and S. V. Manakov， The theory ofresonance interaction ofwave packets 
in nonliear media， Sov. Phys. JETP 42， (1976) 842-850 

[7刊叫4]V. E. Zakha町rovand E. 1. Sch叫1

nonlinear Schrodinger equations， Physicα4D， (1982) 270-274. 
[75] V. E. Zakharov and A. B. Shabat， Exact theory of two-dimensional self-focusing and 
one-dimensional of waves in nonlinear media， Sov. Phys. JETP 34， (1972) 62・69.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


