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Abelian surfaces with odd bilevcl structurc 

G.K. S岨 karall

May 15割)03

We study thc modu1i 5凹皿 ofabelian surfaccs wiLh polari抽出nof t}'l褐
(1， t)副 dn bilc同JstruclurC. Tb田明間 introducedby Mukni (in a leciure 
givcll in Sapporo in 19四);he show吋山叫 forL<l壬5thc mod叫ispace 
凶 rational.lu山i.sleci出"e1 d田町ibesomc Ccat町四 oflhc g回 melryof the 
moduli叩a.cefor arbitr町'Yt副 dthen cxpla.ill how 1.0 U田山田eto show th叫
if t is odd山cnt.he moduli spa.田 isofgencra1type for t ~ 17.1凶却 iud刷出
却 me叩凹i凶 fc叫山田 ofthe ca皿， ~6. 
Thc moduli spa.c曲叩凶配rnoocan be d田町出国師 q叩 tiClltSof the Siegel 
uppcr ha1f-plane by a cennin arithmctic subgroup of lhc symplectic graup 
Qnc necds刷国ymp凶岡田川mateof the 11四 lberof modulr forr田 of即時n
同 ightfor lrus group， a d田町iptionof the c国間andkn仰叫geofthe br岨 ch
loc田， lh叫 is，of the回目，on田 lhc町 ithcmticgroup. M田tof tbis c阻 be
obtained by modlfyingcalcul臥 '0田 arre岨yp町fonn国 foro山criyp由。Clevel
strucLure 
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Inhomogeneous Boundary VaJue Problem for th巴Nonlinear
Schrodinger Equation 

Charles Bu 
Departme川 ofMathematics 
Wellcsley Collcgc 

Welleslcy， MA  02481， USA 
cbu@well田ley.cdu

April 17， 2003 

AbstracL 

The following inholllogl印刷15boundary value problem for lhe nonlinear Schr嗣ingercquation
00 n c n岡崎 stud岡山I= 6u -9!uIP-1u， 9 > 0岡山田itiaJ副dbound町酬ditiOIlS
u(x.O) = h(x) for x εn， u(x， t) = Q(x， t) 011 on whc回 h，Q田 givensmooth functions. Under 
suitable曲目d山。115，we prove the ex胤肌冊。ra globaJ田lutionin HI 

Key words: nonlincar Scltrodillger equ山。n，inhomog.叩曲usboundary va1ue problem，‘叫曲
目 lutiOll，global existcllce 

Mathematic8 Subject Cl幽 sificat岬 11(2000): 35K55. 35R35， 3SK叩
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Alastair Ki略 (Universityof Bath， England) 

Abstract 

¥Vhen a finite abelian graup G acts 011 C" I resolutions of the quotient 
space C'ソGcan parametrise G-COI1S同Uations，that is， G-目別larfinite length 
sheav曲 Undera natural conditiol1， one can completely cJassify the ways in 
which this can occur and effectively compute them using toric g田 metry.
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極渦のある球面上の
渦層の運動

坂上 :!'t之 (北海道大学)

Abstract 

We consider the motion of a yorlex sheet on the surface of a unit sphere 
in the pr田enceof point vorlices fixed at the north and south pol田 Analytic
and numerical research revealed that a vorlex sheet in two-dimensional space 
has the following three properti田.First. the vorlex sheet is linearly unslable 
due to Kelvin-Helmholtz instability. Seconcl1 the curvalure of the vorlex sheet 
di¥'erg回 il1finite time. Last. the vorlex sheet evolves inlo a rolling-up dou-
bly branched spiral. when the equation of motion is regularized by the、rortex
method. The purpose of this article is to investigate how the curvature of 
the sphcre and t he pr時四ceof the poJe vortices a町田tthese three properti閏
mathematically and numerically. ':Ve show that some low speclra of distur-
bance b町 omelinearly stable due to the pole vort山田 andthus the singularity 
formation tends to be delayed. On the other hand， however. the vortex sh田t，
which is regulariz出 bythe ¥'ortex method. acquir田 compl田 structureof many 
rolling-up spirals 

-4-
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エネノレギ一保存偏微分方程式の
ウェイヴレット展開による
ハミノレト ン力学系表示とその応用

岡田 正己 (東京都立大学)

Abstract 

1970年代にガードサーは周期 I¥dV方程式がフーリエ級数展開を用いるとハ
ミルトン力学系に帰着されることを示した.これの非周期の場合については、
きちんとしたことは示されていなかった.我々はウェイグレッ 卜展開を用いる
ことによって.もっと一般に、エネルギーi凡関数から変分によって導出される
偏微分方程式について、ハミルトンカ学系に帰.t!されうることを示し、数値解
の綿密かっ長時間安定な計算に応用できることに宮及したい.

5-



真性粘菌変形体の運動と
形態形成のモデリ ング、について
小林克 (北大 ・電子研)

Abstract 

真性粘菌の変形体は多核単細胞の巨大アメーパ僚の生物で、環境に応じて体
制を変化させたり移動したりすることで、うまく生を営んでいる.一見したと
ころ単なる原形質の塊のように見える変形体が、どのようにして一つの生命体
として盤合的に振る舞えるのかを考えることは、非常におもしろい問題であ
る.生物を物質と情報が交錯する場と して捉えた場合、この生物は良いモデノレ
系(原始的であるが故に、手が届くつ)となりうるだろう。セミナーでは結合
振動子系をベースとしたそデノレを紹介したい。

6ー
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種々のモジュライ空間のコホモロジーについて

-Riemann面， metricグラフ，二次形式一

森田 茂之

1 目標 モジュライ空間のトポロジーの研究

つぎの二つの概念には密接な関係がある

*モジュライ空n~

Riemann薗，アーベル多様体， Riemanll而上のベクトル来，等

*分額空Iln
BCL(1J，C)， BDiffAf，等

Causs 1111而論 (1827)で用いられた Gauss写像のターゲットとしての
2次元単位球菌(=3次元空間内の“方向"のモジュライ空間)が分額空
間のーつの起源その一般化である Cr出smann多犠体のコホモロジ一代
数の各元は，多様体の大局的な曲がり具合を記述する特性額の役割を果
たす

例 G，(C") = (V' c c'‘(線形部分空IiH)) (Cra田mann多織体)， 
{ : laulological bundle， {ム orLhogonalcomplemenL 
とするとき.

H'(G，(C“); Z) :: Z[c， (C)，. •• ，c，(OI/，..1叫10115
ここでQはChern矧であり，関係式(relalions)は等式c(C)c(が)= 1 に
より完全に記述される

目線 モジュライ空間，あるいは分額空間のコホモロジ一代数の決定
これが困難な場合には，その lautologi血 lparlの

tautologica1且;enerators/tautologicalrelaliolls 

の形での具体的な，12述を与える

2. Riemann面のモジュライ空間と曲面バンドル

7-



まず
Ricmann計量=接空!日1上の正定値二次形式

から，何次元多峨体上の一点における Ricm出1113トな全体をQと2Htば

Q= {正定値 n次対称行~I}空R弘子且

となる したがって，Mを"次元C∞多様体とするとき，そのよの IUc-
mann計量全体冗(M)は

冗(M)= l'(PM  xCL(n，Rl Q) (PMは M の主接バンドル)

と~!1くことができ，とれは可縮な空間でその上に M の微分間相群 Di町Al

が作用することになる 一般には。尚空間冗(M)jDiffMはあまり良い空
間とはならないが守 Mが2次元，すなわちIIH而Eの場合には例外的に構
造の~'Q;な美しい空1mとなる より詳しくは

冗。(E)= (E上の定出l率計量}

とすれば，冗(E)から冗。(E)上への DiffE阿茶、な strongderormation rc-
taract.ionが存在することが分かる(等温座標および Uniformizationt.he-
orem) とくに E=ら (組数gが2以上の向き付けられたl剖l山而)の場
合には，

九=π。(E)jDi町oE， (DiffoE，は Di町+Eyの単位元の連結成分)

はTeichmullel空自f]と呼ばれ1R6!1-6と問中日となることが知られている さ
らに

M，=冗o(E)jDiff+E，

=九jM，
は租数9のコンパクト町emann商のモジュライ空間となる ここで

M， = Diffよ，jDiれら

はらの写像煩群と呼ばれる毘要な群である

M，の研究は，町em剖111自身(1857)に始まり， Teichmul1er ( 1937) ， 
Ahlfors， Bers， Grot.hendieck， M山 1ford等による深い研究の積み重ねがあ

8 
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回

る トポロジーの観点からは ほとんどホモトピ一同値写像となる白然
な写像

BDirr. >=， ; J<(M，守 1)一 M，

の存在により，Mgと曲而バンドルの分航空間，さらには拘11象併としての
写fS良部l作λのの問の極めて密接な関係が生まれる U<(ん1"1)はん九を基
本併とする 8ilenberg-MacLanc~企 Itl J)

n~ : Riemannのモジュライ宅HUのコホモロジー代数 11・(M，)を理解
する とくに.そのtautological part.と呼ばれる部分代数冗(M，).すな
わち1¥1umford-tvloril a-MilJer知

叫 εA'(M，)， 位相的には C; E 11"(ル" : Z) 

により生成されるfm分代狽7備造を決定する 冗(M，)については Paber
による美しい予知がある

ここでは，上記の目標へのトポロジーの立場からの戦略を簡単に記す
まず‘官邸ymodel早として， 一つの Riemann耐の場合を与える E，上に
一つ観点構造Cと基点を定めれば， Abe1-J.cobiの写像

EZーJac
が定義される ここで JncはE;のJa∞bianであるが 1 これは位相的に
は7'"であり.それはまた 1-1= 1-11 (E，; Z)とするとき 1<(11，1)とも曾け
る このとき

H・(E，)E" 11・(Jac)/< A'I-I/Z > 
と.Egのコホモロジ一代数はJacobianのそれの適当なイデアルによる商
として記述される さて上記の戦略とは，簡単にいえばこの記述のramily
への一般化を構成すること，ということになる 只体的には，図式

C，や Family山仙c;R/Z) 
11 1 

mOl1odromy group 

A'II泌 Sp

C. E3巾-9 Family of Jacob削lS H1(Eg; Z/2g -2) ~ Sp 

M 9 

M~・"・

-9ー



に示すAbel-Jacobiの写像の Riemann而の朕への種々の一般化と。 γン
プレクティック群の表現論を用いて。つぎの予想をたてる

予想
冗(M，)さ (H"(1-I'(Jac)/ 1-1)/く [22]> )sP 

ここでく [22]>は H'(1-I'(Jac)/1-I)のあるイデアルである

3.対象を広げる

写像類群はH= H，(E，; Z)への自然な作用を通して 群の拡大

1:，→M，→ Sp(2g， Z) 

により記述される ここでろはτ'orellili-rと呼ばれる写像頬併の重要な部
分併である 凡を階数ηの自由群とし.OutF"をその外部自己向型併と
すれば，問機なi昨の拡大

Ou t.hFn → Ouもj~， → CL(lI， Z)

が得られる 1986年に Culler-Voglmanl1は，基本群がF"となる mcLric
グラフの全体のなす~nl] (Ouler Spaceと呼ばれる)を柿成し，それが可
縮であり， OutF，通が固有不述統に作用することを証明した この作用に
よる商空間はグラフのモジュライ空間lと呼ばれる 一方， GL(n可Z)は¥2
に記した凡次元多機体上の一点における Riemann計量全体の空11fJQに回
有不連続に作用することが古典的に知られているその陶空tUJのコホモロ
ジーはzの代数的 10Jl論と密接に関係し，重要な意味をもっ 町emann
面のモジュライ空間や写像車両併に比べて，これらの空Ul1あるいは1障のコ
ホモロジーの研究は， (Borelによる GL(n，Z)の'9:定コホモロジーの決定
を除き)まだ始まったばかりであるーしかし，系列

H"(Ou川J←-H・(Ou叫)~ H'(GL(叫Z))
KJgusa Morit.a Bo問 1，Soule， 

において.K. Iglはsoによる Out，"F..に関する highcrPranz-R.eid白羽田SICl
t.orsionの理論の建設，筆者による OutF"のあるコホモロジ-'ltjの無限系
列の定義， Gangl-Soule-VincentによるCL(η，Z)の初めての非安定コホモ
ロジ一類の発見がなされており，それら三者のnJlの関係の解明を含めて
近い将来に研究の大きな発展が期待される

10-



四

4 モジュライ空間のコホモロジーとリ一代数のコホモロジー

sorelによる古典的な結果

定型 (Borcl1974) 

lim 11・(Sp(2g.Z); Q)空 H・(51)(∞，1R)/U(∞))
9司伺

主 Q[c"臼， J 
lim 11・(01.(11，Z); Q)竺 N・(51(∞，IR)/SO(∞))
“『国

主 A(b5，b"...) 

により.arit.hmetic groupあるいはそれに随伴するモジュライ空unの安定
コホモロジ一代数は，リ一代数のコホモロジーで記述することができる
写像知群の安定コホモロジ一代数は， 2002年に至ってr..ladsen-Weissに
より

と決定された

lim H・(.M，; 1Q) ~ 1Q[e，.e" . . . [ ，_0。

-}j. I";:ontsevichは 1993年に， ruemann而およびグラフのモジュライ
空nnのイI理係数コホモ鴻W一代数と，ある織の無限次元リ一代数のコホ
モロジーとの密綾な関係を発見した 具体的には.三つの無限次元リー
代数 ε∞，a掴，1国を導入し， それらのコホモロジーをモジュライ空間のコ
ホモロジーにより完全に記述したのである そのうち二つの場合を簡略
化して記すとつぎのようになる

i.E四(J(ontsevishJ 993) 

p 1./~.( (\tJ~~ ~ $29-2+"目112，，_k(My，.刷1Q)
PNk ( !ム)~~ ~ H2u_k(UU同入+，;1Q)

3lff円のリ一代数の布限版 1，は，写像矧i拝ん19• 1 の リ 一代数とも呼べるも

ので，Kontsevishの上記の仕事以前にすでに筆者等の写像新鮮の研究に
おいて使われていたものである 以後，そこでの記法により』の智わり
に討と占くことにする

定型 (~Iorita 1990)全射準向型写像

Trac氾.行2k-ll---+ S2k+ I H 

一1Jー



が存在して

交換子イデアル|丸刈上'Ira田三0
Myからくる部分cl¥田明九ce

系 リ一代数としての全射静岡型写像

冗→ 1¥'同 EDS2k+lH 
k>1 

が存在する とくに冗はリ一代数としてイi限生成ではない

予想 上の準同型写像はリ一代数千tのアーベル化を与える
この下恕の当否とは無関係に，準向型写像

が得られる

11'(̂' H ED EB s山 H)SP
k2::1 

~lQlvalcncy が {3， 3 ， 5 ，7，"')となる連結グラフ|
~ H・(冗)SP

上記準悶型の“mod叫iparl"はこれまでの研究，とくに何澄響矢氏との
共同研究により完全に解明することができた しかし，これは全体から
見ればまだごく一部であり，残りの部分の解明はこれからの重要な課題
である まずは 守raceの一つ一つを用いたー番単純な元

H'(S2k+'I!)SP ~ IQ '3 1 Iー→ l'kHE PH'(冗)SP

の非自明性の斑明と幾何学的な意味の解明を目指している 93で述べた
OU I， I;~ のコホモロジー茸iの無限系列の定義は，これらの元に Kon同cvîch

の定l!I1を適用して
"叫(Out九件，;IQ) 

の元として得られたものである

予想
J1'(冗)SJl""" Q < ej，t3，ts，'" > 

ここで， e，は R.iemannモジュライ空間の第一特性知に対応するもので
あるが t3， ts， は，上記OulF，.の特性政としての役割lに加えて， z平術

12-



的写像矧併に現れる ({)I!i;i康隆，織m孝幸.中村Ityllll.松本氏，各氏等
のfJ:'Jl参JKl)絶対Galois群GaJ(Q/Q)の“影"(Soule元)に密接に関係
することが強く予想される さらに掻く拙近 (2003年秋) これらの元
の第3の役割。すなわちホモロジー3球而のホモロジ一同境1拝。'(Z)か
らzへの無限闘の独立な都同'1!1写像の構成に使える可能性があることが
分かつてきた

5 将来の課題

ここでは，つぎの二つをあげることにする

(1)コホモロジ一代数 H・(Mg，..)上展開されるモジュライ空間のinter.
sec! ion I h回げは， 1990!f-の Wittenの布名な仕事およびそれに引き続い
たJ{ontsevichの定耳目に始まり それを大きく一般化したCromov-Will en 
sJ!論に至るまで.多くの研究者の努力により目覚ましい発肢を遂げてき
た これらは。モジュライ空間のいわば一次特性矧(すなわち Mumford-
~lorìla-~l i¥lcr矧)に関する理論である 札ladsen-Weissの結果により，モ
ジュライ空間M，は.安定域においては Grassmann多峨体と定I量的には
似た性質をもっている しかし。非安定域および定性的には，はるかに
鰍:W;な椛造をもっていると考えられる 特性矧の観点からいえば， 二次
更には尚次の特性頬が定義され。それらはモジュライ空間の深い幾何学
的情造を反映するものと思われる ー述の二次特性宮lは写像知併のある
部分lrlK.gのコホモロジー額として準占によりすでに定義は与えられて
おり，また，河澄，11町 11の両氏もそれぞれの立掛からの研究を始めてい
る これらの “自次の幾何学"の具体的な研究は，将来に向けての大きな
課題である

(2) Grothendicck， Ihara， Delignc， Orinfcldの仕事，およびそれらに
統<Ocla号 Nakal1l ura可 ~!Ialsumotoτ lI ain-M削 SUllloto 等の仕事により 数
論と(数論的に弘大された)写像頴群との深い関連が次第に明らかにさ
れつつある ここでは，トポロジーの立場から二つの問題を鑓起したい
一つはCaloisimagesを1Tacesの3来で具体的に記述することであり。も
う一つはリ一代数討のz上の精進を解析することにより.各素数に応じ
たより詳細な構造の解明を行うことである
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携帯電話による間接被爆をめぐって
本堂毅 (東北大学理学部物理学科)

Abstract 

日に日に増える携帯包括の利用者.気が付くと、例えば電車一両内の総出力
は、衛星放送 (CS放送) 1局分をも超えうる状況になっていま寸ユタバコは、
周囲の人たちに間接喫煙をもたらします。これと同織に、機術協簡も周囲の人
たちに間接被爆を及ぼします。この被爆レベルを、 VJ等レベルの物理学を用い
て計算してみました。この結果、これまで工学の専門家たちが想定してきたレ
ベルを遁かに上回る被爆が生じうることが分かりました.自然科学の基本が、
工学の専門家たちに.正しく理解されていなかった結来でした.この結果のも
つ意味を、被燥による医用電子機器(補聴器やベースメーカーなど)への被害
や、生体への影響などの関連で説明し、是正礎科学の社会的重要性を考えたいと
思います一.

Referenccs 

T. hondoll， J. Phys. Soc. Jpn. ¥'01. 71 (2002) 1'.<132 
日日CNcws傘 l川 p://ncws.bbcω lIk/2/1刷t帥 lth/1961481.s;川 (2002)
本堂毅、科学(岩波書庖) ¥'01.72 (2002) (>.767 
本堂敏、日本物理学会誌ぬ1.58 NO.6 (2003) (>.430 
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群論の古典的問題のその後

吉田知行(TomoyukiYOSHIDA) 

Nove皿ber26， 2003 

「群輸の古典的問題J r群論J+ r数え上げの組合せ論J

これが我々の考える問題で，どちらかというと群輪寄りの理論である
この問題の歴史は古く，群論の宣iJt世記から考えられていた シローの
定理(1872)やフロベニウスの定理(1893，1902)が有名である.談話会で
は，いくつかの最近の知見を加えながら全体を概観し今後の研究の方向
と繰題を述べた。

1 Hom予想はどうなったか
以下 A，Gを有限群，pを索数とする.古典的問題でもっとも興味深い
のが Hom予想である (As田一Y1993) 

Hom予想:IHom(A， G)I三日 (modgcd)(IA/[A， AII， IGI) 

ここで [A，A]は交換子群， Hom(A，G)はAから Gへの群2世間型写像の
集合を表す

Hom予想、は，群における方程式の解の個数に関する合同式とも解釈でき
る 知られた結果がいくつかある

(Frobeni田 1893)Hx E G I x" = l}三日 (modgcd)(n，IGI) 
ヒの干想で Aが位数nの巡回群の場合がこの古い定理である

(Y 1993) Aが7ーベノレ鮮なら成り立つ.

(As剖 Y1993) A/[.4， A]の元の位数が素数の平方で割り切れない場合は成
り立つ
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コサイウル予懇・ Aが Gに作用しているとき，半直積 G対 Aにおける
補群の個数についても Hom予想と同じ合同式が成り立つ

作用が自明な場合は HOll1予想である アーベノレ p群Aについてのコ
サイクノレ予想が正しければ，一般の Aについての Hom予想も正しいこ
とが分かっている Aが巡回群の場合は，1930年代の P.Hallにより正
しし、
有限群に関する多くの問題は有限単純群の場合に帰着される 有限単
純群の分類は終わっているので，個々の単純群で問題の正否を確かめる，
とbづ大方針にしたがって多くの問題が解決してきた ところが，意外
なことに，これらの干想は A，Gが?群の場合に帰着される p群に関す
る問題は，数学的帰納法に乗ることが多いのだが，上の予想については
これがうまく行かない 竹ケ原，浅井』庭崎などによる精力的な研究で，
どちらの干想も，重要な p群のクラスで成り立っている.
これらの予想へのアプローチの仕方として，群論的方法，指標理論的
方法， (非可換)ホモロジ一代数， Burnside環(有限 G-集合のカテゴリー
の Grothendi自主環)を使う方法，母関数(指数関数型恒等式，円分恒等
式，ゼータ関数のtr副首ition公式)を使う方法などがある それでも予想、
解決の道筋は見えてこない たとえば Frobe四国の定理(Aが巡回群)の
エレガントな証明として，指標理論を使った Bra.uerによる証明が知ら
れている Aがアーベル群の場合に閉じことはできない.多変数の指標
X(9t，・，90)(91，". ，9nは互いに可換)のようなものが必要になるが，そ
のような多変数の指標の使える瑳輸はない そもそも Aが7ーベノレ群の
場合の Hom予想の証明でさえ多重帰納法を使い，一部に一般 Burnside
環の理論を使った長いものである Aが巡回群の場合，アーベノレ群の場
合，一般のベキ零群の場合と，ギャップが大きくなっている

(Mednykh 1978， Mul舗。Yu2002) 5をコンパタトリーマン面，町(5)を
その基本群，X(5)をオイラー標数とする このとき

乞(λ(1))州=IGlxlsトt.IHom(町 (5)，G)1
λ 

ここで λは Gの既約(複素)指標を動く
この定理に関連した結果として，有限群Cにおける x-1y-1xy= tの
解の個数は ICc(t)1で割り切れる (Oda-Y未刊)

(Dijkgraaf-Wittell不変量 1990)向きの付いた与次元閉多様体M と[αlε
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f{'(G， U( 1))に対1..-，

ZC，O(Al) :~土 ア {γ(0) ，[M]) 
lGlvぷ~G

ここでγ・0 は H4(M，Z)→ H"(Bc，Z)= H'(G，U(I))による αの像，
[M[は基本類特に
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2 対称群における xP= 1の解の個数
問題 対称群 S"における xP=I(pは紫数)の解の個数a!r)はpで何回
割り切れるか.

数手"IJ{a~r)}II=O ， I ，21 は次の漸化式と母関数(Jacol醐 .hl1949他)を持つ

aj払=α!i)+n(n-l)・ (n-p+2)α担p+い
α。=αlza=αp_1= 1 

全警tn=叫+;)
これによって， ~!')はいくらでも計算できる。

Dwork(1981)，Dress-Y同州!i))~ [~] - [;] ~抑)
この結果があるので，当初の予想、は， ordp(a!!')) -'Yp(n)は有界というも
のであった

実際，P~ 2の場合， 割り切れる回数は次で与えられる

む(afi)=J7(n)η#3 (mM41EE
lγ(n) + 1 n三 3 (田吋 4) . 4 

とくに ord2(~2)) ー官(η) 壬 l である.しかし p = 3 はとんでもない難物
だった 計算機で数億まで計算したものの規則性が見つからない 結局
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この場合.ordp(α!:') )一1'p(n)は有界でない 石原・落合ー竹ケ原(2003).独
立にK.Conrad(2002)は次のような奇妙な結果を報告している

ヨα=2+27 + 370叫ord(a9k+')= 2k + 4 + ord3(k-α)， 

そのほか K.Conradは Artin-H描聞の指数関数

exp (ジ/pi)=喜子"
(Artin一Hasse 係数 a" は • S"における位数pベキの元の個数)の p進解
析的性質についていくつかの予想を出している
3以外の素数では p== 3，7，11，19，23，29で例外(非有界性)が起こる
(pく 30で) 例外でない素数が結構あるのも不思議である 結局のとこ
ろ， 般のpの場合，この問題は初等整数論の典型的な解けない問題で
ある a)r) = (P-l)! + 1でこれが pで割り切れることはよく知られてい
る.しかしいつがで割り切れるかは分かっていないし，将来分かるとも
思えない pく 5x 10'の範囲では 1)= 5， 13， 563の3個だけが知られて
いる.

3 部分群束の幾何的性質はどうなったか
有限鮮の部分群東については. Schmidもの subgrouplatticeに関する
本 (1994)がある その中に，有限単純群の部分詳束が可補，すなわち有
限単純群 Gとその任意の部分群 H に対し，ある部分群 f(があって，
H n K = 1， (H， [() = Gであろうという予想がある この予想はごく最
近肯定的に解決された
単純群Gの部分群束のメビウス関数μ(H，K)については， μ(1，G)三 O
(皿odIGI)が知られている これはパーンサイドlliIのペキ等元公式からし
たがう.東のメビウス関数の一般論から， μ(I，G)#Oなら，部分群束は
可補である しかし，有限単純君事についての μ(1，G)の値の計算はあまり
されていない メピウス関数は，順序複体のオイラ一億数と同等の概念
である.部分群束にはもとの群が作用しており，したがって向変オイラー
原数のような概念がある これについての合同式もあるかもしれない
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(K.S.Browu 1972のホモロジー論的シローの定理)p-部分群(#1)の順序
集合の順序複体のオイラー標数について

x(Sp(G))三 1 (mod IGlp) 

もベキ等元公式から得られる
ある種のゼータ関数の特殊値とオイラー標数の聞の関係がしれれてい
るが，問機の状況が群論の古典的問題に関しても現れる その見地から
すると，日間、m のホモロジー論的シローの定理は. IHorn(Cp"'， G)Iに関
する合同式と同等である.一見シローの定理のようだが，実はフロベ=
ウスの定理の拡張であった.Browllの定理からシローの定理そのものを
導けるかどうかは分からない
同機の問題は線形群でも考えられる。たとえば Hom(G，GL(n， C))の
幾何的不変量に興味がある 有限群の場合にあった合同式も，代数群の
場合は，合同ゼータ関数の性質にある程度反映している様である

4 群なし群論を目指して
有限単純群分類の完成(1983頃)の後の有限群輸の研究は，いくつかの
方向に向かった 分類定理の群論や数論などへの応用，組合せ論(グラフ
理論，符号理論).モンスヲー群と頂点作用素代数，表現論，量子群，単
純群分類の簡易化などである.そのひとつに「群なし群論Jといわれる
分野がある たとえば有限群の表現論は群環の表現稀である これを一
般化すれば日目ke環の表現論になる H配ke環に類する環は代数や組合
せ論でたくさんある それならHecke環もどきがあれぽ有限鮮の表現論
もどき「砕なし群表現論Jもできるだろう たとえば，距離正則グラフ
の表現輸ができている
閉じことを群輸の古典的問題についても考えてみる 古典的問題にか
らんだ多くの結果が鮮なしでも成り立つ

・指数関数型恒等式Eを小さな局所有隈カテゴリーで直和分解の一意性
が成り立っとする C ;= Cou(t:)を連結な対象のなすカテゴリーとする

ζ吋ず=exp(E'吋)je)
これはJa∞bstahlや Wohlfahrtの公式のカテゴリー版であり，この種の
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指数関数型恒等式の多くを含んでいる カテゴリー論的見地からは，指
数関数型恒等式は直和分解の一意性と同fiQ:である

-群の準同型定理 GjKer(J)空 lm(J)から次のようにして群を取ること
ができる 一意的全射単射分解のできる有限カテゴリ-C(ただし X':::.
Y =今 X=Yを満たす)に対し，行列

H:= (lHo叫X，Y)I)， L := (IQuot(X， Y)I)， 
D := (IAut(X)ldxy)， U := (ISub(X， Y)i) 

と置けば，H= LDU (行列の LDU-分解!!)である これを使って，有限
群の場合の円分恒等式，ゼータ関数の接続公式などが一般の全単分解カ
テゴリーにまで一般化できる
さらに風呂敷を広げるなら，離散数学全体のカテゴリー論からの再構
築にまで視野に入ってくる 有限群 Gの代わりに G集合のカテゴリー
の言葉で，有限群の古典的問題や表現論を書いてやる.それを 般のト
ポスに拡張する 特別なトポス，たとえばオートマトンに関連した トポ
スや寝付き森のカテゴリーに得られた一般論を適用すれば，それらのカ
テゴリーにおける(ホモロジー論的)シローの定理や指数関数型関数等式，
ゼータ関数もどきの接続公式などが一挙に出てくる
このような研究のためには，線形代数(有限群の表現論)の基礎からカ
テゴリー化する必要がある。若い人の参画を期待しています
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非線形 SCHRODINGERJi程式の爆琵解

名和範人 (HAYATO NAWA) 

名古屋大学大学院多元数理科学研究科

ABS'I RACT. f証共型変換で不変であるような非線形Schrゐdingcr方税式の爆発解の爆発
時刻付近の漸近挙動μついて訴したい 擬J~型不安性とはSL，(R) の(形式的)表現を
その解を1111のよに作れる111と理1解することができる この併の作用がある時，数学的
に興味深い現卑が起こる事は解析以外でも知られた事実であると.巴うが，このような
不変性がある (1時空 1+ (1次元町)非線形Schrodinger方程式の爆発解は際立った特徴
を持っている。I1が分かつてきた 解の爆発現組は，解析的にはコンパクト性の破
綻とよばれる現象の一つであると見なすと，この“kきな"群の作用が背後にある
カラクリであり，幾何学でいう bubbleと顕似の現象でもある また，爆発解は.
BrowlI 運動の ubiquilOUSのひとつの証でもあるような振る舞いをしていることも。
だんだんと分かつて来た
補Ji 物理的には，この方程式は時~1+2次元のとき非線形媒質中町レーザー
ピームの臼己保車を記述する数学的モデルである.この場合.時間軸はビームカ可封書
する空間町第三紬を占L.，解の絶対値の白畢がビームの強IJI:をあらわしている。また
』線形Schrodin区erJJ程式は光ファイパー中町レーザーピームの伝織を記述するモデ
ルとしても現れ.現在でも非線形光学の名の下に活先に研究されていて『コンピュー
タをlfIいた数値実験も盛んに行われている

INTRODUCTION 

次のような非線形相互作mを持った Schr品dinger方位式の初JUH，t(問l姐を考える
( 0ψd  (NLS) 2i.百7+Aψ+伸IP-'ψ=0， (x.t) E IRd x IR+ 
(IV)ψ(0) =ψOEHI(lRd) 

ここで PE (1，2・-1 ) とし(d~ 3に対L.2" =品， d = 1，2のとき2・=∞)である この
ときゅ EC([O，丸小H1 (I!.d))なる一意(時間局所)解カS存在することは周知町事実であり，次の
「粒子教jとエネルギー(ハミル トニアン)の保存則が成立する (Ginibre-Velo'79， Kato '87) 

1[ψ(t)I[' = 1[ψ(0)1['; 

恥 (ψ(t))三酬の1['一元1[1/I(t)I[:!l= 'lip+l(ψ'0) 

Typ曲etby A:ルーS.1EX
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一

我々は特に「挺共型j不変な場合(p=1+~)に興味がある.

(NSC) 8if. 2/:Y' +師十|ψ141dψ=0Dt 

この場合のハミルトニアンを

討(ψ(t))歪 11刊 (t)1I2_ n 2 ，11ψ(t)1I泣
4十BH2

と書くことにする 次のように，指数p=1+iを境にして白川E式の記述する「世界」は劇的
に変化する (p=1+~ を臨界指数 cr出C凶 power と呼ぼう)

(1) C蹴 1:pく 1寸の場合
常にTm=∞(時/11/大域解)である エネルギーの保存則に次の Gaglial'dかNirenberg
不等式を用いると， 11マψ(t)11の apno口評価を得ることができる

11111:計三CII/IIP+I-Hp-')II'V111 !(p-I) 

(2) C醐 2:p;;; 1 + ~の場合
爆尭解に接続する初期値のクラスカ吋F在する(すべての解が爆発する訳ではなく，漸近的
に自由な解や定在波解など大成解も存在l..，解のl吐界は多様である) ここで爆尭解とは，

Tm <∞，eh児II'Vψ(t)1I=∞ 

となる解を指す

爆発解の存在は，重み1-1きの空!日lでは。次の Virial等式から示せる (Zakharov'72， GI拙sey
77， M. Tsu回umi'78). 

IIlxlψ(t)1I2 =lIlxIO(O)1I2 + 2t(}(ψ(0)， x. 'Vψ(0)) +♂冗ρ+1(ψ(0)) 

ん(P+1-(ぺ))1'(t-r)1Iψ(r)1I立idT
行p+1(ψ(0))くOの時，解が時間大域的に存在するとすれば，有限時/11/で右辺がゼロとなり矛盾
する p=  1+ ~のとき 目 Virial 等式は次のような簡単な形になることに注意

川xlψ(t)1I2= IIlxlψ(0) 112 + 2t(}(ψ(O)，x. 'Vψ(0)) + t雲行(ψ(0))

ニの事実は.1}:;::1+~ の場合に方校式の持つ対材、性(擬共型不変性)によるものと言える
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A physical model and our goal. 
煩共型不変性について説明する前に.方程式の物理的背景と孫々の目僚について述べておこ
う 段々の方程式 (N8C)は.d=2のとき，非線形媒質中のレーザーピームの自己襲来を記遇
する一つのモデル方程式である (Akh血 副10V国叫 '66，Z.kh.rov '72): t軸は空間の第 3
軸でピームの伝播方向を表t..， Iψ(町 ，X2，α)I'dx，dx，は平而 t= 0に垂直に入射する単色光
(レーザービーム)の t=α平面内のピームの強度分布を与えているとJtえてよいー

ビームが自己集点するとは，数学的には.Aj > O.αj E IR'があって

L 

|ψ(X"x"t)I'dxl<lx， ~ LAん (dx，dx，)+μ(ゐ，dx，) 田 t→ to
j=1 

が成立するとしてよいであろう(光には不確定性があるとは雷ぇ.このように考えて良いような近
似を行って導出されるH程式である) ここで，収束は測J立の弱収車の意味である
設々の目標は，爆発解がレーザービームの自己集束を記過していること.npち.上記の収束が
Tm = toで成町立つことを証明することである 積分量が尭散しているという r*域的」な情報
から.上記のような「局所的」な性質を数学的に噂こうと雷うことだが，結論を先に言ってL
まえば.これは.俊何学等でパプル型の定理と呼ばれるものとー検と考えられる;解析的には
「コンパクト性の破綻j町線干を「追跡Jすることになる.
Pseudcトconformalinvariance 
きて.挺共型不変性である まず相E作用項を持たない，自由な8chrodinger方程式を考え
よう:

2i笠+帥=0
at 

指Jも型不蛮性とliSL，(IR)の(形式的なunitary)表現をこの解空間!の上に刊れる事と理解する
ことができる(例え1:Niedercl' '72) この酵の作則がある時，数学的に興味深い現卑が起こる
J~は ， 解析以外でも知られた]J~'Xであると巴われる 線形な相互ftJn

土」Eψ
l叫

においてさえ，この群作用の不思議さを見て取れる(自己共役性の問題) 綬j宅地不変性を"1すこ
とのない相互作用項を導入することは，共型場理論からの知推からも意味があるようにも思われ
るt...実際に，応用上興味深いモデルでこのタイプが現れる(上記のレーザーピームの例等)ー
擬共型不変性について.もう少し詳しく見ておこう(SL，(IR)の(形式的な unitary)表現を
実際に作ってみる).ここでは IRdの元をポールド体で表す .

χ = (x，.... ，Xd)εIRd 
次の群はSchroclingcr俳と呼ばれている :

G = (80(d) o 8L，(IR)) ~ Wd 
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ここで@は直荷， ~は半直簡を表す Wd は Weyl 群と呼ばれるもので，加法群として

Wd空 IRd@lRd 
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である 群町誠nは次のように定義されている:の=(冗'j，A山町，V;)E G， (j = 1，2)，に
対して，

9'仇=(冗2冗I，A2A1，a2+冗，(-sv，+αad， V2 +冗，(6v，-，a，)，) 
ここで

AI=121:l，A2=I221 
きて，この群町Schr回linger方程式の解の空間のよへの衣現は次のようになる V を自
山 Schrodinger方程式の「すべての」解の全体のなす線形空l聞とする 「射影的」準阿型
p:G → GL(V)を u=(冗，A，a，v)に対して
Ip(g)ψI(x， t) 

= (-，t+ α)-1吋~8(x ，t))世C'<.-'与苛豆，芸品)，

と定める こ司A=[71l，とした またs
Ix -vt -al' ， " ( ¥  8(x， t) =ーγ一一一一一一 +21v .x-"Ivl't 1 
ーγt+α ¥ 2' . J 

である このとき.91，92εGに対Lて

| 制 p(g，) 伽 )=1 ρバ(g仇仰州2叫g

となり 9 右辺の最後のロ(9"g.)は，

田 (9'，9')
= -2冗，(6，v，-''(2a.)向 +6βIv')'-2f3，γ281 . Vl +α21，la.)'， 

-24 

一



と定義され，これを指数の悶に乗せた exp(i田(9'，9，))なる不定性を残して「準向型jが定まる
そして.もちろんのこと ψが線形 Schrodinger方位式的解.VUち..cψ三 (2i8， + L'.)ψ=0 
を満たせば，

.c[ρ(9')ψJ(x， t) = .c[P(9')1t)(X， t) 
= .c[ρ(9')ρ(9' )ψJ(x， t) =旦|ρ(9'9')ψJ(x，t)=O

が成立する もL.Wcy1 鮮の部分を考えなければ P: 8L，(IR)→ GL(V)は準同型であるこ
とに注意Lょう

上記の時~の変換 p(g) (9 E G)は次のように分解できる.
(i) 81抽出t.ranslat.剛S

[9，(a)ψJ(x， t) =ψ(x -a， t)， a E IRd; 

。i)Ga1i1ei tr削 sformations
[9，(v)ψ)(x、t)=ψ(x -vt，l)ei(v.x-!lvI2t)， V E JRd; 

(iii) 81抽出 rot叫lon5:

[93(冗)ψJ(x，t) =ψ(冗 lX，t)， 冗 ESO(d) 
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擬共型不変な非線形 Schr品dinder方程式 (NSC)は

.c[p(g)ψ[ + 11ρ(g)ψJI'/d[ρ(9)ψ[=。
となるが，一般の場合は SL，(IR)に閲する対称性は成立しない そして，擬共型不変性は
(爆発)解の性質に強く受け継がれている 爆発解でな〈とも，保存則との聞には次のような
「親車l性Jがある・ (NSC)の解ψ(t)に対して，

1[ [ ~;， (λ)ψ[(t) 1[ = 1[ψ(t)1[ = 1[ψ(0)1[， 
冗([C5(λ)ψ[(t))= c"冗(ψ(t))=.'λ行(ψ(0))

が成立する。

以上が。 (NSC)がなぜ擬共型不変と呼ばれるかの「解説Jであるが，行きがけの駄貨で。方
程式の対件性と保存則についても見ておこおう 場の解析力学の立場からは，方程式の対称性で
はなく ，対応する Lagrangianの対称性が保存則と関係しているとするのが正錐な況だが，段々
の場合.r方程式の対称性Jとするも良1...と言えるのは以下に見る通りである
ここでは方桂式の擬共型不変性にはこだわら辛い )J程式に厳轡な対称性がなくても，
GのLie環の(微分作用車による)表現を考えることは有用である 表現の基底は，形式的には

0; = -i :_c，(s)1 
V~ Is=Jd 

と計算できて，

0' = iV; (0')' = i8" 
0' = x + itV; (0')' =町+iteJj， 
自3=;xx守 (叫 =;MJmBt)
自11= i8t， 

05=-i.(叫 x マ+u'
( o.  _ d ¥ I 。

6 = -i [ t'8， + Ix . V + "t [ -ー[x['¥' -，， " - • 2"' 2 

以後の君I-:lj:で.次の交換凶係は重要である

[.c，0;[ = 0 (j = 1，2，3，4) 
[.c，05[ = -2'i.c， [.c， B6[ = -2-it.c， 

ここで [A，Bj= AB -BA 良〈知られた保存則(術分恒等式)Iム枇子h宇からの額推
(Ehrenfest 'sの法則)
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から~きだせる世は (NLS) の解である また，この等式は

自=α(x，t)8， + b(x， t) . V + c(x， t) 

なるー般の一階の偏徹分作用棄に対して成り立つ 上記の 9，(j = 1，2，'" ，6)を用いれば.止
の保存則を得ることができる
(1) The momentum 

P，(ψ(t)) = ¥1' I玩玄可8，ψ(x，t)dx = P，(ψ'0)1 l = 1，2，' • . I d; 
JR' 

(2) Thc cenler of mass motion 

(x，1ψ(t)l') = (x， 1ψ(0)1') + 2t¥1'(ψ(0)， Vψ(0)); 

(3) The angular 1ll0ll1cntum 

(ψ(t)，x x Vψ(t)) = (ψ(O)，x x Vψ(0)); 

(4) The energy: 

同+1附

(5) The dilalion identity 

な(ψ(t)，xマψ(t))= ¥1'(ψ(O)，x. Vψ(0)) + t討，，+dψ(0))

一 Nー (P+ l - (2 +~ìì ('11ψ(r)1I立idTT(p + 1)¥¥ d)J}o ILr~ IIIP"'l 

(6) The pseud争 comforma1identity 

II(μ(休(x+i 

+F凸4主I巾←い+1-(ぺ))lrl州
ここで (6)の証明には次の等式が重要である

g，日2ψ=-206ψ t2.cψ= -296埴+t'lψ1"-1ψ 
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また (5 )と(めから，先に出て来た Virial等式を得ることができる

IIlxlψ(t)1I2 =lIlxlψ(0)11' + 2t9(ψ(O)，x.¥7ψ(0)) +♂冗p+1(ψ(0)) 

-P:l (P+l-(2+~)) 1'(t-7")1I仲)1I:t:d7"
上町議詣では Lえノルムの保存II'Jが落ちているが.それには。次のU(l)ゲージの変換を G
にf寸け加えておけばよい
(0) Gallgc transformation 

[90(0)ψI(x， t) = e'oψ(x，t)， 8 E S¥ 

よって.最初の Schr永iingcr群を

G=G0U(1) 

としておけばよいことになる

BLO、.vuPSOLUTIONS AT CRITICALITY 
船長!Il'f'駒場合。即ちp=l寸の時，孔のような変換を用いて僻する榊を削る (Weinstein
86， N '86) 仲良蛮換 (dilatiol1)と擬共弔蛮換 (p'相 Io-conformaltransformation)を合成
した

196(1/T)9.( -In T)ψI(x， t) 

-(7'ーハ-d/2…f_-.2凶二い(....35.一一土_1
いり ~"t 2(T-t)f"¥T-I'T(T-t)}' 
T> 0; 

を，定在波解 Q(x)e'~ (Qは L'>Q-Q + IQI古Q=Oの解)に作用させることにより

Q(x，←(山門寸話可}Q(元)ペ可:士0)
を1!1る この解は

出 II¥7Q(t)1I=∞， 
JE干IQ(x，t)12dx = IIQII2dO(批)

を満たし。我々の目標が正しそうであることを示唆してくれるが，実は デルタ関数的な特呉市
が現れるという性質を除くと.それほど「一般的 (generic)Jなものではない
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では， 一般的な爆尭解はどのようなものであるのかを Thcorem1 (とそれ以降の議諸)と L
て提示する前に.少しだけ定在波解について触れておこう p=1+iの時，定在波解のうちの
基底解 (groundstate)は

nf ， ~ IIV 1112 + 11/112 - " ~ 4 II / II~~~ I 'H.(J) = 0 f feMatt)l 2+i z九 1-'" 'J 
f~言。、

で特酸付けられるが，以下町変分i問題と同等なものとなる

λf，:= inf ， ~ 11/112 1冗(1)壬o~ ， 
JEI-I'但“)I f言。、

11/11昔IIvJU2N'J:= inf 一一ーで7 ー
fEJ1I(附 II/II::!J'話o IIJ ":.!+a 

ニつの蛮分{直は無関係なものではなく ，

N. = .，.2.N，~ 
2+ a . 

なる関係があり。特にλ(2は摘1111不等式の最良定数を与える

||f|13 吋1I/1I ~IIV/ 1I 2
実際に下限を実現するのが基底解 Qgで，それは次の問題の球対林な正他僻である (Vveinstein
'83， N '94) 

冗(Qg)= 0， 

M =JτIIQglI古
2+~ 

D.Q， -Qg + I Q9 1~ Qg = 0 
以上町情報は，以下の ThocrCDl1の記述および証明にとって重要である 実際，N'94におい
ては 蛮分IUJ~耳 N， を解〈方法が Th田rcm 1の証明の緩形となった

いよいよ，一般的な爆尭解がどのような振る障いをするのかを見ることにLょう そのため
に。今日では r<りこみ群的手法」と呼ばれるようになった方法を導入する ψを(NSC)の爆
発解と1-，時間列 {t，，}， スケールパラメ タ {λ，，}を

t" 1 T"" sup 11ψ(け 11 2+~ = 11ψ(t，，)II2+古，
[O，t町}

λ盲=ーム-
11ψ0dl;:; 
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と定めて，これらを用いて爆発解を sca1edOWll して作られる閲数列

仇(x，t) 主fλ旬瓦雨戸..\~t) ， 九= 1，2， 

の振る舞いを考察する(ここで，ψの上のパーは桜紫共役を表す) 爆発解の爆発時間近傍での振る
舞いは.関数割'I{ψ，，(x， t)}のn→∞での振る舞いとして符号化 (encode)されたことになる
援共型不変性より， ψnは，時刻 t"で「くりこまれたJd夜五百コを初期値とする (NSC)
の解であるることに注意しよう また，ここでt，.=Tm と採ることはできない それ敢に，厳常
には「くりこみ群」とは言えず，時間推進と仰長の「半直積」は「非線形な対応jとなっている
半線形の熱方枝式の場合のように爆発のオーダーが分かっている場合には，上記のん‘の~性
がハッキリとしている訳だから，tn = T，11 と見た.伸長変換昨による織り込み操作だけでよ
しその不動点である自己相似解が，爆発解の生成する特異白の特徴付けに重要な役割を来た
す (Giga-Kohn'89). しかし我々の場合はそうではない だが， r思いことjばかりではなく。
我々の場合では，特異点の近傍だけではなく爆発解の全体像に関する情報もある程度得られるー
開放列ψ'，，(x，t)の関数空IUJC([O， TJ; L'(lRd)) (for朗 yT > 0)内での仮る障い(コンパク
ト性の破綻の綿子)を追跡することにより，次の定理を得る (N'94， '99 [31) 

Theorem 1. We h叫 e:

私(x，ト 乞 が(x 山)+仇(x，t)， n→∞  

in the slrong lopol叩y01 C([O， TJ; L'(lRd)) (jor a町 T>0). He同
(i) 1ti(x，t)'s a陀 soMions01 (NSC) in Cb(1R恥H'(lRd)) with冗(が)= 0; 
(ii) 'I'，，(x， t) solves 

(恥2i'ーヱ +6ψTI= 0， 。t
ψ品 0)=ψ，a(z，O)ZLIW(F7120)， 

(x， t) E IRd x IR+， 

z E Rd， 

仇at日， ψ，，(x，t)祉山菅 solut問問。.1the l'同:eSc!trodinger珂ualionjand 
(iii) the se刊 ences{γ~ }， h;}' ， h~}α陀肌 IR.d such that 

limn -o曲 h~ -7~1 =∞ (j f. k) 
ln lhe ori9初出Iwodd 01ψ， we have 

lim sup 
，，-∞ tε[，.-ばT，t，.] LZ何一川 =0 

山 th
limλ: 叫 11似の||::i=Oy
，，-∞ tE[t..-λ~T，tnJ -， d 
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whe問

州ルェド(守主，Y)，
MJ)=zbEh(tY) 

この定理の証明を若干改良すれば，も1...測度の族 {I世(x，t)l'dx}o自<Tm が緊禽 (tight)
であれば Sn'=ι， λ1Tなる列にそって(必要なら部分列を取る). 

∞
 

η
 

田z
 
，d
 +
 

白xo 
nυ JV
 

L

乞
州

出g
 
d
v
 

なる収点が制度の悶収車の意味で成り立つことを不せる ここで.測度 μはIi?n(x，t)12dxの極
限として得られるものである

ここで大事な白は.関数列 {ψ.}のコンパクト性が崩れて行〈過程で.が遣が有限個しか出
てこないことである 証明の中で鍵となっているのは.L=∞と仮定すると出て来る，

lmpp(が)壬。
なる不等式であるが，これからすべての3について 'H(が)=0を証明することが肝要で，その
ために，以下町 Theorem2 (これ自身.爆発解の存在定理として重要である)を用いている (N
'93， 99 131) 
Theorem 2. 

千i(ψ。)< 0キ sup 11'¥7ψ(t)1I =∞ 
同 IO，T，，，)

1/丸 ∞， ωehave的at，for 回世 R>0， 

ll;主主PL|〉RlW(り )12dx=∞ 
この定理から 極限として得られるが達は，すべてゼロ以上旬エネルギーを持つ(行(が)主 0)
ことが分かるから.冗(ψ')= 0である そして，変分値 N，の特霞付けより 111ti(0) 112 ~ N， 

L 
が分かり.Lく∞が結論される.また次の等式も成立する:11仇112=L 11が(0)112+μ(LRd) 

初期値仇 F域対称である時I;!.L = 1でal=0となる(原点は常に「爆尭点」である)こと
を付け加えておこう また，爆発する特解とは遣い， 一般に測度μに相当する部分は消えること
はないことも分かっている (N'99[31) 
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1'h田 rem1の内容を標語的に言えば，与えている r!果的特徴的な解(ゼロエネルギーの時間
大法解)Jが，作mしている「ノンコンパクトな群(伸長変換と平行移動)の軌道jに畢って
r(関数空/ltlの)無限の彼方Jへと逃げてい〈のである これを爆発解の振る聾いに日IJして言
えば，爆発時刻付近での解の漸近展開第一項は.(NSC)それ自身の白雫エネルギー"を持つ
(有罪な)"時間k域解"(定在波解がこれらの性質を持っている)を相似変換して得られる
"4i限倒の特異占"の重ね合わせで記逓され，また漸近展開第二項目以降は，まだ"干渉性"を
持った自由Schrodinger方程式の解を用いて表現されると言うことになる この事より解の絶対
値の自畢は爆発時刻において Dirac制度的特異点を持つことを示すことができて，先のモデルで
冒うと，ビームが有限倒の焦げつきを作ったことになる。漸近展l描第二項目以降はコンピュータ
を1ftいた数値実験等によれば。"周"と呼ばれる"非特異'な部分を作ることになる

ここで，以上のような解析の不満な占 (J問題占)を挙げておこう
r.J1姐点
(1)錐散的くりこみ群を連続的なものにかえた解析が可能か9特呉市の個数や生成される場
所が点列の選ぴ方によることを否定できない
(2)ゼロエネルギーを持つ時間大法解の集合は「豊かJであろうか，それとも「越せた」も
のであろうか9
(3)爆発解から定義されるRadon測度の族 (1ψ(x，t)12dx lo壬比九は，いつでも緊密
(tight)であろうか?
(4)くりこみ群(的)な方法は，ある情報を捨て去ることによって，考えている系の特僚的な
ものを我々の前に明らかにしてくれている.この場合，失った情報は解ψの位相法Iに
関するものである ψを場と見札f;f.運動量に閲する情報を失っている.

実は，これらの問題(の一部は)は爆発のオーダーと官接に結びついている。それを次の次Zの節
で見ょう

1'fCHTNESS o. (1ψ(x， t)12dx lo壬L<T... 
爆発のオーダーの1問題へ行<11;1に. Thcrorcm 2の証明の'lIiの部分と，測度の肢
(1ψ(x， t)12dx lo壬l<T"，の緊密性 (tigh回目s)について簡単に触れたい 1'h即日1112の証明に
も。以下の緊帯性に関する結果1'h田 rem3 (N '99 [3J)を用いている

1'herorem 3. Suppose that p = 1 +~. Suppose o.e 01 the 10110酬~9 two conditions 
holds 
(i) d = I and冗(拘)く 0，。i)d主2，'H(ψ'0) < 0 andψo being rad'阻 llysymmetric. Then we have T m <∞1 that 
叫 the叩問spondingSolu.lionψ01 (NSC)ー(IV)blo凹叩 infinite time T m _ pu叫 er-
7即時 thelami旬。'1Radoπm印刷吋s(1ψ(x， t)l'dx lOS'<7~ defined 均的esolutionψu  
t'(qht 

簡単のため(中心的なアイデアのみに要点を絞るため).高次元町球対祢解の場合のみを考え
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る 重み Ixlを「自1)ってJViria1等式の局所化されたものを唱えるため以下のものを用意する。

出(()=

{， 。壬{<1 

{-({帆 l壬{<l+W… 
smooth， (叩'壬 0) 1 + m1/3豆{<2， 
0， 2壬E

今 r=Ixl =花ζ五ror X=(Xll...，XN)とし，パラメーター R>Oに対して
ゐ(z)=?叩 R(T)=;RM(長)，
W，，(x) = 2 I切"(8)由

JO 

とおく 局所化されたVirial等式とは以下のようなものである

Lem.ma 1. We hαve: for t ε10， Tm}， 
(W"，Iψ(t)12) 

= (1+'11，1向12)+加(1/;0，w"マ拘)一2[吋s州仲))
一ψsl' dr'HR(ψ(r)) 
-if由l'dr(LI(Vwn)， 1ψ(r)12) 

11.町 lhe!uTlctioftal1tR日 definedby 

が (1)三 idml(T)Imp-叫 (r)lf(x)1叫 dx，

'whe.陀

"，，(r)三 J-叫が(r)

問 (r)三元(dイ(，.) 王子町(r)) 
緊苛性 (tightness)の証明には，上記の一般化された Virial等式内の不定符号を持った現
行nを評価する必要があり，そのために次の変分問題が中心的な役割を果たす

λf" = 民 ~ I If(x)12dx I門 f)壬-Lo，||f||壬11拘0，
Jヒバ I JI:z:l>R 噌 j fj曲、 J
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ここで X三 H;(lRd)は H'(lRd)の球対称な開設全体をあらわす.これは，先の N，に関する
変分問題の局所化されたものであって，次町野価ををfJFる

Lemma 2. For sufficiently l副首eR>O，ωe曲.nfindλf. > 0 independent 01 R > 0 

Nn量N.

この補題 Lemma2と Lemma1を合わせて。Radon測皮の肱 {Iψ(x，t)12dx}o自 <T
m

の緊古性 (tightness)が証明される 緊管性が証明されれば， I1}ぴ， Lemma 1の局所化さ
れたVirial等式をmいて，重み付きの空間での証明のようにすればよい 本質的な部分は，
Nnに関するLemma2のように無限遠方での L2m闘を制御することである 重刷悼の常
問では，その~IIIIの性質と して経限直方での撮る舞いが制限されているので.爆発解の存在証明
は容易となっていたのである
一般の場合に，このように軽限遠方での解の挙動を制御することは容易なことではないよ うで
ある ところが爆発のオーダーが分かつてLまう と，突然に 「世界Jは 「平和Jなものとなる
時聞の「端」は空間!のそれと 「双対的jなのかもしれない それを次に見ょう

LocLoc LA、，VAND NELSON DlFFUSIONS 
爆発解のオーダーを決定することは，数値解析や漸近解析ではずいぶんと以前から積極的に行
われて来た (Sulem・Sulem'99171を参阻)。擬共型不変な場合に対するe その結串(干想)は

IIV'ψ(t)1I x In In(Tm - t)-' Tm -t 

であり， loglog lawと呼ばれている 数学的には白下からの評価が以前より知られていて
(Y.Tsu脂凶 li'89， C叫 enave-Weissler'90). 

11附 )11とオ苛
である.まだ干怨との)i日には少Lギャ γプがあった.ところが 先に紹介した定在波解から
「擬共型変換」で作られた.爆発する特解の燥発オーダーは

IIV'ψ(1.)11 xー土ー?っrn- t 
となっていて悩ましい爆発のオーダーという観古から見た場合も特解は一般的ではないようだ
最近になって，基底定在法解の近くの爆発解に対して

11守ψ(t)1I三 In III(T"， - t)-' 引い-t
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なる評価がなされた(Pe同1m削 2001[61， Merle-Raphael 2002 [21) 予惣にかなり近付いた
が，両者とも定在波併での線形化作用車のスベクトルに関してある仮定をおいている また，
f大きなj解に対してはまったくの未解決であり.log log型が現れるカラクリが明らかにされたと
は茸えない 閣に.p>1+~ 場合は，数学的には全く未解決であるが，干惣は

11マψ(t)1Ix 
(Zn-5同工4

である しかしながら下からの評価は数学的として厳密に得られていて (Y.Tsutsumi'89， 
Cazenave-Wcissler '90) 

11"1ψ(t)1I ;:: 
(九一 t)t卦-~'

上からの評価が欲しいところだ.面白いのは，この爆発オーダーは半線形の熱方程式の場合と同
じであって.r代数的Jな指数しか現れていない なぜ， p=1+iのときだけ 重対数補正が五
襲になるのかは考えるべき課題であるように思われる
実は，挺共型不変な場合(即ち (NSC)町爆発解に対して)は， loglog lawが正しいとすると.
Th回目m1の結果において(極限形状を考える際).特異点的配置やその個数は時間列の取り方に
依存せずに一意的に決まってしまう このような意味でも爆発オーダーの決定は数学的に重要な
問題であると冒える。証明は，関数解析的にもできるが，確率過程 (Nclsondiffusionと呼ばれ
る [51)を用いる方法を紹介しよう (N2∞1 [41): Carlen '83， '85 [11に従えば，道の空間
「三C([O，T"，); IRd)上に

|ψ(x， t)I'dx 
P[X， E dxl =一一一一一

11仇11'
なる硝率制1Jl!Pを作ることができる ここに X，は

X，('1') := '1'(t) ，γEr 

なる「確5事変数Jである このような測度 Pは次の伊藤型碑事微分方程式

dX， = b(X" t)dt + ds， 
の弱解として得られる ここで。 s，は標準 Brown運動であり，移流lJibは.Shrodinger方
程式の解ψから

( ~ "1ψ(x， t) 
tt(.c， t)三 〈一 ψ(x，t) ， 

1 0 
( ~ "1ψ(x， t) 

v(x， t)三{-ψ(x， t) 
l 0， 
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ifψ(x，t) = 0， 
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】fψ(x，t)= O. 



と定めた， osmotic velocity U とcurrentvelocity vを朗いて

b(x， t)三 u(x，t) + v(x， t) 

と定義されるものである
もう少し正確な形で， Carlenの結裂を嘗いていこう (Carlenの証明は，相互作用がポテン
シャルで与えられるような線形Scbr血linger方程式の解に対するものだが，非線形の場合も同機
である)。

Theorem (Carlen '83). Let U1 Vj b and p be defined through的esol叫!oηψ of
(NSC)ー(IV)as above. Weωsociate r三 C([O，T"，); lltd)山仇山 80陀Iσ-algebmF 
Let (r， F， F" Xt) be eval凶 tioη st出 hast日 processX，(γ)三 γ(t)for-y E r叩仇 natural
jiltration F， =σ(X""s三t).Then ther'e exis臼 a80叫“p叩 b叫ilityllm印刷河POπr
S1Lch that 
(i) (r，F，Ft，Xt，P) is a Markov p1'OceSSj 
( ii)仇eimage 01 P under Xt has densit.y p(x， tL thαt日，

…一川E
 
J
U
 
E
 
X
 
P
 

(iii) The following process B，時 a(r，冗i，P)-BTOwn拙九 motion

B，三 XL- Xo -lt b附)
この定理で符られる拡散過程を Nelsondiffusionと呼んでいるが.この性質を調べることに
よって， loglog lawより和、仮定I::-m1l'i7ψ(t)lldtく∞のもと，Th回同mlが改良されるこ
とになる 証明の流れを模式的に啓けば次にようになる

∞
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|ψ(吋 ll'dx~ I;Aん(由)+ 1'(血)出 tr Tm 
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最後に夢を:寄って終わりにしたい この確率過程をを111いる方法は. <りこみ群的な方法に
よって壊れてLまった，解の持つ連動量に関する情報を補完してくれるものである可能性がある
また，粂件J:'"11マψ(t)lI<lt<∞は，ちょうど良い具合に，爆発する特解を除外してくれるて
いる そこで，この被分量が有限であるとの過桜をおけば.loglog lawカ可時られるのではないか
と言う気にもなってくる。統計)J学的な言業を拝借すれば.爆発オーダーには普遍性があるとい
うことになる.
ノp，原市が「爆発向jになっていたとしよう このとき

中
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なる道の集合が
p(ro(R)) > 0 

を満足したとすると(極限形状に関する，もう少し詳しい情報があれば証明できそうである).こ
の事実を附いて.発見的な方法ではあるが，

In In(Tm -t)-I 
Tm -t 

11マψ(t)11三

を「証明」できる 実は重対致補正が必要になるIJ'i.因はどこに潜んでいたかというと.Nelson 
diffusionを定めている倍率微分方程式

BI = Xt -Xo一Ib(Xn T)dT 
JO 

の Bruwn運動町中にであって.そのsro、円1運動のi直に1期する帯名な重対数法日I1が，本来は
「畠Jの1止鼎にあって隠れてしまっていて見えないはずなのに 雌率制度 Pの分布が

ι 
|ψ(T，I.Wdx ~ 2二Aん (d，τ)+μ(dx) 出 t↑凡 ，

と，爆発時刻 Tm において Dirac測度を生成すことにより.r或」の世界に現れIUて来たものだと
言えそう(なの)である

Acknow ledgments.談話会で話す慢舎を与えて下さった，数半教室町スタップの皆さんに感
謝致します 北海道k学を訪れたのは，実に 12年ぶりのことでした
本文中，文献の引用は鮒使な形ですませました 参考文献として以下のものを挙げておきま
す それらの文献衣をたどれば，本文中の文献等に簡単に到達できると思います どうか，お許
し頂きますよう.
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Carlesoo type measures 00 parabolic sergmao spac回

2∞311218 (in Hokkaido Unive目ity)
Masahiro YAMADA 
(Gifu University) 

Lel lR~+1 (71主1)be出euppcr half space of出e(11. + l)-dimemional Euclidean space， thal 
叫 IR~+1 = {(x， t) = (x!，...， Xn1 t)j X E IRn， t > O}. Let C(IR~+ I) be a c1ass of a11 continuous 
functIons 00 R~+J and Cõ(lR.~+t) be a c1ass of aJl in凶finil阻el切yd出if仇fer問ren町叩n附lt山"“凶t
WIl山hcompact supp。口 ForO<a壬1.we considc町ra par悶ab。叫li】陀Coper問'at同。r

L(a) =旦+(ム)"
&t 

ForOく α<1， (ム)0'is lhe convolulion operalOr defined by 

(( -11)"ψ)(x， t) = -Cn，" Ij!~l I (¥O(y， t)ーψ(x，t))ly -xl-n-'"dy ψE CF(RT1)， 
ClW Jlv-:1>6 

where Cn，(} = _4nπ n/'f((n + 2α)/2) fr(ーα) > O.ForO <α~ l.aope悶lorL<o) is defined 
by 

(乙(a)ψ)(x，t) = 旦¥O(x，t)+ ((-11)"ψ)(x， t) ψE CF(RTt)， &t 
and [(0) is callcd the adjoint operator of出ep削加licoperator L(o). For 0く α壬1，a f unction 
u E C{lR~+ I) is said 10 be L(oLharmonic if L(吋u= 0 in lhe scnse of dislributions，出at民
J 11" D")ψIdV <∞.nd J l' • L(o)ψdV = 0 for .11ψE  CÕ(R~+I) ， where dV denotes 
the Lcbcsgue volume mcasure 00 fact， a L(al.harmonic funclion is infinitely differcntiable， see 
[5)). Whenα=  1， L(I) is C叫ledLhe heat operator. For 1壬pく∞and0 <α三1，we denote 
by IY.: the set of all [)吐 harmonicfunctions on IR~+ I which belong 10 .v(JR~'勺V). The spaces 
~ are called paraboJic Bergman spaces. The paraboJic Bergman spaces are dcfincd by Nishio. 
Shimomura， and Suzuki [5] (The definition is more generaJ)， and severaI intcrcsting results町C
given. It was shown由ateach point evaluation is a bounded linear functional on all parabolic 
Bergman spaces‘and parabolic Bergman spaccs are Banach spac田川出向spectto V -nonn 
Moreover. whenα = 1/2，. fu削 ionu beJongs LO 11;/2 if and only if u is h訂monteonR1+』and
belongs (0 V(IR~+I ， dV). and thus 11;/2 are equaJ (0 Lhe harmonic Bergman spac田 on出e叩per
half space 
Let IJ-be a u-fin出伊sitiveBorel measure on Rγ1，1'10 = 1'1 U {O} and 1'18 = 1'10 x .. . x 1'10 
(71. factors). For a multi-index "y = (γ1，... ，γ，，) E No. di denotes the differentiaI monomial 
8111/勾 .•. 8J: and let Ot == O;Ot. We considcr condilions for μin ordcr that lhere exists a 
constant C > 0 such that 

I 1&1&:1'1' d，μ三CI t' 10;"ザ dV
JiR:;....目 JR"，'"ι

for all 'U E lI~. whe問 l，rn E No• andλ E !R. Lcl D be出eo戸nunit disk in the compJcx 
plane and fll1 bc the c1assical Hardy spaces on D. Carleson [1] proved由aL.自nltcposltlve 
2α)() MathcmalIcs Subjccl Classification. Primary 32A36; Sccondary 26010: 3SKOS 
Kcy words and phr羽田 Bcrgmaniopacc. Carlcson mcasure. heat equation， parabolic cquation or rraclional 0国or
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Borel measureμon D satisfies JD I/IPd/L .:; C 11 1 II~I' for all 1 E W if and only if Iherc 
exists a constant f( > 0 withμ(5(1)) .:; lil[1 for any inlcrval 1 C DD. where 5(1) is Ihe 
corresponding Carleson squ町eover J. Let I.I~ be lhe usual 8ergman spaccs on D. Hastings 
[2] provcd Ih.I a finile pos山ve80rel rncasure J.l on D satisfies Jo IflPdμ壬C11 1 II ~: for all 
f E ~ if and only if there exisls a constant f( > 0 withμ(5(J))三[(111'for叩 Y川terval
1 C DD. 1" [3J， Luecking gives a ncccss町yand surticienl condition for a pos山verneasure 
J.l s41tisfying a inequal町 JDIf{ηIPdμ壬C|lf litz for the Bergman funcuomLuceKIng[4] 
41150 give5 a nec沼田町y叩 dsufficient cond山onfor a σ~ finile positive measure μsatisfying a 
inequaJ町んァ IDia:uIPdμ壬C11 1 II ~，伊 for the harmonic Hardy functions on the叩肝r
half space 刊cconsider conditions forμsatisfying such inequalities for parabolic 8ergman 
functions 011 Ihe upper half space 

For(y，s) = (札，Yn，s)EIRア1，le【
Q{O)(y， s) = {(x， t)εlRn+1 ; IXJ一切1< T's'/'o (1壬3主n)，s壬t壬2s}

We call Lhem parabolic rectangles of ordcrαwilh CCnler (y，s). Clearly， V(Q{o)(y，s)) = s昔H

Main Thcorcm， Let 1 ~ P <∞， γE  N8 be a I削l/i~;ndex. (md e， mεNo. Suppose tha/ 
λ> -1 Qf凶 +λ+(出+e -m)p > 0山川町田山

iya附山5CLZJ
for all u E ~ if and only if /here四 SISa co"Slan/ f( > 0 sltch /lIal 

μ(Q{O)(y， s))壬1<s圭+1+.)..+(居+トm)p

lor all (y， s)εRTI 
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MOIh.76μ962)，547-559. 
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DYNAMICS OF BIRATIONAL MAPPINGS OF THE PLANE 

ERIC BEDFORD 

Decembcr 15， 2003 

10 this lccturc wc consider a birational mapping f 1(:2→ (:2. ，"Ve are 
interested in studying the dyn田nIcsof f 1 which me町田もhatwe want to undcl'stand 
the behaviol" of thc itcrates f" = f 0 ... 0 f間押→∞ Fir叫 we、villsummarize 
thc general approachもh叫 wasdeveloped by Diller田ldFavrc. This approa，巳hstarts 
by finding a compactification X of C2 on which the induced mapping j. on the 
cohomology group H I吋X)is well bchavcd. Then tbcy obtain an invariant， closed 
(l，l)-currentμ+ wh凶 iscloscly related to the behavior of (1・)"田 n→+∞.
There is also a currentμ-that rcflects thc bchavior田 η→ー∞.
H町ewc consider the possibility of producing叩 invariantmeasure by taking 

the wedge productμ=μ+八μ- We notc th叫 invariantmeasures四vea1rather 
different prope叫回 off th回 thoserevealed by invariant cu訂 ents
F田 ally，we show howもhisapproach may be applied to some spec泊cf，四lIlies

of birational maps on (;2， In fact， iもwillbe shown that complex methods can be 
used to understand cer凶 nreal mappings f : JR2→ IR' 

INDlANA UNIVERSITY 
E-Tnail add吋 88: bcdford@indiana.cclu 

Typ苗叫 byAM5-τ也X
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DYNAMICS OF HOLOMORPI丑C SELF-MAPS 
OF BOUNDED DOMAINS IN C" 

FILII'PO BRACCI 

January 28， 2004 

10 this tulk 1 will illuslrale the state of art about dynamics of holo皿orphic
mappings from a bounded dom剖 nto itsclf， in several complex variables. After giv-
mgmoもivations，such踊 searchingfor fixed points， behavior of itcrates， composition 
operators出l.dcommuting mappings， 1 wiU expl副 nin detail the one-dimensional sit-
uatioD， namely the case the dom出nistheu血tdisc of the complex space. 1 will 
回 pl田ロもheold results by Wolff， J凶a皿 dCarath白doryusIng a new metric ap-
proch by means of the PO旧日l'eme凶 C，w凶chwill be suitable for higher dimension叫
generalizalions via the Kobayashi melric. 10 parlicular 1 wiU describe "lineariz3-
tion" properties showing ho¥V to 田lvethe Sc1官oderequation (回dother functiona1 
叫uations)in one出ld田町出 var叫叫es

UNIVERSIT入DlROMA '''To民 VERGATA"
E.mail addreu: fbracci@m叫 uniroma2.it
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特別購読 「広護軍積分体系の整備にルベーグ積分は必裂か 9また十分か?J 

大阪大学大学院理学研究科 山崎洋平

前田町FC5セミナーで述べた内容の一環として講損した.

大学初年度の微積分の授業において、広務積分は厄介な対象であり、学生が素朴に計算

すると「それは正確ではないJと言われる。それで正確を目指Lてみると「任意の有界閉
集合をいつかは呑み込む」という字句返りには判定できない条件に呆然とする。あげくの
来てに熱血先生から「広義積分は中途半端な存在であって、これはルベーグ積分の世界に
まで拡張することによって初めてその体系的な扱いが可能になる」と聞かされる。 r体系
的な扱いJの筏心部分は端的に言えばルベーグの優収束定理を意味するらしい.

ルベーグの優収束定理は多くのユーザーがヲlき合いに出し、その結論の幾ぱくかが条件
をクリアーしていない。それ故に数学者は「いい加減な議論をする者がいて図る」と言う。

きて始末の悪いことに、この「いい加減な議論jの多くは正Lい結論を噂いているのであ

るo }レベーグ積分は「十分Jなのだろうか?
Jレベーグ積分の世界では「可算集合JU. negligibleでなければならず、区間は negligible
であってはならない。それ故に区聞の非可算性を保証する「集合論Jはしっかりマスター
しなければならない。ところで集合論は逆理にまみれて生まれ、拾争町中を生き鋭いてき

た代物である. 学習者は微妙な~詣に耐えねばならず、かといって深入りは歓迎きれない@

ルベーグ積分は本当に「必要Jなのだろうか9

かかる疑問点を蝕直に受け止めるため講演者は Jor世間外測度の意味での広義積分に閲
するルベーグ且びフピニの定理を新しい観点から正当化することにした。

まず自然数の逆数と Oからなる集合を三と去す。次に前段としてい〈つかの定殺を導入
するためRへR・それぞれの荷界都分集合X，Y。さらにXXYの部分集合sとその上町
且tI値関数 fを固定する。いわゆる「関数列」はsが主XYになるケースと考えられ、以
下の話が適加される.

ここで関数の定義域を積分方向に沿って切った断面が遮統的に変化することを表現する

ため下記の定義をおく.まずX'=三XXの点 (<， x)ごとに次句集合を考える

5.(x)= I玄から距雄P以下町X 座標備をもっsの点のY-座廊l
このとき、 5パx)はsのx-断面といい 5(x)と略記する。sは次の性質をみたすX'
上町一様連続関数σ(<，x)をもっとき Yに沿って断層化可能であるという

μ(5.(x)).五o(<. x I 
μ(5.(x))=0(O， x) 
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もし;;:x5の何らかの部分集合で下記の性質をみたすもの5'に対Lて、 Oでない三の
元ヲごとに fが5' ( ~ ) において一線連続であるとき、 f は Y ・ 広義一様連続であるとい

う.

5'および;;:x5-5'はYに沿って断層化可能であり、
5' (0) ~ 5である。

以下前段と問機のX，Y， 5， fを改めて固定し、さらに三xX上町関数Fが与えられ
ていて~> 0に対しては5'のlマ， x)断面における fの積分を哀しているものとする。

ルベーグ型定理 Fが;;:xx上一棟述続であれば定義域全体で5'の(マ， x)断固に
おける fの広義積分他を表す。

駐 l日来の観点に立ち 5'ポヮに関して減少的となる設定を考えてみよう。このとき、
コンパクト集合Y上で広義積分と極限の交換が保証される設定では広義積分値は(マ，
x)に関して一線連続になる (D凶の定理)。その意味でこの定理には旧来の観占で必
然性のない粂件は古まれていない。

フピニ型定理 Fが;;:xx上X-広義一機連続であるとする。このとき次の等式が成立
する

f.F (0， x) dx ~ f ，r (x， y) d (x，y) . 
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FCSセミナー 「微分積分学的スリムな再粉成 ・そLて「完備性」の分離」

大阪大学大学院理学研究科 山崎洋平

微分積分学は r1~に腹は代えら札ないJ 応用上の理由によって木に竹を接ぐように成長

Lて来ている。そのため偏微分可能 全微分可能・ C'級の知〈病的な例によってのみ区
別される概念がひしめき合ってお0、また n変数町一般論に n=lを代入したものは l変
数のものとは差興がある。加えてあらゆる命題の基本には「実数の完備性Jが入り込んで
いて「本格的に且'解したいならそれを了解しなけ札ばならない」ことになっている。

S.~ð両者はこのことに疑問をもち、 微分積分学の再権威を断行することに した。そして日

本数学会2似)年駄期総合分科会において次の講甑を行った

~ï理数体上で正倍「導関数J をもっ関数の増加性

また、 f理系への数学J2∞I年2月号から 2∞2年I月号まで「微分積分学(jlf)入門」
を連載した。

その内容の詳細は別の援金に譲ることにして、ここでは広義積分の切断論について述べ
る。まずーっのアルキメデス全順序体Rが与えられているとする{これをここでは「実数
体」と呼ぶ)。今ここで下部集合C(-)と上部集合C(+)の対 (CH ， C (+))が次の
性質をみたすとき Rの!日切断という

xEC(-)コ [yεC (+)=>x亘 yJ
yεC (+)司 [xE C (ー)=>x亘yJ

さらに次の性質をみたすとき本務ではRの切断という :

XEC H ∞[  yεC(+)コx孟 yJ
yEC(+)<> [xεC H =>x孟 yJ

著書考 ここでいう切断の一例として ((xlx..ol， lyly孟 01)を挙げてみよ
う.この例に対応するものを旧来の昔物にあるDede肋刈 の切断で探すと((ー∞， 0] ， 
(0， +∞) )と((ー∞， 0)， [0， +∞) )の2通0である.

一般にRの部分集合5に対してRの部分集合S'を次のように定める

5一=Ix εR 1 yεSコx孟 y1 
s '= 1 y E R 1 x E Sコx孟 y1 . 

定理 Rの部分集合sに対してsは5←， S叶の部分集合であり、 ST-T=  S ¥S  -，ー
=Sーである.

例 i 実数aに対してC(r) = lal左と定めると (C(-)， C (+))は切断である。
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例2 正イ血単調減少鉱列 1a ， 1 に対して A~la.l n: 自然数! とする.ここでC
H~ A -， C(+I~A-' と定めると (C (-ー)，C (+))は本稿町立味で切断である。

前切断 (C(ー)，C(+))は正数εごとにCIx)の元c'でc-.-c-孟εをみたすもの
をもっとき実効的であるという。以下広義積分を切断として論じよう.上に述べたように
切断というだけでは必ずしも下部集合と上部集合の境目を笑効的に見せるわけではない.

nを自然数とし f¥ fーをR'の11界都分集合sょの非負他関数とする。きて実数a，
bが次の性質をみたすとき、それぞれJf'ーf-ds孟a，J f。ー f-ds孟bと表す

Va ・<aヨp令>0V p->OヨF-VF' IF'Iー IF-I孟 a'
V b' > bヨp一>0V p'>OヨF'VF- IF'Iー IF-I孟b'

ここにF'は複号にLたがってそれぞれ f盆のグラフの p'部分のまE形による有限被覆とし、
IF宮 lをその広きとする。

広義積分のiiff切断定理 5上の非負他関数 f.に対して次のC(土)は前切断をなす

C 1-) ~ la εR 1 J f'ー f-ds孟 al
C 1+) ~ 1 b E R I J f・f-ds :;五 bl

証明 与えられたa，bに対Lて次の条件を満たす実数a'， b I を考えよう。

a'くa，b' > b (象)

このとき ρ?をI孟 aの， ρ をj孟bの定義にしたがってとり、それぞれをもう一方の定
義式に代入す品。向格にしてF¥Fーをとることにより a 亘b・をfI}る.これが(*) 
をみたすすべての a' b'に対して成立するのでa孟bである.

こうやって得られる前切断が(f'，0)， (f二 0)のいずれに対しても実効的であ
るときは(f¥ f -)に対しても実効的な切断をなす。 以下ではさ らに5の広きが笑効的
であるとしよう。 s上町広義0次連続開放fが広義O次連続関数の差 f'-fと表され、
(f " f-)によって得られる前切断が実効的な切断をなしているときには、 f早られる切
断は広務積分の加法性により表L方に依存しない。この値がfのs上の広義積分である。
一般的に f.がO次迎絞であれば上記のiiu切断は笑効的な切断をなす。また広義0次辿続
関数 f，gがf孟E孟OをみたL、 (f， 0)に対する前切断が実効的な切断をなすとき
は (g，0)に対する前切断も実効的な切断をなす。
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MILNOR  CLASSES AND VANISIDNG  CYCLES 

JORG SCIIUR̂，ANN 

February 19， 2004 

The c1assica1 Milnor number of阻 isolaledhypersurface sin@はlarity has been 
generalized 川 recentyears to the Milnor class of a local complete Intcr田 Ctl旧。叩nX
1川na compがlexman山if，お。ld，They a江rethe dω1町e町renceof色u、WQkin町dsof Chern cla描sse師電 [or 
th珂es印11川n屯gu叫la町rs叩pa叫ceX，同e，F叫t凶。n阻 dScl出hwa町rもtz
recalling th児ehi同sl旬。r巧yof this subject， we explain our algebraic geometric approach to 
the Milnor cl出町5in lcrms of gcncralized vanishing cycles. Here wc use the fa皿。us
deformation toもhenormal cone. Our resu1t gives a far re札chinggeneralization of 
Parusinski-Pragacz's formula. for the hypersurface case. Moreover， it C3-n e描 ilybe 
localized at the singul訂 locusof X.描 inthe relaled work of Brasselet-Lchmann-
Seade-Suwa 

UNrvERSITAT MUNST肌
E寸ぬQIIaddre:u: jschuerm@nlath.uni-mucnster.de 

Typeset. by Aル同一'IDX
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一

Burgers百 rbulence叩 d
Random Lagrangian Dynamics 

Kbanin Kostya 
(Newton Institute Cambridge， U.K.) 

Abstract 

Statistical properti田 ofsolutions of t.hc ralldom forccd Burge日明uat旧n
(Burgcr笥t.urbulencc)have re田 叫 ybccn a. subject. of intensIvc studi田 We 
shall discl聞 ancw approach to the analy抽 ofthc stat.ionary mC8S町 田 for
田 luもionswhich is b祖 国:1 011 t.he variationaJ prmciplc and Lhc th∞ry of hy-
perbolic dYllamical systcms. We shall叫50discu盟 accnnectioll bctw田 Ilthe 
glob叫 structureof singularitics (5110cks)岨 dthc topology ofもhcsp叫e-timc
manifold 
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Onl巴altransverse sections of 
holomorphic foliations 
伊藤敏和 (飽谷大学)

Abstract 

Let ωbe a hololl1orphic integrable one form on Cヘn~ 2} and M a closed 
smooth manifold of dimension 2n -1. 'VVe have a fund剖nentalqu田tion
Question: Is there a smooth emb吋dingψofAI into CU which is transverse 
to the foliation .1"(ω) defined by ω=  0 in C" ? 
In this lecture，同即時 apart凶 answerto this qu白色lon
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Formula for Computing lnclices of 
Vector Fielcls on Singular Vareties 

Xavier Gomez-Mont 
(CIMAT and RlMS) 

Abstract 

An isolated singular point of a compl田 analyticvariety l11ay be thought 
as a space that h拙 some:hidden1 topology in the singular point. One way 
to figure out how much topology is hidden in the singularity is to exploit 
the relationship between indices of vector fields and Euler characteristics of 
ma山 folds，国 expressedfor example in Poinca昨日opf'sTheo問 n(The sum of 
the indices of a vector fields with an isolated singularity is equal to the Euler 
characteristic in∞mpact orientable manifolds). The Poincare-Hopf index in 
singu!ar spaces is known田 theGSV~index 
In the complex and real analytic category the Poincare-Hopf index is com-
put国 usinglocal algebra (叫 thering of germs of hotomorphic functions，出
ideals and modul田)， We give extensions of these local methods to the GSV-
index， for hypersurfaces and complele inlerseclions 
The basic tools come仕omHomological Algebra， and include Koszul COI11-
plexes， the mapping cone construction and the Buchsbaum-Eisenbud complex 
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