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1

第1章 序論

1.1 近年の核融合研究

核融合エネルギーは新エネルギー源の一つとして注目されており，核融合炉の実現に向けた

研究が世界的に行われている．2025年の運転開始を目指してフランスで建設が進められてい

る国際熱核融合実験炉 (ITER）はその代表的なものであり，日本を含む多くの国々の協力のも

とでプロジェクトが進められている [1]．一方，日本国内では日本独自のアイディアに基づく

核融合実験装置である大型ヘリカル装置 (LHD)などを用いた研究も行われている [2]．LHDは

ITERなどに比べ定常運転に適した構造を持ち，多くの異なる特徴を持つ．LHDにおける研究

は，得られた知見を最終的な核融合発電実証炉へ活かすことを目標として行われている．

核融合反応を起こすためには，超高温かつ高密度のプラズマを一定時間閉じ込めておく必要

があり，この閉じ込め方式は慣性閉じ込め（爆縮）方式と磁場閉じ込め方式に分けられる．慣

性閉じ込め方式では，超高強度，超短パルスのレーザー光やイオンビームによって燃料ペレッ

トを全方位から加熱することで，ペレットの外殻部分の膨張により中心部を圧縮させ，核融合

反応を起こす [3,4]．磁場閉じ込め方式では，コイル電流やプラズマ電流によって適切な磁場配

位を形成することで，燃料プラズマの圧力を磁気圧で支えることによってプラズマを長時間安

定に保持しながら加熱し，核融合反応を起こす [3]．磁場核融合の磁場構造には，直線状の磁場

配位を持つ開放型と，ドーナツ状の閉じた磁場配位を持つトーラス型がある．さらに，トーラ

ス型装置には，プラズマ中に電流を流して磁場にねじれを与える内部導体型と，コイルのみで

磁場にねじれを与える外部導体型に分けられ，それぞれ軸対称であるトカマク型と，非軸対称

であるヘリカル型が代表的である．トカマク型の代表例は，前述した ITERや EUの JET [5]，

日本の JT-60 [6]などが挙げられる．トカマク型は構造が比較的単純なため，大型化も比較的容

易であるという長所を持ち，研究は非常に進んでいる．しかし，プラズマ電流に起因する不安

定性を多く持つという欠点や，変圧器の原理における 2次電流としてプラズマ電流を流すため，
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長時間の閉じ込め磁場の形成が難しいという欠点を持つ．一方，ヘリカル型の代表例は前述し

た日本の LHDやドイツのWendelstein 7-X (W7-X) [7]などが挙げられる． ヘリカル型は構造

の複雑さから研究が遅れていたが，設計，建設技術の進歩に伴い，近年研究が進んでいる．ヘ

リカル型は，プラズマ電流に起因する不安定性を持たない，長時間の閉じ込め磁場形成が容易

であるという長所を持つが，装置の大きさに対してプラズマの体積をあまり大きくできないと

いう欠点を持つ [8]．

1.2 電磁流体力学解析の必要性と磁場のソレノイダル条件の扱い

燃料粒子を相互に衝突させ合体（融合）させるには，原子核相互間のCoulomb反発力に抗し

て結合させるだけの高い運動エネルギーが必要になる．そこで，核融合炉の実現のためには，燃

料粒子を超高温のガス（完全電離プラズマ）状態とし，これを何らかの方法で限られた空間内

に必要な長時間保持することにより，燃料粒子間の単位時間あたりの衝突頻度を高め，十分に

大きな核融合出力が得られるような環境を整える必要がある [3]．磁場核融合ではこの環境を整

えるため，燃料のプラズマにプラズマ圧力勾配とLorentz力が釣り合う電磁流体力学的（MHD）

平衡が存在し，このMHD平衡が，プラズマに与えられる力学的摂動，熱力学的摂動，電磁気

学的摂動などに対して安定であるという条件（MHD安定性に関する条件）を成立させるよう

な適切な磁場分布が必要とされる．コイル電流などによって作られた磁場分布に対するプラズ

マのMHD平衡や安定性は，MHD方程式系を用いて解析 (MHD解析)可能である．MHD方程

式系の導出は補遺A節に記述した．

MHD不安定性の解析手法のうち，ここではMHD方程式系から各物理量の時間発展を計算す

る手法について述べる．この手法は一般に，初期条件としてMHD平衡を満たす圧力分布，磁

場分布を与え，これらのいずれかの物理量に摂動を加え，その摂動が時間の経過により成長す

るかを調べるものである．MHD方程式系は主要な変数が質量密度，圧力，3方向の速度，3方

向の磁場の 8変数からなる非線形方程式系である．この方程式系をそのまま計算する場合，よ

り正確な解析結果が得られる反面，高い計算コストが必要とされる．そのため，必要に応じて

様々な仮定を設けた近似計算がしばしば行われる．例えば，トカマクにおいてよく用いられる

Tokamak Simulation Code（TSCコード）[9]では，ポテンシャル，流れ関数，運動量密度（質

量密度と速度の積）のトロイダル成分，質量密度，ポロイダル磁束，トロイダル磁場の 6変数
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をもつ簡約化MHD方程式系が用いられる．ポロイダル方向，トロイダル方向は図 1.1で定義さ

れる方向であり，ポロイダル磁束は図 1.2で与えられる領域を貫く磁束である．ここで，磁気面

とは空間の任意の弧に交わるすべての磁力線が形成する 1つの曲面で定義される面である [10]．

一般に磁場核融合炉のトーラス型装置では，プラズマ内に入れ子状のトーラス形状の磁気面が

存在するような磁場配位をつくっている．この入れ子状の磁気面は有理面と呼ばれる特殊な面

を除き，1本の磁力線によって面が形成されている．また磁気軸とは，入れ子状の磁気面の最も

内側に存在する 1本の磁力線のことである．また，LHDで用いられているNORMコード [11]

では，ポロイダル磁束，流れ関数で表した渦度，圧力の 3変数をもつ簡約化MHD方程式系が

用いられる．これらの方程式系では，入れ子状の磁気面の存在に基づいて新たな変数を定義し

ているため，入れ子状の磁気面が存在する領域でのみ計算を行うことができる．しかし，ヘリ

カル型では最外殻磁気面の外側にもプラズマが存在する．最外殻磁気面の外側には規則性のな

い乱れた磁場が存在していることから，この領域はストキャスティック領域と呼ばれる．一般

にストキャスティック領域の磁力線はダイバータと呼ばれる機器につながっている．ダイバー

タは磁力線に沿って入射する荷電粒子を不純物ガスとして排気ポートに導くことで，プラズマ

の純度を保つ粒子制御機能をもつ機器である [12]．したがって，ストキャスティック領域のプ

ラズマは低密度である．ヘリカル型において実験で観測された最外殻磁気面近傍の不安定性を

数値解析する場合，従来の磁気面が存在する領域でのみ計算可能なコードを用い，最外殻磁気

面で固定端（物理量の時間変化無し）とする解析では十分な解析結果が得られないため，自由

端（物理量の時間変化あり）とする解析などが行われてきた [13]．また，より厳密な解析結果

を得るため，このストキャスティック領域を含む解析を行うことができるMINOSコード [14]

やMIPSコード [15]が開発された．MINOSコードではヘリカル-トロイダル座標系において，

MIPSコードでは円柱座標系においてそれぞれ仮定を設けないMHD方程式系が計算されてい

る．このようなコードを用いることで，最外殻磁気面近傍の不安定性がストキャスティック領

域のプラズマへもたらす影響だけでなく，ストキャスティック領域で生じた摂動が最外殻磁気

面内部のプラズマへもたらす影響の評価なども可能となる．
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プラズマ

ポロイダル方向

トロイダル方向

図 1.1: トロイダル方向とポロイダル方向の定義．

プラズマ

磁気面

磁気軸

ポロイダル断面

=ポロイダル磁束
この面を貫く磁束

図 1.2: ポロイダル磁束の定義．プラズマ内には入れ子状のトーラス形状の磁気面が存在し，各

磁気面に対してポロイダル磁束が決定される．
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核融合プラズマのMHD解析における，磁場のソレノイダル条件∇ ·B = 0の扱い方はコー

ドにより異なっている．前述のTSCコード，およびNORMコードにおける簡約化MHD方程

式系において，磁場Bは

B = ∇ϕR ×∇ψR + gR∇ϕR (1.1)

の形で与えられる [9, 11]．ϕRはトロイダル角，ψRはポロイダル磁束，gRはトロイダル磁場で

ある．NORMコードでは ψRのみが変数として扱われるため，式 (1.1)の第 2項は時間発展の

計算において変化しない．したがって，初期に∇ · (gR∇ϕR) = 0が満たされていると仮定する

と，第 1項のみを考えればよく，

∇ ·B = ∇ · (∇ϕR ×∇ψR)

= ∇ψR · ∇ ×∇ϕR −∇ϕR · ∇ ×∇ψR = 0 (1.2)

となり，常に∇ ·B = 0を満足する．一方，TSCコードではψRと gRの両方が変数として扱わ

れるため，第 2項は 0とはならず

∇ ·B = ∇ · (gR∇ϕR) (1.3)

となり，∇ ·B = 0は保証されない．また，MINOSコード，およびMIPSコードでは Faraday

の式
∂B

∂t
= −∇×E (1.4)

の形で磁場が計算される．この場合，厳密に磁場の時間発展を計算できれば∇ ·B = 0である

が，数値計算上の不安定性の影響のため，やはり∇ ·B = 0は保証されない．この詳細は 2.2.5

節において述べる．

∇·B ̸= 0の影響は宇宙物理学の分野で既に議論されている．文献 [16]によれば，運動方程式

と Faradayの式の両方を保存形，または非保存形で計算すると∇ ·B ̸= 0の場合にエネルギー

保存則が満たされず，運動方程式と Faradayの式の一方を保存形，他方を非保存形で計算する

ことで∇ ·B ̸= 0の場合でもエネルギー保存則が満たされる．ここで，保存形とは左辺を時間

微分で表記した場合，右辺が発散のみとなる記述形式のことを指す．また保存形の運動方程式

を用いた場合∇ ·B ̸= 0に起因する磁場方向の力が引き起こされ，非保存形の運動方程式を用
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いた場合には∇ ·B ̸= 0に起因する磁場方向の力は引き起こされない．したがって，運動方程

式を非保存形，Faradayの式を保存形で記述することで，∇ ·B ̸= 0の場合でもエネルギー保

存則を満たしながら磁場方向の力を引き起こさない計算が可能だという主張がなされている．

これらに関する詳細は補遺B節に記述した．この文献 [16]の主張は，Lorentz力の磁場方向の

成分は本来 0となるべき値であるため，計算誤差として生じる磁場方向の力は厳密に 0である

べきだという考えに基づいていると考えられる．一方で，この手法は∇ ·B ̸= 0から生じるB

の誤差そのものを 0にする手法ではないため不十分であるとも指摘されている [17]．そこで，

∇ ·B = 0を保証するいくつかの方法が考案された [18]．宇宙物理学では衝撃波を伴う現象が

重要であり，このような現象を∇ ·B = 0を満たしながら精度良く計算することを目的とした

計算手法の開発が行われてきた．ベクトルポテンシャルAを用いることで，B = ∇×Aの関

係から∇ ·B = 0を満たすという手法もその 1つである．この手法は他の手法に比べ容易に導

入することができるという利点がある．しかし，この手法は不連続な磁場を含む場合，不連続

点周辺の精度が著しく低下するため [19]，宇宙物理学ではあまり有効でない手法とされてきた．

このような経緯のもと，核融合プラズマのMHD解析では，∇ ·B = 0の条件を無視した解析

が行われてきた．そして，∇ ·B = 0を無視した計算でも実際の実験結果を再現するような計

算結果が得られている．しかし一方で，∇ ·B ̸= 0の影響はほとんど議論されておらず，定量

的な評価もされていない．

1.3 大型ヘリカル装置における電磁流体力学解析

大型ヘリカル装置 (LHD)は日本の岐阜県土岐市に存在する，2018年現在世界最大級のヘリカ

ル型の磁場閉じ込め式核融合実験装置である [2]．LHDでは 2本の螺旋状コイルと上下 3対のポ

ロイダル磁場コイルにより閉じ込め磁場を形成する．また，上下 10対の Local Island Divertor

(LID)コイルにより共鳴摂動磁場 (RMP)を形成し，閉じ込め性能の改善が図られている．ヘリ

カルコイルはポロイダル周期数 ℓ = 2，トロイダル周期数M = 10を持つ，大半径 3.9 m，小半

径 0.6 mの連続的なコイルである [20]．大半径，小半径は図 1.3で定義される長さであり，大半

径はトーラス中心からコイル中心（容器中心）や磁気軸までの距離，小半径はコイル中心（容

器中心）や磁気軸からの距離を表す．それぞれのコイルは内側からH-I，H-M，H-Oブロックと

呼ばれる 3つの巻線ブロックで構成されており，それぞれに流す電流を変化させることで，実
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質的なコイルの小半径を変化させることが可能となっている [21]．コイル電流の違いはコイル

ピッチパラメータ γc ≡ (Mac)/(ℓRc)の値で区別される [22]．ac, Rcはそれぞれコイルの小半径，

大半径である．これらのコイルによって形成される閉じ込め磁場は，例えば標準磁場配位の場

合，γc = 1.254に対して磁気軸の大半径Rax = 3.75 mの磁場を形成する．LHDの磁場配位は

磁気軸が 1つの水平面上に存在するという特徴がある．このような磁気軸を平面磁気軸と呼ぶ．

LHDのような平面磁気軸を持つ装置では当初，強い磁気シアと高い回転変換でプラズマを安

定に閉じ込めることを目指して実験が進められた．磁気シアはある磁気面上の磁場の向きと隣

の磁気面上の磁場の向きがどれだけ異なるかを表す指標であり，一般に磁気シアはプラズマの

安定化に寄与する．また，回転変換は磁力線がトロイダル方向に 1周する間にポロイダル方向

にどれだけ回転したかを表す指標であり，回転変換が高いほど長波長の不安定性が生じにくく

なり，またPfirsch-Schlüter(PS)電流が小さくなる．PS電流とは平衡状態のプラズマ中におい

て磁場方向に流れる電流のことであり，トロイダル・ドリフトによる荷電分離によって生じる

電荷を磁力線に沿って短絡するために流れる [23]．その後，MHD安定特性をさらに向上させ

るため，適度なシアと適度な回転変換を持つ方式が考案され，平衡ベータ限界値と安定ベータ

限界値がほぼ一致するようになった．ベータ（比）とはプラズマ圧力を磁気圧で割った比であ

り，どれだけ高圧力のプラズマを閉じ込められたかの指標である．一方，前述のWendelstein

7-X [7]などは磁気軸が 1つの平面上に存在しない立体磁気軸を持つ．立体磁気軸を持つ装置は

低磁気シアと磁気井戸，およびPS電流の最小化によるMHD安定性と平衡特性の向上を目指し

た装置である．磁気井戸とはプラズマ周辺部にいくほど磁気圧が強くなる磁場配位のことであ

り，一般に安定性の高い磁場配位である．W7-Xの前身であるW7-ASでは LHDと同様に 3%

を超えるベータ値が達成されている．この装置は多数の分割されたモジュラーコイルによって

閉じ込め磁場を形成しているため，装置としての自由度が高く，最適化が十分完了していない

面もあり更なる研究が期待される [24]．
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プラズマ

小半径

または磁気軸

ポロイダル断面

大半径

トーラス中心

コイル中心（容器中心）

図 1.3: 大半径と小半径．

LHDのようなヘリカル型ではトカマク型と異なりプラズマに電流を積極的に流さないため，

プラズマ電流の存在に起因する電流駆動型不安定性は主要な不安定性とならない．そのため，

圧力勾配の存在に起因する圧力駆動型不安定性が主要な不安定性として生じる．電流密度 J，

磁場（磁束密度）B，真空中の透磁率 µ0を用いて，Ampèreの式J = ∇×B/µ0から，Lorentz

力は

J ×B =
1

µ0

(∇×B)×B

= −∇ B2

2µ0

+
1

µ0

B · ∇B

= −∇ B2

2µ0

+
B2

µ0

b · ∇b+
1

µ0

Bb · ∇B

= −∇ B2

2µ0

+
B2

µ0

∂b

∂s
+

1

µ0

B∇∥B

= −∇ B2

2µ0

+
B2

µ0

n

Rc

+∇∥
B2

2µ0

= −∇⊥
B2

2µ0

+
B2

µ0

n

Rc

(1.5)

と書ける．ここで，bは磁場方向の単位ベクトル，sは磁力線に沿う線素，nは主法線ベクトル，
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Rcは曲率半径であり，∇∥,∇⊥はそれぞれ∇の磁場と平行方向，垂直方向の成分を求める作用

素である．また，曲率半径に関する式

∂b

∂s
=

n

Rc

(1.6)

を用いている．式 (1.5)における第 1項は磁場の圧力の垂直方向の勾配（磁気圧勾配），第 2項

は曲率中心に向かって働く張力（磁気張力）を表す [10]．すなわち，Lorentz力は磁気圧勾配と

磁気張力の和であることがわかる．図 1.4は交換型不安定性の原理を示した図である．ただし，

この図において上下方向の磁場強度の変化は比較的小さいとし，さらに平衡状態の磁力線は直

線であるとする．図の (a)では平衡状態では磁気張力は存在せず，磁気圧勾配とプラズマ圧力

勾配が釣り合っている．(b)では磁場に平行な波数ベクトルをもつ摂動が生じた場合，磁気張

力が増大し，これが復原力として作用しプラズマを押し戻す．一方，(c)では磁場に垂直な波数

ベクトルをもつ摂動が生じた場合，磁気張力は 0のままである．したがって，復原力が作用せ

ず，不安定性が成長する．このようにして成長する不安定性は交換型不安定性と呼ばれる．同

様に平衡状態の磁力線が直線でない場合も，磁気張力があまり変化しない摂動であれば不安定

性が成長する．一方，上下方向の磁場強度の変化が比較的大きい場合，(b)の場合でも不安定

性が成長する場合があり，これはバルーニング不安定性と呼ばれる．図 1.5はバルーニング不

安定性の原理を示した図である．(a)の上に行くほど磁場強度が強い場合，磁気張力だけでな

く磁気圧勾配も増大し，これが復原力として作用しプラズマを押し戻す．一方，(b)の上に行

くほど磁場強度が弱い場合，磁気張力は増大するが磁気圧勾配が減少するため，磁気張力の増

大に比べて磁気圧勾配の減少が大きければ，不安定が成長する．磁場強度の勾配が (a)のよう

な場合を良い曲率，(b)のような場合を悪い曲率と呼ぶ．一般にトーラス状の磁場は中心に近

いほど磁場強度が強いため，トーラス内側は (a)の良い曲率に相当し，トーラス外側は (b)の

悪い曲率に相当する．したがって，バルーニング不安定性はトーラス外側で局所的に成長する

不安定性である．バルーニング不安定性は大きな磁場強度の勾配が存在することで生じ，この

ような磁場配位は圧力の高いプラズマを閉じ込める場合に必要となる．したがって，バルーニ

ング不安定性はベータの高いプラズマで生じやすい不安定性であり，LHDの場合体積平均ベー

タ ⟨β⟩ ≃ 3%程度で生じやすい．一方，交換型不安定性はベータの低いプラズマでも生じやす

い不安定性であり，LHDの場合 ⟨β⟩ ≃ 1%程度で生じやすい [25]．LHDでは主にこの 2種類が
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主要な不安定性として扱われる．

プラズマ圧力勾配

磁気圧勾配

プラズマ圧力勾配

磁気圧勾配+磁気張力

釣り合い

磁気張力が復原力として
作用し，押し戻す

プラズマ圧力勾配

磁気圧勾配
磁気張力が変化しないため，
復原力が作用せず，不安定性が成長

磁気面

(a)平衡状態

(b)磁場に平行な波数ベクトルをもつ摂動が生じた場合

(c)磁場に垂直な波数ベクトルをもつ摂動が生じた場合

摂動の波数ベクトル

摂動の波数ベクトル

磁力線

図 1.4: 交換型不安定性の原理．この図において上下方向の磁場強度の変化は比較的小さいと

し，さらに平衡状態の磁力線は直線であるとする．
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プラズマ圧力勾配

磁気圧勾配+磁気張力
磁気張力だけでなく
磁気圧勾配も増大し復元力として作用し，

プラズマ圧力勾配

磁気張力は増大するが磁気圧勾配が減少するため，

磁気面

(a)上に行くほど磁場強度が強い場合（良い曲率）

(b)上に行くほど磁場強度が弱い場合（悪い曲率）

∇B

押し戻す

磁気圧勾配+磁気張力 磁気圧勾配の減少が大きい場合，不安定性が成長

∇B

摂動の波数ベクトル

摂動の波数ベクトル

磁力線

図 1.5: バルーニング不安定性の原理．図 1.4における (b)の磁場に平行な波数ベクトルをもつ

摂動が生じた場合について，さらに上下方向の磁場強度の変化が比較的大きい場合．

また近年の LHD実験で注目されている現象の 1つに，高ベータプラズマにおける長波長の

不安定性の成長に伴い，周辺磁場領域において温度分布の平坦化が生じた結果，プラズマ性能

の劣化が引き起こされるという現象が報告されている [26]．この現象の定量的影響は十分に明

らかにされていない．一方，LHDにおけるMHD解析では一般に，短波長の不安定性が成長し

やすいという性質がある．そこで，特定の長波長の不安定性に着目した解析を行うために，特

定の単一波長を持つ初期摂動を与える手法が開発されている [27]．

1.4 本研究の目的

1.2節で述べたように，ベクトルポテンシャルを導入し磁場のソレノイダル条件を満たす手法

は，磁場の不連続性を含む場合あまり有効でない．しかし，核融合プラズマのMHD解析では
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衝撃波を扱わない場合が一般的であるため，磁場の不連続性を含まない．したがって，核融合

プラズマのMHD解析ではベクトルポテンシャルの導入が磁場のソレノイダル条件を満たすた

めに有効であると考えられる．特に，LHDにおいて使用されるMINOSコードやMIPSコード

では Faradayの式を変形せずに利用しているため，ベクトルポテンシャルの導入をしやすい．

そこで本研究では，LHDのMHD解析において磁場のソレノイダル条件が与える影響を明ら

かにすることを目的と位置付けた．ただし，非線形計算は非常に複雑化し，また時間が掛かる

ため，本研究では線形計算のみを対象とした．この目的を達成するため，まず既存の線形MHD

解析コードである線形MIPSコード [28]にベクトルポテンシャルを導入する．本研究では摂動

量についてのみベクトルポテンシャルを導入し，平衡量に対する磁場のソレノイダル条件は考

慮しない．ベクトルポテンシャルを導入したコード，および導入していない元のコードを用い

て，標準的な平衡分布に対する不安定性解析を行い，計算結果の比較により，ベクトルポテン

シャルの導入が磁場のソレノイダル条件を満たしながら，妥当な計算結果を得ることができる

有効な手法であることを示し，また，ベクトルポテンシャルの導入が計算結果に与えた影響の

大きさなどを評価する．次に，磁場のソレノイダル条件に関する誤差の大きさと計算結果の依

存性を調べるため，ベクトルポテンシャルを導入した線形MHD解析コードに，磁場のソレノ

イダル条件に関する人工的な誤差項を追加し，加えた誤差の大きさを変化させ，標準的な平衡

分布に対する不安定性解析において，誤差がどの程度大きくなると計算結果の妥当性が失われ

始めるかを評価し，磁場のソレノイダル条件に関する誤差の許容限界について指標を与える．

さらに，1.3節で述べた特定の長波長の不安定性に着目した解析において，磁場のソレノイダル

条件が与える影響についても評価を行い，この結果から，磁場のソレノイダル条件に関する大

きな誤差が，実際の解析において生じさせる問題について検討する．

1.5 本論文の構成

第 2章では，使用した線形MIPSコードと呼ばれる線形MHD解析コードの概要を示し，コー

ドへのベクトルポテンシャルの導入法，および新たに考案した磁場のソレノイダル条件を数値

計算の精度で満たす手法を述べる．また，計算に使用したMHD平衡を計算するコードや，不

安定性を波長ごとに分解するための手法なども示す．

第 3章では，ベクトルポテンシャルを新たに導入した線形MHD解析コードを用いて，LHD
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の標準的な平衡分布に対する解析を通して，計算コードの妥当性を証明し，解析結果から得ら

れる知見について論じる．まず，磁場のソレノイダル条件が数値計算の精度で満たされているこ

と，すなわちベクトルポテンシャルのコードへの導入が適切に行われたことを示す．次にMHD

不安定性解析において重要となる運動エネルギーの時間変化，および主要な物理量の成長率を

比較し，これらの値は磁場のソレノイダル条件の影響を受けずベクトルポテンシャルの導入前

後で違いは生じないことを示す．さらに成長した不安定性の構造を調べるため，波長ごとに分

解して振幅とプラズマ内での広がりを比較し，ソレノイダル条件の破綻は長波長の不安定性の

構造には影響は与えないが，短波長の不安定性の構造には影響を与えることを示す．LHDの標

準的な平衡分布に対するこれらの計算によって，磁場のソレノイダル条件が破綻していても標

準的な平衡分布に対しては，既存の解析コードによる結果は妥当であることを明らかにする．

また同時に，LHDのような装置のMHD解析においてベクトルポテンシャルの導入は著しい誤

差を生じさせることはなく，磁場のソレノイダル条件を満たしたMHD解析を行う有効な手法

であることについても論じる．

第 4章では，磁場のソレノイダル条件の許容誤差の上限を見積もるために，ベクトルポテン

シャルを導入した線形MHD解析コードに，磁場のソレノイダル条件に関する人工的な誤差項

を加え，その影響について論じる．LHDの標準的な平衡分布に対する線形MHD解析により，

ソレノイダル条件の誤差の大きさが解析結果に与える影響を定量的に評価し，磁場のソレノイ

ダル条件の誤差は特に不安定性の振幅に影響を与えることを示す．とりわけ，波長ごとに分解

した不安定性の振幅を順位付けするとその順位が磁場のソレノイダル条件の誤差によって影響

を受けることを示す．このことから磁場のソレノイダル条件の誤差が大きい場合，主要化すべ

き波長を持った不安定性が全く成長せず異なる波長を持つ不安定性が主要化される場合がある

ことを明らかにし，MHD 不安定性解析において大きな問題を生じさせ得ることを示す．また

磁場のソレノイダル条件の誤差に起因する磁場方向の力を Lorentz力に対する比で評価し，誤

差の許容限界を調べる．その結果，プラズマ内でこの比が約 20%を下回るとき磁場のソレノイ

ダル条件の誤差はMHD不安定性解析結果に悪影響を及ぼさないことを示す．すなわち，この

比を用いた評価は磁場のソレノイダル条件の誤差に対する許容限界を与える指標になり得るこ

とを示している．さらに，圧力に対して単一波長のみを持つ初期摂動を与え，人工的な誤差項

を追加した計算を行い，磁場のソレノイダル条件に関する誤差が実際の解析に与える影響につ

いて論じる．計算結果から，大きな誤差の影響によって本来成長すべき波長を持つ不安定性は
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成長せず，異なる波長を持つ不安定性が成長することを示す．すなわち，磁場のソレノイダル

条件に関する大きな誤差が特定の波長を持つ不安定性に着目するような計算を妨げる場合があ

ることを明らかにする．

第 5章では，本研究の結論として得られた知見の概要を記す．
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第2章 解析手法

2.1 はじめに

本研究では，線形MHD Infrastructure for Plasma Simulation (MIPS)コード [1, 2]を利用し

た．このコードは線形MHD方程式系に基づき，各物理量の時間発展を求めるコードであり，

MHD不安定性の線形解析に利用可能である．また，磁場のソレノイダル条件が与える影響を

評価するため，線形MIPSコードにベクトルポテンシャルを導入した．この章では，線形MIPS

コードの概要とベクトルポテンシャルの導入方法，およびその他計算に必要な解析手法の説明

を行う．なお，計算においてすべての変数，物理量は無次元化して扱う．無次元化していない

変数，物理量はもとから無次元である場合を除いて~を付して表記する．また，本論文の趣旨か

ら離れた変数，物理量の無次元化の方法については一部省略している．

2.2 線形MIPSコードの概要とベクトルポテンシャルの導入

線形MHD Infrastructure for Plasma Simulation (MIPS)コード [1, 2]は，2.2.1節で示す式

(2.58)-(2.63)に基づき各物理量の時間発展を計算するコードである．このコードでは空間微分

を 4次精度中央差分法，時間積分を 4次精度Runge-Kutta法を用いて計算する．計算には円柱

座標系 (R, ϕ, Z)を使用する．無次元化はR = R̃/L̃, Z = Z̃/L̃によって行う．L̃(= 1 m)は単位

長さである．

4次精度中央差分法は

(
∂X

∂x1

)
i

=
Xi−2 − 8Xi−1 + 8Xi+1 −Xi+2

12∆x1
(2.1)

で計算を行う．Xは微分される物理量，x1は任意の座標系における方向 1を表す変数，∆x1は

x1方向の格子点間隔，iは格子点番号である．ただし，計算領域の端では 1次精度前進差分法，



第 2章 解析手法 19

または後退差分法

(
∂X

∂x1

)
1

=
−X1 +X2

∆x1
, (2.2)(

∂X

∂x1

)
imax

=
Ximax −Ximax−1

∆x1
(2.3)

で計算を行い，その隣の格子点では 2次精度中央差分法

(
∂X

∂x1

)
i

=
−Xi−1 +Xi+1

2∆x1
(2.4)

で計算を行う．imaxは iの最大値である．線形MIPSコードでは図 2.1に示すように，R方向に

ついて i = 1, imax，Z方向について k = 1, kmax上に壁面があると考え，計算を行っている．k

は格子点番号，kmaxは kの最大値である．ϕ方向については周期境界条件を用いるため，壁面

が存在しない．

4次精度Runge-Kutta法は，求めたい連立微分方程式が

∂Y

∂t
= f(Y ) (2.5)

2 3 imax-2 imax-11 imax

壁 壁

図 2.1: 線形MIPSコードにおける計算領域の端での壁面位置の与え方．
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と書ける場合，

Y ∗ = Y p +
∆t

2
f(Y p), (2.6)

Y ∗∗ = Y p +
∆t

2
f(Y ∗), (2.7)

Y ∗∗∗ = Y p +∆tf(Y ∗∗), (2.8)

Y p+1 = Y p +
∆t

6
[f(Y p) + 2f(Y ∗) + 2f(Y ∗∗) + f(Y ∗∗∗)] (2.9)

で時間発展を計算する．Y は各微分方程式の左辺における被微分関数からなる列ベクトル，f

は各微分方程式の右辺を表す関数からなる列ベクトルである．pはタイムステップ数，∆tは時

間刻み，Y ∗,Y ∗∗,Y ∗∗∗は計算の過程で使用する列ベクトルである．

2.2.1 支配方程式（線形MHD方程式系）

まず，非線形MIPSコードで計算している非線形MHD方程式系を，通常用いられるMHD

方程式系（補遺A.4節参照）から導く．MHD方程式系は，Boltzmann方程式に 0次，1次，2

次のモーメントを取って得られる連続の式，運動方程式，エネルギーの式，およびMaxwell方
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程式系にいくつかの近似を導入することで導出される．通常用いられるMHD方程式系は

∂ρ̃

∂t̃
+ ∇̃ · (ρ̃Ṽ ) = 0, (2.10)

ρ̃

(
∂Ṽ

∂t̃
+ Ṽ · ∇̃Ṽ

)
= −∇̃P̃ + J̃ × B̃ + ∇̃ · Π̃, (2.11)

∂P̃

∂t̃
+ Ṽ · ∇̃P̃ = −γP̃ (∇̃ · Ṽ ) + (γ − 1)(η̃J̃2 − ∇̃ · q̃ + Π̃ : ∇̃Ṽ ), (2.12)

Ẽ + Ṽ × B̃ = η̃J̃ , (2.13)

∂B̃

∂t̃
= −∇̃ × Ẽ, (2.14)

µ̃0J̃ = ∇̃ × B̃, (2.15)

∇̃ · B̃ = 0, (2.16)

Π̃ = 2µ̃(D̃− I

3
∇̃ · Ṽ ), (2.17)

D̃ =
1

2
[(∇̃Ṽ )T + ∇̃Ṽ ], (2.18)

ν̃ =
µ̃

ρ̃
, (2.19)

q̃ = −λ̃∇̃

(
P̃

ρ̃

)
(2.20)

と書ける．ここで，t̃は時刻，∇̃はナブラ演算子，ρ̃は質量密度，P̃ は圧力，Ṽ は速度，B̃は

磁場（磁束密度），J̃ は電流密度，Ẽは電場，Iは単位テンソル，Π̃は滑り応力テンソル，D̃

はひずみ速度テンソル，q̃は熱流束，η̃は抵抗率，µ̃は粘性係数（絶対粘度），ν̃は動粘性係数

（動粘度），λ̃は熱伝導率，µ̃0は真空中の透磁率，γは比熱比である．式 (2.11)の左辺を

ρ̃

(
∂Ṽ

∂t̃
+ Ṽ · ∇̃Ṽ

)
= ρ̃

∂Ṽ

∂t̃
+ ρ̃ω̃ × Ṽ + ρ̃∇̃

(
Ṽ 2

2

)
(2.21)

と変形する．ここで，ω̃は渦度であり，ω̃ = ∇̃ × Ṽ を満たす．また，式 (2.11)の右辺第 3項を

式 (2.17)-(2.19)を用いて

∇̃ · Π̃ = ν̃ρ̃

[
∇̃ · (∇̃Ṽ )T + ∇̃ · (∇̃Ṽ )− 2

3
∇̃(∇̃ · Ṽ )

]
= ν̃ρ̃

[
∇̃ · (∇̃Ṽ )T + ∇̃2Ṽ − 2

3
∇̃(∇̃ · Ṽ )

]
(2.22)



第 2章 解析手法 22

と変形する．ここで，∇̃ · (∇̃Ṽ )Tは

∇̃ · (∇̃Ṽ )T = g̃ĵk̂Ṽĵ ;̂ik̂ = g̃ĵk̂(Ṽĵ;k̂î + R̃p̂

ĵîk̂
Ṽp̂) = ∇̃(∇̃ · Ṽ ) + g̃ĵk̂R̃p̂

ĵîk̂
Ṽp̂ (2.23)

である．ここで，上下の添え字はそれぞれ反変添え字，共変添え字を表す．また，’;’は共変微

分を表す．g̃ĵk̂は共役計量テンソル，R̃p̂

ĵîk̂
は曲率テンソルである．これらの記法は文献 [3]に準

拠した．曲率テンソルはChristoffelの第 2種記号を用いて

R̃p̂

ĵîk̂
≡
{ ˜̂p

î k̂

}
,ĵ

−
{ ˜̂p

î ĵ

}
,k̂

+

{ ˜̂m

î k̂

}{ ˜̂p

m̂ ĵ

}
−
{ ˜̂m

î ĵ

}{ ˜̂p

m̂ k̂

}
(2.24)

で定義される．下付き添え字中の’,’は偏微分を表す．MIPSコードでは円柱座標系を使用する．

そこで，円柱座標系 (R̃, ϕ̃, Z̃)における 0でないChristoffelの第 2種記号を求めると，

˜{ 1

2 2

}
= −R̃, (2.25)

˜{ 2

1 2

}
=

˜{ 2

2 1

}
=

1

R̃
(2.26)

であるから，円柱座標系では

R̃p̂

ĵîk̂
= 0 (2.27)

である．さらに，∇̃ν̃ = 0, ∇̃ρ̃→ 0の近似を導入し，

∇̃ · Π̃ = ν̃ρ̃

[
1

3
∇̃(∇̃ · Ṽ ) + ∇̃2Ṽ

]
≃ 4

3
∇̃[ν̃ρ̃(∇̃ · Ṽ )]− ∇̃ × [ν̃ρ̃ω̃] (2.28)

と変形する．次に，式 (2.12)の左辺第 2項を右辺に移項し，右辺第 1項と足し合わせて，

−Ṽ · ∇̃P̃ − γP̃ (∇̃ · Ṽ ) = −∇̃ · (P̃ Ṽ )− (γ − 1)P̃ ∇̃ · Ṽ (2.29)

と変形する．厳密なMHD平衡は η̃ = 0, λ̃ = 0の条件下でのみ成立するが，一方でMHD方程

式系を用いた時間発展計算では数値計算上の数値不安定性を抑えるために η̃ ̸= 0, λ̃ ̸= 0でなけ

れば計算が難しい．この問題を解決するため，一般的なMHD不安定性の計算では η̃ ̸= 0, λ̃ ̸= 0
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の条件下でもMHD平衡が成立するように，項の置き換えを行う．式 (2.12)の右辺第 2項，お

よび第 3項を平衡時に 0となるように

(γ − 1)η̃J̃2 → (γ − 1)η̃J̃ · (J̃ − J̃eq), (2.30)

(γ − 1)λ̃∇̃2

(
P̃

ρ̃

)
→ χ̃∇̃2(P̃ − P̃eq) (2.31)

と置き換える．ただし，∇̃ρ̃→ 0の近似を導入し，χ̃ = (γ − 1)λ̃/ρ̃を熱拡散係数とした．J̃eqは

平衡電流，P̃eqは平衡圧力である．また，右辺第 3項は

Π̃ : ∇̃Ṽ = ν̃ρ̃

[
(∇̃Ṽ )T : ∇̃Ṽ + ∇̃Ṽ : ∇̃Ṽ − 2

3
(∇̃ · Ṽ )2

]
(2.32)

である．この式はスカラーであるためCartesian座標系で考えると，

(∇̃Ṽ )T : ∇̃Ṽ = g̃îk̂g̃
ĵ l̂Ṽ k̂

,l̂
Ṽ î

,ĵ

= (Ṽ 1
,1)

2 + (Ṽ 2
,2)

2 + (Ṽ 3
,3)

2

+(Ṽ 1
,2)

2 + (Ṽ 2
,1)

2 + (Ṽ 2
,3)

2 + (Ṽ 3
,2)

2 + (Ṽ 3
,1)

2 + (Ṽ 1
,3)

2, (2.33)

∇̃Ṽ : ∇̃Ṽ = Ṽ j
,iṼ

i
,j

= (Ṽ 1
,1)

2 + (Ṽ 2
,2)

2 + (Ṽ 3
,3)

2

+2(Ṽ 1
,2Ṽ

2
,1 + Ṽ 2

,3Ṽ
3
,2 + Ṽ 3

,1Ṽ
1
,3) (2.34)

であるから，

Π̃ : ∇̃Ṽ = ν̃ρ̃

[
ω̃2 +

4

3
(∇̃ · Ṽ )2 + 4(Ṽ 1

,2Ṽ
2
,1 + Ṽ 2

,3Ṽ
3
,2 + Ṽ 3

,1Ṽ
1
,3)

]
(2.35)

となる．ここで，4(Ṽ 1
,2Ṽ

2
,1 + Ṽ 2

,3Ṽ
3
,2 + Ṽ 3

,1Ṽ
1
,3) → 0の近似を導入し，

Π̃ : ∇̃Ṽ = ν̃ρ̃

[
ω̃2 +

4

3
(∇̃ · Ṽ )2

]
(2.36)

と変形する．次に，式 (2.13)の右辺を平衡時に 0となるように，

η̃J̃ → η̃(J̃ − J̃eq) (2.37)
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と置き換える．以上をまとめて，非線形MIPSコードで使用されるMHD方程式系

∂ρ̃

∂t̃
= −∇̃ · (ρ̃Ṽ ), (2.38)

ρ̃
∂Ṽ

∂t̃
= −ρ̃ω̃ × Ṽ − ρ̃∇̃

(
Ṽ 2

2

)
− ∇̃P̃ + J̃ × B̃

+
4

3
∇̃[ν̃ρ̃(∇̃ · Ṽ )]− ∇̃ × (ν̃ρ̃ω̃), (2.39)

∂B̃

∂t̃
= −∇̃ × Ẽ, (2.40)

∂P̃

∂t̃
= −∇̃ · (P̃ Ṽ )− (γ − 1)P̃ ∇̃ · Ṽ

+(γ − 1)

[
ν̃ρ̃ω̃2 +

4

3
ν̃ρ̃(∇̃ · Ṽ )2 + η̃J̃ · (J̃ − J̃eq)

]
+ χ̃∇̃2(P̃ − P̃eq), (2.41)

Ẽ = −Ṽ × B̃ + η̃(J̃ − J̃eq), (2.42)

J̃ =
1

µ̃0

∇̃ × B̃, (2.43)

ω̃ = ∇̃ × Ṽ (2.44)

が導かれる．

これらの方程式系を，線形MIPSコードで使用される線形MHD方程式系へ変形する．まず，

ρ̃ = ρ̃0 + ρ̃1, (2.45)

B̃ = B̃0 + B̃1, (2.46)

P̃ = P̃0 + P̃1, (2.47)

Ẽ = Ẽ0 + Ẽ1, (2.48)

J̃ = J̃0 + J̃1 (2.49)

とおく．下付き添え字 0, 1はそれぞれ平衡量，1次の摂動量を表す．また，Ṽ , ω̃は 1次の摂動

量として扱う．これらを代入し，2次以上の摂動量を 0と近似する線形化を施すことで，本研
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究で使用した線形MIPSコードで使用される支配方程式である線形MHD方程式系：

∂ρ̃1

∂t̃
= −∇̃ · (ρ̃0Ṽ ), (2.50)

ρ̃0
∂Ṽ

∂t̃
= −∇̃P̃1 + J̃1 × B̃0 + J̃0 × B̃1 +

4

3
ν̃ρ̃0∇̃(∇̃ · Ṽ )− ν̃ρ̃0∇̃ × ω̃, (2.51)

∂B̃1

∂t̃
= −∇̃ × Ẽ1, (2.52)

∂P̃1

∂t̃
= −∇̃ · (P̃0Ṽ )− (γ − 1)P̃0∇̃ · Ṽ + (γ − 1)η̃J̃0 · J̃1 + χ̃∇̃2P̃1, (2.53)

Ẽ1 = −Ṽ × B̃0 + η̃J̃1, (2.54)

J̃1 =
1

µ̃0

∇̃ × B̃1, (2.55)

ω̃ = ∇̃ × Ṽ (2.56)

が得られる．ここで，式 (2.50)以外の方程式には ρ̃1は現れないため，式 (2.50)を除いて計算を

行っても ρ̃1以外の変数の時間発展を問題なく計算できる．また，ρ̃0分布はMHD平衡の式から

は一般に求まらないため，一般に一様分布を持つ ρ̃0を与えることが多く，式 (2.50)によって ρ̃1

の時間発展を計算する必要性はあまりないといえる．ゆえに，実際には式 (2.50)を除いた方程

式系を支配方程式として扱っている．一般にMHD解析では無次元化された方程式系を用いて解

析される．このような無次元化は，各方程式のオーダーを揃えることで何度も定数を掛けると

いう数値計算上不要な操作を省くことを目的として行われる．また，一般に数値解析結果はサ

イズの異なる実験装置に対して適用可能となるように無次元量を用いて評価されることも，無

次元化を行う理由の 1つである．通常の流体解析では各項のオーダー評価を目的とした無次元

化を行うこともあるが，補遺A節で述べる通り，MHD方程式系では導出過程において既にオー

ダーの小さい項は無視されているため，オーダー評価を目的とした無次元化ではない．ただし，

MHD方程式系では計算の安定化のため，拡散項などオーダーの小さい項もいくつか残してあ

る．各変数に対する無次元量を t = t̃/(L̃/ṼA)，∇ = ∇̃/(1/L̃)，V = Ṽ /ṼA，P = P̃ /(B̃2
ax/µ̃0)，

B = B̃/B̃ax，E = Ẽ/(ṼAB̃ax)，J = J̃/[B̃ax/(µ̃0L̃)]，ω = ω̃/(ṼA/L̃)，ρ = ρ̃/[B̃2
ax/(µ̃0Ṽ

2
A)]，

η = η̃/(µ̃0L̃ṼA)，ν = ν̃/(L̃ṼA)，χ = χ̃/(L̃ṼA)とおく．ṼAは磁気軸上のAlfvén速度の大きさ，

B̃axは磁気軸上の磁場強度を，それぞれ規格化の基準値として使用する．Alfvén速度とは，磁

力線に垂直方向の非圧縮性変位が磁力線にそって伝搬する波（Alfvén波）の伝搬速度であり，
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その大きさは

ṼA =
B̃√
µ̃0ρ̃

(2.57)

で表される [4]．本解析では磁気軸上の B̃0, ρ̃0を用いた．これらの無次元量を用いて方程式系

(2.51)-(2.56)を無次元化すると，規格化線形MHD方程式系：

ρ0
∂V

∂t
= −∇P1 + J1 ×B0 + J0 ×B1 +

4

3
νρ0∇(∇ · V )− νρ0∇× ω, (2.58)

∂B1

∂t
= −∇×E1, (2.59)

∂P1

∂t
= −∇ · (P0V )− (γ − 1)P0∇ · V + (γ − 1)ηJ0 · J1 + χ∇2P1, (2.60)

E1 = −V ×B0 + ηJ1, (2.61)

J1 = ∇×B1, (2.62)

ω = ∇× V (2.63)

が得られる．線形MIPSコードでは，これらの方程式系 (2.58)-(2.63)を計算し，各変数の時間

発展を計算する．一般に，不安定性解析では平衡量としてV = 0かつMHD平衡∇P = J ×B

を満たす分布を用いる．本研究で用いた具体的な平衡分布は 3.2節で述べる．

なお，本研究のように初期分布として平衡分布を使用する場合，平衡条件からは一般に P̃，

B̃の空間分布のみが与えられる．B̃axは B̃の初期空間分布から求めることが可能である．一方，

ρ̃の分布がなければ ṼAの値を決めることができない．そこで，LHDにおける一般的な数値と

して磁気軸磁場強度 B̃ ≃ 3 T [5]，数密度 ñd ≃ 10 兆個/cc [6]とすると，

ρ̃ ≃ (1013 × 106)(個/m3)× (1.7× 10−27)(kg/個) = 1.7× 10−8 kg/m3 (2.64)

であるから，

ṼA ≃ 3(T)√
(1.3× 10−6)(H/m)× (1.7× 10−8)(kg/m3)

≃ 2× 107 m/s (2.65)

程度の大きさとなる．
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2.2.2 ベクトルポテンシャルの導入

MHD方程式系で時間変化する磁場には，

∇̃ · B̃1 = 0 (2.66)

で表されるソレノイダル条件を課す必要がある．しかし，2.2.1節で示した支配方程式 (2.51)-

(2.56)には，この式 (2.66)が陽に含まれない．そこで本研究では，磁場のソレノイダル条件 (2.66)

を満たすためにベクトルポテンシャル Ãを導入した．Ãを用いると，B̃は

B̃1 = ∇̃ × Ã1 (2.67)

で表され，式 (2.66)が自動的に満たされる．さらに，式 (2.52)は

∂Ã1

∂t̃
= −Ẽ1 − ∇̃φ̃1 (2.68)

と書き換えることができる．ここで，φ̃はスカラーポテンシャルである．本研究では摂動量にの

みベクトルポテンシャルを導入し，平衡量に対する磁場のソレノイダル条件は考慮しない．し

かし，平衡計算によって ∇̃ · B̃0 = 0を満たす B̃0を得ることが可能であれば，本手法によって

全磁場 B̃allについて ∇̃ · B̃all = 0を満たすことが可能である．

2.2.1節と同様に無次元量を，A = Ã/(L̃B̃ax)，φ = φ̃/(L̃ṼAB̃ax)とおくと，ベクトルポテン

シャルを導入した規格化線形MHD方程式系：

ρ0
∂V

∂t
= −∇P1 + J1 ×B0 + J0 ×B1 +

4

3
νρ0∇(∇ · V )− νρ0∇× ω, (2.69)

∂A1

∂t
= −E1 −∇φ1, (2.70)

∂P1

∂t
= −∇ · (P0V )− (γ − 1)P0∇ · V + (γ − 1)ηJ0 · J1 + χ∇2P1, (2.71)

B1 = ∇×A1, (2.72)

E1 = −V ×B0 + ηJ1, (2.73)

J1 = ∇×B1, (2.74)

ω = ∇× V (2.75)
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が得られる．ベクトルポテンシャルを導入した線形MIPSコードでは，これらの方程式系 (2.69)-

(2.75)を用いて，各変数の時間発展を計算する．

ここで，式 (2.70)を用いて，ある時刻 τ のA1は

A1(τ) =

∫ τ

0

∂A1

∂t
dt (2.76)

　 =

∫ τ

0

(−E1 −∇φ1)dt (2.77)

であるから，式 (2.72)を用いて，

B1(τ) = ∇×A1(τ) (2.78)

= ∇×
[∫ τ

0

(−E1 −∇φ1)dt

]
(2.79)

=

∫ τ

0

(−∇×E1 −∇×∇φ1)dt (2.80)

=

∫ τ

0

−∇×E1dt (2.81)

であり，φ1に関する項は 0となる．したがって，B1はφ1の値に依存しない．また，(2.69),(2.71)

の右辺にA1が存在しないため，V , P1の時間発展にφ1の値は影響しない．したがって，方程式

系 (2.69)-(2.75)の解はφ1の値に依存しない．そこで，本研究ではφ1 = 0として計算を行った．

また，ベクトルポテンシャル非導入時の計算では式 (2.59)からE1の空間差分を時間積分す

ることで，B1を 1タイムステップ進める．一方，ベクトルポテンシャル導入時の計算では式

(2.70)，(2.72)からE1を時間積分して 1タイムステップ進めたA1を求め，さらにA1を空間差

分することでB1を求める．したがって，初期摂動が同一の変数に対して与えられる限り，両

者の計算で同じ時刻までの空間差分の回数は同一である．ゆえに，ベクトルポテンシャル導入

時に空間差分の回数を理由として誤差が増えることはない．

2.2.3 境界条件

線形MIPSコードでは計算領域全体を線形MHD方程式系によって計算する．しかし，LHD

プラズマに適用した場合，使用される円柱座標系では，計算領域内にプラズマ外の真空領域や

真空容器壁，コイルなどを含む．コイル近傍では非常に大きな磁場強度を持ち，このような領
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域を厳密な線形MHD方程式系で計算することは，現実の物理現象と比較して正しくない計算

結果を生じる原因となる．そのため，線形MIPSコードでは 2つの方法で境界条件を与えてい

る．すなわち，計算領域の境界における滑りなし完全導体壁に相当する条件，およびプラズマ-

真空境界における固定端に相当する境界条件を設けることで，プラズマ外の計算によって生じ

る悪影響を抑えている．

1つ目の方法として，滑りなし完全導体壁に相当する条件

V = 0, (2.82)

B1 · nw = 0 (2.83)

を壁面上で与えている．ここで，nwは壁面上の単位法線ベクトルである．一般的な完全導体壁

の条件は

(B0 +B1) · nw = 0 (2.84)

であるが，実際の装置において計算領域の境界は完全導体ではなく，初期分布として与える平

衡磁場はこの条件を満たさない．そこで，初期磁場を除いた摂動磁場のみがこの条件を満たす

と仮定し，式 (2.83)に示す条件で磁場の境界条件を与えている．また，A1を導入した場合，式

(2.83)の代わりにE1 × nw = 0から

A1 × nw = 0 (2.85)

を与えている．

2つ目の方法として，

Cvac =



1 for P0 ≥ 0.002Pmax

P0

0.002Pmax

for 0 < P0 < 0.002Pmax

0 for P0 = 0

(2.86)

でCvacを定義し，各タイムステップで更新されたV にCvacを掛けている．ここで，PmaxはP0

の最大値であり，一般に磁気軸上の P0である．この操作によって，プラズマ-真空境界，およ

び真空領域において V = 0となる．そのため，プラズマ-真空境界の位置は平衡分布によって
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決まり，時間変化しない．式 (2.58)-(2.63)にV = 0, ∂V /∂t = 0を代入し整理すると，

∂V

∂t
= 0, (2.87)

∂B1

∂t
= η∇2B1, (2.88)

∂P1

∂t
= (γ − 1)ηJ0 · ∇ ×B1 + χ∇2P1 (2.89)

となる．式 (2.87)-(2.89)はB1, P1に関する拡散方程式を含むため，厳密にはプラズマ内から

B1, P1の値が真空領域へ広がる．しかし，η, χは一般に比較的小さな値であることを考慮する

と，この境界条件はプラズマ-真空境界において固定端とする境界条件とみなすことができる．

また，A1を導入した場合，式 (2.88)の代わりに

∂A1

∂t
= η∇2A1 (2.90)

である．式 (2.90)はA1に関する拡散方程式であるため，厳密にはプラズマ内からA1の値が真

空領域へ広がる．しかし，ηは一般に比較的小さな値であることを考慮すると，やはりこの境

界条件はプラズマ-真空境界において固定端とする境界条件とみなすことができる．

2.2.4 ベクトルポテンシャル導入時の∇ ·B1 = 0の保証

有限差分法を用いた数値計算では，離散化に起因する誤差を低減することが望ましい．特に

本研究では，ベクトルポテンシャル導入時に磁場のソレノイダル条件∇ ·B1 = 0が高い精度で

満たされていることが重要である．テンソル表記を用いて，発散，および回転を

∇ ·B =
1
√
g

∂(
√
gB î)

∂xî
, (2.91)

∇×A =
1
√
g
eîĵk̂

∂Ak̂

∂xĵ
(2.92)
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の形で記述する．ここで，
√
gは Jacobian（gは計量テンソル gîĵの行列式），e

îĵk̂は eシステム

（順列テンソル）である．eシステムは

eîĵk̂ =



0 ：添え字î, ĵ, k̂の任意の 2つが同じ場合

1 ：添え字の順序îĵk̂が 123の偶順列の場合

−1 ：同様にîĵk̂が 123の奇順列の場合

(2.93)

で定義される．B = ∇×Aとし，式 (2.91)に式 (2.92)を代入すると，

∇ ·B =
1
√
g

∂

∂xî
(

√
g

√
g
eîĵk̂

∂Ak̂

∂xĵ
) (2.94)

と書くことができる．ここで，式 (2.94)の括弧内の 2つの
√
gは，離散化した計算においても同

一の座標上の値である．したがって，数値計算上も離散化の誤差なく
√
g/
√
g = 1であるため，

∇ ·B =
1
√
g
eîĵk̂

∂

∂xî
∂Ak̂

∂xĵ
(2.95)

となる．

ここで，A(x1, x2)の x1, x2による偏微分が

(
∂A

∂x1

)
i,j

=
n̂max∑

n̂=n̂min

cn̂Ai+n̂,j, (2.96)

(
∂A

∂x2

)
i,j

=
m̂max∑

m̂=m̂min

dm̂Ai,j+m̂ (2.97)

の形で差分表示できるとする．ここで，図 2.2に示すように，i, jは方向 1,2に対する格子点番

号であり，n̂, n̂min, n̂max，および m̂, m̂min, m̂maxは整数，cn̂, dm̂は実数である．このとき，

(
∂

∂x1
∂A

∂x2

)
i,j

=
n̂max∑

n̂=n̂min

cn̂

m̂max∑
m̂=m̂min

dm̂Ai+n̂,j+m̂

=
m̂max∑

m̂=m̂min

dm̂

n̂max∑
n̂=n̂min

cn̂Ai+n̂,j+m̂

=

(
∂

∂x2
∂A

∂x1

)
i,j

(2.98)
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であるから偏微分の順序交換が可能である．例として 2次精度中央差分法の場合，

(
∂A

∂x1

)
i,j

= − 1

2∆x1
Ai−1,j +

1

2∆x1
Ai+1,j, (2.99)(

∂A

∂x2

)
i,j

= − 1

2∆x2
Ai,j−1 +

1

2∆x2
Ai,j+1 (2.100)

であるから，

(
∂

∂x1
∂A

∂x2

)
i,j

= − 1

2∆x1

(
− 1

2∆x2
Ai−1,j−1 +

1

2∆x2
Ai−1,j+1

)
+

1

2∆x1

(
− 1

2∆x2
Ai+1,j−1 +

1

2∆x2
Ai+1,j+1

)
= − 1

2∆x2

(
− 1

2∆x1
Ai−1,j−1 +

1

2∆x1
Ai+1,j−1

)
+

1

2∆x2

(
− 1

2∆x1
Ai−1,j+1 +

1

2∆x1
Ai+1,j+1

)
=

(
∂

∂x2
∂A

∂x1

)
i,j

(2.101)

となる．同様に方向 2,3，および方向 3,1についても順序交換が可能である．したがって，式

(2.95)は数値計算上も離散化の誤差なく

∇ ·B = 0 (2.102)

となる．なお，計算機が有限桁の実数しか扱えないことに起因する誤差は残る．n̂, n̂min, n̂max，

および m̂, m̂min, m̂maxが i, jに依存する場合でも，式 (2.98)は成り立つ．すなわち，計算領域

の端において差分精度を下げた場合などにおいても偏微分の順序交換が可能であり，離散化の

誤差なく∇ · B = 0となる．ただし，偏微分の差分表示が式 (2.96),(2.97)で書けない場合は，

∇ ·B = 0の保証について別途考える必要がある．
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i i+1i-nmin i-1^ i+nmax^

図 2.2: 偏微分に関する格子点の位置．

2.2.5 ベクトルポテンシャル非導入時の∇ ·B1

線形MIPSコードでは，時間発展を式 (2.6)-(2.9)で表される 4次精度Runge-Kutta法を用い

て計算する．したがって，式 (2.59)によって計算されるB1の時間発展は

B∗
1 = Bp

1 −
∆t

2
∇×Ep

1 , (2.103)

B∗∗
1 = Bp

1 −
∆t

2
∇×E∗

1 , (2.104)

B∗∗∗
1 = Bp

1 −∆t∇×E∗∗
1 , (2.105)

Bp+1
1 = Bp

1 −
∆t

6
(∇×Ep

1 + 2∇×E∗
1 + 2∇×E∗∗

1 +∇×E∗∗∗
1 ) (2.106)

であり，両辺の発散をとると，

∇ ·B∗
1 = ∇ ·Bp

1 −
∆t

2
∇ · ∇ ×Ep

1 = ∇ ·Bp
1 , (2.107)

∇ ·B∗∗
1 = ∇ ·Bp

1 −
∆t

2
∇ · ∇ ×E∗

1 = ∇ ·Bp
1 , (2.108)

∇ ·B∗∗∗
1 = ∇ ·Bp

1 −∆t∇ · ∇ ×E∗∗
1 = ∇ ·Bp

1 , (2.109)

∇ ·Bp+1
1 = ∇ ·Bp

1 −
∆t

6
(∇ · ∇ ×Ep

1 + 2∇ · ∇ ×E∗
1 + 2∇ · ∇ ×E∗∗

1 +∇ · ∇ ×E∗∗∗
1 )

= ∇ ·Bp
1 (2.110)
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となる．ただし，2.2.4節の計算方法によって，離散化した計算においても∇ ·∇×E1 = 0であ

るとした．したがって，∇ ·Bp
1 = 0であれば∇ ·Bp+1

1 = 0となる．ここで，Bp=0
1 = 0であるか

ら，pによらず∇ ·B1 = 0が成立する．以上から，4次精度Runge-Kutta法のみを使用した時

間発展では，空間離散化，および時間離散化に起因する∇ ·B1の誤差は生じない．ただし，式

(2.107)-(2.110)の計算によって数値計算の精度で生じる誤差は毎タイムステップ加えられるた

め，この誤差は蓄積する．さらに線形MIPSコードによる計算では数値振動を抑制するため，4

次精度Runge-Kutta法だけでなく 2.2.6節で述べるスムージングを導入している．したがって，

このスムージングによる影響を考慮に加える必要がある．

2.2.6 スムージング

線形MIPSコードでは，100タイムステップおきに V ,B1, P1に対してスムージングを行う．

これは短波長の数値振動の増大を抑え，妥当な解析結果を得るために導入されている．スムー

ジングは，R方向について

X ′
i,j,k =

1

4
(Xi−1,j,k + 2Xi,j,k +Xi+1,j,k), (2.111)

X ′′
i,j,k =

1

4
(−X ′

i−1,j,k + 6X ′
i,j,k −X ′

i+1,j,k) (2.112)

の形で計算する [7]．Xはスムージング対象となる物理量，X ′は計算の過程で使用する変数で

ある．X ′′がスムージング後のXである．ただし，Xには 100タイムステップの間で変化した

量のみを代入する．ϕ, Z方向についても同様の形の式を用いてスムージングを行う．

長さ∆x間隔で離散化された周期 (imax − imin + 1)∆xの関数 hiの離散 Fourier変換Hiは

Hi =
imax∑

i′=imin

hi′e
−j2πii′/(imax−imin+1) (2.113)

で与えられる [8]．ここで，jは虚数単位である．Hiは空間周波数 1/[(imax − imin + 1)∆x]間隔

で離散化された周期 1/∆xの関数である．長さ∆x間隔で離散化された周期 (imax − imin +1)∆x

の重み関数wiを用いて，hiをスムージングした後の関数 h′iは離散畳み込み積分

h′i =
imax∑

i′=imin

wi′hi−i′ (2.114)
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で与えられる．したがって，この離散 Fourier変換H ′
iは

H ′
i =

imax∑
i′=imin

(
imax∑

i′′=imin

wi′′hi′−i′′

)
e−j2πii′/(imax−imin+1)

=
imax∑

i′′=imin

wi′′

(
imax∑

i′=imin

hi′−i′′e
−j2πii′/(imax−imin+1)

)

=
imax∑

i′′=imin

wi′′

 imax−i′′∑
(i′−i′′)=imin−i′′

hi′−i′′e
−j2πi(i′−i′′)/(imax−imin+1)

 e−j2πii′′/(imax−imin+1)

=
imax∑

i′′=imin

wi′′

 imax∑
(i′−i′′)=imin

hi′−i′′e
−j2πi(i′−i′′)/(imax−imin+1)

 e−j2πii′′/(imax−imin+1)

=

(
imax∑

i′′=imin

wi′′e
−j2πii′′/(imax−imin+1)

)
Hi

= WiHi (2.115)

となる．ここで，Wiはwiの離散 Fourier変換である．式 (2.115)は，畳み込み定理の離散的表

現である．式 (2.111)，(2.112)で表されるスムージングを表す重み関数w1,i, w2,iはそれぞれ

w1,i =



1

4
for i = ±1

1

2
for i = 0

0 for otherwise

,　 (2.116)

w2,i =



−1

4
for i = ±1

3

2
for i = 0

0 for otherwise

(2.117)

で与えられる．この離散Fourier変換をそれぞれW1,W2とおく．w1, w2はどちらも実部のみを

持つ偶関数であるから，W1,W2も実部のみを持つ偶関数である．図 2.3はW1,W2の実部，お

よび積W1W2の実部である．横軸は無次元化された波数 kc∆xである．ここで，連続関数 ĥ(x)

がその標本値

ĥ(x) = ĥ(i∆x)
∞∑

i′=−∞

δ(x− i′∆x) (2.118)

から一意に定まるという標本化定理の制約条件は，ĥの Fourier変換は fc,maxより大なる空間
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周波数で 0であり，標本化間隔が ∆x = 1/(2fc,max)に選ばれていることである．δ(x)はデル

タ関数である．離散 Fourier変換は打ち切り関数を畳み込み積分することで fc,max = 1/(2∆x)

より大なる空間周波数を 0として導かれるため，標本化定理が成立する．また，波数 kcは空

間周波数 fcと kc = 2πfcの関係である．したがって，離散 Fourier変換では kc,max∆x = πで

あり，kc∆x ≥ πで離散 Fourier変換は 0である．ゆえに，図 2.3では kc∆x < πの値のみが

示されている．本手法はW1W2で表される曲線であり，2段階のスムージング操作を行うこと

で，長波長の波にあまり影響を与えずに短波長の波を減衰させる手法であることがわかる．特

に，W1W2 < 0.9となるのは kc∆x > 1.2程度の場合である．3.2節で述べるように，ϕ方向の

格子間隔は R依存性を持つため，スムージングの掛かり方も R依存性を持つ．そこで，格子

間隔を大きめに見積もることで，スムージングにより減衰する波長を大きめに見積もることと

する．格子間隔が最も大きくなるのは，Rが計算領域内で最大値をとる R̃ = 4.75 mにおける

ϕ方向の格子間隔である．ϕ方向には 640の格子点をとるため，R̃ = 4.75 mにおける ϕ方向の

格子間隔は，大きく見積もって 2π × 4.75/640 ≃ 4.7× 10−2 m程度である．したがって，波長

λ̃c < 4.7× 10−2 × (2π/1.2) ≃ 0.25 mの波は大きく減衰されると考えるべきである．

この条件を 2.5節において述べるトロイダルモード数 n，ポロイダルモード数mに置き換え

る．ϕ方向の周長を小さく見積もると，Rが計算領域内で最小値をとる R̃ = 2.55 mにおいて，

2π× 2.55 ≃ 16 m程度である．また，3.2節で述べる初期平衡分布における最外殻磁気面の小半

径は，小さく見積もって 0.3 m程度である．よって，最外殻磁気面におけるポロイダル方向の

周長は，小さく見積もって 2π × 0.3 ≃ 1.9 m程度である．最外殻磁気面より内側のポロイダル

方向の周長は小半径に大きく依存するため，2.4節で述べるBoozer座標系における規格化小半

径 ρBを用いてこれを評価すると，ポロイダル方向の周長は小さく見積もって 1.9ρB m程度であ

る．したがって，m/nのモード（2.5節参照）を持つ波の波長とスムージングで大きく減衰さ

れる波の波長を比較し，√(
16

n

)2

+

(
1.9ρB
m

)2

< 0.25 for m ̸= 0, n ̸= 0, (2.119)

16

n
< 0.25 for m = 0, n ̸= 0, (2.120)

1.9ρB
m

< 0.25 for m ̸= 0, n = 0 (2.121)

を満たす波はスムージングで大きく減衰される．ゆえに，例えば 1 ≤ |n| ≤ 64の場合 ρBの値に
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図 2.3: 横軸を無次元化した波数にとったスムージングゲイン（スムージングによるフィルタリ
ングゲイン）．スムージングゲインは離散Fourier変換後の値が，スムージング前後で何倍され
るかを表している．

よらずすべてのmに対してスムージングによる減衰は小さく，また n = 0の場合 ρB < 0.13で

あればすべてのmに対してスムージングによる減衰は大きいことがわかる．

ベクトルポテンシャル導入時は，主要な変数がB1からA1へ置き換わる．そこで，スムージ

ング対象も同様に置き換えを行い，V ,A1, P1に対してスムージングを行うこととした．

ここで，スムージングが∇·B1に与える影響を考察する．ベクトルポテンシャル導入時にスムー

ジングが実行されたA1は，2.2.4節の計算方法を用いることで，やはり∇·B1 = ∇·∇×A1 = 0

を満たすことが保証される．一方，ベクトルポテンシャル非導入時にスムージングが実行され

たB1は∇ ·B1 = 0であることを全く考慮していない．したがって，スムージング後の∇ ·B1

は誤差が生じることが予想される．ベクトルポテンシャル非導入時にスムージングに起因する

∇ ·B1の誤差を減らすためには，例えば 2.2.5節に示す 4次精度Runge-Kutta法のような陽解

法でなく，陰解法のような数値的安定性の高い計算手法を用いることで，スムージングを行わ

ないという方法も考えられる．しかし，一般に陰解法は毎タイムステップの収束計算や逆行列

の計算などを必要とする手法が多く，長い時間発展の計算に適さないといった問題がある．し
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たがって，ベクトルポテンシャルの導入は，スムージングに起因する∇ ·B1の誤差を減らす上

で非常に単純かつ有効な解決策である．

2.3 平衡計算とHINTコードの概要

本研究におけるMHD不安定の解析では，MHD方程式系から各物理量の時間発展を計算す

る手法を用いる．1.2節で述べたように，この手法では一般に初期条件として次のMHD平衡

∇P = J ×B (2.122)

を満たす圧力分布，磁場分布を使用する．MHD平衡を満たす初期分布は一般に，P の小半径

分布からBの分布を求める平衡計算によって求められる．トカマクのような軸対称プラズマ

では，Grad-Shafranov方程式を数値的に解くことで，厳密なBを与えることができる．一方，

LHDのような非軸対称プラズマでは対称性がないので，Grad-Shafranov方程式に相当する式

が厳密には定められないため，異なる手法が必要となる [9]．

本研究では平衡計算にHINTコード [10,11]を利用した．HINTコードでは真空磁場の 3次元

分布，および圧力の小半径分布を入力データとして，以下の 2つのステップA,Bを交互に繰り

返し実行する．なお，真空磁場とはプラズマが存在しない場合にコイル電流がつくる磁場のこ

とである．ステップAでは，

B · ∇P = 0 (2.123)

を満たす P の分布を計算する．この式 (2.123)は，ある 1本の磁力線について，その磁力線上

で圧力が変化しないことを意味する．そこで，この式 (2.123)を満たす P を求めることを，磁

力線追跡を利用し

P ′ =

∫ Lin

−Lin

FP dl

B∫ Lin

−Lin

dl

B

, (2.124)

F =


1 for LC ≥ Lin

0 for LC < Lin

(2.125)
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を計算することと置き換える．P ′は式 (2.123)を満たす圧力分布，dlは磁力線追跡における微

小線素，LCは磁力線連結長（磁力線の長さ），Linは磁力線追跡を行う長さである．ただし式

(2.125)の場合分けに関しては，磁力線追跡が計算領域内でLinの長さに到達したときLC ≥ Lin

であり，Linの長さに到達する前に計算領域の端に到達したとき LC < Linであるとみなす．ス

テップBでは，

ρ
∂V

∂t
= −∇P + J ×B, (2.126)

∂B

∂t
= −∇×E　

= ∇× [V ×B − η(J − Jcoil − Jnet)], (2.127)

J = ∇×B (2.128)

によって，各物理量の時間発展を計算する．Jcoilはコイル電流，Jnetはオーミック電流などの

正味の電流を表す．なお，これらは無次元化された式である．以上のステップA，Bを交互に

実行し，∂V /∂t→ 0, ∂B/∂t→ 0に収束したときの P,Bが式 (2.122)を近似的に満たす平衡分

布となる．

なお，式 (2.123)から平衡分布における磁力線は等圧面上に乗っており，等圧面と磁気面が一

致することがわかる．したがって，1.2節で述べたように，平衡の存在するトーラス型装置では

一般に，プラズマ内に入れ子状のトーラス形状の磁気面が存在することとなる．ただし，実際

のプラズマはストキャスティック領域においてMHD方程式系を満足しない．そのため，スト

キャスティック領域では式 (2.122)で表されるMHD平衡条件を満足せず，平衡状態においても

磁気面を形成しない．HINTコードでは，ステップAにおける磁力線追跡を有限な長さで打ち

切ることで，ストキャスティック領域における平衡磁場も近似的に計算している．また，使用

したHINTコードで得られたBは∇ ·B = 0を満たすことを考慮していないため，3.2節に示

すように平衡磁場のソレノイダル条件∇ ·B0 = 0は満たされない．

2.4 Boozer座標系

成長した MHD 不安定性の性質を調べるために，磁気座標系の 1 つである Boozer 座標系

(ρB, θB, ζB) [12,13]がよく用いられる．ρBは規格化小半径，θBはポロイダル角変数，ζBはトロ
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イダル角変数である．Boozer座標系はトーラス型の入れ子状の磁気面が存在する空間において

のみ定義可能である．ρBは磁気面ごとに一定値をとり，磁気軸から最外殻磁気面へ単調に変化

する実数である．LHDの場合，

ρB =

√
Ψt

Ψt,LCMS

(2.129)

がよく用いられる．Ψtはトロイダル磁束，Ψt,LCMSは最外殻磁気面におけるトロイダル磁束で

ある．トロイダル磁束はポロイダル断面において 1つの磁気面に囲まれた領域を貫く磁束であ

る．θB, ζBは 0 ≤ θB < 2π, 0 ≤ ζB < 2πの値をもつ変数であり，Boozer座標系上の各物理量は

θB, ζB方向に 2πの周期を持つ．θB, ζBは幾何学的角度でないことに注意を要する．基底ベクト

ルは

∂r

∂θB
=

1

B2
(B ×∇Ψt + ItB), (2.130)

∂r

∂ζB
=

1

B2
(−ι-B ×∇Ψt + IpB) (2.131)

で定義される．基底ベクトルの導出は補遺C節に記述した．rは位置ベクトル，Itはトロイダ

ル電流，Ipはポロイダル電流，ι-は回転変換である．ここで，式 (2.130)，(2.131)は無次元化し

た式であることに注意が必要である．無次元化しない場合は，右辺第 2項に µ̃0が掛けられる．

式 (2.130)，(2.131)におけるトロイダル電流はポロイダル断面において 1つの磁気面に囲まれ

た領域を貫く電流であり，ポロイダル電流は 1つの磁気面がトーラスの外側につくる領域を貫

く電流である．また，ι-は

ι- =
dΨp

dΨt

(2.132)

で定義され，磁力線がトロイダル方向に 1周する間にポロイダル方向にどの程度周回したかを表

す値である．Ψpはポロイダル磁束であり，図 1.2に示す面を貫く磁束である．また，Jacobianは

√
gB =

Ip + ι-It
B2

dΨt

dρB
(2.133)

である．Boozer座標系において，磁場は

B =
1

√
gB

(
dΨp

dρB

∂r

∂θB
+

dΨt

dρB

∂r

∂ζB
) (2.134)
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で表される．したがって，磁場はθB方向と ζB方向の基底ベクトルの一次結合となるため，Boozer

座標系上において磁場は直線的に表現される．なお，HINTコードによる計算結果では平衡状

態においてもわずかに磁気島が存在する場合があるが，Boozer座標系で磁気島の存在する空間

を正確に定義することはできない．また，ストキャスティック領域では入れ子状の磁気面が存

在しないため，Boozer座標系でストキャスティック領域に相当する空間を定義することもでき

ない．

実際の計算では，実座標系（円柱座標系など）で与えられた平衡分布から精度よく Boozer

座標系を得ることは困難である．そこで，VMEC磁気座標系において平衡計算を行うVMEC

コード [14]によって実座標系での平衡分布と同じ圧力分布，平衡磁場を求め，これを座標変換

しBoozer座標系を得るという手法がよく用いられる．本研究でもこの手法を用いて，円柱座標

系におけるBoozer座標系の格子点の座標を求めた．

また，Boozer座標系には左手系が用いられることがあり，本研究で使用したコード内でも実

際は左手系の Boozer座標系を用いて計算している．しかし，一般的な座標系では右手系が好

まれることを考慮し，論文などにおいては右手系に置き換えて計算結果を記述することも多い．

これにならい，本論文ではすべて右手系のBoozer座標系を用いて記述した．

2.5 モード解析

プラズマに摂動として微小変位が生じた場合を考える．1.3節で述べたように，この摂動が

磁力線を曲げるような摂動である場合，磁気張力が増加するためプラズマは安定化する．一方，

この摂動が磁力線をあまり曲げない摂動の場合，磁気張力があまり変化しないため変位の増大

を抑えることができず，プラズマが不安定化する可能性がある．このようにして生じる不安定

性は交換型不安定性（または交換型モード）と呼ばれる．LHDの場合，⟨β⟩ ≃ 1%程度の低ベー

タプラズマにおいて生じやすい不安定性である．前述の磁力線をあまり曲げない摂動とは，磁

力線に摂動の等位相線が一致するような摂動である．したがって，2.4節で述べたBoozer座標

系上では，この摂動の等位相線もまた直線的となる．そこで，Boozer座標系上での θB, ζBに関

する 2次元Fourier級数展開を利用することで，ランダムな摂動から成長しやすい摂動のみを単

一のモードとして抽出することが可能となる．図 2.4に (a)切り開いた磁気面，および Boozer

座標系における磁気面を示す．Boozer座標系では磁力線は直線的に描かれ，成長しやすい摂動
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の波数ベクトルの向きは磁力線に直交することを表している．

トロイダル角

ポ
ロ
イ
ダ
ル
角

磁力線

磁気面

(a)切り開いた磁気面

トロイダル角変数

ポ
ロ
イ
ダ
ル
角
変
数

磁力線

(b)Boozer座標系における磁気面

成長しやすい摂動の波数ベクトル

図 2.4: 切り開いた磁気面，およびBoozer座標系における磁気面．Boozer座標系では磁力線は

直線的に描かれ，成長しやすい摂動の波数ベクトルの向きは磁力線に直交する．
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本研究におけるモード解析では摂動圧力 P1の Fourier級数展開

P1(ρB, θB, ζB) =
1

4

∞∑
m=−∞

∞∑
n=−∞

(Pmn − jP ′
mn)e

j(mθB+nζB), (2.135)

Pmn(ρB) =
1

π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

P1 cos(mθB + nζB)dθBdζB, (2.136)

P ′
mn(ρB) =

1

π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

P1 sin(mθB + nζB)dθBdζB (2.137)

を計算している．jは虚数単位，m,nはそれぞれポロイダルモード数，トロイダルモード数であ

る．m,nの両方の符号が反転した場合 Pmn = P−m−n, P
′
mn = −P ′

−m−nが成り立つため，計算上

はm < 0の場合を考えなくてよい．実際の計算でも高速Fourier変換ではなくFourier級数展開

を使用しており，式 (2.135)におけるm,nに関する総和は有限の値で打ち切っている．なお，高

速 Fourier変換ではなく Fourier級数展開を使用しているのは，線形MIPSコードではMessage

Passing Interface (MPI)を用いて領域を分割した並列計算を行っており，高速Fourier変換の導

入が難しいためである．式 (2.136)，(2.137)の計算には Boozer座標系の格子点上の P1の値が

必要となるため，線形補間によってこれを求めている．Fourier級数展開を行う変数は P1以外

に，V の小半径方向の成分を用いる場合もある．これは，交換型モードが小半径方向の変位と

して生じやすいためである．

まず，ζBθB-平面における摂動の等位相線の傾きについて考える．式 (2.135)から，等位相線

は定数 cを用いて

mθB + nζB = c (2.138)

と書け，ζBθB-平面において傾き−n/mの直線となる．次に，ζBθB-平面における磁力線の傾き

について考える．θB, ζB方向の微小線素の長さを dlθB , dlζBとおくと，θB, ζBの微小増分 dθB, dζB

はそれぞれ

dθB =
1∣∣∣∣ ∂r∂θB
∣∣∣∣dlθB , (2.139)

dζB =
1∣∣∣∣ ∂r∂ζB
∣∣∣∣dlζB (2.140)
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であるから [3]，

dθB
dζB

=

∣∣∣∣ ∂r∂ζB
∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂r∂θB
∣∣∣∣
dlθB
dlζB

(2.141)

となる．磁力線方向の微小なベクトルを θB方向，ζB方向のベクトルに分解し，それぞれの長

さが dlθB , dlζBであると考えると，式 (2.134)から

dlθB
dlζB

=

dΨp

dρ

∣∣∣∣ ∂r∂θB
∣∣∣∣

dΨt

dρ

∣∣∣∣ ∂r∂ζB
∣∣∣∣ (2.142)

である．したがって，式 (2.141)，(2.142)より

dθB
dζB

=
dΨp

dΨt

= ι- (2.143)

となり，磁力線は ζBθB-平面において傾き ι-の直線となる．以上より，磁力線と摂動の等位相線

が一致する条件は

ι- = − n

m
(2.144)

である．この条件を満たすような摂動は磁力線をあまり曲げないため，磁気張力による復原力

が十分に働かず，交換型モードの不安定性を生じさせやすい．

一般に，交換型モードは小半径方向に隣接したモードが異符号を持つ，または隣接したモー

ドが同符号でも値が小さいという特徴がある．このような隣接したモードは，主要なモードと

わずかに波長の違うモード（サイドバンドモード）として現れる．サイドバンドモードは，主

要なモードのモード数m/nに対してmまたは nをわずかに変えたモード数をもつ．主要モー

ドのモード数m/nは式 (2.144)を満たし，比較的長波長である．一方，バルーニングモードは

小半径方向に隣接したモードが同符号で同程度の値を持つという特徴がある．この場合の隣接

モードも，サイドバンドモードとして現れる．主要モードのモード数m/nは式 (2.144)を満た

さず，比較的短波長である [15]．このように，モード解析の結果から成長した不安定性の種類

をある程度判別することが可能である．
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第3章 ベクトルポテンシャルを導入した

MHD解析

3.1 はじめに

この章では，LHDの標準的な平衡分布に対して，ベクトルポテンシャル導入時と，非導入

時の線形MHD解析を行い，計算結果を比較する．この比較から，磁場のソレノイダル条件

∇ ·B1 = 0を満足しないことによるMHD不安定性解析結果への影響を評価する．

3.2 初期平衡分布，および計算条件

初期平衡分布はHINTコードを用いて得られた P0,B0を使用した．HINTコードではRv
ax =

3.6, Bv
ax = 3, γc = 1.1967の真空磁場に対し，平均ベータ ⟨β⟩ = 1.4%となる平衡磁場を計算し

た．ここで，ベータは β ≡ P̃ /(B̃2/2µ̃0)で定義され，コイルがつくる磁場強度に対しどれだけ

高圧力のプラズマを閉じ込めたかの指標として用いられる．特にプラズマ全体での体積平均を

表す ⟨⟩の記号を用いた，平均ベータ ⟨β⟩ ≡ ⟨P̃ ⟩/(⟨B̃⟩2/2µ̃0)は最もよく用いられる指標の 1つで

ある [1]．Rv
axは磁気軸の大半径，B

v
axは磁気軸上の磁場強度，γcはコイルピッチパラメータで

ある．コイルピッチパラメータは γc ≡ (Mac)/(ℓRc)で定義される [2]．ℓ,M はそれぞれヘリカ

ルコイルのポロイダル周期数 ℓ = 2，トロイダル周期数M = 10であり，ac, Rcはそれぞれコイ

ルの小半径，大半径である．初期平衡圧力P0，初期平衡磁場強度B0，および回転変換 ι-をそれ

ぞれ図 3.1-3.3に示す．図 3.2に示すように，B0はBoozer座標系において様々なモードを持つ．

本解析で与えた初期平衡分布は標準的な LHDプラズマを想定しているが，実際には様々な平

衡分布をとり得るため，本解析で使用する平衡分布は一般性を持たない．また，ポロイダル断

面上の |∇ ·B0|，および |B0(∇ ·B0)|/|J0 ×B0|の分布を図 3.4に示す．|∇ ·B0| ∼ 1，および

|B0(∇ ·B0)|/|J0 ×B0| ∼ 10−2程度の比較的大きな誤差を持っているが，本研究ではこの誤差



第 3章 ベクトルポテンシャルを導入したMHD解析 48

の影響については扱わないこととする．すなわち，本研究における解析結果は |∇ ·B0| ̸= 0の

状況下で∇ ·B1の影響を評価するものである．
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図 3.1: ϕ = 0の縦長断面における，ポロイダル断面上の初期平衡圧力 P0分布．圧力等高線か

ら計算された水色の線はプラズマ-真空境界を表す．
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図 3.2: 初期平衡磁場強度B0の Fourierモードの規格化小半径 ρB分布．
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図 3.3: 平衡磁場の回転変換 ι-の規格化小半径 ρB分布．ι-, ρBの定義は 2.4節で述べている．
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図 3.4: ポロイダル断面上の |∇ ·B0|，および |B0(∇·B0)|/|J0×B0|の分布．水色の線はプラズ

マ-真空境界を表し，プラズマ外では |∇ ·B0| = 0，および |B0(∇ ·B0)|/|J0 ×B0| = 0とした．
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図 3.5: 解析領域．

ベクトルポテンシャル導入時の式 (2.58)-(2.63)，および非導入時の式 (2.69)-(2.75)を計算す

る際の計算条件は ρ0 = 1, η = 10−6, ν = 10−8, χ = 10−8, γ = 5/3とし，すべて一様な定数とし

た．解析領域は図 3.5に示すように 2.55 < R < 4.75, 0 ≤ ϕ < 2π,−1.1 < Z < 1.1とし，各方向

の格子点数を (128, 640, 128)とした．時間増分は∆t = 1.6× 10−2とした．

以上の条件のもと，一様乱数を用いてA1に初期摂動を与えた．摂動の大きさ |A1|は最大で

|B0|∆Rの 10−4%程度である．ベクトルポテンシャル導入時，非導入時の両者で乱数の種は同

一の値を使用し，完全に同一なA1の分布を与えた．ベクトルポテンシャル非導入時の計算で

は，このA1の分布をB1 = ∇×A1を用いてB1の初期摂動へ変換した．
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3.3 計算結果

3.3.1 ∇ ·B1の大きさの評価

運動方程式 (2.58)，(2.69)より，Lorentz力は

J ×B = B · ∇B − 1

2
∇B2 (3.1)

= ∇ · (BB − 1

2
B2I)−B(∇ ·B) (3.2)

と変形できる．Iは単位テンソルである．ここで，B(∇ ·B)の項は∇ ·Bの誤差に起因する項

であり，∇ ·B = 0が満たされていれば本来 0となる項である．そこで，

F̂e ≡
|B0(∇ ·B1)|

|J1 ×B0 + J0 ×B1|
(3.3)

を用いることで，∇ ·B1の大きさを Lorentz力に対する力の比として評価できる．ただし，∇ ·

(BB −B2I/2)の項も∇ ·Bの誤差の影響を受けること，および実際の計算では J ×Bの形で

計算されることから，∇·B1の誤差の影響の大きさは F̂eの大きさから直接見積もれるとは限ら

ないことに注意が必要である．図 3.6は十分な時間が経過した t = 800，および t = 1280（線形

成長した不安定性が支配的な時刻）における F̂eの分布である．F̂eの大きさはあまり時間変化し

ていない．これは，F̂eが無次元量であり，分子と分母がともに時間発展することに起因すると

考えられる．t = 800，および t = 1280においてベクトルポテンシャル導入時の F̂eは F̂e < 10−9

であり，非導入時の F̂eは F̂e ∼ 10−2程度でプラズマ全体に広がっている．また図 3.7に同時刻

の∇ ·B1を示す．∇ ·B1の大きさもあまり時間変化していない．これは，時間発展による誤差

の蓄積が無いことを意味する．またこの図から，t = 800，および t = 1280においてベクトル

ポテンシャル導入時は∇ ·B1 < 10−14であり，ここから∇ ·B1 = 0の条件が数値計算の精度で

満たされていることがわかる．この図において，∇ ·B1の分布がR依存性を持つのは，差分計

算したものを Jacobian
√
g = Rで割るためであると考えられる．
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図 3.6: ポロイダル断面上の F̂eの分布．水色の線はプラズマ-真空境界を表し，プラズマ外では

F̂e = 0とした．
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図 3.7: ベクトルポテンシャル導入時，ポロイダル断面上の |∇ ·B1|の分布．水色の線はプラズ

マ-真空境界を表し，プラズマ外では∇ ·B1 = 0とした．
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3.3.2 運動エネルギーの時間発展，成長率

図 3.8は運動エネルギーの時間変化である．これらは計算領域全体における体積分で評価し

た．ベクトルポテンシャル導入時と非導入時の運動エネルギーをそれぞれKmodified, Koriginalと

し，それぞれ対数をとり，その差を求めると，|lnKmodified − lnKoriginal| ≃ ln1.1程度である．指

数関数的な増加においてNapier数 e倍程度の差が生じるのは lne程度であり，ln1.1という差は

解析結果としては十分に小さい．

線形計算では主要な各物理量の時間発展は

f =
∑
m,n

finit,mne
γg,mnt (3.4)

の形で記述されることを仮定する．ここでm,nはそれぞれポロイダルモード数，トロイダル

モード数であり，第 2章 2.5節で述べたものに等しい．finit,mnは t = 0における fである．計算

ではベクトルポテンシャル，または磁場に対してのみ初期摂動を与えているが，理論解析では一

般にすべての主要な物理量に初期摂動が与えられると仮定する．γg,mnは成長率であり，すべて

の主要な物理量が等しい成長率をもつと仮定する．これらの仮定に基づき，運動エネルギーは

1

2
ρ0V

2 =
1

2
ρ0(V

2
R + V 2

ϕ + V 2
Z )

=
1

2
ρ0

(∑
m,n

VRinit,mne
γg,mnt

)2

+

(∑
m,n

Vϕinit,mne
γg,mnt

)2

+

(∑
m,n

VZinit,mne
γg,mnt

)2


≃ 1

2
ρ0
∑
m,n

[(VRinit,mne
γg,mnt)2 + (Vϕinit,mne

γg,mnt)2 + (VZinit,mne
γg,mnt)2]

=
1

2
ρ0
∑
m,n

(V 2
Rinit,mn + V 2

ϕinit,mn + V 2
Zinit,mn)e

2γg,mnt

=
1

2
ρ0
∑
m,n

V 2
init,mne

2γg,mnt

≃ 1

2
ρ0V

2
inite

2γgt (3.5)

と書ける．ここで，Vinit ≡ maxVinit,mn, γg ≡ max γg,mnである．この成長率γgを表3.1に示す．γg

は，図 3.8における片対数グラフの 960 ≤ t ≤ 1280（60000 - 80000タイムステップ）における傾

きを 0.5倍した値として，運動エネルギーの時間変化から評価した．t ≃ 1000程度の指数関数的

な増加においてNapier数 e倍程度の差が生じるのは，成長率における差が lne/2000 = 0.5×10−3
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程度の場合である．したがって，ベクトルポテンシャル導入時，非導入時の成長率の差は無視

できるほどに十分小さいといえる．

また，図 3.9にベクトルポテンシャル導入時のモードごとの成長率の非導入時に対する相対

偏差の大きさ |∆γ̂g,mn|を示す．これらの値は運動エネルギーの Fourierモードの時間発展から

計算された成長率を用いて，

∆γ̂g,mn ≡ γg,mn(導入時)− γg,mn(非導入時)

γg,mn(非導入時)
(3.6)

計算した．ここで，γg,mn(導入時), γg,mn(非導入時)はそれぞれベクトルポテンシャル導入時，非

導入時の成長率である．どのモードも相対偏差は 3%未満であり，十分に小さい．
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図 3.8: 運動エネルギーの時間変化．

表 3.1: 成長率 γg．

A1導入時 A1非導入時

γg 8.79× 10−3 8.78× 10−3
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図 3.9: ベクトルポテンシャル導入時のモードごとの成長率の非導入時に対する相対偏差の大き

さ |∆γ̂g,mn|．n = 0については 0%を与えている．
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3.3.3 モード構造

図 3.10に t = 1280における P1の主要な Fourierモードの小半径分布を示す．ベクトルポテ

ンシャル導入時，非導入時の間の差は比較的小さい．

より詳細な比較のため，表 3.2に圧力の主要な 5つのFourierモードのピーク値と半値幅の値

を示す．ピーク値に関しては，最大で 16%程度の差が生じている．特に，m,nの値が大きくな

るほど差は大きい傾向がある．これはベクトルポテンシャルの導入が，より短波長の摂動の成

長に影響したためであると考えられる．また，半値幅は両者で同じ値となっており，半値幅に

対する影響はないといえる．表 3.3は圧力の主要なFourierモードをピーク値が大きい順に並べ

た場合の順位である．この順位における違いはみられなかった．
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図 3.10: Pmnの規格化小半径 ρB分布（t = 1280）．参考のため，回転変換 ι-の ρB分布も示され

ている．
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表 3.2: 圧力の Fourierモードのピーク値と半値幅．

ピーク値 Pv 比
Pv(非導入時)

Pv(導入時)
(%) 半値全幅 (FWHM) W

(a)m/n = 2/-1

A1導入時 −8.77× 10−5 - 0.26

A1非導入時 −8.67× 10−5 99% 0.26

(b)m/n = 4/-2

A1導入時 −1.49× 10−4 - 0.18

A1非導入時 −1.42× 10−4 95% 0.18

(c)m/n = 5/-3

A1導入時 −2.27× 10−5 - 0.16

A1非導入時 −2.03× 10−5 89% 0.16

(d)m/n = 6/-3

A1導入時 −1.00× 10−4 - 0.16

A1非導入時 −8.78× 10−5 88% 0.16

(e)m/n = 7/-4

A1導入時 −1.29× 10−4 - 0.15

A1非導入時 −1.08× 10−4 84% 0.15

表 3.3: 圧力の主要な Fourierモードをピーク値が大きい順に並べた場合の順位．
順位 A1導入時 A1非導入時
1 5/-3 5/-3

2 4/-2 4/-2

3 7/-4 7/-4

4 6/-3 6/-3

5 2/-1 2/-1
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3.4 考察

前節で述べたように，ベクトルポテンシャル導入による高精度化の効果がより短波長の摂動

の成長に現れること，すなわち，ベクトルポテンシャル非導入時の∇ ·B1 ̸= 0の影響がより短

波長の摂動の成長に現れることがわかった．この原因として，∇ ·B1の誤差がより短波長の摂

動の成長に寄与しやすいという性質を持っている可能性，ならびに，スムージングの影響の二

点が考えられる．本研究における計算では，2.2.6節で述べたスムージングを利用している．こ

のスムージングは，短波長の摂動を低減することで数値振動を抑える目的で導入している．ベ

クトルポテンシャル導入により，主要な変数をB1からA1へ置き換えたため，スムージングの

対象も同様に置き換えた．異なる変数をスムージングしていることが，このような短波長の摂

動における違いを生じさせている可能性がある．しかし，スムージングを利用せずに正しい解

析結果を得ることは困難であり，これら 2つの可能性を分離することは難しい．

次に，ベクトルポテンシャル非導入時の計算では∇ ·B1が大きな値となった理由について考

察を加える．この理由として，B1に対し 2.2.6節で述べたスムージングが∇ · B1 = 0を全く

保証していないことが挙げられる．そのため，スムージングを行うたびに∇ · B1の誤差が生

じることとなる．ベクトルポテンシャルを導入した計算手法はこのような問題点を克服してお

り，一方で導入することによるデメリットはほとんど無く，LHDのMHD不安定性解析におい

て∇ ·B1 = 0を満たしながら計算したい場合には有効な計算手法である．

3.5 まとめ

この章では，ベクトルポテンシャルを新たに導入した線形MHD解析コードを用いて，LHD

の標準的な平衡分布に対して解析を行った．その結果より，磁場のソレノイダル条件∇·B1 = 0

が数値計算の精度で満たされていること，すなわちベクトルポテンシャルのコードへの導入が

適切に行われたことを示した．次にMHD不安定性解析において重要となる運動エネルギーの

時間変化，および主要な物理量の成長率を比較し，これらの値は∇ · B1 = 0が満たされない

ことの影響を受けずベクトルポテンシャルの導入前後で違いは生じないことを示した．成長し

た不安定性の構造を調べるため，波長ごとに分解して振幅とプラズマ内での広がりを比較する

モード解析を行った．その結果，∇ ·B1 = 0の条件の破綻は長波長の不安定性の構造には影響
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は与えないが，短波長の不安定性の構造には影響を与えることを示した．LHDの標準的な平衡

分布に対するこれらの計算によって，∇ ·B1 = 0の条件が破綻していても既存の解析コードに

よる結果は妥当であることを明らかにした．また同時に，LHDのような装置のMHD解析にお

いてベクトルポテンシャルの導入は著しい誤差を生じさせることはなく，磁場のソレノイダル

条件を満たしたMHD解析を行う有効な手法であることも示した [3]．
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第4章 ∇ ·B1の誤差の大きさに対する

MHD解析結果の依存性

4.1 はじめに

この章では，∇ ·B1の誤差の大きさに対するMHD解析結果の依存性を調べることを目的と

して，ベクトルポテンシャル導入時の計算コードに∇ ·B1に関する人工的な誤差項を追加し，

磁場のソレノイダル条件∇ ·B1 = 0をあえて破綻させた場合の，LHDの標準的な平衡分布に

対する線形MHD解析結果を示す．誤差の大きさに対する計算結果の依存性を調べ，∇ ·B1が

どの程度の大きさになると解析結果の妥当性が失われ始めるかを評価する．

4.2 人工的な誤差項の導入

この章における計算では，2.2.2節で導いたベクトルポテンシャル導入時の支配方程式 (2.69)-

(2.75)のうち，式 (2.72)を

B1 = ∇×A1 +∇Φe (4.1)

と書き換えた．ここで，∇Φeは∇ ·B1に関する人工的な誤差項である．−Φeは静磁ポテンシャ

ルと呼ばれる物理量に相当し，無次元化はΦe = Φ̃e/(L̃B̃ax)で行う．式 (4.1)の両辺の発散から，

∇ ·B1 = ∇ · (∇×A1) +∇ · (∇Φe) = ∇2Φe (4.2)

であるため，∇2Φe ̸= 0である限り∇ ·B1 ̸= 0となる．

3章の 3.4節で述べた通り，∇ ·B1の誤差はスムージングにより生じているものと考えられ

る．そこで，∇ ·B1が毎ステップの計算で生じていることを模擬するため，Φeを

Φp+1
e i,j,k = Φp

e i,j,k + δeλ
p
i,j,k (4.3)
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により毎タイムステップ変化させた．ここで，pはタイムステップ数，i, j, kは各方向の格子点

番号，λは−0.5 ≤ λ < 0.5の範囲の値をとる時間と空間の両方に対してランダムな一様乱数で

ある．δeは誤差の大きさを決めるパラメータであり，時間と空間に対して一定の値である．Φe

の初期分布は一様に 0とした．

式 (4.3)の右辺第 2項の確率密度関数は平均 0，標準偏差 δe/(2
√
3)の一様分布であるから，中

心極限定理より時刻 tにおけるΦeの確率密度関数は平均 0，標準偏差 δe/(2
√
3t/∆t)の正規分

布に近づいていく．また，|Φe|の最大値はおよそ時間に比例して増大する．厳密にいえば，実

際の計算で発生する∇·B1の誤差はB1の大きさに依存することが予想される．しかし，B1の

大きさに依存する形で人工的な誤差を変化させた場合，∇ ·B1の大きさとB1の大きさが相互

に影響を及ぼし合うため，∇ ·B1の影響が複雑化することが予想される．そのため，本研究で

は式 (4.3)に示す，B1の大きさに依存しない単純な形の式を用いることとした．また，Φeは空

間依存性を持たないため，Rの小さい場所で |∇Φe|は大きな値を持つ．そのため，本研究で用

いた手法はB1の誤差がR依存性を持つという∇ ·B1の誤差の与え方となっている．支配方程

式の中で，B1が右辺に現れる式は式 (2.69)によるV の更新と式 (2.74)によるJ1の更新のみで

ある．このうち式 (2.74)は，式 (4.1)から

J1 = ∇× (∇×A1) +∇× (∇Φe) = ∇× (∇×A1) (4.4)

となるため，Φeは J1に直接影響しない．そのため，式 (2.69)の右辺第 3項のB1に含まれる

ΦeがまずV を変化させ，V がその他の物理量の変化を引き起こすことで解析結果に様々な影

響を及ぼす．

4.3 初期平衡分布，初期条件，および計算条件

3.2節と同一の初期平衡分布，および計算条件を使用した．また，この章では δe = 0, 10−12,

10−11, 10−10, 10−9, 10−8の 6通りで計算を行った．
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4.4 計算結果

4.4.1 ∇ ·B1の大きさの評価

3.3.1節の式 (3.3)に示す F̂eを用いて評価を行った．図4.1，4.2は十分な時間が経過した t = 800，

および t = 1280における F̂eの分布である．δe ≤ 10−11の場合，プラズマ内のほとんどの領域

が F̂e ≃ 0である．一方，δe ≥ 10−10の場合，F̂e ≥ 100%の領域がプラズマ内に広がっている．

δeが大きいほど∇ ·B1も大きくなっており，δeが∇ ·B1の大きさを決めるパラメータの役割

を果たしていることが確認できる．また，t = 800に比べて t = 1280の場合，プラズマ中心付

近における F̂eが小さい．これは，プラズマ中心付近の方がより不安定性が成長したために，F̂e

の分母である Lorentz力が大きくなったことに起因すると考えられる．また，第 3章のベクト

ルポテンシャル非導入時の F̂eと比較するため，図 4.3に t = 1280において対数で表した F̂eを

示す．図 3.6(b)に示すベクトルポテンシャル非導入時の場合は，およそ δe = 10−11の場合に相

当することがわかる．
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図 4.1: ポロイダル断面上の F̂eの分布 (t = 800)．F̂e ≥ 100%の領域はすべて黄色で示す．水色

の線はプラズマ-真空境界を表し，プラズマ外では F̂e = 0とした．
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図 4.2: ポロイダル断面上の F̂eの分布 (t = 1280)．F̂e ≥ 100%の領域はすべて黄色で示す．水

色の線はプラズマ-真空境界を表し，プラズマ外では F̂e = 0とした．
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図 4.3: 対数で表したポロイダル断面上の F̂eの分布 (t = 1280)．F̂e ≥ 1の領域はすべて黄色で

示す．水色の線はプラズマ-真空境界を表し，プラズマ外では F̂e = 0とした．
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4.4.2 運動エネルギーの時間発展，成長率

図 4.4に δeごとの運動エネルギーの時間変化を示す．これらは計算領域全体における体積分

で評価した．δe = 10−9と δe = 0の場合の運動エネルギーの対数をとり，その差を求めると，

|lnK(δe = 10−9)− lnK(δe = 0)| ≃ ln1.1程度である．したがって，3.3.2節で述べたように，こ

の値は解析結果としては無視できるほど十分に小さい．一方，δe = 10−8と δe = 10−9の場合の

運動エネルギーの対数の差は，|lnK(δe = 10−8)− lnK(δe = 10−9)| ≃ ln40程度であり，大きな

差が生じている．これは，加えた誤差が非常に大きいために，誤差によって t < 600の不安定

性が成長する前に運動エネルギーが増大したことに起因する．

表 4.1に各 δeの値に対する成長率 γgの値を示す．γgは 3.3.2節と同様に評価した．δe ≤ 10−9

の場合 γg ≃ 8.6× 10−3，δe = 10−8の場合 γg ≃ 8.8× 10−3となり，あまり違いは生じなかった．

図 4.5にモードごとの成長率の δe = 0に対する相対偏差の大きさ |∆γ̂g,mn|を示す．これらの

値は運動エネルギーの Fourierモードの時間発展から計算された成長率を用いて，

∆γ̂g,mn ≡ γg,mn(δe ̸= 0)− γg,mn(δe = 0)

γg,mn(δe = 0)
(4.5)

から計算した．相対偏差の最大値は δe = 10−8 の場合の m/n = 5/-1における 10%である．

δe = 10−8の場合，Fe ∼ 10000%の非常に大きな値をとっているのに対し，成長率にほとんど

影響がないことがわかる．
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図 4.4: δe = 0, 10−9, 10−8の場合の運動エネルギーの時間変化に対する δeの影響．
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表 4.1: 各 δeの値に対する成長率 γg．

δe = 0 δe = 10−12 δe = 10−11 δe = 10−10 δe = 10−9 δe = 10−8

γg 8.61× 10−3 8.61× 10−3 8.61× 10−3 8.60× 10−3 8.61× 10−3 8.82× 10−3
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図 4.5: モードごとの成長率の δe = 0に対する相対偏差の大きさ |∆γ̂g,mn|に対する δeの影響．

n = 0については 0%を与えている．
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4.4.3 モード構造

図 4.6，4.7は，t = 1280における δe = 10−12, 10−11, 10−10, 10−9, 10−8の場合の P1の主要な

Fourierモードである．n = −1,−2のどちらの場合も，δe ≥ 10−9のモード構造は δe = 0の場合

と大きく異なっている．特に，m/n = 2/-1モードの符号は反転している．このことは，ある大き

さの δeに対しm/n = 2/-1モードがまったく成長しない場合があることを意味する．δe = 10−8

の場合，すべてのモードで符号の反転がみられた．すなわち，大きな∇ ·B1が生じた場合，す

べてのモードについてそのモードがまったく成長しない場合があることを意味する．

表 4.2に主要な 5つの Fourierモードのピーク値と半値幅の値を示す．10−10 ≤ δe ≤ 10−8の

場合のピーク値は δe = 0とは差がみられる．一方，半値幅にほぼ差はみられなかった．これら

のことは，∇ ·B1の誤差は半値幅に影響をあまり与えず，ピーク値により大きな影響を与える

傾向があることを示す．また，表 4.3は圧力のFourierモードをピーク値が大きい順に並べた場

合の順位である．δe = 10−9, 10−8の場合，δe = 0とは異なるモードが主要となっている．全体

の成長率にあまり差がなかったにも関わらず異なるモードが主要化したのは，∇ ·B1に含まれ

るモードの影響と予想される．また，モード構造に関して δe ≤ 10−11であれば影響はないとい

える．
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図 4.6: Pmnの n = −1モードの規格化小半径 ρB分布（t = 1280）．参考のため，回転変換 ι-の

ρB分布も示されている．
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図 4.7: Pmnの n = −2モードの規格化小半径 ρB分布（t = 1280）．参考のため，回転変換 ι-の

ρB分布も示されている．
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表 4.2: 圧力の Fourierモードのピーク値と半値幅．

δe ピーク値 Pv 比
Pv(δe ̸= 0)

Pv(δe = 0)
(%) 半値全幅 (FWHM) W

(a)m/n = 2/-1

0 4.69× 10−5 - 0.26

10−12 4.69× 10−5 100 0.26

10−11 4.64× 10−5 99 0.26

10−10 4.17× 10−5 89 0.26

10−9 −5.22× 10−6 -11 0.27

10−8 −4.74× 10−4 -1011 0.26

(b)m/n = 4/-2

0 3.72× 10−5 - 0.18

10−12 3.71× 10−5 100 0.18

10−11 3.69× 10−5 99 0.18

10−10 3.40× 10−5 91 0.18

10−9 5.85× 10−6 16 0.18

10−8 −2.76× 10−4 -742 0.18

(c)m/n = 5/-3

0 2.40× 10−4 - 0.16

10−12 2.40× 10−4 100 0.16

10−11 2.38× 10−4 99 0.16

10−10 2.21× 10−4 92 0.16

10−9 4.23× 10−5 18 0.16

10−8 −1.74× 10−3 -725 0.16

(d)m/n = 6/-3

0 9.12× 10−5 - 0.16

10−12 9.11× 10−5 100 0.16

10−11 9.05× 10−5 99 0.16

10−10 8.41× 10−5 92 0.16

10−9 2.04× 10−5 22 0.16

10−8 −6.18× 10−4 -678 0.17

(e)m/n = 7/-4

0 1.36× 10−4 - 0.15

10−12 1.36× 10−4 100 0.15

10−11 1.36× 10−4 100 0.15

10−10 1.32× 10−4 97 0.15

10−9 9.57× 10−5 70 0.15

10−8 −2.68× 10−4 -682 0.15
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表 4.3: 圧力の主要な Fourierモードをピーク値が大きい順に並べた場合の順位．
順位 δe = 0 δe = 10−12 δe = 10−11 δe = 10−10 δe = 10−9 δe = 10−8

1 5/-3 5/-3 5/-3 5/-3 7/-4 5/-3

2 7/-4 7/-4 7/-4 7/-4 5/-3 6/-3

3 6/-3 6/-3 6/-3 6/-3 6/-3 2/-1

4 2/-1 2/-1 2/-1 2/-1 10/-6 4/-2

5 4/-2 4/-2 4/-2 4/-2 6/-4 7/-4

4.5 誤差の許容限界の見積もり

4.4節の計算結果から，許容限界を δe ∼ 10−11と見積もることができる．本解析における不安

定性は ρB
<∼0.5で成長しているため，この領域における δe = 10−10のときの F̂eの値を図 4.1(d)，

および図 4.2(d)から調べると，F̂e
<∼20%であることに対応する．したがって，この条件を許容

限界の目安とすることができる可能性がある．ただし，より厳密な許容限界を与えるためには，

他の平衡条件，計算条件，計算手法などを用いたさらに詳細な解析を行う必要があると考えら

れる．

4.6 特定のモードに着目した計算に対する影響

4.6.1 初期摂動の与え方

大きな∇ ·B1の誤差が特定単一モードの不安定性の解析に与える影響を調べるため，4.3節

とは異なる初期摂動を与えた．初期摂動は圧力がm/n = 2/-1モードのみを持つように，

P1 = 10−8exp

[
−
(
ρB − 0.25√
2× 0.03

)2
]
× cos(2θB − ζB) (4.6)

で与えた [1]．図3.3より，ρB = 0.25において ι- ≃ 0.5であり，これは有理数であるため，ρB ≃ 0.25

はm/n = 2/-1モードが最も成長しやすい位置である．そこで，式 (4.6)では，ρB = 0.25にピー

クを持つような規格化小半径分布を与えている．このような摂動の与え方は，長波長の特定の

不安定性モードのみを解析したい場合に役立つ．

ここで，式 (4.6)を用いて P1を線形MIPSコードで使用している円柱座標系上で与えるため

には，円柱座標系の各格子点上における (ρB, θB, ζB)を求める必要がある．しかし，2.4節で説
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明した VMECコードを用いた方法では R, ϕ, Z が離散的な ρBの値ごとに θB, ζBの関数として

Fourier級数を用いて与えられるため，その逆関数を求めることは難しい．そこで，以下に述べ

る手順を用いて各格子点上における (ρB, θB, ζB)を求めた．この方法は乱数を用いた近傍探索法

の一種である．

手順 1：まず，初期値として

ρp̂=0
B = 0.5, (4.7)

θp̂=0
B =


cos−1

(
R−Rax

(R−Rax)2+Z2

)
for Z ≥ 0

2π − cos−1
(

R−Rax

(R−Rax)2+Z2

)
for Z < 0

, (4.8)

ζ p̂=0
B = 2π − ϕ (4.9)

を与える．ここで，Raxは磁気軸の大半径，p̂は収束計算の計算ステップ数である．この値が求

めたい ρB, θB, ζBに近いほど収束が速くなるが，任意の値でも構わない．この ρp̂=0
B , θp̂=0

B , ζ p̂=0
B か

らRp̂=0, ϕp̂=0, Z p̂=0を求める．ただし，ρp̂=0
B とVMECコードを用いた方法で与えられた離散的

な ρBの値が一致しない場合，線形補間を用いる．R, ϕ, ZとRp̂=0, ϕp̂=0, Z p̂=0の距離 dp̂を

dp̂ =

√
(Rp̂=0 −R)2 + (Z p̂=0 − Z)2 +

[
1

2
(Rp̂=0 +R)× ϕ∗

]2
, (4.10)

ϕ∗ =



ϕp̂=0 − ϕ+ 2π for ϕp̂=0 − ϕ < −π

ϕp̂=0 − ϕ for − π ≤ ϕp̂=0 − ϕ < π

ϕp̂=0 − ϕ− 2π for ϕp̂=0 − ϕ ≥ π

(4.11)

によって求める．

手順 2：次に，

ρp̂+1
B = ρp̂B +

dp̂

1.1
λ′p̂, (4.12)

θp̂+1
B = θp̂B +

dp̂

1.1ρp̂B
λ′′p̂, (4.13)

ζ p̂+1
B = ζ p̂B +

dp̂

3.65
λ′′′p̂ (4.14)
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を求める．上式中の 1.1は計算領域のR,Z方向の半分の長さであり，最外殻磁気面における小

半径に近い長さとして用いている．また，3.65は計算領域のR方向の中心のRの値であり，磁

気軸の大半径に近い長さとして用いている．λ′, λ′′, λ′′′は-0.5から 0.5の間の値をとる一様乱数で

ある．これらの値は，最大で dp̂の程度の距離が移動すれば任意の値で構わない．ρp̂+1
B , θp̂+1

B , ζ p̂+1
B

からRp̂+1, ϕp̂+1, Z p̂+1を求める．R, ϕ, ZとRp̂+1, ϕp̂+1, Z p̂+1の距離 dp̂+1を求める．dp̂+1 ≥ dp̂で

あれば，λ′p̂, λ′′p̂, λ′′′p̂の値を変え，再度 ρp̂+1
B , θp̂+1

B , ζ p̂+1
B を計算し直す．

手順 3：dp̂+1がまだ十分に小さくない場合，次の計算ステップとして手順 2の計算を実行する．

dp̂+1 < 10−3であれば，ρp̂+1
B , θp̂+1

B , ζ p̂+1
B が求める ρB, θB, ζBであるとした．

4.6.2 解析結果

図 4.8に m/n = 2/-1モードとその他の主要な圧力 Fourierモードを示す．δe = 0の場合，

m/n = 2/-1モードが主要なモードとして現れている．この傾向は δe = 10−10, 10−9でも同様

であった．また，m/n = 1/-1モードや m/n = 3/-1モードもわずかに現れている．このよ

うなモードが現れる 1つ目の理由は，平衡量とのカップリングモードが存在することである．

異なるモードm1/n1，およびm2/n2をもつ 2つの変数の積は，三角関数の積和の公式に従い

(m1+m2)/(n1+n2)，および (m1−m2)/(n1−n2)の 2つのモードをもつ．このようなモードを

カップリングモードと呼ぶ．平衡量は非常に多くのモードを含むため，平衡量と摂動量の積は

非常に多くのカップリングモードを生じさせる．2つ目の理由は，Boozer座標系が磁気島を含

む平衡分布を考慮できないことである．一般に真空磁場分布は入れ子状の磁気面のみから構成

されるが，プラズマが存在すると磁気リコネクションが生じ，入れ子状の磁気面が部分的に壊

れる場合がある．このとき，ポロイダル断面上で磁気面が島のような小さな閉曲線を描くこと

から，このような磁気面を磁気島と呼ぶ [2]．Boozer座標系を含むすべての磁気座標系は，磁

気島が存在しないという仮定の上で成り立つ座標系である．3つ目の理由は，補間に伴う計算

誤差などが存在することである．一方，δe = 10−7の場合，m/n = 2/-1モードがあまり成長せ

ず，異なるモードが主要化した．m/n = 2/-1モードのピーク値は，δe = 0の場合は 7.21× 10−4

であるのに対し，δe = 10−7の場合は 2.44× 10−4である．これは，大きな∇ ·B1が特定のモー

ドに着目するような計算を妨げる場合があることを意味している．
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図 4.8: Pmnのm/n = 2/-1モードとその他の主要モードの規格化小半径 ρB分布 (t = 1280)．参

考のため，回転変換 ι-の ρB分布も示されている．

4.7 ∇ ·B1の誤差の与え方の妥当性

前節までは t = 1280までの計算結果を示したが，本節では∇·B1の誤差の与え方の妥当性を

示すために，t = 1280と t = 12800のモード構造の比較を示す．この節では t = 12800まで計算

を行ったため，より高速に計算するためにMPI(Message Passing Interface)を用いた並列計算

にて使用するプロセス数を増やした．これに伴い，同一の乱数を使用することが難しく，用い

た初期摂動やΦeの時間発展が 4.3，4.6節で述べたものとは異なるため，計算結果も異なる．図

4.9は δe = 10−13, 10−12の場合の，t = 1280, 12800におけるm/n = 5/-3モードの圧力のFourier

モードの規格化小半径分布である．t = 1280において δe = 10−12, 10−13の場合のピークの符号

は異符号となっている．この傾向は t = 12800においても維持されている．これはすなわち，δe

は∇ ·B1の変化の特徴的時間スケールを決定するパラメータであるものの，他の物理量の変化

の特徴的時間スケールを決定していないことを意味する．この計算では |∇ ·B1|は正規分布に

従い，その最大値の増大は大きく見積もった場合でも時間に対して線形であるが，主要な物理

量は指数関数的に増大することからも予測された結果である．したがって，本研究で使用した

∇ ·B1の誤差の与え方によって，∇ ·B1が主要な物理量の特徴的時間スケールを決定する主要

項となっていないことが確認された．
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図 4.9: t = 1280，および t = 12800におけるPmnのm/n = 5/-3モードの規格化小半径 ρB分布

の δeによる違い．

4.8 まとめ

この章では，ベクトルポテンシャルを導入した線形MHD解析コードに加えた，磁場のソレ

ノイダル条件∇·B1 = 0に関する人工的な誤差項について解説した．このコードを用いてLHD

の標準的な平衡分布に対する線形MHD解析を行い，∇ ·B1の誤差の大きさが解析結果に与え

る影響を定量的に評価した．計算結果から，∇ ·B1の誤差は特に不安定性の振幅に影響を与え

ることを示した．とりわけ，モードごとに分解した不安定性の振幅を順位付けするとその順位

が∇ ·B1の誤差によって影響を受けることを示した．このことから∇ ·B1の誤差が大きい場

合，主要化すべきモードを持った不安定性が全く成長せず異なるモードを持つ不安定性が主要

化される場合があることを明らかにし，MHD不安定性解析において大きな問題を生じさせ得

ることを示した．また∇·B1の誤差に起因する磁場方向の力をLorentz力に対する比 F̂eで評価

し，誤差の許容限界を調べた．その結果，プラズマ内でこの比が約 20%を下回るとき∇·B1の

誤差はMHD不安定性解析結果に悪影響を及ぼさないことを示した．すなわち，この比を用い

た評価は∇ ·B1の誤差に対する許容限界を与える指標になり得ることを見いだした．さらに，

∇ ·B1に関する誤差が実際の解析に与える影響を調べるため，圧力に対して単一モードのみを

持つ初期摂動を与え，人工的な誤差項を追加した計算を行った．計算結果から，大きな誤差の

影響によって本来成長すべきモードを持つ不安定性は成長せず，異なるモードを持つ不安定性
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が成長することを示した．すなわち，∇ ·B1に関する大きな誤差が特定のモードを持つ不安定

性に着目するような計算を妨げる場合があることを明らかにした [3]．
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第5章 結論

本研究では，簡約化していない電磁流体力学 (MHD)方程式系を計算する既存のコードに対

して磁場のソレノイダル条件を満たすようベクトルポテンシャルを導入し，大型ヘリカル装置

(LHD)の標準的な平衡分布に対して線形MHD解析を行った．ベクトルポテンシャル導入時，

非導入時の計算結果を比較し，磁場のソレノイダル条件を満足しないことが解析結果に及ぼす

影響を評価した．さらにベクトルポテンシャルを導入したコードに人工的な誤差項を追加した

計算を行うことで，MHD不安定性の計算結果が磁場のソレノイダル条件に対する誤差の大き

さに対して，誤差がどの程度の大きさになると解析結果の妥当性が失われ始めるかを評価し，

許容限界を与えた．また特定の単一波長を持つ不安定性の解析に対してソレノイダル条件の誤

差が与える影響も調べた．

ベクトルポテンシャルを導入したMHD解析

ベクトルポテンシャルを新たに導入した線形MHD解析コードを用いて，LHDの標準的な平

衡分布に対して解析を行った．MHD不安定性解析において重要となる運動エネルギーの時間

変化，および主要な物理量の成長率を比較し，これらの値は磁場のソレノイダル条件の影響を

受けずベクトルポテンシャルの導入前後で違いは生じないことを示した．成長した不安定性の

構造を調べるため，波長ごとに分解して振幅とプラズマ内での広がりを比較した．その結果，

ソレノイダル条件の破綻は長波長の不安定性の構造には影響は与えないが，短波長の不安定性

の構造には影響を与えることを示した．LHDの標準的な平衡分布に対するこれらの計算によっ

て，磁場のソレノイダル条件が破綻していても既存の解析コードによる結果は妥当であること

を明らかにした．また同時に，LHDのような装置の簡約化を行わないMHD解析においてベク

トルポテンシャルの導入は著しい誤差を生じさせることはなく，LHDの最外殻磁気面外側に存

在するストキャスティック領域の計算が可能なまま磁場のソレノイダル条件を満たす有効な手

法であることを解析的，および数値的に示した．
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磁場のソレノイダル条件に関する誤差の大きさに対するMHD解析結果の依存性

ベクトルポテンシャルを導入した線形MHD解析コードに，磁場のソレノイダル条件に関す

る人工的な誤差項を加えた．このコードを用いて LHDの標準的な平衡分布に対する線形MHD

解析を行い，ソレノイダル条件の誤差の大きさが解析結果に与える影響を定量的に評価した．

計算結果から，磁場のソレノイダル条件の誤差は特に不安定性の振幅に影響を与えることを示

した．とりわけ，波長ごとに分解した不安定性の振幅を順位付けするとその順位が磁場のソレ

ノイダル条件の誤差によって影響を受けることを示した．このことから磁場のソレノイダル条

件の誤差が大きい場合，主要化すべき波長を持った不安定性が全く成長せず異なる波長を持つ

不安定性が主要化される場合があることを明らかにし，MHD不安定性解析において大きな問

題を生じさせ得ることを示した．また磁場のソレノイダル条件の誤差に起因する磁場方向の力

を Lorentz力に対する比で評価し，誤差の許容限界を調べた．その結果，プラズマ内でこの比

が約 20%を下回るとき磁場のソレノイダル条件の誤差はMHD不安定性解析結果に悪影響を及

ぼさないことを示した．すなわち，この比を用いた評価は磁場のソレノイダル条件の誤差に対

する許容限界を与える指標になり得ることを見いだした．さらに，磁場のソレノイダル条件に

関する誤差が実際の解析に与える影響を調べるため，圧力に対して単一波長のみを持つ初期摂

動を与え，人工的な誤差項を追加した計算を行った．計算結果から，大きな誤差の影響によっ

て本来成長すべき波長を持つ不安定性は成長せず，異なる波長を持つ不安定性が成長すること

を示した．すなわち，磁場のソレノイダル条件に関する大きな誤差が特定の波長を持つ不安定

性に着目するような計算を妨げる場合があることを明らかにした．

総括

本研究において，MHD不安定性解析コードにベクトルポテンシャルを導入し，それを用い

たLHDの標準的なプラズマに対する解析によって，磁場のソレノイダル条件の破綻がMHD不

安定性解析に与える影響を明らかにした．その結果から，磁場のソレノイダル条件の誤差を評

価する方法を新たに考案し，その手法によって表した許容限界を下回る限りにおいて，磁場の

ソレノイダル条件の破綻はMHD不安定性解析に影響を与えないことを示した．
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補遺

A MHD方程式系の導出

この節では文献 [1]に従い，MHD方程式系を導出する．この節で扱う変数はすべて無次元化

されていないが，煩雑な表記となることを避けるため，この節では~を付さない形式で表記する．

A.1 Bolzmann方程式とMaxwell方程式系

まず，分布関数を定義し，この分布関数を用いてBoltzmann方程式を導く．また，Maxwell

方程式系についても示す．

分布関数

空間座標 r = (x, y, z)と速度座標 v = (vx, vy, vz)で定義される 6次元位相空間での微小体積

dΩ = drdv = dxdydzdvxdvydvz (A.1)

の中に含まれる粒子数を

f(r,v, t)dΩ = f(x, y, z, vx, vy, vz, t)dxdydzdvxdvydvz (A.2)

と書き，f(r,v, t)をその粒子についての分布関数と呼ぶ．分布関数 f は，多数の粒子を含む微

小体積内で平均された数密度を表している．

Boltzmann方程式

分布関数 fを支配する式は，一般にBoltzmann方程式と呼ばれる．時刻 tにdΩに f(r,v, t)dΩ

個の粒子があり，粒子の運動の結果，微小時間∆t後に dΩ′に移ったとする．この間に粒子間の
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衝突や粒子の生成，消滅がないと考えると，

f(r′,v′, t′)dΩ′ = f(r,v, t)dΩ (A.3)

が成立するはずである．∆t後には

r′ = r +∆r

v′ = v +∆v

t′ = t+∆t

dΩ′ = JfdΩ


(A.4)

が成立している．ただし，Jf は Jacobianである．∆t，|∆r|，|∆v|を微小量とし，f(r′,v′, t′)

を r，v，tの周りに展開すると，

f(r′,v′, t′) = f(r +∆r,v +∆v, t+∆t)

≃ f(r,v, t) + ∆r · ∂f
∂r

+∆v · ∂f
∂v

+∆t
∂f

∂t
(A.5)

となる．ここで，O(∆t2)を無視すると，Jf = 1である．ゆえに，

∆t
∂f

∂t
+∆r · ∂f

∂r
+∆v · ∂f

∂v
= 0 (A.6)

が成立し，∆t→ 0の極限で，

∂f

∂t
+

dr

dt
· ∂f
∂r

+
dv

dt
· ∂f
∂v

= 0 (A.7)

が成立する．一方，dr/dt = vであり，粒子に加わる力F を電磁力とすると，

dv

dt
=

F

m
=

e

m
(E + v ×B) (A.8)

である．ここで，eは電荷，mは粒子の質量である．また，Eは電場，Bは磁場（磁束密度）

を表す．よって，
∂f

∂t
+ v · ∇f +

e

m
(E + v ×B) · ∇vf = 0 (A.9)
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が導ける．ただし，∇ ≡ ∂/∂r,∇v ≡ ∂/∂vである．もし，dΩ → dΩ′のときに粒子の衝突や生

成，消滅があれば，この変化率を δf/δtと書くと，

∂f

∂t
+ v · ∇f +

e

m
(E + v ×B) · ∇vf =

δf

δt
(A.10)

と書ける．これをBoltzmann方程式という．

一般に，プラズマ中の電子，イオン，不純物イオンなどはそれぞれ質量と電荷が異なり，ま

た緩和時間が異なるので，それぞれの粒子種 a（a = e：電子，a = i：主プラズマイオン，a = I：

不純物プラズマイオン，…）に対する 1体の分布関数 faに対してBolzmann方程式が

∂

∂t
fa(r,v, t) + v · ∇fa(r,v, t) +

ea
ma

(E + v ×B) · ∇vfa(r,v, t) =
δ

δt
fa(r,v, t) (A.11)

のように成立する．また，粒子種 aの数密度 na，および電荷密度 ρe，電流密度 J はそれぞれ

na(r, t) =

∫
fa(r,v, t)dv

ρe(r, t) =
∑
a

eana(r, t)

J(r, t) =
∑
a

ea

∫
vfa(r,v, t)dv


(A.12)

で定義される．

Maxwell方程式系

一般的な電磁気学におけるMaxwell方程式系は，

∇×E +
∂B

∂t
= 0, (A.13)

∇×H − ∂D

∂t
= Jext, (A.14)

∇ ·D = ρext, (A.15)

∇ ·B = 0, (A.16)

D = ϵE, (A.17)

B = µH (A.18)
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で記述される．ここで，Hは磁場強度，Dは電束密度，ϵは誘電率，µは透磁率である．また，

Jext, ρextはそれぞれ外部電流，外部電荷密度であり，磁化電流や分極電流，分極電荷は含まれ

ない．単位体積当たりの磁化M，単位体積当たりの分極P を用いて，磁化電流密度 Jb，誘導

電流密度 Jp，および分極電荷密度 ρpは

Jb = ∇×M , (A.19)

Jp =
∂P

∂t
, (A.20)

ρp = −∇ · P (A.21)

で与えられる．磁化と分極は

B = µ0(H +M ), (A.22)

D = ϵ0E + P (A.23)

の形でB,Dに陰に含まれている．したがって，

∇×B = µ0(∇×H +∇×M )

= µ0(Jext +
∂D

∂t
+ Jb)

= µ0(Jext + ϵ0
∂E

∂t
+
∂P

∂t
+ Jb)

= µ0(Jext + Jp + Jb) + µ0ϵ0
∂E

∂t
, (A.24)

ϵ0∇ ·E = ∇ ·D −∇ · P

= ρext + ρp (A.25)

である．

プラズマでは分極電荷，分極電流が主役をなすことも多く，これらを全て陽に含んだ全電流

密度 J = Jext + Jp + Jb，全電荷密度 ρe = ρext + ρpを用いる方が直接的で便利である．以上か
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ら，プラズマ物理学におけるMaxwell方程式系は，

∇×E = −∂B
∂t

, (A.26)

∇×B = µ0J +
1

c2
∂E

∂t
, (A.27)

∇ ·E =
1

ϵ0
ρe, (A.28)

∇ ·B = 0 (A.29)

のように記述される．cは光速で c2 = 1/ϵ0µ0の関係があり，µ0は真空中の透磁率，ϵ0は真空中

の誘電率を表す．

A.2 2流体方程式系

この節以降では核融合プラズマを想定し，粒子間衝突が十分に大きいことを仮定する．すなわ

ち，平均自由行程 ℓpは系の代表的長さLに比べて十分に小さく，Knudsen数Kn ≡ ℓp/L << 1

が成り立つため，プラズマは連続体として扱うことができることを仮定する．Boltzmann方程

式 (A.11)の右辺項 δfa/δtに粒子の発生や消滅を含まないとし，粒子間衝突のみを考え，

δfa
δt

=
∑
b

Cab(fa, fb) (A.30)

とする．ここで，Cabは a種粒子の b種粒子とのCoulomb2体衝突を表す衝突積分である．Cab

は粒子数，運動量，およびエネルギーの保存則

∫
Cabdv = 0,　 (A.31)∫
mavCabdv +

∫
mbvCbadv = 0, (A.32)∫

1

2
mav

2Cabdv +

∫
1

2
mbv

2Cbadv = 0 (A.33)

を満たす．これらの保存則は，同種粒子間（a = b）の衝突に対しても成立する．次に，

va(r, t) =
1

na

∫
vfa(v, r, t)dv ≡ ⟨v⟩a, (A.34)

Ta(r, t) =
1

na

∫
ma

3
v′2fa(v, r, t)dv ≡

⟨ma

3
v′2
⟩
a

(A.35)
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を定義する．ただし，v′ ≡ v − vaである．vaは a種粒子の平均速度，Taは a種粒子のエネル

ギーの単位で表された温度である．

ここで，Boltzmann方程式 (A.11)の0次，1次，2次のモーメントを取る．すなわち，式 (A.11)

の両辺に 1，mav，mav
2/2を掛けて，速度空間で積分する．式 (A.31)-(A.33)を考慮すると，na，

va，Taに関する方程式系

dana

dt
+ na∇ · va = 0, (A.36)

mana
dava

dt
= −∇ ·Pa + eana(E + va ×B) +Ra, (A.37)

3

2
na

daTa
dt

+Pa : ∇va = −∇ · qa +Qa (A.38)

が得られる．ただし，
da

dt
≡ ∂

∂t
+ va · ∇ (A.39)

である．Pa, qa,Ra, Qaはそれぞれ

Pa ≡ nama⟨v′v′⟩ = paI−Πa, (A.40)

qa ≡ nama

⟨
1

2
|v′|2v′

⟩
, (A.41)

Ra ≡
∑
b

∫
mav

′Cabdv =
∑
b̸=a

∫
mavCabdv, (A.42)

Qa ≡
∑
b

∫
ma

2
(v′)2Cabdv =

∑
b ̸=a

∫
ma

2
v2Cabdv +Ra · va (A.43)

で定義される．Paは圧力テンソル，qaは熱流束，Raは異種粒子との衝突による運動量伝達率，

Qaは異種粒子との衝突により発生する熱，Πaは滑り応力テンソル，Iは単位テンソルである．

式 (A.36)-(A.38)は，Boltzmann方程式 (A.11)から厳密に導かれたものであるが，圧力テン

ソルの非等方成分Πaや熱流速 qaなどが現れるため，未知変数の数が方程式の数より多い．そ

こで，方程式系を解くことができるようにするためには，低次のモーメントにより高次のモー

メントの消去を行う必要がある．
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A.3 1流体方程式系

2流体方程式系 (A.36)-(A.38)は，Boltzmann方程式 (A.11)から厳密に導かれたものである

が，未知変数の数が方程式の数より多い．そこで，方程式系を解くことができるようにするた

め，いくつかの近似のもとに 1流体方程式系を導く．まず，1種のイオン（Zi = 1）からなるプ

ラズマの場合について，質量密度 ρ，速度V，電流密度 J を

ρ =
∑
a

mana = mini +mene ≃ mini, (A.44)

V =
1

ρ

∑
a

manava ≃ vi, (A.45)

J =
∑
a

Zaecnava = −ecneve + Ziecnivi (A.46)

と定義する．ecは電気素量である．これらの式を用いて，1流体の連続の式，運動方程式，エ

ネルギーの式，およびOhmの式を導く．

1流体の連続の式

a種粒子に対する粒子密度保存の式 (A.36)を全ての粒子種で足し合わせ，ρと V の定義式

(A.44)，(A.45)を用いると，
∂ρ

∂t
+∇ · (ρV ) = 0 (A.47)

が得られ，連続の式と呼ばれる．

1流体の運動方程式

a種粒子に対する運動方程式 (A.37)は，

mana
dava

dt
= −∇pa +∇ ·Πa + eana(E + va ×B) +Ra (A.48)

と書ける．この式で，右辺第 1項は圧力，第 2項は粘性力，第 3項は電磁力，最後の項は摩擦

力を表している．式 (A.48)を全ての粒子種について足し合わせると，1流体の運動方程式が得

られるが，その際に次のような仮定をおく．
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(i)電子の慣性は無視する（me → 0）．このとき，式 (A.48)の左辺の aによる和は

∑
a

mana
dava

dt
= mini

∂vi

∂t
+minivi · ∇vi +mene

∂ve

∂t
+meneve · ∇ve

≃ ρ(
∂V

∂t
+ V · ∇V ) (A.49)

となる．

(ii)準中性条件（ne = Zini）とする．すなわち

∑
a

eanaE = (Ziecni − ecne)E = 0 (A.50)

とする．この仮定は後に吟味する．

ここで，電流密度 J の定義式 (A.46)より

∑
eanava ×B = J ×B (A.51)

であり，また衝突における運動量保存

∑
a

Ra = Re +Ri = 0 (A.52)

を考慮すると，運動方程式は

ρ

(
∂V

∂t
+ V · ∇V

)
= −∇P + J ×B +∇ ·Π (A.53)

となる．ただし，圧力 P，滑り応力テンソルΠはそれぞれ，

P =
∑
a

pa = pe + pi, (A.54)

Π =
∑
a

Πa = Πe +Πi (A.55)

と定義した．
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ここで，準中性条件の仮定について考える．1種類のイオンからなるプラズマでは，

ρe ≡ Ziecni − ecne (A.56)

と定義される．電子とイオンに対する連続の式に電荷を掛けて，両者の差をとると，

∂ρe
∂t

+∇ · J = 0 (A.57)

が成立する．後述するOhmの式 (A.78)から，電場Eは大きさとしてE ∼ V Bであり，運動方

程式 (A.53)から，ωcρV は大きさとしてωcρV ∼ P/Lc ∼ JBである．ただし，ωcは系の特徴的

振動数，Lcは系の特徴的長さである．式 (A.57)の左辺第 1項と第 2項の大きさを比較すると，

∣∣∣∣∂ρe/∂t∇ · J

∣∣∣∣ ∼ ωcρe
J/Lc

∼ ωc

J
Lc
ϵ0E

Lc

= ϵ0
ωc

J
V B = ϵ0

ωc

J

JB2

ωcρ
=
V 2
A

c2
(A.58)

となる．cは光速で，c2 = 1/ϵ0µ0である．ここで，Maxwell方程式系中のGaussの式 (A.28)から

ρe ∼ ϵ0E/Lcと考えた．VAは V 2
A = B2/(µ0ρ)で定義される，Alfvén速度と呼ばれる速度の大き

さである．これは磁力線に沿って進行する代表的な磁気流体波の速度を表す．もし，V 2
A/c

2 ≪ 1

ならば |∇ ·J | ≫ |∂ρe/∂t|であり，∇ ·J = 0と考えてよい．また，運動方程式 (A.53)に ρeEを

残したとすると，

ρ

(
∂V

∂t
+ V · ∇V

)
= ρeE −∇P + J ×B +∇ ·Π (A.59)

となる．まず，∇P と J ×Bの大きさを比較すると，

|∇P |
|J ×B|

∼ P

Lc

1

JB
∼ P

Lc

µ0

B2/Lc

=
P

B2/µ0

(A.60)

となる．プラズマ圧力と磁場の圧力の比

β ≡ P

B2/2µ0

(A.61)

はベータ値と呼ばれ，核融合プラズマの閉じ込めにとって重要な量である．通常この値は 1よ

り小さいが，無視できるほど小さくはない．また，衝突が十分大きく圧力は等方的であると仮

定し，粘性力∇ · Π → 0と考える場合もあるが，本研究で使用するMHD方程式系において
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はこの仮定を導入しないため，∇ · Πの項は残すこととする．ρeE の大きさは，式 (A.58)と

V 2
A/c

2 ≪ 1, ωLc ≃ V を用いると，

|ρeE|
|J ×B|

∼ ρeE

JB
∼ ρeV B

JB
=
ρeV

J
∼ J

ωcLc

VA
c

V

J
≪ 1

ωc

V

Lc

∼ 1 (A.62)

となり，J ×Bと比較すると十分小さく，ρeEの項は無視できる．したがって，事実上 ρe = 0

とおいてよく，準中性条件の仮定は正当化され，式 (A.53)も正当化される．

Ohmの式

電子の運動方程式とイオンの運動方程式の差を取ると，Ohmの式が得られる．その結果は，

電子の運動方程式から得られるものと同じである．ここでは，電子の運動方程式

mene
deve

dt
= −∇pe +∇ ·Πe − ecne(E + ve ×B) +Re (A.63)

から直接Ohmの式を導く．そのため，次の仮定をおく．

(i)慣性項を無視する（me → 0）．すなわち，慣性項の大きさは，

|mene(deve/dt)|
|ecneve ×B|

≃ mene(ωc + ve/Lc)ve
ecneveB

=
ωc + ve/Lc

ecB/me

≃ 2ωc

ωce

≪ 1 (A.64)

と評価できる．ただし，veは特徴的速さで，ωc ≃ ve/Lcである．また，ωceは電子のサイクロ

トロン周波数で，ωce = ecB/meである．ここで，考えている時間尺度 2π/ωcは，電子サイクロ

トロン周期 2π/ωceよりはるかに長いと仮定した．

(ii)衝突頻度が十分大きく，圧力はスカラーと仮定する．すなわち，∇ ·Πe → 0とする．

(iii)熱起電力の式

RT = −0.71ne∇∥Te −
3

2

ne

ωceτe

B

B
×∇Te (A.65)

において磁力線に沿って電子温度 Teは一定，すなわち∇∥Te = 0と仮定し，また電子の衝突周

波数 νe = 1/τe（τe：衝突時間）について，νe ≪ ωceと仮定すると，

|∇pe|
|(3/2)(ne/ωceτe)(B/B)×∇Te|

∼ neTe/Lc

(ne/ωceτe)(Te/Lc)
= ωceτe =

ωce

νe
≫ 1 (A.66)
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であるので，RT → 0としてよい．摩擦力は，Re = RT +Ruであり，Ru = ecneηJ であるの

で，以上の仮定から，電子の運動方程式 (A.63)は，

1

ecne

∇pe +E + ve ×B = ηJ (A.67)

となる．この式を，veを消去して書き換える．J = −ecneve + ecniviであるから，vi ≃ V を用

いて，

ve =
1

ecne

(ecnivi − J) ≃ V − 1

ecne

J (A.68)

となる．これを式 (A.67)に代入すると，Ohmの式の別の形

E + V ×B +
1

ecne

∇pe −
1

ecne

J ×B = ηJ (A.69)

が得られる．ここで，J ×Bの項はホール効果を表し，Bを横切るJは，Eを生成することを

意味している．式 (A.67)，あるいは式 (A.69)を一般化Ohmの式と呼ぶ．運動方程式 (A.53)を

使って式 (A.69)をさらに書き換える．vi ≃ V，P = pe + piであるので，運動方程式 (A.53)は，

ρi
dvi

dt
= −∇pe −∇pi + J ×B (A.70)

と書け，これを用いるとOhmの式は，

E + V ×B − 1

ecne

∇pi −
mi

Ziec

dvi

dt
= ηJ (A.71)

と書ける．ただし，
d

dt
≡ ∂

∂t
+ V · ∇ ≃ ∂

∂t
+ vi · ∇ (A.72)

である．また，Ziはイオンの原子番号であり，Zi = ne/niである．ここで，ωc ≪ ωciを仮定す

る．ωciはイオンのサイクロトロン周波数で，ωci = ZiecB/miである．このとき，イオンの慣性

項の大きさは
|(mi/Ziec)(dvi/dt)|

|V ×B|
∼ mi

Ziec
(ωcvi +

v2i
Lc

)
1

viB
=

2ωc

ωci

≪ 1 (A.73)

と小さく，式 (A.71)において無視できる．ここで，ωc ≃ vi/Lcを用いた．したがって，Ohmの
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式は

E + V ×B − 1

ecne

∇pi = ηJ (A.74)

となる．∇piの項の大きさを考えると，

|V ×B|
|(1/ecne)∇pi|

≃ V Becne

niTi/Lc

=
ni

ni

V ZiecB

Ti
Lc =

mi

mi

V ZiecB

Ti
Lc

=
ωci

Ti/mi

V Lc ≃
ωci

v2Ti

V Lc =
V

vTi

1

rLi

Lc (A.75)

となる．ここで，rLi
はイオンの Larmor半径（サイクロトロン半径）で，rLi

= vTi
/ωciである．

∇piの項が無視できるためには，
V

vTi

≫ rLi

Lc

(A.76)

でなければならない．Ti ≃ Teならば vTi
∼ Cs =

√
γP/ρ（音速）である．ここで，γは比熱比

である．流体の速度は一般に音速より遅いので，

1 ≫ V

Cs

≫ rLi

Lc

(A.77)

でなければ，∇piの項は無視できない．∇piの項が無視できるならば，

E + V ×B = ηJ (A.78)

となり，これをOhmの式（Ohmの法則）と呼ぶ．

1流体のエネルギーの式

MHD方程式系を完結させるため，1流体のエネルギーの式を導く．a種粒子に対するエネル

ギーの式
3

2
na

daTa
dt

+ pa∇ · va = −∇ · qa +Πa : ∇va +Qa (A.79)

を全ての粒子に対して和を取ると，|V | ∼ |vi| ≫ |ve − vi|の近似のもとに，

3

2

∂P

∂t
+∇ ·

(
3

2
PV

)
+ P∇ · V = −∇ · q +

∑
Q (A.80)
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を得る．ここで，qは熱流束で，Qは発熱を表し，

P = pe + pi = neTe + niTi

q = qe + qi∑
Q = ηJ2 +Π : ∇V

 (A.81)

である．第 3式の右辺第 1項は Joule加熱，第 2項は粘性加熱を表す．ここで，比熱比 γ = 5/3

を用いると，式 (A.80)は

∂P

∂t
+ V · ∇P = −γP∇ · V + (γ − 1)(ηJ2 −∇ · q +Π : ∇V ) (A.82)

と書ける．

A.4 MHD方程式系

1流体におけるMHD方程式系は，連続の式 (A.47)，運動方程式 (A.53)，Ohmの式 (A.78)，

エネルギーの式 (A.82)とMaxwell方程式系 (A.26)-(A.29)からなる．Ampèreの式 (A.27)の右

辺第 2項は，
|(1/c2)(∂E/∂t)|

|µ0J |
≃ ωcE

c2µ0J
∼ ωcV B

c2µ0ωcρV/B
=
V 2
A

c2
≪ 1 (A.83)

と評価できる．Alfvén速度は光速と比べて十分小さいため，Ampèreの式 (A.27)において，変

位電流の項は無視してよい．以上から，Maxwell方程式系 (A.26)-(A.29)はMHD近似では，

∇×E = −∂B
∂t

, (A.84)

∇ ·B = 0, (A.85)

∇×B = µ0J (A.86)
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となる．したがって，MHD方程式系は，

∂ρ

∂t
+∇ · (ρV ) = 0, (A.87)

ρ

(
∂V

∂t
+ V · ∇V

)
= −∇P + J ×B +∇ ·Π, (A.88)

∂P

∂t
+ V · ∇P = −γP (∇ · V ) + (γ − 1)(ηJ2 −∇ · q +Π : ∇V ), (A.89)

E + V ×B = ηJ , (A.90)

∂B

∂t
= −∇×E, (A.91)

µ0J = ∇×B, (A.92)

∇ ·B = 0, (A.93)

Π = 2µ(D− I

3
∇ · V ), (A.94)

D =
1

2
[(∇V )T +∇V ], (A.95)

ν =
µ

ρ
, (A.96)

q = −λ∇
(
P

ρ

)
(A.97)

と書ける．Dはひずみ速度テンソル，µは粘性係数（絶対粘度），νは動粘性係数（動粘度），λ

は熱伝導率である．Πの導出は文献 [2]を，qの導出は文献 [3]を参考にした．ここで，流体力

学的変数（ρ，P，V）を求める式 (A.87)-(A.89)を，流体場の式と呼び，電磁気学的変数（B，

E，J）を求める式 (A.90)-(A.93)を，電磁場の式と呼ぶ．以上で方程式は 15個あり，未知数は

14個（ρ，P，v，J，B，E）ある．しかし，∇ ·B = 0は t = 0で満足させておくと，以後自

動的に成立する．すなわち，式 (A.91)より，

∇ · ∂B
∂t

= −∇ · ∇ ×E = 0 (A.98)

であるから，
∂

∂t
(∇ ·B) = 0 (A.99)

である．ただし，数値計算では計算誤差が生じるため，式 (A.99)が自動的に成立するとは限ら

ない．η ̸= 0のときは，ηに対する式も与えなければならない．簡単には η = const.として与え
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られることがある．また，次の式
∂η

∂t
+ V · ∇η = 0 (A.100)

で与えられることもある．上記の式 (A.87)-(A.93)は，η = 0の場合に理想MHD方程式系，η ̸= 0

の場合に抵抗性MHD方程式系という．

B 運動方程式，およびFaradayの式の記述方法とエネルギー保

存則

この節では文献 [4]に従い，運動方程式と Faradayの式の両方を保存形，または非保存形で

計算すると∇ ·B ̸= 0の条件下においてにエネルギー保存則が成立せず，一方を保存形，他方

を非保存形で記述することで∇ ·B ̸= 0の条件下においてもエネルギー保存則が成立すること

を示す．ここでいう保存形とは，ある変数Y の時間偏微分をあるテンソル関数Fを用いて

∂Y

∂t
+∇ · F = 0 (B.1)

の形で書いた式のことである．ただしこの節では，物理的条件や仮定を課さずに保存形へ変

形できる式は，保存形と同等であるとみなしている．また，保存形の運動方程式を用いた場合

∇ ·B ̸= 0に起因する磁場方向の力が引き起こされることも示す．この節で扱う変数はすべて

無次元化されていないが，煩雑な表記となることを避けるため，この節では~を付さない形式

で表記する．また，本節では非圧縮性∇ · V = 0の仮定のもとで議論を進める．

B.1 運動方程式，Faradayの式がともに非保存形の場合

運動方程式 (A.88)から粘性項を省略し，Ampèreの式 (A.92)を用いると，

ρ
dV

dt
= −∇P +

1

µ0

(∇×B)×B (B.2)
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となる．ここで，d/dtはLagrange微分である．また，Faradayの式 (A.88)に理想MHDの条件

η = 0を適用し，Ohmの式 (A.90)を用いて，さらに∇ ·Bを含む項を省略せずに記述すると，

∂B

∂t
= ∇× (V ×B)− V ∇ ·B (B.3)

となる．ここで，右辺第 2項は文献 [5]の表記に従っている．式 (B.2)，(B.3)はいずれも非保存

形である．

式 (B.2)，連続の式 (A.87)，および非圧縮性条件∇ · V = 0を用いると，運動エネルギーの

Lagrange微分は

d

dt

(
1

2
ρV 2

)
=

1

2
V 2dρ

dt
+ ρV · dV

dt

= −1

2
V 2ρ∇ · V − V · ∇P − 1

µ0

V · [B × (∇×B)]

= −1

2
V 2ρ∇ · V −∇ · (PV ) + P∇ · V − 1

µ0

V · [B × (∇×B)]

= −∇ · (PV )− 1

µ0

V · [B × (∇×B)] (B.4)

となる．ここで，

∇ · [B(B · V )] = (B · V )∇ ·B +B · ∇(B · V )

= (B · V )∇ ·B +B · [B × (∇× V ) + V × (∇×B) +B · ∇V + V · ∇B]

= (B · V )∇ ·B − V · [B × (∇×B)] +B · (B · ∇V + V · ∇B) (B.5)

であり，

∇ · (B2V ) = B2∇ · V + V · ∇B2

= 2V · (∇B) ·B

= 2B · (V · ∇B) (B.6)

を用いて，

V · [B × (∇×B)] =
1

2
∇ · (B2V )−∇ · [B(B · V )] + (B · V )∇ ·B +B · (B · ∇V ) (B.7)
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であるから，

d

dt

(
1

2
ρV 2

)
= −∇ · (PV ) +

1

µ0

{
−1

2
∇ · (B2V ) +∇ · [B(B · V )]

−(B · V )∇ ·B −B · (B · ∇V )} (B.8)

となる．一方，式 (B.3)，および非圧縮性条件∇·V = 0を用いると，磁気エネルギーのLagrange

微分は

d

dt

(
1

2

B2

µ0

)
=

1

µ0

B · dB
dt

=
1

µ0

B · [V · ∇B +∇× (V ×B)− V ∇ ·B]

=
1

µ0

B · (V · ∇B + V ∇ ·B −B∇ · V +B · ∇V − V · ∇B

−V ∇ ·B)

=
1

µ0

B · (B · ∇V ) (B.9)

となる．したがって，全空間におけるエネルギー積分は式 (B.8)と (B.9)の和より，

d

dt

∫ (
1

2
ρV 2 +

1

2

B2

µ0

)
dVvol =

∫ {
∇ ·
[
−
(
P +

1

2

B2

µ0

)
V +

1

µ0

B(B · V )

]
− 1

µ0

(B · V )∇ ·B
}
dVvol (B.10)

となる．よって∇ ·B ̸= 0の場合，孤立系のエネルギーは保存量でなくなる．さらに文献 [4]に

よれば，∇ ·B ̸= 0の場合，孤立系の運動量や磁束も保存量でなくなる．

B.2 運動方程式が非保存形，Faradayの式が保存形の場合

非保存形の運動方程式は式 (B.2)である．また，保存形の Faradayの式は式 (B.3)において

∇ ·B = 0として，
∂B

∂t
= ∇× (V ×B) (B.11)
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で記述される．この式は変形すると，

∂B

∂t
= ∇ · (V B −BV ) (B.12)

で書けるから，保存形であることが確認できる．

式 (B.11)，および非圧縮条件∇ · V = 0を用いると，磁気エネルギーの Lagrange微分は

d

dt

(
1

2

B2

µ0

)
=

1

µ0

B · dB
dt

=
1

µ0

B · [V · ∇B +∇× (V ×B)]

=
1

µ0

B · (V · ∇B + V ∇ ·B −B∇ · V +B · ∇V − V · ∇B)

=
1

µ0

B · (B · ∇V + V ∇ ·B)

=
1

µ0

[B · (B · ∇V ) + (B · V )∇ ·B] (B.13)

となる．また，運動方程式は非保存形であるため，運動エネルギーの Lagrange微分は式 (B.8)

に等しい．したがって，全空間におけるエネルギー積分は式 (B.8)と (B.13)の和より，

d

dt

∫ (
1

2
ρV 2 +

1

2

B2

µ0

)
dVvol =

∫
∇ ·
[
−
(
P +

1

2

B2

µ0

)
V +

1

µ0

B(B · V )

]
dVvol (B.14)

となる．よって∇ ·B ̸= 0の場合でも，孤立系のエネルギーは保存量となる．

B.3 運動方程式が保存形，Faradayの式が非保存形の場合

非保存形のFaradayの式は式 (B.3)である．また，非保存形の運動方程式 (B.2)を変形すると，

ρ
dV

dt
= −∇P +

1

µ0

[
−1

2
∇B2 +B · ∇B

]
= −∇P +

1

µ0

[
−1

2
∇B2 +∇ · (BB)−B∇ ·B

]
= ∇ ·

[
−(P +

1

2

B2

µ0

)I+
1

µ0

BB

]
− 1

µ0

B∇ ·B (B.15)



補遺 102

となる．ここで，Iは単位テンソルである．∇ ·B = 0として，保存形の運動方程式は

ρ
dV

dt
= ∇ ·

[
−(P +

1

2

B2

µ0

)I+
1

µ0

BB

]
(B.16)

で記述される．この式は連続の式 (A.87)を用いて変形すると，

∂(ρV )

∂t
= ∇ ·

[
−ρV V − (P +

1

2

B2

µ0

)I+
1

µ0

BB

]
(B.17)

で書けるから，保存形であることが確認できる．

保存形の運動方程式 (B.16)は非保存形の運動方程式 (B.2)を変形した式 (B.15)において∇·B =

0としたものである．一方，非保存形の運動方程式 (B.2)の右辺にB∇ ·B/µ0を加え，

ρ
dV

dt
= −∇P +

1

µ0

(∇×B)×B +
1

µ0

B∇ ·B (B.18)

とおいても，やはり保存形の運動方程式 (B.16)が得られる．これと連続の式 (A.87)，および式

(B.7)から，運動エネルギーの Lagrange微分は，

d

dt

(
1

2
ρV 2

)
=

1

2
V 2dρ

dt
+ ρV · dV

dt

= −1

2
V 2ρ∇ · V − V · ∇P − 1

µ0

V · [B × (∇×B)] +
1

µ0

(B · V )∇ ·B

= −∇ · (PV ) + P∇ · V − 1

µ0

V · [B × (∇×B)] +
1

µ0

(B · V )∇ ·B

= −∇ · (PV )− 1

µ0

V · [B × (∇×B)] +
1

µ0

(B · V )∇ ·B

= −∇ · (PV ) +
1

µ0

{
−1

2
∇ · (B2V ) +∇ · [B(B · V )]

−B · (B · ∇V )} (B.19)

となる．また，Faradayの式は非保存形であるため，磁気エネルギーのLagrange微分は式 (B.9)

に等しい．したがって，全空間におけるエネルギー積分は式 (B.19)と (B.9)の和より，

d

dt

∫ (
1

2
ρV 2 +

1

2

B2

µ0

)
dVvol =

∫
∇ ·
[
−
(
P +

1

2

B2

µ0

)
V +

1

µ0

B(B · V )

]
dVvol (B.20)

となる．よって∇ ·B ̸= 0の場合でも，孤立系のエネルギーは保存量となる．
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B.4 運動方程式，Faradayの式がともに保存形の場合

保存形の運動方程式は式 (B.16)，保存形のFaradayの式は式 (B.11)である．運動エネルギー

のLagrange微分は式 (B.19)に，磁気エネルギーのLagrange微分は式 (B.13)に等しくなる．し

たがって，全空間におけるエネルギー積分は式 (B.19)と (B.13)の和より，

d

dt

∫ (
1

2
ρV 2 +

1

2

B2

µ0

)
dVvol =

∫ {
∇ ·
[
−
(
P +

1

2

B2

µ0

)
V +

1

µ0

B(B · V )

]
+

1

µ0

(B · V )∇ ·B
}
dVvol (B.21)

となる．よって∇ ·B ̸= 0の場合，孤立系のエネルギーは保存量でなくなる．

B.5 ∇ ·B ̸= 0の場合に磁場方向の力が引き起こされる理由

Rankine-Hugoniotの関係式を満たさないような高速流に対してのみ，保存形での計算が必須

である．一方，低速流で特徴付けられる低ベータプラズマに対する不安定性計算や平衡計算の

ように，短い時間の時間積分を何度も必要とする計算の場合，保存形の運動方程式を用いた計

算は適さない．ここで，保存形の運動方程式 (B.16)において，Lorentz力F はMaxwell応力テ

ンソルに等しく，

F = ∇ ·
(
−1

2
B2I+BB

)
(B.22)

である．Bとの内積を取ると

B · F = B ·
[
∇ ·
(
1

2
B2I+BB

)]
= B ·

[
−1

2
∇B2 +B∇ ·B +B · ∇B

]
= B · [(∇×B)×B] +B2∇ ·B

= B2∇ ·B (B.23)

となる．したがって，∇ ·B ̸= 0の場合，磁場方向の力が引き起こされる．文献 [4]では実際に

数値計算によって保存形の運動方程式を計算し，磁場方向の力が引き起こされたことを確認し

ている．
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C Boozer座標系の基底ベクトルの導出

この節では文献 [6]に従い磁気座標系の 1つであるBoozer座標系を定義し，Boozer座標系に

おける基底ベクトルを導出する．この節で扱う変数はすべて無次元化されていないが，煩雑な

表記となることを避けるため，この節では~を付さない形式で表記する．

C.1 Boozer座標系の定義

平衡時のMHD方程式系から得られる平衡方程式系は

∇P = J ×B, (C.1)

µ0J = ∇×B, (C.2)

∇ ·B = 0 (C.3)

である．ここで，P は圧力，J は電流密度，Bは磁場（磁束密度）である．式 (C.2)から

∇ · J = 0 (C.4)

であり，式 (C.1)から

B · ∇P = 0, (C.5)

J · ∇P = 0 (C.6)

である．式 (C.1)-(C.6)で与えられるトロイダルMHD平衡配位は単一磁気軸を持つ入れ子状の

磁気面からなり，各磁束面は ρgで指定されるものと仮定する．ρgは一般に，2.4節で述べる規

格化小半径に対応する．まず，B · ∇P = 0から

P = P (ρg) (C.7)
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であり，P は ρgのみの関数となる．式 (C.5)，(C.7)からB · ∇ρg = 0となり，Bと∇ρgは直交

する．そこで，Bを∇ρgと任意のベクトル varの外積として表現すると，

B = ∇ρg × var

と書け，両辺の発散をとると，

∇ ·B = ∇ · (∇ρg × var)

= var · ∇ ×∇ρg −∇ρg · ∇ × var = −∇ρg · ∇ × var (C.8)

となる．この式の右辺は式 (C.3)から 0であるため，varは任意のスカラー関数 vgの勾配として

var = ∇vgで与える必要があり，Bは

B = ∇ρg ×∇vg

= ∇× (ρg∇vg) (C.9)

で表現できる．したがって，ベクトルポテンシャルAは

A = ρg∇vg (C.10)

と書ける．同様に，式 (C.4)，(C.6)，(C.7)から，µ0J を

µ0J = ∇wg ×∇ρg

= ∇× (wg∇ρg) (C.11)

で与える．ここで，wgは任意のスカラー関数である．したがって，式 (C.2)，(C.11)から

∇× (B − wg∇ρg) = 0 (C.12)

と書け，

B = ∇ug + wg∇ρg (C.13)
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が導かれる．ここで，ugは任意のスカラー関数である．

ここで，ug, vg, wgを周期的成分と，非周期的成分に分けると，

vg = vθg(ρg)θg + vζg(ρg)ζg + v′(ρg, θg, ζg), (C.14)

wg = wθg(ρg)θg + wζg(ρg)ζg + w′(ρg, θg, ζg), (C.15)

ug = uθg(ρg)θg + uζg(ρg)ζg + u′(ρg, θg, ζg) (C.16)

と書ける．θg, ζgはそれぞれ，一般の磁気座標系におけるポロイダル角変数，トロイダル角変数

である．vθg , vζg , wθg , wζg , uθg , uζg は非周期的成分を表す関数，u
′, v′w′は周期的成分を表す関数

である．ここで，

B = ∇ρg ×∇vg

= vθg(∇ρg ×∇θg) + vζg(∇ρg ×∇ζg) +∇ρg ×∇v′ (C.17)

であるから，

B · ∇θg = − 1
√
gg
vζg + (∇ρg ×∇v′) · ∇θg, (C.18)

B · ∇ζg =
1

√
gg
vθg + (∇ρg ×∇v′) · ∇ζg (C.19)

となる．ここで，
√
ggは一般の磁気座標系における Jacobianである．ポロイダル磁束Ψp，ト
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ロイダル磁束Ψtはそれぞれ

2πΨp =

∫
Sp

B · dSp

=

∫ ρg

ρg,min

∫ 2π

0

√
ggB · ∇θgdζgdρg

= −
∫ ρg

ρg,min

∫ 2π

0

vζgdζgdρg

= −2π

∫ ρg

ρg,min

vζgdρg, (C.20)

2πΨt =

∫
St

B · dSt

=

∫ 2π

0

∫ ρg

ρg,min

√
ggB · ∇ζgdρgdθg

=

∫ 2π

0

∫ ρg

ρg,min

vθgdρgdθg

= 2π

∫ ρg

ρg,min

vθgdρg (C.21)

である．ここで，Sp,Stはそれぞれ図C.1，C.2に示すような，1つの磁気面と磁気軸が作る領

域，ポロイダル断面において 1つの磁気面に囲まれた領域の面ベクトルである．ρg,minは磁気軸

上の ρgの値である．したがって，

vθg =
dΨt

dρg
, (C.22)

vζg = −dΨp

dρg
(C.23)

が得られる．また，

µ0J = ∇wg ×∇ρg

= wθg(∇θg ×∇ρg) + wζg(∇ζg ×∇ρg) +∇w′ ×∇ρg (C.24)

であるから，

µ0J · ∇θg =
1

√
gg
wζg + (∇w′ ×∇ρg) · ∇θg, (C.25)

µ0J · ∇ζg = − 1
√
gg
wθg + (∇w′ ×∇ρg) · ∇ζg (C.26)
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となる．ポロイダル電流 Ip，トロイダル電流 Itはそれぞれ

2πIp =

∫
S′
p

J · dS′
p

=

∫ ρg,max

ρg

∫ 2π

0

√
ggJ · ∇θgdζgdρg

=
1

µ0

∫ ρg,max

ρg

∫ 2π

0

wζgdζgdρg

=
2π

µ0

∫ ρg,max

ρg

wζgdρg, (C.27)

2πIt =

∫
St

J · dSt

=

∫ 2π

0

∫ ρg

ρg,min

√
ggJ · ∇ζgdρgdθg

= − 1

µ0

∫ 2π

0

∫ ρg

ρg,min

wθgdρgdθg

= −2π

µ0

∫ ρg

ρg,min

wθgdρg (C.28)

である．ここで，S′
pは図C.3に示すような，1つの磁気面がトーラスの内側に作る領域の面ベ

クトルである．ρg,maxは最外殻磁気面上の ρgの値である．したがって，

wθg = −µ0
dIt
dρg

, (C.29)

wζg = −µ0
dIp
dρg

(C.30)

が得られる．また，式 (C.13)から，

B · (∇ρg ×∇θg) = ∇ug · (∇ρg ×∇θg)

=
1

√
gg
uζg +∇u′ · (∇ρg ×∇θg), (C.31)

B · (∇ζg ×∇ρg) = ∇ug · (∇ζg ×∇ρg)

=
1

√
gg
uθg +∇u′ · (∇ζg ×∇ρg) (C.32)
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となるため，

2πµ0Ip = µ0

∫
S′
p

J · dS′
p

=

∮
B · dlt

=

∫ 2π

0

√
ggB · (∇ρg ×∇θg)dζg

=

∫ 2π

0

uζgdζg

= 2πuζg , (C.33)

2πµ0It = µ0

∫
St

J · dSt

=

∮
B · dlp

=

∫ 2π

0

√
ggB · (∇ζg ×∇ρg)dθg

=

∫ 2π

0

uθgdθg

= 2πuθg (C.34)

である．ここで，lt, lpはトロイダル方向，ポロイダル方向の線ベクトルである．したがって，

uθg = µ0It, (C.35)

uζg = µ0Ip (C.36)

が得られる．以上から，

vg =
dΨt

dρg
θg −

dΨp

dρg
ζg + v′(ρg, θg, ζg), (C.37)

wg = −µ0
dIt
dρg

θg − µ0
dIp
dρg

ζg + w′(ρg, θg, ζg), (C.38)

ug = µ0Itθg + µ0Ipζg + u′(ρg, θg, ζg) (C.39)

と表される．これが一般の磁気座標系の定義である．ここで，θg, ζgに関する適切な変換を行う

ことで，ug, vg, wgのうち 2つを 0にすることができる．特に，u′ = 0, v′ = 0の場合を Boozer

座標系という．
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プラズマ

磁気面

磁気軸

ポロイダル断面

Sp

図 C.1: Spの定義．青で示す面の下向き法線ベクトルとして定義される．Spを用いてポロイダ
ル磁束が決定される．

プラズマ

磁気面

磁気軸

ポロイダル断面

St

図 C.2: Stの定義．青で示す面の手前向き法線ベクトルとして定義される．Stを用いてトロイ
ダル磁束，トロイダル電流が決定される．
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磁気面

磁気軸

ポロイダル断面

プラズマ

S'p

図 C.3: S′
pの定義．青で示す面の下向き法線ベクトルとして定義される．S′

pを用いてポロイダ
ル電流が決定される．

C.2 Boozer座標系におけるJacobianと基底ベクトルの導出

ここでは，Boozer座標系の場合について記述するため，一般の磁気座標系において使用した

添え字 gがBに置き換わる．まず，Jacobianを導出する．式 (C.9)，(C.13)から，

B2 = B · ∇uB (C.40)

である．また，式 (C.37)，および (C.39)にて u′ = 0, v′ = 0とし，式 (C.9)に代入すると，

uB = µ0ItθB + µ0IpζB, (C.41)

B =
dΨt

dρB
∇ρB ×∇θB − dΨp

dρB
∇ρB ×∇ζB (C.42)

が得られ，回転変換 ι- = dΨp/dΨtを用いて，

B · ∇uB = µ0
Ip + ι-It√

gB

dΨt

dρB
(C.43)
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である．したがって，Jacobian

√
gB = µ0

Ip + ι-It
B2

dΨt

dρB
(C.44)

が導かれる．次に，式 (C.39)にて u′ = 0とし，式 (C.13)に代入すると，

B = µ0It∇θB + µ0Ip∇ζB + wB∇ρB (C.45)

であるから，

∇ρB ×B = µ0It∇ρB ×∇θB + µ0Ip∇ρB ×∇ζB (C.46)

である．式 (C.42)，(C.46)から，

∇ζB ×∇ρB =
1

B2
√
gB

(
dΨt

dρB
B ×∇ρB + µ0ItB)

=
1

B2
√
gB

(B ×∇Ψt + µ0ItB), (C.47)

∇ρB ×∇θB =
1

B2
√
gB

(−ι-dΨt

dρB
B ×∇ρB + µ0IpB)

=
1

B2
√
gB

(−ι-B ×∇Ψt + µ0IpB) (C.48)

である．したがって，基底ベクトルは

∂r

∂θB
=

√
gB∇ζB ×∇ρB

=
1

B2
(B ×∇Ψt + µ0ItB), (C.49)

∂r

∂ζB
=

√
gB∇ρB ×∇θB

=
1

B2
(−ι-B ×∇Ψt + µ0IpB) (C.50)

となる．なお，ρB方向の基底ベクトルはBoozer座標系の定義のみでは与えられない．
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