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21st Century COE Program: 

Mathernatics of Nonlinear Structure via Singularity 

第1回数学総合若手研究集会
COE Conference for Young Researchers 

-MOTION回

高橋雅朋?宮尾忠宏?奥山豪?中野張?乾勝也

COE運営委員会交流機能代表泉屋周一

Sapporo， 2005 

当研究集会の経費は

21世紀COEプログラム「特異性から見た非線形構造の数学J
北海道大学大学院理学研究科数学専攻により賄われています。
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はじめに

数学総合若手研究集会ー COE Conference for Young Researchers -(略称 CCYR)

はう北海道大学21世紀 COEプログラム「特異性から見た非線形構造の数学Jの交流

機能の一事業として，主としてポストドクター，大学院生ら若手研究者により運営さ

れる研究集会です。特定のテーマは定めずに，数学の各分野で活躍している若手研究

者に講演をして頂きます。

COE交流機能の一事業として行われる当研究集会は，

*数学の各分野間の横型の交流

*基盤研究と応用研究開の縦型の交流

という 2つの軸に沿った交流を目的としています。

講演者には，最新の研究成果を発表して頂くのはもちろん，入門的な内容ーとくに

問題の背景，動機ーにも言及されるようお願いしております。

また，当研究集会では若手研究者同士がセミナ一室で互いに発表を行う「交流セッ

ションJという時間を設けました。聴講のみの方も含めた参加者全員に自分の研究内

容について，簡単に紹介をして頂く予定です。

当研究集会を開催するにあたって次の方々に感謝を申し上げます。

このような研究集会の機会を与えて下さった COE運営委員会交流機能代表の
泉屋周一先生を始め北大数学科の先生方

ーすべての講演者聴講者の皆さん

ー講演者，聴講者とのメール連絡，アブストラクトの受付，当アブストラクト集

の作成，ポスターの作成など全般にわたって準備をして下さったCOE研究推
進室の伊川美奈子さん

ー当集会のウェブページの作成をして下さった COE研究支援室の山田加織さん

ー講演者の旅費手続きをして下さった COE研究推進室の喜多三奈子さん

ー会場準備などのお手伝いをして下さった山本卓宏さん，王盛章さん，

長瀬優子さん，黒田紘敏さん，寺津祐高さん

世話人

高橋雅朋，宮尾忠宏，奥山豪，中野張，乾勝也
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第1回数学総合若手研究集会
COE Conference for Young Researchers 

-MOTION-

世話人: 高橋雅朋， 宮尾忠宏， 奥山豪、 中野張，乾勝也
Organizers: I¥1. Takahashi， T. Miyao， G. Okuyama， Y. Nakano， K. Inui 

期間 (Period): 2005年2月14日-2月17日

場所 (Venue) 北海道大学大学院理学研究科数学教室3号館508号室， 4号館 508室

Departnlent of Mathematics， Hokkaido University 
Science Building #3 Room 508， #4 Room 508 

プログラム (Program): A会場は4-508，B会場は3-508ですG
※以下A会場は(.-¥)， B会場は (B)と省略します。

2月14日(月)

9:50 開会の挨拶

10:00-10:45 (A) 山口範和 (NorikazuYamagucl州早稲田大学大学院理工学研究科

極性流体方程式系の可解性について

11 : 00-11 : 45 (A) 佐治健太郎 (KcntaroSaji)，広島大学大学院理学研究科

R3内の曲面の特異点

13:45-14:15 (A) 渡辺道之 (MichiyukiWatanabe)，北海道大学大学院理学研究科

非線形項を決定する逆問題について

(B) 沼田泰英(Yo出uhideNumata)，北海道大学大学院理学研究科

ヤング盤の一般化とロビンソンーシェンステッド対応

14:30-15:00 (A) 渡部拓也 (TakuyaWatanabe)，東北大学大学院理学研究科

2-1evel断熱選移問題に対する exactvVKB法の応用

(B) 北川真也 (ShinyaKi七agawa)，大阪大学大学院理学研究科

有理曲面の曲線束のI¥t1ordell-Weil格子

15:30-16:00 (A) 春井岳 (TakeshiH町ui)，大阪大学大学院理学研究科

曲面上の曲線の gonalityについて

(B) 佐々木格(ItaruS捕はi)，北海道大学大学院理学研究科

Ground-states of the massless Nelson model 

16仕:1日5-16仕:4必5(ωAω) 小林真平 (S白Shim江mp戸開e白iKo油ba句ya悩sl功h恒11仏i

Complex c∞on郎st凶an批tmean curvature surfaces fibered by minimal su町l町ru仏a弘犯，芯C伐es
(ωBω) 高市恭治 (K均y戸刈o吋州jμiτTa、'aka.凶a出ichi同11刈i)，早稲回大学大学院理工学研究科

半線形熱方程式の漸近挙動の分類

17:00-17:30 (A) 石井敦 (AtsushiIshii)，大阪大学大学院理学研究科

On the LG quanturll link invariant 

(B)谷本龍二 (RyujiTanimoto)，京都大学数理解析研究所

ヒルベルトの第 14問題に対するフロイデンバーグの反例について
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2月15日(火)

10:00-10:45 (A) 吉川周二 (ShujiYoshikawa)，東北大学大学院理学研究科

三次元形状記憶合金方程式の可解性について

11:00-11:45 (A) 宮西吉久 (YoshihisaMiyanishi)，東京工業大学

A remark on the equi-distribution of generalized eigenfunctions 

13:45-14:30 (A) 若狭徹 (ToruWakasa) ，早稲田大学大学院理工学研究科

Generation of interfaces to Lotka-Volterra competition diffusion system 

with large interaction 

14:45-15:15 (A) Gengyu Zhang，東京工業大学

On Khovanov hOIIlOlogy of Knots and links 

(B) 黒田茂 (ShigeruKuroda)，京都大学数理解析研究所

ヒルベルトの第 14問題とニュートン多面体

15:30-16:00 (A) 斎藤敏夫 (ToshioSaito)，大阪大学

Lens space surgery on knots in the three sphere and Dehn surgery 

on (1， l)-knots in lens spaces 
(B) 中野張 (YumiharuN akarno) ，北海道大学大学院理学研究科

Optimallong-term investmenもina model with memory 

16:30- 交流セッション

2月16日(水)

10:00-10:45 (A) 笠原雪夫 (YukioKasahara)，東京大学大学院情報理工学系研究科

定常過程の予測問題を明示的に解く方法

11 :00-11 :45 C"J 立谷洋平 (YoheiTachiya)，慶応義塾大学理工学研究科

Transcendence of infinite products of several variables 

13:45-14:30 (A) 加藤大典 (DaisukeKato)，慶応義塾大学理工学研究科

超リ一群と G構造

14:45-15:15 (A) 須子淳一 (JunichiSuko)，学習院大学理学部

広いクラスの妓動に対する Agmon-Kato-Kmoda定理について

(B) 伊藤真吾 (ShingoIto)，東京理科大学理学研究科

Propagation of Singularities for N onlinear Wave Equations 

15:30-16:00 (A) 藤森祥一 (ShoichiFujimori)，神戸大学大学院自然科学研究科

3次元 deSitter空間内の空間的 CMC1曲面について

(B) 大久保篤志 (AtsushiOhkubo)，京都大学大学院情報学研究科

ある変数係数楕円型方程式に関する亀裂問題の解の特異'性

16:30- 交流セッション
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2月17日(木)

9:30-10:15 (A) 畑宏明 (HiroakiHata)，大阪大学大学院基礎工学研究科

Explicit solutions to optimallong-terrn investment problems 

for certain nonlinear facter models 

10:30-11:15 (A) 平田賢太郎 (KentaroHirata)，島根大学総合理工学研究科

η次元複素空間の単位球上の不変調和関数の境界挙動

11:30-12:15 (A) 中井和香子 (WakakoN akai) ，名古屋大学大学院多元数理科学研究科

ヤング盤と量子アフィン代数の q-指標

12:15 閉会の挨拶

※45分講演は SingleSession， 30分講演は ParallelSessionです。

連絡先 干060-0810札幌市北区北10条西8丁目

北海道大学大学院理学研究科数学専攻

COE研究推進室伊川美奈子

ホームページ:http://coe.math.sci.hok凶 ai.ac.jpj

E-mail: coe-prom@math.sci.hokudai.ac.jp 

TEL/FAX: 011-706-2636 
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極性流体方程式系の可解性について

山口範和(早稲田大学大学院理工学研究科)

2005年2月14日

流体力学の基礎方程式系として有名な Navier-Stokes方程式系は Newton流体のうちで粘性を有

するものの運動を記述する方程式系である.その為， N avier-Stokes方程式系では非Newton流体の

運動を扱うことは出来ない.非Newton流体の運動を数学的に解析する為には， N avier-Stokes方程

式系を適当な形へ修正-拡張したものを考える必要がある.一般にこの拡張によって流体の運動方程

式は数学的にみて非線形性の強い，あるいは対称性の崩れたより複雑なものとなる.

1966年に Eringen[1]によって提唱された極性流体(マイクロポーラ流体)の数学理論は Navier-

Stokes方程式系では記述することの出来ないある種の非Newton流体の運動を数学的に解析するこ

とを可能にする.例えば，血液?液体結晶，希薄高分子溶液などの運動が該当する.これらは全て流体

中に血球やコロイド，鎖状高分子などの微小粒子を含む流体としての共通点がある Eringenの理論

は流体の運動と微小粒子の回転との相互作用を加味するものである その為?極性流体の方程式系は

非対称な応力テンソルを伴う問題となる.より詳しい背景に関しては Eringen[1]や流体力学ハンド

ブゃツク [10，23-8]を参照して欲しい.

本講演では簡単の為， !l C R3を滑らかな境界θQをもっ有界領域とし，!l x (0，∞)における次の

非圧縮性極性流体方程式系の初期値・境界値問題について考える:

生一 (ν+χ)ムu十(uマ)u+ ¥11'1 =χrotω+f， 
θt 

立竺-，ムω-(α+ s)¥I divw + 2χω+(u.マ)ω=χro七U 十 g，
θt 

divu = 0， 
、、E
，J
唱

i
J
S
E
E
-

ulδn =0， ω|θ口ニ0，

u(x，O) = uo， ω(x，O) =ωo in n 

ここでu= (u1(x， t)， u2(x， t)， u3(x， t))は流体の運動速度1π ニ π(x，t)は流体に対して働く圧力1

叩ニ (ωl(X，t)，ω2(x， t)，ω3(X， t))は微小粒子の角速度を表わす未知関数;f，gは与えられた外力場1

U01旬。はそれぞれ速度場1角速度場に対して与えられた初期状態，1/は動粘性率1χ は渦粘性率1向。，γ

はスピン粘性率を表わす定数であり，熱力学第二法則を満たす要請より，これらの粘性率は

min{ν，χ，'，α+β+γ}>O (2) 
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をみたすものとする.また (1)において微分の記号は次を用いた.
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本講演では (1)に対し 7強い意味での時間局所的および時間大域的な可解性について論じる.(1)お

よび(1)と関連する幾つかの間題については局所可解性および大域可解性ともに既に数多くの結果が

ある ([6]， [7]， [8]など)がいずれも関数空間のフレームワークとして L2空間を用いている.従って

N avIer-Stokes方程式系に対する古典的な結果であるFujita-Kato[3]の結果と同様の理由から初期

データに対して幾らかの可微分性を仮定しなければ解の存在を示すことが出来ない(実際に [3}では

Uo E Ð(A~/4) を課していた ここで、A2二一乃ム)一方で Navier-Stokes方程式系に対する可解性
に関してはより多くの結果が知られており， Giga-Miyakawa [4J， Kato [5]では初期速度がL3の意味

で、十分小で、ある場合に関して大域解の存在定理が示されている ([4]や [5]では流体の初期速度に対し

ていかなる可微分性も必要としていないことに注意して欲しい).従って [4]，[5]の観点から (1)を考

えれば初期データ (Uo，ω0)がL3の意味で・十分に小で、あるならば大域的な可解性が従うことが期待

される.

以後
3
簡単の為

1
外力場を f，g三 Oとして扱う.外力が入っている場合でも，外力の属しているク

ラスが適当なクラスであれば同様の結論を得ることが出来る

主結果を述べる為に (1)の作用素論的定式化について述べる.(1)では圧力 πは時開発展をしない

為?発展方程式として定式化する為には圧力項πを消去しなくてはならない.そこで通常の非圧縮性

流体の扱いと同様に非圧縮部分への射影を用いて U についてはソレノイダル空間上の発展方程式と

なるよう問題を書き直す.その為に 3次のベクトル場の Helmholtz分解を導入する.

1くpく∞とする このとき Banach空間LP(!l)3はHelmholtz分解:

LP(!l)3 = L~(n) ED GP(口)， ED:直和 (3) 

を許容することが知られている.ここで

L~(n) 二 C~(1(!l )II'IILP(n) ， GP(n) = {マπ|π モW1，p(!l)}，

C~CT(!l) = {f E Cu(n)31 div f = 0 in n}， 

w1，p(n) = w1，p(n) nいεLP(f2)I Iπdx = 0 ~ 
~ JO J 

p =Pp を Helmholtz 分解と対応する LP(口)3 から L~(!l) 上への連続的射影とする.記号を簡略化
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する為に U= (u，w)tとおく ，Pを用いて作用素Aを次のように定める.

fTT lulluεw2，p(n?内W5，p(n)n L~(O) 1 
D(A)={U =!||〉1 ~ -1ω1 1ωεw2，p(n)3 n w~，p(n) f 

1-(ν 十χ)Pム -χrotAU  = 1 ¥V I AJ4 - A _~W _ 1 U for U E D(A). 
1 -χrotγム-(α+ s)V div十2χ|

ここで切に対する境界条件から Protω=rot切であることを用いた.

XP(n) := L~(n) x LP(n)3とする.Aを用いれば(1)より ，XP(O)における次の抽象的なCauchy

問題を得る.

( 誓子ト+叫A
U(仰0)= uo. 

ここで Uoニ (uo，ωo)t1λf(U)は次の非線形項を表わす:

主結果を述べる.

I-P[(u(t)マ)u(t))I 
N(U)=||  

1 -(U(t). V)ω(t) 1 

定理 1.-AはXP(n)上で解析的半群{T(t)h三oを生成する.

定理 lとDuhamelの原理より問題(4)より次の積分方程式系を得る.

U(t) = T附

(4) 

(5) 

問題の可解性を示すためには積分方程式系 (5)の可解性について考えればよい.その為に (5)を縮小

写像の原理(逐次代入の方法)によって解くことを考える.その際に本質的な部分は非線形項をコン

トロールする為の評価である.そこで， Kato [5]と同様に半群T(t)に対する IY-Lq型の評価式を導

く.その前段階として半群T(t)に関し次を得た

定理 2.1くPく∞とする.このとき 60>0が存在して p(-A)コC¥(一∞，-60)をみたすここ
でp(-)はresolvent集合を表わす.さらに 61ε(0，60)が存在して次の評価が任意の UεXP(n)に

対して成立する:

_A.t._l 
IIT(t)UIIWj，p(口)三 Ce-dllt-21IUIILP(Si)， t > 0， j = 0，1，2. (6) 

定理 2とSobolevの埋蔵定理?補間不等式の理論を用いることで直ちに次の LP-Lq型の評価式を

得る.
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系 3(V-Lq評価).(i) 1 壬 p 三 q 三∞， p~ ∞， qヂ1とする.このときC= Cp，q > 0， O =九q>O
が存在して次のV-Lq評価が任意の UεXP(S1)に対して成立する:

IIT(t)UIILQ(口)三 Ce-stt-20-i)|lullLP(Q)3t〉 0・ (7) 

(ii) 1くp三qく∞とする.このときC二 Cp，q>0， Oこち，q> 0が存在して次が任意のUεXP(S1) 
に対して成立する:

11マT(t)UIILq(口)三 Ce-Stt-i(;-j)-i|lullLm)F t >O (8) 

系 3を用いて次の大域解の存在定理を得る.

定理 4.UO = (uo1ω0)εx3(n)とする.このとき次をみたすε>0が帯在する.IIUol1s三となら
ば(1)は一意的な強解U(t)εBC([O，∞);X3(S1))をもち 3 さらに次をみたす:

eott4一会U(t)εBC([O，∞);Xq(n))， q三3

e
ott4VU(t)εBC([O，∞)j L3(O)町.

(9) 

(10) 

ここでBC(I;X)はX-値I上有界連続関数のクラスを表わす.(9)においてq=3の場合を除いて 3
(9) 1 (10)の全ての値は t=Oにおいて Oとなる.q = 3の場合は U(O)= Uo = (uo，切o)tとなる.

注意 5.時間局所解の存在を示すには初期データ (uo，切0)に対する小ささを必要としない.

最後に証明のアウトラインを述べる.より詳しい証明に関しては [9]を参照して欲しい.

定理 1および定理 2を示す部分が本質的な部分である.その為に (1)の線形化問題と対応する次の

パラメータ入を伴う境界値問題(resolvent問題):

入u-(ν+χ)ムU 十Vπ-χrot切 =1 Q
 

n
 入切ーγAω+2χω 一(α+β)マdivω ーχrotu= 9 in S1， 

divu=O in S1， 
、、as''

噌
・

i
-
B
A
 

，，
 ••• 

、、

u = 0， w = 0 on θQ 

を解析する.ここで入は複素パラメータ，I，gは与えられた外力場(線形化問題の初期データと対応
する).

入がsectrialdomain Ef = {z E C 11 arg z I :::;π一ε}，Oくξ くπ/2に属している時の境界値問
題 (11)の解の組(u，山)に対して標準的な resolvent評価が得られればAが半群T(t)の生成素であ
ることが従い?解析半群の標準的な理論から定理 2も従う.より詳しくは|入|がある程度大きな場

合は Stokes方程式系に対する既存の評価 [2Jや弾性方程式系に対する既存の評価を用い?摂動論的

に(11)に対する resolvent評価を導出する.他方|入lが小さい場合は作用素のcompact性を利用し，
Fredholmの交代定理を用いる標準的な方法でresolvent集合の決定を行う

-4-



参考文献

[1] A. C. Eringen. Theory of micropolar ftuids. J. Mαth. Mech.， 16:ト18，1966 

[2] R. Farwig and H. Sohr. Generalized resolvent estimates for the Stokes system in bounded 

and unbounded domains. J. M，αth. Soc. Japαn， 46(4):607-643， 1994. 

[3) H. Fujita and T. Kato. On the Na出肝，v叩r

Mech九.Anαl.， 16:269-315， 1964. 

[4凶4]Y. Gi氾gaar凶 T.Mi勿y叫a叫，ka

Arcl九ιRαati的tωO叩Tηb凶αalMech. Anal.， 89(3):267-281， 1985. 

[5] T. Kato. Strong LP-solutions of the Navier-Stokes equation in Rrn， with applications to 
weak solutions. Mαth. Z.， 187(4):471-480， 1984. 

[6] G. Lukaszewicz. On nonstationary flows of asymlnetric 日uids.Rend. Accαd. Naz. Sci. XL 

Mem. Mαt. (5)， 12(1):83-97， 1988 

[7] E. E. Ortega-Torres and :tvr. A. Rojas-Medar. Magneto-micropolar fluid motion: global 
exIstence of strong solutions. Abstr. Appl. Anal.， 4(2): 109-125， 1999 

[伊例8司]M.A.Ro吋ja邸.s-Me吋da訂r.Ma勾，吾gn問l児etωo-m凶i町C口ro叩polaぽrfl血fluiほdIIlO叫tiぬor江l工 eぽXl凶S坑te印nc白ea組Z且ldun山1

solu凶tion.Mαth. Nαchr.， 188:301-319， 1997 

[9] N. Yama伊 chi. Existence of global solution of micropolar fluid system in a bounded 

domain. preprint. 

[10] 日本流体力学会編‘流体力学ハンドブック.丸善， 1998. 

-5-



R3内の曲面の特異点

広島大学大学院理学研究科佐治健太郎l

E-mail:sajik@hiroshima-u.ac.jp 

1 序

R3内の曲面とは M を2次元多様体として，C∞ー級写像

!:M一→R3

のことをいう通常曲面と言った場合には特異点を持たないものを指すが?ここで

は一般に特異点をもっ写像も考え?これを R3内の曲面と呼ぶ.点 pεMが写像

f:M一→ R3の特異点であるとは

rank(df)pく 2

であるときである.特異点とは写像の局所的な概念であるため，以下で?写像芽に

関する議論を準備する.写像芽が同値であることを1定義域と値域の座標変換に

よって移りあうとき，同値と定義する.すなわち?

定義 1.2つの写像芽五 :(Uzぷ)一→ (R3，!i(Pi)) (i = 1，2)が同値であるとは微

分同相写像ゆ :R2ー→R2とφ:R3ー→R3が存在して

fl 0 φ=ゆof2 

が成り立つときと定義する.

このように同値関係を定義すると，写像が特異点を持たないときは陰関数定理か

ら次が成り立つ.

定理 2(陰関数定理).写像芽 f: (U，p)一→ (R3，f(p))がpで特異点を持たないと

きfは(x，y)日 (x，Y， 0)の原点における写像芽と同値である.

また?特異点で、あっても 3微分の階数が一定値であるならば次のように簡単な写

像に同値になってしまう.
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定理 3(階数定理).写像芽 f: (U，p)一→ (R3，f(p))の微分の階数 rank(df)がp

のまわりで一定値 lのとき，Jは(x，y)ト→ (x，O，O)の原点における写像芽と同値で

ある.

したがってこのように同値関係を入れた場合，興味のある(閤単になり過ぎない)

対象は微分の階数が近くで一定でない特異点である.一般に写像は非常に複雑な

特異点を持ちうるが?本稿で扱う特異点は以下の 4つの特異点である.これらは比

較的振る舞いがいい.

例 4.写像 (x，y)ト→ (x，xy， y2)の原点での写像芽を交差帽子と呼ぶ.写像 (x，y)日

(x2， X3， y)の原点での写像芽をカスプ角と呼ぶ.写像 (x，y)日 (3x4+ x2y， 4x3 + 

2xy， y)の原点での写像芽をスワ口ーテイルと呼ぶ.写像 (x，y)ト→ (X2，x3y，y)の原

点、での写像芽をカスプ的交差帽子と呼ぶ

図 1はこれらの特異点の像を描いたものである.

図 1:左から交差帽子?カスプ角 3スワローテイル，カスプ的交差帽子

これらは曲面のあるクラスにジェネリックに現れる特異点で?ある意味?摂動に

対して安定な特異点である.

曲面のクラス ジ、エネリックに現れる特異点

曲面 交差帽子

線織面 交差帽子([4])

接線曲面 カスプ角?カスプ的交差帽子([2])

主法線曲面 交差帽子([5))

フロント カスプ角?スワローテイル([1])

ダルブー可展開面 カスプ角?スワローテイル?カスプ的交差帽子(問)
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ジ、エネリックに現れるとはその特異点しか持たないものがその曲面のクラスの空

間の中で開かつネ周密な部分集合になるものをいう.

さまざまな曲面のクラスと1ジ、エネリックに現れる特異点を調べることは特異点

論的にそのクラスを調べる際の第一段階といえ 3重要である.

2 特異点の判定法

定義 1より， 2つの写像芽が同値かどうかを判定するには座標変換を見つけなけれ

ばならないので?ある特異点があったときにそれがどんな特異点であるかを判定す

ることは一般には非常に困難である.しかし?上に挙げた特異点たちは以下に示す

ように便利な判定法を持つ.

定理 5.原点、における写像芽 f(x，y) : R2ー→ R3に対してヲ (1)ん(0，0)= 0， 

rank(fx， fxy， fyy)(O， 0) = 3ならば fは原点において交差帽子に同値である.

(2) ([6]) fはフロントで?原点で非退化な特異点をもっとする(この意味は [6]

を参照).このとき fの特異点の集合 S(/)は曲線 γ(t)(γ(0) = 0)となる.また

η(t)εT，(t)R2を (df)γ(t)(η(t))=Oとなるベクトルとする.このとき

det (イ(0)刀(0))ヂ0

と，fが原点でカスプ角に同値になることは同値である.

(3) ([6]) (2)と同じ記号のもと 7

d_ ...， .，， 1 
det (イ(0)，7](0))= 0， : det(プ(t)，η(t))1 チOdt ---¥ I ，-/ I . f ¥ -/ / I t=O 

と，/が原点でスワローテイルに同値になることは同値である.

(4) ([7])ム(0，0)に横断的なR3内の平面の族九と fとの交線をCz(t)(co(O) = 0) 

と書く.(i) co(t)はt=Oで(t2，t5)に同値である.(ii) (djdz) det(d;(O)， C~/(O)) ヂ 0

ならばfは原点においてカスプ的交差帽子に同値である.

ただし1ん=δf/θzなどで， ，= d/dtである.
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3 判定法の応用

前節の判定法を使えば曲面のいろいろなクラスにジェネリックにあらわれる特異

点を調べることができる.ここでは円織面にあらわれる特異点を紹介する.円織面

とは R3内の円の 1-パラメーター族で?ちょうど線織面の“線"を“円"にした概念

である.

定義 6.円織面(circularsurface)とは

V(t， e) =只γ，al，α2，r)(t，e) =γ( t) + r ( cos eα1 (t) + sin eα2(t)) 

であらわされる写像 V: 1 x R/2πZ一→ R3のことであるただし， γ1α1，α2

Iー 7R3， r > 0，α1・α1=α2・a2= 1， al・α2= 0で， 1は開区間である.・は R3

の通常の内積である.

γをベース曲線，al1a2を方向枠という.円。日γ(t)+ T(COS eα1 (t) + sin eα2(t)) 

を母円という.

円織面は γα1ヂ0または γα1ヂOのとき非管状と呼ばれるがこの場合?線

織面の締活線に対応するものが2本?常に母円の直径対点、を通るようにあらわれ1

特異点は締活線上にあらわれる締活線上で常に特異点をもっ線織面は接線曲面

で、あったがF締活線上で常に特異点をもっ円織面は次のようなものである.

定理 7.[3]締活線上のすべての点で特異点を持つ円織面は球面か次の形の曲面の

どちらかである.

V(t， e) =γ( t) + r ( cos e e + sin e ( cosψ(t)n(t) + sin伊(t)b(t))). (1) 

ただし?γ はある空間曲線で e，凡bはγのフルネ枠， ψ(t)はγの摂率ァ(t)の原始

関数である.この曲面をローラーコースター曲面と呼ぶ.

接線曲面はすべての母線が線織面の曲率線になっているがローラーコースター

曲面で、はすべての母円が曲率線になっていて?逆にそのような性質を持つ円織面は

球面か円管面かローラーコースター曲面であるという特徴づけを持つ.定理 5を
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使って?円織面が上で挙げた 4種類の特異点を持つための条件を具体的に書くこ

とができ 1円織面とローラーコースター曲面にジ、エネリックにあらわれる特異点を

次のように決定することができる.

・円織面にジ、エネリックにあらわれる特異点は交差帽子である.
・ローラーコースター曲面にジ、エネリックにあらわれる特異点はカスプ角と
カスプ的交差帽子である.

また，円織面には母円の直径対点に同時にジ、エネリックに交差帽子とカスプ的交差

帽子があわられたりするようなクラスもある.これは線織面ではありえないクラ

スで3さまざまなクラスの円織面の特異点を研究することは大変興味深い.
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非線形項を決定する逆問題について

渡辺道之 (北大・ COE研究員)
佐々木浩宣 (北大・博士課程 1年)

1、遊問題とは
直接見たり触れたりするのが困難な物の性質や正体を知るにはどうしたらよいか?lつの方法は，

標的に何らかの刺激を与え，その反応を観測する.この実験を繰り返し得られたデータから標的の

正体を予想することである.この事を理論的に説明し，解明しようというのが偏微分方程式の逆問

題である.

多くの物理現象は偏微分方程式で記述される.偏微分方程式の通常の理論では，方程式の係数，

初期条件，境界条件，初期値p 境界値は既知量であり，時刻~t 場所 x における方程式の解が求める
べき未知量である.既知量に適当な条件を課すことで，解の一意存在がわかり，その解の漸近挙動

などのいろいろな性質を調べることが出来る.このような問題は順問題と呼ばれている.

しかし，現実の問題では順問題で既知量と考えているものは，いくつかが未知量である場合が多

い.たとえば，方程式に現れる係数は考えている系の物理的特性を現すものであるが，これら全て

が既知である場合は少ない.このような場合，順問題とは逆に解についての何らかの情報からこれ

らの未知量を推定することを逆問題と呼んでいる.

ここで偏微分方程式の逆問題の例を lつ挙げておこう.半無限区間(0，∞)を熱の伝導体が占めて

いるとしよう.この伝導体の比熱と密度は1，熱伝導率は時間のみに依存する函数a(t)とする.文，

伝導体内での熱の発生はないものとする.このとき，温度u= u(x，t)は偏微分方程式(熱方程式)

。u ， ， a2U 、
(1) 一 =a(t) ~ -~ (0 < xく∞，0< t <∞) at ' . axL. 、 ，
を満たす.初期時刻t=Oでの温度分布は0としよう.つまり，

(2) ulrao = 0 (0 < X <∞) 
この伝導体の熱伝導率a(t)を未知量とする逆問題を考えたい.どのように定式化されるだろうか?

境界x=Oでの熱の流量を与え(入力し)そこでの温度を出力として，時間T>Oの間観測し続け

る.このデータから熱伝導率を決定しよう.このことを数式で表現すると

(3) -a(t)学I=g(t) (OstsT) 熱の涜量]
αXlxao 

(4) uL.o = f(t) (0 s t s T) 温度]
となる.この場合，逆問題は{f(t)，g(t)}を既知量とし，それから未知量であるい(t)，u(x，t)}を決定せ

よ，という問題になる.

(注意) この問題は非線形である!

実際，少しの計算の結果，問題 (1)""' (4)は積分方程式

~f()lνd 日)
げa(r')dr'l

-11-



2、多体粒子系:同種の粒子がN個ある体系を考え
よう.我々が問題とするのは，粒子聞に働く相互作用

のポテンシャルを決定することである.多粒子の運動

は多体シュレディンガ一方程式で記述されるが，これ

を厳密に解くことはきわめて困難である.古典力学に

おいても，太陽，月，地球を同時に考えた時の問題，

すなわち 3体問題の厳密解が，特殊な場合以外知られ
ていないことからもその困難さが想像できるであろ

う.そこで，多体問題に対する様々な取り組みが行わ

れてきた.その 1つがハートリー理論である.問題を

単純にするために，各粒子に働く相互作用は皆同じ

V(x) (ただし遠方で十分早く減衰しているもの)とし

ょう.ハートリー理論に従うと得られる方程式は非線形のシュレディンガ一方程式

遠方に散乱された粒子のデータから粒子

間に働いている相互作用の力を推定した

いのだが・・-

切 i十3子トト=←→一4叫A
である.ここでi=.Jコであり!1はラプラシアン，またu= r (ul'…，UN)であり， Nは粒子の個数を表
している.さらに

U(x，y，t) = (Uμ(x，y，t) ) NxN行列

fu i (x， Y)Uk (y，t) j再 k
Ujk(x，y，t)={JK 

10 j=k 

である.我々はこの非線形方程式に対して，粒子問の相互作用の力を表すV(x)を未知量とし，これ

を推定する逆問題について取り組んだ.まず問題になるのは『何を既知量とするか?~である.

熱方程式の例でも紹介したとおり， (全ての問題がそうであるとは限らないが)逆問題は方程式

が線形であっても非線形の問題である.従って，方程式が非線形となると問題はさらに難しく

なると想像できるだろう.実際，非線形方程式に対する逆問題は結果も少なく発展途上であるよう

に思うその中で， 1つの結果として， 1 974年ご、ろ非線形シュレディンガ一方程式に対して ((5)

とは違う方程式であるが)，散乱作用素なるものから方程式の係数を一意的に決定できる，と

いうことが研究された. (ただし，この結果は単に数学的な興味に限るもので，物理的意味はない

ようにおもわれる.)我々もこの結果にあやかり，問題を

『散乱作用素からV(x)を決定せよ』

と設定した.ここで，散乱作用素Sとは粒子の遠方での挙動を表すもので

(“例6の) 仰仰…

と定義される.ここで，Ho=-!1， f =I(ん…，ん)である.我々が解こうとしている問題はつまると

ころ等式(6)において，{(Sf )(x)， f (x))を既知量とし，未知量{V(x)，u(x，t)}を求めよ，ということにな

る.

3‘結果:我々が得た結果は， (6)式はvについて(適当な条件の下で)一意的に解けるというこ
とである.つまり，二つの函数汽(x)，V2 (x)に対して，対応する散乱作用素をS1，S2とする.

S1 =S2 ならば Fi=円
である.方程式(5)の散乱問題の解の一意性から円=汽ならばU)= U

2
が自動的に得られる.

証明の方針は，非線形問題(6)式を糠形化し，背理法で証明する.その際fをどう取るかがポイ

ントであり，我々が様々な工夫を凝らした点である.
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4‘定理:我々が得た定理を述べよう.V(x)は次の仮定を満たすとする.

このとき

① V(x)はl階微分までが有界で連続な関数とし，

IV(x)l:s Clxl-a ， 2:s a:s 4 
を満たす. ここで，C>Oは定数である.

② V(x) の Fourier 変換ジ(~)が連続関数

定理 Sl= S2ならば

円=V2 in R
n， n注 2
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ヤング盤の一般化とロビンソンーシェンステッド対応

沼田泰英 (NUMATA，YASUHIDE) 

北海道大学大学院理学研究科博士後期課程 l年

L INTRODUCTION 

非負整数nεNに対して，非負整数の非減少列入=(入1，入2，...，Am) (入4どん+1，

入iE N)が，L:iん=nを満しているとき，nの分割であるといい，入ト η と書く.入=
(入1，入2，・・ 7 入m)トnに対してnの分割(入1，入2，・・・ F入m)とnの分割(入1，入2，...，入m，O)

を同一視する-0の分割は (0)(= (0，0) = (0，0，0) =・・・)のみであり θ と書くこと

にする.分割入に対して， I入|をI:iんで定義する.

入トnに対して，D入:={(i，j)11どjどん}を入のヤング図形(Youngdiagram) 
という • (i，j)EDλをi行j列目の箱 (box)と呼ぶ.我々は，Dλをt行自にん個の
箱を左に寄せて並べた図形で書き表す.例えば， (4，4，3)ト11は

|I 1 1 I 
|1 I 1 1 
|1 1 1 

のようにあらわす.以下特に断りがない限り分割入とそのヤング図形D入とを同一視

し両方とも入で書き表すことにする.

η箱のヤング図形からなる集合を 'tln:={入|入トn}，ヤング図形全体からなる集合

をY:=Ui Yiと書く.ヤング図形D入は?集合であるので?集合の包含関係を用いて，
Yに半順序集合 (poset)の構造を入れることができる.Yはこの半順序で束 (lattice)

になっておりヤング束(Young'slattice)と呼ばれる.0箱のヤング図形 Gは?ヤング

束Yの最小元になっている.

n箱のヤング図形入から{1，・・ .，m}への写像，T:入ヨ(i， j) t-t Ti，j E { 1，・・・，m}

を，{l，...，m}を使った入上のfillingと呼び?

のようにヤング図形入のt行j列目の箱にTi，jを書き入れることでfillingTを書き

表す.filling Tに対して，その定義域入をTの形 (shape)と呼ぶ.

入上の fillingTのうちで， Ti，jく Ti+1，j，Ti，j三Ti，j+1を満たすものを?半標準盤

(semi-standrad tableau)と呼ぶ.形が入で {1，...，m}を使った半標準盤の総数を

ぬ(m)と書く.

Example 1.1. 3箱のヤング図形上の{1，2}を使った半標準盤は次の6つ:

形が (3)のもの:1111111，1111121，1112121，121212/; 

形が(2，1)のもの:出幻山三l
121 '121 

よってd(3)(2) = 4， d(2，1) (2) = 2， d(I，l ，1) (2) = 0である.
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入ト n上の半標準盤Tが，入から{1，.・・n}への全単射になっているときは標準盤
(standard tableau)と呼ぶ.形が入の標準盤の総数をfλ と書く.

Example 1.2. 3箱のヤング図形上の半標準盤は次の4つ:

HF F |112131 
1(3) == 1， /(2，1) == 2， /(1，1，1) == 1である.

入?μ がともにヤング図形であってF入cμ を満たしているときにpμ¥入を歪ヤン

グ図形 (skewYoung diagram)といいμ/入と書く.例えば， (4，4，3)/(3，1)は

円
|I I I 
|I I I 

のように書き表す.ヤング図形のとき同様に標準盤などを定義することができて歪標

準盤 (skewtableau)などと呼ばれる.ヤング図形入は入/θ だと思うことができる.
我々は標準盤や半標準盤の個数に興味を持っており，次の対応はよく知られている.

Th…m 1.3 (但R恥帥刷Oぬ似bi凶凶inson対応) 任意のη巴Nに対して'ぺ{(P，問問Qω)Iレ問，Q，-J形匹ぷ山;註幻針仏「片汁U;?九(])叩の峨標準鞠盤)
と対称群Sη の間には全単射が存在する.特に，2:λトπ(fλ)2== n!. 

Theorem 1.4 (Robinson-Schensted対応).任意の n，lE Nに対してF

(lh)  (P， Q) I P，-形が入の {1，...，l}を使った半標準盤， ~と{ 1，・，l }のn文字の列{1γ. . ，l }π 
Q，- J~が入の標準盤 j 

の問には全単射が存在する.特に，2:入トηf入d入(m)==mn. 

Theorem 1.5 (Robinson-Schens.ted-Knuth対応).任意の n，k，lεNに対して，

( 入トπ { A 0= (ai，j) IAは七行列)間 l…の {1，...，l}を使った半吋)と{Ao=川 αjEN )の聞に
tλ の{1， .・・， k} を使った半標~~J l ' "，J'  I Li.i ai，j=n J 

は全単射が存在する

これらの全単射を構成するアルゴリズムとしてbumpingと呼ばれるアルゴリズム

が知られている.

これらの数え上げに別の解釈を与えるために次の方法でヤング盤をあるヤング図

形の列と同一視する.

入ト η 上の標準盤Tに対して?逆像 T-1({ 0， .. • 1 l })はヤング図形になってい

る. さらに3 入(i) == (T-1 ({ 0，・・・，i})と置くと， (入(0)1入(1). . . ，入(n))は白から始

まり 1箱ずつ増えていっているヤング図形の列になっていることがわかる.逆に

(θ=入(0)，入(1)，入(2)，--3入(n)ニ入)という白から始まり 1箱ずつ増えていっているヤン

グ図形の列に対してが与えられたときに，T:入ヨ(i ， j) M l (if (i， j)ε入(l)/入(1-1))ε 
{ 1，・・.，n}は入上の標準盤を与える.この対応で標準盤と白から始まり 1箱ずつ増
えていっているヤング図形の列を同一視する.例えば，

l~1~141 特(o，口、仁口，仁口| P]，lllll 
也凶 \'~'~'U 'U 'W)  

のように同一視する.また?μから始まり入まで1箱ずつ増えていっているヤング図

形の列は入/μ上の歪標準盤と同一視することができる.
{ 1，・・・ ，m}を用いた入ト n上の半標準盤Tにおいても，その逆像T-1({0ぃ・，l}) 
はヤング図形になっている.さらに，T-1 ({ 0， .. . ，1 -1 }) C T-1 ({ 0ヲ・・・，1})であ
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り，歪ヤング図形T-1({0，... ，l })/T-1({ 0，・・・，1-1})には各列高々1箱しか含ま

れていないことがわかる.この様な?各列高々1箱しか存在しない歪ヤング図形入/μ
を水平列島 (horizontalstrip)と呼んだりもする.入(i)== T-1({ 0，... ，i})と置くと，

(入(0)，入(1)r・1 入(m))は白から始まり各列高々1箱ず、つ増えていっているヤング図

形の列になっていることがわかる.標準盤のときと同様に， oから始まり各列高々
l箱ず、つ増えていっているヤング図形の列 (θ=入(0)3Ml)1入(2)ー...，入(m)==入)から

T:入→{1，・・・，m}を定義すると半標準盤になり F この対応で?半標準盤と gから
始まり各列高々1箱ずつ増えていっているヤング図形の列を同一視することができる.

例えば，

凶41特(o，[D，[D，EP，山う
のように同一視する.

K を標数 O の体とする • KYをヤング図形を基底とするベクトル空間(即ち 3ヤ

ング図形の形式的な有限線形和のなすべクトル空間)とする.KY上の双線形写像

(し， )ト:KYx KY→K を(εげ
KY上の線形写像U，Dを，入 EYに対して，

、‘，，
r

可

i，，.‘、 U入=乞 μ，
μ:入に 1箱加えて
得られるヤング図形

D入=乞 μ

μ:入から l箱取り除いて
得られるヤング図形

となるように定める.このように定めたときに，UとDは

(2) DU-UD=I 

とういう交換関係を満たしていることが確かめられる.

例えば， ungでの入ト ηの係数は， (0 =入(0)，入(1)，入(2)， • • . ，入(n)=入)という白

から始まり 1箱ずつ増えていっているヤング図形の列の総数に等しいことは定義から

わかる.このような列は形が入の標準盤と同一視することができたので1

(3) Uno =乞fλ入

がわかる.

同様に，入ト nに対して Dη入での Gの係数は， (入=入(0)?入(1)，入(2)， • • . ，A (η)==θ) 

という入から始まり θ まで l箱ず、つ減っていっているヤング図形の列の総数に等し

いことは定義からわかる.このような列の総数は形が入の標準盤の総数に等しいこと

がわかり

(4) (0，Dπ入)=fλ

が入 E'h"n に対して成立することがわかる.
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さて，ここでDπUnについて3観察する.式(3)，(4)から 3

(…タ)=(DnEf入入o) 
=乞f入(Dn入1の)
入トπ

=乞fλ(fλ0，0)
入トη

=乞(fλ)2
入トπ

を得る.

さて，一方でDとUは式(2)つまり DU-UD==Iという交換関係を満たしてい

るので，Dnun== (UD+η)Dn-1un-l = (U D + n)(U D + n -l)Dπ-2un-2 =・・・ニ
(UD + n)(UD + n -1)... (UD + 1)と変形することができ，D0=Oに注意すると，
DηUn0 = n!のがわかる.よって乞入同(fλ)2=π!を得るが，これは， Robinson対応
の別証を与えている.

Stanleyによって定義されたトdi恥rentialposetはYと同様にD，Uが定義でき
てDU-UDニγIという交換関係を満たしている posetである.r-di百erentialposet 

においても，DとUの交換関係を用いて同様な数え上げを行うことができる. ま
た)Fominはこの数え上げを， graphのpathsの数え上げだと思うことで D，Uが

別の規則に従うある状況に対しても同様の数え上げを行った.また7彼は，交換関係

DU-UD=rIが示唆する localな対応を張り合わせることで3全単射を構成し?こ

れらの数え上げの別証を与えている.さらに彼は，D(t)U(t') ==α(tt') U (t')D(t)とい

う母関数で書かれた交換関係を満たしているときには， Robinson-Schensもed-Knuth

対応に相当する全単射を構成できることを示している.

2.主結果-ROBINSON-SCHESTED対応

さて， differential posetの手法を Robinson-Schensted対応p即ち半標準盤の数え

上げに応用することを考える.

KY上の線形作用 Eを入 εYに対して，

(5) E入= 2二 μ 

μ:入から各子'IJ高々 1箱除いて得られるヤング図形

となるように定義する.

Dの時と同様 (Em入，0)に注目すると，これは， 0から始まり各列高々1箱ずつ増

えていっているヤング図形の列 (θ=入(0)?入(1)，入(2)，・・・ 3入(m)==入)の総数であるこ

とが定義からわかる.すなわち， (Em入，o)=ぬ(m)であることがわかる.また，Eは
(1)で定義した Uという線形作用素と

(6) EU-UE=E 

という交換関係を満たしている. この交換関係から，Emun == (U + mI)九Emが

わかり (Emuη0，0)= mπ を得る.一方で (Emuη0，0)= (Emε).'r-n fλ入，o)二
工入トnf)..(Em入，o)=乞λトnf入d入(m)であるので，2:入トπdλ(m)f入=mnを得る.こ
れは1Robinson-Schensもed対応の別証を与えている.

この事実を次の形でgraphのpathsの数え上げとして一般化する.
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有向グラフが与えられた時3その頂点達Yを基底とする K・線形空間を KYとお

く.頂点入に対して入を始点(終点)とする辺達の終点(始点)の和を対応させる KY

上のK一線形写像を上り(下り)演算子という.

頂点集合から非負整数への写像pが与えられていて7任意の辺eに対しρ(start(e))二

p(end(ε)) -1が成立しているときに， gradedであるという. また3任意の辺 eに

対して p(start(ε))三p(end(e))を満たし p(st訂 t(e))=ρ(end(e))が成立するのは

start( e)ニend(e)の時に限るときに semi-gradedであるという.

G1， G2を共通の頂点集合をもっsemi-gradedなグラフの組とし，特にG1はgraded

であるとする.G1の上り演算子UとG2の下り演算子Eが3交換関係EU-UE=rE
を満たしているとする.G1のpathを歪標準盤の一般化，G2のpathを歪半標準盤

の一般化だと思うことで，先ほどと同様な数え上げがG1，G2のpathsの数え上げと

して行うことができる.

また， Robinson対応のときと同様に，交換関係EU-UE = rEが示唆する local

なpathsの対応をつなぎ合わせることでより globalなpathsの対応を構成し，これら

の数え上げに対して別証を与えることができる.すなわち次の定理を得る.

Theorem 2.1 (Main Theorem). G11 G2を共通の頂点集合をもっ semi-gradedな

グラフの組とし，特に G1はgradedであるとする. G1の上り演算子UとG2の
下り演算子 Eが3 交換関係 EU-UE=rEを満たしているとする. このとき F

G11 G2のRS-対応世と skewshape Sに対して，{g' θ+5→G， growth}と
{ (α，g") 1ツポ;二gZEごとむ;;fぷ以).}の聞の一対一対応を ιcompαtible2-
growth 9 : S →Gを通して構成することができる.
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2-1evel断熱遷移問題に対するexactWKB法の応用
東北大学理学研究科 渡部拓也

1 Landau-Zenerの公式

1.1 遷移確率の定義

時間依存する Schrるdinger方程式を考える.

十 (t)= (!二)ψ(t) (tεJR) 、、EE
'
'

司
E
i

r
'
E
E

、、

h，εは正の小さなパラメータとする.このとき以下の漸近挙動をもっ4つの解ψ{，ψ;，
ψ1 'ψ2'が一意的に存在する.

ψr(t) rv 叫{-*(~ +εlogt)} ( ~ )ψHt) rv仰 {t(2+E均 t)}( ~ ) ¥ 0 J ~ '-n'L. '-' ，~ ¥ 1 I 

ψi(t) rv叫{-*(与+εlog1 t I)} ( ~ )叫(t)rv叫 {*(c+εlogltl)}( ~) o J ~ '-n':L. '-'111.) ¥ 1 J 

これらの解をJost解と呼ぶ.

(t→+∞) 

(t→-∞) 

定義 1.1.Jost解から定まる次の行列を散乱行列と定義する.

(叫叫)= (叫叫)8

但し(叫弘)は2つの列ベクトルを並べた行列を表す また 8= ( 811 812 1とすると

き， 18ul2を遷移確率と呼ぶ

1.2 Landau-Zenerの公式

(1)に対し，上で定義される選移確率Pは以下で与えられる.

p = Isnl2 = e-7re2jh (2) 

これは1930年代初め， L.LandauとC.Zenerによって得られたものである.

A
Y
 

1
E
4
 



1.3 物理的解釈

1.3.1 遷移確率

まず選移確率とは何を意味するのか説明する.[1] 

(1)の右辺の行列の固有値はE(t)=士yt2士宮である.横軸にtをとりグラフに描いた
ものを断熱ポテンシャル曲線と呼ぶが，これは2つの固有状態 (2-1evel)のエネルギーを

表す.

この2曲線が最も近づく原点において，固有状態が移り変わる現象(遷移)が起こるこ

とが知られている.この遷移がどの程度起こるかを与えるものが先に定義した遷移確率で

ある.

1.3.2 パラメータ ε，h 

Landau-Zenerの公式p=ε-1fe
2
/ hから ε，hの物理的解釈を考察する.

ε: E(t) =土vt2+ e2からわかるように， εは原点でのエネルギーギャッフ
o

を表す.Landau-

Zenerの公式においてε→0とするとP= 1となるが，これはギャッフ。が小さけれ
ば汀、さいほど遷移が起こりやすいということを表している.

h: hを小さくすることは，物理的に系の時間変化をゆっくりにすることを意味する.量

子力学における断熱定理によれば，時間変化をゆっくり行うすなわち断熱的に変化

させるとき，固有状態は同じエネルギーレベル上にとどまることが知られている.

Landau-Zenerの公式においてh→0とするとP=oとなるのは，断熱的に変化す
るとき固有状態の遷移は起こらないことを意味している.

1.3.3 半古典近似との対応

Schrodinger方程式に内在する hはPlank定数と呼ばれる非常に小さな定数であるが，

これを小さなパラメータとみなし h→0を考えると，解や固有値(エネルギー)の量子
力学的描像は古典力学的描像に回帰する.これをN.Bohrの対応原理という.これに対し

数学的に解析することを半古典解析といい， exact ¥lVKB法はその手法のひとつである.

上の考察からわかるように半古典パラメータは断熱パラメータとみなすこともできる.

近年半古典解析の数々の手法を断熱近似問題に適用する研究も行われている.

ハUワム



1.4 公式の導出

1階連立常微分方程式は2階単独常微分方程式の一般化であり，実際方程式(1)は本質

的にはWeberの微分方程式である. [2] 
t == h1/2X，εニ h1/2Vとし，ゆ(h1/2X)==ゆ(x)とすると， (1)は形式的に Uのみを含む式
に変形できる.

ヰゅ(x)== (X V )ゅ(x)
αX ¥ V -x I 

仰)==ほお)とし，ゆ2を消去すると，

d2ゆ1(x) . /-. 2 ._2 dz2+(t+UZ+が)ゆ1(x)二 O

こ山==V2efix，入=ニヂなる変数変換を考え，ゆ1(守)==ω(z)と書き換えると，
Weberの微分方程式

J2ω(z) . (¥ . 1 Z2¥ 
一一一+い+一一 ~)ω(z)== 0 dz2 . ¥. -. 2 4 j 

に帰着できる.このWeberの微分方程式の解である放物柱関数D入(z)，D入(-z)，D一入ー1(iz)， 
D一入ーl(-'iz)の性質を利用する.放物柱関数D入バ(z吟)は以下の積分表示とj漸斬近展開をもつ.

D仏入(z)== ζ竺(00‘明∞e一-zt一(t2向削2勺/
r(←一入刈)ん

(Re入く 0)

r一山的-2))
e-Z2川 1+ O(Z-2)) -品川(川ート1(1+ O(Z-2)) 

in largzlくjπ

官5
一4
くz
 

σ
b
 

T
L
 a
 

くπ
一4n
 

勾
b
u

Izl→∞のとき正の実軸上と負の実軸上に沿って近づくのではD入(z)の漸近挙動が異
なるのは z ∞がWeberの微分方程式の不確定特異点になっているからである.この
ようにargzによって解の漸近挙動が不連続的に変化する現象を Stokes現象と呼ぶ.
Stokes現象が起こる場合には解の大域的な解析は困難であるが，放物柱関数には以下

の接続公式が知られている.

(212L)=(41L/2-fア/2)(D-21))
したがって漸近展開から Jost解となる解を放物柱関数で表現し，接続公式により散乱行

列を求めると，

f p-Arri v2'̂v仇一子 ρ-Arrij2 ¥
lν 入r(入)νi

S == l 2ficーをiρ-M/2 Jm  l 
¥ v2λr(λ) v し/

よってP=|S1112で定義される遷移確率は，入=一千より，

p == Is叶2=e-m2=e-πc2jh (3) 
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1.5 問題提起

Landau-Zenerの公式は方程式(1)の右辺の行列の対角成分がtの1次式であるおかげで

Weberの微分方程式に帰着できた.それでは対角成分を一般の関数V(t)とするとき，ど

のように遷移確率を求めればよいか?少なくとも先のように特殊関数は使えない"

2 Exact WKB法

この問題のひとつのアプローチとしてWKB解を導入する.WKB解とは

ψ (t; h) 二 εe1吋ゆ剃仰州(いωt)仰)

W川(t;h州;h刈h川)̂"'乞ω町j(剛の引t)hJがJ 仲hげ→ 0的) 
I三0

(4) 

なる解である.ここでゆ(t)はSchrりdinger方程式の行列から定まるしかるべき関数であ

り，このときベクトル ωj(t)は一意的に定まる.WKB解の特徴は h→0とするとき
乞J三o町(t)がが発散級数になってしまうことである.しかし和のとり方を変えることで収
束させることができ，W(t; h)として意味をもたせることができる.そうして真の解とな

るように構成した解(4)をexactWKB解と呼ぶ.

さらにゆ(t)に対して，相関数ゆ(t)の零点を turningpointと呼び， Reゆ(t)== 0の集
合を Stokes曲線と呼ぶ.このときexactvVKB解はturninpointを通る Stokes曲線上で

Stokes現象を起こす.つまり h→0とするときもurningpointが先に述べたWeberの微分
方程式でいう不確定特異点に相当する.

今回の研究目的は，このほac七WKB解を用いてJost解を表現し， turning pointでの

Stokes現象に注意して散乱行列・選移確率を求めることである.

講演では対角成分V(t)== t2の場合について述べる予定である.

参考文献

[1]高柳和夫:原子分子物理学，朝倉物理学大系 11， (2000) 

[2] T.Aoki， T.Kawai， Y.Takei:線型常微分方程式系に対する接続公式とその応用-完全

vVKB解析を用いた非断熱的遷移確率の計算数理解析研究所講究録 1239，(2001) 
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有理由面の曲線束の Mordellベヘleil格子

北川真也キ (ShinyaKitagawa) 

大阪大学大学院理学研究科博士課程 2年

コンパクト非特異複素解析曲面 Xの有理関数体 <C(X)がC上純超越拡大であると
き，Xを有理曲面と呼ぶ.以下しばらく有理曲面の幾何的構成を紹介する.非負整数 d

に対して

Ed := {(xo : Xl : X2) X (yo :仇)IXIYl d = X2YO d} C JP>2 X JPl 

は第二成分への射影の制限 π:=pr21Ed :日-→ JPlにより射影直線束の構造をもち F
d次の Hirzebruch曲面と呼ばれる.このときおは JPlX JPlに他ならない.任意の

π のファイパ~r は自己交点数 0 のリーマン球面である. Ed上の曲糠 Cに対して

πIc: c-→JP>1が l対 1の写像になるとき Cを πの切断曲線とよぶ.切断曲線
ム:={Xl二X2= O} C Edはム2=-dであるが1ムと異なる切断曲線は自己交点数が
d以上である.Xが有理曲面のとき Neron-Severi群 NS(X)はH2(X，Z)に他ならな

い.NS(Ed)竺 ZムEDzrが成り立つ.次に特別 Pl:= pr11El : :E1 -→]p>2に着目する.
ム二百1((1 : 0 : 0))であり pIIEl¥6 : E1¥ム→ JP>2¥{(1: 0 : O)}は同型である.この
ようにコンパクト非特異複素解析曲面 Sから l点を抜いて(-1)-曲線1をさし入れて

曲面Sを構成する操作をブローアッフと呼ぶ.逆に 3上の(-1)-曲線 Eを1点につ
ぶしながら S¥Eを維持して曲面 Sを構成する立場のときは Eの縮約と呼ぶ.この
とき NS(S)~ NS(S) EB ZEが成り立つ.有理曲面は]p>2または Edの有限回のブロー

アップで得られる.

非特異有理曲面 Xが]p>1への全射正則写像 f:X-→JPlをもっとする.fの一般
ファイパー Fが種数 g三1のコンパクトリーマン面であり?どのファイパーも(-1)ー

曲線を含まないときに，j:X-→]p>lを種数 gの相対極小な曲線束と呼ぶ.

Xは非特異有理曲面で，j:X→JP>1は切断曲線をもっ種数 g三1の相対極小な曲

線束とする.塩田氏の [6]及び [8]にしたがって Mordell四Weil格子理論の基本的な記

号と結果を(この理論自体はより一般の状況で成り立つが)今回の状況に限定して復習

する K = <C(JPl)とおく.FのJacobi多様体 JFの K-有理点のなす群 JF(K)をf
のMordell-Weil群と呼ぶ.このとき Xは有理曲面なので Jゐp(K)は有限生成ア一ベル

群となり札，Tヌ=ra百司ankJゐF可，(I(て)を fのMor吋dell-Weil階数と呼ぶ.Fの K-有理点の集合
F(K)とfの切断曲線の集合には 1対 1の自然な対応がある.各 Pε F(K)に対応

*shinya@gaia.math.wani.osaka-u.ac.jp 
1自己交点数 -1のリーマン球面
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する切断曲線を (P)で表す.特に JF(K)の原点に対応する (0)を零切断とよぶ.塩
田氏の [6]及び [8]における主要なアイディアは交点形式による自然な内積によって

NS(X)をユークリッド格子とみなす点である.

(0)とfのファイパーのすべての既約成分が生成する NS(X)の部分格子を Tで表
し7 自明格子と呼ぶ.塩田氏による次の結果は理論全体で重要な役割を担う:

定理 1(cf. [6，定理 1.3]及び [8，定理 1]).自然な群同型

J(K)竺 NS(X)jT

が存在する.

(0)と Fで生成される階数 2の unimodular格子(行列式の絶対値が 1)を U，

R C JPlを fによるファイパーが可約となる点全体の集合とおく.各 vE Rに対
して f-l(V)=θv，Q +乞271-1μり@匂，l を既約因子分解とする?ここでん，i三1かっ
(0).8v，o二 1，i三1に対しては (0).8り=0である.このとき次が成り立つ.

命題 2(cf. [6，命題 2.6]及び [8，定理 3と命題 5]).Tニ UEB EBvER Tv と直交分解

する
1 ここで Tvは8v.i11 ~ i三mv-1によって張られる階数 mv-1の負定値部分

格子である.したがって定理 1より?

(ホ) r =ρ(X) -2-乞(m匂-1)， 
vER 

ただし p(X)= rankNS(X)はPicard数を表す.特に fのすべてのファイパーが既約
ならばTニ p(X)-2. 

定理 1の群同型写像を φ:Jp(K)→NS(X)jTで表す事にする.

補題 3(cf. [6，補題 8.1，8.2]及び [8ヲ補題 6]).任意の ZεJp(K)に対して ψ(x)上T
かつ cp(x)mod TOQ =φ(x)をみたす群準同型写像

ψ: Jp(K)→NS(X) oQ 

が一意的に存在する.このとき特に PE F(K)に対しては

( (P).8v，1 ¥ 

伊(P)= (P)一(0)-F +乞(仇1，• . • ，θ山一d(_1;1) I 
川 ¥(P).8v，m1)-1 } 

ただしん==(8v，i.8v，j h~i ，j三mv -l である.さらに Ker(<p) == J F (K)torが成り立つ.

定理 4(cf. [6，定理 8.4]及び [8，定理 7]).任意の P，QE Jp(K)に対して

(P， Q) :== -cp(P)伊(Q)

によって JF(K)上の対称双線型形式を定義する.このときも)は JF(K)jJp(K)torに
正定値格子の構造を定義する.これを fのMordell-VVeil格子とよぶ.

品
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直交補格子 L:== T.l C NS(X)に対して?その内積を交点形式の(-1)倍でとりなお

した格子を Lーとおく.このとき Lーは正定値整格子となる.一般に整格子 (M，も))

は内積も)を自然に MOQ上の内積(，)M0Qに拡張できるが3さらに

Mキ;二 {xεMoQI(x，Y}MOQ巳iZ， 'r/yεM}， (， }M* :ニ(，)M0Qの M*への制限

とする.このとき (M*ベ，)M*)をM の双対格子とよぶ

定理 5(cf. [6，定理 8.9]及び [8，定理 9]).fのMordell-Weil格子は (L-)*に同型であ
る.特に fのすべてのファイパーが既約ならば JF(K)はtorsionfreeで JF(K)~ L-， 
すなわち JF(K)は階数 p(X)-2の正定値 unimodular整格子である.

曲線束の一般ファイパー Fのクリフォード指数 Cli狂(F)が 1以下の場合の Mordell-

Weil格子については [5]及び [2]， (1]がある.そこで次には Cliff(F) == 2の場合が問題

になるが?そのうち bi-elliptic曲線束については [3]の通りである.さらに今野氏との

共同研究 [4]で Fが Cli狂(F)== 2の一般の曲線の場合にも 7最大階数の曲線束とそれ
に対応する Mordell-Weil格子を分類した次はその結果の一部である.

Cliff (F) == 2かつ g三11と仮定する.このとき

T三3g+ 8 -g/3， 

(cf. [4，補題 3.1(2)]).さらに階数最大の曲線東の構造は次のように決定される:

命題 6(cf. [4，補題 3.1]).X は非特異有理曲面とする.f:X→JPlは Cliff(F)== 2 
で切断曲線をもっ g三11の相対極小な曲線束とする.さらに r== 3g + 8 -g/3と仮定
すると gは3の倍数である.このとき φIKx+FIはX上のちょうど T本の互いに交わ

らない(-1)-切断曲線の縮約であり ?φIKX+FI(X) 竺 ~d (0三d三g/6)である.逆に f
は ~d (0三d三g/6)の14ム+(2d + 1 + g/3)rlの既約な部分ペンシルの異なる T点の
基点解消で得られる.

定義 7.9 は 3 の倍数で 0 三 d 三 g/6 とおく命題 6 にある ~d の既約なペンシルか
ら得られる種数 gの曲線束 f:X→JPlを(g;0， d)型の曲線束とよぶ.

定理 5により対応する Mordell-Weil格子の構造は次の通りである:

定理 8(cf. [4，定理 3.6]).(g; 0， d)型の曲線束の Mordell-Weil格子は階数 8g/3+ 8 
の正定値 unimodular格子であり?その Dynkin図形は次で与えられる:

2d -9/3三 o(mod 4)の場合は図 1，

2d -g/3三 1(mod 4)の場合は図 2，

2d -g/3三 2(mod 4)の場合は図 3，

2d -g/3三 3(mod 4)の場合は図 4.

F
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図1.

8g/3 + 1 

図 2.

8g/3 

図 3.

図4.

Jp(K)は偶格子 JF(K)は奇格子

9 mod 4 d Dynkin図形|。奇 図3

1 偶 図4

2 奇 図 l

3 偶 図2

9 mod 4 d Dynkin図形。偶 図 1

1 奇 図 2

2 イ国 図 3

3 奇 図 4

表 1

に
U
ヮ''M



ここで円の内部の数字は元の自己内積を表し?二つの円を結ぶ直線は対応するこつ

の元の内積が -1である事を表している.さらに格子の偶奇2はg-d+1の偶奇に一

致する.特に Jp(K)は9mod 4とdの偶奇の組み合わせに依存する(表 1).そして

各gに対して偶格子と奇格子が両方とも存在する.

以上のように高種数の曲線束に対しても Mordell-Weil格子の具体的な構造を幾つか

得られたが?例えば [7]に観られるような特異点の変形理論と結びつけた深い研究には

至っていない.
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2任意の元の自己内積が偶数のとき偶格子と呼び?そうでないとき奇格子と呼ばれる.
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曲面上の曲線のgonalityについて

大阪大学大学院理学研究科

=唱包E邑
同 5ミ

春井岳

代数幾何学において代数多様体Xを調べる基本的な方法の一つは， x上の
因子(与余次元lの部分代数多様体)の情報から Xの性質を知るというもので

ある.因子Dが与えられたとき，大切な情報として例えばそのコホモロジ-

Hi(X， CJx(D))(O三t三dimX)がある.
以下Xは複素数体C上で定義された種数gの非特異既約な射影的代数曲線

とする.X上の因子Dに対し Riemann-Rochの定理

hO(D)ーが(D)== degD + 1 -9 
(ht(D) :== dimHt(X， (Jx(D))， degD: Dの次数)

が成り立つ.したがって1次コホモロジーが消えない因子を調べることが重要と

なる.このような因子をXの特殊因子という.特殊因子Dに対しdegD< 2g-2 
である.特殊因子について最も基本的なのは次の定理である:

Cliffordの定理.代数曲線X上の因子Dについて， 0 < degD < 2gならば
2r(D)三degDが成り立つ.ここでr(D):== hO(D) -1. 

特殊因子に関し基本的な不変量を二つ挙げる.一つはgonalityである.これ

は曲線Xから射影直線JP>1の上への射の最小次数として定義される:

gon(X) :== min{ deg cp Iψ :X→JP>1， <pは全射}.

例.有理曲線JPl(種数0)のgonalityは1，楕円曲線(種数 1)のgonalityは2で
ある.また

g三2，gon(X) == 2宇=キ Xは超楕円曲線

である.
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もう一つの不変量はClifford指数と呼ばれる.Cli百ordの定理により，特殊

因子Dに対しClifI(D):== degD -2r(D)は非負整数である.そこでg三4の
とき， XのClifford指数を

Cliff(X) :== min{Cliff(D) I hO(D)三2，h1(D)三2}

で定める.また9== 2，3のときは， Xが超楕円曲線ならばCli狂(X)ニ 0，そう

でなければCliff(X) == 1と定める.

例.種数2以上の曲線Xについて

Cliff(X) == 0宇=キ Xは超楕円曲線

Cliff(X) == 1牛=キ gon(X)== 3，またはXは非特異平面5次曲線と同型

などが成り立つ.

このようにこれら二つの不変量は曲線のある種の複雑さを測る尺度となる.

また二つの不変量には

Cliff(X) == gon(X) -2，またはCliff(X)== gon(X) -3 

という関係があることが知られている.しかし，与えられた曲線のgonalityや

Clifford指数を決定することは一般には非常に難しい.ここでは非特異既約な

射影的代数曲線Xがよく知られた曲面S上にある場合について考える.以下

Xの種数gは2以上とする.

例.( 1) 8 == JP2，即ち X が非特異平面 d次曲線のとき • dど2ならばgon(X)二

d -1，またd三5ならばCliff(X) == d -4である.

(2) 8 二 ~n (Hirzebruch曲面，即ち r1上のr1束)で η 三2のとき.構造
射ρ:8→JP>1に対して α:==degplxとおく.α 三2のとき， gon(X) ==仏

Cliff(X) ==α-2である.

上の例以外に明確にわかっている場合は少ないが，K3曲面やDelPezzo曲
面に乗る曲線についての結果などが知られている.

非特異代数曲面S上の因子D，D'が数値的同値であるとは，任意の因子E

に対してD.E== D'.Eが成り立つことである.このときD三 D'とかく.曲面

S上の数値的同値類の集合がなす可換群をNeron-Severi群とよび，NS(S)で表

す.上の二つの例では， gonalityやCli庄ord指数は数値的同値に関して不変で

あるが，一般にはそうではない.
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2 主結果

Eを楕円曲線(種数1の射影的代数曲線)とし， π:8→EをE上のJPl束
とする.πのファイパーはすべてJII'1に同型である.πの一般ファイバーをfで
表す.またπの断面のうち自己交点数が最小のものを極小断面と呼び， Coで

表す• e:二 -cg(三一1)はSの不変量である.このとき曲面SのNeron-Severi 
群は次のようになる;

NS(8) ~ Z[Co] ED Z[f] 

またCo・f== 1， f2 == 0である.8の標準束KsについてはKs三一2Co-efが
成り立つ.また，E上の因子。の射πによる Sへの引き戻しを αfとかく.

目標はS上の曲線のgona批yやCliffordindexを決定することである.簡単

のため e> 0の場合を述べるが eニ O，-1でも類似の結果が得られる.以下

この節ではXはS上の種数g三2の非特異既約代数曲線とする.ある整数α，b 

に対してx-αCo+bfとなる.このとき

αニ deg(πx:x→E)三2，b三αe，

g = (a -1) (b一ト)+ 1 
が成り立つ.また写像の合成Xと与E三与 JPlを考えることにより gon(X)三2α

であることがわかる.

S 

図ではαニ 3

E 

P
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定理e 曲線X，曲面Sなどは上の通りとする.条件

(a) b >ド(e+ 4) 

(b)ε は偶数でb>ド(e+2)+1

のいずれか一つが満たされれば， gon(X) == 2α， Cli百(X)== 2α-2が成り立つ.

とくに e三4ならばgon(X)二 2α，C1i百(X)ニ 2a-2となる.

この定理の適用できる範囲では，先の例と同様， 8上の曲線の gona1ityや

Cli狂ord指数は数値的同値類のみによって決まっている.しかし不変量εが小

さいときには反例が現われる.

例.e==lとし， D:== Co + ef (eはE上の次数1の有効因子)とおく.線型系
IDI は(唯一つの)基点 Xo をもっ • a==3，4に対し，完備線型系 laDIに属する
非特異既約曲線Xをとると

gon{X) ==α-1， C1iff(X) ==α-3 (XがXoを通るとき)

gon(X)二久 Cliff(X)ニ α-2 (XがXoを通らないとき)

となる.とくに，互いに数値的同値であるが相異なる gonalityやClifford指数

をもっ曲線がS上に存在する.
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Ground-states of the massless Nelson model 

佐々木格*

1 導入

Nelsonモデルは“量子力学的な粒子"と“量子スカラー(ボース)場"が相互作用している系を
記述するモデルのひとつである.物理的には“核"と“中間子"との相互作用を記述するモデルと

されている.Nelsonモデルのハミルトニアンはほとんどの場合下に有界な自己共役作用素である
が，そのスペクトルの下限が固有値である場合， Nelsonモデルは基底状態を持つといい，そうでな
い場合Nelsonモデルは基底状態を持たないという.Nelsonモデルの基底状態の存在の問題は自己
共役作用素のスペクトル解析の問題である.ボース粒子が質量を持つ場合を m出 siveNelsonモデ
ル?質量がOの場合を masslessNelsonモデルという.
粒子が束縛されているような場合注入 C.Gerard [2)は任意の結合定数に対して masslessN elson 
モデルが基底状態を持つことを証明した.また J.Lるrinczi，R. A. :NIinlosとH.Spohn [4)は粒子
が束縛されていて赤外特異性がある場合に Nelsonモデルは基底状態を持たないことを証明した.
そして A.Arai [1]は赤外特異性があっても生成消滅作用素の非同値表現によってモデルを定義す
れば Nelsonモデルが基底状態をもちうる場合があることを証明した.
最近，われわれは M.Griesemer， E. Lieb and M. Loss [3]で開発された方法を Nelsonモデルに
適用することによって，粒子が1つの場合について，粒子のハミルトニアンが負の基底状態を持つ
という仮定と物理的に自然な仮定だけで massiveN elsonモデルと非同値表現の masslessN elson 
モデルの両方の基底状態の存在を厳密に証明した.われわれの結果は紫外切断 結合定数への制限

なく成立する.特別な例として物理的に最も重要な，粒子がCoulomb引力ポテンシャルの中にあ
る場合，われわれは電荷の大きさにかかわらず非同値表現の masslessN elsonモデルが基底状態
を持つことを証明した.

2 Nelsonモデルの基本的な枠組み

作用素Tについて，その定義域，スペクトルをそれぞれD(T)，σ(T)と書くことにする.ヒルベ
ルト空間冗の内積とノルムをそれぞれれ・)払 11.11冗と書く.内積(j，g)冗はfについて反線形，9 
について線形とする.混乱の恐れのない限り添字討を省略して(-，')， 1卜11と書く.
粒子広ポテンシャルV:IR~ → R の影響下にあるとする.粒子の状態のヒルベルト空間は L2(1R~)

であり在2 粒子のみのハミルトニアン Hp は L2(1R~) 上の自己共役作用素

Hp:=ーム+V

によって与えられる ここにムは3次元の一般化されたラプラシアンであり，すは関数VεLfoc(IRi)

1仁海道大学大学院理学研究科[e-mail]i-sasaki@math.sci.hokudai.ac.jp
注1粒子のハミルトニアンが離散スベクトルしか持たない場合

注2ここで登場するすべてのヒルベルト空間の係数体はCであるとする.
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をかける掛け算作用素である • Hpの自己共役性は自明ではないが，ある実用的なクラスのポテン
シャルVに対してはHpの自己共役性は保障されている.
つぎ、に量子スカラー場(以下，量子場と書く)の状態のヒルベルト空間は L2(IR~) 上のボソン・
フォック空間

αコ n

九:=ED IQ9L2(吋)1
n=O L s J 

である.ここに@はヒjレベルト空間の直和，③?はヒルベルト空間の η重対称テンソル積をあらわ

す注3 ただし@!=Cと定義する. 0~ を η 粒子空間といい ， n 個のボソンの状態を記述する.量
子場だけのハミルトニアンは以下のFb上の自己共役作用素Hf(m)で与えられる:

Hf(m) := 0 EBωmEBω長]EB .. . EBω長]EB・

ωJ3:=ωm 01 +10ωTTL， 

ω!3:=ωm0101+10ωm01+1③10ωm， 

ここにωmは関数、Ik2+m2(m三0)をかける L2(IR~) 上の掛け算作用素である.物理的には ωm
は量子場の記述するボソンのハミルトニアン， m三0はボソンの質量をあらわす.
粒子と量子場の状態のヒルベルト空間冗は

冗 =L2(IR~) 0 Fb 

であり，粒子と量子場の相互作用がない系のハミルトニアンは

Hp0I+10Hf(m) 

である.

各fξL2(IRUに対して九上の作用素α(j)*を次のように定義する:

D(α(j)*) :ニ伊=(曽(π))立。 ε九|乞(叶l)IISn+lf0宙(n)112く∞}
n=O 

(α(j)可 )(n+l):= vnτlsn+1(j 0宙(η)). 
ここに Sn(η=1，2，...)はヒルベルト空間 8ηL2(IR~) からその部分空間 0~L2(IR~) への直交射影
作用素をである.α(f)本はボソン生成作用素と呼ばれている.α(j)*は閉作用素ゼあることが知ら
れており，その共役作用素α(j):= (α(j)*)*はボソン消滅作用素と呼ばれる.Fb上の作用素

到州f

は自己共役であることが知られている A>O をひとつ回定する.各ZERi に対して g(x) ε L2(IR~)
を

1 XA(k) _ik.x L .-m.3 
g(x)(k) := y'(到すマ育e1，X;'X，k εIRk (2) 

注3すなわち

0; L2(lR~) = {ψε L 2(lR~7L )1ψ(Xl ，・・・ ， Xn )=ψ(XO"(l) ，・・・，Xσ(九))，σεSn，Xj E lRtj = 1，...，η}. 
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と定義する.ここに χA(k)はIklく Aの定義関数をあらわす.この Aは紫外切断と呼ばれる.各
z εRiに対して:Fb上の自己共役作用素ゆ(x)を

ゆ(x):=争(g(x)) 

によって定義する.

ヒルベルト空間冗は

チt竺{並巴 Map(Iax→.rb)I I 11宙(x)11乞dxく∞ト
¥. I JIR~ J 

と自然に同一視することができる注4 以後， WE冗に対してく[F(x)と書いたときは，この左辺の集
合の元の意味で解釈する，冗上の作用素ゆED(g)を次のように定義する:

D(ゆ$(g)):= {世 ε叫並(x)モD(ゆ(x))，'-_11ゆ(x)宙(x)ll}bdxく∞}， (3) 
JIR~ 

(ゆ$(9)宙)(x):=ゆ(x)世(x). (4) 

ゆ。(9)はヒルベルト空間冗上の自己共役作用素である.さて粒子と量子場が相互作用している系
のハミルトニアン (Nelsonモデルのハミルトニアン)は

H~ = Hp 01+ 1 0 Hj(m) +入ゆ$(9) (5) 

によって定義される.ここに入 εRは結合定数である.m=Oの場合を masslessN elsonモデル，
rn> 0の場合を massive N elsonモデルという.非同値表現の masslessNelsonモデルのハミルト
ニアンは後で定義する.

[V.l] 関数14EL2(Ri)?九εL∞(Ia3)が存在してポテンシャルVは

V = V1 +九

と分解できると仮定する.

以下，この仮定[V.l]が成立しているものとする.Nelsonモデルでは， Kato-Rellichの定理によっ

てHzの自己共役性を簡単に証明することができる:

命題 2.1.すべてのボソンの質量m三0，紫外切断A>Oに対してハミルトニアンHzは自己共役
である.

Hzが自己共役作用素であるときHzの基底エネルギーを
EV (m) := infσ(H~) (6) 

によって定義するー次の基底エネルギーの不等式は基底状態の存在条件のために必要となる:

定理 2.2.粒子のハミルトニアンHp=ーム+Vは負のエネルギーの基底状態を持つと仮定する.
すなわち:

Hpψ= -eoψ，ψヂ0， eo > O. 
このとき

EV(m)三EO(m)-eo 

が成立する.

注4正確にはすべての:=:E:Fbに対して(己世(x))凡はzの可測関数であるという条件が必要.

F
h
d
 

nペ
U



注意.VがCoulomb引力ポテンシャルα/Ixl，(α く 0)の場合，Hpは水素原子のハミルトニアン
と同じ形なので負の基底状態を持つことはよく知られている.

次に，関数 ()， ()を次の条件を満足するものとする:

(i) B εC<f(IR~) ， B εc∞(1R~)であり

0三()(x)，O(x)三1， (x εIR~) 

B(X)2 + 8(x)2ニ 1

、t
，F
・・・4
-
冒

A
，，E
E

・、、

R> 0に対して関数 BR，BRを

BR(X) :ニ B(x/R)，(}R(X) = (}(x/R) 

によって定義する.以下，仮定 [V.1]に加えてつぎの仮定 [V.2]が成立しているとする:

[V.2] 任意のψε D(-ll)に対して

一({}Rψ1VORψ)三(θRψ，(-ERム+dR)BRψ) 

となる.ここに εR，ORは
limεR = Jim OR = 0， 
l(ー+00 l(ー+00

となるψによらない非負の定数.

3 Massive Nelsonモデル

J¥lIassive Nelsonモデルの基底状態の存在は次の定理によって保証される:

定理 3.1.m > 0に対して EV(m)くEO(m)仮定する [V.lj[V.2jを仮定する このとき Hぷは
基底状態をもっ.

注意.粒子のハミルトニアンHpが負のエネルギーの基底状態を持つとすると Theorem2.2より
EV(m)く EO(m)が成立する.特に VがCoulomb引力ポテンシャルの場合 Hzは基底状態を
持つ.

4 Massless Nelsonモデル

各m>Oに対して冗上のユニタリ変換Tmを

Tm := exp[ーゆs(旬(0)/ωm)]

によって定義する.このとき

ら時(m瓜=め仲判9伽 j||g(0)/d2||2，

Tmゆ(x)~よ=ゆ(x) + Im(g(O) /ωm，g(x)) 
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が成り立つ.したがってm>0に対して

Hz :=(I8Tm)HZ(I@Tふ)
$(，.-，¥ I 111 g(O) 112 

=HpeSI+leSHf(m)+ゆ(G)+ ~II忍~II + Im(g(O)jωm， g(x))， 

ここにゆ$(G)は(3)，(4)でg(x)の代わりにG(x):= g(x) -g(O)を使って定義した作用素である.
この作用素のm→0の極限は

IIV := Hp Q9 1 + 1 Q9 Hf + oEFJ(G) + ~II鰐 11 2+ Im(g(O)j叫抑凡 (7) 

である.ここにHf= Hf(O)，ω(k) =ωo(k) = Ikトこうして得られた作用素fIVはHJとは異な
る作用素である(下図参照). 

IOTm 
HV(m) ー~iIV(m) 

IoT.ム
m
↓
O
 
HV(O) # fIV (0) 

jiVが非同値表現の Nelsonハミルトニアンである.

定理 4.1.条件 [V.lj[V.2j を仮定する • EV (0)くEO(O)と仮定する.このとき非同値表現のNelson
ハミル卜ニアンIIVは基底状態をもっ.

注意.粒子のハミルトニアンHpが負の基底状態を持つとき，Theorem 2.2によってEV(O)くEO(O)
は成り立つ.特に VがCoulomb引力ポテンシャルの場合，非同値表現の Nelsonハミルトニアン
は基底状態を持つ.
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Complex constant mean curvature surfaces 

五beredby minimal surfaces 

神戸大学大学院自然科学研究科博士課程後期3年小林真平

1 はじめに

この研究は，ミュンヘン工科大学 Josef Dorfrneister教授，マサチューセッ

ツ大学のFranzPedit教授との共同研究に基づく この講演の目的は?平均曲

率一定曲面の一般化として考えられる複素曲面の微分幾何学的研究とその複

素曲面を通して1元の平均曲率一定曲面とそこから導かれる極小曲面との関

連を明らかにする事である.

平均曲率一定曲面は 1石鹸膜として実現される曲面であり，古来数学者1物

理学者によってよく研究されて来た([12]やその参考文献を参照).特に平均曲

率が0である極小曲面は，非常に盛んに研究されており，深い結果が得られて

来た.一方?平均曲率がOでない一定の曲面(以下特に CMC(ConstantMean 

Curvatureから)曲面と呼ぶ)の研究はー近年までよく研究されて来たとは言

えなかった.しかしながら?近年可積分系の理論が CMC曲面1より広くは調

和写像の研究に応用できる事が分かってきた ([9]を参照)• 

この様な中で， Dorfrneisもer-Pedit-Wu([8])によって，CMC曲面を構成す

る方法が，ループ群，可積分系の方法を使って得られた.乙れは，極小曲面

のWeierstrassの表現公式1に類似するので一般化されたWeierstrassの表現

公式と呼ばれる(節2を参照).

この一般化されたWeierstrassの表現公式を構成する課程においてI CMC 

曲面の複素曲面への自然な拡張が導かれる.以下Dorfmeister-Pedit甲Wuによ

る方法の大まかな説明と一つの主要な定理(定理2.2)を節 2で述べる.

1 Weierstrassの表現公式とは

(1.1) Re 1~ シ(1ーバ1(1+ 9 
で表される]R3内の極小曲面を表す表現公式で、ある.ここでfは正則関数，gは有理型関数であ
る.局所的には， ]R3内の極小曲面は全て Weierstrassの表現公式(1.1)で表現される.

oo 
q
J
 



2 Dorfmeister-Pedit-Wuによる方法

Dorf:合fmeis討te釘rト'-Pe吋di比t

曲率一定(以下CNIC)はめ込みは 3以下の様に 4つのステップによって得ら
れる

Stepl 対角成分が入 εC市の偶数巾，非対角成分が入 εCホの奇数巾かつ入

に関するフーリエ級数展開が入-1から始まる 2x 2-行列値正則微分形

式η=A(z，入)dzを考える (twistedsl(2， C)ループ代数に値をもっー形
式).さらに A(z，入)をフーリエ級数展開したときの最初の係数行列を

A-1としたとき， detA_1 i= 0であると仮定する.

Step2 線型常微分方程式dC= Cη を解く.ここで Cはルーフ。群に値を

持つ.

Step3 :解Cに対して岩津分解Cニ FW+を行なう.ここで F= F(z，入)

はzεD，入ε81に対して 8U(2)の値をとる (extendedframingと呼

ばれる).さらに W+はフーリエ級数展開した時に入の負巾の係数を持

たない.

定理 2.1.([8])入ε81上の各点にたいしてFはそれぞれある平均曲率

一定曲面Hi= 0のframingである

Step4 Sym-Boenkoの公式弘(z)=一言語{(最F)F-1 +F~ (6 ~1) F-1} 
にFを代入する.この時ψ入は匁から]R3~ su(2)への CMCはめ込

みを表現する.さらに全てのCMCはめ込みは3上記の方法によって得

られる

Remα?叱正則一形式η(正則ポテンシャルと呼ぶ)は， CMCはめ込みに対し

て一意に決まらない.何故なら，ゲージ変換G+巴A-;SL(2，C)σの不定性が
存在する， i.e.，微分方程式の解Cに対して CG+も岩津分解を通じて，同じ

CMCはめ込みを定める.

この方法は，平均曲率一定曲面に対する一般化されたWeierstrassの表現公

式と呼ばれる(極小曲面のWeierstrassの表現公式の一般化という観点から)• 

明らかに?上で示された方法は?ほぼ一意的である.ただ一つの不定性は3線

型常微分方程式の解Cの初期条件の取り方である.もし， CMCはめ込みに

に対応する ηを「正しく」選んだならば?初期条件を C(ZO，入)= Id， Zo E !> 
と選ぶ事ができる，然しながら p一般には ηの具体的な選び方は完全には解っ

ていない.従って，できるだけ「良いJηを選んで微分方程式の初期条件をう

まく選ぶ事によって，望む性質をもっ CMCはめ込みを構成する事ができる

([5]) 

ηの選び方は重要である.[8]によってー単連結領域の上の正則1形式 η

の代わりに有理型 1形式ご=入-lcを選ぶ事(正規ポテンシャル)が出来る事

ハ『
uqo 



ポテンシャル 定義される場所と正則性 係数行列の数

正則ポテンシャル3η んイ?正則 一般に∞

正規ポテンシャル，c D，有理型 l 

エルミートポテンシャル，( 。，有理型 3 

表 1:非コンパクトリーマン面んイ上のポテンシャルとその特徴 (Vでんイの

普遍被覆面を表す).コンパクトの場合は，正則ポテンシャルの代わりに有理

型のポテンシャルになる.

が示されている.ここでとはzにしかよらない有理型 l形式である.さらに

C(zo，入)= Idを選ぶ事によって，1)上のと=入一leとCMCはめ込みの一対
ーの関係が知られている.

最終的な目的はt リーマン面ルイからの CMCはめ込みに対応するデータ η

又はとが詳細に解る事である.従って?特別な性質をもっポテンシャルηを

考える事は， CMCはめ込みが普遍被覆面の上からだけでなくリーマン面んイ

上からでも定義されるためには少なくとも必要である.

リーマン面M が非コンパクトの場合， [5]で示された様に，全てのんイから

}R3への CMCはめ込みはールイ上で定義される正則ポテンシャルηから一般

化されたWeierstrassの表現公式を経て得られる事が知られている.一方，コ

ンパクトリーマン面の場合3正則ポテンシャルηがんイ上で定義できるわけで

はない.(有理型まで広げると λイ上で定義される.) 

最近 [6]によって新しい有理型のポテンシャル((エルミートポテンシャル

と呼ぶ)が発見された.一般にこのポテンシャルCはリーマン面入イで定義さ

れるわけではない(普遍被覆面 Dで定義される).しかしながら pこのポテン

シャルCは基本群の生成元の lつに対しては，必ず不変になる様にとる事が
できるが知られている.

この新しいポテンシャルを導入する課程で，自然に平均曲率一定はめ込みの

複素2変数への拡張が考えられる(対応する非線形偏微分方程式sinh-Gordon

では?複素化?複素sin-Gordon方程式に当たる).これによって?平均曲率一

定曲面(実2次元)から複素曲面(複素2次元)への拡張が考えられる.

定理 2.2.F(z， z，入)をCMC曲面に対する extendedframingとする (Step3
を参照).ここで zε1)，1)は単連結領域とする.この時，F(z，z，入)に対して
U(z，叫入)となる拡張が存在する.ここで(z，ω)E Dx否かつU(z，帆入)I山=z
F(z，z，入)
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半線形熱方程式の解の漸近挙動の分類

早稲田大学大学院理工学研究科

数理科学専攻高市恭治

1. Introduction. 

次の一相ステファン問題(P)の大域解の漸近挙動を考える。

(P) ~ 

(1) Ut(x， t) -uxx(x， t) == uP(x， t)， (x， t)ε00， l(t)) x (0， T)， p > 1， 
( 2 ) U ( x， 0) == Uo ( x )三0，x ε(0， lo)， 
( 3 ) Ux ( 0， t) == 0， u ( 1 ( t)， t) == 0， t E [0，∞) ， 
(4) l'(t) == -ux(l(t)，t)，l(O) == lo > O，tε(0， T) 

この問題(P)に対しては、 p> 1，80 > 0ρ。εC1([0， so])川o三0，
with u(so) == ux(O) == 0のとき、 U三0とl'(t)ど0を満たす、古典解(U，s)が一意的
に存在する事が知られている。例えば、 Souplet & etc. [1 ][2][3]を見よ。

次の ScaleTransformed関数を考える。

v(y， s) :ニピ/(p-l)u(es/2y，eS - 1) 

すなわち、

山):ニ (1+ t)-l/(P一l)V(品川(l+t))
このとき、 v(y，8)は、次の TransformedPro blem (TP)を満たす。

(TP) ~ 

(1)' vs(ν，s) -Vyy(y， s)二 vP(y， s) )， (y， s)ε(0， l ( t)) x (0， S)， P > 1 
(2)' v(y，O) == uo(y)三0，Y E (0，10)， 
(3)' Vy(O， 8) == 0，り(1(8)，s) == 0， s ε(0， S)， 
(4) ['(s) == _es(-p~l 十 t)vy([(S) ，s)， [(0) == 10 > 0， sε(0， S) 

ここで、 l(s):==l(eS - 1)， Sニ eT-10 

以下で、 (TP)(ただし、 p> 3)の解v(y，s)で、
C1([0， S[; L(K)) n C([O， S[; H1(K) n V+1(K))のクラスに属するものの漸近挙動を
考える。

2. No七ation.

• K(y) :==仰(ザ)
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LP(ぱ問K的):== {fれ吋川;i{JfI~ 
・ H1刊(K):戸=={fεL2(K); fんUε L2(K)リ} 
.W:=={vεHl(K); J(V)くd，j(v)くO}
・ V:ニ {vE H1(K); J(V) < d，j(v) > O}(汎関数J，jについては後程説明)

・ 0くd=JL)守安J(入u)

3. Main Result 

室皇ニ仮定p>3のもとに、以下が成立する。

(1) uoεWならば、 (TP)および(P)について、 H1_有界な大域解が存在する。

(2) uoεVならば、 (TP)および(P)について、 H1_有界な大域解は存在しない。

互主包ム1くpく 3の場合も全空間コーシー問題と違って、藤田タイプの大域解非存在

は成り立たない。

4. Phase Plane‘ 

まず、 H1(K)上の汎関数をいくつか導入する。

-A(u(s)):=t f(S)d(収 du- l fI(S)U2k dU 宇 H1(K)ノルムに相当
2ん Y¥-'-- -~ 2(p -1)ん

( cf.Prop.2) 

一-F叩州(い例U叫の刷州(いω附Sりゆ))ル)上:ニ 古札l代巾刷ヘ~(いωヘ~s吋~~)」〉U♂戸戸p升州町+1
一J(いv(いS吋)リ):二 A(いv(いs)リ)一F(いv(いs)リ) {字= エネルギ一汎関数と呼ばれる o (いcf.P針ro叩p.4吋) 

一j(いv(いs)リ):二 (ωp+ l)F(いv(いωs)リ)一2A(いv(いs)川) 
縦軸をA(v(s))、横軸をF(v(s))とした、座標平面で、解v(s)の挙動をこの平面上

で解析する。われわれは、この平面の事を PhasePlaneと呼んでいる。(図 1参照)

Prop.1 (Poincare Inequality) 

ijlりい)kdU5f(S)tCKdu

Prop.2 p > 3のとき、正定数C1とC2が存在して、

'ivεH1(K) 

rl(s) C)， ，_~. 1 rl(s) <'1， ，__ _ 1 rl(s) '"'__ _ _. rl(s) 
C1 }O 
' ， 

v~(収 dy ::; "2ん v~(収 dy- 均一 1)io" v2 K dy ~ C2 ion v;(収 dy
[証明IC2=iは明らか。
MO)u;(s)K一tηJd(吋v2K 三id(s)u;(s)K-tJ(s)u;(s)Kニ
掛川河(s)Ko
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従って、 C1=ポ?として、 OK!!(sincep > 3)0 

Prop.3(Sobolev's Inequality) p > 1のとき、

iil(S)pl(s)K吻)詰<
C(l川

Prop.2とProp.3を使う事により、

(p + l)F(v)p七 三 CA(11)i (ここで、 C=C X CJtとすればよい。)

従って、 A(v) 三 C-2(p + 1)命F(v)出となり、 Phaseplane上に斜線部のよう
な禁止領域がある事がわかる。(図2参照)

|エネルギー等式からの解析|

((1)い)L2問) キ rvkdu+与(出-1). ['3 (s) . e一年 =-L(u(s)) (l) 
Jo oj ....  2 ¥ I ds 
噌 . rl(s) ~ 

( ( 1 ) 
1， V S ) L2 (K) キ法人何dy==j(v(s)) (2) 

Prop.4(図3参照)
. J(v(s))は単調減少。(エネルギー等式(1)から明らか)

づい(s))三Oの領域では、 IvIL2(K)は単調増加。
j(v(s))くOの領域では、 IvIL2(K)は単調減少。

|STABLE SETとBLOWUP SETの構成|

図4参照。

5. Proof of Main Theorem 

(1) J(u)¥xより明らか。

(2) Kavian[4]と同様な議論により、 J(u)くO領域が BLOWUPは示せる。

次に、 Vn {J(u)三O}はどうか?
Soupleも[5]の次の Keylemmaを使う。

Key Lemma p > 1のとき、 TM == +∞ならば、

ヨ{tn}→∞ s.t. 叩 (tηhFZTJ(U(∞))

上の KeyLemmaと解の連続性より、 Voξv =今 Blow up!!が従う o
Q.E.D. 
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Proof of Key Lemma 

t'巾(μωs吋ヘ川v
川~:ず♂戸f六灼削(いωs吋) = ijt31HT)U2川悦d仲

一 l山μtソ]γγtr)ケl(什附削ヘ(ぐ什的へ7けヘ~Tけヘ~)九v叫J
く (fjt(T)ujKMT)t(fJl(T)印吻dT)i

三 (E(v(s))-E(v(∞)))吋f(s)ds)t

(最後の不等式は、エネルギー等式(1)とE(v(s))が単調減少であり、かつ、下に有

界である事より、従う。)

この評価から、
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p-l fT+lfl(s)1fT+1  
E(f(T+l)-f(1))=--lj uP+l(s)k ds-2j E(u(t))dt 

p + 1 Jl Jo ¥ I J1 

次に、右辺、左辺を変形して、

1f+IJI(S):+l  f(T+1)-f(1)2fl  ; Jl Jo vP+1(s)K ds ー(/削))必)J 0 ¥ I V -1 ¥ 2T . T } 1 

従って、 f(t)== o(t)とE(v(t))、E(v(∞))である事より、次のような求める時刻の
部分点列{tn}を選ぶ事ができる。

f(t)p+12(p + 1) 
→ p-l E(u(∞)) 

Q.E.D. 

註:図 1-4は発表時に、 OHPにてお見せする予定です。
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On the LG quantum link invariant 

Atsushi Ishii 

LO多項式(TheLinks-Gould invariant)は絡み自の2変数多項式不変量
である.ここで絡み目とはいくつかの円周のS3への埋め込みのことで?

次の図は成分数が lの絡み目(結び目)を表している.

c(b cS3=川
絡み目は組を動かしていって同じ形に変形できるとき同じ絡み目とみな

す.したがって一つの絡み自に対してその表示(絡み目ダイアグラム)は

無限にあるが，この複雑さにアフローチする一つの方法としてLG多項式
と呼ばれる絡み目の不変量を用いる.例えば

LG ( c(b ) = -t~tl 一仲 ~+2
であり?この値は絡み自の表示によらずに決まる.

LG多項式は量子スーパー代数Uq [g l ( 211) ]の4次元表現の1変数族を用
いて構成される [6J.この表現を用いて定義されるいくつかの線形写像を
絡み目ダイアグラムを分解してできる各ピースに対応させることにより

LG多項式を求めることができる.例えば1交点にはR行列と呼ばれる次
のYang-Baxter方程式の解を対応させる:

(R 0 idv)(idv③ R)(R @ idv) = (idv③ R)(R③idv) (idv 0 R)， 

ここでVはベクトル空閣を表し， idv でその恒等写像とする • Yang-Baxter 
方程式は次のダイアグラムに対応している:

O
O
 

A
吐



このダイアグラムのように組が絡まって開いたままの状態のものをタン

グルと呼ぶ.絡み目やタングルには紐に矢印を付けることによって向きを

考えることができる.特にLG多項式は向き付けられた絡み自の不変量で
ある，

LG多項式の場合 R行列のサイズは16x16と大きくその計算には労
力を要した.次の命題にあるスケイン関係式を用いることでこの困難を

軽減することができる.

Proposition 1 ([3]). LG多項式は次の二つのスケイン関係式を満たす.
スケイン関係式(i): 

LG (:Q) + totlLG， (以)
ニ (to+ t1 -tot1)LG () () + (to + t1一 1)LG (::=::) ， 

スケイン関係式(ii): 

LG(ロ)-LG(以)
== (totlーおーい2)LG() () -(totlーおーい2)LG(::=::) 

スケイン関係式とはいくつかの絡み目の聞の関係式のことで3この絡み

目たちは一部を除いて一致するようなダイアグ、ラムを持っている.スケイ

ン関係式を用いる例として?分離可能絡み目(二つの部分に分離するよう

なダイアグラムを持つ絡み目)のLG多項式の値が0になることを見てい
く.スケイン関係式の(i)から (ii)を引くことによって次のスケイン関係

式が得られる:

tot1LG (以)+LG (以)
= -2(to一山一 l)LG() () + (totl + l)LG (::=::) 

このスケイン関係式を用いることで次の四つの絡み目に対しLG多項式
の聞の関係式が得られる;

おわLG(⑥⑬)+叫⑤ゆ)
二一2(to -1) ( t 1 - 1)叫⑪③)+ (totl + 1)刈¢令)，

ここで~，~はこの形の任意のタ川を表し7 その中に複雑さを包
含している.1，2，4項目に同じ絡み目が現れているととに注意すると，残
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る項がOになることがわかる.したがって分離可能絡み自のLG多項式の
値はOである.

この例のようにスケイン関係式を用いることでLG多項式の様々な性
質を明らかにすることができる.絡み自のLG多項式の値を求める場合に
もスケイン関係式は有用で，特に (1)の値もスケイン関係式(i)，(ii)を用い

て求めることができる.スケイン関係式の発見によってLG多項式の扱い
やすさは大幅に改善されてきたのである.

De Wit， Ka仰，1札u古maI肌I

くつかの計算によつてこの不変量が強力であることを示唆していた.さ

らにLG多項式は次の二つの類を完全に分類することがわかっている:10 
交点までの素な結び目 [1]，他のいくつかの不変量では区別できない結び

目を無限に含んだ金信結び目と呼ばれる族 [4].この様にLG多項式は強
力な不変量であるが，最近の研究ではその強力さよりもいくつかの興味深

い性質に焦点が当てられている.

スケイン関係式 (i)，(ii)を観察することで2変数toとむの聞の対称性
に気づくことができる.このことは次の等式が成り立つことを示唆して

いる:

LGL(to， t1) == LGL(tl， to)， (2) 

ここでLGL(to， t1)は絡み目 LのLG多項式を表している.この対称性は
アレクサンダー多項式の視点から見るのが面白い.アレクサンダー多項

式ムL(t)は絡み目Lの多項式不変量であり， R行列を用いた定義以外にも
様々な方法で定義される古典的な不変量である.LG多項式はアレクサン
ダー多項式の2変数一般化の一つであり次の定理が成り立つ.

Theorem 2 ([5]).任意の絡み目 Lに対して次の等号が成り立つ:

LG L(t， _t-1) ==ムL(t2)

この定理よりLG多項式の対称性(2)はアレクサンダー多項式のある対
称性を導く.つまり任意の結び目 Kに対して次の等号が成り立つ;

ムK(t2)== LGK(t， -t-1) == LGK( -t-l， t) ==ムK(t-2).

最初と最後の等号は Theorem2から?真中の等号はLG多項式の対称性
(2)から導かれる.この等式は多項式をべきの順に整理したときの係数の
対称性を表すがうアレクサンタ、、ー多項式の係数が左右対称になることはよ

ハU
F
h
J
V
 



く知られた事実である.この性質の他にも変数に lを代入したときの性質

は重要である.アレクサンダー多項式の場合?変数tにlを代入すると絡

み自の成分数によって異なる定数をとる:

[1 Lが結び目のときヲ
ムL(l)== < 

1 0 それ以外のとき.

乙の性質に対応してLG多項式の場合には次の命題が成り立つ.

Proposition 3 ([5]).次の公式が成り立つ:

い Lが結び目のとき F
LGL(to， 1) == LGL(l， t1) == < 

10 それ以外のとき.

(3) 

この公式においてもう一方の変数に -1を代入すると， Theorem 2によ

り?アレクサンダー多項式の性質(3)が復元されることに注意する.

変数に lを代入したときに 1になる.多項式の係数が対称的に現れる.

この二つの性質は結び目のアレクサンダー多項式を特徴づけている.つま

りA(l)ニ 1とA(t)== A(t-1)を満たす任意の多項式A(t)εZ[t土1]に対し
て?ある結び目 Kが存在してムK(t)== A(t)となるのである.例えば[7]参
照のこと.アレクサンダー多項式のごつの性質をそれぞれ対応するLG多

項式の性質に置き換えることで1 自然に次の問題を考えることができる.

Problem. A(to， t1)εzlttl?tf11をA(to，1) == A(l， t1) == 1とA(to，t1) == 
A(t}， to)を満たす2変数多項式とする.このときLGK(to，t1) == A(to， tl) 
を満たす結び目 Kは存在するか?

可逆的もろて型結び目のアレクサンター多項式の性質についても考察

する.可逆的結び目とは向きを逆にしたときに得られる結び目が元の結び

目と同じものになる結び目のことである.またもろて型結び目とは結び

目とその鏡像が同じものになる結び目のことである.Kを可逆的もろて

型結び目とすると?その結び目に対しである多項式ム本(t)εZ[t土1Jが存在
してムK(t2)==ム申(t)ム串(t-1)と因数分解される.この性質に対応してLG
多項式の場合にも?結び目を2橋結び目と呼ばれる結び目に制限した次の

命題が証明されている.

Proposition 4. Kを可逆的もろて型2橋結び目とすると LG串(to，tl)ε 

zittl，tf11が存在してLGK(to，tl) == LG本(to，t1)LG*(to
1， tl1)が成り立つ.
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アレクサンダー多項式は幾何的な方法を含む様々な方法で定義される

が?一方のLG多項式には代数的な定義しか知られていない.上に見てき

たように， LG多項式はアレクサンダー多項式の単なる 2変数一般化とい

うだけではなく?いくつかの性質は 2変数一般化される際にアレクサン

ダー多項式から LG多項式に遺伝してきでいる.このことはLG多項式の

幾何的意味づけの可能性を示唆しているように思える.
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ヒルベルトの第14問題に対する
フ口イデンバーグの反例について

谷本龍二

はじめに

体k上の代数群Gの忠実な線型表現p:G→GLn(k)があたえられたとする.
すると， Gはη変数多項式環k[Xl". . ，Xn]へ自然に作用する.このとき，不変

式環k[Xlγ ・.，Xn]Gはk代数として有限生成であるか，という問題は不変式論に

おける基本的問題である.

この問題(本来のヒルベルトの第14問題と呼ばれている)には，反例があたえ

られていて否定的に解決されている.現在では，そのような反例を導く無限生成

な不変式環についての解析が，さまざまな角度からおとなわれている([5，6，7，11]

を参照せよ)• 

以下，ヒルベルトの第14問題入門をかねて フロイデンバーグの反例が発見

されるまでの道のりを簡単に振り返ってみよう.

19世紀後半，上記の問題に対する肯定的な部分的結果が半不変式環の有限生

成性との関連で知られていた.このような肯定的結果をもとに，ヒルベルトは，

上記の問題を次のように一般化し解決しようとしていた.本来のヒルベルトの

第14問題において， k[Xl1'・，Xn]Gの商体をKとすれば，Kは，k上のn変数

有理関数体k(Xl'. . . 1 Xn)の部分体であり，kを含む.さらに，k[Xlぃ • ，Xn]G = 

k[Xll・・・，xn]nKが成立している.次の問題が， 1900年の国際数学者会議にお

いてヒルベルト [4]により提出された.

ヒルベルトの第14問題. 体k上のη変数有理関数体k(Xl1・・・，Xn)の部分体K

でkを含むものに対し，k代数k[Xl1'"，Xn] n Kは有限生成である.

この問題の提出以降，さらにこの問題の肯定的解決を期待させる結果があ

たえられた.1932年ヴァイツェンヴエツク [12]により，標数Oの体kの加法群

Gα = (k， +)が多項式環へ線型に作用しているとき，本来のヒルベルトの第14

問題は肯定的なことが示された，
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このような肯定的経緯に反し， 1958年永田 [8]により，本来のヒルベルトの

第14問題に対する反例が突然発見された.その反例は， G;3の忠実な32次線型

表現の形であたえられていて，ヒルベルトの第14問題に対する反例でもある.

以降一時期，ヒルベルトの第14問題は否定的に解決されたとみなされ顧みられ

なくなった.

そのようななか， 1990年ロパーツ [9]により，ヒルベルトの第14問題に対す

る次の新しい反例が発見された，その反例は7変数多項式環へGαが非線形に作

用する形であたえられた.以降，小さな反例を構成するという視点から，変数

の個数の少ない多項式環とそこへの非線形なGα作用で，それによる不変式環

が無限生成になるものの構成が考察された.6変数多項式環へのあるGα作用の

形の反例をフロイデンバーグ[3]は構成した.また，この反例を利用して， 5変

数多項式環へのあるGα作用の形の反例をデイグルとフロイデンバーグ[2]は構

成した.以上が20世紀末までのヒjレベルトの第14問題についてのおおまかな

動向である.

フ口イデンバーグの反例について

フロイデンバーグ [3]は，ヒルベルトの第14問題に対する次のような反例を

構成した

kを標数0の体とし， R:== k[x， y， s， t， u， v]をk上の6変数多項式環とする.R

における局所べき零微分Dを

q θ -δ a ， _2_2δ 
:== X
3
:: + y3S :， + y3tー +Z2u-εDerk(R)
θsδtδuθu  

で定める.このとき，Dの核RD はk代数として無限生成である.

ここで，次のことに注意しておく.Dにより {(;aのRへの作用Gα xR→R 
が

ふDη(f)=ら7tπ (tE <Ga， f E R) 
で定まり，さらに，この<Ga作用による不変式環RGaはRDと一致する.

本稿の目的は，次の問題に解答をあたえることである.

問題. 無限生成k代数RDの生成系を記述せよ.
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解答の方針は，無数の不変式を構成し，それらが生成系になることを示すこ

とである.

はじめに，RDの元11，ん，/3)ム7んを

f1 :ニ X，

f2 :== y， 

ん:==2x3t -y3 82， 

ん:== 3x6u -3X3y38t + y6 83， 

ん:== 9X6U2 - 18x3y38tu + 6y6 S3U + 8X3y3t3 -3y6 S2t2 

とおく • v次数が0のRDの元は点 (1:::; i三5)の多項式としてあらわせること

が簡単な計算からわかる.

U次数が1以上のRDの生成元を構成する手がかりは次の補題にある.

補題 1. k代数の間の準向型九 :R→Rxyを

ぶnn(f)( ¥ 
九(f):==記7 卜剖

で定める.A における列 {bm}m~o が，

r bl1巴 Ad
‘( * ) ~ -.v. ~ -，- } 

1ム(bm)== Xγbm-1 (V"m三1)

を満たせば，各m三0に対してれ(bm)E RDが成り立つ，さらに，九(bm)をU

次数について展開すると，

(-l)m
L 
_.m 苧

πv(bm)=-Z「bou+(u次数んついて低次の項)

がえられる.

上記の補題をふまえ，フロイデンバーグ(3]は以下の定理を示した.

定理2. A:== k[x， y， s， t， u]とおき，ム:==DIAとおく.このとき，あるAにお

ける列 {b~)}m~o で次の条件 (1) ， (2)， (3)を満たすものが存在する.

(1) b~l) == f1 

(2) ム(bg))二 Z2y2b111(vm三1)

に
-v
R
U
 



(3) b~) ε xA (Vm 三2)

したがって，各m三lに対し

flVm + (υ次数について低次の項)

の形の RDの元が存在する.

A における列 {b~)}m~o と {b~)}m2: o を

f2ん m == 0のとき

b~) :== ~ x2(3x3u -y3 st} m == 1のとき

シbi2)札 -(m-州日)) m三2のとき7

ん m == 0のとき

bZ):=〈zγ(3x3SU + y3 s2t -4x3t2) m = 1のとき

:同3)仏 -(m-岬b~)) m 2:: 2のとき

とおく.すると，次が成り立つ.

補題3. 各i= 2，3に対し， {bJ3}mEoは補題1の条件(*)を満たす.したがっ

て，各m>1に対し，

f2f3Vm + (v次数について低次の項)，

f4Vrn+(V次数について低次の項)

の形のRDの元が存在する.

上記で構成したRDの元九九f3，九 f5， 1f v ( b};{) (i == 1， 2， 3， m三1)の集合を

5とおく，本稿の主定理は次である.

定理4. RD = k[S] 
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三次元形状記憶合金方程式の可解性について

吉川周二 東北大学大学院理学研究科

形状記憶合金は医療機器やメガネなど多くの用途で用いられる素材である，この合金は 7形状記

憶効果と呼ばれる「変形させても熱を加えることで元の形に戻る」性質をもっ.形状記憶効果は

温度によって合金の金属格子を変える相転移現象によって生じることが知られている，相転移現

象は物理変数が不連続に変化する現象であり p数学的には現在も盛んに研究されている.ここでは

Falk-Konopkaによって提唱された?三次元の形状記憶合金の相転移現象を記述する方程式系につ

いて取り扱う.それは以下のような方程式系である.

匂tt+ QQU-lノQUt= ¥1. Fjε(ε， e)， 

E向。tームe= eF/of.(ε，e) :εt+ν(Aεt) :εt 
(3FV) < ~ v 
U=QU=マ0・n=O

in (0， T) x fl = QT， 

on (O，T) xθfl = ST， 

U(O， x) = UO(X)， 同(O，X)ニ Ul(X)， e(O，X) = eO(X)三0 in n. 

ただし U ε]R3は合金の変位，eさOは合金の絶対温度，F E IRは合金の弾性エネルギー密度?
ε={匂}= ~(Uifj + Ujfi)は歪みを表しているらと νはそれぞ‘れ比熱，粘性係数を表す正定数と

する叫fj=告，Ut=告と定義する まためε={若}，丹Of.= {議か ε:e =幻j=1白ん
である.n c }R3はc2境界を持つ有界領域で nはδQの外向き単位法線ベクトルとする.Aは
Hookeの法則を表現する四階テンソルで

A = (Aijkd =入OijOkl+μ(OikOjl + OilOjk)， 

とし，これに対応して弾性作用素Qは

QU = ¥1. (ε(u)A) =μムU+(入+μ)マ(マ.u) 

={μ岳山叩)ト)
と書ける.ただし.Lame定数入， μはμ>0， 3入+2μ>0なる条件を満たすものとする.弾性エネ

ルギー密度F(ε，e)= Fl (ε，e) +乃(ε)は次の形のものを考える:

(a) Fl (ε，D) and F2(ε)ε03であり?かつ8どDl(Dlはある定数)に対して 3

IFl/白|三 cerIElq-l，

IFl/訓三 cer-11εIq，

clε|朴 1_ C三九(ε)‘

|九/f.f.1三CIεlq-I，

IF1/θ81三CBr-21εIq+1，

O
O
 

F
h
d
 



上の条件からF(ε，B)は次の増大条件を満たすととがわかるう

IF1(ε，8)1三C+C8
TIεIQ+1， IF2(ε)1三C+ CIEIQ+l. 

(b) F1は[0，8l)で線形.

FalkとKonopka([1])は形状記憶合金の性質をよく表現する弾性エネルギー密度として

F(け)=乞α;(8一。c)々 (ε)+乞αt(8一。c)勾(ε)+乞αfJf(ε)1 
i=l i=l i=l 

という形のものを提案したただし αf ， 8c は定数で • Ji
kは{匂}についてのk次多項式この弾性エ

ネルギー密度は上の (a)，(b)において γ=1，q=3，q=5の場合にあたる Pawlow名ochowski([2])

は1以下の仮定型

(PZ1)ν> 2 (粘性が大きい)， 

(PZ2) 0く Tく 1/2， 1 三 q 三 (q+1)(~-r) ， l~q 三 j ，

のもとでの時間大域解(u，8)の存在を示した.しかし?実験データから粘性は小さいことが知られ
ているため (PZl)の条件は不自然である.また (PZ2)の非線形項は Falk-Konopkaの非線形項を

含まない.この研究では?この仮定を少し緩めることができた:即ち 7

(A1)ν> 0， 

(A2) 0く Tく 1/2， 1三q三(q+ 1) (~ -r) ， 1 ~ qく 5，

のもとで時間大域解の一意存在を示すととができる.しかし残念なことに，この結果もq= 5， r = 1 

と取れないことから Falk-Konopkaの非線形項は含んでいないことがわかる.

以下?主結果を述べる前にいくつか関数空聞を導入する.LP(QT) = L~L~ = LP(O，T;LP(f2)) 

はLebesgue空間， W~ はノルム lI ullwt(n) := Lし。 IID~uIILP(口)から定義される Sobolev 空間で?

特に Hi(0) := w~ (f2)と書く ただし D;=HDF，Dt:=t£ また W;l.l(QT)はノルム
S=S1 +S2+S3 

IluIIW;I，l(QT) := ~;~o L2山 =j||tZDかIILq(QT)'から定義される Sobolev空間とする

定理}op> 4!ことる Fが仮定(Al)，(A2)を満たすとする この時F任意の(uo，Ul， 80)εU(p) := 
叫ん叫んw;-hこ対して， (町れ則的-吋1(QT)×WF(QT)を満たす(3FV)の解
(u，8)が唯一つ存在する.

この結果は F単に仮定を弱めているだけでなく，データと解の属すクラスも [2]と若干異なる.実

際， (2]においてはデータが WJ一的 xW;-2/p x w;一的で VP7×WJに属す解をp>5で求めて
いる.この結果も解の微分可能な階数が方程式の階数にあっているという意味で自然ではあるが?

物理的な意味は持たない本研究においては方程式系のエネルギーに焦点、をおいて自然なクラスを

考える.方程式を考える上で，そのエネルギーから自然に定義される空間(エネルギークラス)は
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非常に重要な役割を果たすことが知られている.例えば Schrりdinger方程式におけるH1のように

である • (3FV)のエネルギークラスはH2X L2 X Llであることが知られている.ととで形式的に

p=2ととると U(2) = H2 X L2 X L1となりエネルギークラスに一致する.その意味で?データの

属す空間 U(p)は物理的に自然な空間と考えられる.しかし 7解の属す空間の微分可能な階数は方

程式の微分階数より少ないととからわかるように，定理1の解は弱解である.[2]の結果に対応した

強解のクラスでも解くことができる?

系 2.p > 5/2， p' > 5/2は次を満たすようにとる:

(22(5-P) 咋 JLl
p'ε[子∞)

ifp E (5/2，5)， 

ザPE [5，∞) . 

Fが仮定(A札 (A2)を満たすとするこの時p任意の(u川，80)ε U(p，p'):=ぱんぱん

w;-Fに対して， (u， 8)εら(p，p'):= W:，2(QT) x W~，' l(QT) なる (3FV) の解カ唯一つ存在する

乙の結果はp=p'ととることによってヲ Pawlow-Zochowskiの結果を含んでいることがわかる.

証明の鍵となる評価は，調和解析とも密接な関わりをもっ最大正則性と呼ばれる評価である.

注.(i)これらの結果は実はより広いクラスのデータに対しても解けることもわかっている. す

なわち， Besov空間と呼ばれる空間Bんを用いて1定理1のU(p)及び系2のU(p，p')をそれぞれ?

ur(P)=B;ヌ×47×B;jFM):=43xd×47としても同様の結果が得られ
る.Besov空間については詳述しないが，p三2であればW;c B;，pが成り立つ.
(ii)指数の制限(A2)もまた方程式系のエネルギーとも関わりがある.実は?きちんと方程式を導

くとら=cu(ε，8) =ゐ -8Fjoo(ε，8)となる 1すなわち方程式(3FV)は準線形方程式になる.しか

し取り扱いの困難さから [2]と同様に半線形方程式(ev=ゐ=定数)として問題を考えた.これに

より解の存在証明は取り扱いやすくはなった.しかしエネルギー保存則を失うことになり，これが

結果としていくつかの指数の仮定をつける原因にもなってしまう.最近Pawlow-Zacjakowskiによ

り(更にいくつかの条件を課すことにより)準線形の問題(cv= cv(ε，8))についても解の存在と一

意性が示された ([3]).
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EIGENFUNCTIONS 

(一般化固有関数の一様分布性について)

東京工業大学 宮西吉久 (YOSIHISAMIYANISI) 

Department of Mathematics， Faculty of Science 
Tokyo Ins七ituteof Technology 

2-12-1 Oh-okayama， Meguro-ku， Tokyo， 152-8551， Japan 

概要.この論文では，一般化固有関数の量子エルゴード性を紹介する.

Abstract. In this note， we shall introduce the notion of quantum ergodicity 
for generalized eigenfunctions. 

l.序

ここでは，楕円型偏微分作用素の(一般化)固有関数の性質と，ハミルトン力学系

の関係を述べたいと思う.大雑把に言えば， (無限遠)測地流がエルゴード的である場

合に， (無限遠)密度関数が漸近的に一様分布することを述べるのが目的である(主定

理p.5).ただし，密度関数とは固有関数の 2乗である.

具体的には， Melroseが導入した散乱的計量(参考文献 [Me1]，[Me2])の範鴎で，
ラプラシアンの密度関数を扱い，測地流がエルゴード的である場合に，散乱波の一様

分布を導出する.

ちなみにこの理論は，コンパクトな多様体上のラプラシアンの密度関数の類似であ

る.実際，測地流がエルコード的である場合に，密度関数は漸近的に一様分布してい

ることが指摘されてきた(参考文献 (Co]， [Sc] ， [Ze1]). この性質は量子エルゴード性
と呼ばれ，ラプラシアンに限らず，シュレディンガ一作用素，量子catmap，量子接触
変換，ランダム多項式， spin系などについても，数々の研究がされ，類似の結果を得

るに至っている(例えば [Bo-Bo-Le]， [Bo-GI-Ke]， [Es-Gr-Is]， (He-Ma-Ro]， [Ku-Rul]， 
[Ku-Ru2]， [Sc・Ta]， [Sh-Ze]， [Va]， [Ze2]など)• 
さらに近年になって，ラフラシアンの一般化固有関数である Eisenstein級数につ

いても，量子エルコード性があることが分かってきた(参考文献[Jal]， [Ko]， [Lu-Sa]， 
[Sa])・しかしながらまだまだ，測地流との関係が，明確に見えているわけではない.
そこで，この論文では，ユークリッド的散乱的計量(参考 93，[Me1]， [Me2])を持つ
場合に，一般化固有関数と測地流との関係を調べてみようという訳である.

論文の内容は，以下の通りである.

92では，問題のイメージを見るために，コンパクトな多様体の場合に，代表的な
定理や古典的な例について紹介する.具体的には，ラプラシアンの密度関数と測地流
の関係を主に述べる.

93では，ユークリッド的散乱計量を導入し，一般化固有関数に対して量子エルゴー
ド性を述べる(主定理p.5)・さらに，この結果は， modular surface上の場合におけ
る，一般化固有関数(Eisenstein級数)のアナロジーとなっていることを説明する.

2.コンパクトな多様体上のラプラス固有関数.

この章では，コンパクトな多様体上のラプラス固有関数の密度関数について述べ
る.そこで，次のように設定する.

(QM) ~ームレ ÀnUn 山 3 ，. T')/~ A"" (CM) ~ XH三(智子)，
l {Un， An};固有関数展開(inL2(M))， ''-'J.UoJ 1 exp(tXH) : S*M→S本M;測地流

この論文を書くにあたって，私の質問に丁寧に答えて頂いた.多久和英樹氏に感謝します.
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ただし， (M，g)は，滑らかなコンパクトリーマン多様体とし，XIIは，H(x，p) = 、Igx(p，p)をハミルトニアンとするハミルトンベクトル場である
参考までに物理学では， (QM)は量子力学(QuantumMechanics)を記述し， (CM) 
は古典力学(ClassicalMechanics)を記述すると考えられている.

少し詳しく言うと， Ilun(x) IIL2 == 1であるから， lun(x)12は，確率密度関数1にな
り，これは粒子の存在確率を表すと考えられている.また，exp(tXH)は，速さ 1の
測地流である(下図)• 

QM 

lun(x)12は，M 上の確率密度関数 exp(tXH)は，速さ 1の測地流.

ここで繰り返しになるが，我々の扱いたい問題は，粒子の確率密度関数と測地流

の関係である.直感的には，粒子の確率密度関数は，測地線に沿って分布すると思わ

れるだろう.

そこで2章では3このことについて，いくつかの例について見てみたいと思う.
まず，最初の例は，閉測地線に集中する密度関数の列が存在する例である.

例1.(M，g)を二次元球面とし， γを閉測地線(大円)とする.そのとき，ある固有
関数展開{uηlAn}と，ある固有関数展開の部分列 {Uηk}が存在して，次を満たす.

IUnk 1
2dvolM→0'"'( weakly. 

証明は，球面調和関数の計算を行えばよい.実際，大円γの赤道からの傾きを 0

とすると，IYiml2dvolM→ム as乎→ cos()， 1 →∞となっている.また，球面上の
測地流は可積分系に分類されることも知られていて，一般に?可積分系と呼ばれる系

において，同様の性質が証明されている場合がある ([Ze3]， [J a-Ze]). 
一方，次の例は，負曲率な多様体のように，測地流がエルゴードと呼ばれる場合であ

る.ここでは，もう少し詳しく，コンパクトな多様体の場合に， Classical ergodicity(古

典エルゴード性)及び Quantumergodicity (量子エルゴード性)の定義を述べ，そ
の関係を見る.おおざっぱに言うと，古典力学 (CM)，量子力学(QM)，それぞれに
対応するエルコード性，すなわち，測地流，もしくは密度関数に対する，8*M上の
一様分布性を定義する.

定義 1((Classical ergodicity)(古典エルゴード性)).(CIvI)が classicalergodicであ
るとは，次を満たす時をいう.

噌 I'T

Ji~_ ~ I f(exp(tXH)(X，p))dt = 占 I f(x，p) dvolsサイ
ん vol(8*M) } 

S*M 

for Vf(x，p)εL∞(8* M). 

この定義1は良く知られている様に，時間平均と空間平均が等しい事を意味して
おり，また Birkoffの定理によって左辺の収束は保証されている.

定義 2((Quantum ergodicity)(量子エルゴード性)).(QM)が， quantum ergodicで
あるとは，ある部分列 {Unk，Ank}が存在して，次を満たす時を言う‘

条件l lit守=1， 

and 

条件2 此 (ρ向剛O印釧p以(仇，U品州川Unk川η川川k)μL2= vω叫叫olぷ(J;ふん申引明M附川)J刊 α(x仰，p)d伽伽削Uω叫01
f伽OωrVα(x，pω)εS♂O(伊8*M).

1解析学では， quant um measureとか.defect rneasureと呼ぶこともある(参考文献 [He-Ta]， [Ge])・
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ただし Op(α)は， α(x，p)ε80(8事M)をsymbol(表象)とする order0の擬微分作用
素とし，(-， -)L2は，多様体M 上のL2内積を意味する.

定義2の意味は，多様体上の固有関数が漸近的に L2normの意味で一様分布する
所にある.また，条件1.によって，例外的な部分列を除けば，すなわち殆どすべて

の部分列に対し，一様分布の性質を持つ.

注意として以上をまとめると，

注意1.(QM)がquantumergodicとする.その時，ある固有関数展開の部分列{Uπk}
が存在して，次を満たす.

1Vl  
and 

2. IUnk 1
2dvolM→罰対 weakly

Proof.ゆ(x)εC∞(M)とし，擬微分作用素のsymbolとして，次の様にする.

α(x，p)三 π*ゆ(x)

ただし，仁 S勺¥.1→ M はnaturalprojectionとする.
そこで，定義2の条件2に?今定義したsymbolを代入すると，

lim I ゆ(x)IUnk 1
2dvolM = )im (ゆ(x)Unk ， Unk) L2 

k→∞JM '.. k→∞ 

=kb。(印(伽nk'Unk) L2 

~w ~ K¥ rα(x，p)dvols. M 
uol(S本M)JS'PM 

~_ _"  ~ K ¥ r r 7r a (ιp)dvol!v1dvolST1 
Jgn JlIイ

=一土A'¥I 7ra(x，p)dvoIM 
vol(M) J M 

=一土IA'¥ Iゆ(x)dvolM.
ωl(M) J M 

すなわち，IUnk 1
2dvolM→新場となった 口

次に挙げる定理は，古典エルゴード性から量子エルゴード性が導かれることを示
している.

定理 1(何chnirelman)(参考文献 [Sc])).(CM)が clαssicαlergodic =キ任意の固有関
数展開に対し， (QM)はquαnt包mergodic. 2 

それでは?量子エルゴード性を持つ多様体の例を見てみよう.

例 2.(M，g)を，いたるところ負曲率(Kく0)なコンパクト多様体とすると， (CM) 
はclassicalergodic.よって，Schnirelmαnの定理より (QM)は，quαntum erdodic. 

例 3.M = RjZ (一次元の円)とすれば Uη e2rrinxとなって、 (QM)はquαntum
ergodicになることが，直接確かめられる 3

上に挙げた例や定理は，代表的なものである.実は，密度関数については，非常
に多くのことが知られ，予想されている.そこで，かなり部分的で簡略なものだが，

2逆についてもIr(QM)がquantumergodic ==> (CM)はclassicalergodic Jとなることも予想さ
れており，部分的に解決されている(参考文献 [Su]).

3一次元多機体はつねに (CM)がclassicalergodicであるから.Schnirelmanの定理を用いても良い.
また，部分列を取らなくても，収束している (quantumunique ergodicity). 
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次の表において， γは，それぞれの多様体における閉測地線(境界のある場合は，
billiard fiow) 4の様子である.

茅夜葎

Bunimovitch stadium 

1(CM) 

可積分系

(QM) 

IUnk 12dvolM→ム

(球面では，固有値に縮退があるので，

固有関数展開を取り替えると J quantum 
ergodicになることもある今([Ze4]， [Va]). 

f っ dvolM
|ヨ 1~.Lnkl:ldvolM→一一一 (quantumergodic) 

ergodic I <υol(M) 
lヨIUnk12dvolM→μs+μT (scar?) 

向 dVOlM
lunl2dvolM→ m ergodic I I~nl ~~'-'''lVl 'vol(M) 

(quantum unique ergodicity ?) 

表の補足として，少しだけ述べておく.

可積分系には， トーラスのようなものもある.この場合，固有関数は閉測地線に

集中することはないが J S*M内において不変トーラスに集中する(参考文献 [Bo]，
[Ja2]) . 
また，量子エルゴード性において，部分列を取るか取らないかは，多様体の構造に

依存すると予想されている.上のstadiumの例では， μs+μr(ただし， μsは特異な
測度， μTは絶対連続な測度)に収束する非常に例外的な部分列が存在すると予想され

ている(参考文献 [Ba-Sc-St]， [Ch-Hu]， [Hel]， [He2]， [Bu-Zwl]， [Blιw2]， [Bu-Zw3]， 
[Ze5]など).この問題は， scar ([和訳]傷跡)の問題と呼ばれている，
また，いたるところ負曲率(Kく0)な多様体とすると，部分列を取ることなく，量
子エルゴード性が導けると予想されている(参考文献 [Do]， [Li]， [Ru-Sa]，[Sa]など)・
この問題は， quantum unique ergodicityの問題と呼ぶ.
2章では，ごく一部の文献や性質しか述べなかったが，他にも非常に沢山の問題と
予想があることを，最後に指摘しておきたい.

3.散乱的計量と一般化閲有関数

3章ではJ 2章で述べた量子エルゴード性のアナロジーを，一般化固有関数の密度
関数に対して考えたい.そこで， Melrose (参考文献 [Mel]，[Me2])に従い，散乱問題
を次のように設定する.

M を境界 θMつきのコンパクトな多様体とし，多様体上で，散乱的計量を

dX2 h 
gsc = 一γ+~
zτ X" 

4境界がある場合には.(CM)は， billiard flowを考えることとなる.c1assical ergodicityについて
は，良く知られている(参考文献 [Bu]，[Ha]).また，色々な境界条件のもと， quantum ergodicityも分
かっている.(参考文献 [Ge-Le]， [Zw-Ze] ). 
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とする.ただし xεC∞(M)は滑らかな境界定義関数である.つまり境界上で，

x=oとなるものである.また， hは，滑らかな2-共変テンソルで，境界に制限する
と非退化になるようなものである.
代表的な散乱的計量は，立体射影により，ユークリッド空間 Rnを半球コンパク
ト化したときに得られる計量#+咲である (伽は， n-l次元球面の標準的な
計量). 9scは，一般化であるりで， (ユークリッド的)散乱計量と呼ばれている.

ちなみに双曲幾何では，上半平面の計量を呼+4としている.この場合には，
y- y 

Uが境界定義関数になっていて，双曲的計量と呼ばれている.散乱的計量とは指数が

違っているが，類似とみれるであろう.
そこで，我々の考えたい問題は，一般化固有関数の空間である.つまり， 0でない

入に対して7

null(ムsc-.¥2) = {uεH;?-∞(M) ; (ムsc-.¥2)U = O} 

を考えたいのである.ここで， H;?一∞(M)は，境界で超関数になり，内部では，滑
らかな関数になるものである.

さらに次の(構造)定理によって，滑らかな(入射波)境界値 fに対して，一般化
固有関数が一意に定まることがわかっている(参考文献 [Nlel}， [Me2])・

補題 .fεC∞(θM)とする.そのとき，一意に uE null(ムsc-.¥2)が存在して，

U二 ei入jxx与ifJ+e-4入/xx与.1f" + Ul U'εH20(M)? 

と書ける.ただし， f'， f" E C∞(M)であり tlaM= f. 

さらに， Christiansenに倣って，入射波l'を境界のラプラス固有関数として，
般化固有関数をパラメター付けしておく(参考文献[Ch])・実際，8Mはコンパクト多
様体で， hの制限を hとすれば，自然に境界上でムhを考えることができて，固有
関数展開を使うことが出来る.そこで，次のように定義する.

定義 3(パラメター付けされた一般化固有関数)・勺を L2正規化された境界上のラ
プラス固有関数とするとき 3一般化固有関数 ujを次の式で定義する.

Uj = eiλjxx守ifr+e-i入jxx号.1f" + u' u' E H~~O(X) ， 

ただし f'，f"εC∞(M)であり tlθM=υjとする.

我々の主張は，次の定理である.

主定理[境界近傍(無限遠近傍)における量子エルゴード性]境界上の測地流exp(πXゾ百)
がclassicalergodicであるとする.そのとき，ある部分列 Ujk と0に収束する数列
九>0が存在して，

1. lim十1
αηd 

||竹山IILる(Bk) Vol(Bk) 2.liml-|=0  
k→∞ IIUjk IIL~ (Ak) Vol(Ak) 

ただし，Ak， Bkは，境界の丸近傍(無限遠近傍)に含まれる滑らかな領域とし，kによ
らない正の値 c，Cによって CくVol(Bk)く C，CくVol(Ak)く C となるものとする.
また LLは，重み付き L2ノルムである.すなわち， IIfllLる(A)=んx-n+1IfI2dvolM
である.
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この主張は，無限遠近傍では，散乱波が一様分布する様子を表現したものである.

一般の散乱的計量では，多様体の内部で局在波が存在しうるので，無限遠近傍の主張

になるわけである.

また， exp(πX..;瓦)は離散的だが，これについても classicalergodicityを定義する
ことが出来る a つまり，任意の fEL∞(S*8M)に対して，

ー N

ム): f(exp(kπXII)(X，p)) = ー If(x，p)dvolsサ M
→∞ N t ;υol(S*8M) } 

s'"θM 

を満たすときに， classical ergodicと呼ぶことにする.また， exp( 7r X..jii)は，実は，
連続的な測地流exp(tXゾ瓦)に置き換えても，同様のことが示せる，一応，絶対散乱

行列5が， exp(πX..jii)をcanonicalrelationにもつ， 0階のFourierintegral operator 
となること(参考文献 [Me-Zw])を強調して書いただけのことである.

系dimM = 2とする.そのとき， 0に収束する数列九 >0が存在して，

1:ー 11IUkIIL!(Dk) Vol(Bk)1ーハ

k→二~ I IIUkIIL!(Ak) Vol(Ak)' 

上の系では，部分列を選ぶことはしていない.これは，以下の LuoとSarnackの定
理のアナロジーとして見ることが出来るだろう.

定理 2(ιLu∞o and Sarn 
上におしい3てF

11IE(z， ~ + it)IIL2(BVol(B) 
| 一一一一1=0

t→∞ 1 IIE(z， ~ + it) IIL2(A) Vol(A) 

ただし，A，B はMのコンパクトジヨルダン可測集合 E(z，~ + it)は， Eisens七ein
級数6である.

最後に，今回述べた主張は，まだまだ不満である.まだ，問題を提起し，注意した

段階にすぎない.密度関数の量子エルゴード性をみたいのであるから，本来は，極限

の取り方も入に対するものにするべきであろう.そのためには最低限，以下のこと
を考えるべきであると思っている.

まずは，境界値の問題である.もし， Eisenstein級数のアナロジーを考えるなら
ば，境界値が超関数になる場合についても，考えておかなくてはならない.境界値を
滑らかな関数とすれば，双曲的計量の場合であっても，重み付きの L2ノルムを扱う
ことになることが見えている ([Ge2]).
さらに，絶対散乱行列A(入)の固有(超)関数が境界値になるときを，調べるべき
であると思っている.一応，絶対散乱行列の弱いquasi-rnodeと呼べるものではある
ものの， modeを取るほうが，より自然である.

5絶対散乱行列とは，L2(δM)上のユニタリ作用素 A(入): 1'1δM→f勺θMのことである (P.5の補
題参照)・

1 
6Eisenstein級数は，-.6E(z， ~ + it) = (:i + t2)E(z， ~ + it)を満たしている.
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そのためにも知りたいのは，絶対散乱行列の量子エルゴード性である.量子caも
mapや量子接触変換の理論([Es-Gr-Is]， [Ku-Rul)， [Ku-Ru2]， [Ze2])と同様の結果を，
絶対散乱行列に対して言いたいという訳である.このためには， Szegる型の跡公式を

見なければならないが，まだ，私は理解に至っていない.

現在この問題では，以上の点を，より自然な形で理解することを目的にしている.
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Generation of interfaces to Lotka-Volterra 
competition diffusion system with large interaction 1 

若狭徹 (早稲田大学大学院理工学研究科)

1 Introduction 

次のLotka-Volterra競合拡散系について考える:

Ut = d.u十u(α-u)一3uu
的 =DムU十耐-u)-3m

8u 8v 

θuθv 

in n x (0， T)， 

in n X (0， T)J 

on θn X (0， T)， 

U(x，O) = uO(x) > 0) V(X，O) = VO(X) > 0 in n. 

(P) 

ここで(J"b，c， c1， D，正>0であり， 0はRNの滑らかな境界δQを持つ有界領域3ν はδQの

外向き法線ベクトルとする • (P)は空間領域Q上での2種類の生物の密度分布の時間変化

を記述する反応-拡散型モデルの 1っとしてよく知られており 7未知関数包ニ u(x，t)及び

Uニv(x，t)は2種の競合する生物の個体数密度を表す正の関数とする.

本講演ではOく ξ くく 1，すなわち 2つの相互作用項ω の係数が非常に大きい場合にお

ける解の挙動について考える.数理生態学の観点からはFこのような場合は 2穏の個体数

(密度)の変化において種族間競争が他の要因(空間内の移動3繁殖)と比べて極端に支配的

であるような状況を表しており，これらの競合種の個体数(密度)は以下のように変化して

いくと考えられる.

第 1段階.競合による個体数の減少が進み 1短時間の聞にそれぞれの種の存在領域(縄張

り)が形成される (2種間の棲み分けが生じる).

第2段階.棲み分けが生じた後F存在領域の境界上での競合により境界及びそれに伴う存

在領域が時間と共に変動する.

これによれば各段階でのプロセスは解の縦方向への変化と横方向への変化を表すと捉

えることができる.第1段階以降では解は自身の存在領域においては0(1)の正の値?他方

ではOに近い値を取る.乙のときこれらの異なる形状老境界近傍で、繋いでいる部分は界面

(in terface )と呼ばれる.本講演では (P)の適当な初期値に対する解において界面が生じる

ことの正当化を目的とし 3第1段階について考えることとする.なお第2段階に関する結

果としていlでは H1_位相においてと→0としたときの極限問題が次のある自由境界問題
の解に収束すること， [2]では特別な初期値(界面形成後)に対する (P)の古典解の挙動が
自由境界問題に従うことが得られている.

1本講演は東京海洋大学海洋科学部の中島主恵先生との共同研究に基づくものである.
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2 Formal analysis 

91でも述べたように 3第1段階は t~こ依存した極めて短い時間スケールで生じる.この
ような短い時間スケールにおいて何が生じているかを見るために元の時間tに対する速い

時間スケール 7:=三を導入する このとき問題(P)の2つの方程式は次のように書き換
えられる:

Ur 二 t
3
(ムu+ u(α-'u)) -buv， Vr =代DムU十v(d-v))一cuv，

(とこでは改めて 7.L= 'U(X， T)， '0 ニ V(X，T)と表している) ここで 2つの関数ゆ(7;乙η)，
ゆ(7;乙η)を次の常微分方程式系

ド=一桝ゆ(0)=と >0

ψ= -cゆψ? ゆ(0)=η>0 

の解として定義するとき 3問題(P)の解(u，り)は十分小さい時間内においては

争o(り):=ベトo( x ) ， Vo ( x ) ) ， 向(υ):=ψ(古川o(X )， '00 ( X ) ) 

(ODEs.) 

により近似されることが期待される.以下では(<To，WO)を解の第l近似と考えることにす
るここでゆ(7;乙η)，ψ(7;乙η)については

A(乙η):= CC -bη(と>0，η> 0) 

とすると A(ゆ(T)，ψ(7))は保存量となる乙とがわかる.これより

とAeATηAe-AT
ゆ(7;ιヮ)= A ・ A平唱、 1 ゆ(7;C，η)ニ A+bη(1 -e-Ar)、

及び

( A(ιη) (>) 
limゆ(T;ιη)= ma.x ~一一一 } r-→+仁泊 ¥. C J 72弘山

が得られる.このとき

ω(x) := CuO(x) -bvO(X) 

とおくと?争o(x，t)，世。(x，t)に対しては

AVoW)=mペギ，0}， Ah(Z1t)=吋 0，一千)
となり?特にt=♂(7=;)において7

f:={XEDIω(x) = O} 

の近傍で界面が形成され?ω(x)の符号に応じて接み分けに対応したグラフの形状が得られ
る.従って第l近似解(φ0，宙0)による近似時間がO(♂)程度まで有効であれば解自身の界
面形成が得られる.
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3 Main Result 

次の定理により (P)の広い初期値に対する古典解における界面の形成が正当化される.

Theorem 1. 'lLO 1 VOはC2_級で次の条件を満たすとする:

-δUo θVo 
(Al) UO， Vo > 0 in n， 一一=一=0 onδn. 

δνδν 

(A2) rチo， Ïl~f IcV'Uo -bV'vo(x) I > 0 
zεr 

このとき to> 0， Ci > 0 (i = 1， • .. ，4)が存在してεε(0，to)に対して次が成立する:

(i) lu(x， t)一争o(x，t)lくC1t， lv(x， t)一世o(x，t)1く C'J，E， for (x， t) E n x (0，♂) 

( 1. 1__ _2¥ ___ ___ (ω(x) f"¥11 I 1 11，(いX ，バξ2) 一 m似{一一~， O叫~Iドく Cが for x ξn， 
(ii) < ~ トじ J! 
1 1__1 __ _2¥ ______ (ω(x) 11 llv(x， t2) - Inax { 0， -~~.L J J Iく C4E， fo1'・xEn
さらに Urv 0，及びvrvOの部分に対しては以下のより詳細な評価を得る

Theorem 2.仮定(Al)，(A2)の下でさらにd1，d2l C'51 C6 > 0が存在して次が成立する:

(frrγ|ド同川仰1.L叫仰Lパ巾(い州Z
Iv(x久7ε♂2)川|く C6♂ forx ε{xξnlω(x) > 0， dist(x， r) > d2EIlog tl}. 

Theorem 1 (ii)及びTheorem2によって第2段階に関する [2]の結果と合わせることに

より (P)の古典解における第1段階から第2段階までの一連のプロセスが理解される.

4 Sketch of proof 

ここではTheorem1の証明の概略について述べる.Theorem 1の証明は真の解を上下

から近似する関数(比較関数)を構成することにより行われる とのような方法はある種の

放物型方程式系に対する比較定理に基づいている.以下簡単のため，(，1，んを次で定める.

乙1(仏← b 

Definition (upper-lower solution). 問題 (P)において (u(x，t)ス(x，t))εC2(0 X 
(0， T); U)が(P)のupper-solutionであるとは

in n x (0， T)， 
δ石 3百

( 乙1(日)三0 乙ん仰山2バ市仰山(伊仰E口百

8v三0，万戸三 o 011θn x (0， T) 

を満たすときである.(坐?笠)が(P)のlower-solutionであることは上の条件において不等号
を逆にした条件により定義される;
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Proposition 3 (Order preserving property).問題(P)において(五(x，t)タ(x，t))及び

(坐(x，t)，立(x，t))は(P)のupper-solution，及びlower-solutionであるとするこのとき，

笠(x，O)三也o(x)三百(x，O)， 型(x，O)三vo(x)三百(x，O)

ならば

主(x，t)三u(x，t)三百(x，t)， 立(X;t)さり(x，t)三百(久t) for (ιt)εn x (0， T) 

Proposition 3は単独の半線形放物型方程式の比較定理を利用して証明される これに

より Theorern1の証明は第1近似解をmodifyした次の形の関数

@到叩(い仰zμt川 ;川岬川u句叫仰州O“ω刷(いωZ吋)付叫吋叩叩(t仲川t.f.川εO机州川)μ川川川U句叫仰叶0ぱ印(いz
宙( υ川): 二 ψ Ct3;円川刈;川川川u句叫O“(x吟)+刊叫S釘叫1バ(収川Fパ，E)， 仰州)一δδ匂i2(tい川叫FパdεOサ)今) 

を考え 3これらがupper-801utioll;lower-solutionとなるような81，82の条件を調べること

Lemma 1. Sl(t，と)， S2(t， E)を

2
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千
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cu 

で定めるとき (JvII，lv12 > 0) 1 (争，w)はtε(0，ε2)において (P)のupper-801utionとなる.同
様に

む州(tい，パdεO←)

とおくとき(伶φ?世町)はtε(卯0，E♂2)において (σP)のlowe町rト-8印olu川1抗七lonとなる.

参考文献

[1] Dancer-l-lilhorst-lVfimura-Peletier， Europian J. Appl. Math.， 10 (1999)， 9下115

[2] Iida-Karali-l¥1imura-N akashima-Y 
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ON KHOVANOV HOMOLOGY OF KNOTS AND LINKS 

GENGYU ZHANG 

1. INTRODUCTION 

Throughout this paper we work in the piecewise linear category. 

We can imagine a knot as a tangled rope in space whose ends are 
glued together. A link can be imagined as several tangled ropes (that 
may also be tangled with each other) each of which has its ends glued 
together. M uch more precisely， we give the definition as follows: 

Definition 1.1 (see， for example， [7]). A link L of m components i~ 
a subset of 83， or of R3， that consists of m disjoint， piecewise linear， 
simple closed curves. A link of one component is a knot. 

With respect to the standard projection p: R3→R 2， each line 
segment of L projects to a line segment in R2， the projections of tvvo 
such segments intersect in at most point which for disjoint segments 
is not an end point， also no point belongs to the projections of three 
segments. Given such a situation， the image of L in R2 together with 
“over and underηinformation at the crossings is called a link diagram 
of L. Here， a crossing is a point of intersection of the projections of 
two line segments of L; the “over and under" information refers to the 
relative heights above R 2 of七hetwo inverse images of a crossing. 

Definition 1.2 (see， for example， [7]). Links L1 and L2 are equivalent 
if七hereis an orientation-preserving piecewise linear homeomorphism 
h: 83→83 such that h(L1) == L2 
Theorem 1.3 (see， for example， [11]). Two link diagrams correspond 
to equivαlent links if and only if one cαn be obtained from the other by 
αfinite sequence of Reidemeister moves and plane isotopies. 

The Reidemeister moves are of three types， shown below. 

/¥と又 〉くとかζ ロハν一[
Dαte: January 9th， 2005. 
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2. KHOVANOV HOMOLOGY REFORMULATED BY VIRO 

In 1999 Khovanov [3] introduced an invariant of knots and links， now 
widely known as Khovanov homology. This invariant takes the form of 
a graded homology theory Kh(L)， whose graded Euler characteristic 
is the unnormalized Jones polynomial of L. The original definition is 
algebraically complicated， while Viro in [14] simplified it and gave a 
version much more easily to access. 

2.1. Kauffman's states of a link diagram. Let D be a diagram of 
a link L in 83. By smoothing each crossing of the diagram in eiもher
way of the following two， shown below， a diagram with only disjoint 
circles can be obtained， which is called a Kauffman stαte of D. 

，，/ /)  ( 

/¥¥ごC
/ー~¥

l-smootbing 

Let 3 be a state of D. After assigning a sign -or + to each of circle 
in 3， we have an enhanced Kauffman stαte， denoted by S. Nowassume 
that the link is oriented， and we label all the crossings of the diagram 
D with 1， 2γ ・・ ，n. 

Definition 2.1. Put ω(D) :== #{positive crossing}-#{negative crossing} 
and σ(s) :二 #{O-smoothing}-#{l-smoothing}. Denote by 7(8) the 
difference between the numbers of + and一筋signedto the circles of 
S. Put 

ω(D) -σ(3)σ(3) + 27(5) -3ω(D) 
i (S) == '"'"' ¥ ~ / 2 'J ¥ <J  / ， j (S)二一

2.2. Khovanov chain complexes. Denote the free abelian group 
generated by enhanced Kauffman states of a link diagram D by C(D). 
Denote by C1，(D) the subgroup of C(D) generated by enhanced Kauff-
man states S of D with i(8) == i. Denote by ci，j (D) the subgroup of 
C1，(D) generated by enhanced Kauffman states 8 with j(8) == j. 
The Khovanov chain complex is defined as (C(D)， d) vvhere d == {di，j} 
and the differential d1"J: C"'，J→Ci+1，j satisfies d( 8) ==乞S'(_l)t(S，SI)[S : 
8']8' with..~ ~n enhanced Kauffman state generating Cω(D)， 5' gen-
erating C1，+1べD)and [8 : 8'] 0 or 1. [5: 8'] == 1 if and only if the 
smoothing ways to get S and 8' differ exactly at one crossing， and all 



the circles of 8 and S' not touching the crossing get the same sign. The 
signs ( -1 )t(S，SI) are chosen in some certain way such that di+1，j odi，j == 0 

Remark 2.2. Khovanov in [3] proves that the homology of C(D) (a 
bigraded group) is an invariant of the underlying link L 

Definition 2.3. Let L be an oriented link in 83 and D a diagram of 
L. The isomorphism class of Hω川(D)(:ニ Ke釘rd♂t幻，
the Khovanov (co)homology and denoted by Hi，j(L). The polynomial 

Kh(L)(川)== 2ン仰，nkHi，j(D)

is called the Khovαnov polynomial. 

Theorem 2.4 ([3]). Kh(L)( -1， q) == J(L)(q)ωhere J isα問、sionof 
J ones polynomial with J (U) == 1 (here U is the unknot). 

3. ApPLICATIONS 

3.1. Khovanov Homology and the Slice Genus. Let K be an 
oriented knot. Lee in [6] showed that Kh(K) is naturally viewed as the 
E2 term of a spectral sequence which converges to Q ED Q. Rasmussen 
[12] used this spect凶判uenceto define a knot invariant s(K) 

Theorem 3.1 ([12]). 

Is(K)1三2g*(K)，

ω'hereグ(K)denotes the slice genus 

Definition 3.2 ([1]). The slice genus グ(!()， also known as 4-ball genus 
or 4-genus， of a knot in S3 (==δB4) is the minimum genus of orientable 
surfaces in B4 bounded by K. 

Theorem 3.3 ([12]). The mαp s induces αhomomorphism from Conc (83) 
to Z，ωhere Conc(S3) denotes the concordance group of knots in 83. 

Definition 3.4 (see [2]， [13]). Tvvo kno七sin 83 are conC01ì伽~t if there 
is a locally fiat topological embedding of the annulus S3 x [0，1] whose 
restriction to the boundary components gives the knots. The abelian 
group of the concordance classes of the knot in 83 is called the knot 
concordance group. 

The slice genus グ(K)is known as a knot concordance invariant. 

Theorem 3.5 ([12]). 1f K is an alternati句 knot，then s(J() is equal 
to the knot signα如何 σ(K).
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Definition 3.6 (see， for example， [7]). A knot is called alternating if 
it has such a diagram that the 'over' or 'under' nature of the crossings 
alterna七esas one travels along the knot. If K is a knot in 83 wi七h
Seifert rnatrix V， define the signαture of K to be σ(K) == a(V + VT) 
where σ(.) is the difference between the number of positive eigenvalues 
and that of negative eigenvalues. 

Definition 3.7 (see， for example， [13]). A sε仇iflたer付、.ts卯uω町Tφ:
ent臼edknot K in S♂3 is a connected， bicollared， compact 2-manifold M 
in S3 with θM == K. Associated to the Seifert surface M for K is the 
Sゆ rtform f : H1(M) x H1(M)→ Z defined by f(川)== lk(x， y+)， 
where M x [0，1] is a bicollar in S3 -K， x， yεH 1 (111) are 1-cycles 
in 1VJ and y+ is the homology cycle carried by y x 1 in the bicollar. 
Choose a basis el，巴2，・ ，e2gfor Hl (M) as a Z-module， then define the 
associated Seifert matrix V == (Vi，j) to be the 2g by 2g integral matrix 
with entries Vi，j == l k (εわり)

Theorem 3.8 ([12]). lf K is a positive knot， 

s(K) == 2g*(K) == 2g(K)， 

ωhere g(K) is the ordinary genus of K 

Definition 3.9 (see， for example， [7)). A knot， with a knot diagram 
all of whose crossings are positive， is called a positive knot. The genus 
g(K) of a knot K is defined by 

g(K) == min{gen山 (F): F is a Seifert surface for K}. 

As a corollary， Rasrnussen gave a purely combinatorial proof of the 
Thom conjecture， which was五rstproved by Kronheimer and Mrowka 
using gauge theory [4， 5]: 

Corollary 3.10 ([12]). The slice genus 01 the (p， q) torus kηot is (p-
l)(q -1)/2 

The (p， q) torus knot 7トqvvith (p， q) == 1 is the knot which wraps 
around the standard solid torus T in the longitudinal direction p times 
and in the meridional direction q times. The torus knot Tv.a can be 
obtained from the intersection in C20f xP十yq== 0 and a small 3-sphere 
centered at the origin. 

3.2. Relation with Floer Homology. Ozsvath and Szabo in [10] de-
fine a certain topological invariant for closed oriented 3-manifolds， well 
known as the Heegaard Floer Homology. They in [8] derive a spectral 
sequence whose E"1. term is some form of Khovanov homology for the 



link L， converging to the Heegaard Floer homology of the branched 
double cover ~(L)l branched over L， of 53 
In [9] they use the kno七filtrationon the Heegaard Floer complex to 
define an integer invariant T(K) for knots. The theorems above still 
hold after replacing s(K) with 2T(K)(refer to [9]). The natural simi-
larity between Floer and Khovanov homologyもriggersmuch research 

Interests. 
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ヒルベルトの第14問題とニュートン多面体

京都大学数理解析研究所

黒田茂

1 ヒルベルトの第14問題

nを自然数とし，体 K 上の変数 X1，・・・，Xn についての有理関数体を K(X)とする.

K を含む K(X)の部分体 Lについて考える.一般に，有限個の元 11，・・ l1t巴Lが存

在し，Lの任意の元は K上の f1，• ・.，ftについての有理式の形に表せることが知られて

いる.逆に，]((X)の元 11，・・.1 ftが与えられたとき，K上の 11，.・・ 1ftについての有

理式全体 K(flγ ・.，ft)は，K を含む K(X)の部分体になる.従って，K を含む K(X)

の部分体を与えることと，K(X)の有限個の元を与えることは同じである.

次に，LとK上の X1，...，Xnについての多項式環 K[X]の交わり LnK[X]について

考える.L円K[X]は，和と積およびKの元を掛ける作用について閉じており，K[X]の

K部分代数となる.一般に，可換な K代数 Aは，有限{聞の元 g1γ ・.，gsξAが存在し

てAの任意の元がK上の 91，'• .， gsについての多項式の形に表せるとき，有限生成であ

るという.ヒルベルトの第14問題とは，Kを含む K(X)の部分体 Lに対し，LnI([X] 

が有限生成かを問うものである.

2 肯定的な結果

Lの任意の元が k(lll・ぺfdに係数を持つ代数方程式の根になるような有限部分集合
{f1'"'' fd c L全体を乙とおく.Lの任意の元は Lに係数を持つ 1次方程式の根にな

るので，初めに述べたことから乙は空でない.さらに，包含関係に関する乙の極小元

は，どれも同じ個数の元を含むことが知られている.その個数を LのK 上の超越次数

と呼ぶ.ザリスキ [11]は，Lの K 上の超越次数が2以下ならばLn ]([X]は有限生成

であることを示した.特に，n:S2のときは LのK上の超越次数は常に2以下になる
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ので，ヒルベルトの第14問題の答えは肯定的である.

3 反例

ヒルベルトの第 14問題に対する最初の反例は) 1958年に永田雅宜 [9]が η=32の

場合に，K上の超越次数が4のLとして与えた.このことから)32以上のどの nにお

いても反例が存在することが直ちに従う実際，口三 32ならば Lは自然に K(X)の部

分体とみなせ，Ln1{[X] = LnK[X1，.・.，X32]が成り立つ.同様に， 4以上の各自然

数 tに対し，K 上の超越次数が tである反例の存在も容易に従う.そこで，どれだけ

小さな η における反例が，またどれだけ小さな超越次数を持つ反例が存在するかが次に

問題となる.ザリスキ [11]より nが2以下の場合には反例は存在せず，また K上の

超越次数が2以下の Lが反例になることもない.nについては 綴々な数学者の努力に

より少しずつ最小記録が更新され これまでに η=5の場合まで反例が構成されていた

(cf. [1]， [2]， [10]).一方，K上の超越次数については，永田による4という記録を塗り替

える反例はこれまで見つかっていなかった.しかし最近，筆者 [6]が nニ 3の場合に K

上の超越次数が3の反例を与え，この問題は最終的に決着した.例えば η>3でKの

標数が零のとき，

は有限生成でない.

4 微分の核

(xf X4 向向烈 川
一ーベ 2XfX2ーユムーユ)nK[X] X
2 
X
1
' -~-l~-~ X?' -"-.1 X

1
) (3‘1) 

次に，ヒルベルトの第14問題の特別な場合について考える.一般に可換な K代数Aに

対し，K上の線形写像D:A→Aは，任意の α，bεAに対してD(αb)= D(α)b+αD(b) 
が成り立つとき，Aにおける微分であるという.BをAの 1{部分代数とする.この

とき，

BD = {αε B I D(α) = O} 

はBのK 部分ベクトル空間だが，さらに積に関しでも閉じていて部分代数となる.実

際，a， b εBD に対しD(αb)= D(α)b +αD(b)ニ 0・b+α.0= 0が成り立つ.また，B
が体ならば BD はBの部分体になる.
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K[X]における微分 D について考える.任意の非負整数 t1，・・.，tnに対し，

D(xjlxr)=ZttXiIxrxfD(Xt) ( 4.1) 

i=l 

が成り立つので，DはX11・・ .，Xnの像 D(Xr)， • • • 1 D(Xn)から一意的に定まる.逆に，

K(X]の任意の η個の元f1，'"，んに対し，D(Xi) =五(i= 1，・川)を満たすK[X]の

微分が(4.1)から定まる.従って，K(X]の微分 Dを与えることと， D(X1)，..・，D(Xn) 

に対応する K[X] の η{闘の元を与えることは同値である • K[X]の微分Dに対し，K(X) 

の微分D'が
，(ハ D(f)g-f D(g) 
(~)=っ (!， g ε ]<[X]， 9チ0)
¥9 J g" 

により定まる.このとき，K[X]D = K(X)D
1

パK[X]が成り立つ.]{(X)D
1

はK を含む

K(X)の部分体なので，Dの核K[X]Dの有限生成性の問題は，ヒルベルトの第14問題

の特別な場合である.

ザリスキ [11]から n三3ならばK[X]の任意の微分 D の核K[X]Dは有限生成で

あることが導ける.一方， 5以上の各自然数 nに対し，K[X]Dが有限生成でないような

K[X]の微分 Dの存在がこれまでに分かつていた (cf.[1]).唯一未解決だった n=4の

場合にも，K[X]Dが有限生成でないようなDの存在が筆者 [5]および [7]により示され

た.例えば，K の標数が零で γが3以上の自然数のとき，

D(X1) = r XIX~+l + r X1X;+1 + (1 -r)X[+2， 

D(X2) = r X2X[+1 + r X2X~+1 + (1 -r )X;+2， 

D(X3) = rX3X2'+1 + rX3Xr十1+ (1 -r)X~+2 ， 

D(X4) = (2r2 + r -1)X[ X2'X; 

から定まる K[X]の微分 Dの核K[X]Dは有限生成でない.

5 ニュートン多面体

(4.2) 

ヒルベルトの第14問題の反例を構成するための筆者による理論は， [1]， [2]， [3]， [4]， 

[5]， [6]， [10]などを範隠に収めるだけでなくそれ以外にも様々な種類の反例を自在に与

え，詳細に分析することが可能である.この理論では，以下のようにして反例を構成す

る.まず，}<[X]と別の多項式環 [<[Y]を用意し，[<[Y]の微分 D およびK 代数とし

ての準同型争:K[Y]→K(X)を指定する.このとき，争(K[y]D)の商体L(D，φ)はK

-80-



を含むK(X)の部分体になる.筆者の理論は，L(D，φ)がヒルベルトの第14問題の反

例となるためのDとφに関する様々な十分条件を与えるものである.その際，ニュー

トン多面体の概念が重要な役割を果たす.

K上の変数日r ・・ ，Ym のローラン多項式

f=乞 Ctll ん幻1. . . rな1 (C九ん εK，t11...，tmεZ) 
4zhw 

に対し zmの部分集合

supp(f) = {(t1γ ・ ，tm)εzm I Ctl，...，tm.チO}

をfの台と呼び，supp(f)のRmにおける凸包を fのニュートン多面体と呼ぶ.これ

らの概念の類似は，K上のをiγ・.，Ymについての多項式環 ]([Y]の微分 Dに対しても

定義できる.すなわち， Dの台を

supp(D) ニ U su州~-lD(}i)) 
i=l 

により定め，Dのニュートン多面体を supp(D)のRm における凸包と定義する.例え

ば，定義式 (4.2)のX1，.・ .，X4をそれぞれれ γ ・7 九と取り替えることで定めたK[Y]

の微分 Dの場合，

y1-
1 D(日)=γ汗+1+ ry;+l + (1 _ r)y{+l 

YよlD(む)= ry{+l +γη+l+(l-r)η+1 

Y3-1 D(む)=γy{+l+ ry{+l + (1 -r)汗+1

y4-
1 D(九)= (2r2十r-l)Y{勾汗YJ1

となる.従って，

supp(D) = {(γ+ 1，0，0，0)， (O，r+ 1，0，0)ヲ(0，0，r + 1，0)， (r， r， r， -1)} 

であり，Dのニュートン多面体は四面体である.

台やニュートン多面体の概念を使うことで，K[Y]の微分やその核の代数的な構造の分

析に， Rm内の図形の組合せ論を利用できるようになる.ヒルベルトの第14問題の研究

に，台やニュートン多面体の概念を持ち出す例はこれまであまりなかった.しかし，ある

種類の反例たちを研究する場合には，むしろ台やニュートン多面体を考えることによっ

てこそ本質が明らかになる.ヒルベルトの第14問題の他にも，多項式環を巡る問題には

難しいものが数多くある.そうした問題にも，台やニュートン多面体の概念を活用する

手法の応用を試みたいと考えている.
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LENS SPACE SURGERY ON KNOTS IN THE THREE SPHERE 
AND DEHN SURGERY ON (l，l)-KNOTS IN LENS SPACES 

TOSHIO SAITO 

1. BACKGROUNDS 

Throughout this paper， we work in七hepiecewise linear category. For the de白ni七ion
of standardもermsin three-dimensional topology and knot theory， we refer to [19] 
and [29]. Let X be a subrnanifold of a ma凶foldY. The notation N (X; Y) is a 
regular neighborhood of X in Y. By E(X; Y)， we mean the exterior of X in Y， 
i.e.， E(X; Y) = cl(Y¥N (X; Y)). We always let M be a closed connected orientable 
3-manifold. 

1.1. Dehn surgery. A link is a disjoint union of simple loops properly embedded in 
M. In particular， a link is called a knot if it consists of a single loop. Let L be a link in 
M. Dehn surgery on L is the operation of removing the interior of N(L; M) from M 
and at taching solid tori along θE(L; M)， where θmeans the boundary. The following 
is proved by Lickorish [23] and Wallace [34] independently in the 1960s. 

Theorem 1.1 (Lickorish， Wallace). Any closed connected orientable 3-manザ'oldis ob-
tained by Dehn surgery on a link in the three sphere 83. 

We remarkもhatthis theorem implies that there is close relationship between knot 
七heoryand 3-manifold theory. 

1.2. Heegaard splittings. A triplet (¥仏九;8) is called a genus 9 H eegaard splitting 
of M if vi (i = 1 and 2) are genus 9 handlebodies with M = vi u 九andV1 n v2 = 
θVinθv2 = 8. The surface 8 is called a H eegaard surface of M. It is considered 
that the concept of Heegaard splittings is introduced by Heegaard in 1898. Moreover， 
iもisproved by Moise [24] that any compact connec七edorientable 3-manifold admits a 
triangulation. Hence we have the following. 

Theorem 1.2 (Moise). Every closed connected orie.ntable 3-manザ'oldhas a H eegaard 
splitting. 

EXAMPLE 1.3‘ (1) Set M = 83. It follows from a generalized Schonfiies七heorem
that every 2叩 herein 83 separates i七intotwo 3-balls B1 and B2 (cf Section 
2.F.5 of [29]). Hence (B1， B2; S) is a genus 0 Heegaard splitting of 83， where 
s=θB1=θB2・
(2) Let W1 be a sもandardsolid torus in 83. We noもethat cl(83¥W1) is also a solid 
torus. Let m be a meridian loop of W1 and 1! an essential loop in aW1 which 
bounds a disk in cl(S3¥W1). Then (m] and [e] are a basis of Hl (δW1; Z). Let W2 
be a solid torus and m' a meridian loop of W2・LetN be a 与manifoldobtained 
from 83 by removing cl(83¥W1) and then glueing W2 so that [m'] = p[1!] + q[m] 
in H1(θW1; Z)， where p and q are a coprime pair of integers. Such a 3-manifold 
N is called a l ens spαce of type (p， q) and denoted by L(p， q). Then (W1， W2; 8) 
is a genus 1 Heegaard spli七tingof N = L(p， q)， where S =θW1 =δW2. 

円。。。



REMARK 1.4. In this paper， 83 and 82 x 81 are regarded as lens spaces. We note that 
33 is homeomorphic to L(l， q) for any integer q and七hat82 X 81 is homeomorphic to 
L(O， 1). 

1.3. Exceptional surgeries. We now focus Dehn surgery on knots in 83. To this end， 
we recall some terminologies. A knoもKC 33 is called a torus knot if K is iso七OplC
onto a genus 1 Heegaard surface of 33. A knot K C 83 is called a satellite knot if 
E(K; 83) contains an essential torus. A knoもK C 83 is a hype伽 licknot if 83¥k 
admits a Riemannian metric of constan七sectionalcurvature -1 which is compleもeand 
of finite volume. The following is a corollary of Thurston's hyperbolization七heoremof 
Haken manifolds (see for example [20]) 

Theorem 1.5 (Thurston). Let K be a knot in 83. Then exactly one of the following 
holds:・(1)K is a torus knot， (2) K is a satellite knot and (3) K is a hyperbolic knot. 

We rernark七hatDehn surgery on the torus knots in 83 is completely classified 
by Moser [26]. The following is called the hyperbolic Dehn surgery theorern due to 
Thursもon[33] 

Theorem 1.6 (Thurston). Dehn surgery on αhyp的 olicknot in 83 yields a hyperbolic 
manifold except forβnitely maηy cαses. 

An exceptional surgery is. Dehn surgery on a hyperbolic knot in 83 yielding a non-
hyperbolic manifold. There is a conjecture on exceptional surgeries in [21]. 

CONJECTURE 1.7 (Kirby). For every hyperbolic knot in 83， the number of exceptional 
surgeries would be a七mos七七en.Moreover， if a knot admits七enexceptional surgeries， 
then it would be the figure-eight knot in 83. 

We remark that supporting evidences for Conjecture 1. 7 are found by Ago1 [1]， 
Ichihara [18] and Lackenby [22] 

2. LENS SPACE SURGERY 

In this sec七ion，we will consider Dehn surgery on kno七sin 83 which yields lens spaces. 
Such Dehn surgery is called lens space surgery. 

PROBLEM 2.1. Which knots in 33 admit 1ens space surgery? 

This is one of the unsolved problems on study uf exceptional surgeries. It is well 
known that non-trivial surgery on a non-trivial knot cannot yield 83 [15] and that 
82 X 81 never comes from Dehn surgery on a non-trivial knot [10]. We recall that 
Dehn surgery on the torus knots in 83 is chanぐLcterizedby Moser [26]. We note that 
lens space surgery on satellite knots in 83 is comple七elyclassified by Bleiler-Liもherland
[3]， Wang [35] and Wu [36] independently. Therefore it follows from Theorem 1.5もhat
we only have to consider lens space surgery on hyperbolic kno七sin 83. We now recall 
a remarkable result， called the cyclic surgery theorem， due to Casson-Gordon-Luecke-
Sharlen [6]. Dehn surgery on a knot K c M is said to be integral if a meridian loop 
of the filling solid torus intersects a rneridian of K in δE(K; 1¥1) in a single point. 

Theorem 2.2 (Casson-Gordon-Luecke-Sharlen). Let K be a knot in S3 such that E(K; S3) 
is not αSeifert fibered space. Let M' be α3-manifold obtained from Dehn surgery on 
](. 1f 1rl (M') is cyclic， then the surgery is integral 
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Since 1["1 (L(p， q))竺 Zjp'7L， we see that lens space surgery on a kno七KC 83 is integral 
unless K is aもorusknot. 
On the other hand， Berge [2] introduced the concep七ofdoubly primitive knots 

DEFINITION 2.3 (Berge). Let (Vし九;8) be a genus 2 Heegaard splitting of 83 and K 
a simple loop on 8. The knot K is said to be doubly primitive if K represents a free 
generater of both 1f1 CVi) and 1f1 (九)

Theorem 2.4 (Berge). A ny doubly primitive knot in 83 admits iniegral surgery yield-
l.ngαlens space. 

He also gave a list of doubly prirnitive knots in 83 [2]. There are many conjectures 
on lens space surgery. The following are some of them. 

CONJECTURE 2.5 (Gordon [14]). Any knot in 83 wi七hlens space surgery would be 
doubly primitive. 

CONJECTURE 2.6 (BleileトLi七herland[3]). It would be impossible to obtain a lens space 
L(p， q) with Iplく 18by Dehn surgery on a non-torus knot. 

We remark tha七Fintushel-Sternshowed [9]七hata certain surgery on the (-2，3，7)-
pretzel knot yields L(18， 5) 

CONJECTURE 2.7 (Goda乱a-TI百e釘rag伊肝伊a伺，1ωi
the genus of K. Suppose that a lens space L(p， q) cornes from Dehn surgery on K. 
Then the following would be hold. 

(1) 2g(K)十8三Ipl壬4g(K)-1 
(2) K is a fibered knot 

Iもisconfirmed by Goda-Teragaito七hatConjectures 2.6 and 2.7 are true for knots in 
Berge's list. 
We note that Rasurnussen [28] proved七hatif a lens space L(p， q) comes from Dehn 
surgery on a non-trivial knot K C 83，もhenIpl壬4g(K)+ 3， where g(K) is七hegenus 
of K. 
We also remark that Ozvath-Szabo [2司studiedlens space surgery by using knot 
Floer homology. 

3. DUAL KNOTS 

Let K be a knot in M and M' a 3-manifold obtained from Dehn surgery on K. We 
recall that Dehn surgery on K is the operation of removing the interior of N (K; M) 
from M and attaching a solid torus V along δ E (K; M). Then a core loop of the 五臼印llin
S叫oliほdtorus V， say K*， is called the dual knot of K in NI'. We remark that E(K*; M') 
is homeomorphic to E(K; M) and hence K* adrnits Dehn surgery yielding M. 1n 
particular， if M' is 0 btained by in七egralsurgery on K c M， then M is also obtained 
by integral surgery on K* C M'. Then Problem 2.1 corresponds to the following. 

PROBLEM 3.1. Which knots in lens spaces admit Dehn surgery yielding 83? 

Let K be a doubly primitive knot in 83. Suppose that a lens space L(p， q) is obtained 
by integral surgery on K. Let K* be the dual knot of K in L(p， q). It is proved by 
Berge [2] 七hat K* 凶 above is 0 btained by the following c∞on凶S七u位凶n叫 ion l 

F
「
uoo 



m
 
m
 

FIGURE 1 

DEFINITION 3.2. Let W1， W2， m， e and m' as in (2) of Example 1.3. Let D1 (D2 resp.) 
be a disk in W1 (W2 resp.) wi出 θD1= m (aD2 = m' resp.). We日xan orientation 
of m and R. as illusもratedin Figure 1. By attaching a solid七orusW2 to W1 so that 
[m'] = p[e] + q[m] in H1(8W1; Z)， we obtain a lens space Lω， q). The intersection 
points of m and m' are labelled PO， • . • Pp-1 successively along the positive direction of 
m. Let tf (i = 1， 2) be simple arcs in Di joining九 to凡 (k= 1，2，・ ..，p-1). Then 
the notation K(L(p， q); k) deno七esthe knot t~ U t~ in L(p， q) 

It is easy to see that K(L(p， q); k) is a (1， 1)-knot. He民 aknot K c M is called a 
(1， l)-knot if (M， K) = (W1， t1) Up (W21 t2)， where (W1， W2; P) is a genus 1 Heegaard 
splitting of M and t1 (t2 resp.) is a trivial arc in W1 (W2 resp.). (An arc t properly 
embedded in a so1id七orusW is said to be trivial if there is a disk D in W with t cθD 
and aD¥t c θW.) Hence Berge's result implies that (l，l)-knots form an important 
class of knots. In fact， (1， 1)-knots are studied in various contexts. (See， for example， 
[4]， [5]， [8]， [11]， [12]， [16]， [17]， [30]， [37] and [38].) 
We remark th乱tit is not necessary for any knot represented by K(L(P， q); k) for 
some ln七egersp， q and k to admit integral surgery yielding S3. It is proved that there 
is a necessary condition for K(L(p， q); k) to admit integral surgery yielding 83 

Theorem 3.3 (Corollary 1.2 of [31]). /f integral surgery on K(L(p， q); k) y'ields 83， 
then k2三土q(mod p) 

As an application， we give a partial answer on Conjecture 2.6. 

Theorem 3.4. 1f Dehn surgery on a non-torus doubly primitive knot in 83 yieldsα 
lens space L(p， q)， then Ipl三18

We remark that there are some papers on Problem 3.1. For recen七pape眠 see[7] 
and [32]. 
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Optimallong-term investment in a model with 

memory 

井上昭彦・中野張(北海道大学大学院理学研究科)

我々は一種類の株式と一種類の安全証券から成る金融市場モデルを考える.時

刻tε[0，∞)における安全証券の価格8o(t)の時間発展は次の常微分方程式で記述
されるとする:

(ぬ(い的)dt (t E [0∞)) 
80(0) == 1 

一方，時刻tε[0，∞)における株価8(t)の時間発展は次の確率微分方程式で記述

されるとする:

(1) d8(t) == S(t) {mdt十σdY(t)} (tε[0，∞))， 

ここで8(0)，(J ξ(0，∞)， T，m εRとし， driving noise Y (t )は次で与えられる定常
増分ガウス過程とする:

(2) ル W(t)-[ (λ戸刊叫附))ds 山)
(2)において，p，qはy(.)の記憶を記述するパラメータで

u<q<∞ -qくp<∞

を満たすとし，(W(t))tERはある確率空間 (O，F，P)上の 1次元ブラウン運動で
W(O) == 0を満たすとする.特に，p=OのときY(-)== W(-).後で見るように
(Y(t))t三oは自身の生成するフィルトレーションに関してセミマルチンゲールであ
る.従って，確率微分方程式(1)は通常の意味で解釈される.

実際の市場は，ブラック・ショールズモデルに代表されるマルコフ過程よりも

非マルコフ過程に従うと考えるのが自然である.株価モデル (1)は，この点を考

慮し，市場における記憶の効果を記述するモテ、ルとしてAnhイヰ上[1]によって導

入されている.これはブラック・ショールズモデルのそれに比べ，p，qという(わ

ずかに)二つだけ余分なパラメータを含んだモデルである.近年の実証研究にお

いては，市場における記憶の効果の存在だけではなく，株価の収益率が非ガウス
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分布であることや，株価過程がジャンプを持つ不連続過程であるという報告例が

あり，これらの現象を記述する様々なモデルが提示されている. しかし，ブラッ

ク・ショールズモデルがそのsimpleさゆえに依然として実務でよく用いられるモ

デルであることも事実であり，また，モデルを精徹にすればするほど，それだけ

数学的な解析が困難になる.我々のモデル(1)は，このようなトレードオフを考

慮したモデルと位置づけることができる.

[2]では，このモデルの解析の基本的な手段となる y(.)のセミマルチンゲール

表現が求められ，期待対数効用最大化問題に応用されている.また， [3]では，現

実のデータに対してパラメータp，qの推定が行われている.[10]では，とのモデ
ルの二項近似を構成している.さらに， [9]では，上のy(.)に対するフィルタリン

グの理論を展開し 類似のモデルに対する部分観測下での期待対数効用最大化問

題に応用している.

以下，フィルトレーションとしては，(Y(t))t~O で生成されるフィルトレーシヨ

ンのP-augrnentation{F( t) }t2:0を取る‘

各Tε(0，∞)に対して，ATを実数値発展的可測過程(π(t))o:Ç t壬T で~JoT 1[2 ( t) dtく
∞ a.s.を満たすもの全体とし，

A == {(π(t))位。:(π(t))o:Ctダ εATfor every T ε(0，∞)} 

とおく.

初期資産 Zε(0，∞)およびポートフオリオπεAT，Tε(0，∞)に対して雪その
価値過程(XX，7r(t))t三oを以下で定義する:

dXX，7r(t) 抗 (t) 仰)
== (1 -π(t))一一村(t)~~/~~J XX，7r(t) \~ .. ¥V// So(t) 1"  ¥Vj S(t) ， 

XX，7r (0) == x. 

αε(-∞，0)， x ε(0，∞)とする.我々は次のような最適ポートフォリオ問題を
考える:

(3) rnax I(αス):== lirn sup土logE [(XX，7r(T))αsubject to代 A.

I(α?π)のx~こ関する同次性により，一般性を失うことなく x == 1と仮定できる.

πεAT，T ε(0，∞)に対して，Xπ(t)= X1バ(t)，0三t三Tとおく.問題(3)は通
常の期待べき効用最大化問題

(4) 
max F(T，αス):=1El(Xπ(T))α] 

α 

subject toπεAT 

のinfinitetime horizon versionとみなせる.実際， πbπ2εAに対して，十分大き

な九が存在して，F(T，α1π1)三F(T，α?π2)，T三九が成り立つならばI(α?π1)三
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I(α?π2)である.(3)のような無限期間の問題を考える利点として，極限をとるこ
とにより計算結果が簡単になることが期待できることや time horizon Tの数値

を設定する問題を回避できることがある.関連する研究としてt [4]， [5]， [6]， [7]， 
[8]， [12]， [14]およびこれらの引用文献を見よ.

I(α) == sup I(α7π)， F(T，α) == sup F(T， 0:，π) (Tε(0，∞))， 
7rEAπEAT 

J(α) == limsup主log(αF(T，α)) 
T→∞ αi 

とおく.このとき，次のことが容易に示せる:

補題 1.I(α)三J(α). 

次に，y(.)のセミマルチンゲール表現について説明する.

I .， 1，pq 
(t) == p ~ 1 -ー~ (t三0)l- (2q + p)2e2qt -p2 J 

とおくとき，次が成り立つ:

定理 2([9]).確率過程(Y(t))t三oは次の形のF(t)-セミマルチンゲールで、ある:

町)二郎)-l[e刊

f(t) == s(l -s) -2b(t)r(t) -12(t)f2(t)， r(T) == 0， 

と(t)==一(b(t)+ [2(t)f(t))と(t)一αr(t)，と(T)== 0 

s(l -s) > 0より Riccati方程式 (5)の解の存在と一意性が保証されている (cf.
[13]) 

次が分かる:
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定理 3. 各Tε(0，∞)に対して，問題 (4) の最適ポートフオリオ過程(合併))O~t三Tε
ATが一意に存在して，次で与えられる:

(7) 介(t)=1{(l-P-F(t)l(t))0(t)ーとい)l(t)}
σ 

さらに，

F川=シ川A(O;T)l-α7 

ここで

A(卯O;T)

二叫 [~ {←れr町f(O)卯例州0的)
る=一(ο1一s)p一q(ドく 0的)とおき， fを2次方程式p2f'2十2bI'= s(l -s)の非負
解とする.すなわち，

f' == -b-¥/b2 + p2s(1 -s) 
-

p~ 

とする.また，

一 -7ベ~， 7](p， q，α) == p2f + 2a~ + p2[2 
b + v2f' 

とおく.我々は (5)と(6)の解の漸近挙動に関する次の結果を必要とする:

命題 4.次が成り立つ:

lim f(t; T) == f， lim ~(t; T)こと
T-t→∞t→∞ 

さらに，

J(α)=T+lfη(p， q，α) 

確率過程(汗(t))t三oを

(8) 青(t)== ~ {(1 -s -pt)t9(t) -p[} σ 、 J

と定義する ((7)と比較せよ).青 ξAであるo:を次のように定める:

r -∞ if -qく p三2q，
α== ， 4"¥ 8q . r 凸

l-o-FZlI∞>p刈
次が我々の主結果である，

定理 5.aく αく Oとする.このとき， (8)で定義される苛が問題(3)の最適ポー

トフォリオ過程である.さらに

I(α) == J(α) 

が成り立つ.

ー
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定常過程の予測問題を明示的に解く方法

笠原雪夫 (東京大学大学院情報理工学系研究科)

31定常過程の予測と重み付き三角近似

定常過程の予測の問題は、重み付き L2_空間における三角多項式近似の問題に

帰着される。この節では、そのことを踏まえながら問題を定式化する。

X = {X(t)， t εIR}を実 Gauss過程とする。 xが定常であるとは、平均が
時間 tについて一定で、自己共分散が時間の差 t-sのみの関数である、即ち、

E[X(t)] = m、E[(X(t)-m)(X(s) -m)] = R(t -s)がすべての久 Sについて

成り立つことである。以下、 E[X(t)]= 0 (平均 0)、limS-4tE[IX(t) -X(S)12] = 0 
(平均二乗の意味の連続性)を満たす実定常 Gauss過程Xを考える。

Xの自己共分散関数 R(t)= E[X(t)X(O)]は、非負定符号性を満たす連続な遇

関数だから、 R上の有限な遇測度(或は、有界な非減少奇関数)ムが存在して、

町的恥t←lιl:eε内ム山州(伝ωごο) い
と表される(但Bochne町rの定理)ド;乙のムはスペクトル測度(関数)と呼ばれるO そこで

内積 (j'，g)= f二f(ご)g(ご)*dム(ご)を持つ Hilbert空間 Hニ L2(IR，dム(ご))を導入
する。ただし、車は複素共役を意味する。このとき、 Hの元X(t)= X(t，と)= e-itc 

(確率変数X(t)= X(t，ω)はωの関数)は

E[X(t)X(s)] = R(t -s) = (X(t)， X(s)) (ムSεIR) 

を満たし、また、有限線形結合2::CkX(tk)(CkεC， tk巴IR)の全体はHで桐密で
ある。従って、 Hは、 X(t)←→X(t)なる対応を自然に拡張した線形写像により、

乞CkX(tk)(Ckξ C，tkξIR)全体の、!E[lf門に関する閉包として得られる、内積
E[fグ].を持つ Hilbert空間 H と同一視される。また、この意味で、 Hにおける

系X= {X(t)， tεIR}は、定常過程X= {X(t)， tεIR}の類似になっている。
さて、 Xは時間と共にランダムに変動するので、その予測では条件付き平均を

考える。即ち、 IcIRとして、 E[X(t)IX(s): S ε1]は、観測値 {X(s)lsE I}に
基づく X(t)の最良予測と見なされる。例えば、現時点を時刻 0として、過去の

観測データ {X(s)1-∞く S三O}から、未来の時刻 t>Oにおける X(t)の値を
予測する問題は、 E[X(t)IX(s): -∞く S三0];を求める問題に他ならない。一方、

有限線形結合g=乞CkX(Sk)(CkεC，Skε1)を用いてE[IX(t)-g12] ;を最小に
するという、いわゆる線形最小二乗法による予測問題も考えられる。この問題の

解は、 Hにおける g全体の閉包H1の元 fでE[IX(t)-f12] ;を最小にするもの、
即ち、 X(t)のH1への直交射影P1X(t)である。ただし、 P1はHから H1への
直交射影作用素。実は、平均0のGauss系では「独立性」と「直交性Jが同値で
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あるため、 E[X(t)IX(s): s ξI] = PfX(t)が成り立つ。つまり、今の設定では、

上に述べた二つの予測問題は同等である。

ここで、 Hilbert空間 H= L2(IR， dム(ご))に戻って、 1c IR ~こ対して、 H1 を
{X(t)， t εI}で生成される Hの閉部分空間、また、 P1を Hから Hlへの直交

射影作用素とする。この枠組では、 Fourier解析などの技術を用いながら、上で

述べた予測問題の類似、即ち、 fεHの射影 Pf!を求める問題を考えることが
できる。例えば、 P(-∞，O]!を求める問題では、I:Ckeitk. (Ck巴C，九三 0)の極限

(ラフに言えば Joooc(t)巴it.dt)を扱うので、上半平面における Hardy族の理論が

強力な武器になる。要するに、解析手段が豊富な Hで議論し、得られた結果を

Hの言葉に翻訳すれば、本来の予測問題の解が得られるという仕組みである。

尚、定常時系列に関する予測問題も同様に扱える。実際、平均Oの実定常 Gauss

過程{xη，nεZ}の共分散関数Rn= E[xnxo]は、単位円上の有限な測度ムに
よるスペクトル分解九1ニ f二巴-in8ds(B)(nεZ)を持つので(Herglotzの定理)、
このムで定まる Hilbert空間 H= L2([一久π]，dム(B))で Xn=九(B)=ε-in8を

考えれば、上と並行の議論ができる。

32.無限の過去を用いた予測

この節では、 Ko1rnogorov、Kre'in、Wiener、Karhunen達によって研究された、

無限の過去を用いた予測問題に対するこつのアプローチについて復習する。

簡単のため、純非決定性ntH(-∞，t]= {O}を仮定する。この場合、

(ωlリ) H叫叫ι(ト凶~一叩叫∞ωt]= {ιルfい叫fμμεEL2州2代司([
を満たす Brown運動 B= {B(い例tの)，tεIR}が存在して、 Xは移動平均表現

仰 刈刈恥)=λレ1~C(いt
を持つことが知られているo ここで、基本事項を確認しよう。 Brown運動 Bは

(3) E[B(t)B(s)] = Itl八Isl (t， sが同符号)， =0 (t，sが異符号)

を満たす平均 0のGauss過程で、この性質からE[IB(t)-B(s)12] = t-s (sくt)、

E[{B(t1) -B(Sl)}{B(t2) -B(S2)}] = 0 (S1くt1:::; 82くら)が従う。特に、 Bは

独立(直交)増分を持つ。確率積分fご。f(u)dB(u)はfεL2(!R， du)に対して定義
されるが、まず、階段関数 f= 乞~=1Ck1(tk_l，tk] (一∞くおくれく・・・く tnく∞)

に対して、 fご。f(u)dB(u)= I:~=1 ck{B(tk) -B(九一1)}とおしこのとき、上に
述べた性質によって、 E[Jf二f(u)dB(u)12]= fご。If(u)12duが得られる。一般の
fに対しては、 f二Ifn(u)-f(u)12du→0となる階段関数列{ん}に対する積分
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列を考えるが、それは{ん}の取り方に依らない極限を持つので、その極限を

fご。f(u)dB(u)とする。勿論、 E[lfご。f(u)dB(u)12]= f二If(u)12duが従う。
さて、 (1)で重要なことは、 Bが独立増分を持つということである。例えば、

現時点を時刻 0とすれば、未来における Bの増分B(t)-B(s) (0三Sくのは

Xの過去の履歴 {X(u):一∞く U三O}と独立である。従って、そのような増分
から定義される確率積分Jo

oo
f( u)dB(u)もそうである。よって、 (2)から直ちに、

無限の過去を用いた予測問題の解

町附附附X刻刈刈(t例tの)1刻め刈州S吋寸)ト:一∞μ く Sバω4壬ω汁0]ト=1: c(いt
が得られる。これが一つ自のアフローチである。この BはXの innovationと

呼ばれるが、これは、ラフに言えば、各時五IJt において X(t)が新たに獲得する

(過去の履歴とは独立な)r情報Jが、 B(t)の瞬間的な増分、或は、白色雑音 B(t)
(形式的な微分)によって的確に捉えられることを意味する。

上の事実は、 H= L2(IR， dム(c))における議論によって導かれる。純非決定性の

条件は、 ntH(一∞，tJ= {O}と同値であり、それが成り立つための必要十分条件は、
スペクトル測度ムが Lebesgue測度に対して絶対連続で、そのRadon-Nikodym

導関数tJ.'が J~oo(c2 + 1)-11ogム'(と)dc>一∞を満たすことである。このとき、

(4) ば)=ぷ叫 [2~i ι担1日2de] (~( > 0) 

により上半平面の解析関数h(()が定義されて、更に、 h(ご)= limη~oh(ご+旬)が
R上殆んど至るところ存在して Ih(と)12= 2πム'(と)(a.e.)が成り立つ。そこで、

九(と)ヂo(a.e.)に注意して、 B(t)= B(t，と)= h(と)-1J; e-iu~du とおけば、

(B(t)， B(s)) = nl_ {OO ( ft e叫 du)( fS e叫 du)キdc (t， s E IR) 
~íT .J_∞ ¥Jo J ¥Jo J 

となり、右辺は、 t，sが同符号ならば Itl八Isl、そうでない場合は Oだから、この
B(t)は (3)と同等の性質そ持つ。つまり、 B= {B(t)， t εIR}はBrown運動の

類似になっている。従って、上と同じ手順により、 fE L2(IR， du)に対する積分

fご。f(u)dB(u)が定義されるが、それは Hの元としてかlf二f(u)ε一切duと
同一視される。一方、 (4)で定まる hεL2(R， d.と)は上半平面の Hardy族 H2に
属する outerfunctionで、有限線形結合乞Ckeitk'h (Ckε<C，九三 0)の全体は
{Jo
oo 
f( u)eiU'd叫fεL2([0，∞)，du)}で稿密になる (Laxの定理)。ここから (1)の

類似(HをH、BをBで置き換えたもの)が得られ、結局、 B= {B(t)， t εIR}は

X = {X(t)， t εIR} (X(t) =ε-it，)のinnovationと見なされる。 (2)の積分核Cは

C(u) = (2π)-1 fご。 ε-iU~h(ご)dç で与えられる。実際、 h = JoOO C(u)eiu'duだから
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e-it. == h -1 J~∞ C(t -u)e-'iu'duであり、これは、 X(t)== J~∞ C(t -u)ds(u)、

従って、 (2)を意味する。

もう一つのアフ。ローチは、 E[X(t)IX(s):一∞く S三0](t > 0)を観測データ

{X(s)1 -∞く S壬O}で直接書き下す方法である。そこでは、ラフに言えば、

町附X刻初(い山t

を満たす積分核Kιtを見つけることが問題となるo これもやはり、 Hの中で議論

した方がよい。実際、 P(-∞，0]X(t)== J~∞ C(t -u)dB(u) == h-1 JOoo C(t +u)ε山 du
だから、問題は、rktい)eiSCds二時)-1JOoo C(t + u)eUCduを満たす Ktは存在
するか?積分 Jo

oo
Kt(s)X( -s)dsはHで収束するか?ということである。一般

には、そのような積分核が存在するとは限らないが、 hが「よい性質Jを持って

いるときは、このアフローチで明示的な予測公式が導かれる。

定常時系列も同様に扱える。純非決定性nnH(一∞川]== {O}の必要十分条件は、
ムが Lebesgue測度に対して絶対連続、かつ、 f二logム'(8)d8>一∞が成り立つ
ことであり、単位円上の outerHardy function hを

F
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o
 

z
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d
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(Izlく 1)

で導入すれば、上と並行の議論ができる。連続時間の場合と比べて、問題がより

簡単になる部分もある。例えば、 innovationは、 Schmidtの直交化法を用いて、

簡単に構成できる en 仇 -E[xnlXk :一∞く kくnトωn ι/.JE[lenI2]と
おくだけで、白色雑音 {ωη :nξZ}が得られる。また、二つ目のアプローチで

E[Xnlxk:一∞く k三0]を乞之okn，kX-kの形で求める問題は、かなり扱い易い。

g3.有限の過去を用いた予測

有限の過去の履歴 {X(s)l-t三S三O}(t > 0)から、未来の X(T)(T> 0)に

対する予測を求める問題は、無限の過去を用いた場合と比べて、遥かに難しい。

この問題は、 Hの中で p[-t，Q]X(T)を求める問題として、 Krei'n、Dym、McKean

達により原理的に解決されているが、それについては、例えば、 [6)を参照して

頂きたい。ここでは、 [7]の結果を例に挙げて、それとは別の方法を紹介する。

(0，∞)上の有限 Borel測度 σ(ヂ0)を用いてR(t)== Jooo e一Itlλdσ(入)(tεIR)と
表現される共分散関数 Rを持つ定常過程 Xを考える;この性質は、 T-正値性、

又は、鏡映正値性と呼ばれる。この Xは純非決定性の条件を満たすので、 (4)を

使って outerfunction h εH2を定義できるが、そのとき、

h(() ん人人 / 

po 
門
司
u



を満たす非負定数 α、bと非負関数Aが存在する;特にL∞A(s)dsく∞ (t> 0)。
これは、前節で述べた二つ目のアプローチを適用可能にする hの「よい性質」の

好例になっている。実際、 CをXの移動平均表現 (2)の積分核として、

山 X(山叩仲100(lU A川 C(u-吋刻-s)ds
が、任意の U>Oについて成り立つ;右辺の積分は H で絶対収束する。また、

(未来からの予測)p[-t，∞)X(-t -u)に対しても、同様の表現が得られる。

さて、これらの予測公式を交互に使って {p[-t，∞)P(ー∞，0]}nX(T)(T > 0)の

n→∞での極限を求めると、 p[-t，o]X(T)に対する次のような表現が導かれる:

p[-t，o]X(T) = ゆ T，dO]X(O) + かT，t(S)X( -s)ds 十α叫φ併九州州T刊叫州t[巾[ド附t
特に、重み関数争T，t[0]、φT，t(s)、φT，t[t]は、 A、Cで明確に構成される。一般に、

{p[-t，oo)p (一∞，o]}nX(T)は、 n→∞のとき、 X(T)のH(一∞，0]n H[-t，oo)への直交
射影に収束する (VonNeumannの定理)。従って、この方法がうまく行く場合は、

背後に H[-t，o]= H(一∞，0]n H[_t，∞)という(必ずしも自明ではない)関係がある。
予測が明示的に得られるという利点を持つこの方法は、上の様な「よい性質」を

備えた outer Hardy function hを持つ定常(又は、定常増分)過程に適用される;

例えば [1-5]を参照されたい([3]では、この方法が定常時系列に適用される)。

最後に、ここには述べないが、講演では {X(t)，t三O}(Xの右半分)に対する

innovationの構成法など、 [7，8]の他の結果も紹介する予定である。
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Transcendence of in白liteproducts of several variables 

慶応義塾大学・理工学研究科立谷洋平 (YoheiTachiya) 

Department of l¥1athematics， Keio University 

1 Introduction 

A complex Ilurnberαis said to be algebraic if it is root of a non-zero integer polynomial 

P(x). If an algebraic nurnberαsatisfies some monic polynomial equation with rational 

integer coefficicnts， we say thatαis an algebra比 integer. For an algebraic numberα7 

we denote by Iα1 the maximum of the absolute values of its cωOωI叩

the least posiもiveinteger such that den(α)αis an algebraic integer， and define 11α11二
max{1α1， den(α)}. Then we have the fundamental inequalities 

|α|三11α11一2[Q(α):Q] 、1
.. ，F
 

1
E
i
 

〆
'a
目、、

for a nonzero algebraicα. A complex number that is not alge braic Is called transcendental. 

In 1844， Liouville gave the first example of t即
In the case of in白n山}]比もeproducts， we have the following; 

Theorem 1. Let αbe an α1gebraic number切th0く |α|く 1αnd{九九三1be a sequence 
of positive ir山geTssatisfying .1iIn ~l+.+e&. = Q. Then rr之1(1 + aek) is transcendentαl. 

た→∞ 九十1

Theorem 1 can be proved by using the ineqωlity (1). Applying Theorem 1， we see that 

the numbers日之1(1 +αk!) ，日之l(ο1+α〆
algebraic number αwith 0く |α|く 1.On the other hand， Mahler [4] proved the following 
theorern. 

Theorem 2. Let r三2be αTαtionαl integerαηdα be αηα1gebraic number' with 0く |α|く
1. Then日之1(1 +αrk) isα1gebraicザαndonly if r = 2 

The al仙 or[8] generali:zed Theorem 2 as follows; 

Theorem 3. Let K be αnα1gebr-aic number field， r三2be αη integcT， and 

争(x)=日(1+ akxrk) ， 

ωhere akεK Jor every k αnd logllakll = o(rk). Let αbeαηα1gebraic numbeT sαtisfying 
Oく |α|く 1αηd1+αkαr

k

チo(kど0).Then金(α)isα1gebraicザαndonlyザαtleαst one 
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01 the following conditions holds: 

(i) an = 0 for e附 'Ylarge n 
(ii)γ= 2 and there existsαroot 01 unityωsuch thαt an =ω2

n 

for every large n. 

Nishioka [5] proved that the numbers I1之。(1-αrk)， r = 2，3，4，. .• are algebraically 
independent for any fixed algebraic number αwith 0く |α|くl. Fl凶 hermo民 Tanaka

[7] proved the algebraic independence of the nurnbers Il之。(1-αア)， i 1，2， ・・ ，n，
for a linear recurrence {ak}叩 andalgebraic numbers α1，α2，... ，αn under some suitable 
conditions. 

Duverney [1] introduced an inductive method to prove the transcendence of the nurrぬer

zdk:bk? 

where α(Ial三2)is an integer， {bk}吃1is a sequence of integers satisfyi時 loglbkl= o(2k)， 
andα2

k + bk i= 0 for every k三1. Recently， Duverney and Nishioka [2] devcloped 
this method and gave a transcendence criterion for general series. As applications， they 
established necessary and su伍cientconditions for transcendence of the following numbers 

-一白凡k+ bk' Eん十bk'
where {ak}k~O and {bk}叩 aresuitable sequences of algebraic numbe民 and凡 andLn are 
Fibonacci nurnbers and Lucas nurnbers defined by Fn+2 =凡+1+凡(n三0)，Fo = 0， F1ニ
1 and L1叫 =Ln+l + Ln (η 三0)，Lo = 2， L1 = 1， respectively. Recentl~ら Kurosawa [3] 

generalized Theorem 2 in [2] to several variables case and deduced arithmetical properties 

of L:之ot?z;?whereC ど1，d， and r三2are integers and {Rn}叩 isbinary linear 
recurrence of integers which has real characteristic roots. Under the same conditions on 

c， d， and r， the auもhor[8] gave necessary and su自cientconditions for transcendence of 
the following numbers; 

立(1十点)，
¥
1
B
I
f
fノ
一
+

α
一
日
7
L
 

+
 

/
j
a
i
-
¥
 

∞

H
M
 where {αη}吃ois sequence of algebraic numbers wiもhlog 11向 11= o(川)

2 Theorems 

Let K be an algebraic number field， Qg  be the ring of integers in K. Let γ三2and L;::: 1 

be integers and K[z] = K[Z11"" zm] be the polynomial ring in m variables Zl，' ..， Zm with 
coe伍cientsin K. vVe define a tra凶 fおor口rm町m凶 iωonfl1η'I，Z = (z巧:¥.• • ， z~~) for Z (Zl'・・ .，Zm) 
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and d=IIZ14z?|入1=εzl入ifor入=(入1，• . . ，入m)with nonnegative integer entries. 

Let 

、!Vhere

品 k(nkZ)
争。(Z)=川日Fk(nkZ)1 

Ek(z)ニ 1+L ak入Z入1 Fk(z) = 1 + L bk入Z入εK[z]

with log 11内入11，log 11似 11= o(門 1~1入 1 ~ L. Supposeもhatr(的-1) > 1 and there 
exists a positive integer D wiもhDFk(z)εOK[Z] (k三0). Then for an alge braic point 

α=(α1，・・ ?αm)ε (l(x)msuch that the absol附 values1α11， .・， 1αml(0く|引く 1)are 
multiplicatively independent， we prove the following; 

Theorem 4. <To (α) is algebraicザandonly if<To(z) is αrational function with coefficient 

in K， lJrovided thαt Ek(nkα)Fk(nkα) 1= 0 (k三0).

As applications， we obtain the following results. We denote by Q and Q the field of 
rational and algebraic numbers， respectively. 

Theorem 5. Let r三2αndm三1be integers with r(切-1)> 1 andα=(αh ・?αm)ε
(Kx)m be an algebraic point s7J，ch that 1α11，...， 1αml (0く |αilく 1)are multiplicati似 y~n­

dependent. Let {aki}k2:0αnd {bki}吃obe sequences in Kαnd in 0 K J respectively， satisfying 

logllakill，logllbkill = o(rk) (1三t三m)and let 

品(l+aklZr・k+・ +akmZれ
争o(z)=川| l口¥1+九lzik:+ 十bkmz，

where 2::::1αkiαfF ZZlbK44k#-1(kど0).Then <To(α) isα1gebraicザandonlyザαt
leαst one of the following cαses is satisfied: 

(i) ani二 bni(1 ~ i三m)for every large n. 

(ii) m = 1，γ=  2， and tl町 'eex'is t roo ts 0ザfuni 
for evεry lαrgεη' 

Corollary 1. Let r三3，αyαndb be integers such thαt 1α|αnd Ibl are multiplicαtively 
indeper的 nt.Let {αk}k2:0αnd {bk}怜obe sequences of integers sαtisfying log 1αkl， log Ibkl = 
o(rk)αnd bkbぺak+ bkbrk手_ark(k三0).Then 

日 (1+-，.ak L)
f;Ji¥ arN. + bkbr/c ) 

is algebraic if and only ifαk = 0 for every large k 
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Corollary 1 can be proved easily by applying Theorem 5. 

Let α， b， and c i=土1be integers such thatもhepolynomial f (x )ニ x3-αx2 -bx一C
lS 1I叩ducibleover tQ and has a positive discriminant. We consider七helinear recurrence 
sequence {Rn}n>O satisfying 

Rη+3'= aRn+2 + bRn+l + cRη nさO! (2) 

where Ro， Rl' and R2 are rational nurnbers， not all zero. 

Theorem 6. Let {Rn}吃obe αs in (2)， r三4beαn integer)αnd {αk}吃obe αsequence 
in a fixedα1gebraic numberβeld K satisfyingαk =1 -Rrk (kど0)αndlog lIakll = o(〆)
Then 

立(1+ま)
zsα1gebraic ifαnd only ifαη 二 ofor every large n. 

Since the polynomial f (x )こが -x2 -2px + p with a prime number p is irreducible 
ovcr Q and the discriminant D(f) = p(32p2 + 13p + 4) Is positive， we can apply Theorern 
6 and obtain 

Corollary 2. Let p ~ 2 be αprime numbeγand {Rn}n>u beαlinear recur陀ηcesequence 

S αtisfying 

Rn+3 = Rn十2+ 2pRn+1 -pRn， n 三0

withαrbitrαry gzven rlαtionα1 numbers ROJ Rl'αηd R2' notαII zero. Let T > 4 be αn 
川 egerand {ak} k~O beαs in Theorem 6 satisfying ak =1 0 for injinitely mαny k. Then 

d (1+ま)ω
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超リ一群とG構造

慶磨、義塾大学 D2加藤大典

1 超リ一代数と超リ一群

超リ一代数はリ一代数の一般化であると同時に場の量子論、特に超対称性と深い関連を持つが、

Kac ([4])は超リ一代数の純代数的研究を始め、有限次元単純超リ一代数の完全な分類を行った.それ

によれば、有限次元単純超リ一代数はA，B， C， D， F， G， P， Q， W， 8， 5， Hの12の型に分類され、リ一
代数よりもはるかに豊かな構造を持つ.加えて、超リ一代数は「単純であっても Killing形式が非退

化であるとは限らないJという、通常のリ一代数にはない性質を持つことも Kacにより証明されて

いる.

有限次元リ一代数はLie対応によってLie群論と結びつけられ、それゆえに微分幾何学の発展の大

きな原動力となったが、それと対比して、このような豊かな構造を持つ超リ一代数に対応するような

幾何学はどのようなものであるかということは素朴な疑問であるといってよいであろう.

それでは、まず超リ一代数の定義を述べる.Z2次数付きベクトル空間v=陥 aV1を考え、 υεV
に付与された次数を6で表すことにする (supervector space).このようなVに対して、次を満たす

双線形写像[，]:V X V →Vが与えられているとき、 Vを超リ一代数と呼ぶ.

[v，ω] = -(-1)聞いグ v，ωε V (super a凶ーcommutaiviもy)

[u， [v，切]]+(-1)(込刊)W[ω，[u，v]]+(-1)る(る+必)[v， [仙川]]= 0 U，v，ωε V (super Jacobi Identity) 

一言、物理的な意義を述べるとするならば、%の元はボソン、 viの元はフェルミオンと物理で呼ば

れるものに対応している.事実、日の部分だけを取り出すならば、これは通常のリ一代数に他なら

ない.物理で超対称性と呼ばれるものは、数学的には%の元と V1の元の括弧積によって定められる

対称性と解釈する見方も可能であるように感じられる.

このような超リー代数をリ一群の話に持っていくには、リ一代数の場合と同様に指数写像を考えれ

ばよいが、ここで一つ問題がある.リ一代数を交換子積を一般化した概念であるととらえれば、リー

積を考えるということは、一般に可換とは限らない代数の「可換との差jを考えているという見方が

できる.超リ一代数は%に限れば反可換、 V1に限れば可換な代数であるので、これはこのような見

方のもとでは%では可換の度合いを、同では反可換の度合いを計っているということである.

このような考察を正当化するために、超リ一代数の対応物である超リ一群は、可換な座標と同時

に、反可換な座標も持つ非可換多様体として実現される方が望ましいという考え方が出てくる，この

ような非可換多様体は超多様体と呼ばれるが、まずは(超)可換な超リ一代数に対応するものはどの

ような空間であるかというところから始める • mJn次元超リ一代数Fで、 Fの任意の2つの元に対し
てその括弧積が 0 となるものを考える • F = Fo E9 F1はベクトル空間の直和であるので、 el，'.・，em
がFoの基底、 JI，・・・ ，fnがFlの基底であるようにFの基底el，• .・，em， 11， • .• ，f nがとれる.これ
らの括弧積は全てOであることから、 Fの対称性が実現されるような「空間Jは、次のようなもの
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であることを期待したい.すなわち、 elγ ・.，em に対応する座標 U1，'" ，Um は互いに可換であり、

ft，・ e・lfnに対応する座標 Clγ ・1ふは互いに反可換であり、さらに町ともは可換であることを要

請する.このような空間は現時点ではまだ定義されてはいないのであるが、以下の記述を簡単にする

ためにとの仮想的な空間を flRmlnJと呼ぶことにする，

ここで、このような空間上の「関数」としてはどのようなものを考えればよいかということを考

えたいのであるが、状況を簡単にするために、まずは関数fが多項式環の場合を考える.JR.m+η 上
の多項式全体がなす可換R代数calg(]Rm+n)は、互いに可換な生成子 Xl，'.・ ，Xm+ηによって生成
される可換R代数]R[Xl1. . . ，Xm+πlに向型である.従って、]Rmlnの関数環は、上の交換性を満たす
U1γ・・ ，um，6，'" ，Cnによって生成される非可換R代数 ]R[Ul，• • . ，UTTl，と1，'" ，とn]であるとしても
'それほど不自然ではないと考えられる.反可換性より(も)2= O(j = 1，'" ，n)であるため、

]R[Ul，' • . 'Um1とlJ'"，とnJ~ ]R[U1' • . . ， Um] Q9]R八Rη

である.

以上は多項式環に対する議論であるが、これを C∞関数に拡張するためには IR[Ul イ・ • ，um]Q9八]Rn

に代えてC∞(]Rm)Q9八]Rnを考えればよいと思われる(反可換な変数に関してはどのみち 2乗が0とな

るため).そこで、 C∞(]Rm)Q9八]Rnを、]Rmln上のC∞関数のなす環という気分を込めてC∞(]Rmln)

とかく.また、 U}， ・・・パ.Lm を]Rmの標準座標に関する座標関数、ご1，.・.，Cnを]Rnの標準基底とすれ

ば、 (UlJ・..，Um， 6，'" ，cn)は元々の要請を満たすが、このうち U1，'• ・パ.Lm をボソン座標、 6 ，・・. ，Cn 
をフェルミオン座標と呼ぶ.また、]Rmlnはmlη次元超空間と呼ばれる.
次に非アーベルな超リ一代数についての議論であるが、ここでは簡単のために5[(111)のみをを扱
う.同様の方法は殆どの有限次元超リ一代数に対し、(計算の困難さを度外視すれば)特に問題無く

適用可能だと思われる.

5[(111)は超行列を用いれば、

底基の
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を考えれば、 5[(111)に対応する行列は( : ~l )となるい?と1，と2は JAl12の座標).このような対

¥6 U ) 
応のさせ方は勿論基底の取り方によるが、その違いはリ一対応を考える上では本質的ではない ([2]).

この(;i)附して吋;i)を

exp (~リ島(;:)
で定義する.この級数は収束して、

xp(;:)=(etlb JZ152) 、、
•• 
，J 

唱
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となるが、ここで

eU 
V1ニ eU+ -2 66 V2 = e U - -2 66η1 = eU6 η2 = eUc2 

とおけば、これはR112の座標 (u，6，6)とR212の座標 (Vl，V2，ηb恥)とを対応付けているとみるこ
とができ、従ってexpはR112から R212への「写像Jとみることができる.

式(1)はJal12からJa212への「写像Jを与えるが、]R212を]R+x ]R012に制限すれば、 (1)はu，6，6
について解けてほpの逆変換を与える.但し、 R2を制限するときに町方向を残すかり2方向を残す

か2通りの方法があり、(本当はもっとあるが)それによって式の形が違うのであるが、これはどち

らもほpの逆変換であるので、この違いは座標変換に他ならない.

exp-1は、座標系 (V!， 1]1 ， 1]2)のもとで

1 1 1 
U ニ log(υd-2vfη11]2 ご1= ...:::.... T} 6 = "':::""1]2 ， 

l Vl Vl 

座標系 (V2，η1，η2)のもとで

1 1 l 
U ニ log(V2) + 2v~ η1η2 ふ=-T}1 。=-1]2 

2 り2 り2

であり、したがって座標変換は

l l 
(2) V2ニ V1- -1]11]2 η1二一η1 η2二一η2

υ1 υ1 Vl 

である.ここで、 η1，1]2と可1，民は、指数写像を JR112から]R212へのはめ込みとみる立場からは同じ座

標であるが、超多様体の座標変換としては異なる座標とみている.すなわち (2)は、座標系 (V1，η1，1]2)

から座標系 (V2，可1，仇)への座標変換を書き下したものである.

このように超空間を座標変換を用いて貼り合わせたものが超多様体である.ここで構成された超多

様体は、超リ一代数.5[(111)からリ一対応を考えることによって得られた超多様体という意味を込め

てSL(lll)と呼ぶ.

注 1正確には超多様体は実多様体上の環付き空間として定義される ([2]，[5])が、これは代数幾何学

における varietyの考え方を、多項式の変数として反可換なものを含めるという形で一般化するとい

う発想の延長線上にあるととらえることができる.上で述べた「写像jは従って実際は環付き空間の

問の射として定義され厳密には写像ではないが、通常の多様体論における可微分写像と同様の役割

を果たすという気分を出すためにあえて「写像Jとかいた.

超リ一群をリ一群の一般化と主張するためには、超リ一群に積にあたるような概念が定義されて

いなければならない.この例では指数写像を用いて座標変換を決めているため、当然「積」としては

行列の積として与えられるものを考えなければならない • SL(111)の「積」公式は、座標 (Vl，η1，η2)，

(vi， ηi ， η~) を用いて (vi ， ηi ， ηj はそれぞれ Vl ， η1 】 η2 のコピー)、

ム(V1)= Vl vi +ηlηi 

ム(1]1)=叫+州 -4Mηj ム(巾)=η刈+吋一土η1η2η;
Vi V1 “ 

とかける.但し、

(V1' 1]1 ， η2)X(V~ ， ηitη~) = (ム(Vl)，ム(η1)，d(η2)) (3) 

という記法を用いている.
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注 2(3)では簡明を期すために模式的な書き方を採ったが、実際はC∞(SL(lll))が代数として与え

られており点集合上の関数という「実質Jを持たないために、超リ一群の「積Jは群の積としては定

義できない.そのために厳密な定式化にあたっては積の双対概念であるところの「余積Jを用いる.

詳しくは[2]を参照されたい.

超リ一群と超リ一代数との問にもリ一対応が成り立つことはBerezin-Kac([3])によって証明され

たが、具体的な計算が行われたのは筆者の知る限り今回の例が初めてであると思われる.

2 Maurer-Cartan形式

多様体の接続を定義する 1つの方法として、主束上の1形式として定義するやり方があるが、超多

様体上でこのようなものを考えるためには「微分形式」の概念が定義されている必要がある.ここで

も引き続き SL(111)の場合を主に扱う.

C∞(jRlI2)上の r1形式Jは形式的な生成子 dV1，d1Jl， d1J2が生成する自由 C∞(jR112)加群n110(lR112) 
の元として定義される.座標変換から誘導される 1形式の変換は通常の場合と同様に、

乃り1 _ aり1 _ a仙
dVl =ーニdV2+ーニdη1+ーニdη2
θV2 θη1δη2 

(d況 d市についても同様)などと定める.ここでボソン座標による微分会は通常の微分を考えれば

よいが(但しη1，'f}2は無視する)、フエルミオン座標による微分去?去には注意が必要である可

換な場合の素朴な一般化として、元:たちにもηiとぶつかると 1になるように要求するのであるが、

C∞(lR112)は非可換代数であるので、どこでぶつかつて1になるかによって不定性が出てくる.そこ

でここでは、微分場:は、各項の一番左側にある状態のmとぶつかって1になるという定義を採用す
る. (ぶつかるべきqが無ければOになると定義する)このような微分を左微分ということもある.

これで微分が定義できたので、 SL(111)について1形式の変換を計算すると

1 1 1 
dV2 = dVl + --=-'f}2d'f}1一一η1 d'f}2 d百二一一守η1dVl + --=-d'1]l d市=一一τη2dvl+ --=-d1J2 

Vl Vl . Vi . Vl Vi Vl 

となる.

ここで、元の指数写像の定義に戻れば、 SL(111)はC∞(lR112)係数の2次正方行列とみることが出

来る.この行列をXとして、行列値の 1形式α:=X-1 -dXを考えれば、

α= ( du -~6d6 -!6 d6 d6 1 
¥d6  du-誌2d6-~6d6 ) 

これはSL(111)のMaurer-Cartan形式に対応するものと考えて問題はないように思われる.これを

座標系 (V1，'1]1， '1]2)または座標系 (V2，抗可2)を用いた表式に書き換えることは容易である.

3 これからの展望

任意の超多様体はその基礎多様体の上のベクトル束の構造を持つことがBatchelor([l])により証明

されており、そのため超多様体論はベクトル束の幾何学と解釈することもできる.このような解釈の

もとでは、超リ一群を考えるということは、「リ一群より広い、しかしある意味で結合性と可逆性の

ようなものを持った対称性Jを持つベクトル束を扱うという立場も取ることができる.このような立
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場からみた具体的な応用例は未だ知られていないようであるが、第1節で少し述べたように、超リ一

代数は超対称性と深い関係を持つ代数であるために、そこから誘導される対称性を持つ超リ一群を研

究することは「超対称性Jという概念の数学的意味を考察する上でも重要であるように感ぜられる.

そのような観点のもとでは、超リ一群の多様体や超多様体への作用や、等質空間の「超多様体版jの

構造は興味深い問題であるように思われる.

一方、カルタン幾何の考え方を用い、一般の超多様体について曲率などの微分不変量を定義する

ことが出来るが、これは次に述べるような意味でも興味深い不変量であると思われる.通常の多様体

M に対してその微分構造から決まるベクトル・バンドル(例えば接バンドルなど)を考えれば、そ

の外積バンドルに超多様体の構造を持たせることが出来る.これの超多様体としての曲率は、超多様

体としての微分不変量であると同時に、 M を通常の多様体としてみたときの不変量ともなっている.

このような不変量が通常の超多様体論からみたときに意味のある不変量であるかどうかは未知数で

あるが、超多様体の特質により、こうして定義された曲率は多様体M に関して通常の曲率より高階

の微分を含むため、より多くの情報を持つ不変量であるということが期待される.
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広いクラスの摂動に対する

Agmon-Kato-Kuroda定理について

学習院大学理学部数学科

須子淳一

L2(]Rd)上の作用素的，Hを品ーム，H:=Ho +Lとおく ここでム幻=1希どのよ

うな照動Lに対して波動作用素s-limt→芋∞♂Hte-iHotが存在し完全となるかという問題につい

てIonescuand Schlag[2]の結果(定理 4)を紹介する.

波動作用素が完全とはRαηge(W平)= Rαnge(Pac(H) )となることここでRαnge(W平)はW平
の値域，P.αc(H)はHの絶対連続部分空間 L2(]Rd)αc(H)への射影作用素とした.絶対連続部分空

間とはH=fご。入dE(入)を Hのスペクトル分解とし，測度PuをRのボレル集合 Bに対して
Pu(B) = (E(B)u， u)と定義すると，

L2(Rd)ac(H) := {u E L2(Rd) :んはLebesgue測度に関して絶対連続}

のことまた特異連続部分空間L2(lRd)sc(H)を

L2(Rd)sc(H) := {u E L2(]Rd) : puはLebesgue測度に関して特異連続}

と定義すると L2(]Rd)αc(H)，L2(]Rd)sc(H)はL2(IRd)の間部分空間になる.またHの絶対連続スペ

クトルσαc(H)，特異連続スペクトルσsc(H)を

σac(H) :=σ(H r L2(]Rd)αc(H)) 

σぷH):=σ(H r L2(]Rd)sc(H)) 

と定義する.ここでσ(H)はHのスベクトルとした.Hr AはHのAへの制限とした.波動作用素
の存在と完全性については次の Agrnon[l]の結果(定理 1)が1970年に示されている.

定理 1.H = -s + V とする • V(x) = (1 + X2)-1/2-fW(X)であり W はHoに対して相対コンパ
クトとすると波動作要素s-limt→干∞♂Hte-iHotは存在して完全.

ここでLP，CT(lR):= {f :11 f IILP〆=11(l+x)σf(x) 11 LP(Rd)く∞}.WがHoに相対的にコンパク
トであるとはDomain(W)コDomain(Ho)であり 3匂η 巴Domαin(Ho)かつ {un}nεN，{HOUn}nEN 

が有界ならば{WUn}nεNは収東部分列を持つという条件を満たすこと定理 1はつぎの極限吸収

原理

定理 2.入0>0，σ> 1/2 

sup 11 (H -(入+iε))一1IIL2.σ→L2，-tr三C(V，入。)
入主入O，f>O
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に帰着される.この極限吸収原理はtrace-lemma

定理 3.σ>1/2に対して

11 1 IIL2(sい)三c11 1 IIL2.<T(Rd) 

を使って証明される.ここで Sd-1:= {x E }Pld: Ixl = 1}. 

2004年にIonescuand Schlag[2]はadmissibleperturbationと呼ばれるより広いクラスの波動に

対して波動作用素の存在と完全性を示した(定理 4). 

Dj = {x E }Rd : Ixlε [2
j
-1，2
j
)}，j三1，Do= {xε}Rd : Ixlε[0，1]}， 

とおき，パナッハ空間 B，B*を

、tgJ∞
 

くD
 
L
 

t
t
e
 

q
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∞乞同
一一B
 

I
I
u
 c
 
↓
 

R
 

I
J
 

一一B
 

B* := {u : }Rd→<c :11 IIIB・:=sup2-j/2 11 u IID2(Dj)}' 
j~O 

と定義する.

ソボレフ空間wc:r，p を

Sα : S' (}Rd)→S'(}Rd)，5α= (1ーム)α/29

wα，p:= {uεS' (1Rd) : Sα包 εLP}，11 u Ilwa，p:=1I sαu IILP， 

と定義する.S'(}Rd)は}Rd上の急減少関数の空間.

Pd:= (2d+2)/(d+3) ， p~:= (2d+2)/(d-l)とおき，極限吸収原理(定理 4(d))で、扱うパナッ

ハ空間 X，X*を

X := W-
1
/(d+l)仰 +SdB)， 11I Ilx:= r.ll}!-/II 5_1/(d+l)!1 IIL~ + 11 5-112 IIB)， 

h+h=f 

X* .エ=W1/(パ(d併+1り)，p~n S一→1(但B噌つ*)，川，11u Ilxはx.:侯バ:ヱ=ma収x刈刈(引115一→1/パ(d併+1吋)UIIL 

と定義する.

定義 l.Lがadmissibleperturbαtionであるとは以下の条件を満たすこと.

(1)乙(XぺX)をXから X本への有界線型作用素のなす空間とすると Lε乙(XヘX)であり任意の
ゆ1ψεS(}Rd)に対して

くL仇ψ>=くLψ，ゆ>.

(2)任意のε>O，N三0に対して AN，E'RN.E E [1，∞)が存在しuEXヘγε(0，1]

11μN，γLu Ilx壬ε11μN，作 IIx-+AN，e 11 ul{lxl壬RN..}IIL2 

ここで内庁(x)= (FJEはEの定義関数とする
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(3)任意の整数J三lに対してAj，BjE L(XヘL2)，1三j三Jが存在して

くL仇ψ>=乞くBj仇Ajψ 〉
j=1 

となる，さらに任意の l:S;jざJに対し Aj，BjはL2上の非有界作用素と考えると

Domαin(Aj)コW1，2(IRd)，Domαin(Bj)コW1，2(lA.d) 

となる定義域上の閉作用素となっている.

定理 4.Lをαdmissibleperturbαtion，H =ーム+Lとする，

(a) Hは

Domain(H) = {uεW1，2(IRd) : Hu E L2(lA.d)} 

上の自己共役作用素となる.

(b)σppはHの固有値とする.非零固有値ε=σpp¥{O}はR¥{O}の離散集合.さらに非零固有

値の重複度は有限.

(c) Hの0以外の固有値に対する固有ベクトルuについて任意の整数N三0に対して

(1 + IxI2)N E W1，2(lA.d) 

(d) IC(IR ¥{O})¥Eはコンパクトとすると

sup 11 (H一(入+白))-1Ilx→x.三C(L，I)く∞
|入IEI，e巳[-1，1]¥{O}

(e) Hの特異連続スペクトルσsc(H)ニ φHの絶対連続スペクトルσαc(H)= [0，∞) 

(f)波動作要素s-limt-t平∞eiHte-iHotは存在して完全.

Ionescu and Schlagは新しい極限吸収原理(定理 4(d))を使って波動作用素の存在と完全性を

証明した。この極限吸収原理はStein-Tomas制限定理

定理 5.Pd = (2d + 2)j(d + 3)， dさ2に対して

11 f IIL2(sd-l)三C11 f IIL叫 Rd)

に関係した調和解析の技法 [3]を使って証明される。

参考文献
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Propagation of Singularities for N on-

linear Wave Equations 

Shingo Ito 

(Science University of Tokyo D1) 

We consider the propagation of singularities for the following semilinear wave equation， 

口u=f(u){(θ山)2_ l¥7uI2} + g( u)θtu+乞9j(U)δj.u+ h(u)， 、、za''
唱
E
ム
，，z
・・、

where 

一 δ234δ2δδ
(t， x)εRxRnーヘ 口=一一 )，一一 8t= 1"¥. θ一一ーがと1θz? θt' ......2一 δzr

f， 9， 9i， h εc∞(i = 1， "'， n -1). 

Here， right hand side satisfies the null condition(Def 1.4). We first introduce some nota-
tion. 

Definition 1.! We say that a subset K of R~ x (R~\ {O}) is a conic set if (xぺ)ε
K implies that (x， t~) ε K for any t > O. We call u is in Hゐ(xo，と0)if there ex-
ists a smooth functionゆ(x)supported near XQ withゆ(xo) 1 and a conic neighbor-

hood K of ~o in Rヘ{O}such that 
(~)r XK(と)I~(ご)1ε L2(Rπ) (2) 

where χK(ご)is the characteristic function of K and (ご)= (1 + I:~;) 1/2. 
If r is a closed conic set in R~ x (R~\{O}) (that is， conic in the ~ variables)， we shall say that 
U εHふ(r)if uεHゐ(x，と)for all (x，ご)εr.

Definition 1.~ Let p(x，と)is a characteristic polynomial of differe凶ialoperator P 
The curves x(s)，と(s)紅 ebicharacteristics if 

dXj θp dfjθp 
一=一(x(s)，c(s)) 一=一一一(x(s)，と(s)) 
ds θむ ds θzj (j =: 1， "'， n.) (3) 
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ム/θηθ 8vδ¥、(-L一一一一一}p == 0 we see that p is constant on each of these curves 
ロ¥何jhh偽/

one on which p vanishes is called a null-bicharacteristic of p. 

example 1.3 We consider the null bicharacteristic of口，with symbol 72 _~2. The null bichar-

acteristic through the point (0， XO， 70， '0) with 1701 ==土!と01ヂois the straight line 

r == {( t， X， 70，と0) x == Xoーは0/70)t}. (4) 

Definition 1.1 Let F(叩}，w) a real valued function in the variables 

(u，V，ω) == (u， Vl，・，Vn，Wl，l，・，ωid，・ F切n川)

with i三jrunning from 1 to n， smoothly defined in a neiborhood of origin in R x Rη × 

R今立.We say taht F( u， u'， u") (where u'， u" denote the first and second partial deriva-
tives of u) satisfies the null condition if， for any X (X1，・・・ ， Xn) such that Xf -
L:~=2 X; == 0， the following identities hold 

主主一一
i.i=lθViθUj AZJA3 一

電工 δ2F 、---XiX-iX必ニ Oた18v内 J&J 品

j"5:k 

YLδ2F 
ラ X，;X，;XlrXl== O. tJM二lh仇 l--.--J ιb  
t三j，k三I

(5) 

(6) 

(7) 

1n [2] Beals proved that following theorem for propagation of singularities in the sence of mi・

cro local Sobolev spaces. 

Theorem 1.Q. (Beals) Suppose that U is an neighborhood of xo， f is C∞， and thaもUε 
HS(U)， s >η/2， satisfies 

口u==f(u). (8) 

Let r denote a null bicharacteristic for口andsuppose that u εHSnHふ(XO，と0)for some 
(xo， co) on r. Then u εHS n H::nl(r) if rく3s-n + 1 
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This proof is a bootstrap argument which uses Hormander's propagation of singulari-

ties theorem for the linear ope凶 or口.Moreover in [2] Beals proved七hatfollowing theo-

rem about口u== f(u， Du). 

Theorem 1.Q (Beals) Suppose that U is an neighborhood of xo， f is C∞， and that u E 
HS(U)， 8 > n/2 + 1， satisfies 

口u== f(u， D包) (9) 

Let r denote a null bicharac七eristicfor口andsuppose that 

u E HS nH，ム1(xo，ご0)fo1' some point (xo，と0)on r 

Then u ξHSnHふ(r)for rく 38-n -2 

1n section 2， we give an imp1'ovement of theo1'enl 1.6 about condition of 8， r for the equa-
tion (1). 

2. Propagation of singularities for (1) 

Theorem 2.1 Suppose that U is an neighborhood of Xo and J， 9 is C∞. Sup-
pose that uεHS (U)， 8 > n/2， satisfies 

口u= f(u){(δ山)2一|日12}+g(U)θItU+乞gj(u)8ju+九(u)，

Let r denote a null bicharacteristic for口andsuppose that 

uEHゐ(xo，と0) for some poi凶 (xo，co) on f， 

then uεHゐ(f)for n/2くs::;; r三2s-n/2 

Remark When n/2く s~ n/2十2this theorem is better than theorem 1. about condi-

tion of S， r. 
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3次元 deSitter空間内の空間的 CMCl曲面について

神戸大学大学院自然科学研究科 D2 藤森祥一 (ShoichiFujimori) 

Department of Mathematics) Kobe University 

McCを単連結 Riemann面，zoE M とする.M上の有理型関数gとM 上の

正則 1次微分形式 ωに対して，gの極と ωの零点が一致し7ω の零点、の位数が対応

する gの極の位数の 2倍に等しいとする.このとき，F= (Fjk): M →SL(2， C)を

la -a~\ 11 0¥ 
P-1dF = (: -g-)ω， F ( zo) = (~ ~ 1 

¥ -g J . ¥ 0 1 J 

を満たすはめ込みとすると，J := FF* : M →阻3は 3次元双曲空間四3内の

平均曲率 1(CMC 1)のはめ込みになる (Bryantの表現公式 [B，UY1]). ただし

日3_日3(-1)竺 {AA*; AεSL(2， C)}とみなす.一方，M の各点 zで Ig(z)1> 1 

とし7

~ 11 0 ¥ 
f:= FeF*: M →Sf， e:= I = ~) 
ゐ¥0 -1 J 

とおくと，Jは3次元自 Sitter空間S?内の空間的 CMClはめ込みになる(相山・

芥川の表現公式 [AA]) ただし 81= 81(1)竺 {AeA*; AεSL(2， C)}とみなす
J， f による誘導計量 ds2，dsρ2はそれぞれ

ゐ

で与えられる.また，J，!の Hopf微分 Q，双曲的 Gauss写像 Gはともに

Q 9?dF11dF12 
二 wda‘ G=一一一二一一-

vl dF21 d乃2

で与えられる.対(g，ω)はWeierstrassdata， 9は第 2Gauss写像と呼ばれる.
日3内の CMC1はめ込みは F上述の Bryantの表現公式を用いて，梅原雅顕氏?山

田光太郎氏らを中心として多くの研究者によって研究されてきた.特に完備かつ有限

全曲率を持つ曲面に関しては?その大域的な性質についても調べられている.大域的

な性質のうち重要なものの 1つとして， Osserman型の不等式

2 deg(G)三一χ(M)+ (エンドの数)

が成り立つ [UY2]([UY2]ではさらに?等号が成り立つことと， Gが各エンドに有理

型に拡張され，かつ各エンドが自己交叉しないことが同値であることも示されている.

[UYl]も参照).

一方， Sy内の完備な空間的 CMC1はめ込みは平坦かつ全照的なものに限られる

ことが知られている [Ak，R].そこで?ある種の特異点、を許容した新しい曲面のクラ

スを考える.

本JI“iiの内容は1Wayne Rossman氏(神戸大γ)，栴必(羽f冨i氏(大阪大''1)， 山田光太郎氏(九州大γ)，
Seong-Deog Yang氏 (KoreaUniversity)との共同研究の成果による.
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まず?以下の定義を与える ([UY3，F]参照)• 

定義 1.M を 2次元多様体，/:M→siを滑らかな写像とする.ds2 = /*(dsる)と
おく.次の (1)-(3)を満たす fを CMC1 faceと呼ぶ.

(1)調密な開集合 WcMが存在して，/lw:W →siはCMC1はめ込み，
(2) C1級関数 β:W→JR+が存在して，sds2はM上のc1級Riemann計量に
拡張される 7

(3) M の各点 pで d/(p)チO.

CMC 1 face / : M →siは?はめ込みではないから，/による誘導計量から M に
複素構造を入れることはできない.しかし?次の命題が成り立つ:

命題 2.([F]) M を向き付け可能な 2 次元多様体とする • !:M →siを CMC1 face 
とし，WcMをflwが CMC1はめ込みとなるような手周密な開集合とする.このと
き，次の (1)-(2)を満たす M 上の複素構造 Jが存在する:

(1) flwは Jに関して共形的である，
(2) Jに関して正則なはめ込み F:M→SL(2， C)が存在して

1 7 r1  (g _g2 ¥ F-1dF = I ~ 
J Iω かつ /0 Q = Fe3Fヘ

¥ 1 -9 I 

を満たす.但し， 9は庇上の有理型関数 (Igl手1)， ωは庇上の正則 1次微
分形式，(!:M → M は M の普遍被覆とする(この Fはfの正則零持ち上げ
と呼ばれる)• 

この命題により， CMC 1 face / : M →siの M は常に複素構造を持つことがわ
かる.以下本稿では，この命題によって誘導される複素構造を用いることで，M を

Riemann面とみなすことにする.

特異点は， Igl= 1を満たす点に対応する.

定義 3.写像

JR23(U，v)日 (u，V2， V3)εIR3 

による U軸の像を cuspidaledgeという.また?写像

IR2ヨ(u，v) ~ (3u4 + U2V， 4u3 + 2uv， v)ε]R3 

による原点の像を sωαlloωtailと呼ぶ

CMC 1 faceの特異点の形状に関して?以下の結果を得た.

定理 4.([FRUYYJ) f : M → S?を CMC1 faceとし， (9，ω=φdz)をその Weier-
strass dataとする.e:= g2φとおく このとき?次の (1)-(3)が成り立つ:
(1) z εMが特異点となるための必要十分条件は|心(z)1= le(z)1が成り立つこと
である.

に

u
t
i
 --



cuspidal edge swallowもむl

(2)特異点 zの近傍の像が cuspidaledgeと局所微分同相であるための必要十分

条件は?点 zにおいて

{ (e' /0)一(φ'/φ)¥ 
仰一向チ0 かつ Im| [ l 

¥〉φe J 
が成り立つことである.但しl'= d/dzとする.
(3)特異点 zの近傍の像が swallowtailと局所微分同相であるための必要十分条

件は，点 zにおいて

{ (0'/0) -(φソ心)¥ 
山 -OJヂ01Im| 〔 l

¥ v' CJO J 
nu 
」
ア

¥
I
h
-
-
/
 

《

ω
一

Q
U

一
一一

ω

λ
U

一
S

一

/
I
t
i
t
-
-
、

e
 
R
 

が成り立つことである.但し，s(φ) = (ω'/(;;)'-(φ'/ψ)2/2とする.

証明の概略 まず¥fの第 2Gauss写像 gの微分 dgが特異点、において零でな
ければ，その特異点の近傍で fはフロント(即ち，fはある Legendreはめ込み
L:M →P(T*8Dのsiへの射影)となることを，具体的に Lを構成することによ
り示す.そして [KRSUY，Proposition 1.3]を適用する ([UY3，Theorem 3.1]の証明

も参照)• 口

系 5.CMC 1 faceの特異点、は，ジェネリックには cuspidaledgeか swallowtailに

なる.

次に CMC1 faceの大域的な性質を調べるため?以下の定義を与える ([KUY，UY3， 

F]参照)‘

定義 6.CMC 1 face f : M →siが完備である (resp.有限型である)とは，コンパ
クト集合 CcMとM 上の対称な (0，2)テンソル Tが存在して，M¥C上 Tは恒

等的に Oかつ ds2十Tが M の完備 (resp.有限全曲率を持つ)Riemann計量になっ

ていることである.

以下，f:M→siは完備な CMC1 faceとする.このとき1CMC 1 faceの Gauss
曲率の非負性に注意すると， [H]より M はコンパクト Riemann面市から有限個の

-117-



点Pl，...，Pnを除いたものと双正則となることが導かれる.除いた点 Pl，・・・ ，Pnは

CMC 1 faceのエンドに対応している.

FM→ SL(2，C)をfの正則零持ち上げとする.γ:[0，1]→M をM上の閉曲線
とする.7をM のγに関するデ、ツキ変換とする.このとき，Fのモノドロミー争γ

は

F07= Fφγ 

で与えられる.今，f = Fe3F*はM 上well-definedであるから，任意の閉曲線γに
対して @γ 巴SU(l，l)が成り立つ.故に争γは次のいずれか lっと相似で、ある:

ポ

o

/
J
t
i
l
-
-
、、

士一一行

¥、
1
1
f
I
ノ

A
U
 

O
寸

e
 

げ

0

/
F
t
Z
E
E
-
¥
 

一一
C
レ

¥
1
1
E
1
'
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A
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E
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土一一?
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h
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s
 

n
U

一
e
 

但し 0ε[0，2π)かつ SεR ¥{O}. 

定義 7.f: M →siを完備かつ有限型の CMC1 faceとし，Fをその正則零持ち上
げとする.fのエンドは?そのエンドのモノドロミーがεと相似のとき楕円型エン
ド?冗と相似のとき双曲型エンド，Pと相似のとき放物型エンドと呼ばれる.

注意 8.8U(1，1)の任意の行列

x= (~ ~， ε SU(l ， l) 
¥ q P / 

は，対応阻2ヨωI---t(pω+ q)/(q'ω+p)ε日2によって Poincare円盤日2= ({ωε 
CIIω| く 1} ， ds~2 ニ 4dωdw/(l -IwI2)2)に等長的に作用する.Xによる固定点がF
JHI2内に 1点、のみあるとき X は楕円型， JHI2内には無く θIHI2上に 2点、あるとき双曲

型，四2内には無く θ皿2上に l点、あるとき放物型と呼ばれている.定義 7の用語は

このことに由来している.

エンドの挙動について調べたところ?双曲型や放物型のエンドはF特異点がエンド

に集積することが分かった.即ち?完備な CMC1 face ~こ関して以下の定理を得た:

定理 9.([FRUYY])完備な CMC1 faceのエンドは全て楕円型である.

この結果を [F，Theorern 3.9] ~こ適用すると?次の命題を得る.

命題 10.(Osserman型不等式 [F])f: M =市¥{Pl，• ・・ ， Pn} → S? を完備かつ有
限型の CMC1 faceとする.Gをfの双曲的 Gauss写像とする.このとき T

2deg(G)三一χ(M)+n 

が成り立つ.さらに?等号が成り立つための必要十分条件は， Gが各エンドに有理型
に拡張され，かつ各エンドが自己交叉しないことである.
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1 序

ある変数係数楕円型方程式に関する

亀裂問題の解の特異性

京都大学大学院情報学研究科

複雑系科学専攻

大久保篤志

本論文の目的は，亀裂を含む2次元有界領域における変数係数楕円型方程式Lu:=-¥1. (αマ11.)= 1の解
が亀裂端点において有する特異性の解析である領域中に亀裂が存在する場合?一般には，楕円型方程式に

対する解の正則性定理が成立せず，境界条件として滑らかなデータを与えた場合でも解は亀裂先端において

特異性を有することがあるこの解の特異性は物理的には応力集中や電荷集中として知られている現象に対

応するものである.弾性問題では，亀裂端点での解の漸近展開において，特異性を有する頃の係数は応力拡

大係数と呼ばれている本論文では便宜上，一般の楕円型方程式に対しても，この用語を用いる

応力拡大係数について簡単に説明するために次の間題を考える.2次元平面 JR2において原点を端点とす

る亀裂E={引く O，X2= O}を考え，

(-Au=f仇町
竺=0 on E土、
ov 

を満たす uを考えるただし，原点の近傍で 1=0とする.また， E+，Eーはそれぞれzの上面，下面を表
す.ここで，極座標を入れて上の問題を書き直すと 3

(仇 1θu 1仇
-(rFZ+戸研)=0 
生=0 (8 =土π)， 
δ0 

となる.変数分離解のうち， 1階の導関数が原点近傍で2乗可積分となる(物理的にはエネルギーが有限とな

ることに対応する)ものとして

ゆ0=1，仇 =rk cos(k())，ゆ(2k-l)/2= r(2k-1)/2 sin((2k -1)8/2)， k = 1，2，・

が得られる. このうち，ゆo 1，仇(k= 1，2，・ー)は亀裂を跨いで滑らかな関数であるが、ゆ(2k-l)/2(k= 
1，2，・.)は亀裂の上下で値が異なり，この種の問題に特有の解である.形式的な解の級数展開は?

u ko + k1/2r1/2 Sill () /2 + k3/2r3/2 sin 38/2 + . . . 
十 k1r

1 cos B + k2'T・2cos 2fJ + . .. 

である.これを弾性論の用語を流用して説明すれば?応力成分は変位の 1階導関数により与えられ、応力成

分の内仇/2，こ由来する部分は原点、において r-1/2の特異性を有しそれ以外は原点の近傍で有界にとどま

る.すなわち、仇/2に出来する部分が原点近傍で、の応力状態を支配的に定めることになる.この意味でゆ1/2

を特異項と呼び、 φ1/2の係数を応力拡大係数と呼ぶ.
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破壊力学において応力拡大係数は破壊評価基準となる重要なパラメータの一つであり， Irwin([3])によっ

て導入されたものであるが， lrwinによる考察は数学的には形式的なものであった.定数係数の場合の直線

亀裂問題の解の特異性に関する数学解析の結果は Grisvard ([ 1 ])などに与えられているが，曲線亀裂の場合

については 1若野([5])により， 2001年にようやく数学的な証明が与えられた

本研究の目的は，若野による手法を変数係数の方程式に拡張し，亀裂端点での解の特異性を特定すること

である.変数係数作用素が現われるのは 3概ね?次の二つの場合である.第ーは 1物質係数が位置に依存する

場合1すなわち，電気伝導率や弾性係数などが位置の関数となる場合であり，第二は 1曲線座標を用いた変数

変換による場合である.本研究は前者よりも、むしろ後者の理由によって動機づけられた.その背景は数学

的に未解決の3次元曲面亀裂問題の解の特異性の解析にある

滑らかな境界rを持つ， ]R2の有界領域Qを考える亀裂 2はC∞級の Jordan閉曲線γ:(O，L)ヨSI-?
γ(S) E f2で表現され、ある C∞級Jordan閉曲線Sc n，こ含まれ， E#Sであることを仮定する.とこで?
Sは弧長パラメーターとする.このとき，Lは亀裂zの長さを表している.以後3亀裂先端 γ(O)'/(L)をそ
れぞれγ(0)，γ(1)と表す.また，考える領域は Qから亀裂 Eとその両端を除いた領域f2E:=f2 ¥豆とする.

さらに，f2ーを s~こ囲まれた領域とし n+:= n\nーとする • fD，fN をrの空でない連結な間部分集合
とし，fDU fN = fを満たすものとする(図 1). 

図1:領域と亀裂

本論文では，変数係数楕円型作用素L:=-¥1.α(x)マを考え F境界値問題

L(u) f in f2 
u 0 on fD 

Bvu 9 on fN 

B;.u 0 on I: 

考える.ここで，関数 αはαEC∞(1R2)であり、ある正の定数 Cが存在して，c-1三α(x)三c，Vx E JR2を満た
すものとするまた，vを， rおよびSの外向き単位法線とし?βvU=α(x)aujδνIr，βtu=α(x)θujθvls+， 
及び B;;u=α(x)θujθν18ーとする.

一般に作用素 Lに対してはv大域的な基本解の存在は保証されないので，局所的な基本解を用いて単層ポ

テンシャルと重層ポテンシャルを構成し，亀裂端点、の近傍において解のポテンシャル表示を導いた後，解の
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2 亀裂問題の解の存在と一意性

まず?境界値問題 (1)の一意可解性について論じる.後の便宜のため，境界値問題 (1)をやや一般化して，

境界値問題
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(2) 

を変分問題として扱う枠組みを構成し，境界値問題(2)の一意可解性について議論を行う.

ここで1いくつかの記号の定義をする vE H1(nI;)に対して，IS+，γsーをそれぞれ Sの外側?内側から
のトレース作用素とし γrをFへのトレース作用素とする.このとき

[v] := IS+V一γ'S-v， [v]~:= [v]l~ 

と定める.また， H1 (n~) ， H-1/2 (r)， H-1/2 (8)の部分空間 V，H-1/2(r N)， H-1/2(E)をそれぞれ

V := {u E Hl(n~) IγrU = 0 on rD}， 

H-1/2(rN) := {GlrN I G E H-
1
/
2(r)}， 

H-1/2(E) := {GI~ I G E Il-1/2(8)} 

と定義する • H-1/2(rN)はH-1/2(r)のrNへの制限であり，

jjl/2(rN) := {ψE L2(rN) I ;t E H1/2(r)} 

の双対空間と一致する ([4]). 9 E H-1/2(rN)の ψEjjl/2(fN)での値は (g，ψ)rN:= (G，長)t，'v'ψE
H1/2(f N)と定められる ただし， GlrN = 9 であり，1þは ψ の 0-拡張である H-l/2(~) と H1 /2 ( 'L.) := 
{ψε L2('L.) Iや巴 H1/2(S)}の関係も同様である

亀裂を含む領域 n~ においても ， u E Hl(n~) ， f E L2(n~) が Lu=f を満たすとき， Greenの公式([6])

j α(x)マ匂.'lvdx 1 f吋x+ (Bv，ru，γrv)r 
JDE JDr; 

-1- (sv，s-u， IS-V)S 一 (ßv， S+仏 IS+V)S 司 'v' v ε Hl(n~)

が成立し，境界値問題 (2)は変分問題

lα(x)マu.'lvdx = I fvdx + (g，irV)rN -(h， [vJ~)~) 'v' v E V 
JDE JDE 

と同値であることが示される ([6]). 

更に，u E H1(nE)に対して

(3) 

II'luIlL2(DEP := (I l'luI2dx) 
¥JDr; ノ

とおくと， 11'1IL2(nr:)2は V における 11・IIH1(nI;)と同値なノルムであることに注意すると ([6])，係数αの有
界性と正値性:およびノルム 11・IIHl(DE)と11. IIL2(DEPの同値性から次の評価を得る.

11nα附 u.'lVdxl ::; clluIIHl(fh:) IIvIlHl(fh::)川 EV， 
DE 

lα(x) 'lu . "Vudx 三 cllullh1(DE)) 'v'uεI 
Jnr; 
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したがつて?変分間題(σ3)に対して La以X

性を得る.

亀裂端点における解の特異性を特定するために，境界値問題 (1)を次の二つの問題に分解する.亀裂のな

い領域 Qにおける境界値問題

{:包0) f in fl 
Uo 0 on rDヲ
Bvuo 9 on rN! 

(4) 

は一意の解 UoE H1(n)を持つ.さらに， flの任意のコンパクト部分集合flcに対して，uolnc E H2(flc)で
ある • Uo E H2(flc)なので，h:=-BvuεH1/2 (1:)である.そこで，次の問題を考える.

ぃ oin fl 
Uc 0 0ηrD1 

βνUc 0 on rN， 
(5) 

前述のとおりう境界値問題(1)と(5)は一意可解である.故に，U= Uo +Ucは境界値問題 (1)の解であり，
U の亀裂端点における特異性は Ucのみに含まれる.したがって，以後境界値問題 (5)の解を考察の対象と

する.

3 解の亀裂端点における特異性

解の亀裂端点における解の特異性を考察するために?解のポテンシャル表示を考えるしかしながら，一

般に変数係数作用素L=-V.α(x)Vに対しては大域的な基本解は保証されず、局所的な基本解を用いて亀
裂端点の近傍におけるポテンシャル表示に甘んじざるを得ない.ここで?局所的な基本解とは次の作用素 E

のことである:

作用素 Lに対して?以下の性質を満たすγ(0)の近傍 BC JFt2と線型作用素E: [' (JFt2)→ ['(JR2)が存在

する ([2}:Theorem13.3.3):

LEf f in B if f E ['(lR2)， 

ELu 二 u in B if UE['(B) 

この作用素を用いてヲ通常の基本解と同様にして 3曲線 C上の単層ポテンシャル?重層ポテンシャルを定

義し，それぞれSLc，DLcで表す ([4]).このとき 1境界値問題(5)の解は亀裂端点 γ(0)の近傍で次のように

ポテンシャル表示される ([6])

U = -DL~2Ó([uh:2Ó) + DLθB2o (-roB2OU) -SLdB2d (BI/，θB2oU) (6) 

ポテンシャル表示(6)において】第2項と第3項は亀裂端点の近傍で滑らかな関数を定義するので3特異

性の考察においてはう第 l項のみを考えればよい.

ここで，第 1項の密度関数vについて次の仮定を設けることにする・
定数 C(O)が存在して?

ψ-C(O)S(O) E H3/2(B~ ，ó) (7) 

を満たす.乙こで， S(O) = Sl/2χ(s)でありう Xは γ(0)の近傍で 1の値を取り， γ(1)の近傍で Oの値を取る
cut-off関数である.

勺みヮ“
唱
E
-品



定理の主張を述べるために，亀裂先端 γ(0)を原点とする座標系 (X1，X2)を次のように定める:cドγγ7ヂ仰仰山(仰例0的)

γ(0的)の近傍B(例0的)が存在してr:nB(例O川)c{引(X町1，X勾2)川Ixぬ2く0叫}.

またtγ(0)在中心とする極座標系を (1・，8)で表す ここで、角 Oについては X1-軸の正の部分が 8=0とな

るように定める(図2) また，Boを原点を中心とする半径 6の円板とし，BE、d:=Bo¥zとおく.

X2 

Xl 

図 2:γ(0)の近傍の局所座標系

この座標系においてう仮定(7)の下で前節で示した亀裂端点におけるポテンシャル表示(6)を用ると，包の

特異性に関する次の定理が成り立つ.

定理 1u E Hl(nE)を境界値問題(1)の解とし，i.p = [U]E2d ~こ対して J (7)を仮定する.このとき 3十分小さ
な0>0'こ対して?定数 Cと11.(0)εH2(BE，d)が存在して uは亀裂先端 γ(0)の近傍 BE，oにおいて

Cr・1/2~in(8 12) + 11.(0) 

と表わせる.

条件 (7)の検証が今後の研究の課題の一つである.
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Explicit solutions to optimal long-term investment 
problems for certain nonlinear factor models 
畑宏明 関根 JI慎(大阪大学大学院基礎工学研究科)

本講演で考える市場は次からなるものとする。

1.一個のリスクのない資産(安全資産)、例えば債券など。時刻tにおけるこの資産の
価値を Btとする。

2.一個のリスクを伴う資産(危険資産)、例えば株など。時刻tでの株価をぬとする D

資産品に「リスクがない」とは、数学的には、その時開発展がブラウン運動などによっ
て表される不確定性に依存しないことを意味しており、利子率Tが与えられたとき、 Btは
次の常微分方程式を満たす。

、、B
E
E
f

-EムハU
/
l
k
 

dBtニ Btr(Y，;)dt，Bo = 1 

危険資産品は次の確率微分方程式

(0.2) dSt = St{μ(t， Yt)dt +σJdω(t)}， So > O. 

をみたす。ただし、 ω=(ω1，切2)'はフィルター付き確率空間(n，F， P; (Ft)t~o) 上で定義さ
れた2次元ブラウン運動で、 e:=(/1て玄p)'ξR2?ρε 卜1，1]， σはFt-発展的可測過程
である。 μは瞬間平均収益率、 σはボラティリテイで市場における不確定性を表すもので
ある。ここで、 μを次のように仮定する o

μ(t， y) =γ(y) +σt入(y)

ただし、入はリスク・プレミアム過程といい、瞬間平均収益率μがγによって表される金

利をどれだけ上回るかを、ボラティリテイを単位として表している。 T、μ、入はYの影響
を受けているのだが、このYは経済的要因(たとえば、失業率、物価上昇率など) (以下
ファクターとする)で次の確率微分方程式を満たす。

(0.3) dYt = b(れ)dt+ cdω2(t) 

ただし、 c>Oである。
投資家が時刻tで持つ債券、株の保有量をそれぞれが(t)，h(t)とすると、資産価値過程
XtはXt= hU(t)B(t) + h(t)S(t)である。債券、株への投資比率(投資戦略)をそれぞれ
π??πtとすると、

πo hO(t)B(t) h(t)S(t) 
t - X(t)， Ilt - X(t) 

で表される。本講演ではπをあ-可測としている。つまり、投資家が危険資産とファク
タ一過程の過去の全ての情報を用いて投資戦略πを選択する場合を考えている。

Remark.実際、ファクタ一過程の過去の全ての情報を用いることは必ずしも現実的では
ない。よってより現実的な状況として、投資家が危険資産の過去の全ての情報のみを用い

て投資戦略を選択する部分情報下の場合を扱っている研究がある o (cf. [6]， [9]， [10]) 

-125-



πを与えたとき、自己ファイナンシングの条件を仮定すると、 Xt二 Xfは次の確率微分
方程式を満たす。

dXt一一odBt I 
dSt 

支7ーハtBt T J1t S+ 
dBf dSI 

= (1十宵t)U/:~ +πt」
Bt 
. .." 
St t 

=rベ(}れ刊t)+ π向tA入刈(巧均)dt+ 7r叩dω 
Xo = 1. . 

ここで、自己ファイナンシングとは、資産Xの変化に際して外部との聞に資本のやり取
りがない場合をいう o
我々が興味を持っている問題は次の3種類の最適投資問題である。

(1)有限時間範囲の問題、すなわち Mertonterminal wea1th problemsとよばれる
未来のある時刻T>Oでの資産の期待効用を危険資産への投資戦略πによって最大にする
最適投資問題:

(0.4)supEl(XF)γγ#  0，γく l
πγ  

効用関数U(x)は(0，∞)上の狭義単調増加、狭義凹関数とされるが、本講演では効用関数と
して、 HARA(HyperbolicAbsolute Risk Aversion)型の中のべき型効用 (Powerutility)関数

U(z)=;z¥γ#0，γく 1を用いている。 γをHARAパラメーターという o jzγ=j♂logx 

なので、 (1)の問題 Ej(X子)γ を最大化する問題は

川):EVlogX子]

を最大化する問題とみなすことができ、本講演ではこの問題を投資戦略πを制御、 Yをシ
ステム過程と見て評価関数を (0.5)とする完全可観測リスク鋭感的確率制御問題と捉えて
考察する。

(2)無限時間範囲の問題、すなわち期待効用の長期間成長率を最大にする問題:

(0.6) f( "y) := sup Jim土logE(ヰ)γ 件 0，γく 1
πεAT→∞γr--O-'--.L 

本講演ではこの問題をファクタ一過程Yのエルゴード性に関する条件の下でエルゴード
型リスク鋭感的確率制御問題として考察するロ

Remark. (1)， (2)の問題に関する研究結果として、 [1]， [2]， [3]， [4]， [5]， [6]， [7]， [8]， [9]， [10]， 
[11]などがある。

(3)大偏差制御問題:0く γく 1に対して、漸近的な資産の優位成長確率を最大にする
問題:

一一 1 (0.7) rr(k) :=ザ主男。子logP(x子三戸)

この問題は、 Oくγく lに対する (2)の問題と密接に関係している。
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大偏差原理:

p(x;， 三ekT)竺 exp(-'I(cス)T)as T →∞ 

が成り立つ条件の下で、 Fenchel-Legendre変換より、 ratefunction 1 (k，π)とmomentgen-

erating fu山曽川 =li21MM[e似子]二iiryJlogE[仰いの関係は

I(k，π)ニ S叩 [γk一世(γバ)]
γ>0 

で表される。大偏差確率JEJ附 (x;， 2:: ekT)を最大にする問題はI(k，1f)を最小に
する問題であると期待できるので、 infI(k，π) == inf sup [')'k一世(γ，π)]を考える。この等

π 11・ γ>0

式でinfと supの入れ替えが可能であると仮定すると、守(γ)二 sup宙(γ，1f)とすると、

inf I(kヲπ)= sup [')'k一世(k)]となる。 (2)の問題は(3)の問題の双対問題であると見なせ、
11" γ>0 

大偏差制御問題の最適戦略と最適値は無限時間範囲の問題の最適戦略と最適値から得られ

ることが期待できる。ここで宙(γ)=γr(γ)に注意する。実際、 Pham[11， 12]の結果で、
ある 7ε(0，∞)があって各γε[0，1)に対して、 (0.6)の最適戦略苛(∞)があるとき、世(γ)
が連続的微分可能で、 liIr!¥T' (γ)ニ+∞ならば、

γ→γ 

rr(k) == -sup {γkー宙(γ)}， 'tkεR 
γε(0，マ)

さらにγ(d)ε(0，ヲ)をγ(w'(d)) = d ε(¥T'(O+)，∞)となるものであるとすると、

会[k，吋-J対∞)(γ(k + ~)) ， if k > ¥t' ( 0) ， 
ハt 一}可∞)(γ (w'(O)+~)) ， ifk三¥T'(O)，

で定義される制御の列(苛lM)nENはneaのoptirnal、すなわち次が成り立つ。

l込J豆J附
ということが示されている白この結果から、大偏差制御問題の最適戦略と最適値は無限時

間範囲の問題の最適戦略と最適値から得られる。ここで、 0く γく 1に対する (2)の問題
の最適値r(γ)の定義域が(3)の問題を解くためには必要であり、特に定義域の右側境界7
を調べることが重要であるということを注意しておく。

Remark. (3)の問題を検証できているのは、今のところ安全資産、危険資産、ファクタ一
過程がそれぞれ一個ずっとした、線形Gauss型モデルの場合のみである ([11])。また、同
様のモデルでこの問題の部分情報下の場合として[6]の結果がある。

本講演では次の 2種類のモデルを扱う。
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司
E
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(A) Gaussian factorつまり、 b(y)二 bo+ b1y， bo， b1巴Rの場合。九 E1Rで γ?入の形を
それぞれ次のものとする。

ァ(y)= ro + rlY十r2y2 T2三O，rO，rlεR
r PO + PIY， when ρ= 0， 

入(y)=< -~( y¥ 1 9 t -%c J + ~ (bo + b1y)ー whenpヂ0，
ただし gはPO，P1，P2εRとして、次の Riccati方程式

(0.8) g' (ν) + g2(y) = po + PIY + P2Y2 

の解である。

Remark. (A)のようにファクターが線形Gauss型である場合で、さらにημがUの線形
である場合のモテ'ルで上の最適投資問題を扱った研究がいくつかある (cf.[1]， [2]， [3]， [4]， 
[5]， [6]， [叱 [10]， [11] )。本講演ではμに非線形の項9(Riccati方程式(0.8)の解)が含ま
れている場合を扱う o

(B) Bessel with linear d凶 factor(He蜘 l/CIRtype faωr)すなわち、 b(y)二 27L+
b1払 b_1，b1εIR， 2b_1 ~三 c2 の場合。九 >0 で T， 入の形をそれぞれ次のものとする。

T(U)=7+附 γ2y2 r-2，r2 ~三 0 ，rOεR  

入(y)ニヤ+川 入-1，入lεR

特に、 γ(れ)= r2~2 の場合は Cox-Ingersol-Ross's interst rate modelと呼ばれる。

本講演では、上の (A) と (B) のそれぞれのモデルの場合に (1)~(3) の問題の最適戦略
の明示的に構成し、最適値を具体的に表現し、大偏差制御問題を考えるのに重要な意味を

持つ7を明示的に与える。
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η次元複素空間の単位球上の不変調和関数の境界挙動

平田賢太郎*

島根大学総合理工学研究科D3

1 記号と動機

cη をη次元複素空間(内積 (z刈)= L/;=l勺WJ'，ノルム Izl= J(工万)とし，Bを単位
球，Sを単位球面とする.また， σをS上の正規化した球面測度とする.

B上のBergman計量に関する La叩plac白e-B

.Q2 

A=-L(1-lz|2)〉:(hk-EZK)-LーJtl LJ  θZk8Zj 

で定義され，d.h = 0を満たすC2級関数hをB上の不変調和関数という.

注意 η=1のときは， s=仰_Iz12)2義より，不変調和関数は通常の調和関数である

境界挙動に関する研究は偏微分方程式の Dirichlet境界値問題に関係している.境界関数

が連続のときはSchwarzにより次が示された.

Schwarz (1872) 

fモC(S)ならば，hε02汽(B)で

ムω山h=円=寸o in 

持mιh川(z斗)= f(ぼ5ο) forとεS
ー，ノ
咽
a
E
A

噌

E
I
f
E
K
 

を満たすものが唯一つある.更に，

r (1 -Iz12)η 
h(z) = I ヮηj(C)da(C)
ん11一(z，C) 12 

と表される.

境界関数が不連続ならば，(l.1)の意味で境界条件を満たす解は存在しない.

直言E不連続な境界関数に対して，境界条件はどう解釈されるか?

1・mailaddress: hirata@math.shimane-u.ac.jp 
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一般に，f εLl(8)に対して，

r (1 -Iz12)η 
P[J](z) = I 11'- 1~~~:12nf(()dσ(() 
ん11-(zべ)12 

は定義され，fのPoisson-Szegり積分と呼ぶ.従って，上記の問題に関してはPoisson-Szegり
積分の境界挙動を調べればよい.つまり，どのような接近領域を考えると境界極限をもつ

か?，またその接近領域は最良か?ということが研究対象である.まず， 1次元の場合の歴

史的背景を述べ，高次元の場合を解説する.

2 n == 1の場合

・存在性単位円板上のPoisson積分の境界極限の存在を保証する為にFatouは次の接近領域

を考えた:各α>1ととεSに対して，

じ(ご)={zEB:1パ|く ~(1 -Iz12) } 

これは点とにおいて単位円周に接しない領域である.

Fatou (1906) 

f εLl(8)ならば，各α>1に対して

lin~_ ，_， P[j] (z) = f(と) a.e. cεS 
z→ιzεI'.:l: (と)

-最良性非接な接近領域の最良性は最初にLittlewoodにより次の意味で示された.

Littlewood (1927) 

γを点z=lで単位円周に接する曲線とし， γ。を γを原点周り 0だけ回転させた曲線と

する.このとき，f εL∞(8)が存在して

li叫P[f](rei8)く limsupP[J](z) a.e. ()ε[0，2π) 
T→ z→e8， zEi8 

Blaschke積の構成による簡単な方法がZygmundにより与えられた.

Zygmund (1949) 

gは(0，1]上の連続関数で

~ill! g(t) = +∞ 
EートU

を満たすとし，

Zg(と)= {zεB: Iz-引く g(l-Izl)(l -IzI2)} 

とする.このとき，s上の有界正則関数hが存在して

~jm !~f ， '''， I h (z ) I = 0く 1= liIl! Ih(γ♂0)1 a.e‘0ε[0，2π) 
z→e8， zEZg(e8)' . '. r→1 
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Aikawaは“全ての点"で振動する関数を構成した.

Aikawa (1990) 

γ。はLittlewoodの定理と同様とする.このとき，f εL∞(8)が存在して

li同inf P[J](z) -1= liln sup P[J](z) all (}ε[0，2π) 
zーte'Cl'ぅ zEγe z-te6) zEi(J 

3 n> 2の場合

.存在性 1次元の場合の境界極限の存在に関する Fatouの定理の高次元への拡張はKoranyi

により成された.接近領域は次の様である:各α>1とfεSに対して，

Aα(c) = {z E B : 11 -(ぱ)1 く ~(l -Iz12) } 

この領域は一実方向には非接であるが，複素接方向ではSに接している.

一一-一ー一~

〆/ご

Koranyi (1969) 

f εL1(S)ならば，各α>1に対して

lim. ，_， P[J](z) = f(ご) a.e. cεS 
z→ιzEAQ ({)  

-最良性 Hakim& Sibonyは高次元版の Blaschke積を考えることにより Koranyiの接近領域

の最良性を次の意味で示した.

Hakim & SibQny (1983) 

α> 1とし，g:(O，l]→[α，∞)は単調減少で

!!見g(t)= +∞ 

、EI
l

、rl
l
j

n
L
 z
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Dα)g(と)は一実方向においては非接であるが.複素接方向においては Aα(~) より広がって

いる.

Dα，g(と)

Hakim & Sibonyよりもっと強力に Aikawaの意味(接曲線に沿って非存在)で最良性を示

すことができる.e = (1，0，・・.10)とし，Uはcn上のユニタリ一変換群を表す.

K.H (2004) 

γを点eで終わる B内の曲線で

， 

(3.1) 
l' ___1 -(ムe)I . 
z→e，Zεγ1 -lzl2 ・∞

を満たすとする.このとき，f E L∞(5)が存在して

1ir!l int P[J](z) f. liln sup P[刈z) all U εμ 
Izl→1， zEUγIzl→1， zEUγ 

注意.(i)μ はS上推移的(任意のと εSに対してと =UCeなる Ucευ が存在する)である

から，

liminf P[J](z) f. lirnsup P[f](z) allとεS
z→¥， zξ U~γz→ι zE U.打

(ii)条件 (3.1)を上極限に置き換えることはできない.つまり，

l' _ I1 -(z， e)I . ・・… 1 … ー • ， .. . 
i二目的トIzl2 ・ー

を満たすが，全ての Poisson-Szegり積分がUげに沿って殆ど至る点で境界極限をもつような

曲線γが存在する. (Nagel & Stein (1984)とSueiro(1986)参照)
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ヤング盤と量子アフィン代数のq-指標

中井和香子

名古屋大学大学院多元数理科学研究科

(本講演内容はF中西知樹氏との共同研究 [NN]に基づいている，) 

カッツ・ムーディー・リ一代数 gの普遍包絡代数 U(g)のf類似として，量子群と
呼ばれる代数 Uq(g)がある.講演内容は，量子アフィン代数と呼ばれる量子群の有限
次元表現の構造をあらわす q-指標の記述に関するものである.

gをC上のランク η の単純リ一代数とし， gをそのアフィン・リ一代数とする.量
子アフィン代数 Uq(g)とはFzf，kf1(t=OF--川)で生成され?以下の基本関係式に
よって定義される C上のある結合代数である:

kik;l = k;lki = 1， kikj = kjki' 
kイK71=q土Bijzft
キー ーキc- ki - k;l 
Xi Xj -Xj Xi' = Oij~ 

qi -qi 
1-C・4 句

どf1ーCり|I~ -".V1J I (xfrx;(xf)l-Cij-r = 0， i t-= j. 

ここで， c = (Cij )O~i ，j 壬n は 8 のカルタン行列で1 B = (Bij)ニ DCが対称行列とな
るようなD= diag (rl，'‘汁九)が存在する，ri E il.>Oは互いに素とし，qi = qTiとす
る.また，

[;lq:=ltiq!?九!'
[S]q! := [S]q[S -l]q・・・[l]q，

qS _ q-S 
[S]q := '1_ ~_1 
q -q-" 

Uq(g)のq→lの極限を考える.形式的に
∞士k

q=叫(厄)ニEJ273

Z
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とおいて h→0の極限をとると，btの普遍包絡代数 U(釘)になることから， Uq(O)は
U(g')のq-類似であるとみなされる.ここで?bFは8の部分代数釘:=g0C[t， tー"1]⑦Cc 
(cは中心)である.
Uq(g)の既約な有限次元表現は1Drinfel'd多項式 P(u)= (乃(u))戸 1，....nと一対ー
に対応する.ここでは，分割(またはヤング図)入とspectralpara，III-ierαεCによっ

て定まるような Drinfel'd 多項式(以下の P~(u) は a が AP) の場合)

l(入')

P;(u) = II P>.j-μ;，αj (u)， 

Pr，a(u) = (乃(u))j=l，...，n， 
if j二 T，
otherwise. 
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に対する表現 V(入，α)について考える.このとき1V(λα)は Uq(g)の表現とみなす
と最高ウェイト入の最高ウェイト表現である.

次に q-指標を定義する. Rep Uq(g)をUq(g)の有限次元表現のカテゴリーの
Grothendieck 環とする • Uq(g)の q-指標とは，以下のように定められる環準向型
写像である:

χq : Rep Uq(g) → Uq(~)[[u]J. 、RE
a
r

-
E
a品.，
，
E

‘、

Uq(.g)の有限次元表現 (πV，V)に対し?χq(V)は“universal"transfer matrix 

片付):= Trv(πV(u) 0 id)(冗)ε Uq(g)[[u]]

(冗 εUq(g)②Uq(g)はYang-Bax:ter方程式冗12冗13冗23 冗23R13冗12を満たす元)
をUq(6)[[u]]に射影したものである [F同.ここで言う“universa1"とは，Uq(g)の表
現(πw，W)で写すことにより， transfer matrix 

tv(u; U1，・..，up) :=Trv(Rv，w(u -ud ... Rv，w(u -up)) 

(Rv，w(u) E End (V0W)はYang-Baxter方程式Rv，v'( u) R v， vベu十u')Rv'，vlI(u')= 
RV'，vlI(u')Rv，vll(u +ザ)Rv，v'(u)を満たす元)が得られるという意味である.
χq(V)はむ，a，...Yn，aεUq(G)[[u]] (αεC)を変数とする z-係数の多項式として
記述される.Yi，aをgの基本ウェイト叫に対応する形式的べき級数 eW; に置き換え

ることでspectralparameterαECCを取り除くと，Xq(V)はUq(g)(およびg)の指標
になるという意味で，q-指標は Uq(g)の指標のアフィン化とみなせる.
χq(V)を記述する事と本質的に同値な問題として，Vに作用する vertex模型の
transfer matrixを記述する問題があるが，既に [BR，KOS， KS]などにより，V(入3α)
に対する transfermatrixが1shape入のヤング盤(ヤング図入の各マス目に番号を
打ったもの)を用いて記述されている.そこで7これらの結果を元に3ヤング盤を用い

てq-指標を記述したい.

まずはじめに，Uq(g)の第 1基本表現 V= VW1 (α) = V((I)，α)に対する q-指標を
shape入=(1)，すなわち 1マスのヤング図の (spectralparameterα の付いた)ヤン
グ盤を用いて次のように記述する:

Xq(丸 (α))= L Zi，a =乞囚a (2) 
i=l i=l 

他の基本表現九r(a)= V((lr)，α)は (spin表現を除いて)VW1 (α)のテンソル積
の subquotientとして得られることからヲ (spin表現でない)九q(αdγ・1 九 rk(ω) 
のテンソル積の subquo七ientVに対し，q-指標は

χq(V) =乞 H囚b，' m = Lrj (3) 
i1，... ，im 1=1 j=l 

のような形で記述される.このとき，Xq(V)の各項を， (i1， .・・，im)を成分とする (shape
入の)ヤング盤を用いて記述することが原理的には可能である.

例えばbがAC)型の場合，基本表現 V((1r)，a)及び対称テンソル積表現 V((r)，α)
に対する q-指標ん α及びerαは次のように与えられる:

11+1 

Ea{z， X) := (1 + zl，aX)(l + Z2，aX) . .. (1十九十1，aX)=乞emr，
r=O 

Ha(z， X) := (1 -Zn+1，aX)一1. . . (1 -Z2，aX)-1 (1-Zl，aX)-l =εhr，aXヘ
r=O 

(ただし，XZi，a = Zi，αー2X)すなわち

er，a 乞 rr Zil，a+2(1-1) = 乞 同日 3

1壬Zlく…くら三九十11=1 l~il く…くし三π+1 I : I 
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hん久mα山一2戸= 2乞; Hz4むil，a
1 壬t勺1三.一….….壬iらT壬TηL叶+1l=1 1 壬タil壬三.‘一.壬白4ιr壬n+l 

li11 i21 ... Iι| 
α+2 a+2r-2 

er，aとhr，αは， specもralparameter αεCを取り除くと?それぞれ 9(または Uq(g))
の自然表現の T階交代テンソル積表現及び γ階対称テンソル積表現に対する指標と

なる.

次に V(入?α) に対する q-指標を考える • hi，aとei，αの母関数は，以下の等式を満た
すことが直ちにわかる.

Ha(z，土X)Eα(z，干X)=E，α(z，干X)Ha(z，士X)= 1. 
これより，ヤング図入と spectralparameterαεCに対し?以下のようなJacobi-Trudi 
型の行列式を得る:

det(h..¥i -i+i ， a+2(入 i 一川1~i ，i9(入)二 det(e入~-i+j，a-2(j一川1壬i，j9(入，)・ (4) 

この行列式を χ入α と書くことにする.この時， 1行からなるヤング図入ニ (r)に
対しては χλ，α =hr，α となり，また， 1列からなるヤング図入ニ (1r)に対しては
X..¥，α= er，aとなる.((4)式から spectral抑制eterを取り除いたものはSchur多項
式の Jacobi-Trudiの公式である.)
一般のヤング図入に対し7次が予想される:

予想 (Jacobi-Trudi型の公式).g が A~l)) B~l) ， C~I) 1 D~l) 型のとき，次が成り立つ:

χq(V(入，α))=χλ，a' (5) 

この予想に基づき， V(入3α)に関する q-指標のヤング盤による記述

χυ = L 乙 z~:= II ZT(i，i)'叶 2(j-i) (6) 
TETab(λ ( i，j)ελ 

(Tab(入)はヤング盤の集合)を与えたい.

a が A~l) ， B;;)型の場合においては?一般のヤング図入に関してχ入，aのヤング盤に
よる記述 (6)が与えられている [BR，KOS].例えば， A~l) 型の場合， (6)のTab(入)は7
shape入のヤング盤で各マス目の番号が1，..・ ，n+1のどれかであり 1かつ隣り合う
マス目内の番号が次の規則を満たすようなもの(このようなヤング盤をsemistandard
tableauという)全体の集合である [BR]:

hω悶loriω叩…ri

Bir1)においても，A日伊)と同様にhorizontalruleとverticalruleで記述される [KOS]

しかし一方， C~l) ， D~l) 型の場合は [KS] による基本的なヤング図の例を除いて，一般
の場合における記述がまだ得られていない.

講演では， g が C~1) 型の場合における q-指標のヤング盤による記述 (6) を与えたい
行列式 (4)を展開するのに GesselとViennotの“path"による方法がある.こ

の方法で， [BR， KOS]による AP)型及び Bil)型のヤング盤が直ちに再現すること

ができる C~l) 型においては，同様の方法を用いると， A~l) ， B~l) 型の場合のような
horizontal rule及び verticalruleだけでは記述されない.しかし， Zi.aたちの関係式

を使うことで， (6)のような式が得られる.結果として， C~l) 型のヤング盤の記述に
は，例えば次の定理にあるように“extra"ruleが加わり， A~l) ， B~l) 型よりも複雑に
なる:

定理 1([NN])・8が ci1)型で，入の長さが 2以下のとき， (6)の Tab(入)は3 各成
分が 1，...，n，百ぃ・，1でshape入のヤング盤 Tであり“叶、'1古hoぽri白zo∞n凶1詰.ta叫l
び“"ext位ra"ruleを満たすもの全体の集合である.ここで， horizontal (resp. vertical) 
rule は3

1ベ2ベ・・・ベnベ百ベ..‘2ベI

月

Jqd
 



という順序のもと，Tの中で横に (resp.縦に)並んだ2つの成分に関する次のような
規則である.

(伽h恥伽刷O町∞rizo

(何v刊er凶tic叫al) 凶=斗今 t ベ i' 但し」旦~，匹凶は可
1'1.'1 Inlnl Inl 

また extraruleは Tが以下のような配列

Fし
E一η
=
η

一

:
 
:
 
:
 

一η
二
η
一

一η
二
n
一
'
O
 

をもっ場合に適用される，bとCに関する次のような条件である:
少なくとも次のどちらか一方が成立する1. bが存在して3かつ bニ n.

2. cが存在して3かつ c=百.

講演では7定理 1の他にも?入の長さが3の場合に関するヤング盤の規則も紹介し
たい.なお，一般のヤング図入の場合においては3残念ながら現時点ではそのヤング

盤を記述する規則を述べることができていないが3入の長さが3の場合と類似した形
で述べられると考えられる.
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