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1 Introduction 

Chaotic or hypercyclic semigroups and 
differential operators 

Fukiko Takeo (Ochanornizu U niversity) 

A Bounded linear operator T on a Banach space X is called to be hypercyclic if there exists 
x E X such that the set {T吋x)ln= 1，2，3，・・・}is dense in X. T is called to be chαotic if it is 
hypercyclic and the set of periodic points is dense in X， 

As for sernigroups on Banach spaces the conditions to be hypercyclic or chaotic have been 

investigated by many people， T. Berrn吋ezet.al [lJ showed that every separable infinite dimen-

sional complex Banach space admits a hypercyclic uniformly continuous semigroup and there 
exist Ba凶 chspaces admitting no chaotic strongly continuous semigroups. Desch et.al [2] con-

sidered weighted function spaces on [0，∞) and they gave a necessary and su伍白ntcondition to 
be hypercyclic for translation semigroups on weighted function spaces.も!vegave a necessary and 

su伍cientconditionもobe chaotic [5] and applied these results to partial differential equations [7] 
A. Lasota et.al ([3]，[4]) investigate the dynamics of a population of cells undergoing simultaneous 
proliferation and maturation and showed that the solution semigroup of the partial differential 

equatioll， consisting of functions on [0，1]， is chaotic by using the theory of Wiener process. In 
this paper， we investigate the solution semigroup of the partial di百'erentialequation， consisting 
of functions on [0，∞)， and apply these results to the function space on [0，1]， by considering an 
admissible weight function on [0，1]. 

2 Translation semigroup on 1 == [0，∞) 

By an admissibleωe句htfunction on [0，∞) we mean a measurable function p [0，∞)→ R 
satisfying the following conditions: 

(i) p(x) > 0 for all x E [0，∞); 
(ii) there exist constants M さ1and ωε n:t such that p( x)三Mewtp(t + x) fo1' all x ε[0，∞) 
and t > O. 

、!Vithan admissible weight function p， we construct the following function spaces: 

九 ([0，oo)，C) = {f : [い)→<CI f continu叫 JW(z)f(z)=o)

弓削(日川[

with IIfllp = sup If(r)p(r)I， 
Tε[0，∞) 

m附州七出刷h川Ilfllp仰ρニ(10ぽf"∞|げf川ん削仰川(ヤ例仰7寸巾制)p川pバ(川r)~ 山 ) 
and consider a (forward) translαtion semigroup {Tt} with parameter t三osuch as 

Ttf(x) = f(x + t) for f E Co，p([O，∞)， C) or L~([O ， ∞)， <C). 
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Theorem 2.1. Let X be Co([O，∞)， C) or LP([O，∞)，C). We COTL.5ider the pαrtiαl difJerential 
equαtion: 

(仇 θu~\~ = ~~ + h(x)u 
θtθz 
u(O，x) = I(x)ωth some 1 εX， 

ωhere hεC([O，∞)， C) is bounded. 
Then the solution semigroup {Tt} t>O is αstro旬lycontinuous semigroup on X αndωe have 

(1) {Tt} is hypercyclicザαndonlyザ

limsup I抗h(s)ds=∞; 
z→∞ JO 

(2)ザx= Co([O，∞)， <C)， then {Tth>o is chαoticザandonlyザ

1'" lRh(s)ds =∞i 
α1  

(3)ザX= LP([O，∞)，C)αnd h(x) = ~ with a > =， then {Tt} is ，chaotic 
x+l p 

3 Transformation semigroup on 1 == [0，1] 

Now we shall consider the casc of 1 = [0，1] and the semigroup {Tt} on the function space 
Co([O， 1]， C) = {fεC([O， 1)， C) I 1(0) = O} with sup Ilorm or LP([O， 1]， C). 
By cOIlsidering the mapψ: [0，∞)→ (0， 1] defined by 

ψ(x) = eγz (3.1) 

withγ く0，the translatioIl semigro叩 on[0，∞) corresponds to the semigroup {九g(x)= g(xeγt)} 
on (0，1]. 
By using an admissible weight function戸on[0，∞)， we shall consider a measurable function 
p : (仰0ヲ1判l→Rdefir 
conditions: 

(i) p(x) > 0 for x E (0，1]; 
(ii) there exist constants 1¥1三1and ωE  R such that p(x)三Mewtp(♂tx)for all x E (0，1] and 
t> O. 
We shall call p an αdmissible weight function on (0，1]. 
With an admissible weight function p on (0，1]， we construct the following function spaces: 

Cり((仏1]，C) = {f : (0， 1]→C I f continuous on卯71!?!弘仲)f(x)=O}

with IIfllp = sup 1/(7)ρ(r)I， 
Tε(O，lJ 
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In [2]， th叩 n山 S叫引[0，∞))by using 11I11ρ=(flf(7)|PP(7)d71insteadof 

1IIIIp = (f" II(r) ρ ( 山 ) *. H … 山 r … 山 eflゆfおO山 g r陀m削悶.吃明加別e白m捌S剖叩u山1
A 山 pa訂制帥叫.r此刷川r吋出rtia凶i悶alωlはd叩山u仇 t壮いhen目削U……e引日山一n凶附norr凶印lorr町orn川I
the following (ρ2.2幻)i泊Sobtained by u凶sin~旦し t出hi白s norm， 
As for the translation semigroup {Tt}， wc have obtained the following 

Theorem A ([2]，[6]，[5]). Let X be Co，p([O，∞)， <C) 01' L~([O ， ∞)， <C)ωthαn admissible weight 

function p. Fo1' the t1'anslation semigro叩 {Tt}on X，山ehave the followi吋:

(1) the t1'anslation semigro叩{巧}is hype1'cyclicザαηdonlyザ

li!ll inf p(t) = 0; 
l-tOCコ

(2)ザXis Gり ([0，∞)，<C)， then {Tt} is chαoticザαndonlyザムtP(T)=O;

(3)ザX is L~([O ， 00)， <C)， then {九}is chaoticザαndonlyザfo1'αIIε>0αnd fo1'αIII > 0， 
there exists P > 0 such thαt 。。

乞(p(l+ nP))Pくε
n=l 

Let X be the space Co ([0，∞)， <C) = {f E C([O，∞)， C) 1 lirn f(x) = O} or LP([O，∞)，C). 
x-too 

The translation semigroup on X is the solution semigroup of t.he following partial di宵'erential
equation: 

(生=仇θtθz 
u(O，x) = f(x) 

(2.1) 
for 1 εX. 

However， the translation scmigroup {Tt} on a weighted function space X corresponds [8] to the 
semigroup {Tt} on X defined by 

p(x) 
Ttf(x) = _;_'~' 1¥ f(x十t)

p(x + t) 
w here {Tt} isもhesolution semigroup of the following partial di百'erentialequation: 

(生=生一 p〆内州'(ヤ初(μ例Z司)
θtθZρ(x) 

u(O，x) = f(x). 

80 we have applied the above results to the the following partial differential equation: 

(δuθu 一=一 +h{x)u
θtδz 
u(O， x) = I(x)， 

(2.2) 

where h is a bounded continuous function on [0，∞) and 1 E X， As a modification of [8， 
Theorems 2.1，2.2 and 2.7] and (7， Theorem 4]， we have 
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弓(川Cl={f:川→CI]…r帆 [ If(r)p(r)IP drく∞)
m叫川叫川t山刷川h川川11げfllp，p= (10げ[1げ山fバ川州川(ヤ例伸7寸巾制)p(バ(寸IP ザ ω 

M 玄れbeωCω叫 C)oωrιrL~巧刷3引([叫 C) 凶 or門γくい finea linear operator {会}on i by 

会g(x)= g(eγt x) for 9 E i， x ε(0，1]. (3.2) 

Then we have 

Theorem 3.1. Let P be αcontinu.oωαdmissible weight function on (0，1]， X = Oo，p((O， 1]， C) 
αnd {会}川 k帥 edby (3.2) 
Then 10r the semigroup ~ Tt } on Xωe hαve 

Jt>O 

(1) {Tt}川内'percyclicif and only if lim inい ρ(T)= 0; 

(2) {Tt}川 ischaotic ifαηd叫 iflimT→OP{T)=O 

As for LP space， consider the operator <p : L~([O ， 1]， C) → L~([O ， ∞)， C) defined by <p 0 g(x) = 
g(ψ(x)) for 9 ε L~([O ， 1]， C)， whercゆisdefined by (3.1). Then for 9 E L~([O， 1]， C)， <p(g) does 
not necessarily belong to L~ ([0ヲ∞)，C) by the relation: 

["1州
80 we IIlUSt investigate in a di百erentway and the next Proposition shows that i江flin叫I

exists， then the semigro叩{お}is always hypercyclic. 

Proposition B[8， Proposition 3.3]. Let X be L~([O ， l]，C)αnd ~ Tt ~ ..，，， on X be defined by 
Jt>o 

Ttg(x) = g(♂tx)forg εX. 
1f p is continuous on (0，1] and limT→o p(T)ニ Cく∞ exists，then Tt isαbounded lineαT 
operat…Xα山 ese吋 'Oup{Tt}川州'pe叩
Let X be the space 00([0，1]， C) = {fε0([0，1]， C) 1 f(O) = O} or LP([O， 1]， C) with pさl
The semigro叩{九}on X by Tt](x) = f(♂tx) is the solution semigro叩 ofthe following partial 
di宜erentialequation: 

θt θz 
(仁 au-_-= ~yx一一

u(O， x) = f(x) 

-7-
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However， the sernigro叩 {Tt~ _" _ expressed by (3.2) on a weighted function space X corresponds 
r.. J t>O 

to the semigroup {お}defined by 

p(x) 1'/'Yt 
Ttf(x) =一一一f(e 'YlX). 

p(εγtx) 
(3.3) 

1____ f 1 (1 h(s) J_11 
By putting p(x) = lexp~ ~ I 'V~~I ds ~I ， we see that {Tt} is the solution semigroup ofthe 

liJx s JI 
following partial differential equation: 

(δu 8u γz一 +h(x)uθ ，-8x 
u(O， x) = f(x). 

(3.4) 

1__ (1 (lh(s)_L11 
vVhen we put p(x) = lexp ~ ~ I 'V~~I ds ~I ， we cannot say Ip(O)1く∞ without況h(O)三O.

lγ Jx s J 1 
Since Theorem 2.1 shows a necessary and sufficient condition for the semigroup {Tt} to be 
hypercylic or chaotic， we can show only a sufficient condition for the semigro叩{巧}to be 
hypercylic or chaotic. In [7， Theorern 1]， we have shown that if min {況(h(x))I x ε[0，1 ]} 
is positive， then thc solution semigro叩 {Tth>oon Co([O， 1]， <C) of (3.4) is chaotic by using 
the specむalproperty of its infinitesimal generator. However if we use Theorem 3.1， we get a 
su血cientcondition for {Tt} to be chaotic as follows: 

Theorem 3.2. Let X be the spαce Co([O， 1]， <C). We consider the following initial value problem 
ofαpartial differential equation: 

(2=γ判Z←主b+刊h例
u叫(O，x)= f(い例z吋) 

ωhere "(く 0，h E C([O， 1]， C)αnd f E X. Then the solution semi.切9ro叩 {Tth>刈o(Ttfれ(x吋)= 

叫叶{{ρtう〉川h川怜h(e 'Y(t-川巾が(い(e'Y♂γ

semη1，Z句gro刀01叩L伊:p0ηX. 

Jl.10何overザ況h(O)> 0， then {Tth>o is chαotic. 

As for the space LP([O， 1]， <C)， we have 

Theorem C [8， Theorems 3.5]. 
Let X be the spαce V([O， 1]， <C)切thp三1.We consider the following initial value problem 

ofαpartial diJJerential equαtion: 

(δu 8u ~=ïx一 +h(x)uθt ，-8x 
71.(0， x) = f(x) 
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山h仇e1'，陀eγ<0， h εC([O，l可]， C)αTη~d f巴X. Then the solution semigro叩 {Ttリ}tρ>0(1勾1.1六(μωZ吋)= 

叶lρt:〉川)いh川怜w附h(e"((tバ巾がμ(いv似eρ戸?叫(川t
semz句g1'o‘刀OUp0ηXαπd '[卸1J氾eh凶fαιve

(1)ザthe何 existsO > 0 such thαt況(h(x))三ofo1'O 5:Vx 5: O， then {九}t>o is hype1'cyclic ; 
γ 

(2) if min {況(h(x))I x ε[O，l]} > =， then {Tt}t>o is chαotic. 
p 
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Estimates of α-Riesz capacities with respect to the 

Hausdorff measure in metric spaces 

Akane Iwamura 

Graduate School of Humanities and Sciences， OChallOmizu University 

ABSTRACT. We c∞onsi込dera c∞omp仰actmetr山.
1n thi白sspa.ce) we defincα-Riesz capa.ciもiesand investigate the rela.tiollships between these 
capacities and Ha.usdorff measures. 

Let RN be the N-dimensional Eucliclean spa.ce. The Bessel capacity is important 80S a. way 
of characterizing certain small subsets of RN. The following estima.tes for the α-Bessel ca.pa.ci ty 
Bα，p(Br) of a ball Br of radius l' a.re well-known (cf. [3]， [1]). 

Theorem A. Let 1くpく∞ (]，ndα>O. 

(i) 11 αpく N，then there existsαconstαnt C三1such that 

C-11'NーαP三Bα，p(Br)三CrNー
αp

fo1' αII Br 01 1'adiv.s 1・

(ii) 1f α:p=Nαnd 0く子く 1J then the1'c existsαconstαnt C三1such thαt 

C F-l(hg;)lセ Bαp(Br)三c叫)l-p
fo1' 0くr~ f. 

¥Ve also note th批 theBessel capacity Bα，p(E) with orderαis comparable to the R.iesz 
capacity C，α，p(E) with order αf01" a seもEin a fixed ba.ll 
In this report we consider 80 compa.ct metric space (X， d) with diarn X = R. Furtherrnore， 
suppose that X is a s-set (β> 0)， i.e.， the印 exist80 positive Radon measureμon X a.ncl positive 
rea.l numbers b1， b2， Ro such that 

b17・β三μ(B(x，r))三b2Tβ

for all point X E X and a11 positive real number r ~ Ro・Fixaβ-rneasureμWe may assume 
that 

b11'β三μ(B(x，引 、1.
，J
TEE-

〆
'a
、.、

for a11 T ~ 3R by choosing clifferent. consta.nts b1l b2 if necessarily. 

ハU
可

aよ



In this spa.ce we consider anα-Riesz kernel on X x .X.) i.e・3

Kα(x， y) = d(x， y)αーβ(0く αくs)

and， for a non-negative，μ-measura.ble function f and a positive Radon measure νon X， clefine 
α-Riesz potentia.ls K.αf(x)， a.nd K，αlノ(x)by 

Kαf(x) = I Kα(x，y)f(y)dμ(ν xEX， 
JX 

X
 
ε
 

Z
 

仰
JU
 

J
u
 
uu z
 
α
 

K
 

f
l
'
x
 

一一Z
 
ν
 
α
 

K
 

For the kernel K.αon X x X we a.lso define the (α，p，μ)-Riesz capacity C，αωι(E) of a set E. 

Definition. Let 1くpく∞ αndE be αset. Denote 

:F(K，α，p，μ，E) = {f E LP(μ) : f三0，K，αf三10ηE}， 

αηd 

Gωhωp仰μμバ(昨E

1σf :F(K，α恥 ，p，μ?ιE)i臼sempt旬y，ωeregαrdCα，p，j.L(E)αs∞ 

Then， by the properties of a s-set and using distribution functions we obtain following two 
estimates of Cα仰 (B)for a ball B corresponding to the results of [1] or [3] 

Theorem 1. Let 0く αくp制 1くpく 2Then伽 ee削 sαC仰向ηtC > 1 such thαt 

C-1γβ一叩三 Cα仰 (B(xo，r))三Cr・β一αp

for αII XoεXαηdOくr~ R. 

Theorern 2. Let 0く αく s，1くpく∞yαP=sαnd b 1， b2 be n umbers in (1). Furthermore 
put 

竺え よ 1 1 1 
η14V，η2=eβ and (= min{一一一}

2η2η2 2e 

Theηthere existsαconstαnt C > 1 such thαt 

(2) 

C-1(叫)円Cαp，p.(B(xo，r))三C(叫 )l-p，
fOi αII Xo εXαηdO く 7・ ~(R.

唱
E
4



On the other ha.nd the Hausdorff mea.sure p1'ovides a.nother a.pproach to investigate small 

subsets of RN. Let h(-r) (0 ~ h(r)三+∞)be a.n i即日asingfunction， defined for rど0，a.nd 
sa.tisfying h(O) = O. Let E C RN. For a.ny 0， 0く 6三∞J・setfunction A~ is defined by 

0::: 

A~(E) = inf乞h(rj)，

where the i凶 mumis ta.ken over a.11 c∞ove臼11凶n時g伊sby c∞ol凶冶油b凶leunions 0ぱfba.lls B(x勾j，バ，rγψ.
T勺1さ三;<5ι. And the va.lue de 日ned by 

Ah(E) = !i同 A~(E)
。ー..u

i也sthe Haus回SdOI任 meωa.s叩su1'eof E with r陀es叩pecttωo the function h. 
The relationships between the Bessel capacity and the Hausdo1'ff measure have been inves-

tigated. The upper estimate fo1' the a-Bessel capa.city in term of the Ha.usdorff measure is as 

follows (cf. [1]). 

Theorem B. Let 1く p<∞J0く αp三NandE仁 RN.Set h(r) = rNーαPf01・αpく Nαnd
h(ァ)= (log+ ~ )l-p forαp = N. Then there is αconstαnt C > 0 independent of E such thαt 

Bα♂(E)三CAhE)，

αnd moreoverJ Ah (E)く∞ impliesBα，p(E) = 0 

The set fu恥 tionAh is often more useful tha.n the Hausdor百measureitself. It is called the 
Hausdorff content or the Hausdorff capacity. 

The lower estimate for B，y T> in terrn of the Hausdorff content is 8olso sta.ted in Adarns and α、p

Hedberg [1] as followSi 

Theorem C. Lωεet 1 < くpド〈∞叫， 0<く α叩p壬Nα仰πd州P〆 p芦占ιz告ιT予J 州 1財eth 同be仰仇附cr，附εmαS叫i廿m吋7η吋Lザ9fU1附/，1
O仰n[何0，∞)such tめh凶αωth(例0的)= 0， and 
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Let E C RN be compαct sαtisfying Ar(E) > 0αnd choose O} 0三6三1，so that 

h(c5)三Ah(E).

Set 

H=  1"(品)P1+AT(E)PFf
Theηthere is a. constαnt C > O} independent of h αnd E， such thαt 

Ah:(E)三CHp-1Bα，p(E)

In pαrticulαrBα，p(E) = 0 implies Ah，(E) = 0 
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N ext we define theかHausdorffmeasure of a set E (s三0)by 

討S(E)= )im冗d(E)= sup冗8(E)，
。→∞ d>O

where 

冗d(E)= A7t(E) 10γ 九(r)= rS. 

We next consider the uppe1' estimate fo1' the α-Riesz ca.pa.cities in term of the s-Ha.usdorff 

measure corresponding to Theorem B. The upper estimate is given as follows. 

Theorem 3. Let 0 く αくs，1くp三2Mblbe the 附 nberin (1). Fur伽・，let E c X αnd 
set h(r・)= rβ-αP for αpく sand h(r) = (log去)l-pforαp=β Then there existsαconstαηt 
C > 0， depending only onα，s; pαnd b1; such thαt 

Cα仰(E) 三 CA~(E)

ωhere O = R forαpく sand d = (R with ( iπ(2) forαp = s. Furthermore， ifαpく sand 
Ah(E)く∞，then C1α仰 (E)= 0 

We next state thc correspondence to Theorem C. Frostman 's lemma is usually proved in 

Euclidean space. But 1vIattila also has proved by using the Hahn-Ba.nach cxtension theorem， in 
a compa.ct metric space， the following result corresponding to Frostma山 lemma(cf. [4， 8.17 
Theorem]). 

Lemma D. Let 0 く ð~ ∞ and 0 ~ s く∞ • There is a positive Radon meaSUTeνon X such 

thatν(X) =入d(X)αηd

ν(E)三(diamEt 10r all E c X with diam Eく o. (3) 

In pαrticular，ザ冗S(X)> 0， then there exist O > 0 andνsαtisfying (3) and v(X) > O. Here 

入5(X)= inf{乞cj(diamEj)S:玄Cj1再三 10ηX，勺>0， (diam月)三 d}

By using this lemma， we shall prove the following theorem in a metr北 space.

Theorem 4. Lel 1く pく∞ oく αp三sand put k = s -αp+εfor E > O. Suppose thαt 
E C X is compαct. 1f C1α仰 (E)= 0， tl 

1n this rcport we don't state proofs of Theorem 1， 2， 3 and 4. But we wrote this report based 
on [21， which includes proofs of these theorems. 
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Estirnates of Maxirnal Functions by 
Hausdorff Contents in a Metric Space 

Hisako Watanabe 

Department of Mathematics， Ochanomizu University， Tokyo 
112-8610， Ja抑九(E-mail:waねhisa@cc.ocha.ac.jp)

Abstract 
Let M be the Hardy-Li七t1ewoodmaximal operator in a quasi-metric space 
X. We give the estimates of M f with weak type and strong type wi七hrespect 
to theα-Hausdorff content. To do these， we use the dyadic balls introduced 
by E. Sawyer and R. A. Wheeden. 

1n analysis many operators are dominated by constan七rnultiplesof the 
Hardy-Litt1ewood maximal operators. 1n R n the maximal function M f of f 
is defined by 

Mf(x) = sup土rIfldx， 
IBI JB 

where七hesupremum is taken over all balls B containing x and IBI stands 
for the n-dimensional volume of B. 
1n 1988 D. A. Adams consideredもheestimates of the maximal functions 
with respect to the α-Hausdodf content H二andproved the following strong 
type inequality (cf. [1]). 

Theorem A. Let 0く αく n.Then there isαconstant c such that 

JM1叫三cJI11叫
1n this theorem， the integral of a nonnegative function 9 with respect to 
H二isin the sense of Choquet and is defined by 

f〆H二:=fH二({xE Rn;g(x) >斗)dt
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In 1998 J. Orobitg and J. Verdera generalized Theorem A as follows (cf 
[3]). 

Theorem B. Let 0 <α く札 Then
(i) 

J(Mf)Pd忠三cJ IflPd凡 α/n<p， 

、、1
J
.，・・a
-

唱

'
A
J''‘‘、

ほ({x;Mf(x) > t})三ct-α/πJIfl，，/n叫

To prove Theorem A and Theorem B， the authors considered the maxi-
mal function and the α-Hausdorff content restricted to dyadic cubes. More 
precisely， let us define M f and H，二inRl1. 
For each x 

l仰い):= sup土 1_Ifldy， 
|叫ん

where the supremum is凶kenover all dyadic cubes containing x and for a 
subset E of R n 

丘二(E):= inf L l(Qj)αF 
j=l 

where the infimum is taken over all coverings of E by countable families of 
dyadic cubes and l ( Q j) stands for the side length of Q j . 
We see七hatM f aE1d H，二(E)arecomparable to M f and H，二(E)，respec-
tively. 80 they used M and ~二 instead of M and H二-
In this paper we estimate the Hardy-Littlewood maximal functions by 
Hausdorff conten七sin a quasi-metric space. 

Recal1 that (X， p) is called a quasi-metric space if the mapping p from 
X x X to [0，∞) has the following伽 eeproperties; 
(i) p(x， y) = 0 if and only if x二 y，
(ii) p(x， y) == p(y， x) for all x， y E X， 
(iii) There is a constant K三1such that 

(1)ρ(x，y)三K(ρ(x，z) + p(z， y)) for all x， y， z εX  

In addition， we assume that the diameter of X is finite and set 

diamX = R. 
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Let M be the Hardy-Littlewood maximal operator and H，二bethe α-
dimensional Hausdorff content. 
Furもhermorewe suppose七hatthere are a nonnegative Borel measure μln 

X and a positive number d such that 

(2) b1r
d
三μ(B(x，r)) ~ b2rd 

for all positive r < R， where 

B(x， r) :== {yεX;ρ(x， y)くr}.

In a quasi-metric space there is no dyadic cube. Instead of dyadic cubes 

E. Sawyer and R. L. Wheeden constructed a family of balls in [4] as follows: 

Proposition C. Put入==K + 2K2. Then， for each integer k， there exists 
as句uence{Bj}j (Bj == B(Xjk，入k))01 balls of radius入khaving the followi句
properties: 
(i) Eve旬 bαIIof radiω 入k-lis contained in at least one of the balls Bj， 
(ii) 2:jχBf三Mfor all k in Z， 

(iii) Ef n均二日for件 j，k E Z，切hmbf=B(Zjk，M-1)

They call七h間 ballsBj dyadic balls. Denote by Bd the family of all 
dyadic balls. 

Using dyadic balls， we give the estimates of the maximal operator M in 
a quasi-metric space X by the integral with respect to H~ ， corresponding to 
七heresults of Orobitg-Verdera. 

Theorem 1. Let (X， p) be a quasi-metric space似thdiam X く∞.
Suppose that there are a constant d and a Borel measureμon X satisfying 
(2) lor ev町 ballB(x，けcX. Furthermore， let 0く α<d. Then 

ほ({x;仰い)> t})三cr
ーα

づ1I1叫 H二
for every t > O. 

Theorem 2. Under the same assumptions αs Theorem 1 

J(MJ)PdIr二三 cJ IflPdIr二 P
 
<
 

α
一d

T
L
 
O
 

F
T
A
 

Here c isαconstαnt independent of f and t. 

This report is an outline of the paper [5] 
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Steady States Solutions to Diffusive Logistic Equation 
with Constant Yield Harvesting 

Kengo Sato (Graduate School of Mathematics， Tokyo University of Science) 
Shizuo Miyajima (Dept. of Math・， Fac.of Sci. ， Tokyo University of Science) 

1 Introduction 

収穫項(harvestingterm)をもっ拡散logistic方程式については， Oruga瓜i-Shi-Shivaji[6] 

により多くの興味深い結果が述べられているが，定理の証明にはいくつかの不完全な点が

ある.その証明の不備を完全に補い，し、くつかの新しい結果を得た.考える問題は，次の

境界値問題である.

in n 
on θQ 

(1) 

ここで nはc2級の境界をもっRN(N三1)の有界領域， α，b>0， cどOは定数I h E 
(0)α(百)(0くαく1)は，実数値関数で，h(x) > 0 (x E n)， h(x) = 0 (xεδn)， Ilhll∞=1 
をみたすものとする.

Biological Background (1)は 1つの生物種の群集動態 (pop叫ationdynamics)から

導かれている:u(t， x)を時刻t，場所Zにおける生物種の密度とし， (i)生物種は有界領域
Q内にランダムに拡散しようとする， (ii)生物種の生殖作用はロジスティック成長に従う，

(iii)境界θQは生物種が生息しない， (iv)拡散は場所によらない，と仮定する.この仮定

の下，u(t，x)は次の反応ー拡散方程式を満たす(これをFisher方程式という).

au f U 
ニ一一D幻 =αU(1一 (t， x)ε(O，T) x n 
θt¥ KJ 
u(tグ)=0 (t，x)ε(0， T) xθQ (2) 

ここで，D>Oは拡散係数， α>0は(線型)生殖比率である.

Oruganti-Shi-Shivaji [6]は，この生態系に「収穫Jを考え，収穫項 (harvestingterm) 

ch(x)を導入した.これを (2)の方程式に加え，適当な変数変換をすると次の方程式に変
形される.

2ームu=αu-bu2 -ch(x) (3) 

方程式(3)に(2)の初期条件・境界条件をつけた，初期値・境界値問題の定常問題が(1)で
ある.

Known Results c = 0の場合(logisticcase)については，多くの研究結果がすでに知ら
れている.特に次の定理は本研究の基本となる大変重要な結果である.
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定理 1.1([6， Theorem 2.5])境界値問題 ((1)でc=oの場合): 

について次が成り立つ.

(i)α 壬ねならば， (4)は正値解をもたない.

inn 

on on 
(4) 

(ii)α 〉入1ならば， (4)は正値解%を一意にもち，りαは安定解で， αに関して単調増加

である.

ここでんは仏Dirichlet境界条件っきームの第 1固有値である.

ここで一般に，

(山叫0 山
u= 0 onθQ 

(σ例5吋) 

の解uが安定であるとは， 0-Dirichlet境界条件っきーム-9u(X， u)のすべての固有値が正

であることをいう， ーム -9u(X，包)の第1固有値をμl(U)と表す. 0がーム-gu(x， u)の
固有値であるとき U を退化解，そうでないとき非退化解という.

2 Oruganti-Shi-Shivajiによる結果と問題点

ここでは， Oruganti-Shi-Shivaji [6]によるいくつかの結果を列記し，その証明における

問題点を挙げる.また，証明における主な手法は優解.劣解の方法(methodof s刊upeぽr-s叫u

solution邸S吋)，分岐理論([2]， [4])，および叩ti-maximurnprinciple([3])である.

定理 2.1([6， Theorem 3.1])α 〉ねならば，ある定数Cl= Cl (α，b) > 0が存在し，任
意の CE (0， cJ)に対し， (1)は次をみたす正値解Ul(X，c)をもっ.

αUl(X，C) -b包l(X，c? > ch(x) > 0 (Vxεn) (6) 

この定理の証明において， (6)をみたすように正数 Cの範囲を制限するわけであるが， [6] 

では， (6)をみたすには， c > 0を次のようにとればよいと主張している.

Cくminf入1(α一入1)α2_ (2bll川|∞一α):1
l b 4b J 

(7) 

いま Ilvall∞三:であることは容易に分かる ところが，もし Ilvall∞=1ならば， (7) 
をみたすc>oをとることができないのだが，それは[6]では検証されていない，そこで，

%が最大値7をとらないことを示し，この不備を補った(定理3.1，補題3.2)
定理 2.2([6， Theorem 3.2])α 〉ねならば，ある定数C2= C2(α， b)三Clが存在し，次
が成り立つ.

(i) c E (0， C2)ならば極大正値解Ul(X，C)をもちy包1(x， c)はCに関して単調減少である.

(ii)各 Cε(O，C2)に対し，Ul(X，C)は安定解であり， μ1(U1(・，c))> O. 
(iii) c = C2ならば， (1)は正値解をもち， μ1(包1(-，C2)) = o. 
(iv) c > C2ならば， (1)は正{直解をもたない.
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定理 2.3([6， Theorem 3.3])α 〉入1，α医σ(ーム)ならば，ある定数 C3= C3(α，b) > 0 
が存在し cξ(0，C3)ならば，次が成り立つ.

(i)Ul(X，C)と異なる解U2(X，c)が存在する.

(ii)ある九 >0があって，任意のαε(入1，入1+九)に対し，包2(X，c) > 0 (Vx E n). 

解U2(X，c)はF(c，u) =ムu+ω-bu2 -ch(x)に(0，0)で陰関数定理を適用して得られ?

U2(X， c) = c旬。(x)+ o(c)という形に書くことができる.ここでωo(x)は境界値問題:

in n 
on θQ 

(8) 

の解であり，anti-maximurn principleにより，ある九 >0があって，任意のαε(入J，入1+弘)

に対し?ωo(x)> 0 (Vxεf2)， Dn切o(X)くo(Vxεθf2)であることが分かる.
ところが，このことから句(x，c) > 0 (Vxεn)が従うことの証明は[6]では述べられてい
ない.これをc>oの範囲を制限して証明し，さらにその範囲では，U2{・，c)は， cに関して

単調増加であることを示した(定理3.3).

αが入1に十分近ければ， (1)の完全な分岐図(bifurcatioIldiagram)を書くことができる.

定理 2.4([6ぅTheorem4.1])ある 62> 0が存在し， αε(入1，入1+ (52)ならば，次が成
り立つ.

(i) c E [0， C2)ならば， (1)は2つの正値解U1(X，c)，句(X，c)をもっ.

c = C2ならば， (1)は1つの解町(X，C2)をもっ.

C>  C2ならば， (1)は正値解をもたない.

(ii)町(X，C2)は(1)の退化解で， μ1( U 1 (-， C2)) = O.またFμ1(U2(・，c))くo(cε [0， C2)). 
(iii) (1)の分岐図は次のようになる.

O C2 C 

この定理の証明には，次の2つの補題を用いる.

補題 2.5([6， Lemma 4.2])ある<53> 0があり，任意のαε(入1，入1+ (3)に対して，
<54> 0があって J (1)をみたすC三0と退化解UE H2(n) n Ho(n) =: Xの組(C，u)が，

MO:={(c，U)E1RxX  Ilcl三d4，IluIIH2(O)三九}

の中にただ1つ存在する.

補題 2.6([6， Lemma 4.3]) 08 := {(c，u) E 1a x X I 0三C三6，IluIIH2(O)さりとする.
十分小さい任意のd>Oに対して，ある η>0があって，任意のαE(入1，入1+η)に対し

nu 
nノ
ω



て，次の(i)，(ii)が成り立つ.

(i) c三0，u三Oが(1)をみたすならば，(c， u)εOd・

(込)(c， u)εOdが(1)をみたすならば uさO.

補題2.5の[6]の証明では， F(α，c， u) ムu+αu-bu2 -ch(x)とし， (α， c，u)εJa2 xX 
のとき~ F(α， c，u)εL2(n)としているが，これには本来，次元の制約(N三8)が必要で
ある.

さらに，補題 2.6 に関しては~ (ii)の証明において uニ αゆ1+叫 α>0，ゆ1は入1に対
応する固有関数(ゆ1> 0 in n，θnゆ1くoonθn)であり，さらに，任意のε>0に対して，
ある 0>0があって， 0くα-Alく6ならばIlvIIH2(Q)くαεであることが分かるが，この
ことから Uの正値性は従わない.

これらの問題点を楕円型方程式のLP理論([1，第16章])を使うことにより解決し，上の

2つの補題が (Xニ w2♂(n)n W~，p(n) として， 11・11II2(Q)を11'llw勾(口)におきかえて)
成り立つことを証明し(定理3.4， 3.5，補題3.6)，定理2.4の証明を完全なものにした.

3 Main Results 

以下，得られた結果をまとめておく.まず，定理2.1は次により完全になる.

定理 3.1Ilvall∞く;が成り立つ

この定理の証明には，次の補題を用いる.補題の証明は[5]と同様にしてできる.

補題 3.2(4)の正値解%はQの内部で実解析的である.

次に，定理2.3で得られた解 U2(X，c)について次が成り立つ.

定理 3.3ある C4E (0， C3]と，ある九 >0があって，任意のcE (0， C4)，αε(入1，入1+ふ)
に対して， (1)の解匂2(X，c)は正値で cに関して単調増加である.

補題2.5，補題2.6は次のような主張として正しく示され，定理2.4が証明できる.以下7

Pを十分大きくとり，W2♂(0) '4 C1ρ(!1) (0くαくりとなるようにする.

定理 3.4ある 03>0があり，任意のαE(入1，入1+ 63)に対して， 04> 0があって， (1)を
みたす c~O と退化解包 ε W2♂(0)n wg♂(0) =: Xの組(c，u)が，

Mo:= {(c，u)εJa x X I Icl ~ 04， IIUllW2，p(口)三 04}

の中にただ1つ存在する.

定理 3.5Od:= {(c， U) E R x X I 0 ~ c ~ d， IIUllw2♂(口)三りとする.十分小さい任意の
0>0に対して，ある η>0があって，任意のαε(入1，入1+η)に対して，次の (i)，(ii)が
成り立つ.

(i) c三0，uさOが(1)をみたすならば， (c， U)εOd・
(ii) (c: U) E Odが(1)をみたすならば，u三O.
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定理3.5(i)は次の評価式により示される.この補題の証明には， [1，定理16.10](楕円型方

程式の解のwm，pノルム評価)を用いる.

補題 3.6uを(1)の非負値解とする.このとき，ある定数C1，C2 >0が存在し，

11叫IW2，P(口)三C1(α一入1);+ C2(α一入1) (9) 

そして，問題で、あった (ii)の証明は，次のようにしてできる.

[6]の証明と同様にして u αゆ1+叫 α>0，ゆ1は入1に対応する固有関数(仇〉
o in f2， 8n仇くoonθf2)であり，さらに，任意のε>0に対して，ある 0>0があって，
Oくα一入1く6ならばIlvIIW2，P(口)く αεであることが分かる ([4]).

ところが，今度はSobolevの埋め込み定理により， Ilv IICl.Ct(豆)く αEであることが分かる
ので，定理3.3のU2(X，c)の正値性を示すときと同様にして，包三 Oが分かる.

定理3.5により， η>0を十分小さくとれば，任意のαE(入1，入1+η)に対し， (1)の非

負値解がすべて08の中にあり，それ以外の非負値解は存在しないことが分かる.そして

定理3.4で存在と一意性が主張されている退化解は町(x，C2)のことであることが分かり，
このことから町(x，C2)以外のすべての解は非退化であることが分かる.これが U2(・，c)の

分岐枝を c2までのばすポイントであり，以降の証明は [6]でなされている.
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Equality conditions for norm inequalities in 

reproducing kernel Hilbert spaces 

Akira Yamada 

Abstract 

We consider norm inequalities arrising from nonlinear mappings 
between reproducing kernel Hilbert spaces. It is known that， in many 
cases important for applications， equality for such inequalities occurs 
only for the reproducing kerne1s， while this does not hold in general 
RKHSs. Introducing a new class of RKHSs， we give a fairly general 
equality condition for norm inequalities. As an application we show 
that our results allow a unified approach to proo色ofthe known resul ts 
concerning equality. 

1 等号問題

一般に再生核Kをもっ集合E上の複素reproducing kernel Hilbert space 

(RKHS)をHK(E)で，またそのノルムや内積をそれぞれ".IIK，('， ')Kで表
す.EやKを明記する必要がない場合はH(E)またはHKと略記する.斉藤

氏[4]にしたがって?次の形のノルム不等式を考えよう.二つの整函数

cp(z) =乞ωn ψ(z)=乞Pnzn
n=l η=1 

に対して11)任意のn>Oに対してPn三0，及び2)Pn = 0ならばら =0を

仮定する.ψ(K)>>0であるから，ψ(K)を再生核とするE上のRKHSHψ(K)
が一意的に存在する fEHKに対してCP1t(z)= Lpn>。野znとおくと次
のノルム不等式

IIcp(f) "~(K) 壬伊ψ ( lI fll~) ， Vf E HK (1) 

が得られる [4，2J.特に cp(z)=ψ(z)の場合には?再生核の一般論 [1]より
f = Kq (q E E)のとき不等式 (1)の等号が成り立つことがわかる.
この逆(等号が核函数に限ること)が多くの応用上重要な場合に成り立つこ

とはー斉藤氏やJ.Burbea等の研究により知られている.しかしまた，核函数

Kq以外の函数が等号を与えるようなRKHSの例も容易に構成することがで

きる[司.
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表題における「等号問題j とは7不等式(1)等の核函数に由来するノルム不

等式の等号が成り立つ場合を調べる問題である.この問題を扱った論文は上

記のようにこれ迄多数出版されているが7対象とする空間の個性に依拠した

各論的取り扱いであり，統一した視点に欠けるように恩われる.ここでは， (1) 

の等号が核函数Kqのみに限るようなある程度一般的な条件が得られたので

報告する.

2 AIgebra-denseなRKHS

以下において m は 2 以上の整数とする • Hj = HK(j)(E) (j = 1，2，・ー，m)

とおき7KJj) を点 xEE における Hj の再生核とする • EdをEm =日;LIE
の対角線とする.またEm上のRKHSとしてのテンソル積H=0手lHjに対

して，Ho = {! E H ! J!E;r = O}とする.J， 9EH  に対して3同値関係!"'9
をflEd=glEdで定義する.@?L1内εHtのとき，0t1向は extremalで

あると言う.

定義 1.Hj (j = 1， 2，・ー，m)はRKHSでH= 0t1Hjとする.

Hが正則 (cf.[3]) 仁=}ゆ=@;こ1内 εHがnonzeroextremalならば点

qεEが存在して，ヨ匂 εCs七ゆj=cAj)(j=172? ィm)

Hが弱正則宇中ゆ =@7L1ゆIjE Hがnonzeroex七remalならば，点qεE
が存在して，各jに対して，qはHjの共通零点かまたはヨCjεCs.t.ゆ'j=

Cjkjj)(j=1223 ・，m).

以下，Rは通常の和と積が定義されたE上の複素函数からなるC-algebraと

する (Rの単位元の存在は仮定しない).R-IH={fEHlrfεH， ¥lr巴R}
とおく.

補題1.ゆ =@?L1向 ε0t1Hjがnonzeroextremalとする.各jに対し

てR-1HjがHjで denseになるならばp任意のjと任意のfεRと任意の
包 εR-IHjに対して

(fu，向}=Aφ(f)(u，向) (2) 

をみたすようなC-algebrahomomorphism Aφ:R →Cが一意的に存在する.

Rの複素線型部分空間R1，R2に対して，R1の元と R2の元の積が生成する

Rの部分空間をR1・R2で表す.

定義 2.次の条件を満たす三つ組(H，E，R)をα1gebra-denseRKHSであると

いう.1)Hは集合E上の複素RKHS，2) RはE上の函数からなる<C-algebra，
3) R. (R n H) は H の dense な部分空間である • (H，E，R)がalgebra-dense
RKHSのとき?簡単にHはR-denseであるともいう.
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HがR-denseならば，R.(RnH)cRnHより，RnHはHでdenseかっ

Rのイデアルであることに注意する.1εRの場合pこの条件はHがR-dense

であることと同値である:

定義 3.(H，E，R)はalgebra-denseRKHSとする.C-algebra homomorphism 

χ:R →Cが次の条件

ヨC> 0 S.t. 1χ(f)1三C11111，Vf E RnH 

をみたすとき?χ をRの boundedhomomorphism と言う • Rのnonzero

bounded homomorphism全体の集合を集合EのH-hullといい EHで表す.

定理1.(Hj，E，R) (j .= 1，2，... ，m)はα1gebra-denseRKHSとする.ゆ=

&/;::1ゆj巴Oj=lHjがnonzeroextremαlならば， (2)をみたすAφεn:r=lEHj 
が一意的に存在する.またp任意のj(j = 1，2，・・・，m)について次のいず、れか

が成り立つ.1) AφIRパHj=0，または2)ヨCji= 0 S.t. VfεRnHj， (/，内)= 
CjAφ(/) 

定義 4.Algebra-denseなRKHS(H， E， R)は?任意のχEEHがEの或る

点における pointevaluationであるとき， mαximalであるという.このとき，

簡単にHはR-maximαlとも言う.

例 1.f2(E) = {IεCE 1εxEE If(x)12 く∞}とする • I，g E f2(E)の内
積を (/，g) = 2:XEE f(x)京可で定義すると l2(E)はE上の RKHSになる.
(l2(E)，E，f2(E))はalgebra-denseかつ maximalなRKHSである.

系 1.全ての (Hj，E，R)(j = 1，2，... ，m)が α1gebra-denseRKHSでf少く
とも一つのHjがR-mαximalならばyテンソル積RKHSO手lHjは弱正則で
あるー

定理 2.HKはα1gebra-denseかつ mαximalなE上の RKHSとする.二つの

整函数

ψ(z) =玄白zn1ψ(z)=乞Pnzn
n=l n=l 

に対して， 1)任意の n>Oに対してPnと0，2) Pnニ Oならばら=0，及

び3)CiCjチ0かつ l三4くjとなるi，jが存在する F と仮定する.このときy

f εHKがノルム不等式 (1)の等号を与える必要十分条件はy ある qεEと
定数C，C' E Cが存在して t..p(Cz)= C'ψ(z)， VzεCかつ f=CKqとなる
ことである.

3 具体例と応用

具体例を二つ挙げる.先ずEはCηの空でない部分集合で，RはC[Zlγ ・・?ゐ]IE
(Eへの制限)である場合を考えよう.HがCnの部分集合E上の RKHSの

F
「
uつ臼



とき，Hが<C[Zl，'・・，Zn] 1 E-denseであれば，Hはpolynomiallydenseという.
このとき，Hがmaximalである必要十分条件は

qεCηかつヨC> 0 S.t. I/(q)1三CII/II，VI E <C[z] n H =キ qεE 

が成り立つことである.Polynomially denseなRKHSの例とそれがmaximal

になるための一つの十分条件を導くことでBurbeaの得た結果等を示すこと

ができる.

次に，閉リーマン面Sの有理型函数環をλ1(8)とする.EがSの正則部分

領域のとき， 7己EをEで正則な函数からなるんイ(8)の<C-subalgebraとする.
E上のRKHSHが冗E-denseであるとき，Hはmeromorphicallydenseとい

う.このとき，Hがmaximalである必要十分条件は

q EEかつヨC> 0 s.t. Vf E冗En H， If(q)1三Cllfll当 qE E 

で与えられる.

リーマン面上の正則関数及び正則微分に関する次のようなRKHSのテンソ

ル積の正則性を調べる.定義域Eは閉リーマン面Sの正則部分領域とする.

(i)冗1(E， p): (Szeg凸型空間)E上のHardyH2空間にIIfl12=んEIfl2pldzI 
でノルムを入れた空間.pldzlはδE上の正値連続な計量.

(ii)冗2(E，ρ):(Dirichlet型空間)E上の正則函数fでf(α)= 0 (αε E)か
つ有限な Dirichletノルムを持つもの.111112 = i JJE pdf八す，pはE上
の正値連続函数.

(iii)ぬ(E，p): (Bergman型空間)E上のBergman空間に11/112ゴ品pf̂
fでノルムを入れた空間.pはE上の正値連続函数.

定理 3.次が成り立つ.

(i) RKHS冗j(E，p) (j = 1，2，3)はmeromorphicallydenseかつ maximal

である.

(ii)任意の整数 n さ 2に対して?ち(E，p)0π (j= 1，3)は正則である.
冗2(E，p)0πは弱正則である，

(iii)ムを単位円 {lzlく 1}，α=0としてF冗2ニチi2(s，1)とおく.ゅ02が
チtF2でextremalであるための必要十分条件はヨcε <Cs.t.ゆ=ckq (q E 

ム¥{O})またはゆ(Z)= cz ただし]kq(z) = -去log(lーや)は討2の
qにおける再生核である.したがってyチtfは弱正則であるが正則では
ない.
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再生核の理論のTikhonov正則化法への応用

(Applications of the theory of reproduc~ng kernels 
to the Tikhonov regularization) 
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Kiryu 37ι8515 Japan 

e-mail: ssaitoh@math.sci.gunma・u.ac.jp

1 Introduction 

Let E be an arbitrary set， and let HK be a reproducing kernel Hilbert space (RKHS) admitting the 
reproducing kernel K(p， q) on E. For any Hilbert space冗 weconsider a bounded linear operator 
L from H K into冗 Weshall consicler the best approximate problem 

fff|iLf-b||η 
HK 

(1) 

for a vector b in冗.Then， we have 

Proposition 1.1 ([1，9}) For αvector b in冗，there exists a function f in HK such that 
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(2) 

ザαηdonly 1.J， Jor the RKHS Hk defined by 

k(p， q) = (L* LK(・，q)，L事LK('，P))HK'

L率bEHk' 

(3) 

(4) 

Furthermo同ザ theexistence 0/ the bestα，pproximation f satゆ ing(2) 1.S guαranted， then there 
exists a unique extremal /unction fb with the minimum norm in HK， and the function fb is 
expressible in the form 

九(P)= (L*b，L*LK('，P))Hk 。η E. (5) 

In Proposition 1.1， noもethaも

(L事b)(P)= (L*b，K(-，p))HK = (b，LK(・，P)hl; (6) 

that is， L*b is expressible in terms of the known b， L， K(p， q) and 1l.んin(5) is the Moore-
Penrose generalized inverse solution Ltb of the equation Lf = b. Therefore， Proposition 1.1 gives 
a necessary and su田cientcondition for the existence of出eMoore-Penrose generalized inverse. See 
[13] for the details. Proposition 1.1 is rigid and is not practical in practical applications， because， 
practical data contain noises or errors and the criteria (4) Is not suitable， because the structure of 
the RKHS Hk is， in general， involved. So， we shall use the Tikhonov regularization and we shall 
establish good relationship between the Tikhonov regularization and the theory of reproducing 
kernels. For the Tikhonov regularization，肌 forexample， [2，3]. 
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2 Spectral theory 

In order to discuss operaもorequations for general bounded linear op町atorsL， following [2] we shall 
fix the well-established theory among spectral theory， the Mo∞or児e-Pe叩n立1r08鵠egeneralized inverse and 
t蜘h恥eTi帥k凶ho∞n∞O仰vr問eg思肝u叫lla訂叩r巾 ation白∞n孔1.S卸e悦e[3問3司]D伽O侃rt恥h恥ecorresponding results for comp 制 operators L. 
Let {Eλ} be a spectral family for the self-adjoint operator L * L. If L * L is continuously invertible， 
then 

川 -1=fidEλ

In this case， the Moore-Penrose generalized inverse (5) can be represented by the Gaussian normal 
equation 

帥)= f ~dEλ山 (7) 

If冗(L)is non-closed and b手D(Lt)，i.e. if the equation Lf = b is ill-posed， then the integral 
in (7) does not exist. Then， we shall defin 

fb，o(P) = !市dE).L*b (8) 

By construction， the oper抗oron the right-hand side of (8) acting on b is continuous， 80 that， 
for noisy data bd with Ilb -bd 111-l三 8，we can bound the error between九.αand

ほαω=1市 dEλげ (9) 

as follows: 

Proposition 2.1 ([21， pages 71-73) For any b E D(Lt)， 

lbmLαIル 1日ι=fb (10) 

Furthermore， 
11 Lfb，α - Lft.oll百三 6 (11) 

αnd 

IIfh rY - 11. JIHK三JL
M 内 v，U: ...1α 

(12) 

Proposition 2.2 ([21， P叩es117-11りForαny b E D(Lt) w1.th Ilb -bdll百三ム thefunction fb，cr 
defined by (9) is the包niqueminimizer of the Tikhonov functional 

fff{αIIfll~K + 11 bd - Lfll~} 
{K 

(13) 

11α=α(8) l.S such thαt 

limα(8) = 0 
d-+U 

αnd 

A
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i15fj，α = fb = Lt(b)・ (14) 
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3 Representation of the extremal functions in Tikhonov reg-

ularization 

Our main purpose in this paper is to give釦 effectiverepresentation of the extremal functions九，α
or ft in the Tikhonov regularization， since the representation by spect叫 theoげ isabstract， in 
-u α 

many practical problems. 
By the reproducing property of K(p，q) in HKl we obtain 
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(15) 

Here we set 

KL('，P;α)=lk(J)・
L*L+αI 

Then， by introducing the inner product， for any fixed positiveα>0 

(J，g)HK(Liα)=α(f， g)HK + (Ll， Lg)冗， (16) 

we sha11 construct the Hilbert space HK(L;α) comprising functions of HK. This space， of course， 
admits a reproducing kernel. Furthermore， we obtain， directly 

Theorem 3.1 The extremal function lbα(P) in the Tikhonov regula門zation

点f{αIlfll~K + Ilb -Lfll~} 
HK 

is represented in terms 

(17) 

fbα(P) = (b， LKL(-，Pi叫ん (18) 

where the kemel KL(p， q;α) is th竺reproducingkernel fo1' the Hilbert space HK(L;α) and it is 
determinedαs the unique solution K (p， q;α) 01 the equatioπ: 

印刷)+i(LKJkp)冗 =jk(M) (19) 

with 
Kqニ K(・，qjα)E HK foγq  εE， (20) 

αnd 
Kp =K(・，p)E HK for P E E. 

4 N ew algorithm 

In several concrete examples， we consider as the reproducing kernel Hilbert space HK the Sobolev 
Hilbert spaces on the whole spaces which admit concrete reproducillg kerllels alld as the Hilbert 
space冗theHilbert spaces L2 on the whole spaces. Then the related r陀ep戸roduci阻ng~除.er口rnelsKL(ωp，qιiα) 
a叩.nd仇the児ee側x剖ctr民ema叫1fu田un附1

the general equation (ο19的).See， [4-8，10・.12].In this paper， we shall propose a new algorithm to solve 
nume山 allythe equation (19) which is， in gene叫う anintegral equation of Fredholm of the印 cond
kind. Our algoriもhmwill give a new type discretization whose effectivity was proved by ex出nples
([8])， since to solve the equation (19) is decisively important to obtain the concrete representation 
(18). 
We take a complete orthonormal system {勺}tlof the Hilbert spaω 冗.
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For fi.xed {入j}T:l(λj > 0) ， we consicler the general extremal problem for (17) 

Jf{αIlf"~K +乞入jl(b-Lf，ej)χ12 ~ .幻)HK I ..~ ....... .. て I

That is， 
IIb-Lfll~ 

is replaced by 
C幻

乞入jI(b， ej)χ一(Lf，ej)冗12

Then， we shall give an algorithm constructing the reproducing kernel Kαゐ(p，q) of the Hilbert 
space HKa，).j with the norm square 

αIlfllhx +玄λjl(Lf，ej)χ12 (22) 

j=1 

Here， of course， we assume that (22) converges for {λj}j三1(入j> 0)， However， in a practical 
application， of course， we consider only finiteもermsin (22) and by finite terms we can give a good 
approximation of (22). 
We shall starもwiththe firsもstep.The reproducing kernel K(1)(p，q) of the Hilbert space with 
the norm square 

αIlfllhK +乞入jl(Lf，ej)χ1
2 (23) 

is given by 

入1(el， LK~O))χ(LkjO) ，町)η
K(l) (p， q) = K(O) (p， q)一

1+λ1(L(el，LKjO))払叫1/.
(24) 

for 

K何)(M)=;KM)

For the second step， the reproducing kernel K(2) (p， q) of the Hi1bert space with the norm squ紅e

αIlfllkx +乞λjl(Lf，ej)χ12 (25) 

is given by 

入2(e2，LK~1))χ(Lkjl)3e2)χ 
K(2)(p，q)=K(1)(PJ)-(l) 

1+入2(L(e2，LK4J.J)払 e2)η
(26) 

by using the reproducing kernel K(l)(p，q). In this way， we can obtain the desired representation 
of K.αゐ(p，q)= K(∞) (p， q) . Then， we obtain 

Theorem 4.1 For any b E討，the exlremal function j.α2λ in the exlremal problem (21) is given by 

fo，>.ω=乞入j(b，ej)冗(ej，LK，州 ('，p))冗?

where凶 ωsumethαt (22) conve旬eson E. 

(27) 

We consider a general exbremalproblem in (21)by considering a general weight {入j}.This 
means出品 fora larger入jo'the speed ofぬeconvergence 

(Lf， ejo)χ→(b， ejo)旬
is higher. This t配hniqueis a very important for practica1 applications. For examples， see [6，司.
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On the Aluthge transformations of ∞-hyponormal operators 
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Tokyo University of Science 

Tokyo University of Science 

Abstract. A bounded linear operator T is called ∞-hyponormal if T is p-hyponormal 
for every p > O. In this paper ∞-hyponormality of the Aluthge transformations of ∞-
hyponormal operators is investigated. It is shown that the Aluthge transformation of 

an∞-hyponormal operator is not necessarily ∞-hyponormal. It Is also shown that the 
(generalized) Aluthge transformation of an∞七yponormaloperaもorT is∞-hyponormal 
provided ITIIT本I=IT事IITI.Moreover we give an example of an ∞-hyponorrr叫 operatorT 
whose Aluthge transformation T is ∞ 匂hyponor口rm叫 but Iロ庁問T引、'IIT川川1場*つ'1ヂ|庁T率*11リ|庁T引|ト. 

Hilbert空間上の有界規形作用素 Tが (T*T)P三(TTγ ( p > 0 )をみたすとさ p-
hyponormalであると言い、様々な結果が得られている。いま p一→∞としたどきについ

て考え、次のように定義する。

D e白nitIon

任意の p>Oに対して (T*T)P三(TTγとなるとき Tを∞ーhyponormaloperator 
どL、う。

具体例どしては、 unilateralshift， quasi-normal operator， hyponormal weighted shifもな
どがある。そして pure∞-hyponormaloperatorの性質の 1っとして、スベクトルの外側

の境界が原点に関してばcularlysymmeticとなるこどがわかっている。 ([1]，[2]) 
また A.Aluthge は 1990年に作用素の極分解 T ニ UITIに対し Alutl伊変換T= 

ITltuITI~ を定義し、 O く p 三 l のどき p-hyponormal operator Tの Aluthge変換Tが
min{p +ト1}-hyponormalであることを示した。この Aluthge変換そして T.Furutaに
よって 1996年に導入された generalizedAluthge変換 Ts，t= ITlsUITltを用いて多くの研
究がなされている。

それでは∞司hyponormaloperatorのAluthge変換は常に∞-hyponormalとなるのだろ
うか。

スべク卜ル分解定理に関する Olsonの定理を用いて得られる補題を使い、そうならない

例が示せる。 ([3])
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Olsonの定理

A，B を positiveoperator， A = J川(入)， B=  J入dQ(入)を A，Bの sp配 tralreso-
lutionsとする。任意の ηεNにたいして An三Bπ となるための必要十分条件は任意の

入さ Oにたいして P(入)三 Q(入)となることである。

Lemma 

A，Bを positiveな 2x2行列、そして Pl，P2(Pl三P2)，qlヲq2(ql三q2)を A，Bの固有

値どする。このとき、任意の η に対して An三Bnとなるための必要十分条件は

(i) ql三位三Pl::; P2 

または

(ii) ql三Plく q2三めかっλ((B -ql) = N (A -Pl) (λf(T)は Tの nullspace ) 
が成立することである。

Example 

、、B
E
E
S
F
/

t
i
q
d
 

qa--

/
t
'
l
i
t
-
¥
 

一一つ“A
 

、、、‘且
---a'''''

A
U
A
υ
 

n
L
n
U
 

J
I』
E
1
1

、、
一一

噌

-AA
 

とするとき

T= 

o 
A1 0 

A2 0 
A2 0 

A2 0 

は∞-hyponormalだが、その Aluthge変換は∞-hyponormalではない。

Proof 

計算により

A1 
A2 

ITI = (T*T)t = I A2 
A2 

。
A1 

IT*I = (TT*)t = I A2 
A2 
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どなり A1どA2の固有値は 0，2ど2，4である。上の Lemmaより A?52A2 となる。 よっ
て ITlnとITヤとなり Tは∞-hyponormalである。

同様に T車T，TT*を計算するとTが∞-hyponormalとなるための必要十分条件はすべて
の n にたいして AF 三 (A~A1AI)π どなることがわかる。

A2とAfA2Afの固有値は 4，16と 0，6で

M山

よって Lemmaから A2どAiA2Afどなる ηが存在してTは 00-hyponormalではない。

しかしながら、上で∞-hyponormaloperatorの例どして挙げたものは、すべて Aluもhge

変換が∞-hyponormalどなる。これらの例に共通する性質は ITIIT*I= ITつITIであり、次
の結果が成立する。

Theorem 

∞-hyponormal operator T が ITIIT*I= IT*IITIをみたすなら、その Aluthge変換 T

は∞-hyponormalとなる a さらに s，t 三Oに対し generalizedAluthge変換え，tも∞-
hyponormalどなる。

Proof 

T= UITIをTの極分解とするとき、 ITIPU*U= U*UITIP = ITIP， ITγUU* = UU本IT*IP= 
IT傘|ぺ IT*IP= UITIPUヘU本IT補IPU= ITIP (p > 0)どなることが知られている。よって

ITs.t1
2 勾tえ，t二 (ITltU* ITIS)( ITls UITlt) = (U* U) ITltU* ITI2s UITlt(U* U) 
= U*(UITltU*)ITI2S(UITltU*)U = U*ITヴITI2slTγu

lh|2=え，tT:.t= (ITISUITlt)(ITI切っTド)= ITIS(UITI2tU*)ITIS = ITISIT*12tITIS 

となる。 ITIと IT市|が可換より

ITs，tl
2n = U*IT*lntITI2nsIT*lntu = U*(IT*lntUU*)ITI2nS(UU*IT時|ηt)U
= (U*IT*I凡tU)U*ITI2nsU(U*IT*lntU)= ITIπtu本ITI2nsUITlnt

Irふ12n= ITlns IT* 12nt ITIπs 
となるのでTs，tが∞-hyponormalとなるための必要十分条件はすべての nにたいして

ITIπtuつTI2nsUITIπt三ITlnslT事12ntlTlnsとなることである。

いま Tが∞-hyponormalより任意の p>Oにたいし ITIP三IT嗣IPどなり、
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ITIPどU¥TIPUヘ UホITIPU三ITIPとなる。これより

ITlntU事ITI2nsUITlntさITlntlTI2nslTlnt= ITlnslTI2ntlTlns三ITIη81T*12nt ITlns 

どなるので Ts，tは∞-hypononnalである。

以上より IT問T引IIT車つ|二 IT帯*11庁T引|は∞∞-1匂t
どなるための十分条件である@しかし次の例より、必要条件どはならない。

Example 

{入九}二。を入。=んくんくんく・・・どなる有界数列、そして
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とする。このとき

一一T
 

o 
Uo 0 
Uo 0 

仇 I0 
Uo 0 

Uo 0 

A。
A。
Ao 
Al 

A2 

A3 

は 11'11T*1# ITホIITIとなるが、その Aluthge変換は∞-hyponormalとなる。

Proof 

計算より

B。
Bo 

IT*I = U AU*二
B。
Bo 

Bl 
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また Bo=A。である。ここで
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なので

tr(A~+l -B~) = (入:+2一花)三 0，

制(A~+1 -B~) = ~(入:+2 一入~+1)(À~+1 一入~)と 0
よって A~+1 -B!三Oとなり Tは∞開hypon町四

1 (入η+1(入η+入η+1) 入η+1(入η一入η+d， 
An+lBn二一 l l 

T~-n 2 ¥入n+2(入n一入叫1) 入叫2(入π十入π+d} 

1 (入η+1(入η+入n+d入九+2(入l'一入π+1)¥ BTlA明 μ== - ( . .'''，-J. ，-"U. u...-¥ --，，， f 4lT~1 

n.~nT J. 2 ¥入π+1(入π一入π+1) 入π+2(入n+入π+d} 

となり、仮定入叶1ヂ入九十2，九十1一九 >0より BηAn+1ヂAn+1Bnとなるので ITIIT*I=J: 
IT*IITIとなる。
また計算によりTが∞-hyponormalどなるための必要十分条件は任意の nにたいし

て Cf 三 D~ (n， k 三 0) どなることである。ただし、ここで Cn ニ A~U~An+1UoA~ ，

D九=A~Bn_1AK ( B-1 := Bo = Ao )どする。
pf)?PF)(pin)壬pin))を 2Cnの固有値、 qjn)?qr)(qr)三qF))を 2Dnの固有値どする。

Lemma ょっ q~n) 三 Pln) がいえれば cf 三 D~ (いさ 0)となりTが∞-hyponormalと
なることが分功、る。計算により

P~π) ー tr(2Cn ) 一作(20π)2 -4制 (2Cn)
2 

(n) tr(2Dn) + Jtr(2Dπ)2 -4 det(2Dn) 
q2 . = 

2 

どなり q~n) 三 p~n) は次の不等式ど同値である。

ψr(2Cn)2ー 4

“
d州e

く (れ昨r可(σ2仇ω)ト一t川r吋(2初D丸川πn)げ)2ト2仁一 (い似tr叫rベ(σ2釘仇叫Cαωωπn)2一4 似州(伊2Cnω叫)リ)一(いむ昨(σ2D仏ωηn?一4 似州(2初D仏川πn)リ) 

ここで

入π-1=α，入π=α+x，入η+1=α+x+y，入η+2=α+x+y+z 

ど置き換えるといπ}手。の単調増加性より αグ ，y，z三O.

巧

t
q
t
u
 



右辺 =16a2xy + 32αx2y + 16x3y + 8α2y2 + 36αxy2 + 28x2y2十8αy3+ 12xy3 + 8a2xz + 

16αx2z十8x3z+ 16a2yz十40αxyz+ 24x2yz + 12αy2z + 14xy2zさ0

(右辺)2_(左辺)2ニ 192α4Xγ+768α句、2+1152a2x4y2 + 768αx5y2+192x6y2+256α4xy3+ 
1472α3x2y3 + 2880a2x3y3 + 2368ax4y3 + 704x5y3 + 640α3xy4 + 2240α2x2y4 + 2560αx3y4 + 

960x4y4 + 512a2xy5 + 1088αX2y5 + 576x3y5 + 128αxy6 + 128x2y6 + 256α4x2yz十1024α3x3yZ+

1536α2x4yz十1024αx5yz+256x6yz+640α4xy2Z+3072α3x2y2Z+5376α2x3y2Z+4096αx4y2Z+

1152x5y2z十256α4y3z+ 2304α3xy3z + 5696α2X2y3 Z + 5504αX3y3z + 1856x4y3z + 384α3y4Z+ 

1984a2xy4z+ 2880αx2y4z十1280x3y4z+128a2y5z +448αxy5Z+ 320X2y5Z+ 256α4xyz2 + 

1024α3x2yz2+1536α2x3yz2+ 1024αx4yz2+256x5yz2+ 192α4y2z2+1280α3xy2Z2+2688a2x2y2 z2+ 

2304αx3y2 z2+ 704x4y2 z2 +320α3y3Z2+ 1280a2xy3z2+ 1600αX2y3z2 +640x3y3z2+ 128a2y4z2+ 

320αxy4z2 + 192x2y4z2 さO.

よってTは∞-hyponormalである。
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On sorne Nevanlinna-type spaces 
on the upper half plane 

(上半平面上のある種の Nevanlinna型空間について)

岩手医科大学教養部

(Iwate Medical University) 

飯田安保

(Yasuo IIDA) 

A bstract. In this paper， we shall define some N evanlinna-type spaces 

on the upper half plane and show some properties of these spaces. 

1.単位円板上でのNevanlinna型空間について

定義 1-1 fをu== {zεc Ilzl < 1}上の正則関数とする。また、
T == {zεc Ilzl == 1}とする。

1. sup I log+ If(rei{})ld8 < +∞ を満たすとき、 fεNとする。
OくTく1JO 

(注意) f εNのとき、 f(etO):=liJ11f(TeiO)が a.e.ei{}εTで存

在する。

2. あるゆ εLl(T)，ゆき 0に対し log+11(z)1豆Q[ゆ](z)(zεU)を
満たすとき、 fε凡とする。ただし右辺は U上の Poisson積分

を表す。

3. p> 1とする。

sup (" (log+ If(reiO)IY d() < +∞を満たすとき、 fεNPとするo
O<rく1Jo¥/  

N をNeva凶nnaclass、N本を Smirnovclass、NP(p > 1)をPrivalov
spaceと呼ぶ。また、 N とその部分空間 N本 ，NP等を総称して Nevan-
linna型空間と呼ぶ。

これらの空間のあいだには、包含関係 NPcN申 cN (p > 1)が成り
立つロ

Q
d
 

q

。



定理1-2 fをU上の正則関数とする。以下は互いに同値である:

(1) f εN  

(2) sup I log(l + If(r♂) I)dB < +∞ 
Oくr<lJO 

(3) log+ If(z) IがU上harmonicmajorantを持つo

定理1-3 fをU上の正則関数とする。以下は互いに同値である:

(1) f εN* 

(2) f εNかつ supI log+ If(reio) IdB == I log+ 1I串 (ei8) I dB 
O<rく1JO JO 

(3) ある stronglyconvexな関数 ρに対して

sup I 伊(log+I f (rei8) I)dB < +∞ 
OくTく1Jo 

定理1・4 p>lとし、また fをU上の正則関数とする。以下は互い
に同値である:

(1) f εNP 

(2) sup {L.1f (log(l + If(rei8)I))P dB < +∞ 
OくTく1Jo ¥ ノ

(3) (附作)IyがU上harmonicmajo凶を持つ。

定理1-2 '"'-'定理1-4の結果のように、単位円板上のNevanlinna型空間

については定義と同値な条件がいくつか知られており、それぞれの条件

を各空間の定義として採用することもある。

しかし、上半平面D== {zεc I Imz > O}上のNevanlinna型空間を考
える場合、上記の単位円板での定義を“そのまま"適用すると、それぞ

れ異なる空間が生じる。

2.上半平面上での Nevanlinna型空間について

①harmonic majorantによる定義

定義2-1([9]) fをD上の正則関数とする。
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1. log+lf(z)1がD上 harmonicmajorantを持っとき、 fεNo(D) 
とする。

2. ψをstronglyconvexな関数とするo cp(log+ If(z)1)がD上 har-
monic majorantを持っとき、 fεHcp(D)とする。
また凡o{D):== U{ H伊(D)Iψ: strongly conω}とする。
3. p> 1とする。 (log+If(z)I)PがD上harmonicmajorantを持つ

とき、 fεNC(D)とする。

(注)Htp(D)をHardy-Orliczspaceと呼ぶ。

②Krylov (& Iida)による定義

定義2-2([2，5]) fをD上の正則関数とする。

13叫山
2. あるゆεLl(R)，ゆ孟 0に対し log+IJ(z) I壬P[ゆ](z)(z E D)を
満たすとき、 fεqしとする。ただし右辺は D上のPoisson積分
を表す。

3. p> 1とするo sup I (log+ IJ(x + iy)I)P dx < +∞を満たすとき、
ν>0 JR¥ /  

f εワ1Pとする。

③Mochizuki (& Iida)による定義

定義2・3([3，8]) !を D上の正則関数とする。

1. sup I log(l + IJ(x + iy) 1) dx < +∞を満たすとき、 f ε_N(D) 
y>o JR 

とする。

2. あるゆεL1(R)，ゆ丞 0に対し log(l+ I!(z) 1)壬P[ゆ](z)(zεD) 
を満たすとき、 fεN*(D)とする。ただし右辺は D上の Poisson
積分を表す。

3. p> 1とするo sup I (log(l + If(x +ψ)I))P dx < +∞を満たす
y>O JR ¥ ノ

とき、 f εNP(D)とする。
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上半平面上の Nevanlinna classの定義に相当する定義2-1---定義2-3の

1.は互いに同値ではない。同様に、上半平面上の Smirnovclassの定義に

相当する定義2-1---定義2-3の2.も、 Privalovspaceの定義に相当する定

義2-1-."定義2-3の3.もそれぞれ互いに同値ではない。

ここでは、 『①harmonicmajorantによる定義』による上半平面上

のNevanlinna型空間についての結果を報告する。また、他の定義による

上半平面上の Nevanlinna型空間も含めて、未解決問題や考えられる研究

内容についても紹介する。

3.①の定義による上半平面上での Nevanlinna型空間について

No(D) ， N*o(D)については以下の結果が知られている:

定理3-1([9]) fをD上の正則関数とする。また、 D上の有界正則
関数全体を H∞(D)で表す。

g 
(1) f εNo{D)や今.f== ~ (g j h εH∞(D) ， hヂ0)

h 
g 

(2) f εN*o(D)宇=キ f== ~ (g， h εH∞(D) ， h はDでの外関数)
h 

ここで h(t)丞0，log hεL1 (R， (1 +♂)-ldt)に対し、

/ 1 r 1 + tz 1 ¥ 
d(z) == exp ( ~_' I一一一一一ーすlogh(t) dt )の形の関数を上半平面 D

1πi JR t -z 1十γ/

での外関数とよぶ。

定理3-2([9]) fをD上の正則関数とする。

r log+ If(x + iy)1 
(1) f εNo{D)宇中 supI 

~;o JR x2 + (υ+ 1)2 

(2) f εN*o(D)ゃ::}ある stronglyconvexな関数ゅに対して

…~ rゆ(1og+l.f(x + iy)1) _1 __ .... 
~;o JR .T2 + (ν+ 1)2 一、一

定理3-1、定理3-2をNO(D)について考えたのが次の定理である。

定理3-3 .fを D上の正則関数とする。また、 D上の有界正則関数

全体を H∞(D)で表す。
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(1) 1 εNO(D) 

ーf=f(g?hd∞(D)，川崎(D)で可逆)
{ (log+ I/(x十句)I)P

f εNO(D)宇中 supI 
u '~J ' I ~;o J R X2 + (ν+ 1)2 (2) 

また、それぞれのNevanlinna型空間に属する関数についての因数分解

定理が知られているが、 NO(D)では次のようになる:

定理3-4 P > 1とする。 fεNO(D) ， f ヂ0はf(z)==αeiaZb(z)d(z)g(z) 
(zεD)の形に一意に分解される。ここで、

(i)αεT，αεR. 

(ii) b(z)はfの零点から構成される Blaschke積.

f 1 r 1 + tz 1 ¥  
(iii) d(z)二叫(~: I一一ーっlogh(t) dt ) 

¥πi JR t -z 1十γ/

ただし h(t)き0，log h εL1 (R， (1 + t2) -ldt)で、さらに
log+ h εLP(R， (1 + t2)-ldt)が成り立つ.

f 1 r 1+tz¥  
(i v ) g ( z) == exp (で I: I V~ dμ(t) )， ただし μはR上の有限実

¥i JR t -z ' ¥ F } 

測度で、 Lebesgue測度に関して特異である.

4.上半平面上でのNevanlinna型空間に関する問題について

(1) JVP(D)から NP(D)への linearisometryを決定せよ

上半平面において NP(D)上の距離を

dp(f 7 g) == ~ I (log(l + 1/*(x) -g*(X)I))P dx ~ (/， 9εNP(D)) 
lJR J 

で定義する。ただし N1(D)ニ N*(D)とする。

N*(D)については Mochizukiが上への linearisometryを決定した[8]
が、 NP(D)についてはまだ求められていない。

(2)上半平面での M について
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単位即上の正則関数fが12rr1仙 Mf(8)除+∞を満たす
とき、 f εMとする。ここで、 Mf(B)== sup If(reiO)1とする。

0くTく1

この空間については包含関係 NPC M c N* (p > 1)が成り立ち、
Kim[4]等によって研究が行われているが、最近になって GanzhulaがD

上での M を定義し、その諸性質を考察している [1]0

3. N(D) ， N*(D)， NP(D)等での compositionoperatorについて

今のところ上半平面では Hardy空間に関する結果[6，7，10]しかないよ
うであり、他の Nevanlinna型空間については手っかずの状態のようで

ある。

参考文献

[1] L. M. Ganzhula， 0ηαn F -algebra of holomorphic functions in the 
upper half-plαne (Russian)， Math. Montisnigri 12 (2000)， 33-45 
[2] Y. lida， Nevαnlinna-type spαces on the upp巴rhαlfplane， Niho此al

Math. J. 12 (2001)， 113-121 

[3] Y. Iida， On αn F-algebra of holomo巾hicfunctions on the upper hασ 
plαne， submitted. 

[4] H. O. Kirn， On closed mαximal ideals of M， Proc. Japan Acad. Ser. 
A Math. Sci. 62 (9) (1986)， 343-346. 

[5] V. 1. Krylov， On fllnctions regular inαhαlf-plαne， Mat. Sb. 6 (48) 
(1939); Amer. Math. Soc. Transl. 32 (2) (1963)， 37-81. 

[6] V. 1Vlatache， Composition operators on Hardy spaces 01α加ザ'-plane，
Proc. Amer. Math. Soc. 127 (5) (1999)， 1483-1491 
[7] V. Matache， Composition operators on HP of the upper haがplane，
An. Univ. Timisoara Ser. Stiint. Mat. 119 (1989)， 63-66 
[8] N. Mochizuki， Ne叩 nlinnααndSmirnov classes on the upper hαザ
plane， Hokkaido Math. J. 20 (1991)，609-620. 
[9] :NI. Rosenblum and J. Rov町ak，Topics in HIαrdy Clαsses and Uni-

valent Functions， Birkhauser VerlaιBasel-Boston-Berlin， 1994. 

[10] S. D. Sharma ancl R. Kumar， Compαct compositioηoperators 

αnd Carleson meaSllre in the 7.ψper half-plane， Extracta Math. 15 
(1) (2000)， 175-180. 

-44-



The integral representation of， positive definite 

functions on a conelike semigroup 

and七hecontinuity at 0 

T. M. Bi叩 .ard(Denmark) 
and 

N. Sakakibara (Ibaraki University， Japan) 

Abstract 

Ressel proved Bochner's type theorem for bounded positive definite 

functions on a conelike semigroup in Qk ([R]). In this talk， we pro刊
Bochner's type theorem for arbitrary positive definite functions on a 
conelike semigroup in Q， but we show a counterexample to Bochner's 
type theorem for (Q+¥{O})2 U {(O，O)} 

我々は以前に rRkの中の conelike半群において3その上の正定値関数は

必ず指標半群上の(広い意味での)モーメント関数の形で一意的に表示でき

るJ(cf. [B8])ということを示したこれは，離散群における Bochner型定理
に相当する結果と見ることが出来るが，Rkにユークリッド位相が入っている
とみた場合3正定値関数の連続性がその積分表示にどの程度関与してくるの

かを考えるのは自然なことである.この講演では，1次元の場合には連続性
が有効に働くが， 2次元では連続性が有効に働かない例が作れてしまうこと

を報告する.

単位元 Oをもっ可換*半群を S，S上の指標全体を P とし，S本に各
点収束位相を考える • S上の関数 ψが正定値であるとは3任意の nεN， 
81，'.' ，8nεS， Cl1 • •• ，CnεCについて

LCi可<P(Si+ S;)言。
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が成立するときである • s ~上の関数 v がモーメント関数であるというのは?

伊(8)== Iρ(8)dμ(ρ)， 8 εS 
JS潮

をみたす F 上のラドン測度 μが存在するときをいう.モーメント関数は正
定値関数であり 3有界な正定値関数はモーメント関数であるが?正定値関数は

一般にモーメント関数とは限らないー S上の正定値関数 vが必ず一意的な表
現測度をもっモーメントであるとき， 8は完全であるという.
Rkの部分集合M がconelikeであるとは3任意の SεMに対して α(8)ε
R+が存在し?α主α(8)をみたす全ての αεR+について αsεMが成り立
っときをいう.Mが Qkの部分集合のときは， R+を Q+で読み替えて?同
じく M がconelikeであるということにする.以下， conelike半群の*構造は
恒等的とする.

以前にドイツの P.Ressel教授は3有界な正定値関数の連続性がその積分
表示にどの程度関与してくるのかを述べた次の定理を示した ([R]). 

Theorem. 8は Rkの中の conelike半群で， 0εSとする.ただし，S :== 
{sε81(R+s) n int8チ砂}である.このとき， 8上の有界な正定値関数伊に
ついて次は同値:

(i)ψ は一様連続i
(ii)ψ は Oで、連続;

(iii) 8のある点列 {sn}が存在し， Sn→ 0，ψ(Sn)→伊(0)をみたす;
(iv) cpはRk上のある種の測度(下の表示でくり，s>とOとなるような範
囲で定義された測度)μ で次の表示をもっ.

伊(8)= f eーくり河川 sεs 
この結果は3正定値関数の有界性の仮定から積分表示出来ることが保証

されるので?表現測度のサポートを解析して導かれるが，有界性を除いた場

合については未解決で、あった.先に述べたように?我々は Qkや Rkの中の

conelike半群は完全であることを示したので¥(有界性という仮定なしに)積
分表示するという点はクリアされた.残る問題は正定値関数の連続性が表現

測度のサポートにどの程度関与するかである. 1次元の場合には次の結果を

得た.

Theorem 1. Sは Q の中の conelike半群で， 0 εSとする.ただし3
S:= {sιSI(Q+s) nintSチ日}とし 3閉包は制限位相でとる.このとき， 8上
の正定値関数年フについて次は同値:
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(i)ψ はS上で、連続;
(ii)伊は Oで、連続;

(iii) Sのある点列 {Sπ}が存在し1Sn→ 0，ψ(Sn)→伊(0)をみたすi
(iv)伊は R上のラドン測度 μで次の表示をもっ.

ψ(s)こかゆい)， sεs 

Corollary. Sは R の中の conelike半群で， 0εSとする.ただし， 3:==

{sε31 (Q+s) n intS f:=日}である.このとき次は同値:
(i) cp : S → Rは正定値かっ連続;
(ii)ψ はR上のラドン測度 μで次の表示をもっ.

ψ(s)ニレSdμ川
しかしながら， 2次元の場合に， (Q+¥{O})2 U {(O，O)}でさえ， Theorem 
lの (iii) 今 (iv)， (iv) 今 (ii)が成立しない.今後の方向性として 3

(Q+¥{0})2 U {(O， O)}では (ii)===> (iv)が成立するので， (ii) ニキ (iv)が
示されるより一般的な設定について解析する.
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[BS] T. M. Bisgaard and N. Sakakibara， Stieltjes perfect semigroups are 
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Remarks on strong random Clarkson inequality 

Yasutaka Yanlada (Kitakyushu College of Technology) 

Yasuji Takahashi (Okayama Prefectural University) 

Mikio Kato (Kyushu Institute of Technology) 

A. Tonge [12] proved raはornClarkson inequality in Lp. Kato-

Persson-Takahashi [5] characterized the Banach spaces in which ran-

dorll Clarkson inequality holds as those of type p. Recently七he

present authors [13] considered strong random Clarkson inequality 

with a weight constant K and proved that strong random Clarkson 

ii1equality holds in a Banach space X if and only if X has strong type 

p， where the best value of K does not coincide with the strong type p 

constant S九(〆)(X). We shall ext目endthe strong random Clarkson in-

equality to show that the best constant K in the resulting inequality 

coincides with S九(〆)(X)

1. Theorem (Clarkson inequalities) Lct 1くp三2，l/p+ l/p'二 1.Then 

(111怜川川川Z叶川川+吋吋U訓円|

(1リIx叶川川+切叶ν訓|v|「p1γγγ;「yy|H巾|伊Zトげ一寸U引州IIP~)勺Ilx川川附附z叫叫叩xlIP'リIIP'〆h川川'+1叶叶11削州川川川IP'什げp〆つヴ，)ヅrゆ/P 
Vx，y E Lp 、、B

E

，r
-Eム，
，
a
，‘、

Vx，y εLpl (2) 

実際(1)，(2)は同値であり， Clarksonが証明した8つの不等式の中で3上の2つ

が本質的である (1)を(p，p')-Clarkson不等式と呼ぶ.一般に (p，p')-Clarkson不

等式が成立するようなBanach空間は次のようにtypepの空間として特徴づけら

れる

2. Definition (type p inequality) Let 1三p三2.A Banach space X is 

called of type p if there exists l¥J > 0 such that with some 1く Sく∞

P
 

¥
t
t
l
ノ

p
 z
 

n

乞戸

/
t
t
i
-
-
¥
 

M
 

く一

¥
1
S
I
-
-ノ

Z
 

F
L
 

n
ヤ
白
州

/
F
l
i
t
h
¥
 

E
 

(3) 

holds for all Xl， • . • ， Xn εX， where {勺}is a Radernacher sequence and E denotes 

the mathenlatical expectation. The smallest value of K is denoted by九(s)(X). 
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3. Theorem (Kato-Takal凶 hi[6]) Let 1く p壬2and l/p + l/p'二 l
Then (p， p')-Clarkson inequality holds in X if and only if X is of type p and 

Tp(p') (X) = 1. 

Clarkson不等式はBoas[2]， Koskela [7]， Kato [4]， Maligranda-Persson [8]ら
によってパラメータの一般化，多元化が行われた A.Tongeはんでrandom

Cla比son不等式が成立することを示した.この不等式には未知の絶対定数Kが

含まれているが， Takahashi-Kato ([10]; cf. [5])らはこの定数が1であり，もっと一

般に，(p，p')司Clarkson不等式が成立する Banach空間ではK=1としたrandom

Clarkson不等式が成立することを示した.

4. Theorem (random Clarkson inequality) (Takal凶 hi-Kato[5]; cf 

[5]) Let 1三p三2，1三円s< ∞If (p， p')-Clarkson inequality holds in 
X. Then for all Xl，"'， Xn E X 

¥、
1
2
1
1
/

z
 
nZM 

/
I
t
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-
¥
 

ps n
 

<一

¥
1
h
t
E
t
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-
'
 

z
 

cL nZ同
nZM 

/
l
l
¥
 

E
 

(4) 

holds， wher陀e{かε向匂tりij}
l/p'ぺ， 1/ s， 1/〆}.

この逆は成立しない.ただしnニ 2，s= 1として， (p，l)-Cla比son不等式は成

立する

5. Definition (p-uniform smoothness) A Banach space X is called p-

uniformly smooth (1く p三2)if there exists K > 0 s吋 1thatρx(r)三KrPfor 

all r > 0， where ρx (r) is the modulus of smoothness of X， i.e 

ρ'x(r) = sup {(llx + ryll + Ilx -ryll)/2 -1; Ilxll二 Ilyll= 1}. 

6. Theorem (p-uniform smoothness inequality) (σrτT、'aka泊は叫aha部s1油h

Ka抗to[例9判lリ)Le抗も lく p三2.Then X i白sp-uniformly smooth if and only if for any 
(re閃es叩p.，sOIne) 1三δく∞ thereexists a constant K > 0 such that 

c|叶 U||s;|lz-U||汁1/8
)三(lIxllP+ IIKyIlP)l/p for all x， yξX. (5) 

The smallest value of K in (5) is denoted by USp(s)(X). 

p uniform smoothness はClarkson型不等式(5)によって特徴づけられる.Clark-

son不等式をtype，cotypeと関連付けたように， Clarkson型不等式もtype，cotype 
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型の概念を入れることにより特徴付けることができる.

7. Definition (strong type p) A Banach space X is called of str'ong type p 

(1三p三2)provided there exists a constant K > 0 and 1三Sく∞ suchthat 

p
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¥
 

(6) 

holds for all finite systems Xl，・・ ，Xn in X， where {勺}is a Rademacher sequence. 

The smallest valuc of K in (6) is denoted by S九(s)(X). 

(6)キ (5)は明らかであり，したがって USp(s)(X)三S九(8)(X)である.(5)キ
(6)もKの値は保存されないが成立する.こうしてBanach空間の一様p平滑性と

strong type pであることは同値であり ([9])，さらにはより強いrandomClarkson 

型不等式の成立も保証される.

8. Theorem ([9]， [13]) Let X be a Banach space and let 1 < p三2.Then 
the following are equivalent. 

(ωiリ)X iおsp-トuni:D
(ii) X i白s0ぱfs剖七訂rOIl時I培gt旬yp阿ep

(iii) (Strong randorn Clarkson inequality) For any 1三1'， 8三∞ andfor 

all n εN 
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(7) 

holds in X with SOIne constant K independent of 肌 rand s， where (εij) is 
an n x n matrix whose coefficients are independent identically distributed ran-

dom variables taking the values土1with equal probability 1/2 and c(r， s; p)二

max{l/r' + 1/ s -1/p'， 1/〆， 1/ s }， 1/ P + 1/ p' = 1/γ+ 1/1" ニ1.
Further， let Kp(X) denote the smallest value of K in (7). Then 

STp(l)(X)三Kp(X):S STp(〆)(X)= USp(pl)(X) (8) 

Strong randorll Clarkson不等式の最良重み定数Kp(X)と(p，p')-uniform smoo七h-

ness不等式の最良定数USp(pl)(X)の関係は (8)で与えられるが， strong random 

Cαlar比I

について Kpバ(X)= STp(ω炉削p〆川，つ)バ(X)を得る.

9. Theorern Let X be a Banach space. Let 1くp三2，l/p + 1/〆=1 and 
1 ::; Kく∞.Thcn the following are equivalent. 
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(i) X is p-uniformly smooth and 

u川 IIP'+ 11日 11ぺゆ)三 (IIxllP+ IIKyllP)ゆ
2 J 

holds for any x， y E X. 

(ii) X is of strong type p and 

(9) 
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(10) 

holds for all finite system {x j} in X 
(iii) (Extended strong random Clarkson inequality) For any 1三r，s，t三
∞and for any n 

(トEベ噌咽哨(色倒倒会割訓瑞住l陸さ合トト向匂v附tりポ約3戸刈川Z巧j
holds in X，where c(r， s， t;p) == max{l/r' + l/s -l/p'， 1/〆， 1/8， 1/〆+l/s-

、I
，f
t
i
 

t
E
4
 

〆
'a
目、、

Then 

](p(X) == s九(〆)(X)== U8p(〆)(X) (12) 

10. Theorem Let 1く p::; 2， p三r< p'. Then the extended strong 
randorn Clarkson inequality holds in X if and only if it holds in Lγ(X). Moreover 

Kp(X) = K(Lr(X)) 

11. Exalnple 

(i) Kp(Lp) = 1 (1く p三2)

(叫ん(Lp)=νタ=-r(2三pく∞)
(iii) K仏 (Lv))== maxμEゴ?ゾにτ} (2::; u，りく∞)

Lp (1くp三2)はp-uniformly SIlloothであり (p，p')-Clarkson不等式が成立する.

したがってTheorem3より S九(p')(Lp) == 1 となる • Lp (2三p<∞)は2-uniformly 

smoothであり， Ball-Carle叫 ieb[1]によってU82(2) (Lp) ==必でT(2三pく∞)
としたopticalな2-unifornlsrnoothness不等式が得られている.
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Numerical range of an operator on a 3-dimensional 

Krein space 

Hiroshi N akazato 

Linear operators on a 3-dimensional Krein space are investigated by using the J， C-
numerical range of an operator. Especially the boundary of J， C-numerical range of an 
operator A is characterized for J -unitarily diagonalizable operators C， A. 

1. Krein空間における線形作用素

複素線形空間 Hにおいて不定内積 indefiniteinner product (・?・)とは、 HxHから C

への汎関数であって (i)(む +6川)= (ιη) + (~2 ， η) ， (乙η1+可2)= (乙 η1) 十(~，1]2)およ
びα(乙可L=lαω)= (~， (17) ~， 6 ， ~川1 可1 ，可2 モ H ， a E Cに対して成り立つもので、 (ii)
(乙η)= (η，e)が、乙'1]EHに対して成り立ち、 (iii)(乙η)= 0が、任意のηεHに対して
成り立てばご =0となりようなものを言う。不定計量を導入した空間は、完備性を前提と
して、 Krein空間と呼ばれる。 Krein空間 H(こは、 複素 Hilbert空間としての構造も仮定
する。 Sylvesterの慣性法則に対応する形で、 正定値の内積('，.)と不定内積

(-， .) 

が、 ユニタリーかつ工ルミットである線形作用素 J= J* = J-1rこより、

(乙η)= (J乙η)

という関係で結ぼれていると仮定する。 Krein空間 Hは、

H=H+ffiH_， H+={~ ε H: J~ = ~}) H_ = {cε H: J~ = -c}ヲ

と分解される。 H+または、 Hーの次元が有限次元である場合、 Krein空間を、 Pontryagin空
間と呼ぶこともある。 Krein空間における線形作用素について述べた著作としては、 Bognむ

の [Bo]が有名であるが、場の量子力学とも結びついて、 [An]，[Ar]， [To]， [Ng]， [Nn]など、
きわめて多数の研究がある。

勺。
に
jv



ここで、問題にするのは、 H+，Hーともに有限次元の場合で、 Hニ H+EDHーにおける線
形作用素A(行列)の数域や一般化された数蟻である。このような研究でおくらく、もっと
も古いのは、 [GLR](1983年)である。 2004年7月にポルトガルの研究集会に出席して、そ
の後このテーマにつき、 Coimbra大学の Bebiano，J. da Provid白Claと共同研究を行った
その成果につきここで述べる (cf.[BPN])。

2.不定計量空間における作用素のc-数域
有限次元 Krein空間 Hにおいて、 r= dim(H+)，δ= dim(JI_)とし、この空間の不定内積
を保存する(複素)線形作用素(行列)の全体を、 U(r，s)とする:

U(1'，s) = {UεM山 (C): U J U* J = J U* J U = L巾}.

このとき、 U(1'，s)は、連結リ一群となる。 Krein空間 Hにおける 2つの線形作用素 C，A
に対して、

Wg(A) = {tr(CU AU-1) : U εU(1'， s)} 

と定め、この集合Wg(A)c Cを、 Krein空間における作用素 AのC-数域と言う。 U(1'，s) 
の連結性により、 Wg(A)は、複素数平面の連結集合となる。しかし、この集合は、一般に
は凸集合でも、閉集合でもない。例えば、 η=2， l'ニ s=lであって、 C，Aがともに階数
1の作用素で、あって、

Ce = (乙'l/)ふ Ae= (乙κ)7，
とするとき、

wg(A) = {(Uふκ)布石弓:Uε8U(1，1)} 
が成り立つ。ここで、 η=(ηb'l/2)T， 7 = (71， 72)Tとするとき、

(Uη，7) = (U(一石?一石)T，(子.2，可)T)

がUE 8U(1， 1)に対して成り立つ。これより
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に対して、 Wg(A)= {z E C : zヂO}であり、
Cー (1 0¥ A = (~ ~) 
-¥ooJ' 一¥1 o} 

に対して、 Wg(A)= {zモC: ~(z) > 1/2}である。これらはCの開集合ではあるが、閉
集合ではない。 CがJ-エルミットではあるが対角化可能ではないもので、 Wd(A)が閉凸集
合となる例として

C=A=(i:!) 
のとき W8(A)= [0，∞)， 

C = (~ -1¥aー (1. ~ 1 ) 
一 ¥1 -1 J 'ι-¥ -1 1} 

のとき WJ(A)= iRという例があげられる。

特に、 C= diag(l， 0，・づ0)とした場合の W6(A)を、 W.t(A)また、 C= diag(O， 0， . . . ，1) 
とした場合の W6(A)を、 W!(A)とする。 Liらにより、 W;(A)，W!(A)が凸となること
が示された ([LTU]， [LR 1-3))。ここで、 Aのスベクトル σ(A)に対して

σ+(A) = {入 εσ(A): AC"ニ入乙forsomecεcnwith (c，と)> O}， 
σー(A)= {入 εσ(A): Ac =λιforsomecεcn with (C"， C")く O}，

σo(A) = {入 εσ(A): AC" =入乙for悶 neC"ιcnwith~ ヂ 0 ，(c， C") = O}， 

と定めれば、 σ(A)=σ+(A) Uσ_(A) U σo(A)であって、 σ+(A)c W+(A)ター(A)c W_(A) 
が成り立つ。また、集合

WJ(A) = W;(A) U W~(A) = {坐主金 :cεcr+s，(ご?と)チ O}
一(乙o

(JAC"，C" r /"' r-.r+ 
={ :f εcr十ヘ(Jc，と)# O} 
(J乙C)

を別方法で特徴づける。 J= lr ED (-ls)であるから、 fεcr+sぺ手0で、 (Jc，C")=Oとな
るものが存在するが、このようなベクトルで同時に (JAC"，C")= 0となるものがないときは、

WJ(A) = {入 εc:0ε W(Jλ-JA)} 

が成り立ち、 WJ(A)は、複素数平面の閉集合である。上記の条件を取り去ると例えばJ=
11 ED (-ι)とし、
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とするとき、
16 -c212 

WJ(A) = c;"'~? ~~I I? : (6，6)εc2， lcll2 -1612ヂO}
1612 -1612

・

=R¥{O} 

となる。ここで、 W:(A)= (0，∞)となる。この場合WJ(A)ーW:(A)は、 Cの開集合でも
閉集合でもない。ここで、 (JAc，と)=O，(Jc，c)=Oとなるとεcr+s?とヂ0はないと仮定
しよう。このとき、閉集合WJ(A)の境界は代数曲線となる。その接線を、実数民bを使っ
て、 αR(z) + bSS(z) + 1 = 0という方程式で表すとき、このような対 α，bは、方程式

det(J +α(JA+Aソ)/ 2 -i b( J A -Aソ)/2)= 0 

を満たすことが、 Psarrakosによって示されている ([Ps])。この公式は次の事実の類似して
いる。数域W(A)の境界の接線を、 α況(z)+ b SS( z) + 1 = 0という方程式で表すとき、こ
のような実数の対 α，bは、方程式

det(1 +α(A + A*)/2 -i b(A -A*)/2) = 0 

を満たす。

正定値の通常の内積をともなう空間における、エルミット(自己共役)作用素、ユニタリ一
作用素、正規作用素に対応する、不定計量空間における作用素は、それぞれ条件、 JTソ =Tヲ
TJTソ =1， TJTソ =JTソTを満たす作用素であると考えられるが、このうちの最初の
もの J-Hermite作用素は、一般には、対角化可能(半単純)ではなく、巾零となることも
ある。ただし、 J-Herrniteならば、その固有値は、実数直線に関して対称で、入が固有値
ならば、入が固有値になるなどエルミット作用素に近い性質もある。

定理l([BPN]).r + s = n， J = Ir EB (-15) = diag(j11・・ .，jn)とし、

C = diag(Cl1・ ・，Cη)ヲ A = diag(α11・・・ ，an) 

を複素対角行列とする。条件

況((Ciーら)(向 -an)jijte-O) > 0 

( i，.e = 1，2， . • • ， n -1)が、或る 0ι[0，2π)に対して成り立つならば、領域 Wg(A)は関領
域であって、半平面舵(ze-9)三0に含まれる。

定理2([BPN]).J
y 

= diag(l， 1， -1)， C = diag(cll C2， C3)， A = diag(α1，a2，a3)とし、 ClヲC2，C3
が実数ならば、 wg(A)は閉凸集合となる。

ここでC= diag(cl -C3， C2 -C3， 0)， A = diag(α1一α3，α2一α3，0)と置くとき、

Wd(A) = wg(A) + c3tr(A) +α3tr(C) -3C3α3 
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が成り立つ。このことより、 C3= 0， a3 = 0と仮定できる。

命題([BPN])定理2の条件の下で、さらに、 α1，α2，a3も実数ならば、 Wg(A)は、実数直
線上の連結閉集合となる。ここで、 C3=α3=0であってClf:. 0またはC2ヂ0また α1チ0
または α2ヂ0と仮定する。 (i)C1α1 ~ 0， Clα2三0，C2α1 ~ 0， C2α2~O ならば、

Wg(A) = [min{C1a1 + C2α2， C1α2十C2α1}，十∞)，

(ii) C1α1 ~ 0， Clα2三0，C2α1壬0，C2α2 ~ 0な印式

Wg(A) = (-∞， maX{Clα1+C山川1α2+C2al}]，

(iii)次の5つ

ciα向く O，ciα1a2くO，CIC2ai< 0 ， CIC2a~ く 0 ，Cl C2α1α2く O

のうちのどれかが成り立つならば、 Wg(A)= Rが成り立つ。

また、 CI， C2， C3が実数であって、 α1，α2ヲa3が同一直線上にないとき、アフィン変換等に
より，C3= 0，α3 = 0，α1 = 1， a2 = i， Cl = 1， -1壬C2三1の場合に帰着される。

命題([BPN])J = diag(l， 1， -1)， C = diag(l，c2ヲ0)，A = diag(l，九0)と仮定する。 (i)
o ~ C2 ~ 1ならば、

Wg(A) = {x + iy : (x，y) E R2， C2三X，C2三Uラ1+ C2壬x+y}， 

であり、 (ii)-1壬C2く Oならば、 wg(A)= Cとなる白

定理3.J = diag(l，l，-l)， C = diag(CI，C2，C3)， A = diag(αl， a2，α3)とし、 3つ組 Cl，C2， C3 
と3つ組 α1，a2，α3のどちらも3数が複素数平面で同一直線上にないとき、領域Wg(A)を
もとめる問題は、アフィン変換により ICll= IC21 = IC31 = 1， Iα11 = 1α21 = 1α31 = 1かっ
CIC2C3 = 1，α1α2α3 = 1であって、引ヂ αj，ciヂCj( iヂj)の場合に帰着される。この仮定
の下で、領域Wc(A)は閉領域で、あって、その境界点は、デルトイド曲線

ム={2 exp(iO) + exp( -2iO) : 0三0壬2π}

または、線分

Lo = {t(Clα1 + C2α2 + C3α3) + (1 -t)( Clα2+C的 +C3a3) : 0 ~ t三1}

または、 4つの半直線

L1 = {Clα1 + C2a2 + C3α3 + t(Cl - C3)(α1一向): t三O}，

L2 = {C1α1 + C2a2 + C3α3 + t (C2 - C3) (α2一向): t三O}，

-57-



L3ニ {Clα2十C2al+ C拘 +t(Cl -C3)(α2一向): t三O}，
L4 = {Clα2十C2α1十C3α3+ t(C2 -C3)(α1一向): t三O}.

の上にある。ここで、 Loと、 Ll，L2， L3) L4は、間領域 Wg(A)に含まれる。
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Butler-Rassias type functional equation and its Hyers-Ulam stability 

Sin-Ei Takahasi， Takeshi島1:iuraand Hicoyuki Takagi 

Abstract. In 2003， S. Butler posed the following problem: Show that for 

d<ー 1there are exactly two solutions f: R→R of the functional equation 

f(x + y) -f(x)f(y) = d sin x sin y. In the next year， M. Rassias excellentlly 
answered this problem. Recently， S.-M. Jung shows the Hyers-Ulam stability 
of the above functional equation following an idea by M. Rassias. We consider 

more general functional equation f(x + y) +入f(x)f(y)= g(x， y) . We give a 
solution of the equation. Moreover， we prove the Hyers-Ulam stability of the 

equation. Our results generalize those of Rassias and Jung. 

1. Butler-Rassias type functional equation 

。戸λεC及びR2上の複素数値関数g;l!Qが与えられたとき，次のような関数方程
式の解関数fを考察する:
~ f~+~+ λf(x)f(y) = g(x， y) (x， y εR). 
先ずRassiasのideaから次のような基本的補題を示す。

Lemma 1. Let a， b ξR be such that g(a， b) ;I! O. If the equation (# has a solution， then it 
must be ofform: 

f(α) _1_ l.¥ ， 1 
f(x) = 一一-~\ g(x， b) + "1 _1 ~ 1_¥ g(x， a + b) -"1 _ / 1 ，.. g(x + b， a) (xεR). g(α， b) O\~~ ， λg(a， b) λg(a， b) 

In particular， if there exists a solution of (#) which vanishes at a ， then such a solution is 
umque. 

Proof. Replacing x by x + z in (#)， we have 
(1) f(x+y+z)+入.f(x+ z)f(y) = g(x + z， y) 
for all x， y， Z εR. Similarly， replacing y by Y + z in (#)， we have 
~) f~+y+~+ λ.f(x)f(y + z) = g(x， y + z) 

for all x， y， z εR. By (1) and (2)， we have 

ω い+z刷 -f州 y+ z)) = g(x + z， y) -g川 +z) 
for all x， y， Z εR. Also we have from (#) and (3) that 
λf(x)g(y， z) -g(x， y + z)一λf(y)g(x，z) + g(x + z， y) 

=い)g(川)-f(y)g(x， z) ) -g川+内山 y)
= いいい)(ν削(げ似ωf爪均(y+川 ρy)f(州州川f六h仰削(仇ωωz)訓川川川)片ト川川)ト吋川川一イJ利f六均(りy川)

=い)f(y+ z) -f(y)f(x + z) ) -g仏 y+ z) + g(x +乙y)
=0 
and hence 

(4)λf(x)g(y， z) -g(x， y + z) =λf(y)g(x， z) -g(x + z， y) 
for all x， y， Z εR. In particular， putting y = a and z = b in (4)， we obtain the desired result. 
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Remark 1. If two functions f and g satisfy (#)噌theng must be symmetric. 

次の補題は割りと reasonableであろう。

Lemma 2. Let 0 ~λεC and cp be a nozero complex-valued continuous function on R 

such that伊(x+ y) +入中(x)伊(y)= 0 for all x， yεR. Then there exists a complex number α 

such制抑)=-te山 forall x E R 

さて上の補題を拠り所に，特別な gについて関数方程式(#)の解関数を与える。

(A) g(x， y) = h(x)h(y) (x， y E R)の場合:

Lemma 1及びLemma2から次のような解関数に関する結果を導くことができる。

Theorem 1. Let 0 ~λεC ， h a complex-valued continuous functions on R with 

h(O)戸oand f a complex-valued function on R. If f(x + y) +λf(x)f(y)ニh(x)h(y)
holds for all x， y ξR

‘
then there exist two complex nuinbers and αand B with 

B(入B2-1) ~ 0 such that h(x) = 1 ~ n2eru: and f(x)一-ELe山 forall x εR. 1-λB2~ 
......'-1 J V") -

1一入B2

Conversely， for any complex numbers αand B with B(入B2-1) ~ 0 ， the functions h and f 
defined by 

h(x)=-17uandf(x)=」JU(氏 R)
1 -ÂB~ 

----J ，.'/ 
1ーん82

satisfy the functional equation : f(x + y) +λf(x)f(y) = h(x)h(y) (x， y εR). 

上の定理は次の系を生む。

Corollary 2. Let α，p，入ξCwith入p;e O. Then the functional equation 

f(x+ y) +入f(x)f(y)=pea(X+ y) (x， y εR) 

一一 1:tv'1+4λp 郎has exactly two sol utions f(x) = 
. -v
2λ
eru: when入.p;e -4"' 

and it has a unique 

soluti川 (x)二一会eαXwhen相 =-t

上では h(O);e 0の場合について考察したが，そうでない場合は， Lemma1から次の
ような解関数に関する結果を導くことができる。

Theorem 3. Give a complex-valued function h on R and αεR such that h(O) = 0 ， 
h(α) ~ 0 and 
(*) h(a)h(x + y) = h(x)h(y +α) + h(y)h(x +α) 
for all x， y εR. Let 0戸入ξCand k(x) = h(x +α)， x E R. Then the functional equation 
f(x+ y) +入.f(.x)f(y)= h(.x)h(y) (x， yεR ) for a complex-valued function f on R hω 

exactly two solutions f =±Ah--L k when h(3G)+λh(a)3戸 0，where 
λh(α) 

/ h(3a) . '1 ，，.，， 2 
¥/一一一+入h(αy
A= V h(~) 

Also it Ma  unique solution f=--L k when h(3α)+λh(a)3 = O. λh(α) 
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次に αεR，α，s， p E C : p ~ 0 and eαa + esa = 0を与えたとき，次で定義される R
上の関数hを考える:

それ故Theorem3を

h(x) = .;戸(eCU- esX) (xεR). 
とのとき h(O)= 0 かつ h(α)~O であり ， h は条件(*)を満たす。
適用することができ，次の系が導かれる。

Corollary 4. Let α，s， p EC  such出atp ~ 0 and eαa + esa = 0 for some a E R. Then 
the functional equation 

f(x+ y) +λf(x)f(y) = p(e邸 -e内(e町 - esY) (x， y E R) 
for a complex-valued function f on R has exactly two solutions 

J 1+4λp ， ~~ Rr' 1 
f(x) = 2: v -~.，" -，... (げ_es.I) 一一(eCU+ es)=) (xεR) 
2λ2λ  

hen p戸一」一，and it has a unique solution 
4λ 

f(x) =一土(ea.r十件)(ぽR)
2入

when ρ=一_1
4入

上の系で α=i，p=-iJ=-ia山=ぎ とすると，次の系が導かれる。

Corollary 5. Let λ，d εC  with λ戸 O.Then the functional equation 
f(x + y) +λf(x)f(y) = d sin x sin y (x， y εR) 

for a complex-valued function f on R has exactly two solutions 
JAd-

f(x) = -z :i 入 sinx -;:cos x (x E R ) 

wh山

特に λ=-1とおくと M.Rassiasによる次の定理が導かれる。

Theorem A ((4J). Let d εR with dく-1 . Then the functional equation 

f(x + y) -f(x)f(y) = d sin x sin y (x， y εR) 

for a reaトvaluedfunction f on R has exactly two s州

注意。上の定理は， S. Bulter川による次のような問題に答えたものである:

Problem (Steven Butler). Show that for dく-1 there are exactly two solutions 

f:R→ R of the functional eaquation f(x + y) -f(x)f(y) = d sin x sin y . 

(8) g(x， y) = h(x + y) (x， y E R)の場合:

Lemma 2から次のような解関数に関する結果を導くことができる。

Theoerm 6. Let 0戸 λξC，h a nonzero complex-valued continuous function on R and 

f a complex-valued function on R. If f(x + y) +λf(x)f(y) = h(x + y) holds for aIl 

x，yER，伽 f(x)二 AeCLTand h(x) = A( 1 +λA )e a.t for all x巴Rand some A，αεC with 

A戸ト一i÷ド，ρO.Co…el旬yιμ凶山噌，fo伽O町ra山 m向川bersαandA with A ~←一士÷ドド'ρ， 0仏川，tl削t
h and f defined by 

1
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h(x) = A( 1 + AA)e田 andf(x) = AeCIX (xεR) 
satisfy the functional equation :f(.x + y) +入f(x)f(y)= h(x + y) (.x， y εR) 

注意。 Aに関する方程式A(l+入A)=pを解くことによって， Theorem 6は
Corollary 2を導く。

11. Hyers-Ulam stability of the Butler-Rassias type functional equation 

O戸λεC及びR2上の複素数値関数g;t!Oが与えられたとき， Butler-Rassias型関
数方程式(めの Hyers-Ulamstabilityを考察する。
先ずRassiasのideaから次のような基本的補題を示すことができる。

Le訓訓e町emma

叶λνf六仰削州川川(υω仰州x功府柑刷)泡以肋g以灼(ωy，z)かh一イg川 dか川一4材刷伽(りω仰倣yρy)g泡g
for all xι，y， z εR. 

さてが上の複素数値関数 g;t!Oを与え，g(a， b)戸Oなる α，bεRに対して，次で定
義される関数la.b(X)を考える:

f(α) _1__ L ¥ • ん(x)=一一-g(xb)+ g(x，a+b)- l g(x+b，a) 
/)\~~/ g(a， b) 0¥--' 入g(a，b) 入g(a，b)。

for all x εR. 

このとき，Lemma7から次の補題が導かれる。

L … 8. L… o be刷M叫 ar帥山r巾b
I (2+1入1(lf(功1+ If(α) 1) 1 

then I f(x) -.Ia. h(X) I ~ ¥ 1. ，.. Iεfor  all x E R. 
1- 入g(a，b) 

さて上の補題を拠り所に，特別な gについて Butler-Rassias型関数方程式的の
Hyers-Ulam stabilityを考察する。

(C) g(x， y) = pe助サ (x，y)εR)の場合:

Lemma8及び Corollary2から次のような Hyers-Ulamstabilityに関する結果を導く
ととができる。

Theorem 9. Let aεR and p，入ξCwith入p戸 O.For a functional equation 
f(x + y) +入f(x)f(y)= pe耐 +Y) for all x， y E R ， there exists a constant K = K(λ，p)注0
S帥 由伽a剖仙tiげfO当 ε<1μp 1 and if a fu山叩mc削叫1叫附ctωtionf: R → C 叫 s蛸f日le閃stl

|レf(μx川川+りyρ)+灯析刷刷(いω(x)f功)げf六均削りωy刈)一pμeピ刊i8，峨恥い0成的恥い川叶{付糾山川x+川川+りサy沙>1トg“ευf白伽加川叫O町川叫r川川岬a剖州IIx， 尺 R， t州内)ー がx)I S K( ε +.rt) holds 
for all x εR and for some solution function !o • 
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(0) g(x， y) = h(x)h(y) (x， y)巴R)，h(O)ニOの場合:

Lemma 8及びTheorem3から次のような Hyers-Ulamstabilityに関する結果を導く
ことができる。

Theorem 10. Let a E R and h a complex-valued bouded function on R such that 

h(O) = 0， h(α) ~ 0 and h(α)h(x + y)ニh(x)h(y+α)+ h(y)h(x + a) for all x， y E R. For a 
functional equation f(x + y) +入.f(x)f(y)ニh(x)h(y)for all x， y εR ， there exists a constant 
K=K(λh) ~ 0 such制 jf0 S E < I h(α) 12 and if a function f: R→ C sati伽 the

f白加伽M川un肌川吋n恥附削ct叩tiω附ionωO叩n

|レf(ωx吟)一λ必耐似(υωx功)¥sK刈(ε + 花吋)h加凶01凶d也制S吋f伽O町rall x 巴R and for some 山 tio 山 lctionfo 

特に，Theorem 10とCorollary4から次の系が導かれる。

Corollary 11. Let a 巴Rand let α，s，pεC  be such that p戸oand eω+ esa = O. For a 
functional equation f(x + y) +入f(x)f(y)= p(ew: -esX)(eayーがiy)for a11 x， y E R ， there 

exists a constant K = K(λα， s，p)注osuch that刊訂くIplleω_esa 1
2 

a仙 fa function 

f:R→ C satisfies the functional ineqaulity 

| 川 + リ刷仰刷川μω州x功川)以脚六均y

f白or川all卜υx丸川州xに川，yε R， tι山山刷t仕出山伽h批加1悶削e町nlレf(ωx功)一Aぷ(沖 K科(ε + ♂吋)いt刷 s foω llx ε R a 耐 orsome solution 
function f(J. 

S.-M. Jung [31は，R上の実数値関数fに関する But1er-Rassiasfunctional equation 
f(x + y) -f(x)f(y) = d sin x sin y (x， yεR) 

に対する次のような Hyers-Ulamstabilityを示した。

Theorem B (S.-M. Jung). Let dく-1 be a constant. Then there exists a constant 

K=K(dめ)注刈oSl帥 白伽a剖ti汀fOく ε く Id引Ian吋叫diげfafu山肌I附 ionf: R → R sa剖叫at仙ti出tisfj悶ば凶sf凶f日i白削叫t廿i叫 11
Ir叩州If川 1)一州()りωy升Fう)ト一ds引i打m川川いn川…川…lは山川x灯川S引i叶I
K(いε+花吋)刷Sf，伽O町ra州llxεRa印nd伽 S叩omes州州u附I
functional eqaution. 

我々は上の定理が ColJroIlary11の特別な場合であることを容易に観察することが
できる。
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A note on Hua-type inequalities 

Hua不等式と人聞の思考過程

Hiro抑止iTakagi 1 高木啓行(信州大・理)
Takeshi Miura 2 三浦毅(山形大・工)
Sin-Ei Takahasi 3 高橋 員映(山形大・工)

Abstract. We give some applications of our generalization ([2]) of Hua's inequality. 

As a consequence， we improve the Pearc争 Pe己arieinequality ([1]) and the inequalities 
obtained in [3]. 

91. これまでの経過

[2]で?われわれは， Huaの不等式の抽象化を行い1その中で次の不等式を得た.

定理o([2] Corollary 2.7). Xをノルム空間とし， X*をその共役空間とする.
pj〉 17t十十=1，α> 0， d:スカラー，xεX，IεX*のとき1
(1) 18 -1 ( x ) IP +αP-111x11P ~ (αqjp-116|P ~ ¥α+111IIqJ 

が成り立つ fキOの場合3等号成立条件は，f(x) =α271qかつ If(x)1 = 11/11 Ilxll 

この定理から 1既存の Hua型不等式をいくつかみちびくことができた.しかし1その他

の応用面に思い至らず?もの足りなさが残った.

-.，..-.，..-.，..，.，ザ《】-.，..，.，ぜ

定理Oと関連づけるとF妙な不等式があった.Pearce-Pe匂rieの不等式([1]Theorem 2.2) 

だ.われわれは3その不等式を改訂・拡張して 7次の2つの不等式を示した.

定理A ([3] Theorem 4). Xをノルム空間とし， X*をその共役空間とする.

PJ〉 lFt+十=1，α> 0，8:スカラー，xEX，f，gεXぺfキOのとき 3
/ ¥>  (2) 1 d -1 ( x ) IP +α(lIf-gllllxIIP+ Ig(x)1勺 、1 1 (l十α1ーや+lIf-gOY

が成り立つ.ここで7等号成立条件は?
d 

f (x) = (1 + 11 f -9 11) 9 ( x )， 9 ( x) = --;:.tj-1 I 1 I 11 ~ ~Il' Ig(x)1 = Ilxll. 

1. Department of Mathematical Sciences， Faculty of Science， Shinshu University， Matsumoもo390-8621， 
Japan. / 2 & 3. Department ofBasic Technology， Applied Mathematics and Physics， Yamagata University， 
Yonezawa 992-8510， Japan. / / E-mail: 1. takagiOm試h.shinshu-u. ac. jp /2. miurao戸 .y祖 ag抗 a-u.
ac . jp / 3. sin-eitOemperor. yz. yamaga七a-u.ac.jp 
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定理B ([3] Theorem 2).α>0， d，α1: . . . ，an， ZI，・"Zn E C (n三2)で

(α11.--Jn)キ(0，'"，0)のとき1

1 x .;:.. ~ _ 12α { ~ 1_ 12 I 1 ~ _ 12¥
〉

αldl2
(3) 'd-εαiZi ，-+τ( t 1 Zi 12 + I t Zi r) ~ 

i';;;l U • I . :2 ¥i=i I • I • I i;;i i J - 2α+ (J 12子|向12+ 

が成り立つ.2つのベクトル (α1，・・.，an)， (1，・"，1)E cnが一次独立な場合， (3) 
の等号成立条件は，d = Zl = . . . = Zn = O. 

不等式(2)，(3)には?なんとなく満足がいかなかった.(2)については7左辺のIlxllPに係
数111一刻|がつくので， Pearce-Peearieの不等式とズレがあって不満であった (3)につい
てはF“左辺を最小にする右辺の評価がゆるいのではないか"という印象があった.

，、...'"、......、...'"、...'"、..."、..."、・〆

あるとき?

定理Oの観点、からヲ定理A，Bをみてみよう

と思った.その辺のいきさつを?以下に述べたい.

92. 定理Aについて

定理Oの観点から定理Aをみて?ノルム空間 Xに新しいノルム

Illxlll二 (111-gllllxIIP十Ig(川;(zεX)
を導入することにしよう.ここで，p (q)や 1，9 は3もちろん定理Aで述べられているも
のである.1キgのとき， 111111がノルムの公理をみたすことは3容易に確認できる(三角不
等式は， Minkowskiの不等式

(k (α1 +bl)P+ (α2+b2)F)t三(kαf+αf);+(kbF+bf)t(kJ13α2，b}， b2三0)
を用いて示される).また，

lf gilt||z||三Illxlll三(111-gll十||g||P)hlz||(zεX)
がいえるので 7

もとのノルム空間(X，IIII)の共役空間と新しいノルム空間(X，III111)の共役空間

は7集合として等しい.よって 7とちらもひとつの記号 X本で表してさしっかえない.い

ま，JεX*に対して 7

111I111 = SUp { If(x)1 : IIlxlll三1}
とかこう.

定理Oにおいて，Xを新しいノルム空間(X，III111)と考え?αをα古(=aq-1)におきか
えると，次の定理が即座に得られる.
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定理1. Xをノルム空間とし， X*をその共役空間とする P3q〉Lt+t=13 
α> 0， d:スカラ xεX， f， 9εXぺfキgのとき?

(11 f-allll:r.IIP+ In{x)IPi > lol
P 

( 4) I o -1 (x ) IP +α(llf-gllllxIIP+ Ig(x)IP) 2 -:; 
( 1+α1-q1111111q 

が成り立つ.ここで，1キOのとき 1等号成立条件は7
olll1111q 

f(x) = _0-"1 かつ 11(x)1 = 1111111 111 x 111 
1+ Illflllq 

定理Aの不等式(2)と定理1の不等式(4)を比較しよう.異なる項について?

(5) IlIflllq三1+ 111-gll 
が成り立つ，

(5)の証明.関数 <p(t)= tP (t三0)が凸であることから，任意の xEXに対して1
(J f 州 + Ig(x) 1 ¥P /' I f 一d州州11ド仲Ix
u一g訓11+1 J二 11一g舛1+1

(111-gllllxll + Ig(x)IY三(111-gll + 1 )P-l mxlllP つまり 5

なので?

If(x)1三If(x)-g(x)1 + Ig(x)1三IIf-gllllxll + Ig(x)1三(1+||f-911)t|||211

となる.ゆえにパIIJm三(1十111_.gIl)1/qとなり， (5)を得る 口

不等式(5)においては?真の不等号が成立するケースがいくらでも考えられる.よって?不

等式(4)は，不等式(2)よりよい評価になったいえる.

定理1からは?次の系がみちびかれる.

系.α>0，o，α1γ・"an: Zl ，・・ • ，ZnξCで， (α1，・・"an)キ(1，・・.，1)のとき，

C二一一一一一・ α.
入十nt=1.

とおくと 7

(6) 1 o-I:aiZi 12 +与(入まIZil2十|ふ12)三 ，t f|6|2 
i=l L. ¥i=l li=l I J α+2(+tl向-c12十1c12

が成り立つ.ここで?等号成立条件は7
、八 i=l

2o 
(7) み= n ¥(弘ーさ) (i = 1，・ .，n). 

入α+2(f:1匂-c12十入Ic12)

不等式(6)は， Pearce-Pecarieの不等式や， [2]のTheorem1の不等式を?改良している.

証明.(α1，'''，an)=(O，・.'，0)のときp系の主張はほとんど明らかだから1以下では?
(α1，・・"an)キ(0，・.， 10)と仮定する.

定理1において， Xを，n次元複素Euclid空間cnと考える. また，p=q=2とし7αを
すにおきかえ，d E C， x = Z = (Z11 ・"Zn) E CCnとする.さらに，(Cn)*の元 J，9を?

f(←E仇 g(z)=子 (z= (Zl， . . • ， Zn) E c.cn) 
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n 

と定める.このとき， 1げ-gll= 
なる.あとは3

2:1向一112=入である.よって， (4)の左辺は (6)の左辺に

(キ) 111/111= tE|αi-cl2十Icl2
を示せば，(4)の右辺も (6)の右辺になり， (6)が証明できたことになる.

(*)を示そう.cπの2元 Z= (Zl，・・・，Zn)， 旬 =(ω1，・・ 1切れ)に対して，

《山))=入島町+(長)(主叫)

とおく. {(， ))が内積の公理をみたすことは，容易に確認でき1 この内積で，cnは内積空間
(実は Hilbert空間)になる.この内積空間cnにおいて?元Z=(Z}，.・.，Zn)のノルムは?

日=伯|勾12十|長1
2
= (111一gllllzI12+ Ig(件 ~IZIII

である.だから 1いま定義した内積空間cnは?この節のはじめに述べたノルム空間(X，IIIIII)
なのである.さて，

ι=士(ぬ-e)
とし， b=(bh---JTz)とおこう.すると 1

(i = 1，・・.，n) 

f(z) =会 α的=入会Zibi+ (長)(長)= {(リ)) (z= (Z}，..・，Zn)E<cn) 

だから?

IIlflll = IIIblll = 

となり， (*)が示せた.

等号成立条件を確かめよう.

合Ibil2+ li~ bil2 = tE|向ーcl2十Icl2

定理1の(4)の等号成立条件から， (6)の等号成立条件は1

(女) ((zJ))- 6IIIblll2 かつ I ((z， b)) I二 IIlbllllllzlll
一号+IIIblf 

となる.この第2式は，Cauchy-Schwarzの不等式で等号が成立している場合だから)Z=ゆを
みたす複素数κが存在する.Z=κbを第1式に代入すればFκ26 4がわかる よっ

一α+21判，11
z= _26 Jとなり)(7)が得られる.反対に， (7)からい)が簡単にみちびける.ゆえ

~Ibll 
に， (6)の等号成立条件は (7)である. 口

~3. 定理Bについて

定理Oの観点から?定理Bをみてみよう.定理Oにおいて，x=Cnとおき，x=cnの
ノルムは?ふつうの Euclidノルムではなく 1

Illzlト方Vi~1lzil2+ I会12 (Z=(Z1，・，zn)εCn) 
と定める. また，p=q=2とし， X* = (C仇)*の元 fを?

I(z) = L aizi (z= (z}， . . • ，zn)εCn) 

とする.そうすると， (1)の左辺は (3)の左辺になり， (3)の左辺が評価できる.この発想に

もとづいて考察すると 7次の定理が得られる.
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定理2.α>0，d， a1， ・，an，Z1，'一，ZnεCのとき?C=」7btとおくと?
日十1i~i 

(8) 1 d -itaizi 1
2
十引か¥2+ 1.t，ZiI2)三 /nα¥d129 ハ=1 ~ ¥i=1 'i=l ノ α+2(2:1向_c12十Icl2) 

が成り立つ.ここで?等号成立条件は ¥i=l ノ

(9) Zi = In 26¥(ai-C) (i=l，...n) 
α十2恒|い 1

2+IC¥2) 

証明.Cnの2元 Z=(Zl，.・.， zn)， w = (W1，・1 切π)に対して，

((Z， w)) =地柄+(tZi) (EWi) ) 
とおく， ((， ))が内積の公理をみたすことは，容易に確認でき3この内積で， Cnは内積空間
(実は Hilbert空間)になる.この内積空間Cnにおいて?元Z= (Zlv・"zn)のノルムを?

Illzm =同=叫IZil2+ 1長12
とかこう.そして?定理0において，Xを1このノルム空間(Cn，111 111)と考える.また，p= q = 2， 
α> 0， 8 E C， x = Z = (Zl' .・"zn)εCnとする.さらに，(Cn)*の元 fを?

j(Z) =乞向勾 (Z= (Zll・・"zn) ECn) 

と定める.いま?
bi = 2 (高-c) (i = 1，・川)

とし，b = (b1， • • • ， bn)とおくと?

j(Z) =会a'iZi=地点+(245司=((z， b)) 
となるから

(z= (z}， ・・ ，，Zn)εCn) 

mflll = 111判11=剖主Ib川島1

2=吋主|向-c12+ ¥c¥2 
である.よって?定理Oの(1)から， (8)が得られる.

(8)の等号成立条件を確かめよう， (α1， • • . ，an) = (0，・"，0)のとき， (8)の等号成立条件は
Zl = …=九二Oであり?これは (9)と同値である.(α}，・.， ，an)キ(0，.・'，0)の場合を考え
よう陶このとき，jキOだから?定理Oの(1)の等号成立条件から， (8)の等号成立条件は1

や) 州 =Jill2 かつ |州I= Illb~llllz\11 
となる.この第2式は，Cauchy-Schwarzの不等式で等号が成立している場合だから，Z=ゆを
みたす複素数κが存在する.z=ゆを第l式に代入すれば，κ=一ιwがわかる.よって，

α+~bm :.l 

z=JMとなり，(9)を得る反対に， (帥ら (ο)が簡単にみちびける ゆえに， (8)の
等号成立条件は (9)である. 口

定理Bの不等式(3)と定理2の不等式(8)で 3右辺について?

附 α +ペ2ベべ喝ゆc色白t主舎2勤かトトla阿怜α向介い川i-川一寸叶c¥山|
が成り立つ.
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(10)の証明.定理2の証明と同じ記号を用いる.任意の z= (Zl'・・" Zn) E Cnに対して pふつ

うのEuclidノルム Ilzll= ~ 

¥llz¥11三1=中 ~zll 三v'2
がいえる.よつて3

2池池佑岱¥a同叶h川α向介い川パ刊一寸イcl斗川川叩lい川附clポ|戸2)= 11昨 (いsu叫叫叫u吻叫吋pバ州山刷{引仰似加仰|げ山山附f六作削州(いωz斗)
壬( 叫 {い|げ山f六ル削(いωz吟刈)¥:IIz~ ~J2 }r = (v'2 叫 {¥f(z)¥ : IIzll ~ 1} r 
=いup{I主叫:主 1~12 ~ 1 } J = (I2Ji~ 10;12 J 
くα +(J悦同j戸片内会骨2|凶阿α向叫i¥れ|

となる，この両端辺に αを加えれば， (ο10的)になる. 口

(10)より 3不等式 (8)は，不等式 (3)よりよい評価になったいえる. また， (8)は Pearce-

Pecarieの不等式の改良でもある.

定理Oは}応用面になかなか思い至らなかったのだが，32，3のような応用ができた.そ
のよろこびを伝えたく 3今回報告させていただいた.応用の結果として得られた不等式(4)， 

(6)， (8)について?その意味づけや利用面などはまだ考えていない 今後の課題にしたい.
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ものの考え方 (Hua不等式を例にとって)

A way of thinking (Taking Hua's inequality as an example) 

Sin-Ei Ta匙ahasi，Hiroyuki Takagi and Takeshi Miura 

Abstract. We consider the best possibility of coefficients in Hua's inequality 
by inquiring into the general principles of common characteristics. 

1.刑事コロンボにみる

ある族の全てに共通するものを発見することは
重要であり且つ嬉しいものである。

最近、新刑事コロンボをテレビでみていて妙に納得してしまった。ある日金回り
の悪い甥っ子が叔父に相談にきた。甥っ子は3千万ドルの宝くじに当たり，離婚前の
妻に半分とられるのが悔しかったからである口結局その甥っ子は叔父に殺され， 3千
万ド、ルは叔父のものになるのである。
ある日仮装ノミーティーから抜け出した叔父は甥っ子のアパートに行き，事故を装い
彼を殺すのであるが，担当のコロンボ警部は叔父に不信感を持つ。コロンボ警部は殺
された甥っ子がかわいがっていたチンパンジーに目をつけ，チンパンジーを写した何
枚かの写真はみな指輪，腕時計，イヤリング等々にさわっていることを発見する。共
通項が「光るものJと知ったコロンボ警部は、結局貴族の仮装をしていた叔父の首
飾りのベンダントにチンパンジーの指紋が残っていたことをつきとめ，彼を逮捕する
のである。

2. Hua不等式と問題

L. Keng Huaという偉い中国の数学者がいた。東大で講演中に亡くなったそうで
あるが， 1 9 6 5年彼は所謂 Huaの不等式と呼ばれる次のような不等式

λd2 

(dーさlxdflxf注目(仙>0， x!， .'" Xn E R) 

を発見した。これは Number Theoryの発展に寄与した重要な不等式と言われている

が，我々はこの不等式を数年来考えている。これはある種の "conjugatemethod"によ
り次のように拡張された (cf.[2， Corol1ary 3)) : 

Theorem A ([2])‘ Let X be a real or complex normed space with dual X事 andp> 1 ， 
Then 

1 ~ ，"，， 10 A ~_III IIn 入 ¥P-I

げ) I d -f(x) I P +λP-'llxIIP ~ 1， • 11 ;~P/(P-I) 1 dP (δ，入>O，XεX，JεX*)
" ， r 1 11 --11 -¥λ+11/11川ー 1)I 

holds. 

ー
i
可

I



lλγ-1  
さてここに現れる係数 λp-I 及びI_ 11 .lIn/{n_1¥ はbestpossibleなのであろう1入+I f ~Pl ト1) } 
かという素朴な疑問が生ずる。 そこでこれを上の共通項に関する哲学に沿って解
決し，同時にこの不等式の意味するところも知ってみようと言うわけである。

3.一般化への道

不等式(#)を良く観察しよう。先ず両辺を dP で割り ，x/dを改めて xと思い、こ

れをパラメータと考える。次に Ax= 11-f(x) 1， Bx = ¥¥ x 1¥ (x巴X)と置くと，座標平面の
第1象限に一つの領域 D= {(Ax' B) : x 巴X}が現れる。ここで大事なことは，a=1， 
b=llflと置くと，Dは領域 {(A，B)εR2: A， B注0，aA + bB注 1}に合まれているとい

i 入 γ-1
うことである。また(#)は両辺を IA R _lIn/{n-1¥ で判ることにより、い+~ f ~ P I (P -1) } " 1=1 

αA: + sB/注 1，α，s>Oなる形をしている。そこでこれを Dの元をパラメータとす
る領域群:

A(A，B) = {(α， s)巴R+X R+:αAP + sBP注 1}((A， B)εD) 
と考える。このとき、この領域群の全ての共通部分:

企= n 1:1，.. D¥ 
(A， B)εD 、H ・ ~I

が決定できれば，我々の疑問に答えることができ、同時に不等式(#)の意味するとこ
ろを知ろう。

4.一般的理論

正数 a，b， p > 0及び AB-座標平面の第1象限内の領域 Dを与え，Dは直線:

αA + bB = 1の上側に位置すると仮定しよう:
D ~ {(A， B)εR2: A，B注0，aA + bB注 1}. 

次に領域:
K+(p， D) = {(α， s)εR+ x R+:αAP + sBP注 1for all (A， B)巴D}

を考える。勿論 K+(p，D)は共に R+X R+内の閉凸集合であるが，これを決定しよう

と言うわけである。勿論 Dが勝手な領域ではコンビュータ的決定以外は無理とした

もので，Dにある程度の条件がいる。次にこれを見て見ょう。
その為，我々は包絡線法を採用する。先ず次のことに気を付ける:

K+(p，D)=(A良DAViA，B)， 
where企+(p;A， B) = {(α，s) E R+ x R+:αAP + sBP注 1}. 
更に領域:

K+(p， a， b) = .. _.0.. . A +(p ; A， B) 
A，B)εL(a，b) 

where L(α，b) = {(A， B)εR2 :αA + bB = 1，O:s A s 1 / a}を考える。
このとき次の事柄が成り立つ。

L(α，b) ~ D=今 K+(p;D) = K+(p; a， b) 
そこで直線群:{αA P + sBP = 1 : (A， B)εL(α， b)}の包絡線 Cp，a，bを決定しよう。そ
れには‘

F(α，s， A) =αAP+会(l-aA)pー 1(0 < Aくが
と置いて迫立方程式 F(α，s，A)二 0，ð~F(α， ß， A) = 0からAを消去すれば良い。計
算すると包絡線 Cp，a，bは曲線:
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bpα 
Pニhf)，a，/α): = { .. ， .， _， ¥ P -1 (α> aP) when p > 1 

αI/(p-l) -aP') 

and 
bpα 

s = hf).a.lα): ={ ¥p-i (0 <α くaP)when 0 < p < 1 
αI1 (p-I) -a〆|

であることがわかる。

注意.If p > 1 ， then h p. a， b(α) (α> aP) is a hyperbolic function. If 0 < Pく 1， then 

hp，a.iα) (0くα<aP is a hyperelliptic function. In fact， if p = 2 ， then s = hμ . b(α)= 

ム竺二 (α>a2)， and作 1/2，th叫ニh2.a.b(山手+与 (0<α<a2)
α -a~ 

これはもしかしたら楕円と双曲線を結ぶ(? )新しいパラメータかも知れない?

以上を纏めると，次の結果を得る。

定理1。正数 a，b> 0， p> 1及びAB-座標平面の第 1象限内の領域Dを与え、 D
は直線:aA + bB = 1の上側に位置し、 {(A，B)εR 2 : aA + b B = 1， 0 :s A :s 1 1 a}三D
を満たすとする。
このとき、
{(α， s)εR+ x R+:αAP + sBP ~ 1 for all (A， B)εD} 

= {(α， s)εR+ X R+:α>aP，s注 hp.a. b(α)} 

bpα 
が成り立つ。ただし、 ho.a. b(α)ニ ¥0ーパα>aP). 

α1 I (p -1) - a p' )' 

全く同様の議論をすると、次の結果を得る。

定理2。正数 a，b> 0，0く p<l及び AB-座標平面の第 1象限内の領域 Dを与え，

Dは直線 :αA+ bB = 1の下側に位置し，{(A， B)εR2: aA + bB = 1，0 s A s 11α}CD 
を満たすとする。このとき，

{(α， s)εR+x R+:αAP + sBP :s 1 for all (A， B)巴D}
ニ{(α，s)εR+ X R+: 0くαく aP，s s h p，a，b(α)} 

b pα 
が成り立つ。ただし，h f)，a，b(α)=， ¥D-l (0<αくaP). 

αI/(p-l)ーα〆IT

5. Huaの不等式に関する問題解決

Let p > 1 and X be a real or complex Banach space with 'dual Xキ. Let f be a nonzero 
functionaI in X* a山 eta = 1 and b = 11 f 11. AIso Iet 

D = {(A， B) : A = 11一六x)1， B = ~ x~ ， xεX} 
Then D c L(a， b)三 {(A，B)ξR2: A，Bと0，aA + bB注 l}.Note also that L(α，b) ~ D. In 
fact， let (Ao， Bo)巴L(a，b) and E> O. Choose a unit element e εX such that f(e)注oand 
~ f ~ く f(e) + 式Set x = B 件 A = 11 -f(x) 1 and B = ~川|い川川x斗寸~い|ト1 ， s則【
f六(x功)= Bof(収伺e吋)s B則叫ollfl卜|ト=1 一Aんo云 1 ， it follows 伽 t 
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IA一昨11-f(x) -Ao 1 = ¥ 1一削
Note a討lsωot由ha剖tBニBιoand hence we c∞on恥cl川ud仇eL(伊a，bめ)c i5. Therefore we have from定理1
that 

I • r/'" !P α11 f IPII x ~P 
α11 -f(x) IP + i ，、 _¥0-1 注 1(VxξX，Vα> 1， V f E三X

T

)

α11、P-り -1

叫 thecon蜘 1tI α11 f ~P 、 n =:1 is best possible forωhα> 1 and 0イ εx*
iαI/(p-l) - 1 

Let d > 0 and吋 acex by ~ in山めoveinequality. Then 

||pil|f|Plit-lp 。-f(x)+I l注:..l..dP (VXεX，Vα> 1， Vd>O， Vfε X~) . 
iαtI(p-l) _ 11α  

( I1 f I p' • 1 ¥ p -1 

加入>0 and replaceαby ¥ n J A
1 
+ 1 J in the ab…叫閥均 Then

I d -f(x) IP + ÀP-I~ x IIP ~ f 入 f'δ-f(ゆIP+入P-11x||PE|18P(VxεX，Vλ>0，Vo>O， VfεX') 
{入+lltr}

which is an extented Hua's inequality (#). 
l 入 ¥P-I

Also the constantsλp-I and I ~ _lln' I are best possible for eachλ> 0， d > 0 and 
lλ+ IltlIP'}γ 

O;x!fEX事.

また係数の作る曲線:

x=λp-I， Y = Iλ~I (λ>0) 
.1 \Å+~f~つ

は不等式(#)を成り立たせる領域群の包絡線(ある種の変換を伴うが)を表している
ことがわかる。

6.発展

DをAB-座標平面の第 1象限に位置する領域で，境界ai5は2直線 A=Ao， B=B。
に接しているとする。そして左下の境界を表す曲線の方程式が f(A，B) = 0とする。

このとき.次の問題を考える:領域
{(α， s)巴R+x R+:α伊(A，B) + sψ(A， B)注 1for all (A， B)εD} 

を決定せよ。上の問題は結局、直線群:
{α伊(A，B) +戸ψ(A，B) = 1 for all (A， B)εD  such that f(A， B) = O} 

の包絡線を求めることで決定されることが多い!今まで見てきた例は，p>1で

伊(A，B) = AP，ψ(A， B) = BP ， f(A， B)ニaA+ bB-1 
の場合であるが，一般に (p，q)戸(1，1)で，

伊(A，B) = AP，ψ(A， B) = Bq 
のときは計算すると、

αq bqp 
くAくま)

AP-J(Aα(q _ p) + p) ， 1"' (1 _ aA) q -1 (Aa( q _ p) + p) 

である。このとき，sが αの関数となるための必要十分条件は (p-l)(q -1)注Oで
あることがわかる。

A
斗
.

ヴ
i



ところでパラメータ Aは紛らわしいので，tに変える。 pが αの凸関数であれば，
上の理論から

bqp Bq21(Oくtく志(A，B)ξ D) αq 

tp-1(ta(q -p) + pf A • (1 -at)q-l(ω(q -p) + p) 

を得る。そして係数は勿論bestpossibleとなっている。ここで

α= 1， b = 11 f 11， A = 11 -f(x) 1， B = 11 x 11 

とすると，

q D jllヤ
s = ，~ "， _ U，: ~' . ， (0 < t < 1) 

tp-1(t(q -p) + p)' ，.， (1 -t)q-I(t(q -p) + p) 

となるが，このとき pがαの凸関数であれば，

I 1 .J:I ，~\ Ip . ¥ 1 ~q 
f-l(t(q-P)+P)|1-h)|+(l-tyl(t(よp)+ p)lxllq ~ 1 

(0 < t く 1，xξ X，f ε X~) 

つまり，

(##) 
q(lーのい11-f(x) IP + ptp-ll f Ilq~ x Ilq ~ tP-l(l -t)十 l(t(q_ p) + p) 

(0 < tく 1，x ε X， jEX~) 

となる。

特に，pニq>lとすると，sはαの凸関数となり，入，d>Oとして，t= λ 
λ+ IlfIP" 

x→3なる変換をすると，上式は拡張された Hua不等式(#)となる。
また p=1，q=2の場合は計算して見ると，

b
2 
b
2
. ab2/4 s=石α+Z+万土石 (a<αく2α)

となり，これは双曲線，従って凸関数であるから，上式は不等式

4(t -1)t11 -f(x) 1 + t211 x 11
2
1 f r ~ 4(t -1) (1くt<2，xεX，jEXネ)

を生み，係数は最良である。
4λ ヲ

特に， t=4λ-llf~2 (入>II/r 12)， x→jなる変換によって上式はHua型不等式
2 4λ-11/122 

dl d -f(x) 1 +入Ilx¥l注 4λd"(d > 0，λ> 11 f 11
2 
1 2， xεX，jεx*) 

を生む。しかしまだ良く解明してない。
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JENSEN INEQUALITY IS A COMPLEMENT 
OF KANTOROVICH INEQUALITY 

MASATOSHI FUJII AND MASAHIRO NAKAMURA 

ABSTRACT. Usually the celebrated K釦 torovichinequality is regardedぉ acomplemen-
tary inequality of the Jensen inequality. In this note， we point out that "monoもonicity
叩 dlinearity" of inもegralimply the K加もorovichinequality. As a consequence， the Jensen 
inequality is complementary to the Kantorovich inequality in this sense. 

1. We first cite the following inequalities: Let 0く m く M.Then 

I J1(M+m)2 tdμ(t) . r ~dμ(t) くJr t --，-¥ -， - 4M m 
、、，，，，
噌

2

・-
J
'
E

目、、

for all probability measures μon 1 = [m，M]， and 

1.. ..¥ ./ (M+m)2 
(2) (Ax 1 x )( A -1 x， x)三

4Mm 

for all positive invertible operators A on a Hilbert space H with 0く m三A~ M and unit 
vectors x ξ H. J¥tlany authors gave proofs of the inequality， among them we here cite early 
papers [8] and [14]， for example. Note that (1) and (2) are equivalent and (2) is called 
the Ka瓜orovichinequality. Usually they are regarded as complementary inequalities of 

(3) 1三htdμ(t)作μ(t)and 1 ~ (Ax， x)(A-1x， x) 
respectively， whereμ(resp. A and x) is as in (1) (resp. (2)). 
By the way， (3) is a special case of the Jensen incquality， i.e.， if f is a real-valued 
continuous convex function on 1， then 

(4) f((Ax， x))三(f(A)x，x) 

for all selfadjoint operators A on a Hilbert space H whose spectra are included in 1 and 
unit vectors x εH. From七heveiwpoint of (4)， Mond-Pecarie and Ando considered， as 
generalizations of the Kantorovich inequality， complementary inequalities of the Jensen 
inequali句， see [11} and also [13]. We here cite Furuta's textbook [5] as a pertinent reference 
to Kantorovich inequalities. 

Reviewing吐1eKantorovich inequality， we shall point out in this note that the Jensen 
inequality is complementary to the Kantorovich inequality. To do this， we shall set up 
two elementary and simple axioms II monotonicity and linearity"， by which we approach 
to the Kantorovich inequality and its generalizations. Incidentally such an idea can be 
seen in the discussion of [16] by Tak池田i，Tsukada， Tanahashi and Ogiwara. 

1991 Mathemαtics Subject Classificαtion. 47 A63 and 47B 15. 
Keyωords and phTI郎白・ Kantormrichinequality， Jensen incquality and Mond-Pecaric method in op町-
a七orinequality. 
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2. At the beginning of this section， we cite two sirnple properties on inもegralused 
below. Let C(I) be the algebra of all real-valued continuous functions on 1 = [m， M] and 
μa probability measure on 1. Then 

(El) 1f f 三9for f， 9 E C(1)， then JI f(t)dμ(t)さんg(t)dμ(t)
(E2) 1f 9 is -lineαr， 2. e・J g(t) =αt + b for some a， bεR  αnd IItdμ(t)ニム then
J1 g(t)dμ(t) = g(8). 
It is clear that (E1) and (E2)ほe削 is:fied. In addition， they are true for a unital 
positive linear functional on C(1)， E[fJ = EA，x[JJ = (f(A)x，x) for f εC(1)， where A 
and x are as in (2). That is， E[J] satisfies 
(E1) 1f f三gforf，gεC(I)，then E[f] ~ E[g]， and 
(E2) If 9 is linear， i.e.， g(t) =αt + b for some a， b εR αnd E[t] = 8J then E[g] = g(8). 
Anyway， (E1) and (E2) are quite trivial， but essential. 
We here apply them to the Kantorovich inequa1ity (1): Let h be the function corre-
sponding to the segment connecting the points (m，去)and (M，走)and 50 = II tdμ(t). 
Then we have t三h(t)for t E [m， M] and 80 E 1. Hence (E1) and (E2) imply 
JかμμM均榊附d印似州μ以附州(い肋t).h計作:シd州糾州μ以仰(い肋tの)壬寸htd坤榊削μ以附州(収例tの).hかμ川仰(収り仰)d中μ(t) =斗h(いS拘叫0心)

Since h(m)mニ h(M)M= 1， the quod凶 icpolynomial h( 5) S山 ainsits maximum at 
s二号矢 sothat 

M +m¥M+mM  +m)2 
~a~_. h(S)8 = h(一一一)一一一=sεr;:;，iVI] --¥ -;- --¥ 224M  m 

80 that we obもain(1) 

In the above proof of (1)， (El) and (E2) worked under the following facts: 
(i) f(t)三h(t)for all t ε1， and 
(ii) f(m)m = f(M)M 

The latter (ii) says that七hefunction h( s) S hasもhesarne value at s m， M. As a 
consequence， we have the following estimation which is a generalization of (2) 

Theorem 1. 11 f E C(1) sαtisfies (i) and (iりcitedaboveαηd f(m) > f(M)， then 
(f(M) + f(m))(M + m) 

(f(A)x， x)(Ax， x)三

for αII seザ'adjointoperators A on αHilberl spαce H with m ::S; A ::S; M and unit vectors 
Z εH. 

Pれ'00]. Let h beもhefunction corresponding to the segment connecting the points 
(民f(m))and (M， f(M)) and 50 = (Ax，x). Since 50 ε[m， M] and E[J] = (f(A)x， x)三
E[h] = h( 80) by (E2) ， it follows from the assumpもion(ii) that 

(f(A)x， x)(Ax， x) く h(5がo く!f1~"h( 8)8 
一一 sε[m，M]

M +m¥M +m _ (f(M) + f(m))(M +m) 
= h(一一一)一一一=
224  

。。
ヴ
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3. Next we apply them to generalized Kantorovich inequalities due七oFuruta [4] and 
[7]， cf. also [2] and [1]. Following hirn [6]， we denote by K(m， M，p) the generalizcd 
Kantorovich constant for mくMandpεR: 

mMP-MmP ((p -l)(MP -mP)γ 
K(爪M3P)=/{r}) l p(mMP -MmP) J 

Theorem 2. Let A be a positive operator onαHilben spαce H with 0く m三A~ M， 
αηd let x αunit vector in H. 11 p ~ [0，1)， then 

(APx， x)三K(m，M，p)(Ax，x)P. 

On the other hand，ザPE (0， 1)， then 

(APx， x)三K(爪 M，p)(Ax，x)P

Proof. It Is sinular to that of the Kantorovich inequality. We put E[J] = (f(A)x， x) 
for 1 εC(1). Then it凶 isfies(E1) and (E2) and in particular E[t] = (Ax， x). Let h be 
the function corresponding to the segment connecting the points (m， mP) and (M， MP)， 
precisely， h(t) =μpt+りwhere/-lp = 告ま~ andνp=MPZこな叩f
If p ~ [0，1)， then we have tP ::; h(t) for t E [m， M] and so 

E[tP]E[ttP三E[h]E[t]-P= h(s山5p

for So = E[t]ε[m， M] by (E1) and (E2). Since (l~拡 ε [m，M] and 80 

pVp ¥1 (1-p)μp !ra~" h(s)s-P = h( 11 l"-~\. )( \~ ___l"'r'P)P = K(凧 M，p)，
sε[;;'~f) • -¥ ~ ) ~ . -¥ (1 -p)μP Pり

we obtain the former. 
Next， if pε(0，1)， then 

E[tP]E[ttP三E[h]E[t]-P= h(s山r
for So = E[t] E [m， M] by (E1) and (E2). Since 

we obtain the latter. 

!J1il!ll h(s)s-P = K(rn， M，p)， 
sE[m，M] 

4. The following theorem is proposed in [10] as a generalization ofもheMond-Pecarie 
inequality [11] which is a typical application of the Mond-Pecarie method. 

Theorem 3. Let Aj be positive operators on a Hilben space H with 0く m ::; Aiざ
M (j = 1，2，・・.，k) and X17・・.， Xk vectors in H with L IIXj 112 ニ 1. Let f α吋 9be in 
C(1)ωhere 1 = [m， M]， and U αnd V i1山 rvalssuch that Uヨf(1)and Vヨg(1).1f 1 
t臼scωon附 zαnぱdαT陀eαal-叩 IωuedfuηnctiωtωOη F(いU，υ吋)on U x V is non-decreαsing in u， then 

F(乞(f(Aj)Xj，Xj)， g(玄(AjXj ， Xj))) く ~~F(μf (t-m) + f(m)， g(t))， 
tEI 

ωhe問 μf=1.(官二Cm)

Proof. Let h be the function corresponding to the segment connecting the points 
(m， f(m)) and (M， f(M))， that is， h(t) =μft +ν'J where Vf Mf(FZてZf(M1 Since 
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E[f] = i.:.(f(Aj)xj， Xj) satisfies (El) and (E2)， we have E[J] :::; E[h] = h(so) =μj80 + 1/， 
where 80 = E[t] =ε(AjXjl Xj) E 1. Therefore it follows that 

F(乞(f(Aj)Xj，Xj)， g(玄(AjXj，Xj))) = F(E[fL g(E[t]) 
三F(μ，So+ν'" g(sω三I?EFF(μ，(t-m) + f(m)， g(t))， 

because μfSO + 1/， =μ，(so -m) + f(m). 

Remark 4. 1n Theorem 2， 1f F( u， v) is non-increαsing， then we hαve the following in-
equαlityωth reverse order to the αbo同 [10]: 
F(乞(f(Aj)Xj，Xj)， g(乞(AjXj，Xj)))三百pF(μ，(t-m) + j(m)，g(t)). 

5. It is known that the Kar巾 rovichinequality (2) is generalized as follows: If争お a
unital positive linear map between C仁algebras，then 

-1¥ ./ (M+m)21  
(5)φ(A-1)く <T(A)-l

4Mm 
for all positive invertible elements A with 0く m 三A:::; M， see [12] and also [13]. 
Incidentally we note that it follows合om(2) and (3) for states， i.e.， 

(M + m)2 
(6) 1三ゆ(A)ゆ(A-1)三

4Mm 
for all positive inver七ibleoperators A with 0く m :::; A :::; M and statesゆonthe C'仁
algebra generated by A， see [13]. Definingゆ(X)=ψ(<T(X)) for an arbitrary state ψ， it 
follows frorn (6) that 

-1¥ /' (M +刈2 ー (M+ m)2 
ψ(争(A-1))=ゆ(A-1)く ゆ(A)-l= ゆ(φ(A))-1

4Mm r ，--， 4Mm 

(M+m)21  
ゆ(争(A)-l)， 

4Mm 
so that (5) is proved 
1n addition， we point out that (5) implies the result [12; Theorem 1] which is a variant 
of (5): If争 isa u凶 alpositive linear map betwee Cネ-algebras，then 

h _ M+m 
争(A)ti争(A→)く 庁十

-2、!Mm
for all positive invertible elemenもsA with 0く m :::; A ::; M， where U is the geometric 
mean in the sense of Kubo-Ando [9]， i.e.， for positive invertible operators A組 dB，

A iB =Ai(A手BA手)~At.

As a matter of fact， the monotoniciもyof the geometric mean implies thaも

(M + m)2 ;F-.f A¥-1 M + m 
争(A)付 (A-1)く争(A)ti 争(A)一=πァ

4Mm -，--， 2v両日
because争(A)and φ(A)-l commute 
As well-known， the geometric mean ~ is generalized to the α-geometric mean nα; for 
positive invertible operators A and B 

A LB  =At(A手BA手)αA~

ハU
0
0
 



We now point out th抗 ourprevious result [2;Theorem 4] is a corollary of Theorem 2 
As a matter of fact， it can be expressed by the following sirnpler form， by which it could 
be understood as a noncommutative version of the Polya-Szegりinequality，see Greub-
Rheinboldt [8， Theorem 2] and also [3， Theorem 3]: 

Theorem 5. Let A and B be positive operators on a Hilberl spαce H with 0く ml::; A ::; 
M1 and 0くm2三B三M2.Then forαε [0，1] and x εH 

((B tia A)x， x)三(Ax，x)α(Bx， X)l一α三Kα((BUa A)x， x)， 

ωhere K = K((詰)α，(詑)α1!;) 
To proveもhis，we have to modify Theorem 2: If 0く m::; X ::; M and p > 1， then 

(Xy，y)三(XPy，y) ~ IlyI12(1-~) 三 K(凧 M， p)~(Xy， y)

for all y ζH. We apply it by taking X = (BすAB手)α?U=Btz and α=i Then 

(XPy， y) = (Ax， x)， IIyl12 = (Bx， x) and (Xy， y) = ((B Ua A)x， x) 

Finally the constant K = K ((悲)α?(ttYJ)followsfrom 

与三 mlB-1さB手AB千三M1B-1三M
1

M2  m2 

6. Related to (5)， we recall a conditional expectation introduced by Umegaki [17] 
and [18]， which is an important tool to s七吋yvon Neumann algebras. One of its simple 
examples is the diagonalization due to von N eumann. Let D be the diagonalization of 
the matrix algebra M2(<C) of all 2 x 2 matrices onto the diagonal subalgebra. Then 
D[A]D[A-1] is a scalar multiple of the identity matrix， say a scalar simply. Thus we may 
cons伽山側remalcase D[A]D[A-1] =笥ヂ， where {m， M} are propervalues of A 
N amely we have the following. 

Remark 6. Let AεM2(C) be α positi~侃1氾e zr附耐blematかTη巾'lXωωit的ht抗hepro伊'per仰v叫l
Then D[A] is αscαl“αTザαηd01均ザ

(M + m)2 
D[A]D[A-1] = 

4Mm 

~) where a， C> 0 and IAI =αc -Ibl2 > O. Then 

(7) 
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DIAlDlA-ll=fE 

IAI 
and 

Therefore (7) holds if and only if 

αc (α+ C)2 
IAI 41AI 1 

i.e.， a = c b川〉いequiva刷 y，D[ A ) = (~ ~ ) 
More precisely， such a matrix A can be expressed' as 

/ 単土旦

A = ¥ M;Je-i8 

-81-



for some ()εIR. As a matter of fact， since IAI = Mm  and (2α)2 = (M + m)2， we have 
α=c=与!!!..Mo陀 overIbl =宅!!!follows from (吟旦)2-lbl2 =α2ー Ibl2= IAI = Mm  

7. Finally we p08e a proof along with Rennie [15] toもhefact: If 0く m 三A三NI，then 

(M + m)2 
ゆ(A2)三ゆ(A)2

4Mm 
for any state8ゆofa C~二algebra containing A. Actually， since 0三(A-m)(A -M)， we 
have (M + m)A三A2+ Mm， 80 that 

M+m ゆ(A2)+ Mm "'"'-r 11 ，12 
一万一ゆ(A)三 2 三[ゆ(A:l)Mm]~.

Hence we have the conclU8ion. 
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CONVERGENCE THEOREMS FOR PROXIMAL POINT 

ALGORITHMS IN BANACH SPACES 

FUMIAKI KOHSAKA (高阪史明)

ABSTRACT. 1n this paper， we deal with the problem offinding solutions of max-
imal monotone operators in Banach spaces. We state weak and strong conver-

gence theorems for proximal-type algorithms recently obtained by Kamimura-
Kohsaka-Takahashi and Kohsaka-Takahashi. Using these results， we study the 
problem of finding minimizers of convex functions in Banach spaces. 

1.序

1975年にBaillonは次の非線形エルゴード定理を証明した cをHilbert空間Hの
空でない有界閉凸集合とし， T:C → Cを非拡大写像とする.このとき，各xECに
対して

1. __ 1 • 

(1) 一(x+ Tx + . . . + Tn-1x) 
n 

はTの不動点に弱収束する.ここで，Tが非拡大であるとはIITx-Tyll三Ilx-yll 
がすべての丸UεCについて成り立つことをいう.Tが縮小写像ならば，{Tnx}はT
の一意の不動点に強収束するが，非拡大写像の場合は{Tnx}は一般には収束しない.
1975年以後，非拡大写像やその族に対する非線形エルゴード定理は様々な形で発展し
ている(例えば[2，4， 9， 17， 23， 29， 30， 31， 33， 34]等を参照のこと).これらと関
連して，近年，非拡大写像に対する不動点近似法がさかんに研究されている.その中に

Mann型[19]及び、Halpern型[8]近似法がある.これらは，点列 {xn}をそれぞれ初期
点Xl= x E Cから

(2) Xn+l =αnXn + (1ー αη)Txη(n = 1，2，・・・)

(3) X叶 1=αnx+(1ーαπ)Txn(nニ 1，2，...) 

で定義する点列的不動点近似法である.ただし {αη}ζ[0，1]とする.一般に，点列 (2)
はTの不動点に弱収束することが知られている.一方，点列 (3)は初期点zから最短距
離にある Tの不動点に強収束することが知られている(例えば， [31， 33]やその参考文
献を参照のこと).

非拡大写像に対する不動点問題は，極大単調作用素T:H→ 2H に対する非線形方
程式

(4) OETz 

の解法と関連する.この問題は最適化理論における多くの問題を含んでいる.例えば，

f.-H→(一∞?∞]をproperで下半連続な凸関数とするとき，fの劣微分θf:H→ 
2.11は極大単調作用素となり [25，33]，方程式 (4)はf(z)= minぽ Hf(y)と同値であ
る.この問題の解の近似法として広く知られているのが， l¥1artinet [20]によって考案

2000 Mαthemαtics Subject Classificαtion. Primary 47H05， 47J25. 
Keyωords and phmses. Convex minimization problem， maximal monotone operator， proximal 
point algorithm， resolvent， uniformly convex Banach space. 
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された近接点法(pro:ximalpoint algorithm)である.これは，初期点Xl= X εHから
点列{Xη}を

(5) Xn E Xn+1 + rηTXn+l (n = 1，2，. . .) 

で定義する方法である.ここで{rn}C (0，∞)とする. 1976年， Rockafellar [27]は
(4)の解集合T-10が空でなく担旦nr.η>0ならば，{Xn}は(4)の解に弱収束すること
を証明した.漸化式(5)はTのresolventJr = (1 + rT)-l (γ> 0)を用いると，

(6) Xη+1 = Jrnxη (n = 1，2，...) 

となる.Jrは非拡大写像となり，その不動点集合F(Jr)がT-
10と一致することがよ

く知られている. Rockafellarによる研究以降，近接点法に関する研究がさかんになさ

れてきた(例えば， ~， 7)11 ， 12 ， 13， 14)18 ， 21 ， 22 ， 24 ， 2~ 等を参照せよ).特に，上村ー
高橋[11]はHalpern型及び、Mann型の近似法に動機づけられて，以下の2つの近接点
法を導入した:

(7) x叶 1ニ αηX+(1-αη)Jrnxn (n = 1，2，・・・)

(8) Xn+l =αnXn + (1ー αη)Jrnxπ (n=1，2，・・・)

彼らは，点列(7)がPxに強収束することを示した.さらに，点列(8)がz= limηPXn 
に弱収束することを証明した前者は強収束定理であり，後者は Rockafellarの定理の

拡張定理である.ここで， PはT-10上への距離射影である.
Banach空間における有用な集合値写像として，増大作用素 (accretiveoperator)と

単調作用素 (monotoneoperator)がある. Hilbert空間では両者は同じ概念であるが，

Banach空間では全く異なる概念となりそれらの応用範囲や研究の手法も異なる.前者

は，非線形発展方程式や非拡大写像と関連し，後者は凸最小化問題，変分不等式問題，

ミニマックス問題等と関連する.また，増大作用素のresolventは非拡大写像であるの

に対し，単調作用素のresolventは一般に非拡大ではない，という理論上の相違点があ

る.上村-高橋[12，13]は， Hilbert空間における彼らの定理をBanach空間上の増大

作用素に対して拡張する定理を得たより最近になり，上村ー高橋[14]はHilbert空間

における Solodov-Svaiterの強収束定理[28]をBanach空間上の極大単調作用素に対し

て拡張するに至った(大沢ー高橋[21]によるもう一つの拡張定理も参照せよ).そこで，
高橋[32]は以下の問題を提起した:

問題1.1([32]).上村ー高橋[11]による強収束定理と弱収束定理が一様に滑らかで一様

凸な Banach空間上の極大単調作用素に対して成り立つか?

本稿では，この問題に関して得られた強収束定理(高阪ー高橋[15])と弱収束定理(上
村ー高阪『高橋[10])及びそれらの応用について報告する.

2.準備

実数全体の集合と自然数全体の集合をそれぞれRとNで表す.Eを(実)Banach空
間とし E*をその双対空間とする.EからE*への双対写像Jは すべての Z モE
に対し

J(x) = {x*εE* : (x， x*) = IIxll2 = Ilx* 112} 
で定義される集合値写像である.ここで (x，x*)はX*(X)を表す.写像T:E→ 2E'" 
が単調であるとは，(x -y， x* -y*)三0がすべての(x，x寧)，(y，y*)巴G(T)について
成り立つことをいう.ここで，G(T) = {(x，x*)εExE本 x*ξTx}はTのグラフ
を表す.このようなTが極大単調であるとは，Tのグラフを真に含む単調作用素が存
在しないことをいう.一方，関数f:E →(一∞?∞lがproperであるとは，f(x) E 1R 
となる Z ξEが存在することをいう.また，fが下半連続であるとは，任意のrE 1R 
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に対して {zεE: f(z)三γ}がEの閉集合となることをいい，fが凸であるとは，任
意のx，yεEとαε(0，1)に対し

f(αX + (1-α)ν)三αf(x)+ (1 -α)f(y) 

が成り立つことをいう. Rockafellarの定理[25]により，fの劣微分θf:E → 2*は
極大単調作用素となる.ここで， δfはすべてのzεEに対し

θf(x) = {x寧 εE*: f (x) + (y -x， xホ)三 f(ν)(VyεE)} 
で定義される.

S(E)でEの単位球面{zE E : Ilzll = 1}を表す. Banach空間Eが一様凸である
とは，任意のεε(0，2]に対し，ある6> 0が存在してx，yE S(E)かつIlx-yllさE
ならばII(x+ y)/211三1-6が成り立つことをいう.また，Eが滑らかであるとは，任
意のx，yεS(E)に対し

lim JIx+旬11一IIxll

が存在することをいう.さらに Eが一様に滑らかであるとは， (9)がx，yE S(E)に
ついて一様収束することをいう.例えば，fPや LP(1くpく∞)は一様に滑らかで
一様凸なBanach空間である.一様凸なBanach空間は回帰的であることも知られてい
る.また，Eが滑らかで一様凸ならば，双対写像J:E→ E*は一価の全単射写像と
なる.Eが一様に滑らかならば，J はEの任意の有界集合上でノルムの意味で一様連
続となる.Eを一様に滑らかで一様凸な Banach空間とするとき EからE事への双
対写像 J が点列的に弱連続であるとは，任意の E の弱~又束点列 {zn} とその弱収束極限
zに対し， {J zn}がJzに汎弱収束することをいう.詳しくは， [6，34]を参照せよ.
滑らかで一様凸なBanach空間Eの空でない閉凸集合Cに対し，Eから C上への
generalized projectIon [1， 14]とよばれる射影Pが導入されている.これは，各ZεE 
に対しCの点

(10) 

(9) 

p (x) = arg IY!.I!!ゆ(y，x)
Uヒし

を対応させる射影である.ここで， ゆ(y，x) = lIyll2 -2(y， Jx) + IIxll2 (x， Y E E) 
である.もしEがHilbert空間ならば，双対写像Jは恒等写像Iとなるためゆ(y，x)= 
lIy -xl12 (x，y E E)となる.よって，この場合はPは距離射影と一致する.
Eを滑らかで一様凸な Banach空間とし，T:E → 2E を極大単調作用素とすると
き，各r>OとZεEに対して方程式

JXEJz+rTz 

は一意解zをもっ ([26，33]). TのresolventはJrX= zで定義される EからEの定
義域D(T)上への一価写像である.言い換えれば， Jrニ (J+rT)-lJである. Hilbert 
空間ではみ=(1 + rT)-lとなり Jrは非拡大性をもつが，Banach空間では

(11) ゆ(匂，Jrx)+ゆ(Jrx，x)三ゆ(u，x)
がすべての UεT-10とxEEについて成り立つ(例えば[15]を参照せよ).

3. BANACH空間における近接点法とその応用

2004年， Censor-Reich [5]に動機づけられて，高阪ー高橋[15]と上村ー高阪ー高橋
[10Jはそれぞれ以下の近接点法を導入した Xl= XモEとし，

(12) xn+l = J-l(αnJ(x) + (1 -αη)J(JrnXn)) (n = 1，2， . . .) 

(13) Xn+l = J-1 (αnJ(Xn) + (1 -απ)J(Jrnxη)) (n=1，2，・)

戸

h
doo 



とする.ここで， J: E → E*は双対写像とする.EがHilbert空間ならば， J = 1 
となるので(12)と(13)はそれぞれ点列 (7)と(8)に一致する.
2004年に得られた次の強収束定理により，上村-高橋の強収束定理 [11]がより一般

のBanach空間上の極大単調作用素に対しでも成立することが分かつた:

定理3.1([15]). Eを滑らかで一様凸な Banach空間とし，T:E →2E漸を極大単調作
用素でT-10が空でないものとする. み=(J +1'T)-lJ (1' > 0)とし Xl二 ZεE， 

Xn+l = J-l(αnJ(x) + (1 -αη)J(JrnXn)) (η= 1，2，...) 

とする.ここで， {αη}ζ[0，1]と{1'n}C (0，∞)はlimη 仇 =O，E::二1un ∞， 
limn 1'n ∞を満たすとする.このとき，点列{Xn}はP(x)に強収束する.ここで，
PはEから T-10上へのgeneralizedpro jectionである.

点列 (13)に関しては，上村ー高阪ー高橋[10]により，次の弱収束定理が得られた

この定理により， Rockafellarの弱収束定理[2可や上村ー高橋の弱収束定理[11]がより
一般のBanach空間上の極大単調作用素に対しでも成立することが分かつた:

定理 3.2([1司).Eを一様に滑らかで一様凸な Banach空間とし Eから E*への双対
写像Jが点列的に弱連続であるとする.T:E → 2E'"を極大単調作用素でT-10が空
でないものとする. み=(J + 1'T)-lJ (γ> 0)とし Xl= X εE， 

Xn十1= J-l(αnJ(Xn) + (1 -αn)J(Jrnxn)) (n = 1，2，・・・)

とする.ここで， {αη} C [0，1]と{九}C (0，∞)はlimηαη く 1と主旦n1'n> 0を満
たすとする.このとき，点列{Xn}はz= limn P(Xn)に弱収束する.ここで，PはE
からT-10上へのgeneralizedpro jectionである.

定理3.2の直接的な結果として以下のRockafellar型の近接点法に対する収束定理を
得る:

定理 3.3([10]). Eを一様に滑らかで一様凸なBanach空間とし Eから E事への双対

写像Jが点列的に弱連続であるとする.T:E → 2E事を極大単調作用素でT-10が空
でないものとする.Jr = (J +γT)-lJ (1' > 0)とし， Xl = X E E， 

Xn+l = JrnXn (η=1官2，...) 

とする.ここで{1'n}C (0，∞)は担旦nTη>0を満たすとする.このとき，点列 {Xn}
はz= limn P(xn)に弱収束する.ここで PはEからT-10上へのgeneralizedprか
jectionである.

定理3.2の証明には，以下の強収束定理が用いられた:

定理 3.4([10]). Eを滑らかで一様凸なBanach空間とし 7 T: E → 2E~ を極大単調
作用素でT-10が空でないものとする.PをEから T-10上へのgeneralizedprojec-
tionとし，Jr = (J十1'T)-lJ (1' > 0)とする.Xl = X εEとし，

Xn+l = J-l(απJ(Xn) + (1ー αn)J(JrnXn))(n = 1，2，・・・)

とする.ここで， {αn} C [0，1]， {1'n}亡 (0，∞)とする.このとき 7 {PXn}はT-10
の点zに強収束する.さらに zは

limゆ(z，Xn) ~~~ ~ }iIl!ゆ(y，Xn)
'u巴T-10η一歩

を満たすT-10の点である.

定理3.1と定理3.2を用いると， Banach空間上の凸関数の最小点を求める近似法を
f守ることができる:
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定理 3.5 ([15]). Eを滑らかで一様凸な Banach空間とし， 1 : E →(一∞，∞lを
proper で下半連続な凸関数で (θf)-l(O) が空でないものとする • X1 = X εEとし，

( 仇一…=斗寸吋a訂叫叩…r培明Mωg伊仰山門min町in町nyνε臼吋d州叫叫E{f刷州川{f山凶州fバ的刷(ωωyω如川川川)汁川川十刊叶巾(σ伊2翫γ~ωザ川川川πn)-川川け)γ戸門門一→叶叶1川叶Ily叫112一川Zη+1 = J一1吋(αηnJx+(ο1一 αη)Jyη)(n=l，2，...) ) 

とする.ここで， {αη} c [0，1]と{rn}ζ(0，∞)は limn似 =0， 工工1αn ∞，
limn γη=∞を満たすとする.このとき，点列 {Xn}はP(X)に強収束する.ここで，

P はEから (θ1)-1(0)上への generalizedprojectionである.

定理 3.6([10]). Eを一様に滑らかで一様凸な Banach空間とし，Eから E*への双対

写像Jが点列的に弱連続であるとする. f: E →(一∞，∞lをproperで下半連続な凸
関数で(θf)-l(O)が空でないものとする.X1 = X 己Eとし，

(仇=argminぽ E{f(y)+ (2rn)-11IyI12 -川U九)}
Xn+l = J-l(αnJxn + (1-αn)JYn) (n = 1，2，・・ ) 

とする.ここで， {αη}ζ[0，1]と{rn}C (0，∞)は limnαη く 1と担旦nTn> 0を満
たすとする.このとき，点列 {Xn}はz= limηP(Xn)に弱収束する.ここで，PはE
から (θf)-l(O)上への generalized pro jectionである.

定理3.1と定理3.2を用いると，変分不等式やミニマックスの問題の解への収束定理

も得ることができる(詳しくは， [10， 15， 16]を参照のこと).

4.今後の課題

今回用いた方法は Mann型近似法 (2)やHalpern型近似法 (3)の様に凸結合を用

いるのではなく 双対写像Jを用いて点列を構成する方法で、あった.こうすることで，
これまで得られていた定理がBanach空間でも成立することが分かつた. しかし Jを

用いず通常の凸結合を用いて定義した場合にもいπ}が収束するかどうかは分かつてい
ない.また，定理3.2がJの点列的弱連続性がなくても成り立つか，という問題も未解
決である.

REFERENCES 

[1] Y. 1. Alber， Metric and generalized p1'ojections in Bαnαch spαces: P1'ope1'tiesαηd Applica-
tions， in Theory and Applications of Nonlinear Operators of Accretive and Monotone Type 
(A. G. Kartsatos Ed.)， Marcel Dekker， New York 1996， pp. 15-50. 
[2] J. B. Baillon， Un theo1'eme de type e1'godique pou1' les contractions non lineai1'es dans un 
espαce de Hilbert， C. R. Acad. Sci. Paris Ser. A-B 280 (1975)， 1511-1514. 
[3] H. Br白isand P. L. Lions， P1'oduits infinis de 1'esolvantes， Israel J. Math. 29 (1978)， 329-345. 
[4] R. E. Bruck， A simple p1'oof of the mean e1'godic theo1'em fo1' nonlineα，1' cont1'actions in BαT凶ch
spαces， Israel J. Math. 32 (1979)， 107-116 
[5] Y. Censor and S. Reich， Ite1'lαtions of paracontrnctions and firmly nonexpansive operato1's 
ωthαpplications to feαsibilityαηd optimizαtion， Optimization 37 (1996)， 323-339. 
[6] J. Diestel， Geomet1'Y of Bαηαch spαces -selected topics， Lecture Notes in Mathematics， 485. 
Sprir伊 r-Verlag，Berlin-New York (1975). 
[7] O. Guler， On the convergence of the p1'oximal point α19o内thmfo1' convex minimization， SIAM 
J. Control Optim. 29 (1991)，403-419 

[8J B. Halpern， Fixed points of noηexpanding mαps， Bull. Amer. Math. Soc. 73 (1967)， 957-961. 
[9] N. Hirano， K. Kido and W. Takah鎚 hi，Nonexpansive 1'etrnctions and nonlin印 rergodic the-
o1'ems in Bαηαch spαces， Nonlinear Ana1. 12 (1988)， 1269-1281. 

[10] S. Kamimura， F. Kohsaka and W. Takahashi， Weαk and st1'o旬 convergencetheo1'ems fo1' 
maximal monotone operato1's inαBαπαch spαce， Set-Valued Anal. 12 (2004)) 417-429. 
[ll] S. Kamimura and W. T，出ah出 hi，A pproximαti吋 solutionsof maximαl monotone ope1'ato1's 
in Hilbert spαces， J. Approx. Theory 106 (2000)， 226-240. 

ヴ

4
0
0
 



(121 S. Kamimura and W. Takahashi， Iterative schemes for approximating solutions ofαccreti切
operators in Bαnach spαces， Sci. Math. 3 (2000)， 107-115. 

(13] S. Kamimura and W. Takah出 hi，Weαk and stro吋 convergenceof solutions to αccretive 
ope1utor inclusionsαndαpplicαtions， Set-Valued Anal. 8 (2000)， 361-374. 

(14] S. Kamimura and W. Takahashi， Strong convergence ofαproximal-type algo吋 hminαB止
nach spαceヲSIAMJ. Optim. 13 (2002)， 938-945 

(151 F. Kohsaka and W. Takah出 hi，Strong convergence of an itemti凹 sequencefor mαximαl 
monotone operators inαBαnach spαce， Abstr. Appl. Anal. 2004 (2004)， 239-249. 

(16] F. Kohsaka and W. Takahashi， Weak and strong convergence theorems for minimax problems 
in Bαnαch spaces， Proceedings of the Third International Conference on Non1inear Analysis 
and Convex Analysis (W. Takahashi and T. Tanaka Eds.， Tokyo， 2003)， 203-216， Yokohama 
Publishers， Yokohama， 2004. 

(171 A. T. Lau， N. Shioji and W. Takahashi， Existence of nonexpansive ret1iαctions for amenable 
semigroups of nonω:pansive mappings and noηliηeαr ergodic theorems in Bαnach spαces， J. 
Funct. Anal. 161 (1999)， 62-75 

(18] P. L. Lions， Une methode iter.，αtive de 的 olutiond 'une inequation variationnelle， Israel J 
M抗h.31 (1978)， 204-208. 

(191 W. R. Mann， Meaηvalue methods in iteration， Proc. Amer. Math. Soc. 4 (1953)， 506-510. 
[20] B. Martinet， Reg叫α問 αtioηd'ineq凶 tionsva門αtionnellespαTαpproximαtions successi切 s，
Rev.肝anc

[21司1s. Ohsawa and w. Takahashi， Strong convergence theorems for resolvents of maximal mono-
tone opemtors in Baηαch spαces， Arch. Math. 81 (2003)， 439-445. 

(221 G. B. P舗 ty，Ergodic conve旬開ceto a zero of the sum of monotone operators in Hilbert 
spαce， J. Math. Anal. Appl. 72 (1979)，383-390. 

[231 S. Reich， Weak convergence theorems for non仰 αnsivemappings in Banach spαces， J. M抗h.
Anal. Appl. 67 (1979)， 274-276. 

[24] S. Reich， A 切eαkconvergence tl問 remfor the αlternαting method ulith Br，句mαη distαnces，
in Theory and Applications of Nonlinear Operators of Accretive and Monotone Type (A. G. 
Karts剖osEd.)， Marcel Dekker， New York 1996， pp. 313-318 

(251 R. T. Rockafellar， 0η the maximal monotonic均 ofsubdifferential mappings， Pacific J. Math. 
33 (1970)， 209-216. 

[2同R.T. Rockafellar 1 0η the maximality of sums ofπonlinear monotone operlαtors， Trans. Amer. 
Math. Soc. 149 (1970)， 75-88 

[271 R. T. Rockafellar， Monotone operators and the proximal point algorithm， SIAM J. Control 
Optim. 14 (1976)， 877-898. 

[281 M. V. Solodov and B. F. Svaiter， Forcing strong coπvergence 01 proximal point iteration 

(Fumiaki Kohsaka) DEPARTMENT OF MATHEMATICAL AND COMPUTING SCIENCES‘TOKYO IN-
STITUTE OF TECHNOLOGY， UH-OKAYAMA， MEGURO-KU， TOKYO， 152-8552， JAPAN 
E-mαilαddress: kohsaka9@is.titech.ac.jp 

0
0
 

0
0
 



付a)(叫ん汁hb¥ef.bc伽d.Q.teJ'/f¥efω M.Jl4M， 伽 tA.R.f.ム;f~tl I 1J.t.~T4.白

TAKASHI ITO 

Sum))fary of， 似品。 LdX'J ...， Zn A 0 be aγηm匂 ηtm-*'-JQ.h向
加利防ω [.V[仇列三 3. Fio.ll./似す必必心土y，ずx= [:(，，-， zη} J W~ cknofe吋eaJliチhme.riと
Theanレ伽CJ..th.e.. rom-ef叫 ?netVn.. ザ γ~ A(Y)州市'(). aω必~d-古 G必tl1l)

Hωフ~ N~ [3]， W色付川e 初t'X~tl a.州湖仇と CUtd.?lI1ef必初仰ず丸、 IZ; J 

q 仇 dP.Iし五 W'¥枕 l~ -s.壬礼 ω ィ。必"W-d) cknl1t-eci ~ 件。A)ぇf可 ，Xη)MId臼。弘(有利〉
-L 

2LA(Y)は)ニ (qgA)A (ζ 品)
τ一(~) GC'() =- (AoG)長(工"._;， ;(11) 
"'--ーで土 、-t../

か札CL

yc凡可三長

\IJ~e 'fぞ γclend十-t.a廿¥e)t.U訓~~4"，.e.t!ゐ ~Y

N的 dTnetrf仰ヤ制包批判似凶ザ苅t-1ZnpC70以 ιA..Wi削ぷ臼 J
.M ruJ J~I1-ecL ω 子。必ω ノ rkfl ftJf~-B;; t五CZ111ZH〉仏1..>>1ゆ，CQ.，A..説的偽偽2)

~ (~) r(γ) ==九(有'，--;XIf) 
γ(X〆y-=長「

吋何 p(γ)ム吋eprodud-1αs1.&.m仰五 11.
We. p川 e 十五ιfo比Wi机d.t.h毛ドoli与 (D). 

寸heor仰 1i FOJL伽フ X" --'， :;("三owσイv

ωlJ.. Il+十i三壬5イ長2十2... I W悦色 -R飢吃

(D) 九(丸一Ix...)ι ぎ(合 oA)長(工'/-"，7tl) 

工ず(長Ij.，) =: (T， 11) O/!-(Yl， 1) I 飢 (D)M 伽 J助芯字ωσ(XJ=(j{x)此
ACメ)とA(x). 0帆山 J 巾ザ叫す付 CD)-Ro~ ダ thdo吟タ

χ===ー.= ':fn ιノレイ~mωd ..ekm~ t， aJ;ムω土ず丸、ツ疋内向陀去此ム

仏 aωrofl咋 ~+ω ナ-heore-trt we.. hatJ，止すた許ル勺M1.e~令 (C)
cl此右Gv，t切l，MωヴCUtd.NiT仇 [31.

心λ0((ωプ ltndtレtla..Aa-m乙何物ザJ;;fn'L-イ#ω41ωιMω1I we仏崎

(C) (A p今弘代11・'-，?(け玉三ぐ母0;4)長(x，， "jゐ)

-89-



。肌明M 伽似札>>-tk-i Jk，;勺ウfM ず .M1.e.~'f.ad
企!. n-~ 

AcX，・ ，.:(11) 削 .q(χ(，ー，刈万三 (q"A)企(:Cy".，XJt)) α相d

ザA代，，" ~XJt)十名市町内〉( A 0 q)~ (:r，，--'/:('() 主主

(A) 

CB) 

W~ ~比raJ.:}ι 十h eA-ιtõ AÀ1~~a.t:+~ .1{ow削lY'似nol!.，w.ιρ ，戸以ノ

+he 刀oぶσルザ初1~'X.e.J.. ωì+h "Y1le:l-必è QAld. ~o淵d此初切 ω~ be. uf.ωck.cl古初旬判

叫仏仏、 N州 e今与 J ずμ仇釦伽伽吋)'1.マLγγ アU仇札 w吋4勺3仏此;t，りγ川JJ、

す巾h αωYi汁fh仇明附e仇h仇ヒ 明似e伽 伽 4十fu<J'伊句仰mef附初削4α&仇，他包 oザfγ Wi呼7句句 y凶剥P〆εcitfAιり1ft必L 

い いpM=Zvdzt令
子。ιγzfq--p司令}C.X==I九・"，'XnJ.

ペ五似局長tJ

~dωfe 

七 (1ωH)4 A-l: (y)似ら(y)
，夫、 -6.1"-. '\~ 

ら (y)=:(万円勺三ラ

)))ì~ -ecL a.，( lt{， ~ef.(.'c.aMd. r-o知市c 初~ゲ X1) --'， :;CIJ ，ゲo~~叫信仰

dι仰 f.ed.今 C合。A)長.，t. {可，'"':( &() 伽ci.

伽 d

Wι ぬfill e 
仰J.. ¥.A，/i千九州:Jh;t.， t~'1 "，1:，. > 0 ) 
(円，母)4，t(Xs，-Jχ"t))

C 60ノ4)長It (町一)XIi) 

ω 張。1.R.oVA4
d...". 

At-( γ) l-=: 7-m 
{A o待)武士 {χγ/苅)

ナ仇 γ=JxktJ-，む長Jc X = r =4， -ì:("} 〆工手ム吋~CI.

0('(:= 0.幻向 .I2-~a.l 吋戸川 --=iJl=士.

一一ふ:=hJ.'(ら仰
向 z 三 t~J/似)

YZ三=JY=11似
川町色

Fio九似手元.)‘::Lf(注 O ω¥J. J壬長正九 )we.ふが仁

--t.→>>-長

At-(有--.~，，)ぺ島内・7G)
百

村¥a:え

7'heorl伽ヱ
伽イ内ρλ)長t(弔-"，::r，d / 

fんらんItC叫，--， -x例)豆持ん的 h)44何I'ír~)
jr
一

(A) 

c f3) 
工f ぺ長 =1~レ γ片側 fλ)ωWI. CB)α代地流J.!.UJω%的:::q.t伐)I1LAt-ω4α:J. 
Other附It.t)寸hf!-SL~iy ~ (A) CVt¥d (D) -/toP.c均4州竹十，=一一=Z"J1~ 
αt b-ωt~明例Z 功例ぬず ;(r …) :r"α~~~ .M-z G批 Aιf(A) J 伽 dCfhe必例制ず

of '<:， J --'， Lt¥ M Yω 似d..t孔ι仇 ωα凡地Jtω乙仇¥臼UL"f
{B)，

Cωi.2句。飢(A)a-<. (B) 仇~~仏Lja1;;側 1 8ωん;め，長iI.epa.LfM.， U1 (l] 

W1?erιA伽 μ Fo.1t例ゆM刷イ(A-)伽ぷB)q V'e. t wvecl仇的側むずi1==3叫ん之.

-90-



.1. ~を老支の之号令 S伽~~て‘ 2ト・存斗フめ不幸丸、 (A) /v  (D) I之つけて J 3 霊t~

の場企E "1 t--詳Lく吉昼時す.a_チ士をめ 3群馬あ Z主o1= k:rよZ，ニつつ与の

キ.aho平均と[?:)ごEg，与』苧ぬけかめ北ノとりぎれ梓粂平的左耳疋3ど
(ヱ!J.l主主、三笠)泊ピみ 3 次に，川和α平均ピ相乗平均 E 耳.e~ proc.ω 左吃円3
.2. ユヱノ

ますごい与の材業平均どezJ Fi， Vfi) [ii )5¥" fl 5九 ζけまえ勾持岬伽

ーオ ({XfJ -t\斤~T {iミハ存 â. (与Y1 宅三苧)3 ど 3L( 何寸rii -r伊)ど~'" 3者向ちぎ

の mixeclan尚meize-Qhtd r--o)1t~+!l.i乙 -m仰t (ギIう主Eィト平吟〉ヒロヂは事atの吋3

G泌訓I 付e~ Mtd N.&凡 [2]c;J: vZO¥完;~f ( ? )な不す互いtx立t 示よた

(CJ てす f何十日十日)壬{子子子)Yi
今度わ¥'. ~dJ ..:::f-奪三リ伝主主!可選乙日動機、 Iニつ p ても [21 て・蔚羊{ご I~~ /L"tl/ j.

こ:/t~ ==フ内三毘k平均 11.J ぞれ γjレ別乞 lごJ文荷ズ上τれも¥.)'3 ¥.)ヨ《戸tr1こ ft:(

¥.l ~も日足われ~. ~:， Z'・IJ，特 tご J ミ記長イと平均に j司星川 z交付jP切/子孝久、

の tx土主問題どする

併)Jキ町:(:t'i)与三 f乎子苧)す
(B) 寸 (M ナ~ナ戸)三コト[~とzurrpjsl

向/オ (x川 Z十日)三(子手デ)す

こ lt~ の不誓点\-::つりて1 、次日目立走"7 3

θ) C D) lJ C C)より F主lJ 不芋式、ていあ 3. L~ 、乙/

(2) (AJJ (B) J C D)は玉z..(::. ~虫玄な不苧式、 τM渇~.す与ゐ玄ーオか

イ控才 zリ ヲ主りと云主之と IJ: Jt l>. 

(3) (A)とCB) と I~ 安定夫ロ τ~ 13ωム必の不手式、(I r '1りの持gt/ 珍場~Z~~

( S u.'}'1I'1J\~ の索後内臼λöl匂芝王争史)

(4) (A)と CD)ヒ 11: 章特 iCχ， '1， t)→(士主主)~".x (:::入手L語、ね

〈勿言合 χ，'1，?-"E王丹筑 j司 tご戸在つ E 場令τ、活~)

(t) (A)と〈めとは三角干タ l三診、Lす3 震え矢口ち不幸;\'と局主主;.S\"五~.
ヤケ

ニ内 ζヒl='ついては ふうi.:'"Jr で吉丈め之官~ f(Jl J;3， 

之. iA> J (ω ヒ9Lørn~f.nι~.et叫ゆとの l寄進 こJ てう (A)，(ゅは五t;; l:':Jj}' 
3針れ不拭t実;咋らわ持者え丈13， ~ let常tこ i ヒす弓ノ\~\1三

可
E
4
Q
d
 



ジJ{下て“三烏帝9に以，J丞常p¥;ë..~ 1:用‘I~.イ全電の Ll ABC- につ叶ち三J!!..~長l"'t.

Q.，b， C-I At側戸川¢色ιC半周)"E ..AごtcaTbt}fイa.:::...g-llJλo=~- b" .Ac-::..，-i-ι 乞
L.J 三局形の

@係 1:S J ィ奇才者円の平.f~"t r'¥.九Jfc乞13， r;仇ぽ j旨 A 向的手事詩河ペ乎デ歪で巧~.

三角1f'1t:表志村 1'0.rCl. 'rI¥efeX"' ~代、義的氾 tll lef勿拾三疋!.dl1毛主 (a)ιc)τυ五3654

E 北~';(，十1=::も色々なり;3'"'/考主主手 3、 1l-(土I可三ア長虫がよ今あさ CiiQ， --æb" 本 J~.ð‘

三中三条例長主(川I'>>¥bJ 'Mc) ~々 とれb予付ドr-CC)Yle fω 中τH(Aa;
.i6，A)ど

(-r札 J凡.fe) 1ま泊('::.逃‘ヘ."'e.l'わ?手~t{ u ~~主望 ε 寸トτu ~. 

f) 仕 tE43正数川"t: ，=.ttiL/ L1A BC ;'J~'" ー走é-.J Iご決まって疋=ムI;{之.Jb，l r.:::~乙

't T; g，‘ to.， rb， re.l=-つ川ても河本主砲ミピ1>¥"点‘土す3.

サボi~ I~rく知う世 p とどで、話。) "j;Lピ台 efTて官3. -r)与ふ~J 手土~iz.r::.χi':1， :z.>d c土和、ろ

α=lf"tlJ b==呈寸ズ) C-..::-叉ワピポItI~~ ~ð) 11， b， Cほ三jちすす《三 il!...Ei惇及、i..) .::~ =..J奇形吋すlZ

Aa ご X，ん ==~， Ac ::告と 7J3.任走じっuτ /1) χfj， ~ >0 L=-均 i.Z

it== "".((3"t苦衿， い抑制/仏c.::苦C吋)A I ..1= (:q.千r"Hi工J担

k広、くど) a{b，c(tJ，三角存料三iZ!..f帯広、与よ均三角形I=-xfiz 1;..ごx.，日=fJ， r己==l乞恋 3，

三角1f~E 表示す:3 pavα制札 τ; 上~ 1)"， /，~~後主持フ I:A~ 竺佳子rι内仰向レ
r ー

と呼ぶな1=す.3. fteι~CI.~")';\-e+..eも主ーフ固定住 ι をJ 伐のよ去芯 J事異lじ孟ーた芳主 3之t

~\" 1h *~. rこ《子t.eLpa V'a. 'YI¥-e.tA1.主す某砂川てI 3正誉主毛Y/歪IユJJ'1.，-す3不孝三¥..~1 1. 三冷静

lごが\1...す~/f-考丈 tご安城主れフミ笠もま R 可能"t\l~ ~tl (安時主itf::.も'"/l'" ~イザ'&9

1-=走ロれ¥.;p， ~庁ピリ '/"J.. 'gl/拘 l向慰問 3)、こね向ょう(=図示す3:::t (こす3.
¥f飽 P崎町向

っち'-1，さ /01=15五日不著木工二了 三角if'11::7ð 、'~13 不手式、

教何不孝久 (A) ε チ『弘「α Y'C<.YlI.e.料 (...g~1 ';p，.)e)ピ‘支持す3どJめよラr=7i 3 

之) 不ね (A) ~仏1A，J1~ 8王子議

~ s=-川九Iご主主走 7拘11" 伝子裁は山壬(1ミjLbCど府佐叫弘、
でl~ 1 ミヒ /1 虚す作品./.S'O. ねら陀壬{芸 )a.bc 芝チr..eL.f> cc ra. ))te.仏(日J白r花)

ずまE鳴す 3~， 散々句不手z\; C D) þ\~，特長栴ヨ

り ぬ川壬{子jz仏 bC 子ら九)F ネマ式 (D)

2)ヒ'3)!.后1e手tご J]]示すまヒ

(子) 末学式、向)JA~..J..)eL だろFA長持九MgfSjLc竺さ不戦fめ

作手繰ιヒ川た5f子jikt手取Dr1) /f.料、叫紛れ仏γ(I?削機ft

L似かlt~レ (19ó 1) によ 3 ‘ .J:. <1) (仏両立ト厄1.f1!fI1 f 書、月い (A) ヒ(め別刷 (Xlr/~)→

( -;: I台I--i: )によ 3 を宇負て司3

-92一



) 
3. 7-I，earω 1 ピ之 l:C1"I 言おe時方信5五 Jゐ~ik.ν吹文 三鳴毘臼イ令伴争坪平均 (ωGρ叫A刈)企μ凶C作;(.，υ.-‘一.叫白んω陶吟Jど戸戸弓咋旬均吋

μ い ￡必仇ιいm似山伽切1 .A伊すア伊伊q例愉~山t

iほまいω)， ペ長む史認ゐ乎均乞 l ユ失点7flet\f~ ~"11IefJt止制似の J守Iご荷の l有匂 6啄~.

7A印刷 1 I ~ ~， i 壬 ι めつ ηずl 壬-A il のヒをJ 伴走~ q X，) -") ';(~ E:Oβ対L'l J 
-L 

( D) ん(t:. ， "'， 't ...) .t三(母oA)~(x，)-コ:rl() JJいな主す3

等号条件 1;;.毎回会T3 ( 5州旬。マ毛FPFj

長決議イト平均 Ijf盆干のd寸"1:つ長次三昆/合平内 (~oA)-I.r， b (々 ，x...)g"，'" 

(シqo叫，tfzr，h)iz寸広ヲ主主主3(丸山吋参思).言ホ1ユつけも

7五eor伽1ヱ ィt走~ d) Xr}--， ~れき0 ピ重平 i寸』日tl\/ペ十，1-・十九~I と f 壬主語九 t=Xf[ 乙
三コ 附長

(μ;λ川4的) んf伐芝丸'J、い.工机川1「一寸.fit(丸.

(伶例B別) (Ao ~叫弘1;(仇苅町J 』 JバA刈ズ瓜ω帆l-¥)冶豆 t#ヂ引Aんi/.芝い同け山)1-十主梨lら内 i ;(11川工Aω句J) 

万か、いあ糸糸tぐ‘主する. ーを写~イI守 l事均四ふす a (Sr.Ollllla.ッ悉 ali)

角定理ヒち p 変等兵 ηき包囲さ正 j宮"ーバη>0(::: ìι とき内三子ぎ~'" 1JX'立と ~q 亨S

J長イ牛(写号令件 Id-弐『亡、・==X"'1 'l: 7J 3) 1:誌'iJftT.3とど;P'持切の主宰主Fイピな 3.初役，

F手等久、のあぐ主主:I到主 non-l1句Ct..h内;工，，-/:(t(主ot-z;u岳会法Z釆3こと(iTfI aJJτ11;;..3， t己色.、

tflH子，亨号*11-'こっI{Z C; e丈れ吉町べ、ats if i'''~a 、ピ <.1ご cqん τ考会J す亭奈件E

苛C すのはき坑，~ピ白 aR 1jごどていIcTT.:f t¥よかZ.ぅ i;j、ら;:，i.下の説明て“，I:I， 変主役勾島町

主正;之1，ー， X'1 > δ め場企T三日'f'ご戸反ヨとと Iこす~.
-'-

(D) 仇 ~æ i3f.l 7[;乏 T..t (x" -'， ".( k).t (l ~ .e.壬れ) 15，，11=つけて三広、少列て"J;aとど

ρ l1c..chutri1L [1ケユテ)吋フ z言瑚主治て ¥1 ~ よ内事内誌ggt.何ILL叫加。ω ，po1;叱

(41 '1二通川れ乏てい手之てりう‘ h ーフ f 手詩句言'i，tE1/f t" ~f.. (: I有蓮 b"~3， [キ7に

お\T~ れか相尼崎日~交のようにω、グt乏 9 仏，ー;4ρD 吋すι?J.. (~-)a I\J之 d はぐ・

亡d\t 主ノ庄 ta ， -ì Ciけをイをも 3奇亭 '-;f~ ~~ト7)0.. ζ 沢賢官連主 1;:- 穿'~aとをノ Da.上どっ
『一一一一一一 J-

P.tJ;(， --/ :r ~d -t内ゲ直 ti一史イ逗CI.1=保九UYCLULf号、〉丸}..e."i~最イ但かぱ
ずれ::~ ~赤すとと伝わて1 九 (ctl ウ仏)立す主広• (0，--， ~>I.)七九企 E 号 (z 山 B

-.L. 

魚川端会 1ι1Zt-JL41hz 会く要 TcI-~ (侍oA)長c:X:，，-j:r，，) (.ミ刀、之 τt，このj雪之吉長¥，C

y角麦刀て‘.dI; à ごヒ主 f すご~ J.S'" tJ;.莱~ この F築史哩1，ご引1"?J伊良知十l豆五i[lまn{fiJ

の t~ Ø1中村イ全走勾荒イÏf/，什乏の J.(厨宮耳2 リ :é {-βと主凶ず皇なリメ 1"~~とと〈旬ごとた予)

r = f，.IJ 1有三>It'3. 

-93-



(A)巾時才三玄 丙立のはけ之 3 ム作;--'JX~)= (A)時包/そ仰胞と73

イ主~c:l\~ノ 0<ε<1 I-=--文字l'"Z万年専問事ペト及=[為す]c(<ゾ上向 lc.持，"x"，)の
最ふ仏語VI 1τ"~ ~之と苫~ i!:'iJ:"よ L).最..1¥住吉手口主主 (aγiQ.J ど 73 ‘こ^t:..~)

(0.1--・ん)労相 AゐnkaJlfOiHl j al::: Qz-:::' ・ニ G珂之、、日三 I:~ 苛;- e'l"長 LJf直r;.1.どな 3.併政

的 地 ，，;kccJpOiit千戸大干7aム a イi④~Jは衣 f τ‘ヨ:河巧 3ガオに長勾Z‘.. ι五川川~. t [;比.t (a，}-~"ak) βρ加 λ，t.(吻1浩ル:伽μ叫t 

μ川訊叶f--cτ

吋 r打fτ叱J 皮C仇d叫J‘一、JQ仏ω向け)μど i庄企 f互包，ξGら3"一一'一.a仏ωdι，，)μ之 Eげ5必正れμdふ、仁.， VE，ε向の 盆ご竺全jr似例αú)ごfμ4仰仕~((2 (叫A叫LげCi}..~命ω~) ) 

(.:.心){=.. 己 G仏tバ川刈刈f以以州λλ刈‘.J== (l->-) ar十λa.， Qz Ut.J乙(トλjい λ互，0壬λ壬(J主秀之} 初日.::内線。
Iニ 52 フ Z ム内子亙 I~ 入こO ぬよιイ蒼 r 多真義三月ぐ少τ“再 3 ことか téf: sJt ~来~. このこと

は仇--，a句 ) 7S'" Dεよど1 乙的最4ィl!t.手之 z去すJ;;~こと tご矛1i T~. 

(ち)今吉{fe.耳才ふJE 斥71互《差 tJ考土 3; 6 (Xr ・ -.~X")= (8) 仇完;-~-(8)例疋辺どす3，

ご《ヒを f ム(:rr.. ・Jぬ)/::.つIJZ I 上 A (AJど委員イムメな言表言命計百Tire-C" 五~. 17.嘉手広

ム(弔抗)d¥ Df 上了、最ιf~ グl!芝手土~.! 11 i池ぷ臼l..p伯作 F戻3とど Jよt ;5'ちτ

最ι[l伎は Oτu訴 3ごM ト示主事3. 手F昆特(1-"セのようt=Ti! ~. 11 [1:111ずt乏例e(q，コCik)
Iごれ [L) t l.さ(a，-i QI<) p¥w .. u:k.J;cal fdみt-zu な¥1 IJ;.長 /d. ~仰l土広" QIごMi，珂4c'< Q'2-=H~4eε 

と1J こAt主J 会=:;(a，t' Qz tづFEt=幻 iZJ 広 (4，、~ん)と‘生 fええQr-Qu)主おふい

Dε内内生三皇 j r{入)~ (いJ，Q2.{λ)，Q3--at.t)， 俗人三 1 (..::.) Iご a，ωイ民
ゐ(λ1=♂合入。玉川)，・:::~:J? Z.ム角低 11入:::0 ~J!L f.手 r 多美義現ナて\t)lja 

こけV 守ε明出来 3. L存 fフ'Z I D.s上 τ'L~最，~伍 E宇土 3去は正必恥o1.-fO川 Jニ辰 3

とどか;t~\~. ~X三一

ふれr.e-nω 

[11 丁 C、B叫 il;The句，C.ClV..(，'年吋 OLムc.re.t伽 ωA A4L .L九十41.ル
ザ刊e1l'l仰tfo DA10t c-t H õ\ld.μJ コ~ L州凡 f1afh.~oc ωノ 7{I桝)

[2] B 、C仏九fA&rt; Ú仇ふ1 ..e..ドaL~ ず加ì7í-eJ.. o. tì尚met，l.'C 伽cl~m~ルヒ

iileω} (ProbiMn 70-10)) S{AM R~v. 13 (1970 ， 2~3-.2.S-;-

l3J B、C，C似ムO¥1..J 尺1<，門毛似す IS、A-ん叫却し ;N，'χeJ.. a.町村rne--:tJ.cαI}tcl

~rnt+JÙc -m.eα-rt..d，九州ヒ才、ザ門札・)3t:C/9ケ1)I 343--3 L;.仇

仁今〕 今、什、行州J T. E. L.t.'、:ttl!..t.W 00 c(ノ句、 Ptf%Q 工科~チ~/ 2YJ.c/. ..e.cI.. 

CαhV\~“ot，ι [/9よ2)

-94-



Integration Operators With Closed Range 
On The Bloch-type Spaces 

Rikio Yoneda (Aichi University of Education) 

31. Introduction 

Let D denote the open unit disk in complex plane C. For z， wεD， <pz(ω)二三.3!!....and 
1-ZW 

IZ一切 l
let p(山)= 1:'=一て一1. The Bloch space B of D is defined to be the space of analytic functions f 

11-Z包川

on D such that 

11 f 11β:= 1/(0)1+ 11 f IIBく+∞ 1

where 11 f IIB:= sup(1 -lzI2) I!，(Z)I. The space Bαof D is definedもobe the space of analytic 
zεD 

functions 1 on D suchもhat
11 f IIsa:= 11(0)1+ 11 f IIBa < +∞， 

where 11 f IIB白:=sup(l一Iz12)α If'(z)l.Note that Bl is the Bloch space . 
zεD 

The little Bloch space Bo of D is defined to be the space of ana.lytic functions f on D such that 

(1 -lzI
2
) 1f'(z)1→o (Izl→1一)

The space sα，0 of D is defined to be the space of analytic functions f on D such that 

(1 -lzI
2
)α11'(z)1→o (Izl→1一)

Note that B1，o is the liもtleBloch space . 

Let X be Banach spaces and let T be a linear operator from X Into X. Then T is called to 

be bounded below on X if 11 T f 11三C11 f 11 for all f E X and positive constants C > O. 
For g analytic on D， the operatorsら，J.ゐ9are defined on the weighted Bloch space by the 

following: 

ら(1)(斗:=foz g((州 d(十肌川)(z):ニf六Og'似+肌 Mg州
If 9 (z) = z， then Jg is the integrat ion operator. If 9 (z) = log 占， t hen J 9 is the Cesaro operator. 

1n [6]， we also proved the following results : 

Theorem 1.1. The operator Jg is bounded on s if and only if 

up(1 -Iz12) ( logー」寸)Ig'(z)1 < +∞v 
zED ¥i一Izl“/

F
H
U
 

Q
d
 



and the operator Jg is compact on B if and onlyぜ

~im (1 -Iz12) (logーとτ)19'(z)1 = o. Izl→I-¥- I~I I ¥--0 1-lz12 J 

And letα> 1. Then the operator J9 is bounded on Ba if and only if 9 E B . And the ope凶 orJg 
is com pact on B，αif and only if 

~II?- (1-lzI2)1g'(z)1 = 0， 
Izl→1-

i.e. 9 E Bo・

And let 0く αく 1.Then the opera七orJ9 is bounded on Bαif and only if 9 εBα ・Andthe 
operator J9 is compact on Bαif and only if 

~~ (1 -lzI2)αIg'(z)1 = 0， 
Izl~l-

In [可， we also proved the following results : 

i.e. 9 E Bα，0・

Theorem 1.2. Letα> O. Then the operαtorらisbounded on B.αif and only if 

9 EH∞. 

And the operαtorらiscompαct on B.αif and only if 

9三 O

32. Integration operatorsら，Jg on the space B and Bα 

In this section， we study the integration operators on the space B and B.α・ Weshow the 
following results : 

Lemma 2.1. Let α> O. Let 1 E 80， Then there exist constants "11 > 0 ( independent 
01 f) such thαt 

1(1 -lzI
2
)α|ん )1-(1-1ω12)0.1!'(w)l!三1(1-lzI2)αf'(z) -(1ー|叫竹(切)I釘 1P(丸山)11 f IIs

cr 

for all 丸山 εDwith p(z，ω)三i

Theorem 2.2・ Letα> O. L向 beαηαηαlytic function on D. 1 f f町 somepositive 
constants r with r(三 ~)αnd some constantsε> 0， for eαch切 ED， the1'e existsαpoint Zw E D 
such thαt p(ゐ?切)< rαnd Ig(zω)1 > E， thenらisbσunded below∞Bα・

Theorem 2.3. Lei α>  O. Let 9 be αn analytic funciion on D. Suppose thαt Ia is 
bounded on B.α 1 f Ig is bounded below on Bco then f or some positive constαnts TMhT(21) 
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αnd sσme constantsε> 0， for eαch w E D， there exists a point zω 巴Dsuch that p(zw，w) < r 

αnd ¥g(zw}¥ >ι 

Lemma 2.4. Let α> l. Let f E 13α Then there exist canstants 13 > 0 ( independent 
of 1) such tf叫

| | f ( Z ) | ー | 川 _1  I く| 的 - 川 | く 'Y3Pバ仲仇(い仏川zム，
(い1一|いZl2内2り)1一α(1_lw¥2)lーαI-' 1(1 -Izl~ )l一α(1-1切1~)1ーα| 一

for all z，ωε D with p(z，ω)三i

In [9]， K.Zhu proved the following results : 

Lemma 2.5.([9， Proposition 7]) Let α> 1. F01' f E sα，the norm 

¥¥ f ¥¥ι:= ¥f(O)¥ + sup(l -Iz12)α1j'(z)1 

is equivalent to the norm 

zεD 

11 f ¥1:= sup(l -lzI2)α-llf(z)l. 
z εD 

i.e. for some canstαnt C1 > 0 ( indepeηdent of f E B.α)， 

会sup(l-Iz12)αーllf(z)1三If(O)¥+ sup(lー ¥ZI2)α1j'(z)1三C1叫 (1-Iz12)α-llf(z)1 
し;1zεD zεD zεD 

Theorem 2.6. Let α> 1. Let 9 be an anαlytic function on D. 1f for some positive 
ωnstαnts r with r(::; ~) and some constants E > 0， for each叩 ED， there existsαpoint ZwξD  
such thαt p(zω刈 )<r印刷トwZwl¥g'(zw}1>ε， then J 9 is bounded below on 13α 

Theorem 2.7. Let α> L Let 9 be αnanαlytic function on D. Suppose that supzED 11-
wzllg'(z)¥く∞ for any w E D. 1 f Jg is bounded beloωonBα， then for some positive constants 
r with r(く 1)ω someconstαηts E > 0， f町 eαchωε D，there existsαpoint zωε D such that 
p(ZVJ'切)く Tαnd11-wzωIlg'(zw)l>ε 

Lemma 2.8. Let 0く α<1. Let f E Bα・ Then there exist constants 15 > 0 ( 
independent 01 f) such thαt 

Ilf(z)¥ -¥f(切)11::;¥f(z) -f(切)1三γ5(1-Iz¥2)1一αp(丸山)11 f 118白

forαII z，wεD withρ(z，ω)5i 
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Theorem 2.9. Let 0 <α< 1. Let 9 be an analytic function on D. 1f for some 
positive constαnts r with r(三~) and some constαnts ~ > 0， f or eαchωεD， there ex'istsαpoint 
hξD  such that 

Theorem 2.10. Let 0 <α く1.Let 9 be an anαlytic function on D. Suppose that 
SUPzt=D Il-wzllg'(z)1く∞ faranyωε D. 1 f Jg is bounded beloωonBα， then for some positive 
constαT山 rwith r( < 1) and some constαT山 ε>0， far eαch w E D， there existsαpaint Zw E D 

such tl川 ρ(z仙刈 <γαndIl-wzω11g'(zw)1 > f 

Lemma 2.11. Let f E B. Then there exist constαnts ')'4 > 0 ( indepe吋 ent0 f f) such 
thαt 

|f(z)1 If(ω) 1 

log l-~zl; log l-fwl2 

for all z，切 ED with p(z，w)三j

く
|1 f 1113 

三γ4ρ(z，切)E-2
lUsτ同す

Theorem 2.12. Let 9 be an analytic function on D. 1f for some positive constαnts 
Tωith r(壬~) and 80行犯 constants~ > 0， far eαchωε D，tI町 eexistsαpoint Zw E D such that 
P(ZWl凹)く十αnd11 -wZwllg'(zω)1 >民 thenJg is bounded beloωon s. 

Theorem 2.13. Let 9 be an analytic function on D. Suppose thαt sUPzξDll -
wzlαIg'(z)1 <∞f01' any.w E D. lf Jg is bounded below on so， then far some positive constants 
r with r( < 1) and some c仰 stαηtsE > 0， for eachωE D， there existsαpoint ZwξD such that 
p(zw，ω) < rαnd 11 -wzwl Ig'(zw) I > f 
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lnvariant Subspaces And Hankel Type Operators 

On A Bergman Space 

Takahiko Nakazi 

(Hokkaido University) 

Tomoko Osawa 

(Asahikawa National College ofTechnology) 

Abstract 

Let L2 = L2(D，rdrdOjπ) be the Lebesgue space on the opeh unit disc D and let L~ = L2 n 
Hol(D) be a Bergman space on D. In this paper， we are Interested in a closed subspace .4 of 
L 2 which is invariant under the mu1tip1ication by the coordinate function z， and a Hankel type 
operator from L~ to ..ot.l. 1加npa剖d巾巾iに削C口印u叫山11凶a訂r，W附es則tu凶l(吻E
nol exist a宣nit也er担1武kHaru曲k句elt貯ypeoperator excep戸ta zero operat旬or. . 

DをEにおける関円板)Hol(D)をD上の正則な関数から成る集合とする.dμ=rdrdθ/π

とし L2=L2(D，d，μ)はルベーグ空間である DJ:.のパーグマン空間L:とは，L~ =L2nHol(D) 
と定義される.LiはL2の閉部分空間である..AをL2の関部分空間，かっ，z.At c ...otを満た
すときヲ d は不変部分空間と呼ばれる.伊 EL

oo 
= L∞(D，dμ)に対して，ハンケルタイプ作用素

とは，

H~Æ f= (l_p41) (ψf) (1 ε L~) 

と定義する.pJiIは L2から d への正射影である.d=L:のとき，HfはBigハンケル作用

素，イ=(zL~)ょのとき， fff は Small ハンケノレ作用素と呼ばれるそして，出ι (zL~)
上

のとき，Hfは中間ハンケル作用素と呼ばれる
我々の論文 [4]では， 0を除く有限階Bigハンケル作用素が存在しないことと， 0でない

有限階Smallハンケル作用素がたくさん存在することを注意した.[4， Theo陀 m3.2]では，0を除

く有限階中間ハンケル作用素が存在しない必要かつ十分条件も導いた. 本講演(参照 [5])で
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は， 0を除く有限階ハンケルタイプ作用素が存在し如、必要かつ十分条件を，A/のことばで与

える.すなわち，.41が weaklydivisibleであることを示している.

園川L2における不変部分空間とする fEA/と，ある aEDとある位0に対
してIJ(z) I三rlz-aIならばf(z)= (z -a)g(z)でμdとなるとき，.4/がweaklydivisibleで

あるという.

匡~.4を L2 における不変部分空間とする 0 を除く有限階ハンケルタイプ作用素

が存在し如、必要かつ十分条件は，.4/がweaklydivisibleとなることである.

定理1より)weakly divisibleな不変部分空間を研究することは興味あることである.

fE L;に対して，Z(f) = {a E D;J(α) = O}とする.また， GE L3に対して， Z(G) = 

n{Z(f); f E G}とする. 1三p三∞に対して，EがDにおける開集合のとき，H;は，Eで正則

となる LPに属する関数の全体とする.

医I!21.41を山こおける不変部分空間とする
(1).4/nL∞CHOOかっZ(.4nL∞)=0ならば，.41はweaklydivisibleである

(2)ある開集合Eに対して，.41円L∞=HEならば，.41はweaklydivisibleである.

(3) JltnL回=(0)ならば，.4/はweaklydivisibleである

回 d をιにおける不変部分空間とする...1/ñ~ weakly divisible -Cある必要かつ十
分条件は，.41円L∞=(0)またはZ(.4/nL∞)二日となることである

困ィをL2附ける不変部分空間とする

(1).41 c L~ と dimL~/.A く∞ならば，...1/は weaklydivisibleではない

(2) .æヨ Li と dim.4l/L~ く∞ならば，.41は weaklydivisibleである

系2の(2 )でJ42Liかつdim.41/L~ く∞ならば，実際はd=L:となる.

官
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定理1で有限階・ハンケノレタイプ作用素を，コンパク卜・ハンケルタイプ作用素とするこ

とはできない.何故なら，零でないコンパクト・ハンケルタイプ作用素がたとえ.A= L~ (即

ちBigハンケル作用素)でも存在するからである.

我々は全てのweaklydivisibleな不変部分空間を決定できなかった.よってweaklydivisible 

な不変部分空間を全て描くことが今後の課題である.

Ljに含まれる不変部分空間の研究の進歩は著しく，多くの重要な結果が知られる様に

なった.しかしLiに含まれないものについてはHardy空間H2の場合とは異なり，ほとんど知
られていない.この研究はその最初のものとなる事を期待して始められた，

本講演の内容はReference[5]の一部である.
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On weight functions and norms of some 
singular integral operators 

Takanori Yamamoto 
(Hokkai-Gakuen U niversity) 

Abstract. In the previous paper， for L∞functions α，b and a positive L1 function ω， we 

gave the necessary and sufficient condition of the boundedness of singular integraI operators 

aP+ + bP_ in the weighted norm of L2(刈， where P+ is an組 alyticprojection and P_ is a 
co-analytic projection. In this paper， we show that ifαb is an inner function， then there are 

rnany weight functions w such that αP+ + bP_ is an unbounded operator which is bounded 
below in the weigh旬dnorrn of L2(切).

序文

mは単位円周 T上の正規化された Lebe昭 le測度j?とする。 a，bE L∞=L∞(m)は |α-bl> 0 
a.e.を満たしているとする。荷重関数切はωε L1= Ll(m)であり，切>0 a.e.を満たして
いるとするn 特異積分作用素 Sを Cauchyの主値積分により

r I(z) 
(Sj)(() =ーl一一τ

πZ JT zーら

と定義する。ただし， (E T とし，1 E L1とする。 Riesz射影P+とPーを P+=今互，P-=令立
と定義する。また，jの共役調和関数fをj= -i(S 1 -j(O))と定義する。ただし， 1(0)日
fの O番目の Fourier係数を表す。 L2(ω)ノノレムを

11ル=11/11内)= (ん|山m)'/2 
と定義する o W が Muckenhouptの(A2)条件を満たすことと，実数値関数民vEL∞， Ilvll∞く
π/2が存在して ω=仰い+ii)と書けることは同値で、あることが知られている ([1]， p.39)。こ
のような ωの表示を Helson-Szego型の表示と呼ぶことにする。正の数 M，Nについて，荷重
関数ωの集合:

九時

CN(い)= 1 w E L1 ; W > 0 a.e.， ，jpf. II(αP+ + bP-)fllω 三 N~l . 11/11凶 =111'¥. I~ tlUI  -_.  

を考える。 BM(α，b)が空集合でないときは， rnax(1α1， Ibl)三 Ma.e.が成り立ち，C
N
(α， b)が空

集合でないときは， rnin(1α1， Ibl)三Na.e.が成り立つ。しかし，逆が成り立っとは限らない。
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BM(α， b)を調べることにより， αP++bP.ーが L2(ω)上の有界作用素になるような ωを作用素ノ

ルム 11αP++bP_11を用いて表すことができる。また，CN(a， b)を調べることにより， αP++bPー

がL2(ω)上の有界作用素であり，かつ有界な逆作用素 (αP+十bP_)-lをもつような切を作用素

ノルム 11(αP++bP_)-ll1を用いて表すことができる。そのときは， infllfll1U=ll1(aP+ + bP-)flい=
II(αP+ + bP_)-111-1が成り立つ。 Widom-Devinatzの定理より， 1α1 = 1 a.e.のき，CN(α，1)が
定数を含むような OくNく1が存在するための必要十分条件は dist(α，H∞)く 1である。切が

(A2)条件を満たすとき， Hunt-Muckenhoupもの定理より，P+，Pーは L2(切)上の有界作用素に

なるから， αP++bPーも有界作用素になる。このとき， αP++Pーの L2(ω)における可逆性と

Toeplitz作用素九の H2(ω)における可逆性は同値であり，そのような関数αとωの条件は，

Rochberg-Simonenkoの定理として知られている ([1]， p.216， [4]， [8])。

Nakazi [4]により，加が (A2)条件を満たすとき， αP++bPーの L2(切)における下への有界

性については知られている口以下の問題 1，2においては，切が (A2)条件を満たすという条件

は付いていない。以下の定理l.A，l.Bと定理 2.A，2.Bは2つの集合BM(α，b)，CN(α，b)の似て

いるところを表しているが，定理l.Cと定理 2.Cは2つの集合の異なっているところを表して

いる。 Cotlar-Sadosky[2]は M さ1のとき，次の (1)~ (3)が同値であることを示した。

(1) w E BM(1， -1). 

(2)叫が存在同ω-hl2 ~ (1-(治)νa.e
(3)実数値関数 v，uE L∞が存在して ω=仰(叶v+ con叫 Ilvll∞55-min(株)，
lul三ωsh-1(年cosv) a.eただし，

cosh-1 X = log(x + vx亡 1).
ゆが定数であり |αbl= 1を満たすときは，BM(α，b) = C1/M(α， b)が成り立つから，次は同値
である。

、‘.，，，
唱
E
A

j
'
E

・、
11 (αP+ + bP-)fllw三Mllfll的 (fora11 f). 

(2) 11同十bP-)fll山寸11ル (forall f) 
よって，abが定数であり |αbl= 1を満たすときは， αP+十bP.ーの L2(也)における片側有界性
と両側有界性は同値になる。定理 2.Cにより， αP++bPーが両側有界にならない切もたくさ

んあることがわかる。 αP++ bP.ーが L2(ω)で下に有界であるが，上には有界でない例として，
ω(z) = Iz -112は (A2)条件を満たさないが，次のように zP++Pーは L2(ω)で下に有界で
ある:

11同 +P_)似

すなわち，叩 EC1j../2(z， 1). 

証明 11(zP+ + P-)fll! = IIP+fll! + IIP-fl広三~lI fll!.
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もう一つの例として， 0く N く 1のとき，

切(z)= 1品 l'
は(A2)条件を満たさないが，次のように zP+十Pーは L2(ω)で下に有界である:

II(zp+ + P-)fllωどNllfllw，(for all !)， 

すなわち， ωε CN(Z，1). 
証明 II(zp++ P-)fll! -N211fll! = IIP+fll[1-N2)w + IIP-fll(1-N2)切さO.
最初の等号を示すために，次を使う。

2¥ 1 z -1 12 一(1-z)2 
(z -N
2
)ω= (z -N"1.)仁訓-1-N2Z 

2つの例において，切ー1tj L1であるから，定理 2.Cの証明と同様に，上には有界でないこと

が示される。定理 2.Cは， 2番目の例の一般化になっている。

問題 1

与えられた正の数M と関数民bE L∞に対し，加を BM(α)b)のHelson-Szego型の表示を求め

る問題を考える。
I(α-b)MI 

dM(α1 b) = I \~ï:ヮ|
|αb-M21 

と定める。 BM(α，b)i=日のときは， max(1α1， Ibl) ::; M a.e.が成り立つから，IdM(α1 b)1 ::; 1 a.e. 
が成り立つO 以下の定理l.Aは [5]による。定理l.Bは後の定理 2.Bと同様に [9]の結果を使

うと簡単に導かれる。定理l.C([6])は簡単に証明できる事実であるが，定理 2.C(主定理)と

比較するために書いておく。

|定理l.A1([5]) Iα -bl > 0 a.e.， max(1α1，lbl)三M a.e.) lab -M21 > 0 a.e.とする。実数値
L∞関数 Sが存在して，

ab-M2 
1αb -M21w exp(s) E L¥ exp(is) = 

lab -M21 

が成り立っているとする。このとき，叩 EBM(α， b)となるための必要十分条件は，実数値関数

vEL∞，包が存在して

ω=一一一-;-;-exp( u + ii -s十 const.)a.e.， |α_ bl ---r¥- ，- ~ I ~~'V~V'I 

Ivl斗-arcsin d a.e" lul三cosh吋乎)a.eである。ただし d=dM(い)とする。

F
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|定理l.BI([9]) Iα-bl > 0 a.e.， max(1α1， Ibl)壬 M a e ，ld-M2|〉 Oae.とする。このと
き， ωEBM(α， b)となるための必要十分条件は.inner関数Qと実数値関数 tE L¥v εL∞?包
が存在して

αb-M2 
ω=一一exp(u+ v + t) a.e.， 1"  -~:，) I = Q仰 (ii)a.e.， 
1α-bl ・サ |αb-M21 

Ivl斗-arcsIn d a.e.， lul三cosh吋乎)a.e であるα ただし，d = dM(い)とする。

|定理l.C1([6]) 1α-bl > 0 a.e.， max(1α1，lbl)三 M a.e. とし • ab E H∞， ab i= M2とする。こ
のとき，次の (1)~ (3) は同値である。ただし • d = dM(α， b)とする。
(1)ωε BM(α， b). 
(2) k E H1が存在して |ω_kl2三(1-d

2
)ω2 a.e. 

(3)実数値関数 vEL∞，uが存在して ω=d-1 exp (u + v + coηst.) a.e・?
Ivl斗-arcsin d a.e.，匂1~ cosh-1 (乎)a.e 

問題 2

次に，与えられた正の数 N と関数民bεL∞に対し，回巴 CN(α，b)の Helson-Szego型の表示

を求める問題を考える。
I(α -b)NI 

dN(a， b) = I ー ~I
|αb-N21 

と定める。 CN(α，b)チ砂のときは， min(1α1，lbl)三Na.e.が成り立つから，IdN(α，b)1 ~ 1 a.e. 
が成り立つO 以下の定理 2.Aは定理l.Aと同様に証明できる。定理 2.Bは [9]の結果を使う

と簡単に導かれる。定理 2.Cが主定理であるじ

(1)必ニN2のときは，任意の切 EL1，切>0 a.e.について切εCN(α，b)となる。
(2)α8がN2とは異なる定数のとき，w E CN(a，b)となるための必要十分条件は，実数値関数
vEL∞，uが存在して

1 
U 二一一一一exp(u+ v + const.) a.e. |α_ bl---r，-， v ， ~_'~~~'I 

Ivl ::; ~ -arcsin d a.e.，包|三∞sh-1(乎)a.e である。 ただし，d=山(α，b)とする。この
ことは，以下の定理 2.Aまたは 2.Bを用いて証明できるが，直接証明することもできる。

(1)と(2)より，ぬが定数のときは， Helson-Szego型の表示は簡単であることがわかった。 αる
が定数でなくても • abが inner関数であり，

間 1

2

W E L
1 

ならばI Helson-Szego型の表示は以下の定理 2.C(主定理)のように簡単になる。
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|定理 2.AIN>0， Iα-bl > 0 a.e.， min(1α1， Ibl)三 Nae，id-N2|>Oa1とし，実数値関
数 SεL∞が存在して，

αb-N2 
lab -N21w exp(s)εL13expos)=ld-N2la.e. 

が成り立っているとする。このとき， ωε CN(α，b)となるための必要十分条件は，実数値関数

U εL∞，uが存在して

ω=一一一ーはp(u+'U -S 十const.)a.e.) |α_ bl---r，-• --. -_._-， 

Ivl汀-arcsin d a.e.， lul三∞sh-1(乎)a.eである。ただし，d = dN(い)とする。

|定理2.BI N>  0， Iα-bl > 0 a.e.， rnin(1α1，lbl)三 Nu.M-N2|>OM.とする。このと
き， ωε CN(α，b)となるための必要十分条件は， inner関数Qと実数値関数 tE Ll， v εLベu
が存在して

るすと'o 

e
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証明 [9]と同様に， ωε CN(α，b)の必要十分条件は inner関数Qと実数値関数toE LI， v ε 
L∞，UoεL1が存在して

αb-N2 
w = I_L -l¥T?1 exp(包0+'U + tO) a.e ー =Q exp(itO) a.e.， |αb _ N21 ~'~J:'\ ~U I ~ I WUI ~.~.， αb-N21 

Iv I < ~ -arcsin d a.e.， ~euo + e-uo :S; 2 cos v a.e.を満たすことである。この事実を使うと，
容易に証明できるの

|定理 2.CI(主定理) 0く N三1，Iα-bl > 0 a.e・， min(1α1，lbl)三Na.e.とするo abは定数で
ない inner関数とし，切N を

N=lU12 
αb -1 I 

と定め，切N E Llとする。このとき，もし N=1-1ならば ω-1(j. L1であり， αP++bPーは

L2(ω)上の非有界作用素である。更に，このような条件を満たす切について，次の (1)--(3) 
は同値である。ただし， d = dN(α， b)とするq
(1)切巴 CN(α，b). 

(2) k E H1が存在して IWN-kl2三(1-d?)w'jy a.e. 
(3)実数値関数 vELペ包が存在して

|αb -112 、
V21 exp(u + v + const.) a.e. 

Ivl :S; ~ -arcsir 
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証明 oく N< 1のとき αP++bPーは L2(W)上の有界作用素であると仮定する。よって，
(αP+ + bP_) -bl = (α-b)P+も有界作用素となる。よって，ある正の数M が存在して

II(α-b)P+fllω 三Mllfll山 (forall f). 

|α -bl2ω> 0 a.e.であるから， Koosisの定理 [3]より， ω-1ε L1となる。よって，

山ん戸i叫!日~Iι(ん|日h)/2(んが}'/2 く∞
0くN く lより， lab-11ー1E L1.これは dが定数でない inner関数としづ前提条件に矛盾す
るの (1)"-' (3)の同値性は Cotlar-Sadoskyのリフティング定理を用いて証明できる。
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Interpolation Problem For e1 And An F-space 

By 

Takahiko Nakazi (Hokkaido University) 

Abstract. Let B be an F-space and B~ the uni七ballof the dual space. A 
sequence (仇)in B; is called e1-interpolating if for every sequence (wn) in fl there exists 
an element f in B such that仇(f)=ωn for all n. 1n order to study an interpolation 
problem for e1， we introduce two quantities Pn and rrσ(恥れ).For arbitrary Banach 

k=fiη 

space， we show thaも(仇)isan fl-interPolating sequence if and only if bfpn〉 0.When

(仇)is embeded in the open unit disc in the complex plane， we show that (仇)is an e1_ 
interpdating sequence if and only if iRf Hu(札仇)> 0， for a Hardy space HP(D) (1三

kヲ正η

p三∞)and the Smirnov class N+(D). 

Bはinvariantrnetric dをもっF-spaceとする。即ち、 dはd(f+h，9+h)= d(f，g) 
を満たすmetricである。(仇)は B;= {ゆ εBtj 11ゆ11三1}のdisもinctpointsのin五nite
sequenceとする。 tは fJ∞の部分集合で、 F-spaceとする。
f εBに対して Tf= (仇(f))と定義すると、 TはBから fJ∞の中への線形写

像である。 我々 は、 TBコtとなる(仇)はどんなB;のsequenceかに興味がある。 こ
のとき、(仇)は t-interpolationsequenceと呼ばれる。これは、任意の (ωπ)εtに対し
て、仇(f)=ωn (nどりとなる fE Bが存在することを意味する。
与えられた Bについて、自然な fが存在すると思われるが、この講演では主と

して Pを考える。

J = {fεB ; 1 = 0 on (仇)}、
Jk = {f E B ; 1 = 0 on (仇)吋k}、
Pk = sup{1仇(1)1 ; 1 E Jk1 d(I，O)三1}

とすると、 Pk> 0宇=今 JkcJ宇=♂ fkE B S.t.仇(ん)= O，叫 oゆ，ψεBfに対して
戸

σ(仇ψ)= sup{1ゆ(f)1 ;ψ(f) = 0， J εB} 

とするとき、 infnrr a(九州>0のとき(仇)は uniformlysepa凶 edsequenceと呼ば
k=fin 

れる。

-109-



問題Eについても、 Oくpくlのときの HP(D)と I{(D)に対して解くこと
ができなかったが、 HP(D)については、 fP-interpolatingsequenceである必要十分条件は
i日fIIσ(仇 3仇)> 0であることを(仇)ζDのときに示すことができた。これはV.Kabaila
k;fin 

の結果の別証明を与えている。また l~p く∞に対する I{ (D) について、 (仇)c Dの
ときに、もし i~f IIσ(仇，仇)> 0ならばf1-interpolatingsequenceとなることを示すこ

k;fin 

とができた。逆に f1-interpolatingsequence ならば i~f IIσ(仇?仇)> 0となることを示
k;fin 

すことができた。

考えてきた様々の空間について、次の包含関係、がある。

H∞C H2 C H1 c }!P (0くp< 1) C N+かっ HPC L~ (0くp三∞)
である。
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直面
(仇)c B:に対して、次の2つの問題は自然である口
( 1 ) fl-intE:~rpolation sequenceである必要十分条件は infn Pn > 0であること

を示せ。

(n) f1-interpolation sequenceである必要十分条件は uniformlyseparated se-
quence，即ち、 infnIIσ(札仇)> 0であることを示せロ

k:f.n 

置亘
問題Iを、 T.Nakazi [4]は2002年に、 Bが関数環かつ(仇)が Bの極大イ

デアル空間に属するとき、解いた。

問題Hについては、 Hardy空間 HP(D)のとき、(仇)が次の場合に解かれている。
ここで、 Dは単位円板、 (αn)c D、仇(j)= j(αn)!γ(αn)かつγ(απ)= sup{! j(αn) ! ; j ε 
B， d(j， 0) ::; 1}である。 p=lのとき、 H.S.ShapiroとA.L.Shields[5] が1961年に

解いた。 p=∞のときは、 1971年に A.K.Snyderが、 1くpく∞のときは、 199 
8年に O.Hatori[2]がそれぞれ解いた臼このとき、

pn=2if二二ト耳σ(い)
(L.Carlesonによる)が知られているので、問題 Iも自動的に解いている。

軍習
問題Iについて、我々は任意の Banach空間で解くことができる。また Smirnov

class N+(D)のとき、(仇)仁 Dのとき、 Banach空間ではないが解くことができる。
問題Eについて、 Hardy空間 HP(D)(1 ::; P三∞)は Banach空間であるから、

問題 Iが解けているので、歴史の所で注意した L.Carlesonの結果から明らかである。
Smirov class N + (D)についても問題Iを用いて解くことができる。
HP(D) (1三p三∞)については問題Hの解答は知られていたわけだが、問題I

の解答(全く一般的な抽象的な定理)から、 L.Carlesonの結果から直ちに導けたことは少

し意味があると思う。 N+(D)はHP(D)(0くp三∞)と異なり、補問問題は未解決であ
るから、 flについての補問問題であるが完全に解けたことは意味があると思われる。

理雪
問題Iについて、 Oくpく1のときの Hardy空間 HP(D)とBergman空間14.(D)

はF-空間であるが、 Banach空間ではないので解くことができなかった。しかし、我々は
fP-interpolating sequence である必要十分条件は i~fpn > 0を一般の(仇)について示すこ

n 

とができた。


