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反応ー拡散方程式の大域解と爆発解について

梅田典晃

1 はじめに

講演者は反応-拡散方程式及び反応-拡散系の初期値問題

( 向い一一=斗叫Aω山山川u叶川+村州fバ(いz
匂(x，O)=包O(x)， 

XERd，t>O，UERN， 

x E Rd 
(IVP) 

の非11の附Jについて研究してきた。反応ー拡欣方科式の伽Jの不動は、イヒヤ反応における物flの礼l
度変化や、数理生態学における個体数の変動など、さまざまな反応ー拡散現象を表す。初期値問

題 (IVP)は上記の反応-拡散方程式を初期値問題でとして表現するものであり、そこで、有限時

間での解の爆発(爆発の定義については、 2.の方で記述する)や時間大域解の存在などが研究さ

れてきた。この分野の研究は 1966年のFujita[6]の研究から始まり、今まで多くの人々によって

様々な研究が行われており、現在でも盛んに研究されている。(IVP)において、解 U(x，t)は場

所z、時間 tにおける、物質の温度や、生物の集団の個体数などを表現する。また、 Utは解の時

|川変化率、ムuは、方f，!式の拡J波町i、UO(x)は方f，¥式の初JUHII'(、非線形町if(x，t，u)は方f，¥式の反
応項という。また、次元数d>lとする。

また、複数の物質等の相互作用を考察する時に、解などをベクトルの形にして、方程式 (IVP)

が連立方程式の形で表現されるとき、 (IVP)は反応-拡散系と呼ぶ。ここで、 N 三1は、物

質等の種類の数として表現される。との時、解、初期値、非線形項は当然ベクトル U(x，t)二

(UJ(x， t)， U2(‘x， t).. .UN(X， t))、'UO(x，t) = (Ul，O(X， t)，旬。(x，t).. .UNo(ιt) )、f(x，t，u)
ニ (h(x，t，u)うん(x，t， u)，.. .JN(X， t， U))のような形で表される。また、旬、旬、 fは任意の整数 i
に対して、

UN+i二 Ui， UN+i，O = Ui，O， fN+i =λ 

を泊たすものとする。

特に講演者は非線形項が fdu)= 'U立1で、解が非負の場合において研究を行ってきた。方程
式 (IVP)はこの場合

((ui)tニム川1
Ui(X， 0) = Ui，O(X)， 

Z εRd，t>O，i εN* = {l， 2，.. .N}， 
z εRd， i E N本?

(IVP2) 

と表される。ここで、非線形項の指数Pi> 0、初期値(叫)0を非負の有界連続関数とする。当然、
非線形項の指数Piに対して、 PN+iニ Piが成り立つとする。

問題(IVP2)は少なくとも時聞に対して局所的に非負で、有界な解を持っている。与えられる初

期値切に対して、 T*= T*(uo)を解の存在時間とする。もし、 Tホ=∞ならば解は大域的とい

う口もう一方で、 T布く∞とし、 limSUPt→T・Ilui(t)11∞=∞となるような iεN場が存在するな
らば、解は有限時間で爆発するという。



また、 αtを

α 2(1 + Pi + PiPi+l +・・・+PiPi+l・・・Pi+M-2) 
PIP2・・・PN-1 

のようにおく。乙の向は N=2のとき、

α1二 2(1+ Pl) 
PIP2 -1 I 
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となる口ここで、講演者は、過去に次のような結果を出した。

1. PIP2・・・PN三1のときWrは大域的である。しかし、 1'[別でない(叫手 0)WI~はイj 界で、はない。

2.任意の tに対して、 PIP2・・・PN>1で、 maXiεN・{αdどdの時、 (1)の任意の自明で無い
解は有限時間で爆発する。

3.任以の iに対して、 PIP2...PN > 1で、 maXiEN*{αdくdの町、 (1)において大域的でな
い解と大域的な解の両方が存在する。特に Piと1の時、次のように分かれる。

( a)ある iが存在し、 α>αtになるような引に対して、初期値 Ui，Oが liminf1xl→∞ 
IxlaUi，OくOを満たすならば、任意の(L)の解は有限時間で爆発する。

(b)任意の iに対し、引く αiになるような引に対して、初期値 Ui，Oが limsUPlxl→∞ 
IxlaUi，O >∞を尚たすならば、初WJ{j!'(の大きさによって解が大域的にむ在するI必合と
有限時間で爆発する場合に分かれる。特に、解が大域的になるとき、解は有界である

場合しか分かっていない。

4.任意の iに対して、約三 lで、 PIP2.. . PN > 1の時、解は一意的である。

5.任意の i~こ対して、 Pi く 1 (当然，PIP2・・・PNく1)で、 Uo手の時、解は一意的である。

6. PIP2・・・PNく1で、 Uo三 Oの時、解は一意的ではない。

さらに、(lVP2)の非線形項を拡張した方程式

(ルムu+12111
Ui(ム0)= Ui，O (x) ， 

Z εRd，t> O，i εNヘ
Z εRdTi εN*? 

(lVP3) 

も扱っている口町は O三σiくd(Piー 1)UεNっとする。ただし、 Pi= 1のときは町二 Oとす
る。当然、整数 iに対して σN+i-σiとする。

また、 αiを前頁で定義したもの、んを

ム-m+piσi+l + PiPi+lσi+2 +・・・+PiPi+l・・・Pi+N-2σi+N-l-
PIP2・・・PN-1 

と置く。なお、 N二2のときんは

6σ1  + Plσ2 
， ， 

PIP2 -1 I 
d? =σ2 + P2σ1 -

PIP2 -1 I 

となる。ここで、講演者は次の結果を出した。
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1.任J斗の i~こ対して、 Pi ど 1 で、 PIP2 ・・・ PN > 1で、 maXiEN"{αi+ん}三 dのHJ:、(1 )の任
意の自明で無い解は、有限時間で爆発する。

2.任意の iに対して、 Piど1で、 PIP2・・.PN>1で、 maXiεN傘{αi+ん}く dの時、 (1)にお

いて大域的でない解と大域的な解の両方が存在し、次のように分かれる。

(a)ある iが存在し、引く αi+んになるような叫に対して、初期値 1Li，Oがliminf1xl→∞ 
Ixlα1Li，O > 0を満たすならば、任意の (1)の解は有限時間で爆発する。

(b)任意の iに対し、向 >αi+んになるような引に対して、初期値1Li，OがlimsUPlxl→∞ 

Ixlα叫，0く∞を満たすならば、初期値の大きさによって解が大域的に存在する場合と

有限時間で爆発する場合に分かれる。特に、解が大域的になるとき、解は有界である

場合しか分かっていない。

2 歴史

先に述べたとおり、この分野の研究は 1966年の Fujitaの研究から始まっている。ここでは、

先に述べた講演者の結果に即して紹介する。 Pi(Nニ lの場合は pと表す。)は先ほど述べた通

り、非線形項の指数である。

始めに PIP2・・・PN>1の場合を述べる。 Nニ 1の場合は、 p>1とする。

この研究の始まりとして、 N= 1の場合において 1966年の Fujitaは

1. 1くpく1+ 2/dの時、非自明な解(-u手0となる解)は有限時間で爆発する。

2. p> 1+2/d の町、折数減以し、以大111'(が十分小さい初J~HIWこ対して、伽'は8Sll'J大域的に介

在する。

ということを証明した。その後、 Hayakawa[8](1973)、Kobayashi-Sirano-Tanaka[11] (1977)、

¥tVeissler[22] (1978)らの研究によって、 P= 1 + 2/d においても、非 1'[ 町jな f~:(:がイi限 8S:II'J で J以

発することが証明されている。ここで、この pニ 1+ 2/dを“Fujitaexponent"または“五rst

cutoff"と呼ぶことにする。その後、 1992年に、 Lee-Ni[12]によって、 p>1+2/dにおける、解

の似允と大域W(のイj在に対する、初!9HII'(の条件について研究した。そこで、彼らは下"己の車Ili*を
出している。

1.もし、ある VO> 0と十分に大きいC= C(p， VO) > 0に対して、初期値が 1LO(x)三Ce-voIX[2
を満たすとき、(IVP2)の任意の解は有限時間で爆発する。

2.もし、 αく2/(p-1)を満たす αに対して、 11(1+ジ)α/21L011∞く Oを満たすならば、 (TVP2)
の任意の解は有限時間で爆発する。

3.もし、 α>2/(p-1)を満たす αに対して、 11(1+:ρ)α/21L011∞が十分に小さければ、 (TVP2)
の任意の解は時間大域的になる。
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次に N=2のt幼合を料介する。 1991年に EscobedかHerrero[3]によって、“五rstcutoff"の系，Ii*

が出ている。彼らの結果を下記に記す。この場合、 α1、α2は
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αヲ P2十1.-
PIP2 -1 

と表される。

1. min{α1的}三 d/2の時、非自明な解 (u手0となる解)は有限時間で爆発する。

2. min{α1α2}くd/2の時、指数減表し、最大値が十分小さい初期値に対して、解は時間大域

的に存在する。

さらに、 1998年に Mochizuki[13]によって、“secondcutoff"の結果が出ている。また、 N三3の

以合について凡てみると、 Rendawowicz(1998)[15](N = 3)、[ド16同](Nど4め)が E臥sc∞ob悦edωO目-H長feI町rre
の結果の拡張を行つている口また、講演者 (Umeda)[19]によって、 Mochizukiの結果を N ど3

の場合に拡張している。

次に PIP2・・・PN三2の場合を述べる。こちらは最初、 1986""'87年に Aguire-Escobede[l]に

よって、 N= 1の場合で解の時間大域性、一意性、非一意性を証明している。その後、 1991年
に Escobedo・Herreroが N= 2の場合でこれらの車lli泌を拡似している。さらに 1998年、 2000

年に Rendawowicz前述と同じ論文で、 N>3の場合で解の大域性を証明している。 2003年に、

講演者 [20]が、同じ N三3で Rendawowiczと違う方法で解の大域性老証明し、さらに解の一

ぷ性、非一以性をl証明している。

最後に、非線形項fが Zやtにも従属する場合等、上記の場合で表せない場合で研究している
論文を紹介する。ここでは、非線形項の形と、該当する論文だけを紹介する。 N= 1でJ(xぅt，u) = 
Ixlσ の場合に、 Bandle-Levine[2](1989)、Hamada[7](1995)、Pinsky[14](1997)らによって研究を

行われてきた。また N=2の場合に Uda[18](1995)が五(x，t，包)= tq， 1L立1、Huang-Mochizuki[9]
(1998)が五(x，t， u) = IxlO"'u弘1、K阻(ira加n吟 Qaf:色saω机O肌Ulι川i[ド10叫](ρ2002)カが1λ刈(x，t，包叫)= I川Z刈|σBt~?立九↓い1の場合
で、行つて!しいJハ"'1たとoさらに N 三3の場合に講演者 [21]が fi(X，t，包)= I刈σeuZIの場合に行って
いる。また、非線形項が解の掛け算の形(仏λ(作包)=u??eh，1u4d:?2'(2¥...pお'川ぺN勺)になつている場合として、
Esc∞ob悦edωo-Lev刊V吋ln吋5](1995)カが"'N = 2の場合で、 Rendawowicz(2000)[17]が N三3の場合で、
自rstcutoffについての研究を行っていた。

3 既知の結果

とのJ{，~~iiでは、一掃やさしい場合 (f(x ，t， u) = uP、N=1)について与える。方f，¥式は

(一+川
u ( x ， 0) = Uo ( x ) ， 

Z ξRd， t > 0ヲuεRN，
Z ξ Rd 

、、‘
... ，，，
 

+晶T
，，S
E
E

‘、

とする。ととで、非線形rúの指数は p>O で、初!~HlI'l~j: 3 ド i'l のイ 1・界辿統IVJ数とする。この方f，\式

(キ)の解の時間大域性や爆発について、次のことが分かつている。

定理l.p三1の時、(本)の解は時間大域的である。但し、有界ではない。
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定理2. 1 く p :S l+2/d の町、(*)のWI~はイj 限B!J'H'J で似允する。

定理3.p> 1 + 2/dの時、(牢)の解は初期値の形によって次のように分かれる。

(a)もし、初期値がある Vo>0と、十分に大きい C= C(p，vo) > 0に対して uo(x)三Ce-volxl2
を満たしているならば、(ヰ)の任意の解は有限時間で爆発する。

(b)もし、初期値が αく2/(p-1)をみたす αに対して、 liminflxl→∞ Ilxlauo(x)1> 0を満たす
とき、い)の任意の解は有限時間で爆発する。

(c)もし、初期値がα>2/(p -1)をみたす αに対して、 supl(x2+1)α/2uo(x)1が十分小さい時、

(牢)の任意の解は時間大域的に存在し、かつ有界になる。

本講演では、これらの定理の証明を行なった。但し、先に述べた論文を参照すれば証明が書い

であるので、とこでは約略する。

4 レポート問題

以下の問題は、講演後のレポート問題として出したものである。

初期値問題

(ドム旬刊
Vt =ムυ+14h
u ( x， 0) = Uo ( x ) ， υ(x， 0) =υo(x )， 

Z εRd，t> 0， 
XERd，t>Oう

z εRR 
R
 

の非負の解を考える。ここで、 dを次元数、初期値旬、 υ。は非負の有界連続関数、非線形項の

指数を p>O、q>uとする。この時 dニ 1としたとき、 pq-平面(但し、 pとqは正の部分だけ

とする)上に次の3つの場所を図示せよ。

1. (R)の解は大域的であるが、自明でない解は有界ではない。

2. (R)の任意の自明で無い解は、有限時間で爆発する。

3. (R)の任ぷの1'[別で無い併は、初!UHlI'(によってWIJが大域的に介在する似合とイf限時IIUで、以
発する場合に分かれる。
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