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Approximate Solutions of Equations 

by Using Reproducing Kernel Theory and Tikhonov 

Regularization 

(再生核と Tikhonovの正期化法を用いた

方程式の近似解法)

S. Saitoh and T. Matsuura (Gunma University) 

(群馬大学工学部 斎藤三郎? 松浦勉)

e-mail address:ssaitoh@math.sci.gunmか u.ac.jp

1 Introduction 

In my talk， 1 will present prototype examples with figures of the general theory in 
this abstract based on [9，10]. At first， we recall a fundamental theorem for the best 
approximation by the functions in a reproducing kernel Hilbert space (RKHS) based 
on [1，3，8]. 
Let E be an arbitrary set， and let HK be a RKHS admitting the reproducing kernel 
K(p， q) on E. For any Hilbert space冗 we日rstconsider a bounded linear operator 
L from HK into 冗.Then， we shall consider the best approximate problem 

Jf l|Lf-di|χ 
HK 

for a member d of冗.Then， we have 

(1.1) 

Proposition 1.1 Forαmember d of冗，there existsαfunction f in H K such 
thαt 

fFf|iLf-dilv i|Lf-di|χ 
HK 

ザαndonly if， for the RKHS Hk defined by 

k(p，q)口 (L*LK(.， q)， L* LK(.，P))HK' 

L*d E Hk. 

(1.2) 

(1.3) 

(1め

Furthermo問ザtheexistence of the best α.pproximation f satisfyingρ.2) is ensured， 
then there existsαunique extremal function f* with the minimum norm in H K，αηd 
the function f* is expressible in the form 

f~(p) = (L*d， L* LK(.，p))H
k 
on E. (1.5) 

In Proposition 1.1， note that 

(L*d)(p)ニ (L*d，K(・，P))flKニ (dヲLK(.，p))χ; (1.6) 

-4-



that is， L*d is expressible in terms of the known d， L， K(p， q) andチι
In Proposition 1.1， even when L*d does not belong to Hk， the function 

J'd*(p) = (d， LL本LK(.，p))η (1.7) 

is still well defined and the function is the extremal function in the best approximate 
problem 

fpf liL1f-UdilHK' HK 
(1.8) 

as we see from Proposition 1.1， direct1y. 
Proposition 1.1 is rigid and is not practical in practical applications， because， prac-
tical data contain noises or errors and the criteria (1.4) is not suitable. 

2 Tikhonov regularization 

Let L be a bounded linear operator from a reproducing kernel Hilbert space HK 
admitting a reproducing kernel K(p， q) on a set E into a Hilbert space冗.Then， by 
introducing the inner product， for any fixed positive入>0

(J，g)HK(L刈ロ入(J，g)HK十(LJ，Lg)払 (2.9) 

we shall cons七ructthe Hilbert space HI<(L;入)comprising functions of HK. This 
space， of course， admits a reproducing kernel and we shall denote it by KL(p， q;入). 
Then， we first have the elementary properties: 

LEMMA 2.1 The γeproduci旬 kernelKL(p， q;入)is determinedαs the unique solu-
tion K(p， q;入)of the equαtion: 

K(p，q;入)十{同，LK山口 ik(PJ) (2.10) 

L
M
 

4
'
u
 

・mguω
 Kq = K(.，q;入)ε HK Jor q E E. (2.11) 

Note here， in general， that the norm of the RKHS H.入K admitting the reproducing 
kernel入K(p，q) (入>0) is given by 

IIJI11λKzill札 (2.12) 

and the members of functions of HλK are the same of those of H K. 
We shall consider that the reproducing kernel K(p， q) is known and we wish to 
construct the reproducing kernel Kdp， q;入).For this construction we can obtain a 
very effec~ive method by using the Neumann series. We define the bounded linear 
operator L from HK into HK defined by 

(LJ)(p)コ (LJ，LKph-l = (L* Lf)(p). 

Then， from (2.10) we obtain directly 
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THEOREM 2.2 lfllLl1 <入，then I<L(p， q;入)is expressible in terms of I<(p， q) by 
the Neumαnn series: 

iL111Ai日 n1
I<L(p，q;入)口 11十一 I ~I<(p， q) = ) : 1一一 I~I<(p， q)， (2.13) 

i 入j 入'おl 入l 入

ωhere (1 +ま)-1isαbounded lineαr operator from HK into HK satisfying 

Of course， if the operator L is compact， then we can apply the spectral theory to 
the equation (2.10) without the restriction IILII <λIn particular， (1 +去)-1is a 
bounded linear operator and 

q
 

η
r
 

，，t
、
k
 

l
一入

¥
1
2
2
2
1
'
/
 

~L
一入
十r'a 

/tit-¥ 

一一、八円uzpA L 
K
 

Furthermore， we can obtain a further related result. See， for example， [2]. 

We shall consider the best approximation problem， for any given fo E H K and 
dE冗:

f出f{入 11ん一 fll~K 十 IId-Lfll~}' 
{K 

in connection with the Tikhonov regularization for the equation Lf = f. 
Then， we can obtain， from Proposition 1.1: 

(2.14) 

THEOREM 2.3 1n our situation， for αny given fo E HK αnd d E冗，the gener-
αlized solution 1* of the equαtions 

fo = f in H}ピ

αnd 
d = Lf in 冗

in the sense 

fFf{入11ん-fll~/{ 十 Ild-Lfll~} 
H/{ 

I 入 11ん -fつI~h + Ild -L.f* II~ 
'exists uniquelyαnd it is represented by 

(2.15) 

f本(p)

=入(ん(・)，lu('，p;入))H/(十 (d，LI<d・，p;入))η. (2.16) 
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In Theorem 2.3， in particular， we shall consider the best approximating function， 
for fo口。

f>.，d(P) = (d， LKL('，pj入))払 (2.17) 

which is the extremal function in the Tikhonov regularization (2.15) forん=0.

In general， in the Tikhonov regularization， the operator L is compact and the ex-
tremal functions are represented by using the singular values and singular functions 
of the selfadjoint operator L * L. 80， the representations are， in a sense， abstract. 
From many examples in our situation ([5，6，7])， however we see that 

and 

do， in general， no七exist.

ML(p，q;入)

!iJl!(d， LKL(p， qj入))η
λω今U

3 Limiting Properties 

(2.18) 

(2.19) 

THEOREM 3.1 For the two best α.pproxzmαte functions fid(p)mm.17jmd 
fd*(P) inρ.りωehαvethe estimαte 

lfA.d(P)ーだ(p)1中IILII什ILL*LL*-111方)何百)lldllχ 側

COROLLARY 3.2 1f LL * is unitary， thenωehαve for the two best α，pproxzmαte 
functions fA，d (p) in (2.1りandfd* (p) inρ.りωehαvethe estimαte 

If>.，d (p) -fd* (p) I ::;入IILIIs広p)lIdllχ (3.21) 

ωhich shows thαtαs入tendsto zero， fA.d (p) tends to fd* (p) with the order入αndthe 
convergence is uniform on α旬 subsetof E sαtisfying K (p， p) <∞. 

For the best approximate function fd* (p) when there exists， we have 

fd*(P) = (L*d， L* LK(・，P))HK

口 (L*LL*d) (p). 

For the image of fd*(p)， we thus obtain the estimate 

IILfd*一dl同三 IILL*LL* -1111Idll1l' 

(3.22) 

(3.23) 

The quantity IILL* LL* -111 may be understood as a distance of the operator LL* 
from being unitary.. 

THEOREM 3.3 1f L isαcompαct operator， then for the M oore♂enrose general-
ized inverse fd， 

ド叫f>..d{P)= fd(P)， 
λω今り

uniformly on any subset of E sαtisfying K(p，p) <∞. 
7-
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CO武OLLARY3.4 1f 9 E N(L)よ，then 

FlI! f;.La(P)ロ fla(P)= g(p) 
λー争u

unザormlyonαny subset of E satisfying K(p，p) <∞. 

COROLLARY 3.5 1f d巴討 belongsto冗(HK)，then 

!ilI! L f;.d (p) = d in 冗.
λー+り
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A linear operator in Hilbert space and its HyersべJlamstability 

Go Hirasawa 1 

Takeshi Miura 2 

Sin-Ei Takahasi3 

Abstract 

This note is argued with the耳yers-Ulam stability of a linear operator (closed operator) in Hilbert space， and we 

also handle a stability problem concerning a (bounded) normal operator: if 

IIT*T -TT*II :; c， 

then， is there exist a constant K > 0 such that 

IIT-NII三Kc for some normal operaもorN? 

1 Hyers四Ulam由Rassiasstabilityについて

1940年に S.M. Ulamが次の問題を提出した.

Ulam's Problem El' E2を実 Banαch空間， f: El→E2告と approximαtelylinea1" mapとする.このとき，fの
近くに線形写像 T:E1→E2が存在するための条件とは何か.

D. H. Hyersは 1941年にこの問題に対する 1つの解答を与えた.また， Th. M. Rassiasは 1978年に D.H. Hyers 

の結果を次のように一般化した，

Theorem 1.1 (D.H.Hye位rs町， Th 

ε> 0， pε{拘0，1り)とし，E1わ，E2を実 BarηZαch空間とする.写像 f:E1→E2がすべての x，Y E E1に対して

IIf(x + y) -f(x)一f(y)1I:; c(llxllP + lIyllP) 

を満たすならば，

llfh)-Tzli<J-41211P，(zεEd -' 12 -2pI 
を満たす αdditivemαp T: E1→E2が一意に存在する.さらにy 各 zεE1に対し写像 t→f(tx)， (t E R)が連続で
あれば，Tは線形写像になる.

Remark 1.2上の定理の証明は p<Oでも通用する.また， p> 1のケースでも成立することを 1991年に Z.Gα:jdα

が示しp さらに p=lでは定理が成立しないことを示した.

1 Department of Mathemat.ics， Nippoll Institute of Technology、Miyashiro，Saitama :345-8501， Japan 

2 Department of Basic Technology， Applied Mathematics and Physics， Yamagat.a University， Yonezawa 992ω8510， Japan 

3 Deparもmentof Basic Technology， Applied Mathemaもicsand Physics， Yamagata Universit.y， Yonezawa 992-8510、Japan
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以上のような関数方程式に関する安定性のことを， Hyers-Ulam-Rassias sもabilityと呼ばれている.

一方， 1998年， AIsina-Gerが微分方程式 f'= fに関する次のような安定性の結果を得ている.

Theorem 1.3 (Alsina-Ger) E: > 0， Jを乳の開区間2

f:J →Rを微分可能とする.このとき 3任意の tεJに対して3

If(t) -f'(t)1 :Sε 

ならば

9 = g' かつ If(t) -g(t)1 :S 3E:， (tεJ) 

を満たす微分可能な関数 g:J→Rが存権する.

この定理を線形作用素の立場から捉えて，線形作用素の Hyers-Ulam s七abiliもy安定義してみたいと思う .D = d/dt 

を微分作用素とし， 1を恒等作用素とするとき AIsina-Gerの結果は次のように言い表せる.

1(1 -D)f(t)1 :S eならば (1-D)g口 Oかつ If(t)-g(t)J :S 3E:， 

在満たす微分可能な関数 gが存在する 2となる.

これはT:=I-Dの安定性を示しているように考えられる.これをもとに， Banach空間上の線形作用素の狂yersぺJlam

stabilityを定義しよう.

次の D(T)，冗(T)は線形作用素 Tの定義域， 1!直域を表す.

Definition 1.4 X， Y を Banαch空間とする.

線形作用素 T: X ;2 D(T)→Yが Hyers蜘 .Ulam stabilityをもっとは，次の条件を満たすような定数 K三Oが存在す
ることである:

IITx -ylly三E

を満たす佳意の ZεD(T)， y E J，と(T)，E: > 0に対して，

Ti =yかつ IIx-illx壬Kε

となる£εD(T)が存在する.

このとき，このような定数 K を αHUSconstantと言し九その下限 KTを theHUS constαntと言う.

Remark 1.5上の定義は次と間値である.

ヨK三0，Vx E D(T)，ヨiE ker T; IIx -illx :S KIITxl/y 

有界線形作用素の Hyers-Ulamstabilityについて次の結果がある.

Theorem 1.6 (H.Takagi， T、
Let X α7η~d Y be 巴Bαηαchs叩pαcesα7ηLdT beεα bounded lμ1η巴αroperator from X inη~tωo Y. Then the following stαtements 

αre equivαlent. 

(i) T hω the Hyers-Ulαm stability 

(ii) T has closed r，α吋 E

-11-



(iii) t-1 is bounded. 

Moreover，ザone0/ (hence all 0/) the conditions (i)， (ii) and (iii) is true， then we have KT = lIt-111. 

Remark 1.7 t-1はt:X/kerT→Yの逆写像のことである

そこで，有界とは摂らない線形作用素の代表例である定義域が Hilbert空間 Hの中で樹密な閉作用素の HyersべJlam

stabilityの特徴付けを考えていくことにする.

まず，間作用素の特徴の1つは，間作用素Tの定義域がグラフノルムで連続的に埋め込まれた Hilbert空間 (D(T)，II・

IIT)になることである.

その空需から Hilbert空間 Hへの有界作用素と考えたときの作用素

九 :(D(T)， 11 . IIT)→H 

がHyersべJlamstabilityをもつことと Tが Hyers-Ulamstabilityをもつことは間{直か?

Proposition 1.8 Let T beαclosed operator in Hilbert space. The following conditions αre equivαlent. 

(i) T has the Hyers-Ulam stability. 

(3K三0，'ix E D(T)，ヨ£ εkerT;IIX -xll壬KIITxII)

(ii) To hαs the Hyers-ulαm stability. 

(3K三0，'ixεD(T)，五 EkerT ; IIx -XllT :::; KIITxll) 

さて，次に Kaufmanの表現定理との関係について調べてみる.グラフノルムによる Hilbert空間に対して3

(D(T)，II' IIT) = (M(A)， 11. IIA)， (de Branges space) 

(isometrical isomorphism )を満たす A三Oが一意に存在する.この Aを用いて Tを次の作用素商

T立 B/A=B/(l-B官 )1/2， T: Au →Bu， u εH， 

で表現したのが Kaufmanの表現定理である.

Theorem 1.9 (W.Kaufman) Let T be a dense1y defined and closed op巴ratorinαHi1bert space H. Then there 

unique1y existsαpure contraction B 

(ker(l -B* B)ロ {O}， IIBII:::; 1)) such thαt 

T = B/(l-B*B)1/2， 

αnd converse1y， such αcontraction B unique1y giv巴Sα denselydefinedαπd closed oper，αtorT. 

In this case， 

Tキ =B* /(1 -BB*)1/2， 

αηd T is positive seザαdjoint，seザαdjoint，normal， quαsi-normal， then B is so， the converse isαlso true・

この定理と関連させて開作用素の HyersぺJlamωstabilityを考察してみよう.

-12-



Theorem 1.10 Let T be a densely definedαnd closed opemtor inαHilbert space H. lt is uniquely repres巴ntedby 

a quotient 

T=Bj(1-B*B)1/2. 

Then the following conditions are equivαlent. 

(i) T has the Hyers-Ulam stability. 

(ii) To has the Hye何回Ulamstability. 

(iii) T hαs closed mnge. 

(iv) B hαs the Hyers-Ulam stability. 

ln this case， the HUS constant KTo = KB. 

Remark 1.11 lnclusion map JB ;λイ(B)→H を用いると

KB = IIJE/II. 

は1eHUS constant KTo = KBの証明

定理1.6の H.Takagi，T.Miura， S.E.Takah回iの結果より， KT0111T。-liiJ宏計算すればよい.そこで，

To = BjA: M(A)→H， (kerTo)ムA= A(ker B)よ

に注意すると，

KTb1iiThli! 

11九 1hllA 
zhJ22Toiihii 

IlgIIA 
一正(k;rmムAIITog11 

IIA叫IA
g=AuぷLerB)ム IIBul1

z sup J到L(1124ii口 KB)，(ker B)上豆 (kerA)ム
uE(kerB)ム IIBull

11口一11z sun---2-，JB:M(B)H H 
uE旨IIJB(Bu)1I

口 II1E
1
1I

円。
句
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2 正規行列とその HyersベJlam四Rassiasstabilityについて

Hilbert空間 H上の正規作用素の HyersべJlam-Rassiasstabilityを考えてみよう.

問題設定.

Tを有界作用素とし，pεRとする.

IIT*Tx -TT可11三ellxllP，X E H (e > 0) 

ならば，ある正規作用素 N が存権して

IITx -Nxll ::; KellxllP， x εH  

を満たす定数 K>Oが存夜するか?

これに関して次が分かる.

Proposition 2.1 Let T beαbounded linea1' operato1' on αHilbe1't spac巴H.1fT sαtisfies that 

IIT本Tx-TT*xll ::; ellxllP， x εH  、‘2
・'
噌

aム(
 

fo1' some e > 0， p i 1， then T is no1'mαl. 

Pick x εH¥{O} and fix n εN  arbitraril)人

Put s = 11 -pl/(1 -p). It follows from (1) that 

IIT*T(ηSx) -TT*(nSx)11壬ellnsxllP.

The linearity of T and T* implies that 

IIT寸x-TT*xll ::; eηs(p-l) IIxII P • 

Since s(p -1) < 0， taking n→∞， we obtain T*T = TT*. 

よって本質的な部分は p=lである.すなわち 2

IIT*T-TTつ1::; e， 

ならば?ある正規作用素 N が存在して

IIT -Nll ::; Ke， 

を満たす定数 K>Oが存在するか?

これは，有界作用素 T と正規作用素のクラスとの距離の問題に関係していると思われます.(正規作用素との距離に

ついては普から多くの数学者によって研究されているjそこで，我々はまず有限次元民2上での正規行列から考察し

てみました.

Theorem 2.2 lf T is α 2 x 2・・mat1'ixove1' R， then the1'e exists α 2 x 2-no1'mαlmαt1'ix No such that 

IIT*T -TT*II = 21lT -T*IIIIT -Noll. 

-14-
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これより ，Tが自己共役でなければ，

JJTマ-TT*II ~ c， 
ならば，ある正規作用素 Noが存在して

JJT-NolI ~一一土一ε
--' 21IT-T*II-' 

を満たす.

上の NはTが自己共役でなければ正規行列のクラスへの最短距離を与えている.

X 'u ¥ 
Proposition 2.4 If N = I "1，ωhere x，y E R 

1 一切.y x I 

(y f:. 0)， then 

IIT-NW= (x 一平)~+ (y-午)
十ゾ(α-d)2 + (b 

Therefore， 
(α_ d)2十 (b+ C)2 

IIT-NJJ2三

loc ，v'"y N ~ (二~) 
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QUASISIMILARITY FOR LOG-HYPONORMAL OPERATORS 
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Abstract In this paper we show that the normal parts of quasisimilar 10εhyponormal 

operators are uni七arilyequivalent， Fuglede同Putnamtype theorem for log-hyponormal 

operators， 10皆hyponormaloperator quasisimilar to an isometry is uni加.ry，and a log-

hyponormal spectral operator is normal. 

チi ， κ をヒ jレベルト空間とする • T E L(冗)(resp.L(κ))が(T*T)P-(TT*)P三0

(p> 0)を満たすとき p-hyponormal作用素といい，10g(T*T)三log(TTつを満たすとき

log伊hyponormal作用素という.可逆な p-hyponormal作用素は log-hyponormal作用素で

あるが，逆は成立しない ([16]).しかし， ([16， 17])で log-hyponormalはιhyponormalと

みなせるという興味深い指描がなされている.

作用素T口 UI引に対し，T=17廿UITI!をAlu出ge変換という.また，TのAluthge変
換(Tの2回Alu出ge変換)をfで表す.log-hyponormal作用素とAluthge変換について
は，棚橋の "log-hyponormal作用素のAluthge変換は土hyponormal(故に， 2田Aluthge

変換は hyponormal)円が有名である.

定義XεL(1ικ)が quasia能nityであるとは，Xが単射でかつ denserangeを持つこ
とである.TεL(討)， S巴L(κ)がquasisimilarであるとは quasia盟国tyX E L(冗，κ)お

よびYεL(κ，冗)が帯在し，XT=SXかつTY=YSを満たすことである.

Jeon心uggal[13]は qu出 isimilarである 2つの p-hyponormal作用素の normalpart 

はunitarilyequivalent， isometryに compactlyquasisimilarなp-hyponormalはnormal，

p-hyponormal spectral作用素は normalであることを示した.

円
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この講演では，上記の Jeon-Duggalの結果が log-hyponormal作用素についても成立す

ることを報告する.

1. log-hyponormal作用素の normalpart 

定理1.ん4が log-hyponormal作用素 Tの不変部分空間で，Tのん4への制眼 TM が

可逆ならば，TM もまた log-hyponormal作用素である.

(A B¥ (1 0¥ 
Proof. T = I . ~ ~. I ，P = I ~ ~ I on千i=MEDんがとおく.

¥0 CI ¥0 01 

(M. U chiyama)任意の posi七iveinvertible opera七orXについて

XP-1 
log X = li~ =-=-一一.

p↓o p 

従って，

町*小切G~)寸-~G ~) 

記{(G~)叶~ ~) r -G ~)} 
j担叫晋H(?:判)ト川口ぺCo均gナ;
(Hansen's inequality [10町lより)

一方

ogTT*)P口問G~) {勺-~G ~) 

(TG ~)サ… 1
三日(;:) p (;:) 
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ここで，Tはlog-hyponormalなので

(γ. ~)三 P(logTT*)P

< P(logT*T叶γ~)

ゆえに，A=コTIMもまた log-hyponormal. 口

補題 (18，lemma 2]. T E L(冗)は 10合hyponorma1，ん4はその不変部分空間とする.

このとき，TIMがnormalならば，ん4はTのreducingsubspace である.

上の補題から誼ちに次の定理が導かれる.

定理 2.T E L(冗)が 10g-hyponormalならば，T = T1 $ T2 on討 z 冗1$引2と直和分

解出来る.ここで，T1はnormal，T2はpureなlog.ωhyponormal，(i.e.， T21Mがnormalに

なるような九の不変部分空間んfは存在しない)である.

次の補題は dominantoperatorの場合 [15，Theorem 1]やp-hyponormaloperatorの場

合 [1司に示されている.ここで，作用素 TEB(冗)が dominantopera七ぼであるとは，任

意の入 εCに対し，M>.>0が存在して，II(T一入)*xll::; M>.II(T一入)xllfor all x E討を

満たすことである.また，この M人が有界であるとき，TをM占

補題 2.T E L(冗)は log-hyponorma1， S εL(κ)拡 normalとする. このとき，

TXロ XSを満たし denserangeを持つ X E L(κ，冗)が存在すればTは norma1で
ある.

Proof. TX = XSより TITI4X= IT14xs，ここで子=ITI4UlTl4はTのAluthge変換

とする.w = ITI4xはdenserangeを持ち，Tはsemi-hyponormalなので子はnormal，
よって Tはnormal[16， Theorem司. 口

命題 (Williams[19]) T E L(冗)， S巴L(κ)が normal，X E L(冗ぷ)， Y E L(lC，1i) 

が単射でXT=SX，TY=YSを満たすならば，TとSはunitarilyequivalent. 

0
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Conway [4]は quasisimilarな2つの subnorma1opera七orの norma1partがunitarily

equiva1er誌であることを示したこの結果は dorninant[15]やp-hyponorma1[13]の場合

へ拡張されている.この結果は， 10g目hyponorma1の場合へも拡張される.

定理 3.T1，九をそれぞれヒルベルト空開討ゎ祝2上の10g“hyponorma1operatorとす

る • Ti = Ni ED vi on 1-li =千-lilED 1-li2をZのnorma1十 pureへの分解とする.このとき，

Zと九が quasisimilarならば，N1とN2はunitaryequiva1entである.

系1.Tll T2が 10仔hyponorma1で，かつ，T1と九が quasisimilarとする.このとき，

T1がpureならば九も pureである.

系 2.T1が 10g-hyponorma1，T2が norma1で?かつ，T1と九が quasisirni1arとする.

このとき，T1と九はunitarilyequiva1e凶な norma1operatorである.

2. log-hyponormal作用素のFuglede欄Putnam型定理

Fuglede-Putnamの定理 T E L(冗)，S E L(κ)がnorma1，X E L(J(，1-l)とする.こ

のとき，TX=XSならばT*X= XS*. 

このFug1ede“Putnamの定理は T，S*がnormalよりも広い様々なクラスの作用素の場

合でも成立することが多数の研究者によって示されている.我々は，T，S*がp-hyponorma1， 

または 10g-hyponormalの場合までFug1ede-Putnamの定理を拡張することが出来た.

定理 4.T E L(1-l) ， S E L(κ)， X 巴L(κ，討)とする • T， S*が 10g皆剛"聞悶占閉

p-トはt抑 O∞no凹E口m庇ma凶叫alで，TX口 XSならば T*X= XS*.さらに，R(玄;は Tを，N(X)ムは S

をそれぞれreduceし，T同町と SIN(X)ムはuni七ari1yequiva1entなnorma1operator. 

Remark. T 口 UITIを極分解，T を T の A1uthge変換とすると，T*口 ITIU*= 

U*UITIU水口 U*IT*I なので， Tホ =ITポU*IT*I~ = U(T)*Uヘ(T)*= U*T本U.よって，T* 

が10g-hyponorma1(resp・，p-hyponorma1)である必要十分条件は(T)*が log-hyponorma1 

(resp， p-hyponorma1)である.
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系 3.T E L(討)が dominantS* E L叫(κ)が log合-占e帽.

のとき，TX口XSならば T*X己 XS*.さらに，R(玄;はTを，N(X)よは Sをそれぞれ

reduceし，T岡部と SIN(X)ょは.unitarily equivalentな normalopera七or.

定理 4において X が quasiaffinityとすると R(X)口討 andN(X).l =κ.ゆえに，T
とSはuni七arilyequivalentな normaloperator調

系 4. T 巴 L(冗)が dominant，S* E L(κ)が log-hyponormal，X E L(JC，討)が

quasia茄nityとする. このとき，TX= XSならば TキX ココ XS*. さらに，T とSは

unitarily equivalentなnormaloperator. 

系4のSをisometryや spectraloperatorにした場合を考える.

定理 5.T E L(冗)が log-hyponormal，S E L(κ)は isometryとする.Tと Sが

quasisimilarならばTとSはunitarilyequivalentなunitaryoperator. 

M -hyponormal spectral opera七orやp-hyponormalspectral operatorはnormalである

ことが知られている [8，13). 

定理 6.T巴L(討)が log-hyponorma1，S E L(κ)はspectra1operatorとする.このと

き， quasia缶nityX 巴L(κ，冗)で TX=XSを満たすものがあればTは norma1，Sは
sca1ar operator， TとSはsimi1arである.

系 5.T E L(冗)が 10合hyponorma1spectra1 operatorならばTはnorma1operator. 
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On ∞-hyponormal operators 
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Abstract. A bounded linear operator T is called∞同hyponormalif T is p-hyponormal for 

every p > o. We show that the outer boundary of the spectrum of a pure∞-hyponormal 
oerator T is a circle (see [2] for details). No七ethat the authors have obtained in [1] the 

same conclusion under the additional condition出抗 Thas dense range and no nontrivial 

reducing subspace. 

Hilber七空間上の有界線形作用素 Tが (T*T)P三(TTつP(p>O)をみたすとき
p-hyponormalであると雷い、様々な結果が得られている。いま p-→∞どしたときにつ

いて考え、次のように定義する。

Definition 任意の p> 0に対して (T*T)P三(TT*)Pどなるどき T を∞同hyponormal
operaもorどL、う。

具体例どしては、 unilateralshift， quasi-normal operator， hyponormal weighもedshiftな
どがある。また∞-hyponormaloperatorは次のような性質を満たす。 ([1]) 

• Tが可逆な∞-hyponormal operatorならば T-1も∞-hyponormalである。

• Tが∞七yponormaloperatorならば任意の自然数 η に対して Tnは hyponormalで
ある。

• S， Tが∞∞-1嶋.
∞卿」占hyponormalである。

• Tが∞-hyponormaloperatorならば Tは non-trivialinvariant subspaceをもっ。

上で述べた∞-hyponormaloperatorの具体例ではスベクトルは原点に関して circularly

symmetricであるが、一般にも次の結果が成立する。

Theorem A ([1]) Tが pureな(no主m品partをもたない operatorをpureどいう)∞"

hyponormal operatorで欄密な値域をもち、 non-trivialreducing subspaceをもたないものと

する。このどき σ(T)ヨヤ;Izl口 IITII}u{z;Izl =α}どなる。ただしα:コ min{lzliz巴σ(T))
どする。
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この結果が、 Tが調密な値域をもち non回trivialreducing subspaceをもたないという仮

定がなくても成立するこど、つまり pureな∞-hyponormalopera七orのスベクトルの外側

の境界ど(脊在すれば)内側の境界が原点を中心どする円腐となることを示す。

Theorem ([2]) Tが pureな∞占yponormaloperatorとする。このとき
σ(T)ヨヤ;Izl IITII} u {z; Izlα}となる。ただしα:ロ min{lzl;zεσ(T)}どする。

証明の概略を示す。証明には次の定理を用いる。

Theorem (Olson) A， Bを po的 eoperat叫 A=J川(入)， B口JAdQ(入)を A，B
の spectralresolutionsとする。このとき An三Bn(Vn E N)どなるための必要十分条件
はP(入)::; Q(入)(V入之 0)どなることである。

この定現より次が得られる。

Theorem 1. T を pureoperator， T = UITIを T の polardecomposition ，そして

ITIニJAdP(入)を Tの spectr山 solutionとする。このとき
r UP(入)U*十1-UUホ

Q(入):口i0 ，'"/ (入と 0)
(入<0) 

とするどき Q(入)は ITつの spectrみ1measureどなる。よって Tが∞-hyponormal operator 

となるための必要十分条件はP(入)三 Q(入)(V入ど 0)となることである。

さらに次の補題が成立する。

Lemma 2. Tを∞向hyponormaloperator， P(入)， Q(入)を上の定壊のものとし?あるん<

IITIIが存をして、任意の入之入。に対LP(入)= Q(入)が成立とする。このとき IITolI= IITIIと
なる quasinormaloperator九が容在して T=九@九となる。よってσ(T)= {z; Izl ::; I/TI/} 
が成立する。

この補題の証明の概略を述べる。入どんどし T=UITIをTの極分解どする。 Tが pure

より単射となり Uは lsomeもryで

P(入)口 Q(入)= UP(入)U*十1-UU* 
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が成立する。ニれより

UP(入)口 (UP(入)U*)U= (P(入)-1十UU*)U= P(入)U

となる。よって U*P(入)= P(入)U*どなり Ho:口冗(1-P(入。))は Uの non-zeroreducing 
subspaceどなる。

To :コ TIHo= UolTolを九の極分解どすると

Uo口 UIHo，ITol = ITllHo 

IITIIコ IIITIII= 111九111= IITol1 

が成立し UolTol口|九IUoから

九|九1= Uol九|十九1= 1九lUol川口問問

どなり九は quasinormalどなる。 さらに

σ(T)ヨσ(九)コヤ;Izl :::; IIToll} = {z; Izl :::; IITII} 

より σ(T)口{z;Izl :::; IITII}となる。

上の補題より任意の入<IITII ~二対し、ある入1 ど入が容在して P(入') < Q(入')が成立する
としてよい。 (A< B は A:::;Bかっ A=I=Bが成立することをいう)

i入1=IITIIどなる任意の入が Tの approximatepoint spectrumどなることを示す。

Nを任意の自然数?εN:口IITII/(NVJV宇T)どする。上で述べたことより、ある
入N>IITII-εNが脊在して

P(入N)< Q(入N)= UP(入N)U*十1-UUホ

となるので

U(1 -P(入N))U*< 1 -P(入N)

U叫 1(1-P(入N))U*叩 <Un(1 -P(入N))U*口

が成立し {Pn}n:ご {un(1 P(入N))U*n}π は s七rict1ydecrea.sing sequence of orthogonal 

projectionsどなる。よって XE Ran(Po) n Ra叫P1)ょとなる unitvector xがどれて {U乃}n
は orthonormalsystemとなり
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どなるので

IITx -IITIIUxll = IIU(ITI-IITll)xll口 II(ITI一IITII)xll<εNllxllロ εN

となる。 帰納法より

IITnx -IITllnunxl1 <ηεNIITlln-l (n E N) 

が示され

111&0 T;nx 11-11t， IITI~nunx 111ざ3平
となる。よって

<
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<
 

となり、さらに

11 (い)(市計)1 = li-L212-JL J万宇工入N ゾ万ττ
<三区L
JN"ττ 

が成立する。したがって入が Tの approximatepoint spectrumとなる a よってσ(T)ヨ
{z; Izl = IITII}が示された。
σ(T)ヨヤ;Izlロ α}，α:=illl吋Izl;z巴σ(T)}については、 Tが可逆で∞叩hyponorロ凶
opera七orならば T-1 も∞時hyponormalどなるということと、 spectralmapping theorem 

より証明される。

また任意の p>Oに対して (T*T)P三(TT*)Pどなるとき Tを∞-cohyponormaloperator 

どよぷ。この∞-cohyponormaloperatorについて次が成立する。

Theorem T が pureな∞凶cohyponormaloperatorとする。このとき

ぴ(T)ヨ{z;Izlロ IITII}υ{z;Izl =α} 

に
d
ワ山



となる。ただしα:口 rm吋Izliz εσ(T)}どする。
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Gaussian estimates of order αand LP-spectral 

independence of generators of Co-se血 igroups

Hisakazu Shindoh (Graduate School of Mathematics， Tokyo University of Science) 

1 開題の設定及び定理の陳述

OC~N は開集合とする.各 P E [1，∞)に対し，九口(九(t))t>OはV(O)上の CO-半群とし，Ap 

をその生成作用素とする.ここで吏に，任意のあqE [1，∞)に対し，九と Tqはconsistentであると

仮定する.TpとTqがconsistentとは，任意のt主Oと任意のfE V(O) n Lq(O)に対し，

九(t)f口九(t)f

が成り立つこととする.

このとき，スベクトルの不変性:

σ(Ap)ロ σ(A2) (p E [1，∞)) 

が成り立っと期待しでも，不自然ではない.

しかし，一般には，スベクトノレの不変性は成り立たない(w.Arend七[2，Section 3]).そこで，スベ

クトルの不変性を導くため，T2に条件を付ける。

S = (S(t))t>oはL2(思N)上のpositiveなCO-半群とする (positive性の定義については，後述を参
照).このとき，九がSにより essentiallydomina七eされるとは，

ヨM>Oヨω ε ~皮阻3卦b>O恥:I陀九(ωtの)f刀|壬Mばダe仏ωベ3

が成り立つことと定義する.但し，f E L2(O)は，~N\口では値が O である関数として ， f E L2(~N) 
とみなす. この“essentiallydominateされる"という概念は， S. Miyajima and M. Ishikawa [3， 

Defi凶七ion2.1]で導入された.

ここで，先行研究を紹介する.その後，今回得られた定理を述べる.

以下，ムは，H2(~N) を定義域とする Laplacian とする • S(t)口ett:..により，T2がessentially

dominateされることと，T2がupperGaussian estimate (cf. [2， Defi凶tion4.1])を持つこととは同

値:である.

次の定理をw.Arendもは示した ([2，Theorem 4.2]) : T2がupperGaussian estimateを持っとき，
ρ∞(Ap)口P∞(A2)(p E [1，∞))が成り立つ.但し，p∞(Ap)は，p(Ap)の連結成分のうち，ある

ωE~ に対し，右半平面{入 ECIRe 入 >ω} を含むものである.

任意の αε(0，1]に対し，北口(必(t))ω ，5"'"，(t) := e-t(I-t:..) α (t 三 0) とおく..5もは L2(~N)

上の positiveなCO-学群であることが， [3， Proposition 2.3]で示されている.
S. MiyajimaとM.Ishikawaは， W. Arendtの示した定理を次のように拡張した ([3，Theorem 2.7]): 

九が，ある αE(!， 1]に対し，北により間entiallydominateされていれば，前述のW.Arendtの

結果と開じ結論が成り立つ.

吋
，
a

円
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α1の場合，この結果は， W. Arendt の示した定理と同値である.α の範囲が， αε(~ ，1]となっ

ているが，今関， αE(0，1] にできることが分かつた.

定理.T = (T(t))仰をL2(向上のCO半群とする.あるαε (0，1]に対し，Tはぬにより悶entially
dominateされると仮定する.このとき，任意のPE [1，∞)に対し，TとconsistentなLP(n)上のCO-
半群九=(九(t))仰が一意的に存在して，T2 =T，及び，次を満たす:

ρ∞(Ap) =ρ∞(A2) • 

但し，Apは九の生成作用素であり， ρ∞(Ap)は，前述の通り，p(Ap)の連結成分のうち，あるωε 麗
に対し，右半平面{入ECIRe入>ω}を含むものである.

，positive性に関する定義を挙げる :p E [1，∞)とする.

I，gεLP(n)に対し，1どgとは，I(x)之g(x)(a.e. x E n)のことである.特に，g(x)三Oのとき，
I?:.Oと書く.
有界線型作用素B:LP(n)→LP(n)がpositiveとは，任意の1E LP(n)に対し，1さ0=今BI三O
が成り立つことであり，万三Oとも表す.

半群8= (8(t))例がpositiveというのは，8(t)どo(tさ0)ということである.

2 定壊の証明の概要

2.1 全体の締撒

定理の仮定と閉じく，T = (T(t))t>oはL2(n)上のCO-半群とし， ，九により essentiallydomina切
されると仮定する.

W. Arendtは，TがupperGaussian estim抗eを持っとき，任意のt>Oに対し，T(t)が積分作用

素であることを示し，その積分核の評価をもとに，前述の定理を示した.今回の証明は， W. Arendt 

のこの証明法を踏襲する.用いる積分核の評錨は命題1，2で述べる.

先に証明を傭敵する.積分核の評価(命題1)を足掛かりに， 2.2において，任意のPE [1，∞)に対

し，TとconsistentなLP(n)上のCO四半群九 =(九(t))t>Oが一意的に存在することが示される.次

に，積分核の評価(命題 1，2の組み合わせ)により， W. Arendtの証明方法が使えるようになる.結

果， 2.3において，九の生成作用素Aplこ対し，スベクトノレの不変性が示される.

任意の αE(0，1]に対し， ι凡と並行して，ら:口 (8"，(t))t>o' 8，日(t) :口 e-t(-~)α (t ど 0) と

おく.後に述べる命題3より， 8日は，L2(現N)上の positiveなCO-半群である.また，K"，(t，x) :口

{n~\ N" r eiaee-tlel2a dc (t> O，x E ]A.N)とおく .8，白(t)(t> 0)の積分核が，K，日(t，x-y)である
(2町一 JIRN
ことは，命題3で述べる.

命題 1.0<α く 1とする.ある C>Oが存在して，

0三K日(t，x)三C t 
(t士十 Ix12)

(t> O，x E ]A.N) 

が成り立つ.

Jf:';，，(t， x) :口一¥N" r eiaee-t(l+1と12)'"dc (t > 0， x E ]A.N)とおく.
(21f)N JIRN 
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命題 2([3， Proposition 2.4]). 0 <α::; 1， 0 < 15 < 1とする.ある C>Oが存在して，

ρ-81"'1 一

日必(い)三Cヲ喜一 (t>い EJA.JV) 
が成り立つ.

命題1の是正明について，注意と補足説明をしておく.最初に， IK臼(t，x)1について，同i二不等式が
成り立つことを証明する.N = 1の場合は， F. W. J. Olver [4， Theorem 1]の証明をなぞれば良い.

N 三2の場合は， G芯 Andrew，R. Askey and R. Roy [1， Sec七ion9.10]の結果を使うことにより，

N=  1の場合と並行して証拐できる.

その後，これを舟い，次の命題3を証明する.命題3(1)， (2)から，K，日(t，x)どo(t > O，x E JA.N) 
が示される.

命題 3.0<α::;1とする.このとき，次のことが成り立つ.

(1) Sa(t)三o(t三0)

(2) S，日(t)f= Ka(t，・)* f (t> 0，1 E L2(JA.N)) 

(3)任意の PE [1，∞)に対し，S，臼口 (Sa(t))t>Oとconsiste凶な V(JA.N)上の CO鴨半群 S日，p 口

(S，日，p(t))例が一意的に存在し，Sa，2口Sa及び

Sa，p(t)f K臼(t，・)*f (t>0，fEL2(JA.N)) 

が成り立つ.また，S，白，pはposi七ive，con七ractiveである.(K白がpに依存しないことに注意.)

証明は，命題1を用いて， [3， Proposi七ion2.3]と同様にできる.[3， Proposi色ion2.3Jは，命題3の

Sa，KaをそれぞれS"'a，Jf:;"に代えた主張である.

2.2 consistentな半群の存悲

実は，TがS"'aにより essentiallydomina七eされているとき，必然的にS臼によっても essen七ially
dominateされる(後述の命題5の後の説明を参照).命題4は，S，臼により essentiallydominateされ

ている，L2(向上のCO-半群が， consis七entな半群を持つという主張である.これにより，定理の仮
定のもとで，Tとconsistentな半群九が存在する.

p， q E [1，∞)とする.有界線型作用素B:V(口)→LQ(0.)が積分作用素であるとは， 0.x0.上のあ

る可謝関数Kが存在して，任意の fEV(口)に対し，

(Bf)(x)= I K(x，y)f(y)dy (a.e.xE0.) 
JQ 

が成り立つことをいう.このことをB""' K(x，y)で表す.また，KをBの積分核という.

命題 4.T口(T(t))t>OをL2(0.)上のCO-半群とする.ある αε(0，1Jに対し，TはS日により esserト

tially dominateされると仮定する.このとき，任意のt>Oに対し，0.x0.上のある可測関数K(t，・，.) 

が存夜して，T(t) ""' K(t， x， y)及び

IK(t，x，y)1 ::; MewtKa(bt，x -y) (a.e. (x，y) E 0. x 0.) 

が成り立つ.また，任意のPE [1，∞)に対し，Tとco悶 istentなV(0.)上のCO凶半群九=(九(t))t>O 
が一意的に存在し，九 =T， Tp(t) ""' K(t， x， y)が成り立つ.(Kがpに依存しないことに注意.) 
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Tとconsistentな半群の存在のみであれば，仮定と，命題 1(3)で述べたS日，pのcontractive性か

ら，すぐ従う.T(t)の積分核の存在は， [2， Proposition 6勾を，九の CO-性は， [2， p. 1160]を，そ

れぞれ参照すれば分かる.

2.3 スペクトルの不変性

命題 1， 2 より，~に対する次の評価式が導かれる:

命題 5.0<α::;1， 0 < d < 1， 0 < 0 < 1とする.ある C>Oが存在して，

e-8(1-9)1"1 t古{(N十加)9-N} -" 
o ::; ~(t， X) 壬 C 仁川町ム'}"，¥II (t>O，xE]RJV) 

が成り立つ.

[3， Proposition 3.1]より，任意のt>Oと任意のfεL2(麗N)，f三Oに対し， 0::;3も(t)f三Sa(t)f
である.これより，任意のt> 0と任意のxE ]RN に対し， 0<必';.(t，x)::; K，日(t，x)が成り立つ.
o E (0，1)としたとき， 0::; ~(t， x) 三 ~(t， X)1-9}(a(t， x)。であるから，これに命題 1， 2 を適用す

れば，命題5が得られる.

荷， αε(1/2，1]のとき，。口(N-トl)j(N十2α)と取ると， [3， Proposition 2.5]が導かれる.
命題2とN/(N+ 2α)<0<1としたときの命題5を用いることにより， [2]においてW.Arendt 
が用いた証明法を実行できる. W. Arendt は，本定理の α=1の場合と同値な定理を得ている.

J&i(t，x) =ーとN e-(件 i#)である.これと比較して，tがOに近いとき，命題2は酌、評価である.
(4πt)す

N/(N十2α)< 0 < 1としたときの命題5は，この欠点を補う働きをしている.以下で， W. Arendt 
の証明法の概略を説明する.楼雑な証明法のため，詳締までは立ち入れない.

記号を 1つ定義しておく .p，q，rε[1，∞] ，有界練型作用素B:LP(0.)→LP(口)に対し，

IIBllq，r:口 sup{IIBfllLrIf E LPnp，llfIILq::; 1} 

とする.

p，q E [1，∞)とする.また， μεP∞(Ap)とする.μEp∞(Aq)を示すには，

IITp(l) (μ-Ap)勺Iq，q<∞ 
が蓄えれば十分である ([2，p. 1166， 1167]). 

2.2において，任意のPE [1，∞)に対し，TとconsistentなLP(向上のCO-半群九=(九(t))t>O

が一意的に存在することを示した.このむをもとに，ある 15:0>0と，ある CO> 0で， 1ε1 ::; 15:0なる
任意のεε ]RNに対し，以下の性質を持つ，LP(向上の CO-半群T叩口 (Te，p(t))叫が存在するよう
なものがあることを示せる:

(1) To，p =九 (pE [1，∞)) . 

(2)μE [p(A叩)n p(Ap)]∞・ 但し，Ae，pはた，pの生成作用素である.

(3)ある }(eE L∞(0. x 0.)で，Te，p(l) (μ-Ae，p)-l '" }(e(x，y)，及び，

IK，ε(x，y)1 ::; CO (a.e. (x，y) E 0. x 0.) 

となるものが存在する.
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Te，pの存在については，後述することにする.

恒三ε。のとき，f， e-e'f εUなるfに対して，Te，p(l) (μーん，p)-1=eem[九(ヱ)(μ_Ap)-l](e-e'f)
が成り立つ.(3)と合わせて，

IKo(x，y)1三Coe-eolm-yl (a.e・(x，y)εnx n) 

を得る.これより，IITp(l) (μ…Ap)勺|日<∞となるので， μερ∞(Aq). 

では，Te，pの存在について説暁する.pε[1，∞)とし， εε JR.N は1&1::; &0とする. 
.q(n) :口LP(n，e-PeXdx)とする (εzはEとZの標準内積).Ue，p : L~(n) → LP(n) ;を，

(Ue，p f)(x) :口 e一日f(x) (J E L~(n)) 

とする.このとき，u，ε，pは，等長同型である.

ここで，

fL，p(t):=UJ九(t)U，ε，p (t主0)

とおく.え，p:=(え，p(t))帥は.q(口)上の Co-~群である. (この構成から見て，命題2が必要であ

ることは見当がつくと思う.)

Te，pは，任意のfεLP(n) n L~(口)に対し，

Te，p(t)f口 Te，p(t)f

が成り立つ，LP(向上のCo欄半群として，一意的に定まる.
これらを証明するには，先に，..9'a，p について同様の主張の成り立つことを示しておく.その際，命

題2とNj(N+2α)<0<1としたときの命題5が必要である.その後，Tが3もにより essen七ially

dominateされていることを用いて，上の主張を示す.

このようにして得られたれ，pが，前頁の (1)'" (3)右満たすことを示すには，まだ手数がかかる.

それらについても， [2]の証明とは，用いる評価式が異なるだけで，関様な証明ができる.
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Higher order uniformly elliptic differential operators 

Nagaoka Kδtarδ(Graduate School of Mathematics， Tokyo U niversity of Science) 

1 Introd uction 

Daviesは[6]において，有界可課目関数を係数にもつ高階の一様楕向型作用素

H = I: (-l)/a/Daaa，s(x)Dβin L2(IRN) 
i臼/，/βI:::;m

に関して以下に説明するようなLPスベクトノレ理論を，半群理論， 2次形式，新式のfunctionalcalcu1us 

を駆使し展開した。この論文の主な結果は，2m>Nの場合，-Hの生成する angleπ/2の有界解

析半群e-Hzが積分核K(z，x，y)(ここではheatkernelと呼ぶ)をもち， Gaussianもypeの評価と呼

ばれる次の評価が成り立つことを恭したことである:

/匂Ix-ylが icos9¥  
IK(z，x，y)1三Cl(r cos B)一i:"exp (一昨τ ) 

ここでCl，C2> O. k三Oは定数，z=relJとする。この評倍から，L2(IRN)上の作用素e-Hzが任意の
P E [1，∞)に対してLP(IRN)上のangleπ/2の有界解析半群九(z)に拡張できることが分かる。さらに

九(z)のノノレム評価を求めることにより，む(z)の生成作用素を -Hpとしたとき， σ(-Hp)口 σ(-H)

であることをfunctionalcalcu1usを使って証明している。特にheatkernelの評錨はm 口 1の場合

Davies自身の研究開があるが， m=  1とm>1では本質的に解析が異なる部分があり，齢者は

hea七kernelK(t，x，y)が正値であるのに対して後者のそれは正値ではない。この性質が2階と高暗を

隠てる大きな溝といえるだろう。一方2m<Nの場合は2m>Nの場合に比べて解析が難しく，具

体的にいうと， he抗 kernelの存在が一般に分からなくなる。しかし DaviesはlP(Lq)という空間を

使って，同様に半群の拡張(ただし全てのpε[1，∞)というわけにはいかなくなるが)，そのノルム

評価，スベクトノレのv不変性を示した。本発表において，2m>Nの場合でも半群のノルム評価を
heat kernelではなく lP(U)を使って得られることを紹介する。そしてこの評価はhea七kernelを使っ

て求めた評価よりも良くなった。具体的に，

heat kernel 吟 11九(z) lIp ，p 三 cl(coso)-2NI~-~1exp(krcosB) 

lP(Lq)斗 IITp(z)lIp，p三Cl(cos 0)-2包括泣I~-~Iexp(krcosO) 

となって微分の階数を含めることができた。またcosOのベき宏求めることはintegratedsemigroup 

の理論[需に関連があることが知られている。

さて今までの議論は全てIRNの中で考えているのだが，DaviesはBarbatisとの共著[1]において

IRNをIRNの一般の領域に変えている。彼らが考えているのは2m>Nの場合で， heat kernelの存

在，IK(t，x，y)1の評価を得ているが，これから IK(z，x，y)1の評価を得ることはもはや容易であり，
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特に今は有界領域の場合を考え，半群のノノレム評髄を(微分の階数が含まれた形で)求めることがで

きた。最後に，特定の関数fに一様楕円型作用素Hを代入して得られるf(H)の積分核の存在，及
びその評価について説明する。

2 定義

α，sはmultiindex， LP:= LP(麗N)，Hm:口 Hm(lRN)，11 .lIp はU ノルム，('， 'hはL2内積，
有界作用素A:L2→L2に対して IIAllp，q:= sup{ IIAfllq j f E L2 n LP ， IIfllp = 1 }とする。
まず楕円型作用素を定義しよう。 |αl、|βI::; mに対して a""β:lRN→Cは有界可測関数とし，行邦
(α""s)I臼1，IsI=mは自己共役であるとする。このとき定数μ三1が存在して

玄 αO，"'，sc.ふさ乞 αω(x)ι(s::;μ 乞 αいんG
|臼1，1β|ロm 白1，1βI=m 1"，1，IsI=m 

(for al1 x E虫N ， c E E91臼仲間C)を満たすとする。ここで， aO向 βは

((ーム)mu，vh= 乞仁αO，a，β(x)D"'uD勾dx
|日1，IsI=m

v凪←

( for al1 u， v E CO(lRN) )として定義されるものとする。一方， 2次形式Q:HmxHm →Rを

Q(い):= L L.. a"，β 白uD匂dx (for u，vεHm) 
|白1，1βi三Tn 町 E

と定義する。またQ(u):口Q(u，u)(for u E D(Q) := Hm)とする。一般にQ(u)は負の値もとるが，
十分大きな定数 C をとって cllull~ を加えることにより負にはならないとする(とできる)。このとき

Qは対称間形式であることが分かり，従って，非負自己共投作用素Hが存在して

Q(u)4iHM|;(forueD(Ht)口 HTn)

が成り立つ。このHを形式的にH=L:I叫|βj三mD白a""s(x)Dβと表わし，超椅円型作用素 (superel-
liptic operator)と呼ぶ。次に，

em :口 {ψECb'(思N)j IID日ψ11∞三 1， for all 1 ::; IαI::;m} 

とし， lRNのコンパクト集合で共通部分をもたないE，Fに対して

d(E， F) := sup {i:~tψ(x) … supψ(y)} 
~Ee= æ~~ yEF 

とする。特にE，Fが凸集合のときは通常のユークリッド距離d(E，F)と間舗になり

d(E，F)三d(E，F) ::;ゾ万d(E，F)

が成り立つ。さらに入εlR， ψEêm に対して Qλ~ :Hm xHm→Cを

Q仏入均川ψバ山(
i怜臼1，1β創iざm 凪
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と定義する。 Q入伊(U):コロ Qλ'f'(U，U) (for U E D(Qλ1") :=Hm)とする。 H入1""口 eλ'f'Heλ1"， D(Hλ伊):口

{u E L2 ; eλ伊uE D(H)}とおく。このときある定数k三Oで

IQA'f'(u) -Q州 5jQ(u) 付(1 十円)11叫I~ ( for all入は，u E Hm ) 

が成り立つことが分かり重要な鍵となる。 -HはL2上のangle1f/2の有界解析半群を生成すること
に注意。またHilleの公式より， e-AH=e-λ'f'e-Hteλvが成り立つ。従って-H均も angle1f/2の

有界解析半群を生成する。

3 定理、補題

2m>Nとする。次の評価が得られた:

定理1.定数Cl> O，k三Oが存在して

IITp(z) IIp，p三Cl(cos B)-2包括ほI!-~Iexp(krcosB) 

(for all z口reilJ， r > 0， IBIくり2，p E [1，∞])が成り立つ。

系1.任意のPE [1，∞)，n> (4m -1)NI1/2 -1/pl/2mに対してiHpはn-timesin七egratedsemi-

groupを生成する。

補題1.定数Cl，C2> 0が存悲して

lIe-H押 t1l2，∞三Clr恭 exp(c2(1十入2m)t)

(for all t > 0 ，入 E]R，ψE  &m)が成り立つ。

補題 2.定数Cl，C2 > 0が存在して

IIPEe-Hz PFII2，CXl ~ cdr cosB)-it;; exp (C2r cos B) 

( for all z = reilJ ， r > 0， IBI <π/2 ， E， F : closed in ]RN )が成り立つ。ただしPEU:口χEUとす
る。 PFも同様。

補題 3.定数CI，C2> 0， k 2:: 0が存在して

i防 e-HzPFII2∞白川九(_ c
2d(E'ffmo叶 cos

( for all Z = reilJ ， r > 0， IBI <π/2 ， E， F : compac七， convex ， disjoint in JRN)が成り立つ。

次に有界領域の場合を考える。 2m>Nとする。

定理 2.定数Cl，C2> O，k 三Oが存寂して

IITp(z)lIp，p三Cl(cos B)一忽鴇iEiHiexp(kT COSO) 

( for all z = reilJ ， r > 0， IBI <π/2， p E [1，∞] )が成り立つ。
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系 2.任意のPE [1，∞)，n> (2m+1)NI1/2-1/pl/2mに対してiHpはn-timesintegrated senugroup 

を生成する。

構閥 4.e-Htはhe叫 kernelK(t， x， y)をもち，定数C!，匂 >O，kどOが存在して

_N __  ( c21x-y砕τ¥
IK(川

( for all t > 0 ， x， yεn)が成り立つ。

補題 5.K(t，x，y)は右半平面Rez>Oへ解析的に延長され，定数Cl，C2> O，k 2: 0が存在して

-N/ 匂Ix-ylが iC由。¥
IK(z，x，y)1云Cl(r∞s8) 肩 expI一」ー十krcos 8 J 

¥T辺m-L / 

( for all z = reilJ ， r > 0， 181 <π/2， x，y E n)が成り立つ。

最後にf(H)の積分核Gf(x，y)についてひとつ紹介する。ただし2m>Nの場合で， heat kernel 

の評価において k=Oであるとする(これはHがhomogeneousであるとき成り立つ)0 ]RN で考え

るが，一般の領域でも構わない。

命題 3.ft(s) := (1十 s)-1'eist， (for s， t三0，γ>N/2m)とする。このとき ft(H)は積分核

Gf(t，x，y)をもち

IGf(t，x，y)1 ~ cc5(l十t)者告(1+ Ix -yl)一者主主(for all t > 0 ， x， Y E ]RN ) 

が成り立つ。ただし C/jは任意のOく8<γ-N/2mに対する定数とする。特にγ>N+1の場合

IGf(t，x，y)1壬cl(l+ t)N十2(1+ Ix -yl)一(N村)(for all t > 0 ， x， Y E ]RN ) 

が成り立つ。 Cl> 0，0 <ε<1は定数。

参考文献

[1] G. Barbatis and E.B. Davies， Shαrp bounds on heat kernels of higher order uniformly elliptic 
operators， J. Operator Theory 36 (1996) 179-198 

[2] Boyadzhiev. K組 dDelaubenfels. R， Boundary values of holomorphic semigroups， Proc. Amer. 
M抗h.Soc. 118 (1993) 113-11 

[3] E.B. Davies， The junctional cαlculus， J. London Math. Soc. (2) 52 (1995) 166-176 

[4]お且 Davies，V spectral independenceαnd Ll analyticity， J. London Math. Soc. (2) 52 (1995) 
177-184 

[5] E.B. Davies， Uniformly elliptic oprators with measurable co巴:jficients，J. Funct. Anal. 132 
(1995) 141“169 

[6] M.M.H. P担 g，Resolvent estimαtes for Schrodinger operators in V(]RN)αnd the theory of 
exponentially bounded C幽semigroups，Semigroup Forum 41 (1990) 97-114 

F
h
u
 

円ぺ
u



Relations between two operator inequalities 

via operator means 

Masatoshi Ito 

Faculty of Science， Tokyo University of Science 

Abstract 

Let A and B be (not necessarily invertible) positive opera七ors.We shall show rel凶ions
betweenもwooperator inequalities 

f(B き AB~) 三 B and A三g(AtBAt)，

where f and 9 are non-negative continuous functions on [0，∞) satisfying f(t)g(t) = t. This 
result is a generalization of some results on opera七ormeans via their representing functions. 

1 Introduction 

ヒノレベルト空間百上の有界線形作用素(以下，作用素と呼ぶ)Tが正であるとはpositivesemidef-
inite，すなわち任意のxEHに対して (Tx，x)三Oであることと定義し，T三Oで表わす.また，

T三0である作用禁全体の集合を β(討)十で表わす.

Kubo-Andoは[8Jにおいて作用素平均の理論についての詳細な研究を行った([5Jも参照).2項

演算σ:s(冗)+x s(百)十→ s(冗)十が A，B，C，Dεs(冗)十に対して次の (i)-(iii)を満たすとき，

σは作用素結合 (operatorconnection)であるという.

(i) A:.S C and B :.S D imply AσB:.SCσD， 

(ii) C(AσB)C三(CAC)σ(CBC)，

(iii) An， Bn E s(冗)ぃ An↓Aand Bn↓B imply AnσB叫↓AσB，
where An ↓A means that A1三A22: • .• and An converges strongly to A. 

さらに，作用素結合σが

(iv) IσI=I 

を満たすとき， σは作用素平均 (operatormean)であるという.作用素結合σは， [0，∞)上の作

用素単諦欝数f三Oと1対 1対応であち，このf(σ の表現関数と呼ばれる)を用いて

AσB A~f(A手BA千)A~

(f.旦し，Aは可逆とする)と表わされる.また， σが作用素平均であることと f(l)= 1であること
が間{直である.

作用素平均の例としては，次が知られている.For positive invertible operators A and B， and 

for αε[0，1]， 
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(i) Ari吐m

(ii) Geometric mean (α?ower mean):AiaBzAi(A手BA手)日Ai?

(iii) Harmonic mean: A!日B= {(1-α)A-l +αB-1}-1. 

マ臼， no<， !白の表現関数は，それぞれ(1-α)十αt，tO<， {(1-α)十αr1}-1=お刊である こ
れらの作用素平均に関して，次が知られている.Let Aαnd B be positive仇vertibleoperators. 

For eαchp三0αndr之0，

B-TidFAP;三I宇中 I三A-pn+BT
p+r 

(1.1) 

αnd 

B-r・マホAP2:::1やキ 12:::A-P!+BT. (1.2) 
p十T

(1.1)は[4]で示されている.また， (1.1)は古田不等式[3]と密接な関連を持っており， [1]，何な

どでは古田不等式に対する作用素平均の理論を用いたアプローチが行われている.(1.1)， (1.2)の

不等式については次のような関係を持つことに注意しておく .Let A αnd B be positive仇vertible

oper，αtors. For eαchp 2::: 0αnd rど0，

A 三B=キ 10gAと10gB
{:叫一-Tnι牛 p杓山三訂I 九 p

T イ?
I 三A-pn+BT 112::: A-P!+Bア.

P十r " p十T

l番毘の不等式は10gtが作用素単諦であることよりわかる.2番闘の不等式は[2][4]で示されて
いる 3番目の不等式は日 0， a E [0，1]に対して (1-α)十αtどP三Fお石が成り立つこと
よりわかる.

本報告では，まず，一般の作用素平均に対して(1.1)，(1.2)と対応する関係を紹介する.そし

て，そこで紹介した関係の可逆とは限らない一般の作用素A，Bに対する拡張として， 2つの不

等式

f(B4AB4)とB and A三g(AiBAi)

(f，g三Oはf(t)g(t)= tを満たすような [0，∞)上の連続関数)の関係についての結果を紹介する.
この結果は， [6]や[10]で得られた結果の一般化にもなっている.

2 A result on a general operator mean 

まず，ある作用素平均σから派生するいくつかの作用素平均の定義と，その性震に関する結果

を述べる.

Definition ([8]). Let σbe the operator mean withαrepresenting function f. 

(i) (J' is said to be the transpose ofσザσ，is the operator mean withαrepresenti句 functioη
tf(r1 ). 

(ii)♂ is said to be theαdjoint ofσザポ isthe operator mean withαrepresenting function 

{f(r1)}-1. 
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(iii)σよ issaid to be the dual ofσザσよ isthe operator mean withαrepresenting function 

冗可-

fは作用素単調なので，
できることに注意する.

これらの表現関数のOにおける値はt→+0の極限値で定めることが

Proposition 2.A ([8]). Let σbeαn operator meanαηd A，B E B(討)+・

(i) Aa' B = BσA. 

(ii) Aσ*B = (A-1σB-1)-1ザAαndBαre in附

(iii) (a')' = (σ*)* = (σよ)上 t σ. 

(iv)σよ口 (σγ=(σ*)'，σ'= (σつよ =(σよ)*αndσ*= (σよ)'=(σ')..L. 

Proposition 2.Aを能って， (1.1)， (1.2)と対応した一般の作用素平均に対する結果を得ること

ができる.

Proposition 2.1. Let A αnd B be positive invertible operators. For every operator meαησp 

(2.1) B-1σA>I~功 1> A-1σよB.

Proof. By (i) of Proposition 2.A， 

(2.2) B-1σA = Aa'B-1 > 1. 

By (ii) and (iv) of Proposition 2.A， (2.2) is equivalent to 

I三(Aa'B-1)-1= A-1(σ')*B = A-1σよB.

ロ

(uα)よ=U1-cn (¥7α)よ=!1-α なので， Proposition 2.1においてAをAP，BをBTにそれぞれ置
き換え， σ=uム?ぴ=マムと置くことにより(1.1)，(1.2)を得ることができる.

P+γ 
また， (2.1)はσの表現関数fを用いて

Hence the proof is complete. 

(2.3) 
A~BA~ 

やロヰ>A> 守 噌

f(A言 BA~)
f(BtABi)三B

と表わすことができることに注意する.

A，Bが可逆でない場合についても

Main results 

(1.1)， (1.2)を表現関数を用いて次のように書き換えると，

考えることができる.

3 

(B ~ AP B ~ ) p~r 三 BT ゃ=?- AP 三 (A~BTA~)法九

A~BTA~ 
~I 十 --I;- B2APB吉 >B1・や司 AP>

一品;A~B1'A~ 十五年I

A，Bが可逆とは眼らない一般の場合の結果とし

(3.1) 

(3.2) 

(3.1)， (3.2)の2つの不等式の関係について，
て[6]， [10]で次の結果が示された.

。。
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Then for eαchp三Oαnd rど0，the Theorem 3.A ([6]). Let A and B be positive operators. 

followingαssertions hold: 

(i) 1f (β~AP B~)p~r 三 B1・ ， then AP 三 (A~BrA~) pt;: 

(ii) 1f AP と (A~BrA~)長Fαnd N (A) c N (B)， then (B ~ AP B ~ ) p~r 三 Br.

Thenfor eαchp> 0 αnd r 2: 0， the Theorem 3.B ([10]). Let Aαnd B be positi閃 operators.

followingαssertions hold: 

A~BrA~ 

5手FA5BTAE+玉幸子I
(i) 1f p~r1 十五かがAPB~ と Br ， then APさ

A~Br A~ 
(ii) 1f AP 2: αnd N(A) c N(B) 的叩 +1十ムB~APB~ > Br 

-bA5BTA5十五年I
F P什 P十T

これと向様にして， (2.3)の形を考えることにより， Proposition 2.1の拡張として次の結果を

得ることができる.この結果はTheorem3.A， Theorem 3.Bの拡張にもなっている.

Theorem 3.1. Let A αnd B be positive operators，αnd let f αnd 9 be non-negαtive continuous 
funciions on [0，∞) sαtisfyin 

(3.3) f(t)g(t) = t. 

(i) 1f g(O)口 Oor lV(AiBAi)z{0}3then f(BMBi)とBensures A三g(AiBAi).

(ii) 1f N(A) c N(B)， then Aどg(AiBAi)mmmsf(BiABi)三B.

Theorem 3.1において，f，gは作用素単調でなくてもよい.
g(O) = 0となることに注意しておく.
Theorem 3.1において，A，Bを可逆， σを表現関数がfである作用素平均とすると， (2.1)と

(2.3)が同催であることより Proposi七ion2.1を導く.また， Theorem 3.1においてAをAP，Bを
_r_ 2-

Brにそれぞれ置き換え，f(t) = tp+r， g(t) = t"P村清くと Theorem3.Aを，f(t) =赤十五手rt，
g(t) = r fをコどと震くと Theorem3.Bをそれぞれ導く.このとき，どちらの場合も g(O)= 0で

p十r-
， 
p十T

あることに住意する.

f(O) > 0ならば(3.3)よりまた，

Theorem 3.1の証明に対しては次の補題を用いる.

Then 

EEToTi(T十d)-lTi1Eh。(T十εI)-lT= PN(T)よ?
Lemma 3.C. Let T be αpositive operlαtor. 

ωhere PM isαprojection onto αclosed subspαceλイ.

[9]や[6]などで示されている.

Lemma 3.2. Let f be αnon-negαtive continuous function on [0，∞) such thαt f(O) = 0 and 
f(t) > 0 for t > O. Then N(f(T)) = N(T) f07・everypositive operator T. 

nuau 

qδ 

Lemma 3.Cはよく知られた結果であり，



Lemma 3.3. Let T = UITI be the polα7・decompositionofαη operator T，αnd let f beα 
continuous function on [0，∞). Then Uf(ITI)U*口 f(IT*1)-f(O)(1 -UU*). 

Lemma 3.2， Lemma 3.3の証明は省略する.

Proof.of Theorem 3.1. Let e > o. 
Proof of(0.Since f(BiABi)三B，we obtain 

(B十εI)-1三{f(iAiBii2)+εI}-1. 

Let AiBt口 UiAiBijbe the pol町 decompositionof AiBi Then we have 

AiBi(B+εI)-1 B~A~ 

ど A~B~ {f(IA~B~ 12) +εI} -1 B~A~ 

= UIA~B~I{f(IA~B~12) +εI} -1IA~ B~ IU* 

= U{f(IA~B~12) + e1} -1IA~B~12U* 

= U {f(IA~B~ 12)十εI}-1 f(IA~ B~ 12)g(IA~ B~ 12)U* 

In (3.4)， by tending e→十oand Lemma 3.C， we obtain 

by (3.3). 

(3.4) 

AipN(B)ム A~ 三 UP ょg(lA~B~12)U* … Ug(IA~ B~ 12)U* (3.5) 
N(!(IA占的 12)r" .':f\l'~- ~ -I J'"' 

by the following: If f(O) > 0， then f(IA~B~12) is invertible a吋 P( ムヱ 1. If 
N(f(IAiBiI2)) 

f(O) = 0， then UPN(!(IAiB~12))ムロ UP N(lA~ B~12)ム = UPN(A~B~)よ = U by Lemma 3・2

Therefore， noting that UU* = P み =P み =1 if N(A~BA~) 口 {O} ， we have 
N(B言A宮)よ N(A宮BA古)ム

A 三 AipN(B)ょ A~

三Ug(|AiBi12)U*by(3.5) 

tg(iBiAi12)-g(0)(I-UUつbyLemma 3.3 
= g(IB~A~12) since g(O) = 0 or N(A~BA~) ロ {O}

zg(AiBAi)・

Hence the proof is complete. (ii) can be obtained by the similar way to (i). 口

Corollary 3.4. Let A αnd B be positive oper，αtors，αnd let f αnd 9 be positive continuous 
functions on [0，∞) sαtisfy仇gf(t)g(t)=t.q lV(AiBAi)={0}p thenf(BtABi)三Bis 
equivalent to A三g(AiBAi).

Proof. Since N(A~ BA~) 口 {O} ensures {O} 
to A三g(AiBAi)byThem-eII13.1. 

N(A)EN(BL f(BiABi)三Bis equivalent 

口

もちろん， A，Bが可逆ならばN(AiBAi)={0}である.
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1 日lrutainequalityとchaoticorderの特徴付け

以下，作用素とはヒルベルト空間H上の有界線形作用素であり，英大文字で表す.作

用素Tが正であるとは正定値， NPち，すべてのxEHに対して(Tx，x)三0であることと

し，T言。と表す.また，Tが可逆な正作用素であるとき，T>  0と表す.

まず，正作用素の)1頴序を保存する不等式である，次の結果を紹介する.

Theorem F (Furuta inequality [5]). p (1十r)q=p十 T

、、i
ノ

・
唱

i
・噌
a-a
，，sa
‘、

(A~AP A~)~ 三 (AEBPA5)i
q 

If A ~三 B ~ 0， then for eαch rど0，
q=l 

、l
，ノ
・
噌
・
&fa--

(B5APB5)} 三 (B~BPB~)~ 

αnd 

hold for p三0αndq三1with (1 +γ)qどp十r. (O，-r) 

Theorem Fの(i)または(ii)においてr=Oとおくことにより， Lowner-Heinzの不等式

“A三B三oensu問 sAαどBα forαηuα 巴[0，1]"が導かれる.Theorem Fの1ページの
簡潔な証明が[6]で与えられている.Theorem Fのパラメータの領域はbestpossib1eであ

ることが[15]で示されている.

A，B>  0について， logA 三10gBによって定義されるj領序を chaoticorderと呼ぶ.

Chaotic orderは， 1og.が作用素単調関数であることから A:::三Bよりも弱いJII質序である.

Theorem Fの応用として， [1]の結果の拡張である，次のchaoticorderの特徴付けが知ら

れている.

ワ
U4
 



Theorem A ([3][7]). Let A， B > O. Then the followingα問 mutuallyequivalent: 

(i) log Aど10gB.

(ii) (B~APB~)再三 BT forαII p > 0 and r > O. 

(iii) AT ど (A~BPA~)日 for αIIp > 0 and r > O. 

Theorem Aの簡潔な別証明が[17Jで与えられている.Theorem Aのパラメータの領域

はbestpossibleであることが[18Jで示されている.また，p，r > 0の値を回定したとき，

A，B>Oについて，

(B~AP B~)ホ三 BT 宇中 AP 三 (A~BTA~)~ 

が成り立つことが，次のLemmaFから導かれる.

Lemma F ([9]). Let A > 0αnd B beαη invertible operator. Then 

(BABホ)入口 BAt(AtB*BAt)A-1AtBキ

holds forαny real numberλ 

2 Relative operator entropyに関連する不等式

A，B > 0について， relative operator entropyはS(AI B)口 Atlog(A手BA手)Atと

定義される ([2]).S(A I 1) = -AlogAはoperatorentropyである.Relative operator 
entropyについて，次の結果が知られている.

Theorem B ([8]). Let A， B > O. Then the followingαre m1山 αllyequivαlent: 

(i) log A三10gB.

(ii) log AP付三 log(A~BPA~) forαII p > 0αηd r > O. 

(iii) S(A-T I AP)どS(A-T I BP) forαIIp>Oαnd r > O. 

p，r > 0の値を固定したときは， Theorem Aより，A，B > 0に関するJII震序と不等式

について，次の関係が成り立つ.よって， Theorem Bの(ii)=キ (i)は， Theorem Aの

(iii)口今 (i)の拡張である.

logA 三 10gB 口今 AT さ (A~BPA~)註F 口今 logAP十T ど log(A~BPA~). 

p>O>rの場合について考える.Theorem Aの応用として，次の結果が得られる.
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Proposition 1. Let A， B > 0αnd p > O. 

(i) In case s > 一叫 1ogAP+S ど 1og(A~BPA~) φ A-S十T ど (A~BPA~)背 for αIIr > s. 

(ii) In case s < -p， log AP十S と log(A~BP A~) やキ A-S竹芝 (A~BPA~)手F foTαII r < s. 

特に， Proposition 1の(i)で8= -t， r口 Oとおくことにより， [12， Propositions 1， 2] 

でs/' tとしたときに対応する，次の系が得られる.

Coroll町 y2. Let A， B > 0 and p > t > O. 

AP之BP口今1ogAp-t之1og(AザBPAザ)口今 At三B
t

以上の結果をまとめると，次のようになる.

(i) p， r > 0のとき，

AP 三BPミミ込
10gA さ 10gB 口今 10gAP村三 1og(A~BPA~). 

A'>Brクオ

(ii) p > t > 0のとき，

AP 2: BP口今 10gAp-t 2: log(A手BPAザ)口今 AtさBt口二?-1ogAと10gB.

(iii) t > p > 0のとき，

クタ 10gAど10gB
At > Bt =今AP> BP 

、本 logAp-tどlog(A手BPA手). 

[16][18]の結果の応用として， Corol1ary 2のbestpossibilityに関する，次の結果が得ら

れる.

Proposition 3. 

(i) Let p > q > 0αnd t > O. Then there exist A， B > 0 such thαt 

AqどBq αηd 1ogAp-t芝1og(A手BPA手).

(ii) Let p > t > 0αnd q > t. Then there exist A， B > 0 such thαt 

10g Ap-tど1og(A手BPA子)αηd AqどBq.

Proposition 3の応用として，次の結果が得られる.
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Theorem 4. Let p > t， s> 1αnd r < O. Then there exist A， B > 0 such that 

logA(pーか村ど log{Ai(A手BPAず)SAi}.αnd AP > BP 

generalized Furuta inequality ([9]): 

A三β 三owith A > 0口今Al-t十Tど{Ai(AずBPA7)SA5}d弓和

for pど1，t E [0，1]， sさ1αηdrどt

Theorem 4より，

は， p:::: 1， p > t， s > 1， r < 0では成り立たないことがわかる.

Chaotic orderの特徴付けに表れる不等式3 

次の関係が示Theorem Aの不等式においてパラメータの値を固定した場合について，

Theorem FとLemmaF により示される.A，B>Oの場合は，実際，されている.

Proposition C ([11][14]). Let A， B三0，0< Pl三P2αnd0 <町三 r2・

とBTl=こ?(B守AP2B?)P#弓之 BT2(B守APIB守)d可

Proposition CにおいてPl> P2またはη >r2の場合を考える.A，Bが可逆でない場合

[13， Theorems 5， 6]の証明を吟味することにより，次が成り立つことがわかる.について，

Theorem D ([13]). Let Pl > 0 and rl > O. Then there exist A， Bとosuch that 

(B守AP2B守)d弓ど BT2(B守APlB守)d可三 BTl αnd 

r2 = 1のときの具体的な例として，

forαII P2 > 0αnd r2 > 0 such thαt Pl > P2・

川口 2，P2 Pl A，Bが可逆である場合について，

次が知られている.

:)2m山αndB 
吋

i

吋

i

-Eム
/
I
t
i
l
-
-
¥
 

一一A
 
，T
b
 

ρ
u
 

rlu 

次の結果が得られる.Proposition C， Example Eの応用として，

Theorem 5. Let Pl > P2 > 0αηd rl > r2 > O. Then there exist A， B > 0 such that 

(B守AP2Bhd百ど B矢αnd 

F
h
d
 
4
 

(B守APIB守)試可ど BTl



Proposition C， Theorem D， Theorem 5における (P2，r2)の範囲を表すと，次のように

なる.

p p 

Prop.C 

(Pl> rl) 

。 T 

A， B 2:: 0 A，B>O 

Theorem DにおいてA，Bが可逆である場合に対略する，次の命題が成り立つかどうか

は未解決である.

Conjecture 1. Let Pl > 0αηd rl > O. Then there exist A， B > 0 such thαt 

(B守APIB守)d百三BTl αnd (B守AP2B守)d弓どBT2

forαII P2 > 0αηd r2 > 0 such thαt Pl > P2・

Conjecture 1においてA，Bは可逆であるので， Lemma Fより， Conjecture 1から直ち

に次が導かれる.

Conjecture 2. Let Pl > 0αηd rl > O. Then there exist A， B > 0 such that 

(B守AP1Bhd百三BTl αηd (B守AP2B'f)P#百どBT2

for αII P2 > 0αηd r2 > 0 such thαt Pl > P2 or rl > r2・
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PARAMETRIC EXTENSIONS OF SHANNON INEQUALITY AND ITS 
REVERSE ONE IN HILBERT SPACE OPERATORS 

TAKAYUKI FURUTA * 

Depα付ment0/ Mαthemαtical1n/ormαtion Science， F1αculty 0/ Science， 

Tokyo University 0/ Science， 1-3 Kαgur，αzαkα， Shinjukuku， 
Tokyo 162-8601， J，αpαn 

Abstract. We shall state the following parame訂icextensions of Shannon inequality and 

its reverse one in Hilbert space operators. Let pε[011]αndαlso let {A11A21…Aη}αηd 

{Bl1 B21…1 Bn} be two sequences 0/ strictly positive operators onαHilbert Spαce H such 

that 2:7=1 AjUpBj :::; 1. Thθm η 

土Sら弘恥削p仲州川+刊+1(バ(凶Aj¥β品州i回同矧B均町恥'j)必)三[ 乞(凶A均jルQpいp升P+1B

主同区(Ajqp+1Bj)十(I-2: AjUpBj)]ど2:Sp(Aj/Bj)三一同区(Ajqp均)+(1-玄AjijpBj)]

ど一イ[区E(A4Aルル恥qp恥p-一1尚剤吟叩)μ十(υI 一妥PAMjAルi匙pBj鳥勾叫叫)]小iドト10同叫O句g[区E(凶Aj仙jqル九qp午pト一→_lBj巧町)十吋(υI一芸PA刷jU附p
ωh仇er，問θS品'q(AI限B)= At(A 三手!BA手)戸q(logA弓手!BA弓手!)At/or A > 0， B> 0 α η d α η y real number 

q αnd AqqB = A~(A手BA手)qAi foT A >03 B >0αndαny reα1 number q. 

1n particular，ザ2:7=1Aj = 2:7=1 Bj = 1， then 

2:S2(Aj同)と [2:Bバ1Bj]叫2:B吋 Bj]三叫玄BjAjlBj]三2:S1(AjIBj)泊

三乞S(Ajl町三一均[2:AjBjlAj]と-[2: AjBj-l Aj] 10g [2: AjBt Aj]三乞ム(AjIBj)
ωhere S(AIB) = So(AIB) = At(logA手BA手)Aiwhich is the relative operator entropy 01 
A>Oαnd B > O. Our results can be considered as parametric extensions of the following 

celebrated Shannon inequality ([7)，[9] and [233 p ，1)) which is very useful and so famous in 

information theory. Let {α1，α21 "'1αη}αnd {b11 b2， "'1 bn} be t匂10probability vectors. Then 

O三玄α'jlogbj-"2ンjlogα'j(see inequalities (2.4) of Corollarリ 4)

1991 Mathemαtics Subject Clαssポcation.47 A63， 60E15， 26D15. 

Key wordsαnd phrases. Shαnnon inequa.lity， reverse type Shαnnon inequαlity， operatoT concαve junction. 

* e-mail: juruta@rs.kagu.tus.αc.jp. 
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31 Introduction 

First the Shannon inequality出 serts:Let {α1，α2，…?αn}αnd {b1， b2，…，bn} be two probαω 

0三む吟
Then bility vectors. 

、、，
a

，J
t
Eム

1
2ム
f
z
t

、

電工 bo てL nJ 
We remark that 0三〉 αj10g ~J in (1.1) is equiva1ent to D = ) :αj 10g ず三owhich is 

"'--"αj ~ - Oj 

the origina1 number type Shannon inequality and this D is called "divergence" in [7] and 

[9]. 

In this paper we shall state parametric extensions of Shannon inequality and its reverse 

one in Hilbert space operators. 

A bounded linear operator T on a Hilbert space H is said to be positive (denoted by 

T三O)if(Tx，x)どofor all x E H and a1so an operator T is said to be strict1y positive 
(denoted by T > 0) if T is invertib1e and positive. 

Definition 1.1. Sq(AIB) for A > 0， B > 0 and any rea1 number q is defined by 

Sq(AIB) = A~(AすBA手 )q (1ogAすBA手)A!

We recall that So(AIB) = A!(1ogA千BA手)A!= S(AIB) is the re1ative operator erト

tropy in [2] and S(AII)口一A10g A is the usua1 operator e凶ropyin [8]. 

Definition 1.2. AqqB 10r A > 0αηdB>αndαηy real number q is defined by 

AqqB = A!(A示BA手)qA!

αnd AqpB 10r p E [0， 1] just coincides with AUpB which isωell knoωnαs p-poωer meαn. 

We remark that Sl(AIB)口 -S(BIA)and moreover Sq(AIB) = -Sl_q(BIA) for any q. 

Following after Definition 1.1， The origina1 Shannon inequality can be expressed as f01-

。三土αj吋口£αdれjれ何(1陶10
CωO∞n叫 u削 1y0どL:S(ゆ'j)in the叫 ina1Shannon inequality can be闘 entedto 

LS(αjlち)

10ws: 

n 

O三LS(AjIBj) in operator version case (2.4) of Co叫町 2.4， so that山 formof (1.1) 
is convenient for operator type extension. We can summarize the following contrast: 
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The operlαtor version Shαnnon mequαlity 

αnd its reverse one 

。ど:LS(AjIBj)三一均乞AjBjlAj

The originαl Shαnnon inequαlity 

αnd its reverse one 

O三会αj吟三一i吃 Z
for Aj， forαA 

32 Parametric extensions of operator reverse type Shannon inequality 

derived from two operator concave functions h(t) = logt and f2(t) = -tlogt 

Firstly we shall state the following parametric extensions of Shannon inequality and its 

reverse one in Hilbert space operators derived from an operator concave function f (t) 

logt. 

Let p E [0，1]αηd also let {A1， A2' ...， An}αnd {Bl' B2'…，Bn} be two 
n 

S叩 encesof stric均positiω

Theorem 2.1. 

1 means the identity operator on H. Then 

l叫乞(AjQp+lBj)付 0(1-:LAjHpBj)] -logto(I-玄AjHpBj)

三:LSp(Ajl吟)

(2.1) 

三一叫乞(Ajqp_1Bj)+ to(I -:LAjHpBj)]十logto(I-:L Aj~pBj) 

forβxed real number to > 0 ， ωh仇eγ陀θS斗~(AIB) iωsd批θβnぽedin Deβnz叫iti抑t叩07η1， 1.1αηdAQgB臼d批eβTηZ陪e

in Dθjβ1ηnitioη1.ι E忠. 

Secondly we shall state the following parametric extensions of Shannon inequality and 

its reverse one in Hilbert space operators derived from an operator concave function f (t)口

-tlogt. 

Let p ι [0，1] αηd αlso let {Al，A2' ・川An}αnd {Bl，B2， ・・ ，Bn} be two 
n 

sequences of stric均positiveope叫 orson a Hilbert spαceH附 hthαt:LAル
Theorem 2.2. 

Then 

ハU
F
h
d
 

1 means the identity operator 0η H. 

玄S肘 l(AjIBj)(2.2) 



三[玄(Ajqp+lBj)十to(1-乞Aμ'j)]10g [ε(Ajqp+lBj)付 0(1-乞AjUpBj)]

-to1ogto(1 -I:AjUpBj) fi吋 xedreal間 mberto > 0， 
and 

(2.2') I: Sp-l(AjJ時)
j==l 

三一[乞(Ajqp-lBj)刊 0(1-玄Aμ'j)]1叫乞(Ajqp_IBj)付 0(1-乞AjUpBj)] 

+尚t白01勾O略gυ仇tおto(1“(υI一2乞;AMjバUpBj) fi伽O町吋Tβ向xed附dγ陀rea印α山 t川
ωh仇θT陀θSq(AJB)iおsd仇efiηnedin Deβ7削L2叫Z“ti抑tω01ηL1.1 αTηZ吋dAqqB iωs d白εβηedin ηDθβm叫t必t“仰t叩on1.ι B忠. 
We shal1 state the following resu1t which can be shown by combining Theorem 2.1 with 

Theorem 2.2. 

Corollary 2.3. Let p ε [0，1] αM αlso let {AI， A2'…，An} αnd {Bl' B2' ・ぺ Bn}be tωo 
n 

sequences of伽 ctlyp川 tω

1 meαns the identity operator on H. Then 

(2.3)乞らl(AjJBj)
j=l 

三[I:(AjいlBj)+(1-玄AjUpBj)]1og[I:(AjいlBj)十(1-玄AjUpBj)]

三叫乞(Ajqp+lBj)十(1-玄AjUpBj)]

三I:Sp(刷局)
j=l 

三一均[玄(Ajqp-1Bj)+(1 -I: Aμ j)] 

三一[玄(A九 lBj)十(1-玄Aμ'j)]叫乞(Ajqp-lBj)十(1I:AjUpBj)] 

三玄ゐ_l(AjJ時)
j口 1

ωhere Sq(AJB) is de，βned in Deβnition 1.1 αnd AqqB is defined in Definitioη1.2. 
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Corollary 2.3 easily implies the following result which can be considered as operator 

version 01 Shαnnon inequαlityαnd its reverse one. 

Corollary 2.4. Let {A1， Aゎ…，An}αnd{Bll B2'…，Bn} be two sequences 01 strictly 

positive ope倒的 onαHilberlsp似 H.I{2::Aj = I:巧=1， then 

(2.4) 乞S2(AjIBj)三[I:BjAtBj]叫乞BjAjlBj]

三I:Sl(AjIBj)三0三I:S(AjIBj) 

三岡[I:B.バjlBj]

三一l吋I:AjBj刈三一[I:Aj町lAj]叫I:Aj可1Aj] 

三I:S_l(Aj同j)

Remark 2.1. We recall Sq(AIB) for A > 0， B > 0 and any real number q as follows: 

Sq(AIB) 口 A~(A手BA手 )q(log A手βAす)A~

By an easy calculation we have 

る[Sq(AIB)]= A~ (A示BA手)q[logA手BA手FA~ 三 0

so that Sq(AIB) is an increasing function of q， and it is interesting to point out that 

山 decreasingorder of the positions of乞S2(Aj向)， I:Sl(Aj同)， I:S(Ajl時)， and 

I:S_l(AjIBj) in (2.4) ofCo凶 ary2.4 is quite reasonable si附I:S(AjIBj)口乞So(Aj同)

This paper will appear elsewhere with complete proofs. 
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SOME EXTENSIONS 
OF 

KANTOROVICH TYPE INEQUALITIES 

Mariko Giga 

Department of Mathematics 
Nippon Medical School 

Abstract 

We consider Kantorovich type inequalitiesおrbounded strictly pos-
itive operators on a Hilbelt space.五t1ieiふPecarie-Seorecently obtained 
Kanもorovichtype inequalities between A q and BP for the case p > 1， q > 
1 under the assumption A 三B.We extend it to more generalized Karト
もorovichtype inequalities between (日，x)qand (TPx， x) for the case (a) 
p > 1， q > 1， (b) p < 0， q < 0， (c) 0 < p < 1，0 < q < 1. We further 
prove that these results are 叩pliedto the case chaotic order. 

1 Introduction 

この報告において，T，A，B は Hilbertspace上の boundedlinear operatorを
表す.

Theorem A. (Holder-McCar吐lYinequality) 

Let A be αpositive operαtor onαHilbert spαce H. Forαηy unit vector x， 

(a) (Aλ民 x) ど (Ax，x)入 forαηu入>1， 

(b) (A入民x) ど (Ax，x)λ forαηU入<0 ザAis invertible， 
(c) (A入x，x) 三 (Ax，x)入 forαw入巴 [0，1].

Theorem Aにおいて， (a)，(b)，(c)は五いにequivalentである.

Theorem B. (Kantorovich inequality) 

Let A beαpositive operator onαHilbert spαce H such thαt 
JvII2: A 2: mI > O. Forαηyuηit vector x ， 

(m + JvI)2 
( Ax， x) -1 ::; (A -1 X， x) ::; ¥' ' : _~_ :~; J ( Ax， x) -1 

4mJvI 
(m + JvI)2 

(Ax， x? ::; (A 2 X， x)::; "--_ H (Ax， x) 2. 
4mJvI 

4
 

F
h
d
 



右側の不等式は， Holder-McCarthy inequalityのreverseinequalityである.
その定数は，相加平均と相乗平均の比の2乗という形をしている.多くの数
学者が Kantorovichinequalityを研究してきたが，特に Mond-Pecaricはlong
research seriesがある [10，11]. [9]で，叫ieiιPecarie-Seoは[Theorem2.1， 3]の
2変数版をp>1，q > 1について示した.これはorderedoperators A， Bにつ
いてのKantorovichtypeのinequalityである.
この報告では，先ず2変数のKantorovichtype inequalityを， (a) p > 1， q > 
1， (b) p < 0， q < 0 (c) 0 < p < 1，0 < q < 1に拡張する.また，得られた
Kantorovich type inequalityを応用して， ordered opera七orsA， Bについての
Kan七orovichtypeのinequalityを陪じ(a)， (b)， (c)で導く.さらに，それらの
chaotic order versionへの応躍も考える.

Extended Kantorovich type inequalities 

Theorem 

2 

ここでは， main resul tsである Theorem2.1，Theorem 2.2を述べる.
2.2の方がより一般的である.

Theorem 2.1 Let T be αstrictly positive operator onαHilbert spαce H such 
that lvII さT~ mI> O. Thenforαηy unit. vector x， 

(a) 1f p > 1αnd q > 1， (b) 1f p < 0 αnd q < 0， 

K(m， lvI，p， q)(Tx， x)q三(TPx，x)ど(Tx，x)P.

(c)1f 0 < p < 1 αnd 0 < q < 1， 

K(m， lvI，p， q)(Tx， x)q三(TPx，x)三(Tx，x)P.
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ωhere Kantorovich constαnt K(リ(m，lvI，p，q)is 

(mlvIP -lvImP) r (q -1) (lvIP -mP) i q 
kο)(mMJJ)=L{}  

(q -l)(lvI -m) l q(mlvIP -lvImP) J 

(a)， (b) 

(c) 

(a)， (b) 

(a)， (b) 

(c). 

l' 71/fP _ 'I'YlP 

<弓7-L55MP-lq
cαse 1. mP-1q < 外二;::P

l三つr …ど lvIP-lq
¥. 1V1-m  
( lvIP -mP 
I >一一一一一

ωse 2. mP-1q ~ 1悦二ZP
一-
l lvI -m 
( lvIP -mP 

case 3. lvIp-lq ~ ぷ二ZP
ヨ-
l' lvI-m 

(c) 
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Theorem 2.2 Let T be αstrictly positive operator 0ηα Hilberl spαce H such 
that M1どTさm1>O. Also let f(t) beαreal valued continuous function on 
[m， M]. Then for any unit vector x， 

(作ωa吋)~庁fq > 1 α7η1d f i臼scorηZ附t

K(m， M， f， q)(Tx， x)qど(f(T)x，x)三f((Tx，x)). 

(c) 1fO < q < 1αnd f is concαve， 

K{m， M， f， q)(Tx， x)q三(f(T)x，めざ f((Tx，x)). 

K(り(m，lV1， f， q) 
f(m) 

/(M) 
lV1q 

ωhere K，αntorovich constαntK(リ(m，lV1，p，q)is 

K(m，M，f，q) = 
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(l){，，-，.， 7I/r f ，.，¥ _ (mf(lVI) lV1 f(m)) ((q -1) (f(1VI) -f(m))γ 円mMJJ)1()
(q -l)(lV1 -m)¥q(mf(lVI) -lV1 f(m)) ) 

f(lVI) ~ f(m) f(m) /' f(lv1)-f(m) /' f(lVI) 
case 1. f(lVI) > f(m)，一一>一「一-q< <--q  

m :l - lV1 -m - lv1 
f(lV1) ~ f(m) f(m) __ _ f(Jv1) -f(m) 

(a) < case 2. f(lV1) > f(m)，一一一>一一?一一
lV1 -m 

f(lVI) ~ f(m) f(lVI) _ _ f(JvI) -f(m) 
cαse 3. f(lVI) > f(m)，一一一>…一一一一

Jv1 -m  

G
a
 

M
一M
<

一

?

刊
一
刊
一
刊
一

U

ハ一ヨヨイ

)一
f
〕一
f
り一
M

M
一l
m
M
一品町、一

f

打
ハ
一
打
ハ
一

f
J
一

<

一

>

<

q

q

q

 

h
一m
例
石
川
一
M

f
一

f
一

f
一

伸一

m
h
一m
h
一m

r
J
一
r
J
一
r
J
一

<

<

<

 

仰一
M
M
一M
M山一
M

r
J
一
F
J
一
F
J
一

m

m

m

 

r

J

r

J

r

J

 

<

<

<

 

M

M

M

 

r
J
r
J
P
T
J
 

ず
i

の
4

9

d

e

e

p

u

 

s

s

s

 

α

α

α

 

1
0
 

(c) 

f(JvI) _ f(m) f(m) _ __ f(1VI)-f(m) ， f(JvI) 
ω 1. f(JvI) > f(m)，一一一<一一?一一q"2"'，: '>一一

11;1 m m Jv1 -m - Jv1 
f(lVI) _ f(m) f(m) _ _ f(JvI) -f(m) 

cαse 2. f(lVI) > f(m)，一一<一一一
Jv1 -m 

f(Jv1) _ f(rri) f(JvI) _ ~ f(1VI) -f(m) 
case 3. f(JvI) > f(m)，一一一<一一一?一一一

f 

Theorem 2.2の証明では，tの関数
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が次の最大値をとることを先ずいう.

(mK  -lVIk) ((q -l)(K -k)γ 
(;-l)(M-m)¥q(ば -lVIk) ) 

77J{ 

if case 1 holds 

if case 2 holds (2.1) 

lVIq 
if case 3 holds. 

Kan七orovichconstant K(l).(m， lVI，p， q)はこのcase1の定数からきている.case 2， 
case 3は，h(t， k， K)の最大値が区間[m，lVI]の外部にある場合である.またThe尚
orem 2.2の証明では，tP (p > 1，p < 0)がconvexfunction，げ (0< p < 1)が
concave functionであること使っている.

3 Applications 

Corollary 3.1 Let A， B be strictly positive operators onαHilbert spαce H 
such thαt lVIlIとAどm1I> 0， lVI2I ~ B どm2I> 0 and also A 三B.
(a) if p > 1， q > 1， K(m2， lVI2， p， q)Aq三BP
(b)ザp< 0， q < 0， K(ml' lVI1，p， q)Bq三AP
(c)ザo< p < 1， 0 < q < 1， K(ml' J.;Jl，P， q)Bq :::; AP. 

( K(l)(mi，Jvfゎp，q) ザcαse1 holds 
K(mゎJvhp， q) = < mf-q ザcαse2 holds 

l JvIr-q ザcαse3 holds， 

ωherεKαntorovich constant K(リ(millVIi，p， q) is 

m Mf-Mm?) f (q -1) (JvIf -mf) i q 
K(り(mi，Jvfゎp，q)口{}

(q -1) (JvIi -mi) l q(mi1 
The classificαtion cαse 1，2αnd 3 is similαr to it in Theorem 2.1. 

これはTheorem2.1を使えば証明できる.Corollary 3.1の (a)については，
Mieie-P ecarie-Seoによる耳目証明がある [9].
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4 Applications to chaotic order 

Theorem 4.1とCorollary4.2は， Theorem 2.1とCorollary3.1のchaoticorder 
versionである.下記の Sh(m，M， p， q)は，p=qのときはSpechtra七ioと呼ば
れる.Corollary 4.2は，抗ieiιPecarie-Seoによる別証明がある [9.].Proposition 
4.3は， Kantorovich constant K(l)(m， ]l，;1，p， q)とSpechtratioの2変数版の間
の関係を与えている.

Theorem 4.1 Let T be αstrictly positive operator onαHilbert spαce H such 
M 

that ]1，;11 ~ T ~ m1 > 0 and h口一>1. Then for any unit vector x， 
m 

Sh(m， ]l，;1，p， q).6.x(Tq)三(TPx，x)三ムx(TP) for p > 0 αnd q > 0， 

ωhere Sh(m， ]l，;1，p， q)αndαdeterminαntムx(T)α問

m
P
-q 1Zii走T

e log hii止τ

Sh(m， ]l，;1，p， q)口 mP-q 

]l，;1P-q 

ムx(T)= exp(((logT)x，x)). 

f hP… l 
i q EE---55qff 
logh 

f fzP-1 
if， ， :::; q 
logh 
hP -1 

ザqhP:::;一一一
-' log h ' 

Corollary 4.2 Let A， B be strictly positive operators onαHilbert spαce H 
such that M1 三B~ m1 > O. Then logA三logB is equivalent to 

Sh(m， ]1，;1， p， q)Aq三BP for p > 0αnd q > O. 

Proposition 4.3 

lim K(l) (1+ logm， 1十回川口mP-q h出
日∞ ¥ηη) elog h出'

ωhmh =22>1 ηz 
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Hanner幽typeinequality and uniform no日嗣squareness

for Banach spaces 

Yasuji Takahashi and Mikio Kato 

Abstract. We introduce Hanner-type inequalities with a weight for Banach 

spaces X， and investigate some geometrical properties of X such as uniform 
non-squareness， 2-uniform convexity and 2-uniform smoothness in terms of 
those inequalities. 

註annerはんのmodulusof convexityを決定する捺， Hanner不等式を用いた [2]. こ

こでは， Banach空間Xにおいてそれを包括する重みγ付きのH叩 ner型不等式を導入

し，それらを用いてuniformnon-squarenessなどの幾何学的性質を特徴づける.

1.耳目lnerinequality 

1.. ..IP 1. ..IP 
(1) Ilx十yIIP+IIx… ylIP三IlIxll+ lIyllr + IlIxll-lIylll- Vx，y E Lp (1 < p三2)

1.. ..IP 1. ..IP 
(2) IIx + ylIP + IIx -ylIP :::; IlIxll + lIylll什llxlトlIylll- Vx，y E Lp (2:::; p <∞) 

Hanner不等式はLp空間の他， p-Schatten class operatorのなす空間 Cpでl:::;p:::;

4/3のとき (1)，p と4のとき (2)が成立する [1].一般のBanach空間Xで上記の不等式
を考察するとき， (1)あるいは(2)がXで成立するならば， Lebesgue-Bochner空間Lp(X)

でも成立すること，また，Lp空間においてはHanner不等式の η要素への拡張が可能で、

あることなどが知られている [3]，[4].更にごく最近?ある種のHanner型不等式につい

ては重み付きでさえ η要素への拡張が可能であることが示された [7].なお，p=lの場

合(1)，p = ∞の場合(2)はすべてのノルム空間で成立する.以下， Banach空間Xは2
次元以上とする。

2. Theorem Let 1 < p， s， t <∞. Then the inequality 

(3) IIx+yll川 IIx-ylIP三¥Ilxll+ lbyllr + ¥llxll-lbyllr 

holds in X wi仕1some γ> 0 if and only if the inequality 

(4) (11川 118+ 11日 ns)l勺 T

ハv
n
h
v
 



holds in X with some γ> o. 

On the other hand， the inequality 

(5) Ilx切 11叫 Ilx-げざ IlIxll+ III'yIIIP + Illxll-lII'yll r 
holds in X with some γ> 0 if and only if七heinequality 

(6) (11川 11川!日In1勺 l/s-l/t(111州
holds in X with some γ> o. 

Hanner不等式は (1)では 1< p < 2， (2)では2さp<∞の条件が必要であったが，
(3)，(5)では l<p<∞で考察した.このことが可能になったのは，これらの不等式に重

みγを付けたことによる.最近の研究で，Lr空間では 1<r::;2のとき (4)，2 ::; r <∞ 

のとき (6)が成立すること，更に，これらが成立するような最良の定数γを決定した [7]:

3. Definitions (i) The mod仙 J，Sof convexity of X is defined by 

1. 11 x十yll 11 11 11 11 11 11 

dx(ε)口infい-II=-γ11: IIxll = lIyll口1，lIx-yll口け (0 ::; E ::; 2)・

(ii) X is unザ'ormlynoルsquα問 ifdx(ε) > 0 for some 0 < E < 2， and q-unifromly 
cor山口 (2三q<∞)if there is C > 0 such th抗 dx(ε)三Ce for al1 0 < E三2.

4. Definitions (i) The modulus of smoothness of Xおdefinedby 

(1Ix十句11+ IIxーァyl 1 . 11_11 11..11 1 1 ρx(ァ)口sup{-1:||zi!とlIyll口1r 2 11--11 IIvll 

(ii) X is p-unifromly smooth (1 ::; p壬2)if there is K > 0 such that Px(ァ)話 KTP

for all γ> o. 

5. Notations Let X be a Banach space. Let 1 < s， t <∞and γ> o. Denote by 
c(s， t， I'; X) the best (Iargest) constant c for which 

(7η) (lIx叶川十切yWれ判川iドh川川S叫川刈十什叶IIxトげ一寸U剖叫げ州IIS門iド門8つ小)

holds i也nX.

Also denote by k(s， t， I'; X) the best (smal1est) constant k for which 

(8) (11川 IIS十IIx-YlIs)l/s ::; k (llIxll十!byllr十IlIxll IbYIII't' 

守

3
ム

ハ
h
v



holds in X. 

6. Theorem Let 1 < s， t <∞andγ> O. Then for any Banach space X， the 
following inequalities hold: 

(9) 
21/5 
t::; c(s，tγ;X)::; 21/5-1/t 

(11 +γIt十11-γIt)l/

(10) 
f (1十U)21/5 _ '-r. '¥ 

21/日 /t三k(s，tJ;X)5sup{ }  
l (11 +的It+ 11-u"(l中/t・0-~ J 

In particular， the ineqaulities (7) and (8)叫wayshold for any B加 .achspace X with 

21/5 __..1 7_ ____ f (1十U)21/s _ ..... r. '¥ 
c= -;-;・ T: and k口 sup< ，，_ ¥ -， ~ /- U ::;:， 0 ~ 

J.-l (11十uγIt+ 11-uγIt)1/t・0-~ J 

7. Theorem (Yamada， Takahashi and Kato [7]) Let 1く s，t<∞・

(i) X is 2-uniformly convex if and only if there existsγ> 0 such that c(υ，"(;X) = 
21/5-1/t. 

(ii) X is 2-uniformly smooth if and only if there e泊stsγ>0 such that k(s， t， "(; X) = 
21/s-1/t. 

8. Theorem Le七1< s， t <∞andγ> O. Then the following are equivalent. 

(1) X is uniformly non-sqωre. 

2l/s 
(ii) c(s， t， "(; X) > 111 I _.It I 11 _.lt¥l/t for any (some)γ> O. (11十γIt+ 11ー γIt)l/t

f (1 + U)21/s .......... (¥ 1 
(iii) k(s，t，"(;X) < sup ~ (1， ， _~~t' ， ~~- _ _.1+¥11+ : U 2:: 0 ~ for any (some)γ>0 

Ul1十uγIt+ 11 -U"(lt)l/t . ~ '-~ J 

ここで考察した幾何学的性質は， uniform non-squareness， uniform 2心onvexity，uni-

form 2-smoothnessであるが，その他の幾何学的性質を重みつき Hanner型不等式を用

いて特徴づけること，またう Hanner型不等式に付随して現れる定数と他の幾何学的定

数(Jordan-vonNeumann， James， Schaeffer等)との関連を調べること，などは今後の課

題とする.なお， Hanner型不等式の多元版，双対性などに関する最近の結果は [7]を参

照されたい.
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Square-root problem in C(X) and the Cech cohomology 
(C(X)のベキ根問題とコホモ口ジー)

Science University of Tokyo (東京理科大学理学部)
Shizuo Miyajima (宮島静雄)

Abstract. The relevance of出eCech cohomology to the square-root problem in C(X) 

(X: compact Hausdorff) is discussed. It is shown that every invertible element of C(X) 

h出 acontinuous square-root if and only if fI1(X，712) = 0 or fI1(X，71) is divisible by 
2， provided dim X ::; 1. Some remaining problems are posed. 

1 Introduction 

本稿で取り扱うのは，古くからの話題である次の素朴な開題である.

平方根間短:すべてのfεC(X，C)が連続な平方根を持つ，つまり fロ g2をみたす9E C(X，C) 
が存在するような compactHausdor宜空器 X を位相的に特徴付けよ.

次の諸例から分かるように，連続平方根を持つためには何らかの意味で 11次元的Jなことが必要

ということが予想され，さらに 1次元といっても円周のような部分があっては困るのである.

1'9tl 
(1) 閉丹板 {zε<c Ilzl ::; 1}や単位円 81は連続平方根を必ずしも許さない.
f(z) := zを考えればよい.
(2) [0，1]や完全不連結空間では連続平方根が存在する.また JRの Stone-Cechのコンパクトイ七

βJRも連続平方根を許す.これは C(βJR)αCb(JR)から分かる.

(3) X 口 [0，1]x {O}U二1[0，1)x {l/n} C JR2は連続平方根を許さない.
Coun七ryman，Jr. [1]，羽鳥一三浦 [3]，三三浦 [7]，三浦一新島 [8]らの寄与により，第一可算公理あ

るいは局所連結性など若干の前提条件を付けた形では平方根開題は我々の予測を裏書きする形で解

決されている.それを述べるために次の定義を導入しよう.

定義:

.Xが hereditarilyunicoherentや功 X の連結間部分集合U，Vで UnVが非連結とな

るようなものは存在しない.

@被覆次元 (coveringdimension) 

位相空間 X の被覆次元 dimXは次のような性質を持つ nE {O} U Nの最小数を雷う:

X の任意の開被覆2tに対して縮分~で， η+2 {習の棺異なる 8 の任意の要素が交わりを持

たないようなものが存在する.

.Xがa1mostlocally connected 

表与 X は次のような連結部分集合列 {Cn}nを含まない:
各Cnは互いに素で，UnEN C.冗の閉包内で関，かつ Xn1YnモC叫でそれぞれ異なる点、に収束

する点列 {Xn}nl{Yn}πが存在する.

これらの定義の下で CountrymanJr.らの結果は次のようにまとめられる.
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Countryman Jr.の結果

X: compa心tHausdorff空間のとき

C(X):連続平方根を持つ口今 {X: almost locally connected and hereditarily unicoherent 

X が第一耳算公理をみたしていればi最も成り立つ.

三浦一新島の結果

X:局所連結な compactHausdorff空陪のとき

C(X):連続平方根を持っか吟 Xhereditarily unicoherent 

牛2今 dimX::;1かっ fIl(X，iZ)口 O

宇中 C(X):連続 η乗根を持つ (VnE N) 

主豆翠盟 上述の結果について，次のような素朴な疑問が浮かんでくる.これらについて部分的
に解答し，残された問題点を鴫らかにすることが本稿の目的である.

@局所連結性のもとでは平方根と n乗棋を持つ条件が一致するが，これはやや不自然ではな

いか?

@局所連結性を仮定せずに平方根を持つ条件を求められないか?

@平方根問題には Zでなく iZ2が登場すべきではないか?

これらの疑問について Cechのコホモロジー群を用いてある程度の解答が得られるのであるが，コ

ホモロジー群の性格から言って，C(X)の任意の元が連続平方根を持つ条件を記述することはでき

ていない.できたことは C(X)でなく，(C(X)の可逆元の全体である)C(X)-lの各元が連続平

方根を持つ条件の記述である.

2 (前)層係数 Cechコホモ口ジーに関する準備

この節では，前層，J欝及びそれらを係数とする Cechコホモロジーについて簡単な解説を述べる

が，ご承知の方はとばして頂きたい.

2.1 前閣と層

前層，腐の車観的な意味は次のようなものである.

.Xよの前層 :Xで縄問的に忠義されたあるクラスの関数全体.例えば連続関数，なめらか

な関数，解析関数.

.X上の層 :Xの無線小領域上で定義されたあるクラスの関数(関数の穿)全体.例えば解

析欝数の場合は 3 任意の一点を中心とする収束半径>0のベキ級数(関数要素)全体.

大普通の場合(正準前層の場合)，前層の元は関数の芽を連続につなげたものとみなしてよい.実

際，解析関数や連続関数の場合は心配はない.有界連続関数などを考えると異なってくる.

Abel群 Gに離散位相を考えたとき，臨積空間 XxGは (Gを茎とする)一定層と呼ばれる

麗となる.(G tこ館を取る連続提数のクラスを考えている)
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定義:抽象的には，位相空間 X 上の騎とは位相空題 Eと連続全射p:E → X の対 (E，p)

で，pが局所間相写像になっているものを言う.

定義:p:E →XがX上の膳とすると，開集合UcXに対して r(u):= {s I s: U →Eは
連続で，pos(x) = x (¥fx E U)}と量くと，{r(U)}Uは制限写像に隠して X上の前層となる.

これを麗 (E，p)の正準前麗という.

Remark.前麗から逆に層(芽の層)を作ることができ，層は前麗の特別なものとみなすことも可

能である.これらについては滝沢 [11]，金子 [10]， Iversen [4]， Godement [2]などを参照のこと.

2.2 Abel群の前層

定義:位相空間Xの任意の開集合Uに対して Abel群r(u)が定められており，更に VcU

に対して Abel群の準同盟ruv:r(U)一→r(v)が対応していて

ruu= id， W c V c Uならば ruw口 rvworuv 

が成り立っとき，r(U)， ruvというシステムを X上のAbel群の酪農という.

Abel群の前層の最も典型的な例は，r(U)として U上の連続関数をとり，ruvをU上で定義さ

れた関数の Vへの制娘としたものである.そして本稿で使用するものは 81:= {z E <C Ilzl = 1 } 
に値を取る連続関数の成す前膳や，このように制限をつけない捜索数値連続関数の成す前躍である

(ruvはやはり制限写像). 

2.3 Abel群の前膚3"1こ係数を持つコホモロジ-H*(X，3") 

Step 1.開被覆!こ伴うチエイン複体とそのコホモロジー群 it = {Ua}日EAを位指空間 Xの開被

覆とするとき， JI関序組 (α0，α1，.•• ，αq) E Aq+lで

Uao，内:=nU，向
i=O 

と置く.そして各 (α0，...，αq)εAq+lに対して Abel群タ(U，日0，...，O:q)の元 Ca:o，...，aqが指定され

たもの，つまり写像
c: Aq十1→U{3"(U) I U c X， open} 
c(α0，... ，αq)口 Cao，…，臼qE 3"(U，白0，…内)

をit上のター係数の q-コチェインという.これらの q-コチェイン全体の集合Cq(μ，3")は畠然に
Abel群となる.そしてcq(it， 3")からcq刊 (μ，3")への準向型肝 (以後単に 6で表す)を

8: Cq(仏タ)→cq十l(it，3") (q = 0，1， .・・，)， 
(8c)(α0，'" ，αq' <JI. q刊)口 I::i~5(-l)ic日0，...ι...，臼q+l

n
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で定義することができる(弘は向が欠けていることを示すれこうすると dod= 0が成り立つ

ので，

C
O(以，$")~ C1 (仏タ)~・・・ ~cq(以，$") ~ Cq十1(μ，$")~・・・

はチェイン護体を成す.そしてチェイン復体のコホモロジー群

Hq(μ，$")戸Kerdq j1m dq-l， H*似，$"):口 LHq(μ，$")

が定まる.

Step 2.関被覆に伴うコホモロジー群の帰納的極限を取って完成 位相空間 X の顕被覆μz

{UaJ吋 A とX上の前麗 F から Abel群H*(l1，$")が決まったが， 11の細分となっている開被覆

む(これをμ>-mで表す)があると，自然にコホモロジ一群の閣の準向型

h急:Hq(幻，$")一→Hq(m，$")

が定まることが分かる.Xの関被覆全体は細分関係〉により有向)1麗序集合となり，h益によって

H*(仏$")は帰納系となる:

(1) 任意の関被覆に対して崎=1，

(2)μ〉幻〉却ならばhZOJ41hIb 
従って，帰納的極限

Hq(XJ):4?Hqμ，$")， H*(X，$"):ロ芝山(X，$")
q出。

が定まるので，これを X の$"-f系数のコホモロジー群という.

2.4 Abel群 GIこ保数を持っとechコホモロジ一群H*(X，G) 

Abel 群 G に対して ， G に穫を持つ定数前麗ダを係数とするコホモロジ一群 H*(X，~) を ， G を

係数とする Cechコホモロジー群と語い H*(X，G)で表す.

3 平方根問題にコホモロジー群が登場するわけ

そもそもコホモロジ一群はどのような場面で有効かというと，大胆に奮えば次のようになる:

標語コホモロジ一群は間所と大域を結ぶ有効な欝諮である圃 (ただし局所理論がしっかりし

ていないとダメ!) 

さて，はじめに平方根開題で登場する Abel群と前属について述べておこう.

定義:乗法群Z5:口{1，-1} ~ Zj2Z = Z2・
32:口開集合UcXに対して U上の均値の定数関数全体f(U，Z2);を対応、させる前層.

-67-



3.1 局所的な連続平方根とコチェインとの対応

X compact Hausdorff， f E C(X， q-1とする.任意の ZεXに対して Zのある開近傍 Oxで，

f(Ox) c <c上では Fzの正則な枝が存在するようなものがある.これから 9E C(Ox，qで，Ox 
上で g2口 fとなるものの害悲が分かる(局所的な連続平方根の存在). 
このことにより，Xのコンパクト性も袋って，Xの有限開被覆i1= {Ua}白日で，各 U白上で

g~ = fをみたす連続関数gaが存在するようなものが取れる.このときに α，βEAに対して

だから

xE九 n切ならば(誠)三?とト 1

山内Us上で
g臼(x)
一一=土l
gβ(x) 

である.これより，必要に応じて 11の縮分を取って，土1のいずれかの傭を取るのではなく，

U白 nUs上で
ga(x)ー噌
gβ(x)一吋

または U白 nU，β上で
g白(x)ー噌
gβ(x)一品

とできる.よって (α，s)E A2に対して ga，β をこのようにして決まる 1か -1かのどちらかの数

とする.そうすると写像

(α，β)←→ga，βεr(u;白nUs，Z;) 

はC1(11，2;*)のコチェインを定める.

3.2 賭所的な連続平方根の接続可能性

周期的に連続平方根を作ると，つなぎ闘でうまくつながっている場合もあれば， -1倍だけずれて

いる場合もある.この様子を記述しているものが 1次のコチェインなのである.

ではどのような場合にずれを補正できるか?

ga，β口一1だったら，u;βでの連続平方根として仰の代わりにー仰を取ってやれば，gaとう

まく接続して U白uU，β上の連続平方根ができる.単純に考えれば，有限倒しかないのでこれを繰
り返せばよいように思えるが，このように「隣同士」がうまくいくようにしても元に戻って来て最

初の近傍での平方根の符号を変えないといけなくなるようでは結局ダメである.

うまく接続するための符号の変更が全体として整合的にできるための十分条件が

各 αに対して faE Z2で，ga，βココ fβ/faが必ず成り立つようなものが存在する (キ)

ということである.

実際，もしょのようなんが取れれば，x E U，白nU，βで g白(x)/g，β(x)口 ga，β=f，β/んなので，
f日ga(x)= f，β9β(x)となる.よって

U白上で g(x):=んゐ(x)

と置くと 9E C(X，qとなり，f =g2も成り立つ.
条件(*)はチェイン捜体の言葉で言えば

C1(μ，勾)ヨ {g叫ん，β)EA2口 d({ム}臼)ε1md1 
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となり，これはコホモロジ一群 iI1(x，Z2)の元として {ga，sha，s)EA2口 Oということである.
よって

iI1(x，z;i)口 Oならば任識の fεC(X)-lは連続平方根を持つ

ということになる.

4 :Jホモロジー完全系列を用いた記述へ

前節の覆観的な話をコホモロジー完全系列という machineryを用いて整理しよう.コホモロジー

完全系列の紹介から始める.

4.1 前麗のコホモロジー完全系列

$， r.1， .yt' はX上の Abel群の前層で，前層の準需型写像 ψ，'Itに対して

0-→ $~r.1~.Yt'-→ O 

が完全であれば，コホモロジ一群の完全系列

O → iIO(x，$) ~ iIo(X，r.1) ~ iIo(X，r.1)ムJF(XJ)4...

…ムiIq(x，$)~ iIq(X，r.1) ~ iIq(X，r.1)ムiIq付 (X，$)乙..• 

が成立する.(8*は連結準同型)

これはホモロジ一代数の初歩の定理に過ぎない.

4.2 罵のコホモロジー完全系列

定義:x上のAbel群の層Fに対して，その1E準前層Fを係数とするコホモロジー群を F-
係数のコホモロジ一群といい，iI*(X，F)で表す.

F，G，Hはパラコンパクトな空間X上の Abel群の層で，層の準向型写像 c.p，ψに対して

0-→ F~G~H ー→ O

が完全であれば，コホモロジ一群の完全系列

O →iIO(x， F) ~ iIO(X， G) ~ iIO(X， G)ムiI1(x，H)~. 

•• .主+iIq(X， F)乙iIq(x，G)~ iIq(X，H)主+iIqH(X， F)ど+・

が成立する.(8*は連結準向型)

n
H
u
 

p
h
u
 



4.3 平方根問題のコホモロジーによる記述

以下では 81は複素平面の単位向と同一視して，乗法!こより Abel群と考える.

山(z):= Z2 (Z E qという写像により Abel群の完全系列

O →Z2→ 81 .J4 81→ O (1) 

が成り立つ.ここで Oは単位群を表す.SlでcompactHausdorff空間 X上の 81-11直連続際数の

芽の麗を表し， ψ2が誘導する躍の準向型Sl→Slもやはり ψ2で表すと，完全系列 (1)により層
の完全系列

O →Z2→ Sl .J4 Sl→ O (2) 

が成り立つ.ここで砲はZ2を茎とする一定層を表す.従って層のコホモロジー群の完全系弼

O →fIO(x， Z2)→fIO(x， Sl) .!L fIO(X， Sl)ムfI1(X，Z2)

→ fI1(X， Sl) ~ fI1(X， Sl)ムfI2(X，Z2)→..• (3) 

が得られる.

次の標準的な事実に注意しよう.

fIO(x， Sl)αC(X， 81)かっこの陪型でψ5はf吋 pとなる.

すべての 1E C(X)-lが連続な平方根を持つことはfIO(X，Sl).!LfIO(X，Sl)が全射である
ことと偶値である.

実際，1 E C(X)-lに対して，1/111 E C(X， 81)が連続平方根を持つことと fそのものが連続
平方根を持つことの同値性は明らかであろう.

これらより

C(X)-lで平方根問題が肯定的や功 fIO(X， Sl) J..与fI1(X，Z2)がO写像

ということが成り立つ.

よって，完全系列 (3)を用い，fIq(X，Z2) ~ fIq(X，Z2)に注意すると粗い定理として次が得ら
れる:

定理 1compact Hausdorff設罰 X に対して， fI1(X， Z2) = 0ならば C(X)一1Iま連続平方様
を許す.

完全性をもう…段和用すると次も分かるが，分かりやすい条件とは言えないであろう:

定理 2compact Hausdorff空間 XIこ対して， C(X)-lが連続平方根を許す必要十分条件は自

然な写像 fI1(X，Z2)一→fI1(X，Sl)が単射となることである.

さらに詳しい結果を得るためには X の次元を制限する必要がある.

次元については，森田による次の結果が大変強力である.
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定理 3(森由紀一)Xを compactHausdorff空間とすると

dimX < 1牛吟任意の間部分集合 FcX上の関数 fE C(F， 81)はgεC(X，81)へ拡犠さ
一 れる

森田の定理は dimX:::;1ならば 81値の連続関数の層 81が柔軟麗 (softsheaf， faisceau mou)で

あることを導くので，コホモロジ一群についての次の結果が導かれる.証明についてはR.Godemer訪

問の Theo時me4.4.3を克よ.

補題 1(dimX:::; 1の効果 1)X がcompactHausdorff空間で dimX:::;1とすると，任意の

q三1Iこ対して iIq(x，81)口 Oとなる.

dimX:::; 1のもう一つの効果は次のことである.

補題 2(dimX:::; 1の効果的 X がcompac土Hausdor茸空間で dimX:::;1とすると，X上の
任意の Abel群の齢層 F に対して，q?'2ならば iIq(x，s") = 0となる.

定理2と補題 1，および‘Z2~Z2 により次の結果が得られる:

定理 4dimX:::; 1をみたす compactHausdorff .@.潤 XIこ対しては，C(X)-lが連続平方根
を許す必要十分条件はiI1(X，Z2)口 Oとなることである.

系 5compact Hausdorff .@.間 X が dimX:::; 1かつ C(X)が連続平方根を許すならば
iI1(x， Z2) = 0でなければならない.

さらに詳しく雷うと， dimX < 1ならば iI2(X，Z2)= 0だから， (3)から次のことが分かる.

定理 6dimX:::; 1をみたす compactHausdorff畳間 X に対しては， Abel群として次の間

裂が成り立つ:

C(X)一1/ {C(X)-1}2笠 iI1(x，Z2).

Remark. dimX:::; 1を仮定しない場合は，完全系列 (3)からC(X)-l/ {C(X)-lPはiI1(X，Z;D
の部分群である iI1(X，Z2)→iI1(X， 81)の kernelと同型であることが分かる.

次に，上に登場した iI1(x，Z2) = 0という条件と，コホモロジ一群の基礎である iI1(X，Z)の
性質との関わりを考えよう.そのためには次の普遍係数定理が必要となる.

コホモロジー群の普逓係数定理 (E.H. Spanier [9]， Theo拘置 6.8.10)

XがcompactHausdorff空鶴で， rはX上の七orsionfree R moduleの前膳，GがRmodule 
とすると，次の functorialな矩完全列が成り立つ:

O →iIq(X，r) Q9 G -→iIq(x，r⑧ G)→iIq+1(x， r) * G → O 

これを rを一定麗 XxZとして適用し， Z⑧Z2 =Z2とZ2:::どZ2を用いれば次が得られる.

補題 3(iI1(X， Z2)とiI1(X，Z)の関係)Xが compactHausdorff空間とすると次の func-
torialな短完全列が成り立つ:

O →iI1(x，Z)⑧Z2→iI1(X，Z2)→ 122(XZ)*Z2→ O 

1
2
i
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構題 4(H1(X，Zi)とf子(X，Z)の関係)X が compactHausdorff盟関で dimX三1とす

ると

H1(X，Z2) = 0や吟 H1(X，Z)は 2でdivisible

である.

証明:補題2と補題7により H1(X，Z2)c::: H1(X，Z)③Z2なので，H1(X，Z2) = 0はHl(X，Z)③
Z2 =0すなわち H1(X，Z)が 2でdivisibleなことと開f直である QED

以上から次の定理は容易に導かれる.

定理 7compact Hausdorff空間 X に対して司 dimX:S: 1ならばC(X)-lが連続平方根を許

す必要十分条件は H1(X，Z)がAbel群として 2で divisibleなことである.

全く同様にして次の定理も京すことができる.

定理 8compact Hausdorff空間 X に対して， dimX壬1ならば、C(X)-lが連続な n乗根を

許す必要十分条件は H1(X，Z)がAbel群として η で divisibleなことである.

5 JII村一三浦による最近の結果

[5] (preprint)の結果を平方根に特化した形で述べると次のようになる.

l.Xが連結なコンパクト距離空間のとき，C(X)が連続平方根を持つ必要十分条件は，Xが局

所連結でかつ単純間曲線を含まないことである.

2. Xがcompact百ausdorff空間のとき，C(X)-lが連続平方根を持つ必要十分条件は H1(X，Z)

が 2-divisibleなことである.

JlI村 [6]ではさらに次の結果も得られている.

3. compact Hausdorff空間 X がsequentiallycompactでかつ almostlocally conllectedであれ

ば次元は高々1.

6 残された問題

• C(X)-lでなく C(X)が連続平方根を持つ条件を簡単に記述で、きるのか?

(局所連結性，第一可算公理なしに) (注:初めに挙げた例の (3)によって，コホモロジ-

H1(X，Z2)の消滅だけでは C(X)の元が連続平方根を持つには不十分であることが分かる.) 

e rc(X)あるいはもっと弱く C(X)-lの各元が連続平方根を持てばdimX:S:1Jということ

が任意の X で成り立っか?

@平方根開題を局所化するとどうなるか?(これは任意の fE C(X)が各点のある近傍では連
続平方根を持つような条件を求めるという問題である.) 

。心
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@平方根開題を局所化するような条件があるか?(つまり低意の fE C(X)が各点のある近傍
では連続平方根を持つとき， X全体で連続平方根を持つためにはいかなる条件をみたせばよ

いか?) 
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On the structure of linear isometries between 

noncommutative LP spaces 

(Introduction to results of D. Sherman) 

WATANABE， Keiichi (Niigata Univ.) 

Abstract. We will survey current developments in the study of linear isometries beもween

noncommutative LP spaces associated with von Neumann algebr回. We also explain 

connection with the linear extension problem of measures. 

l<p<∞，pチ2.

歴史的な経緯

Theorem (Banach [B]， 1932). T: fP →tP，全射線型等距離作用素

キヨ(α，σ);
α:N →C， Iα(n)1口 1，
σ:N→ N， 置換，

(Tx)(η)=α(η)x(σ(η))， x εfP. 

Theorem (Lamperti [L]， 1958). T: LP(X，苦，μ)→ LP(X，-d，μ)，線型等誼離作用素

吟ヨ(h，L:);

h;可測関数，

L::苦→苦，“σ"アノレジブラ向型ヘ

(Tf)(x) = h(x)(Jf)(x)， f E LP(X，弘μ)， 
IhlP = d(μo L:-1 )/dμ， 
ここで JはL:から，JχA=χI:A，A ε苦，によって誘導される写像.

Cp = {α;討上のコンパクト作用素，Tr(1αIP)<∞}; Schattenの Cpクラス

Theorem (Arazy [Ar]， 1975). T: Cp → Cp，全射線型等距離作用素

ヱご〉ヨ(u，ω);ユニタジ作舟素の対，

T(x)口 u.x・ω，x E Cp または T(x) =u.x
t.ω， x E Cp， 

ここでdは，同定された正規直交基患に関する能置を表わす.

Theorem (Yeadon [Y1]， 1981). (λイi，η)，i=1，2，半有限 vonNeumann環と忠実正

規半有限トレース，T:LP(ん11，γd→ LP(ん12，T2)，線型等距離作用素
ロ今ヨ1(ω，B，J);
wEんら，部分等距離作用素，

B;ん12n J(λイdに付随する非負自己共役作用素
J:ん11→ん12ヲ正規 Jordanト向型，

T(x) = wBJ(x)， x εLP(M1， T1) n M1' 
ω*切口 J(l)口 s(B)，
Tdx) = T2(BPJ(x))， xさo.
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典型的な線型 LP等距離作用素

(λイ1，ψ0)，(M2，ψ0);任意の vonNeumann環と忠実正規半有限荷重(必ずある). 

LP(ん11;ψ0)，LP(ん12;ψ0);Haagerupの構成法による非可換 LP空関.

初め，以下の4つ組の存在を復定する.

ヨ(よ;A，E1，E2);
J:M1→M2， Jordan恥同型，J(MI);WOT閉ト環，
Acんら;von N eumann部分環でJ(ん11)c Aなるもの，
E1 : J(l)AJ(l)→J(Md，忠実正規条件付期待値，
E2:λイ2→A，忠実正規条件付期待値.

(1) J は接合積の開の全射 Jordanト同型 Jに拡張される;

J:ルt1><l(}"'Po浪→J(λイ1)><lσ向。J-l~， 

さらに，Jは可測作用素環の間のJordanト同型に拡張され?その LP空関への制限は正の

全射線型等距離作用素となる;

j: LP(M1;拘)→LP(J(λイ1);向 oJ-1). 

(2) 条件付期待値によるもの.

q = J(l)と表わす.位含写f象21: J(λイ1)→qAqは，接合積の関の7中へのト向型を誘
導し，LP等距離作用素となる;

む:J(λイ1)><lσ'PooJ-1 ~ →qAq ><l (}"'PooJ-loEl ~， 

II : LP(J(M1)jψ00 J-l)→LP(qAqjψ00 J-1 0 E1). 

(3) 荷重の取替えによるもの.

A上に忠実正規半有限荷重 ψlが次のように取れるjq E A'1tlかつ q'lt1qj半有限，ここ
で Aψl口 {xεAjぴt1(x)口 x，t モ~}.
qAq上には2つの忠実正規半有限荷重が存在する?すなわち，l.(Jo 0 J-l 0 Elとq'lt1q.こ

のとき?標準的な全射ト同型が Connesのコサイクノレを用いて定まり ，LP等距離作用素と

なる;

お1: qAq ><l (}"'Poor1oE1 ~ →qAq><lσqψ1q ~， 

ん:LP(qAq;ψ00 J-l 0 El)→LP(qAq; qψ1q). 

(4) 不動点環に属する射影によるもの.

qεAψ1ということから，包含写像2:qAq→Aは，接合積の包含写像を誘導し，中への
LP等距離作用素となる;

i: qAq ><l (}"qψH~ → q(A ><l(}"1t1 ~)q ， 

i: LP(qAq; qψlq)→qLP(A;ψl)q c LP(A;ψ1) . 
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(5) (2)と同様.E2はV 等距離作用素を誘導する;

i2 : LP(A;ψ1)→LP(ん12;ψ10E2)' 

(6) (3) と同様• M2上の忠実正規半有限荷重ψ10E2と元来の ψ。の取替えは，全射 V
等距離作用素を誘導する;

ゐ:LP(M"2iψ10 E2)→LP(M2iψ。).

上述の写{象を合成し，最後に適当な部分等距離作用素 ωGんらの掛算を施すω.K，2 0 i2 0 

'/，0え10i1 0 jは典型的な中への線型 LP等距離作用素となる.

Problem ([W4]). T: V(M1iCPO)→ V(M2;ψ0)，線型等報離作舟素

=与ヨ(ω，J，A， E1' E2)j 
T口 ω.K，2 0 i2 0 i 0 K，1 0 i1 0 J on LP(M1i CPO). 

LP等距離作用素の構造理論と，測度の線型拡張問題との関連

極分解ψ=ucplψ1 E (ん11)*から Uψh，cp，l/PεLP(λイ1iψ0)という元を作り，問題となっ
ている Tで写して再び、極分解する;

T( Ucph，cp，l/P) = Vψhβ(cp)l/P. 

こうして γ:(ん11)*→(ん12)*が， γ(ψ)口 vcps(cp)，CPε(λイ1)*によって自然に定義され，

(1)γ(αψ)ロ αγ(ψ)，αE C， 

(2)ψ1上向中 γ(約十ψ2)=γ(ψ1)+γ(ψ2)， 

(3) 111'(ψ)11 = IIcpll， 

(4)ある連続性

が示される.特に， Clarkson不等式の等号成立条件を用いて導かれる (2)に注罰すると，

Mackeyによって提示された， von Neumann環 M の射影元全体 M proj・上の測度の練型

拡張問題を思い起こすのは自然である.

μ:λイproj.一→ [O，lJが確率測度

告主

(1) ef = 0 吟 μ(e十J)口μ(e)十μ(f)，

(2)μ(1)口1.

この問題は Gleason，Aarnes， Gunsonや，前田周一郎，斎藤和之といった先生方が研究

され， 1985年までに完全に解決された ([M]).

Theorem (Christensen [C]， Yeadon [Y2J). 

Mi I2型産和成分をもたない vonNeumann環， μ:MP1'Oj.一→ [0，1]，確率測度

当 31ψEM+iμ(p)口 ψ(p)，p εMproj.. 
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ρ:んし，十一→ [0，∞)が連続有限測震

怠ま

(1)ρ(α<p)口 αp(<p)， α三0，

(2)ψ1よψ2 =今 ρ(約十<P2)=ρ(ψ1)十p(ψ2)，

(3)ρ(ψ)三11<p11，

(4) II<Pn - <p11→O 中 ρ(少n)→ρ(ψ)， 

von Neumann環ん4が (EP)を持つ

是正 vρ;M*汁上の連続有限測度 31XE M+; p(ψ)=ψ(X)，ψEM廿

Theorem ([W4]， [W5]). M1; (EP)を持ち，

T: LP(M1;拘)→LP(λイ2;ψ。)バ“保存，全射線型等距離作用素
=キヨ1(z， J); 
zEん12，中心に属する自己共役ユニタリ作用素，

J:λ七→λイ2，全射 Jordanト同型?

T=z ・ぇ oJ on LP(M1;内)， 

実際に(日刊を持つことが示されている vonNeumann環のクラスは以下のとおり.

Theorem ([W4]， [W5]). 

(1)ん1;h型直和成分をもたない F 有摂かっ有限な vonNeumann環

=今ルイは (EP)を持つ.

(2) M;半有限 vonNeumann環，ァ;忠実正規半有限トレースヲ

Pi t 1 (SOT)， γ(Pi) <∞， PiλイPi;12型斑和成分をもたない

口今 M は (EP)を持つ.

(3) M 口 VMi'{川};(EP)を持つ vo凶印刷叩部分環の増大ネットラ

Ei:M→ Mi;忠実正規条件付期待値 Ei0 Ej = Ei， i:::; j 

口吟 λイも (EP)を持つ.

Theorem (Haager叩 andStormer [HS]). 

λイ;可分な前双対空間をもっ II10型因子環

当ヨ{Mn};II∞型 vonNeumann部分環の増加 M=VMn，
n 

En:ルイ→んイn，忠実正規条件付期待値 Em0 En = Em' m:::;η. 

Theorem (Ju時 e，Ruan and X u. Quoted in [S2]). 
んイ;hyperfinite 1II型 vonNeumann環

口吟斗ヨ司{M1η寸~}; 1型 vonN陥f向eun立ma
n 

En:λイ→λイm忠実正規条件付期待値 Em0 En = Em' m:::;η. 
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Theorem (8herman [82]). 

M;半有限 vonNeurnann環， hyper長nitevon Neurnann環，または，可分な前双対空関
をもっ 1IIo型忠子環のいずれかで， 12型直和成分をもたない

口中んイは (EP)を持つ.

D.8hermanの主な結果

次の定式化は，J(ん11)が環でない場合もカバーしていて，より適切な形であろう.

Definition (8herman [82]). 

T :.LP(M1; )00)→.LP(ルt2;ψ0)，線型等距離作用素が typical

告主ヨ(ω，よP);
ωελイ2，部分等距離作用素?ω*ω 口J(l)，
J:λム→λイ2，正規 Jordan恥向型?
P:ルt2→J(λイ1)，JEの正規射影(i.e.Pが J(ん11)の各点を動かさない)，

T(hrp l/p) コロω.hψoJ-1op1/p，)0 E (ん11)*，十

Theorem (8herman [81]， [82]). 

(1)全射LP等距離作用素は全て typical.

(2) L1等距離作用素は全て typical.

(3) M1が (EP)と (EP)pを持つ 1 今 U 等距離作用素は typical.

ん11が(日P)を持つ=}正の LP等距離作用素は typical.

以下は，現時点では未だ不明のようである;

12型車和成分をもたない vonNeumann環は (EP)を持っか?

全身すと限らない LP等距離作用素は typicalか?
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The integration operators on BMOA-type spaces and 

Dirichlet spaces 

Rikio Yoneda 

Let D = {zεC : Izl < 1} denote the open unit disk in the complex plane C and let 
aD = {z E C: Izl = 1} denote the unit circle. For 1壬p<+∞， the Lebesgue space LP(D， dA) 
is defined to beぬeBanach space of Lebesgue measurable functions on the open unit disk D 

with 

11I IILP(dA):= (i 1州叫))~ <十∞，
where dA(z) is the normalized area measure on D. The日ergmanspace L~ (D) is defined to be 

もhesuhspace of LP(D， dA) consisting of analytic functions. For 0 < p <十∞， the Hardy space 
HP is defi.ned to be the Banach space of analytic functions 1 on D with 

11IげIllp戸 (L0E号禁う冥号1会訂fo2~卸「U宵1i
For z，w叫 letβ(叩 仇(w)=玲 For0 < rく+∞ and

z E D， let D{z) = D(z，r) = {ωED:β(z，ω)くr}denote the Bergman disk. ID{z，r)1 denotes 
the norrr叫ized町 eaof D{z，r) and ID(z，r)1 is comparable to (1-lzI2)2. 
The space of analytic functions on D of bounded mean oscillation ， denoted by BMOA， 

consists of functions 1 in H2 for which 

11 1 IIBMoA := sup 11 10 <pz -I(z) 112<十∞.
zED 

Let α> O. Then 酔Blochspace B日 isdefined to be the space of回 alyticfunctions 1 on 
D such七hat

11 f IIBα:= sup(1 -lzl2γIf'(z)1 < +∞・
zED 

And the litt1e α-Bloch space， denoted Bo， is位leclosed subspace of B白 consistingof五mctions
f with (1 -Izl2yl< I'(z)→o (lzl→1一).Note that B1， BJ are the Bloch space B， the little 
Bloch space Bo， respectively. 
Let X and Y be Banach spaces. Then a function 1 on D is a multiplier of X into Y if 
Ig E Y for all 9 in X. 1n the case， we write 1 X c Y. 
For 9 analytic on D， the operatorsら，Jg are defined on the weighted Bloch space by the 

following: 

ら以机刷刷伊例州h川)(防刷(ヤω(z):=斗ル)ドμ:戸= fozρz〉g仰，((切w川(κω仰似()似似)μ同d(し， ゐ仰刷げω)(z):= foz 1ソf川 K
1f旬g{z)口いh畑e佃nJg is the integration operat侃Ifg{z) = log l~z' then Jg is the Cesむooperat侃
In [6]， Ch. Pommere出eshowed thaもみ isbounded operator on Hardy space H2 if and 
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only if 9 is in BMOA ， and this result was extended to the other Hardy space HP 1 ~ pく十∞
in [1]. In [2]， A.Alem印刷 A.G.Siskakisstudied the ope叫 orゐdefinedon the weighted 
Bergman space. In [10]， A.G.Siskakis and R.Zhao studied the boundedness and compactness of 
Jg on BMOA. 

In [12]， we proved the following result: 

Theorem 1.1. The operator Jg is bounded on B if and onlyぜ

sup(l -lzI2) ( log一一・土ヲ)Ig'(z)1 <十∞3
zεD ¥ ムーIzl2} 

and the operator Jg is compact ∞B if and only if 

lzb(ト Iz12)(均叶矛)19'(z)1 = 0 
And let α> 1. Then the operator Jg isbounded on BOt if and only if 9 εB. And the叩 erator
Jg is compact on BOt if and only if 9 E Bo・

In [13]， we品soproved the followi碍 results: 

Theorem 1.2. Letα さ1and 9 be analytic on D. Then the operator Ig is bounded on 
BOt if and only if 9 E H∞. And the oper叫orIg is compact on B臼 ifand only if 9 == 0 . 

Theorem 1.3. For 9 analytic on D， the following are equivalent : 

(i) gB C B (gBo C Bo) j 

(ii) Bothら叩dJg are bounded operators on B ( or Bo) j 

(必) 9 E H∞， sup(l -Iz12) { log :;-土~} 19'(z)l <十∞
zεD ¥ ム一戸12} 

And leもα>1. The following are equivalent : 

(i)' gB日 CBOt (gBo C Bo ) ; 

( ii)' らisbounded operator on Bα('or Bo) ; 

(iii)' 9 E H∞. 

In Theorem 1.3， the equivalence of (i) and (iii)， the equivalence of (i)' and (iii)' were 
proved in [16] and [17]. 

In [14]， we were proved the followi珂 examples.The equivalence of (i) and (註i)also were 
proved in [5] 
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Example 2.1. Let 0くα壬s< 1. For 9 analytic on D， the following are equivalent : 

(i) gB臼 CBβ;

(ii) Jg : Bα→Bs is bounded operator 

(iii) 9 εBβ. 

Example 2.2. Let 0 <α く1S;β.For 9 analytic on D， the following are equivalent: 

(i) gB出 CBβ;

(ii) Jg : BCX→Bs is bounded operator 

(iii) 9 E Bs . 

Example 2.3. For 9回 alyticon D， the following are equivalent: 

(i) gB C B j 
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ら，Jg:B →B are bounded operators 

9EH∞， sup(l -Iz12) ( log :;-土τ)19'(z)1 < +∞ 
zED ¥ ムード12} 

Example 2.4. Let α> 1. For 9 analytic on D， the following are equivalent: 

(i) gB回 CB臼;

(ii) Ig:Bα→BCX is bounded operator 

(iii) 9 E H∞. 

Example 2.5. Let 1 <α くs.For 9 analytic on D， the following町 eequivalent : 

(i) gBαCBβ; 

(ii) ら:B日→BsIs bounded operator 

(iii) Jg : BCX→Bs is bounded operator 

(初) 9 E Bβ一自社;

(U)sup(1-lz12)P-a lg(z)i<+∞・
zεD、 J

円
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The space Blog is defined to be the space of analytic function f on D such that 11 f IIBlog= 

叫川(1-lzI2)(log l-izI2) 1f'(z)1 < +∞ Byusing伽 testfunction f a ( Z )吋og(log (1-ゐ))， 
it is also proved. 

Example 2.6. For 9 analytic on D， the following町 eequivalent: 

(i) gB10g C Blog ; 

(ii) ら，Jg: Blog→Blog are bounded operators 
"1， 1_ 1¥1_ 1 1¥¥  

(iii) 9 E H∞， sup(l -Izr"') ( log一一一 1(1og (logームヲ 111g'(z)1
zED ¥1-lz12 )¥¥ふ -lzl2}} 

fu [15]， we proved the following results : 

Theorem 3.1. Let α::; s. For 9 analytic on D， the operator 19 : BMOACX→BMOAs 
is bounded if and only if 

sup(l -Iz12)β一日Ig(z)1<∞-
zεD 

Theorem 3.2. Let α::; s and 0く α<1. For 9創出lyticon D， Jg : BMOACX→ 
B M 0 As is bounded if and only if 

gEBMOAs. 

By using Theorem 3.1 and Theorem 3.2， we have the following corollary : 

Corollary 3.3. Let α::; s and 0 <α<  1. For 9 analytic on D， the following are 
equivalent: 

(i) gBMOACX C BMOAs j 

(ii) Jg : BMOAcx→B M 0 As is bounded operator 
(必) 9 E BMOAs. 

Proposition 3.4. Let 1壬α::;s. For 9 analytic on D， if Jg : BMOAcx→BMOAs is 
bounded operator， then 

9 E BMOAs-cx十1・

And if 9εBMOAs-叶 1，then Jg : BMOAcx→BMOAs is bounded operator. 

円
ぺ
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Corollary 3.5. Let 1 ::;α < s. For 9 analytic on D， if 9 E BMOAs-o:十1then 
gBMOAO: c BMOAβ. 

Theorem 3.6. Let α>  0， the 0叩pe併Tα叫to併1'1.らg:BMばlOA也→ BMぱlOAαi白sbounded iザfα仰n
only if 

gEH∞. 

Theorem 3.7. Let α> 1， the ope1'ato1' Jg : BMOAo:→BMOAo: is bounded if and 
only if 

gEBMOA. 

By using Theorern 3.6 and Theorem 3.7， we have the following corollary : 

Corollary 3.8. Let α> 1. For 9 analytic on D， the following are equivalenも:

(i) gBMOAo: C BMOAo: ; 

(ii) ら:BMOAo:→BMOAo: is bounded operator 

(iii) 9 E H∞. 

Theorem 4.1. Let α三β.For 9 analytic on D， the operator 19 : D臼→ Dβisbounded 
if and only if 

sup(l -Iz12)抑一日)lg(z)1<∞-
zED 

Theorem 4.2. Let 1 <α 三s.For 9 analytic on D， the oper凶orJg : Do: →Ds is 
bounded if and only if 

sup(l -Iz12) ~(β一日)十1Il(z)1 <∞-
zED 
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Corollary 4.3. Let 1 <α< s. For 9 analytic on D， the following are equivalent: 

(i) gD日 cDs; 

(ii) Ig : Da→Ds is bounded oper叫or

(iii) Jg : Da→Ds is bounded operator 

(iv) sup(1-lzI2)抑-a)十119'(z)1<十∞-
zεD 
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Generalized Riesz Pro jections and Toeplitz Operators 

Takahiko N akazi (Hokkaio U討versity)

Takanori Yamamoto (Hokkai-Gakuen University) 

Abstrac土 LetP口 span{ einB; nとO}，and le七Q= span{einB;n < O}. The Riesz projection P 
maps P + Q onto P. Let v be a measurable function on the unit circle T satisfying Ivl > O. In 
this paper， the generalized Riesz projection pv is defined by pv J = vP( v-1 J)， (j E vP十vQ).
Then vP n vQ口 {O}，and pv maps vP + vQ onto vP. Hence， (pv)2 PV. Let ωbe an 
integrable function on T satisかingω>O. Let 1:::; p <∞. If v E lJ'(w)， then vP判 JQis dense 
in lJ'(ω). Let 1く p<∞， and let l/p + l/q口1.If ωsatisfies the Mucke出ouptcondition 
(Ap)， then it is well known that the Riesz projection P = pl is extended to a bounded operator 
on lJ'(ω)加 dthe adjoint operator P* satisfies P* J = pl/ωJ， (j E Lq(ω)). We discuss the 
operators pv on lJ'(ω) and the adjoint operators (PV)ホonLq(w). We also study the generalized 
Toeplitz operators which are defined by pv. 

1. Generalized Riesz射影 pvの有界性と共役作用素

P = span{einB; n三O}，Q = span{ einB; n < O}， dm( eiB) = dfJ /2πは単位向屑 T上の正規化され
た Lebesgue測度である。荷重関数ωが ω>0，ω，logw巴Ll= Ll(dm)を満たす場合を考え
る。 l<p<∞の場合を考える。 HP(ω)は?の lJ'(ω)ノルム閉包，HO(ω)は Qの lJ'(ω)ノ
ノレム閉句を表す。 Riesz射影 P:P+Q→?は

(Pf)(♂)ロ玄j(k)eikB， (j E P十 Q).
k>O 

と定義される。 P: lJ'(ω)→ HP(ω)が有界作用素になるための必要十分条件は ω巴(Ap):

/ ~\/噌 A\p-l

SUD (~ Iωdm \ ト~ _， I W-1/(P-l) dm ¥ 
?' ¥m(l)ん}¥ m(I)ん山/

と伺値であることはHunt-Muckenhoupt-Wheedenの定理としてよく知られている。 (cf.Bottcher-
Silbermann[l， p.39]， Garnett[3， p.255]， Nikolski[8， p.209， p.450]， [9， Vol.l， p.119]). 

T上の可測関数 Ivl> 0について， Generalized Riesz射影 pVを

(Pγ)(eω) = v(eiθ)P(v-1 f)(e勺，(j E vP十vQ).

と定義する。よって， pv:vP十vQ→ υP.

|定理11 v E lJ'(ω)について， pv: lJ'(ω)→ lJ'(ω)が有界作用素であるための必要十分条件
ほ]七日 ι(Ap)である。

i定理 21 v E lJ'(ω)について次が成り立つ。
ロアb しpV: lJ'(ω)→ lJ'(ω)が有界作用素ならば， ranpv口 vHP(lvlPω)口 [vP1LP(ω)，ただ
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し，[VPlLP(ω)は?のLP(ω)ノノレム閉包を表す。
(2) kは Ikl= Ivlを満たす outer関数とする。 Qむ=1_pvとする。このとき，
もし pV: LP(ω)→LP(ω)が有界作用素ならば， pk: LP(ω)→LP(ω)も有界作用素であり，

ran P百 ker QV→HP(ω) c U(ω)， ker pv = ran QV 戸(ω)c U(ω)， 日-

U(w)口町@;恥m 山 pk

(3) もしLP(ω)= HP(ω)@j耳向ならば， pv: LP(ω)→LP(ω)は有界作用素である。

KP(ω)をKP(ω)= {fεLP(ω) ; fwの負の Fourier係数はOである}と定義する。更に
KO(ω)口{fεKP(ω); fωのO番屈の Fourier係数はOである}と定義する。
p=2のときは，直交分解 L2(ω)= H2(ω)φK6(ω)が成り立つ。

区Eαはω口|α1-2を満たす州er関数とする。このとき，fjz 7J~成り立つ。
(1) pCX: LP(ω)→HP(ω)が有界作用素であるための必要十分条件はW(2-p)/2ε(Ap)である。
(2) もしIfω(2-p)/2E (Ap)ならば，LP(ω)口HP(ω)EB KO(ω)であり，Pα :LP(ω)→HP(ω) 
は有界作用素であり ，Pα(f+ g)ロ f， (f E HP(w)， 9 εKO(ω)). 

次に，P自の共役作用素について考える。 j+i口1とする。 fE LP(叫，gεLq(ω)について

(幻)加=! fg1ωl刀1
と書くし。このとき，HP(切)よ口 {gεLq(ω); (j，g)叩 =O，(fεHP(ω))} = Kg(ω)が成り立つ。
これは，第 4章の定理5の証明に使う。 p=2のときは，H2(ω)よは Hilbert空間のときの
H2 (ω) の直交補空間 κれめの複素共役 K~(ω) になる。 ω=1 のときは， (ぞと三時口H2
となる。このように，H2(ω)上は Hilbert空間のときの H2(ω)の直交補空間 K6(ω)の稜素共
役になる。任意の有界線形汎関数 ψELP(w)*に対し，唯一つの 9E Lq(ω)が存在して

ゆ(f)口 (j，g)切口!fgwdm， (f E LP(ω)) 

と書ける。 11剥1= Ilgl!Lq(ω)より，LP(ω)*とLq(ω)は等距離向型である。任意の pVに対し，唯
一つの (PV)*が存在し，(PV f， g)ω= (j，(P百)*g)ω， (f E LP(ω)， 9 εLq(ω)). 

匡1131 IvlPw E (Ap)， Ivlqw E L1のとき，(PV)*g = pVg， (g E U(ω) n Lq(叫)が成り立つ
ための必要十分条件は Ivl2ω が定数となることである。

i系21 ω(2-p)/2 E (Ap)，αは切口 |α1-2を満たす outer関数とする。このとき，
pa: LP(ω)→HP(ω)と(Pα)*: Lq(ω)→Hq(ω)は有界な射影作用素であり，

(Pα)*(g1十g2) g1， (g1十g2E Hq(w) EB Kg(ω))， 

(PCX)* = Pαon  LP(ω) n Lq(ω). 

-87-



2.刀とゆpV十QVの可逆性

l<p<∞， ωε (Ap)のき，自unt-Muckenhoupt-Wheeden theoremより，P:V(ω)→HP(ω)， 
有界作用素である。ゆ εL∞に対し Toeplitz作用素九を勾!= P(ゆ1)， (f E HP(ω))と定
めると，九:HP(ω)→HP(ω)，有界作用素である。
一方，切巴(Ap)が成り立たなくても |υIPωε (Ap)のとき，定理 lより，P官:V(ω)→V(ω)
は有界作用素である。 (PV)2= Pむより ranpvはV(ω)の間部分空間である。ゆεL∞に対し
Toeplitz作用素 TJをTJ!=P百件1)， (f E ran PV)と定めると， TJ: ran pv →ran pvは有
界作用素である。 IvlPwE (Ap)のとき，次は間{重である。
(1) TJ: ran pv →ran pvは左可逆である。
(2)九:HP(川町り→HP(lvIPω)は左可逆である。
(3)ゆP+Q:V(lvlPω)→V(lvlPω)は左可逆である。
(4)ゆpV十QV:V(ω)→V(w)は左可逆である。

この証明には，定理2と荷重付きノルム不等式を使う。 outer関数hがIhlP= ωを満たすとき，

kh 
ゆ口ゆ-
kh 

と定める。このとき，IkhlP = IvlPωであることを使うと，次も同値であることがわかる。
(5)ψP+Q:V →U は在可逆である。
(6)勾 :HP→HPは左可逆である。

Gohberg-Krupnik [4]は，特異積分作用禁ゆP+Qを調べている。 IvlPwE (Ap)のとき，次は
同値である。

(1) TJ: ran pv →ran pvは可逆である。
(2) pvゆpV+Qv: V(ω)→V(ω)は可逆である。
(3)ゆpV+ QV: V(ω)→V(ω)は可逆である。

この証明にはv=lのときと同様に，PむゆpV十QV= TJPv十QVと(ゆpV+ QV)(I _ QV<tPV) = 
P市pV_トQぺと (1-QゆPV)-l= 1 +Q市pVを使う。

ゆEL∞，lvlPωε (Ap). このとき， pv: V(ω)→V(ω)は有界作用素であり，次は
可↑直である。

(1) TJ: ran pv→ran pv は可逆である。
(2)ゆ口γexp(U-iV)と書ける。ただし， γは |γ1=1なる定数，Uは実数値有界関数，Vは
実数値L1関数，IvlPωexp(pV/2)ε (Ap). 

証明 (1)斗 (2): よと同様に， ψ=<t設とゆを定める。荷重付きノルム不等式を使うと，
TJ : ran pv →ran pvの左可逆性より，T，ψ:HP→HPは左可逆である。次に， Nakazi [7]と
同様に， ranT，ψC  HP，欄密であることを示すことができる。よって，勾:HP→HPは可逆で
ある。 Widom-Devinatzの定理より，ゆ =γexp(U-iV)と書ける。ただし， γは iγ1= 1なる
定数，Uは実数値有界関数，Vは実数値L1関数，eV E (A2). これをゆについて書き換えた条
件が (2)である。
(1)中 (2): Widom崎Devinatzの定理より，T，ψ:HP→HPは可逆である。待重付きノルム不等
式を使うと，T，ψの左可逆性より， TJ: ran pv→ran pvは左可逆である。次に， Nakazi [司と
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同様に， ranT; c ranPヘ禰密であることを示すことができる。

v=lとき， ran pv = ran P = HP (ω)であるから，定理4より次の系3が導かれる。 Rochberg
[10]は， Widom心evinatzの証明を荷重付の場合に一般化した方法で証明し， Widom四Devinatz
の定理自体は使っていない。

医~ Roch伽E
ゆεL∞， ω巴(Apρ).このとき次は同値である。
(1)九:HP(ω)→戸(ω)は可逆である。
(2)ゆ:γexp(U-iV)と書ける。ただし， γは|甘口1なる定数，Uは実数値有界関数，Vは
実数値 L1関数， ωexp(pV/2)ε (Ap).

ω=1α1-2のとき，1αIPω=ω(2-p)/2より，次の系が成り立つ。

直到 れ L∞ αは切口 |α1-2を満たす outer関数， ω(2-p)/2ε(Ap)とする。このとき，
p白 :V(ω)→HP(ω)は有界な射影作用素であり (Pα)*= Pαon V(ω) n Lq(ω)を満たしてお
り，次は開催である。

(1) T:t: HP(ω)→HP(切)は可逆である。
(2)ゅはγexp(U-iV)と書ける。ただし， γは|γ1= 1なる定数，Uは実数値有界関数，Vは
実数値 L1関数， ω(2-:-p)/2exp(pV/2)ε (Ap). 

ω(2-p)/2ε(Ap)とし1う条件は，pロ 2のときは'UJfこ制限を加えない。よって次が成り立つ。

i系 51 ゆεL∞.α はωニ |α1-2を満たす outer関数とする。このとき， pa: L2(ω)→H2(ω) 
ほ百己共役射影作用素であり，次は同値である。 ((2)，(3)の開値性は Widom-Devinatzの定理)
(1) T:t: H2(ω)→H2(切)は可逆である。
(2)九:H2→H2は可逆である。
(3)ゆzγexp(U-iV)と書ける。ただし， γはiγIコ1なる定数，Uは実数値有界関数，Vは
実数値L1関数，eV E (A2). 

3.R~ の可逆性

Generalized Riesz射影として，pk，kは outer関数の場合のみを考える。 ゆεL∞に対して作
用素 R~: HP(ω)→V(叩)/ker pkを次のように定義する。

R;f=何十kerpk， (j E HP(ω)). 

IIR~fll = 11何十kerpkll :S 11ゆfll:S 11ゆ11∞IIfllp，ω より，(Ap)条件がなくても，一般の荷重 ωに
ついて，R~ は有界作用素である。定理 2 より， ker pk口3耳石).k口1の場合， Nakazi [7] 
は Rtt= R~ : HP(ω)→V(ω)/HO(凹)， Rゅf口ゆf十HO(ω)， (j E HP(ω))の可逆性の条
件を求めた。特に outer関数 αがω=1α/-2を満たすとき， kerPα 口KO(ω)，Ro : HP(ω)→ 
V(ω)/KO(ω)， 

Rof =ゆf十KO(ω)，(j E HP(ω)). 
k はouter関数であるから，定理2より，ranpk = HP(ω)が成り立つ。特に IklPωε (Ap)のと
きは，pk :V(ω)→HP(ω)は有界作用素であるから， T;: HP(ω) → HP(ω) の可逆性と R~ の
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可逆性は同値である。次の定理5は，定理4のv=kの場合を含んでいる。逆に，定理4は，定
理5のIklPω 巴(Ap)の場合，すなわち，pk : lJ'(ω)→HP(ω)が有界作用素の場合を含んでいる。

僅1.151ctEL∞ k outer関数，hはω=IhlPを満たす州er関数，

ゆ口ゆ;

とする。このとき，次は同値である。

(1) R~: HP(ω)→ lJ'(ω)/ker pkは可逆である。
(2)ん:HP(ω)→ lJ'(ω)/HO(ω)は可逆である。
(3)ψ= ko(石川。)(h/五)と書ける。ただし，ko，kr;1 E H∞， hoは IholPE (Ap)を満たす outer
関数である。

(4)ゆ=γexp(U iV)と書ける。ただし， γは川口 1なる定数，Uは実数値有界関数，Vは
実数値 L1関数， ωexp(pV/2)ε(Ap).
(5)ゆ口γexp(U-iV)と書ける。ただし， γは |γ1=1なる定数，Uは実数値脊界関数，Vは
実数値 L1関数，IklPωexp(pV/2)ε(Ap). 

証明 Nakazi[7]より， (2)件 (3)仲 (4).
(1)吟 (2): 定理 2より， ker pk→可向.R~ の左可逆性より，

11ゆf中IPωdm三εIlflPωdm，(f E HP(ω)， 9巴HO(ω))
このとき，HP(ω)ムヱコ Kg(ω)が成り立つから， Hahn-Banachの定理より，f E Lqに対し，

sup IU，g)wl = il1~ .llf -gllp 
FEHP(切)，IIFllp，四=1 gEK;j(切)..-

が成り立つ (cf.Garnett[3， p.132])。よって，等距離向型:HP(ω)* = Lq(ω)/Kg(ω)が成り立つo

開様に， (lJ'(ω)/i耳向)*:iF向が成り立つ。よって， (時)*: ~Kq向→ Lq(ω)/Kg(ω)
は有界作用素であり，

崎)*(~F) =ψ吋 (ω)，(れ町)

R~ の右可逆性より ， (R~)* は左可逆である。荷重付きノノレム不等式を使うと ， R~ の左可逆
f生を示すことができる。よって，Rψは右可逆である。 (2)吟 (1)も同様に示すことができる。
(4)斗 (5): (4)は次と同値である。

1_2 

ゆ口γ。ニi2exp(U -iVo)， 
Ikl 

ただし，Uは実数値有界関数， 1もは実数値L1関数， ωexp(p九/2)ε (Ap).kはouter関数であ
るから，k2 =γ1 exp(log Ikl2 +i(log Ikl2j)と書ける。よって，ゆ=γ2exp (U -i(九一logIkI2j). 

このとき，V = Vo-loglげと定めるとドγ2仰 (U-iV)， IklPω叫 (pV/2)=ω(lkI2evy/2 
ωexp(pVo/2)ι(Ap). 

ハU0.υ 



i系61 ゆEL∞.α は山口 |α1-2を満たす outer関数とする。このとき pα:L2(ω)→H2(ω) 
百有界な自己共役射影作用素であり，について次は同値である。

(1) Ro: H2 (ω) → L2(ω)/K~(ω) は可逆である。
(2)ゆ=ko(石川ふ t-::.だし，ko， kr;IεH∞，hoは Ihol2E (A2)を満たす outer関数である。
(3)ゆ口γexp(U iV)と書ける。ただし， γは |γ1=1なる定数，Uは実数値有界関数，Vは
実数値L1関数，eV E (A2). 
(4)勾:H2→H2は可逆である。
(5) T:t: H2(ω)→H2(ω)は可逆である。

証明 (1)仲 (2): 定理 5より， (1)はゆ(百/α)口ko(む/ho)(百/α)と開催である。よって，
ゆ=ko(ho/ho)と同値である。
(2)特 (3)件 (4)は Widom-Devinatzの定理である。
(4)件 (5): 系5による。
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lnvariant Subspace of Finite Codimension 

and 

U出for百1A1gebras 

τakahiko Nakazi 

(Hokk泊doUniversity) 

Tomoko Osawa 

(Asahikawa National College of Technology) 

Abstract. Let A be a uniforrn algebra on a compact Hausdorff space X and 

m a probability 服部町eon X. Let H P (m) be the norm c10sure of A in LP (m) 

wi出 lざp<∞andH∞(m)the weak * c10sure in L∞(m). In this paper， we 
describe a c10sed ideal of A and a c10sed invariant s凶spaceof H P (m) which 
is of finite codimension. 

A はX上のuniformalgebra， M(A)はAのmaxin泌 idealspaceを示すとする。 1はAの

c10sed idealとする。このときA/IはQ卿algebraと呼ばれる。この講演では，dimA/I <∞ 

のときにIを決定する。最近，有限次元 Q-algebraに対する興味が高まっているが，こ

れは研究の1つの動機である。 mをX上のprobabilityme郡山e，HP(m) (1壬p<∞)は

AのLP(m)での norrnc1osure， H∞(m)はAのL∞(m)での weak:* c10sureを示すとす

る。 MがHP(m)における invariantsubspaceとはAMCMが成立するc10sedsubspace 

のことを意味する。この講演では，dimHP(m)/M <∞のときに M を決定する。 Aが

polydisc algebraでmがLebesgueme部ureかつp口 2のときにAhem国Clark[1]はそん

なinv紅iantsubspaceを多項式環の idealを用いて描いた。

ψεM(A)， k三Oのとき，HがAの(ψ，k)-subalgebraとは，HがAのc10sedsub-

algebraであり，次を満たすAのc10seds凶algebraの列 {Aj}仏が存在することであ
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る。 A=AoコAlコ...コAk-lコAk=HかっAjはAj-lのψにおける continuouspoint 
derivation D jのkemelである。

Dψ がψεM(A)における boundedpoint derivationであるとは，。伊がA上のcontin-

uous linear functionalであり，f，gεAに対して Dtp(fg)口ψ(f)内(g)刊 (g)内(f)が

成立することである。

医~11 d出伽ωi仰刷m附A/μ1<∞ な山ら剖ばiばま，A仰のd伽似Oω蹴吋S部凶e吋dsu山制b凶附d

しての (ψ?共刈kめ)一S1伽 1geぬbraH$が存在して， I=H$nkerψとできる。ここで， E={fε 

A;軌(f)=…口私(Jリ，{ψIj}i=l C M(A)かつψZψilE(1壬j<.5: n)である Q

区日 d抑A/I=2ならば， ψ，lJIEM件)が存悲して， 1 = kerltn加 Vとなるか
1 = kerq> nkerDψとなる。

医自(いimHP/M=n<∞ならば，伽A/I=nとなる Aの山山叫
Iが存在して， [I]p =Mかつ I=MnAとできる。もしHFが E= E(乃に関し
て (ψ，k)-subalgebraならば，任意の O三j三k-lに対して [Ej]p♀[Ej+l]pかっ

dimHP /[E]p = dimA/Eとなっている。

(2) もしdimA/I=n<∞ならばdimHP/[I]p <.5: nである。このとき，任意のO三j<.5:k-l

に対して [Ej]p辺[Ej十l]pかつ dimHP/[E]p = d加A/Eならば， dimHP /[I]p口nかっ

[I]p nA口Iである。

区訂 dimHP/M斗ならば， φ，'P E (HP)*が存在して M= {f E HP;φ(f) = 
'P(!) = O}とできる。ただし， φとVは次の (1)か(2)の条件を満足する。

(1)φIA EM(A)かっ'PIAE M(A) 

(2)φIA E M(A)かっ 'PIAはφIAにおけるA上のco凶 nuousderivatiollである。
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定理1の証明のアイディア

G制限註n[2]はAのsuba1gebraBで dimAjB<∞のとき，Bを(ψ，k)-suba1gebraを用

いて描いた。我々はB=Q;十Iとして， Gamelinの定理を用いると，BはAの特別な

suba1gebraなので，Bははるかにsimpleな構造をもつことを示すことができる。

系1の証明

dimAjIロ 2であるから，定理1で E=Aか E={fEA;軌(f)口仇(乃} (ψ1， <J>2モ

M(A))であるo E=Aならば，A口 Ao;2Al口 H$=I+Q; (ψεM(E) =M(A))である

から，H$={fεA;Dψ(f) =O}。よってI=kerψnkerDψoE={fEA;帆(1)口約(I)}

ならば，E口 I+Q;だから 1= kerlj)l n kerCf>2o 

定理2の意味

p=2かつmをX=Tn上のnormalizedLebesgue measureとする。 Aをpolydisca1gebra 

とする。 n口 1のとき dimH2jM=1ならばM口 qH2かつqはdegree1のfiniteBl部 C肱e

productとなるのはBeurlingの定理の結果である。 n三1のとき dimH2jM=1 <∞な

らば，多項式環Q;[Zl，...，Zn]のその zerosetがpolydiscの内部にある finitecodimension 

である idea11が存在して，M=[月2かっMn<t[Zl，…，211]= 1となっているo 逆もまた

成立する。これはAhern-Clark[1]によって証明されたが，我々の定理2と比較するこ

とは興味ある。
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医詔
(['[Zl，.・・，Zn]の ideal1は有眼儲の生成元をもっ事が知られている。 V(I)= 

{(Zl，…，Zn)ε(['11 ;f(Zl，…，Zn) = 0 (¥1 fεI)}は代数多様体と呼ばれる。 Iは有
眼個の多項式で生成されるので，V(I)は有限個の多項式の共通零点になる。

I{V(I)} = {fεa[Zl，... ，ZnJ ;f(C1，... ，Cn)口 o(¥I(Cl，…，Cn)εV(I))}とすると，ヒルベ
ルトの零点定理は，I{V(I)} = {fε(['[Zl，.・.，Zn];3 mεNsムfmEI}。よってI{V(I)};21 

である。剰余環a[Zl，.・・，Zn]/Iのmaximalidealは代数多様体V(I)が回復できるので，

重要である。 (['[Zl，.・.，Zn]/Iのprimeidealまで考えたものは maximalidealの全体より

広い集合となるが，そこにザリスキー位指，関数の題を与えた空間は(['[Zl，...，Zn]/Iのア

フィン・スキームと呼ばれている。剰余環(['[Zl，.・.，Zn]/Iが有限次元のとき，1の生成元

f1，...，んについて曲線ん=O(j=1，・・・，n)の原点での交わりの重接度を表す。

a[Zl，'・・，ZnJのrn上の Lebesgueme部ureについての L2における c10sureはrn上の
普通の Hardyspace H2である。 H2のa[Zl，'"，Zn]による invariantsubspace Mについ

て， Mはidea11 = M na[Zl，... ，Zn]と関係している。しかし一般にM は有限個の生成

元をもたないことが知られている。
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Estimates of the 伊良ieszpotentials with 

weight i臼臨etricspaces 
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Abstract. We defineα-Riesz potential operators on V(X，μ) in a quasi-metric space 
X. The measure μis the doubling one satisfying a cerぬinlower bound for the measures 

of balls. For these operators we give estimates ofα-Riesz potentials with weak type. 
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L 序

。は Rnの領域とする.distribu七ion関数を使ってソポレブの不等式よりもっと精密な

結果が O'Neil[6]や Peeむe[7]， Brezis & Wainger [1]， Hansson [3]， Maz'ya [5]らによって
得られている.定理Aはそれらの不等式の 1つであり， O'Neil [6]や Peetre[7]の結果か

ら得られる.

THEOREM A . 1 < p <η で uは II¥7uIILP(!1):::; 1であるような CO'(O)の関数とす
る. そのとき， 次を満たすような定数 C>0が存在する.

(1.1) 10
00 

tp-11{!ul > t}ll-~ dt :::; C 

ここで Cは関数 U とは無関係な定数であり， IAIは集合 Aの n-次元ルベーグ測度で
ある.

また，定理Aの極限の場合として，次の結果が， Brezis & Wainger [1]や担問sson[3]， 
Maz'ya [5]によって得られている.

円
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THEOREM B. n はRnの有界な領域とし，uはIIV'uIILn(n)S 1であるような co(n)
の関数とする.そのとき

(1.2) 
f∞ tn-l 
I 71._1/......1，....1 I1 rl 、dtS C 
JO 

が成り立つ.ここで c>oは U とは独立な定数である.

不等式(1.1)と(1.2)はソボレブ空間 w1，p(n)での評価である.一方で Gm をm次の
Bessel関数としたとき Besselpote凶ial空間 Lm，pは

(1.3) L町 ={Gm * f : fεLP(抗η)}

で，ノルムを IIGm * fllm，pロ IIfllpと定義した Banach空障である.また mが非負整数
であるときには，Lm，pはBanach空関として wm，p(Rn)と同値であることはよく知られ

ている.mが整数でなくても Gm は定義できるので，n=Rnの場合，L仰は非整数次
のソボレブ空間とみなすことができる.

2加0∞0問こJ.M地刷刷a叫alyザYとL.Pick [4] は藍径が有限な擬距離空間 X同X=~~T0) で，
μ(X) <∞であるような測度 μで， rダブリング条件Jと f球の槌度に対する下からの評
イ罰J(後にきちんと述べる)を満たす測度を考え，この空間で次数 1のRieszpotentialを

(1.4) 山 )111ht)g(U)仰))dt 
で定義した.そして次の定理を証明している.

THEOREM C. 9は非負の局所可積分な関数とし，

Gg，t = Gt = {yをX : (I1g)(y) > t} 

とおく.

(i) 1 < p <η のとき，定数 c>oが存在して， IIgllp s 1となるどんな非負関数
9 E V(X，μ)に対しでも，次を満たす;

10
0

∞ヘOVt内 ( GJ嶋鮒fe.f匂;d必tSc 

(ii)定数 C>0が存在し，IIglln三1となるどんな非負関数 9E Ln(x，μ)に対しても，

次を満たす;

10
00 

t
n
-
1 [lOg ~間r-n

dt S C 
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擬距離空間 X とその上の測度 μに対し，非整数次ソボ、レブ空間で， Theorem Cに相

当する評価は得られるのであろうか.

この問題を考えるために、始めに、擬距離空間の定義を述べておく.次の性質を満たす

X上の実数値関数 ρが存在するとき，Xは擬距離空間であるという:

(i)全ての x，yEXに対して O:S;ρ(x，y) <∞. 
(ii)全ての x，y巴X に対して p(x，y) = p(y， x). 

(iii)定数 d>Oが存症して，全ての x，y， z E Xに対して ρ(x，y) :S; d{ρ(x， z) +ρ(z， y)} 
を満たす.

R 
Xは有界とし， diamX =ーとする.B(xo， r)は中心が Xoで半径が Tの関球を表す.

2 
X上の非負 Radon測度 μは次の2つの性質を持つものと仮定する:

(μ1)ダブリング条件:ある定数 D> 0が帯生して xEXとrE (0， ~)に対して

μ(B(x，2r)) :S; Dμ(B(x， r)). 

(μ2)球の測度に対しての下からの評価:ある γ>0とある η>1が存在して xE X と

T巴(O，R]に対して

μ(B(x， r))どγrn.

この空間X上で，次数 αのRieszpotential作用素んを

(1.5) 刷(←fαtrl(Aht)州
と定義して， Theorem Cに相当するんgの評価が得られたことを報告する.

これを述べるためにまず，X上の μm可積分な非負関数 gに対して，

G g，t = Gt = {y E X (んg)(y)> t} 

とおく.このとき，次の定理が得られる.

THEOREM . 1 < p <∞であり α>0とする.また Xは直径が有限な擬距離空間で，
μはμ(X)<∞であるような (μ1)， (μ2)を満足する X上の正 Radon測度とする.こ
のとき，

(i)α~p <ηのとき，定数0>0が存在して，llgllp:S;lとなるどんな非負関数gE V(X，μ) 
に対しも，

A∞内
を満たす.

oo 
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(ii)αp口 η のとき，定数C>Oが存在して， Ilgllp三1となるどんな非負関数9E V(X，μ) 
に対しでも，

10
00 

tP十g(間)r-
p 

dt三C

を満たす.

2. 檎題

V(X， J-L)の関数gのLP-JJレムを Ilgllpで定義する l<p<∞に対川=出
とおく.また r巴(O，R]に対し，作用素 ELを

rR / r ¥ 

(広州

と定める.積分)1慎序を交換して

剛 x)十 (y)(ムp(a，y)}μ(£川仰)
従って

(助)(x)= Lι(川 )g(榊 (y)
とも書ける.ここで

である.

rR αta-1 
E~(x ， y) = I 

Jmax{叩(叩)}μ(B(x，t)) 

μm可積分な関数 gに対して，極大作用素 Mgは，xEXに対し，

(Mg)(x) = sup{五Ig(y)1仰);Bは球で、zを含む}
と定める.

次の2つの Lemmaが重要な役割を果たしている.

LEMMA  2.1. x εX， p> 1，そして 0<r < Rとする.そのとき，

L広(川)叫(y)三ClRs(…)(十1)十(白-1)ds 
を満たすような定数 C>Oが存在する.但し Cはp，ηyα3γ にしか依存しない.

また，十分大きいFをβ=D(2d)誌芸R日μ(X)-tで定める.このとき、次の補題が成り
立つ.
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LEMMA  2.2. 1 < p ~ nとする.このとき，次を満たす定数 C>Oとα>1が存症す
る;Ilgllp ~ 1であるようなどんな非負の 9E V(X，μ)とtッβに対しでも

(2.1) tP ~ C ~ qfP-n十(α (Rs(臼-n)(〆ー1)十件-1)ds 1 ~ 1_ . _ (Mg)(y)P dμ(y) 
i\J~ ) I JG~α\Gat 

一 /川口g，t)¥古
が成り立つ.ここで、 qt= トー~y，Lj I である.

¥γ/  
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An operator transform from class A 
to the class of hyponormal operators 
and its application 

Takeaki Yamazaki (Kanagawa U niversity) 
Muneo Chδ(Kanagawa University) 

ABSTRACT 

In thls report， we shall give an operator transform T台omc1ass A to the c1ass of 
hyponormal operators. Then we shall show th叫 σ(1')=σ(T) and 九(1')=σa(T)
in case T belongs to c1ass A. Next， as an application ofT，we will show that every 
class A operator has SVEP and property (s). 

1. INTRODUCTION 

ヒノレベルト空開討上の非正規作用素の研究においては、 hyponor臨al作用素の性質が

非常に盛んに研究されている.また、最近の作用素不等式の発展により， hyponormal作

用素のクラスを含むような作用素のクラスが定義されており，多くの研究者によって研

究されてきている.これらの作用素のクラスの性質を研究するにあたって， Alu七hge変

換が非常に有用である.Aluthge変換とは w-hyponormalや semi-hyponormal作用素を

hyponormalに変換しながらも， spectrumを保存するという大変良い性質を持っている.

これによって我々は Aluthge変換と hyponormal作用素の性質を用いてhyponormalを

含む作用素のクラスの性質を調べることができる.しかし， w-hyponormal作用素を含む

作用素のクラスである cl出 sA作用索の Aluthge変換がどのような性質を持つのかまだ

知られていない.このことより， classA作用素の性質を調べる事がやや困難で、あった.こ

の報告では，我々は classAから hyponormal作用素のクラスヘ変換する新しい作用素の

変換Tを定義し，作用素 Tが classA作用素であった場合， σ(T)=σ(T)を示す.そし
て，この作用素の変換をもちいて classA作用素の性質を一つ示す.

ヒルベルト空間%上の有界線形作用素Tがpositiveとは，(Tど0と書く)(Tx， x)言。

が任意の xE討で成り立つ事と定義する.正数 p~こ対して，作用素不等式 (T*T)P さ

(TTγが成り立つとき?作用素 Tはp-hyponorrr叫という.特に，p = 1， p = ~の
時は hyponormal，semi占.yponormalという.二つの正数 s，tに対して作用素不等式

(IT*ltITI2sIT*lt)市三 IT*12tが成り立つとき，作用素 TはclassA( s， t)に属するという.

1
1ゐハU
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特に classA(l， 1)を単に cl出 sAと書く.Class Aは最初に Furuta不等式[司の応用と

して [8]において作用素不等式 IT21~三 ITI 2 の成り立つ作用素のクラスと定義された.そ

して [6]において classAを一般佑した classA(s， t)が定義された.これらの作用素のク
ラスの関係は以下の通りである.

(1.1) 

{hyponormal} c {p-hyponormal， 0 < p < 1} 

c {class A(s， t)， s， t巴(0，1]}

C {class A} 

c {paranormal， i.e.， IIT2xllどIITxl12for IIxll = 1}. 
最初の包含関係は Lowner-Heinz inequalityより得られ， 2番目は [6]で示されている.

3番目の包含関係は [1吋で示され(作用素が可逆の場合は [6]で示されている.[司も密

接に関連している)， 4番目の包含関係は [8]で示されている.

作用素Tが複素数入において次の主張が成り立っとき，Tは入において singlevalued 

extension property (略して SVEPと記す)を持っと定義する.

If D c C is an open neighborhood of入andif f: D-→冗 isa vector-
valued analytic function such th抗 (T-μ)f(μ)= 0 for all με D， then 
f is identically zero on D. 

作用素 Tがすべての複素数入において SVEPを持っとき，単に Tは SVEPを持つと

百つ.

SVEPは多くの研究者によって調べられ，作用素論への多くの成果が知られている.例

えば作用素 TがSVEPを持てば，T…入が可逆であることと，全射であることが向値で

あることが Finch[5]によって示されている.

SVEPの一般化として，(s)という性質も知られている.作用素 Tが複素数入におい
て次の主張が成り立っとき Tは(s)という性質を持つと定義する.

If D c C is an open neighborhood of入andifん :D-→1i(η 口
1，2，...) are vector-valued analytic functions such that (T-μ)fn(μ)一→
o uniformly on every compact subset of D， then f n (μ)→ 0， again 
uniformly on every compact subset of D. 

特に，Tがすべての複素数入において(めを持っとき，単に Tは (s)を持っと言う.

(s)は最初にパナッハ空間上の作用素のspectraltheoryに対して Bishop[4]で導入さ

れた.また， Putinarは [15]で“everyhyponormal opemtor hαs property (β)"を示して

いる.

作用素 Tが切-hyponormalであるとは?作用素不等式 ITI三ITIどIT*Iが成り立つ
ことと定義する，ここで，T= ¥1廿UITI!はTの Aluthge変換である.([2]， [3])なお
w-hyponormal作用素のクラスと classA(i，j)は同じ作用素のクラスである事が [9]や

[10]で指摘されている.

102-



最近になって， Kimuraは[14]で砂hyponormal作用素はSVEPと(s)を持つ事を示

した.

semI-hyponormal作用素の性質を調べる際に，我々は次のような変換をしばしば用いる.

(i) 8口 UlTlt， (ii) T = ITI~UITI~ (Aluむhge七ransform).

T が S問emi幽剛占.

の変換を用いる事によつて S関emi剛欄悶占

によつて鵡ベる事が期待できる.ところが (ii)はσ(T)口 σ(T)が成り立つのに対し， (i) 

はσ(8)ヂσ(T)である.このことより， spec七rumの研究をする際には (ii)の変換の方が

よりよい変換だとみなす事ができる.Alu吐1geはより一般的な次の結果を [2]で得てい

る:“11T is p-hyponormal， th叩 (i)T is pサ-.hyp仰 mα1in case 0 < p 三~， and (ii) T 
is hyponormα1 in cαsep三i-n
Aluthge変換はそれ自身非常に輿味深い性質を持っている.例えば， IITII:::;IITIIや

W(T) c W(T) ([12， 13， 16， 17]).さらには η 屈反後 Aluthge変換Tnを考える事によっ
て次の結果が示されている • li~ 11丸 11口 r(T)([18])とr1 W(Tn) = convσ(T) ([1]).な

n~トD白 書事

お，ここで W(T)は作用素 Tのnumericalrangeとする.

これまで classA作用素の Aluthge変換がどのような性質を持つのか知られていな

かった.また， classAから w-hyponormal作用素への変換として唯一知られていたもの

はT2であった.しかし、明らかに σ(T2)チσ(T)である.このため， classA作用素を研
究する際に hyponormal作用素の性質に帰着する事が困難であったこの報告では，最初

にclassAから hyponormal作用素のクラスへの変換Tを与え，それが σ(1')=σ(T)を
満たす事を紹介する.そして，より詳細な supectrumに関する結果を紹介した後に， cl邸 S

A作用素は SVEPと(s)を持つ事を紹介する.これは Kimuraの w-hyponormalに関

する結果をより一般化したものである.

2. AN  OPERATOR TRANSFORM FROM CLASS A 

TO THE CLASS OF HYPONORMAL OPERATORS 

最初に次の結果を示す.

Theorem 2.1. Let T = UITI be the polαr decomposition 01αclass A operator・Then

1' =WUIT21~ 

is hyponormal， 叫 e例T陀eWi白st恥h仇θp仰αT倒t悩t切αaliωS叩om附 et均T叩ysα叫t“的t白S抑fか'yi仰η旬.gt恥hep阿olαγ de即仰C∞om仰positi07川Zパiロ間Tηマ'IIT
W川IIT問TηIIT*つ!礼lト. 

Theorem 2.1を示すために次の結果を紹介しておこう:

円
べ
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Theorem A ([10]). Let A αnd B be positive operators. Then for each pど0αηdrど0，
the followingαssertions hold: 

(i) 1f (B~AP B~)p~r 三 BT ， then AP 三 (A~BTA~) p}，;. 
(ii) 1f AP 三 (A~BTA~)* αnd N(A) c N(B)， then (B~AP B~)p~r ど BT.

Theorem B ([11]). Let T = UITI， S = VISIαnd 

ITIIS*I = WIITIIS*II 

be the polar decompositio恥 ThenTS = UWVITSI is αlso the polar decomposition. 

Theorem 2.1の証明.Tはcl出sA作用素なので，次の不等式が成り立つ.

(2.1) (ITIU*ITI2UITI)を口 IT21どITI2牛=今 (IT*IITI2IT本1)主主 IT*12.

ここで TheoremAの (i)より，つぎの不等式を得る.

(2.2) ITI2 と (ITIITア ITI)~ = (ITIUITI2U*ITI)~. 

よって， (2.1)， (2.2)により，ITIUITIはsemi-hyponormaL

一方， ITI = U*UITIとUITIはそれぞれpolardecompositionであることより Theorem

Bによって ITIUITIのpolardecompositionを次のように得る:

(2.3) ITI. UITI = U*UWUIITIUITII， 

ここで，W は polardecomposition ITIIT*I = WIITIIT*IIに現れる partialisometryで
ある.さて ， W の定義より次の関係を得る • N(Uめ)c N(引IT*IIT問Tη1)= N(W*つ)，これより
W号干r

(件2.ι4吟) ITIUITIド=U本旬UWU叫11問T引IU川IT引11トロWUIT21ト. 

ITIUITI = WUIT21は semi-hyponormal作用素の polardecompositionなので，T

科rUIT21~ は hyponormal となる.よって証明できた. 口

次に作用素 Tが cl部 sAに躍するときの，TとTのspectrumの関係についての次
の結果を紹介する.

Theorem 2.2. Let T be αclass A operator， Then σ(T)口 σ(T).

Aluthge変換子は一般に σ(子)=σ(T)が成り立つが，Tは一般に同様の関係は成り
立たない事が以下の例から分かる.

T = (~ ~ ¥ -¥ 0 0 I 

すると， σ(T)= {0，1}である.ここで，T= UITIを polardecompositionとすると，

T2口 Tであることより，ITIUITI = 1町三 0が成り立つ.よって (2.4)とTの定義から，
Tを得る.

T Z |Tit. 
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よって，簡単な計算から Tを得る事ができる.

っ (1 1 ¥ _-，-..， L '" ，~， l 1 (1 1¥ 
ITI2 = li i) であるから ITI ~ = 2;/4 l i i) 

よって σ(T)= {O，グ2}ヂσ(T).

作用素 Tが classAに属している場合は Theorem2.2をより精密化した結果を得る

事ができる.

Theorem 2.3. Let T beαclass A oper，αtor. For αcomplex numberμαndαsequence 

{xn} of unit 閃 ctors，

(T…μ)Xn→ 0ザandonlyザ(T-μ)Xn→ O. 

Coroll町 y2.4. Let T be αclass A operator， thenσp(T)口σp(T)αndσ品(T)口九(T).

3. AN APPLICATION OF T TO SVEP AND PROPERTY (s) 

最後にTの応用として， classA作用素がSVEPと(s)を持つ事を紹介する.

Theorem 3.1. 1f T belongs to class A， then T has SVEPαnd property (s). 

証明は簡単のため， classA作用素が SVEPを持つ事を示す.

証明.Dを複素数入の関近傍とする.そして，fをDで定義されたベクトル値解析関
数とし，D上で (T μ)f(μ)口 Oで成り立っとする.すると， Theorem 2.3によって，

(T -μ)f(μ)=0もなりたつ.
一方， Theorem 2.1より Tは hyponormalになり， Putinar [15]の結果により Tは
SVEPを持つ.よって D上で f(μ)= 0が成り立つ.ゆえに Tは SVEPを持つ事が示
された. 。
Class A作用素が (s)を持つ事の証明は，上の証明と同様の方法で示せばよい.
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On the Hyers-Ulam-Rassias stability of first order linear differential 
operator with constant coe伍cient

Takeshi Miura (Yamaga七aUniversity) 

Sin-Ei Takahasi (Yamaga七aU niversity) 

Soon-Mo Jung (Hong-Ik University) 

Abstract. Let f be a strongly differentiable function on an interval 1 to a Banach space X. 

In this note， we show the Hyers-Ulam-Rassias stability of the X-valued differential equ叫lOn

j口入y，where入EC: If f is an approximately solu七ionof七hedifferential equation y' =入y，

then there exists a solution g of y' =入ysuch.七hatg is near to f. 

1940年にS.M. Ulamは関数方程式の安定性に関する次の問題を提示した ([9]参照): 

For what metric groups G is it true七ha七ane;-au七omorphismof G is necessarily 

near to a s七rictautomorphism? 

この問題に対する lつの解答を， D. H. Hyers [3]が1941年に与えた.その後のTh.M. Ras-

sias [7]及びZ.Gajda [2]による拡張された形で以下に述べる:

定理 A (D. H. Hyers， T. M. Rassias and Z. Gajda) El， E2を実Bαnαch空間， ε三

O，p 三0:p 1= 1とする.(連続とも線形とも限らない)写像f:E1→ E2が次をみたすと
する:

IIJ(x十y)-f(x) -f(y)11三ε(11x11P十 IlylIP) (x， Y E E1). 

このとき次をみたす加法的写像T:机→んが唯一つ存在する:

2ε 
Ilf(x) -T(x)11 :S一一"，，，，1IlxllP (x E E1) 

--c 12 -2P1 

定理AはD.H. Hyers [3]によってp=Oの場合が示された.T. M. Rassias [7]は1978年
にO:Sp<lの場合を示し，1:Sp<∞に対しでも同様の結果が成り立つのではないか，と
の問題を提示した.その後Z.Gajda [2] はl<p<∞に対する結果を示すとともに，p=l

に対する反例を与えた.

その後，このような安定性は百yers-Ulamsもabilityと呼ばれ，様々な関数方稜式に対して

研究がなされている. C. Alsina and R. Ger [1]は微分方程式y'= yに対する HyersべJlam
stabilityに言及している.我々はいくつかの線型微分方程式に関する安定性についての結

果を得たが [4，5，8]，ここでは1階の定数係数線型微分作用素に対して，特に誤差が一様と

は隈らない場合，すなわち関数により評価される場合，について考察する.

以下ではX1={O}をノルム 11.11をもっ捜索Banach空間，C(I，X)を連続関数f:I→ X
全体のなす複素線形空間とする.また l階強微分可能な関数fでf'E C(I，X)となるも
の全体からなる C(I，X)の部分空間を C1(I，X)とする.さらに各入 ECに対して作用素

Tλ: Cl(I，X)→ C(I，X)を次のように定義する:

TAf型l'入f (jεC1(I， X)). 

このとき次が得られた.
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定理 1E: 1 →[0，∞)を連続関数，f εC1(I，X)は

11ぬf(t)11 ::; E(t) (Vt E 1) 

をみたすとする.このとき各8E1に対してT>..9s= 0となる 9sE C1(I，X)で

Ilfげf(t)-9s(tω訓(t肋州山tの引)日i

となるものが唯一つ存在する.

注意 1入巴C，f εC1(I，X)に対して次は同値である.

(a)むf(t)= 0 (t E 1)， 
(b)♂巴Xが脊在してf(t)= eλtx (tE1). 

証明 X*をXの双対空間とする.ψEX*を任意に1つ閏定し，ん:1→Cを次で定義
する:

ん(t)智伊(f(t)) (t E 1). 

このとき， cpの連続性からんは微分可能で，さらに各tE1に対して(ん)'(t)=ψ(f' (t))と
なることが分かる.よって

I(ん)'(t)一入ん(t)1 = Icp(f' (t))一ψ(入f(t))1ざ 11州 111:λf(t)11 :s 11叫ε(t) (t E 1). 

したがって，各 8，t E 1に対して

Icp(e-ψ叫附W炉(いvザ門eρ一→λ

一 11ぱ昨1
tβt1{川 σり)ト一→叫州入柿刷榊川んμ仰州刷(付例附wσり併巾)η恥ν}eγe一如

:s IIcpll11t E(o-)e-

ここで tpE X*は任意だったので

日 f(い ->..sf(8) I :s 11
t 

E(σ)e刊 σ|

を得る.そこで S巴Iに対し

(8，tε1) 、、l
ノ

句

f
ム
，，a
l

、

9s(t)習 e>..t(e一λsf(8)) (t E 1) 

とおけば，注意lで述べたように，T>..9s = 0であり

Ilf(t) -9s(t) 11グザ仲刊σ (tE 1) 
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となる.一意性は次のようにして示される :g巴01(1，X)をもう 1つの関数とすると

11陶附刷Ig弘凶M州g必以ω州8(tω(tω仲川tのト)ト川一寸g(tω似州山)1川μ11μi己壬 kが叶2eReAt似ωe叫叫入Mザt
であるから，特にt=sとすればば、g必8(いωS吋)工 gぱ(いωS吋)となる. ここでTAg= 0なのでg(t)= eAtx 
と書けるからf(s)ロ eλ8X，すなわちg(t)= eAt(e-A8f(s)) = g8(t)となり一意性が恭された.
関

注意 2関数eReAtIJ:ε(O")e-Re切|は一般に改良することはできない 実際 s“ω巴E1ム1，Xo 
X:斗11μxollご2ご l及び連続関数ε仁:1→{但0，∞)を1つ回定し，

ん(戸(サtwb吋Xo 同
とおくと，簡単な計算により

むん(t)=ε(t)eiImAt (tε1) 

となることが分かる. したがって 11九fo(t)1I=ε(t) (tε1)である.他方で

IIfげf(t)川11トiトニ可=eReA♂F肝円州R恥ωω叶e叫叫ぺλMぺt11t子トz二k、ε《φ(伊例Wσり)
でで、あるから 3 定理1のg8は一意性より g8= 0である.以上により誤惹関数の最長性が示さ
れた.

系 2(S.-E. Takahasi， T. Miura and S. Miyajima [8])ε 三0，入 εC: Re入ヂ 0，

f E 01(1，X)は
11丸f(t)1I~ε ('1ft ε 1) 

をみたすとする.このとき各 SεIに対して丸g8= 0となるg8E 01(1， X)で

~Reλtl 

11 f ( t ) 9 8 (t) 11 ~ーニ\ï 11ーニ-;:T;1 (同1)一IRe入11- eReA81 

となるものが唯…つ存在する.

特にsup{eReAt : t E I}ニ∞ならば

sup IIf(t) -g(t)11 <∞ 

となる gε01(1， X) : TAg = 0は唯一つである.

証明. 前半部分は定理lの直接の系であるから， sup{eReAt: t E I} =∞の場合を考える.

Re入>0とする.(1)より {e-A8f(S)}8EIはCauchnetであるから s→∞としたときの極
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騒が存在する;それを Z∞とすれば，各tεIに対してeーλSf(8)→ Z∞ (8→∞)である.
g∞(t)型 eAtx∞(tE 1)とすれば

Ilf(t) -9∞(t) 11 三 eReAtlle-Atf(t) -e-AS f(8)11 + eRe>.t1I e->'s f(8) -xooll 
戸内ReAt
<=L-|e-ReM-e-Re汁+eReAtlle-λS f(8) -xooll 
IRe入i

→ 一三一 (8→∞) 
IRe入i

となる.次に一意性を示す• 9 ε01(1， X) : T.λg=Oが

sup Ilf(t) g(t)11 = 0 <∞ 
teI 

となるとする • g(t) = eAtxと書けるから

Ilx∞-Xll :::; e-ReAt(lleAtx∞ f(t)11 + Ilf(t) -eAtxlD 

-ReAt (一三一+01
¥IRe入1' ~) 

→ o (t→∞) 

すなわちx=x∞となる.よって一意性が示された.
まったく同様にしてRe入<0の場合も示される.

[8， Remark 2.2]において， Re入-1=0， sup{ eReAt : tεI}<∞なるときは，系2のような
一意性は必ずしも成り立たない例が挙げられている.ここではより一般に，上の条件のも

とでは，一意性は決して成り立たないことを示そう.

系 3e > 0， Re入-1=0， sup{eReAt: t ε I}<∞とする • f E 01(1， X)がIIT.λf(t)11 :::;ε (tε1) 
をみたせば

Tλg=O α吋 supIlf(t) -g(t) 11 <∞ 

となる gε01(1，X)は，少なくとも実数濃度だけ存在する.

証明. ここでも Re入>0の場合のみ扱うが， Re入<0のときもまったく同様にしてでき

る.このとき仮定から区関Iは1=(α，b)b <∞の形である.まず系2の証明と同様にして

e-ReAS f(8)の8/"bの極限が存在することが分かるので，それをXbE X とすると

円 I ~Reλt\ 

Ilf(t) eAtxbll:::;ーと-11-L-i
一IRe入i¥eReλb)

(t巴1)

となる. したがってt、αとすれば
Ilf(t) -eAtxbl1 :::;言}i(1-お) (tε1) 

ハU
噌

E
よ

1
2
4
 



を得る.ここで 11X - Xb 11 < e-Re>.bとなる ZεXを任意にlっとり画定すると

/円Re入a¥
Ilf(t) -eAtxl1 ~ Ilf(t) -eAtxbH + eReAtllx -Xbll ~ (ト民五)十1 (tε1) 

となる.したがってeAtx:IIx -Xbll < e-Re入bの形の関数が求めるものであり X巴Xの選

び方からこのような関数は少なくとも実数濃度だけ存在する. 露霊
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Which weighted composition operators 

on uniform algebras have the H戸時間Ulamstability? 

関数環上のどんな荷重合成作用素がHyersべJlamstabilityを満たすか?

Hiroyuki Takagi 1 高木啓行(信州大・理)
Takeshi Miura 2 三浦毅(山形大・工)
Sin-Ei Tal出hasi2 高橋 員映(山形大・工)

Abstract. In this hote， we consider the title question. In particular， for a weighted 
composition operator uC，伊 :f吋 U ・(f0 r.p) on C(X) or the disc algebra， we give a 
necessary and su蹴cientcondition for uCcp to have the Hyers剛Ulamstability. Also， 
we make some remarks on the best constant of its stability. 

関数環上の荷重合成作用紫が Hyers-Ulam s切biliげをもっ場合の結果 [5]， [6]， [7]と?その

後わかったことを報告する.

S1. Hyers-Ulam stability 1940年代の S.M.UlamやD.H.Hyersによる加法的写像

の研究にもとづいて?狂yers-Ulam stabili坊という概念が導入された ([3]).

定義.A，Bをノルム空間とし，TをAから Bへの写像とする.Tが Hyers田Ulam

stabilityをもっとは7次の条件(1)をみたす定数Kが存在することである.

IITf -goll :::;εである任意のgoE T(A)，ε> 0， fεAに対して?
(1) 

Tん=goかっ )110-f)) :::; Kcとなるん εAが存在する.

また?定数 Kを，TのHUS-定数と呼ぴ，TのHUS定数の下限を KTとかく.

A，BがBanach空間で，TがAから Bへの有界線形作用素の場合，Tが Hyers-Ulam sta-

bilityをもつことと?開値域をもつことは?同値になる ([5]). このことから， Hyers-Ulam 

stabilityが?関数解析の重要な概念の一般化であるといえる.

つぎに，Tを微分作用素のような具体的な作用素として?方程式Tf口 goの解 fを求め
ることを考えよう.このとき?定義の条件(1)は?“εm近似解 fから Kε の距離以内に真の

解foが存在する刊と言っている.こう解釈すると?日US定数 Kのできるだけ小さい舗を

求めておきたい.その際?次の疑問が生じる.

疑問.KTはTのHUS定数!こなるか?

もしそうなら，KTはまさに最良の HUS定数(凶eHUS constant)である.

いま，T:A→BとfεA，McAに対して?
Ker T = { h E A : T h = 0 }， dist (j， M) = inf { 11 f -h 11 : h εM} 

とかくことにすると 3次のことがいえる.

1. Department of Mathema七icalSciences， Faculty of Science， Shinshu University， Matsumoto 390-8621， 
Japan. E-mail:七時agi@math.shinshu-u.ac.jp / 2. Department of Basic Technology， Applied Mathe幽
ma七icsand Physics， Yamagata University， Yonezawa 992-8510， Japan. 
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命題1.A， Bをノルム空間とし，TをAからBへの線形作用素とする.また，Tは

Hyers-Ulam s七abili七yをもっとする.このとき，KTが Tの狂US定数になるため

の必要十分条件は， dist(f， KerT) = KT， IITfl1ニ lである任意のfEAに対し
て， IIf -hll = dis七(f，KerT)となる九 εKerTが存在することである.

証明.Tの線形性から，KがTのHUS定数であることは次のように言い換えられる.
KはTのHUS定数である

塞墾 r IITf…goll三εである任意の goE T(A)， E. > 0， f E Aに対して?
τ→ Tfo = gOかつ Ilf-foll ::; KE.となる foE Aが存在する.

(2) ~ r IIT fll ::; E.である任意の ε>0， f E Aに対して?
「→ Tfo = 0かっ Ilf-foll三KE.となる foE Aが脊恋する.
ゃ rIITfl1 1である任意の fEAに対して7
l Ilf foll三Kとなる hεKerTが存在する.

よって，KがTのHUS定数ならば，

IITfl1 = 1である任意のfEAに対して， dist (f， Ker T)三K

である.ここで，Kの下限をとると?

(3) IIT fll = 1である任意のfEAに対して，dist(f，KerT)::;KT 
となる.

[必要性1KTがTのHUS定数とする.すると， (2)より?
IITfl1口 lである任意のfεAに対して?

Ilf -hll ::; KTとなる hE KerTが存在する.

よって， dist (f， Ker T)口 KT，IITfl1 = 1である任意のfεAに対しでも，Ilf -hll ::; KTとな
るhE KerTが存査する.このとき， dist (f， KerT)三Ilf-hll ::; KT dist(f，KerT)だか
ら，IIf -hll = dist (f， KerT)である.

[十分性] dist (f，KerT) = KT， IITfl1 = 1である任意のfEAに対して， Ilf -hll = 
dist (f， Ker T)となる hεKerTが存在すると仮定する. (2)より，KTがTのHUS定数に
なるには， (4)が成り立てばよい.そこで，IITfll= 1である fEAを任意にとる.このとき?
(3)より， dist (f， Ker T) ::; KTである.dist (f， KerT) < KTの場合，.dist(f， KerT)の定義か
ら，llf-hll< KTとなる hE KerTが脊在する.一方， dist (f， Ker T)口 KTの場合は?仮定
より，Ilf -hll = dist (f， KerT)口 KTとなる hE KerTが脊在する.(4)が示せた. 口

(4) 

命題lより ，Aが回帰的で KerTが間部分空間の場合7あるいは，Aが回帰的でなくても

KerTが有限次元の場合，KTはTのHUS定数になる.反対に，KTがTのHUS定数にな

らない伊リもつくることができる.

反例.あるBanach空間Aでは，proximinalで、ない間部分空間Mが事在する.つまり， llf-hll口
dist (f， M)となる hEMが害在しないような fEAと間部分空間 Mが存在する.この場
合， dist (f， M) = 1と仮定してよい.ひとつ例をあげると 3

A = C[O， 1J ;関区間[O，lJ上の連続関数全体のBanach空間(supノルム)，

f( ← 4x， M = { h Eε C[拘叫，1]; t/包:いい(いωz吋)d伽Z 口 t~h向)バ州h叫仰刷(い2吋) 伽
JO Jl/2 

いま，Bを商空関A/Mぱイとし，Aカか亙ら Bへの有界線形作舟素を7
Tg =g+M (gεA) 

と定める.すると，KerT口 Mである.また，Tから誘導される A/KerTから Bへの l対l

丹、
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の作用素Tは，
T(g十KerT)= Tg = 9十M 口 g+kerT (g E A) 

となり ， ~A~M の恒等作用素になるから， Ilf-111 = 1である. よって， [5， Theorem 2]から 7
KT口 IIT-111口 lとなる.こうして?

dist (f， Ker T) = dist (f， M)口 1= KT， IIT fll口 Ilf十MII口 dist(f， M)口 1
となるが， llf-hll口 dist(f， Ker T)となる hEAは帯悲しない.ゆえに?命題lより，KTは
TのHUS定数でない. 口

[2]， [8]では?ある穣の微分作用素Tについて，TがHyers-Ulamstabilityをもつための必

要十分条件とFそのときの KTの値を求め7さらに?そのKTが(最良)註US定数になること

を示した.ここでは?関数環上の荷重合成作用素について?同じことを考えてみる.

52.関数環上の荷重合成作用素 Xをコンパクト Hausdorff空間とし，X上の連続関数

全体からなる Banach環(supノルム)を，C(X)で表す.X上の関数環 (uniformalgebra)と

は，C(X)の関部分環で7定数関数を舎み，Xの2点を分離するものである.いま，AをX上

の関数環とする.EcXのとき，Xの位相での Bの閉包を Eで表し，Aに関する包核位

相での Eの閉包を E
A
と表す.また，AのChoquet境界， Silov境界を?それぞれ Ch(A)，

r(A)とかく.一般に， Ch(A)口 r(A)が成り立つ.関数環の概念についての詳細は， [9]や

[1]を参照されたい.

X，Yをコンパクト Hausdorffg夜間とし，A，8をそれぞれ X，Y上の関数環とする.8の

元 Uと，Yから Xへの写像 ψを臨定しておき，fεAに対して，Y上の関数 uCrpfを?

(5) (uCrpf) (ν) = u(y) f(ψ(y)) (y E Y) 

と定義する.uCrp(A) c 8のとき，uc，ψはAから βへの有界線形作用素になる.このとき7
uCrpを，Aから Bへの荷量合成作用素 (weigh七edcomposition opera七or)という.荷重合成

作用素の研究経過は?本[4]に詳しい.

さあ 7タイトルにした次の間題を考えよう.

問題. 関数環上のどんな荷重合成作用素が Hyers-Ulamstabilityをもつか?

この間題のひとつの解答を [6]で与えた.それを述べる.

定理1.A，8をそれぞれ X，Y上の関数環とし，uCrpをAから βへの荷重合成作

用素とする.さらに?次の3条件をみたす集合 F(c X)が存在すると仮定する.

o F はAに関する弱峯集合
o <p({y E Y : u(x)キO})c F c <p ({y E Y : u(ν)キO}t
o F n Ch(A) = F n r(A). 
このとき，uc，伊が Hyers-Ulamstabilityをもつための必要十分条件は?
(6)ψ(  {yεY: lu(y)1三r})コFnr(A) 
をみたす正の定数 Tが存在することである.さらに?

Kuc<p = l/sup{ r > 0 : rは(6)をみたす}
が成り立つ.
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定理uま， [6]のTheoremと設定や条件が若干異なるが?証明はまったく向様にできる.
定理1は?仮定が煩雑であるが，A，Bに具体的な関数環をあてはめるとみやすくなるこ

とがある.あとの2つの節で?次の場合を検証してみる.

33. A = C(X)， B = C(Y)， 34. A = B :ディスク環.
そこでは，31で述べた(最良)HUS定数の疑問にも雷及したい.

53. C(X)から C(Y)への荷重合成作用素 定理lから，C(X)から C(Y)への荷重合
成作用素が Hyers心lams七abilityをもつための必要十分条件は?次のようになる ([5]， [7]). 

定理2.uC<pを C(X)から C(Y)への荷重合成作用素とする.uC<pが Hyers-Ulam

stabilityをもつための必要十分条件は?

(7) <p({YEY:lu(y)1どr})= <p ( {y E Y : u(y)キO})

をみたす正の定数 Tが存在することである.また7

Kuc"， = 1/sup{ r > 0: rは(7)をみたす}
が成り立つ.

今回?次のことがわかった.

命題2.定理2において， Xが距離空間のとき，Kuc"， は包CψのHUS定数になる.

命題2の証明には?次のBishopの定理が有用である.

Bishopの定理 ([1，Theorem 2.4.1]). AをX上の関数環とし，F (c X)をAに関す

る峯集合とする.このとき，F上で恒等的に0でない任意のfEAに対し 7
g(x) = f(x) (x E F)， Ig(x)1 < Ilgll (xεX  ¥F) 

をみたすgεAが存在する.

命題2の証明.Fエロ ψ({yE Y : u(y)キO})とおく. また， 11 uC<pf 11口 lをみたすfεC(X) 
を任意にとる.このとき， [7]の式(犬)(4ページ)より，

IIf + KeruC<p11 = sup {lf(x)1 : x E F} 
が成り立つ.ここで111 uC<pf 11 = 1より 3この式の値はOでない.つまり，fはF上で恒等的
にOでない.さて，C(X)に関しては，Xのすべての開集合が弱峯集合であるが?とくに Xが
距離空間の場合は峯集合になる.よって，FはC(X)に関する峯集合になるので， Bishopの
定理を用いると，

g(x) = f(x) (x E F)， Ig(x)1 < Ilg/l (x E X ¥F) 
をみたす gεC(X)がとれる.このとき，gはFのある点で最大絶対値をとるから?

IlglI口sup{ Ig(x)1 : x εF} = sup {11(x)1 : x E F} 
であり?
dist (f， KeruC<p) = 111十KeruC<p11= sup{ II(x)1 : x E F} = IlgII = 11I…咽 (f-g)1I 

となる.さらに，(f -g)(x)口 o(xεF)であることから，1 -9 E Ker uC，ψがわかるから 3
Ilf -hll = dist (f， KeruC，ψ)となる hεKeruC伊がみつかった.ゆえに3命題lより，Kuc"， は
uCψのHUS定数になる. 口
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54.ヂィスク環上の荷量合成作用素 Dを複素平面Cの単位関門板とし7その閉包を百1
境界をTとかく]}上で連続かつ D上で正郎な関数全体からなる関数環を?ディスク環

(disc algebra)といい，A(]})とかく.いま，u，ψE A(]})，ψ(]}) c万とし，A(]})上の荷重合
成作用素 uCcpを， (5)と同様に7

(uG，ψI)(z) = u(z) f(cp(z)) (z E ]}， f εA(]}) ) 

と定義する.ここでは，uは零関数でなく?かっ，cpは定数関数でないと仮定し?そのような

場合の uCcpを非自明であるということにする.定理 1より ，uCcpが Hyers-Ulam s七ability

をもつための必要十分条件は7次のようになる ([6]).

定理3. uG，伊を A(]}) 上の非自明な荷量合成作用素とする • uc'伊が Hyers心lam

stabilityをもっための必要十分条件は?

(8)ψ({zε'lI': lu(z)1三r})コT
をみたす正の定数 Tが存在することである.また7

Kuc<p = l/slip{ r > 0 : rは(8)をみたす}
が成り立つ.

定理3のuCcpについては， KeruG，伊={O}となるので 1命題1より?次の命題が得られる.

命題3. 定理3の Kuc<pはuCcpのHUS定数になる.
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半可換性と不等式

(Semi-commutativity and inequality) 

Sin崎五iTakahasi 
Department of Basic Technology， Yamagata University 

加 d

Takeshi Miura 

Department of Basic Technology， Yamagata University 

Abstract. We introduce a "semi-commutativity" and investigate a certain family of 

functions， which imply the Holder-Rogers inequality and the Minkowski 

inequality. 

1 .哲学

AとBが交換可能であるとき、 AとBは可換であると言うのであるが、現実にはそん

なうまい話はなかなかない。羽鳥理さんの可換ラーメン自動販売機の例を出すと、題のボタ

ンAとお湯のボタンBのどちらを先に押しでも出来上がったラーメンは同じであれば、そ

そっかしい人でも大助かりであるが、まだそのような自動販売機は聞いたことがない。この

場合、 ABとBAではどちらが美味しいかと言えば、明らかにBAであろう。つまり
ABsBAとなっている。私達はこれをとド可換と呼んでいるが、人生で経験する事象は多く
の場合半可換であると思う。しかしながらその半可換事象の中にも、良く毘を凝らすとぴか

りと光る事象があるのではないか?

2.出会い

あることで知人 Maliglandaの論文を MathSciNetで調べていたら、面白い論文を発見した。

表題は

A simple proof of the Holder and the Minkowski inequality 

というもので(cf.121)、 J.Rakosnikによる Reviewには、

IThe core of the paper is the fol¥owing lemma: For 1 s pく∞ andanyα，b > 0 we have 

岡市tll中 (1一合)t11←IIPb'-lIp 
and 

iばI[t'河川(1-t)，-pbp] = (α+ b)P 
Two proofs are gi ven. The fi rst ……!とあった。通常、 ;~IJ度空間上のある関数 l， g に対して、

Illgl¥'.s I1ILllglレ11f + g 11p s 11 1 IIp + h IIp (1りく∞，1Ip+lIqロ 1)
が成り立ち、前者を Holderの不等式、後者を Minkowskiの不等式と呼ぶのであるが、確か

にMaligrandaのkeylemmaにより、両者の不等式はすぐ導かれる。しかしこのとき、この

両者の不等式は「ある種の平均は、ある正線形汎関数と常に半可換であるJと主張している

のではないかということに気付かされたのである (cf.151)。以下の節でもう少し詳しく述べ

よう。
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3.実現

先ずD をR/I上の領域、 Sを実線形空簡、 S。をその部分集合、 φ を Sの双対空間の部
分集合とし、;欠の条件を満たすとする:

(ψIX，…， ψIX/I)巴 D ('t/x"…， xn E So， 't/ψ5φ) . 
Sの元を φ 上の関数 :s(ψ)=ψ(s) (ψ巴φ，s巴s)と見なして、その全体を
s= {&: s E S}で表すことにし、この節以降上の記号を保存する。
このとき3は自然に半順序実線形空聞をつくるが、今以下のような2つの関数
m，M:D → R を考える:

(1) m(x"…，xムM(x"…，xll) E S foraII x" '''， xn E So・
(2) m(Lx"…， Lxn)話 L((m(x"…，X/l))' M(Lx"…， Lx，)注 L((M(x，…，xn)) 

for all x"…， xn E So and aII order-preserving linear functionals L from S into R such that 
(Lx
"
…， Lxn)巴D for a11 x"…，XII巴So・
このとき上の関数 m.Mをそれぞれクラス

(m)コ(m;D， S， So，φ)， (M)コ(M;D， S， So，φ) 

に属すると呼ぶことにする。

Remark 1. Let αl'…， (1/1 E R . Then the foIIowing function on D belongs to both (m) and (M) : 

f(α"…， a/l) =αlal +…+叫ん ((αl'…，an) E D) 

This is a trivial case but it gives to us an impotant suggestion for a construction of functions 

which belong to the cIass (m) or (M) . 

数学は慨に始まり例に終わるといわれるが、クラス (m)と(M)に属する非自明な簡単例

を掲げよう:

Let D ::: R+ X R+ ， S = R2 ， So = R+ X R+ and φ={ψ"ψ2}， where ψis the iぺhcoordinate 
function. Then (cpx l' cpx2)巴Dfor all X1' x2 E So and cp Eφ. In this case， we have 

(i) M(a， b) = (ほ+Jbf ' M(a， b) ::: .feiii E (M) 
(ii) m(a， b) =必弓子，m(α， b)ヱポ/b巴 (m). 

Remark 2. Let L .be an order preserving linear functional on S such that (Lx
" 
Lx2)巴D for all 

xl，x2ESo. Let α:::L(1，O)八ands ::: L(O， 1)八 andset x1 = (α， b) and x2 = (c， d) E S 0・
(i) Let Q泣い， 2}，μ(1)口 α，μ(2)出 s，If(川zほ， I f(2) I = Jb， I g(l )ト花 and
I g(2) I = .[J. Then 

M(Lx" Lx2)注 L((M(x"x2))φIlflいIlgいIllfl+ Igll12 
when M(伊α仏μ，b刈bめ帥ル)トトいい=斗=

M(仏似Lμzム"Lx2) ~ L((M(x" x2)) 特 IIfll211g 112 ~ Ilfg 111 
when M(α， b) = .feiii. 
(ii) Let Q = {l， 2}，μ(1) =α，μ(2) = s， 11(1) 1 = a2， If(2) 1口比 1g(l) I = c2 and 

1 g(2) ト d2 • Then 

m( Irx " Lx2) s L仰

W附he叩nm(似α，b的)ご必可Z子玄

Also let Q = {1， 2}，μ(1)=α，μ(2) = s， I f(1) I = a2， 1!(2) I = b2， I g(1) 1→， lg(2) I = ~. 
Then 

m(Lx
" 
Lx2) s L((m(九九))φIlfll，市11-1sllfgll， 

when m(a， b) =α2/ b. 
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Maligranda さて問題はどのような関数がこれらのクラス!こ属するかということであるが、

の keylemmaはその一つの解答を与えてくれるのである。

今 T を任意の集合、 αl'…， αn'sI'…， snを T上の実数値関数で次の条件を満たすもの
とする:

(1)ド'oreach (a1， ...， a，) E D， m(al，…，αJ器 3supαl(t)α，+…十 αt)anand 
tET 

M(αl'…，a，.) ==ヨ，ilJ~s t(t)αl十日十戸，.(t)an・
(2) m(xl，…， X，.)巴Sand M(xl，…， Xn) E S for each X1'…，Xn E So・
このとき、我々は次の結果を持つ:

m belongs to the c1ass (m) and M belongs to the c1ass (M). 

Proof. Let xp ...， xn巴Soand L an orderωpreserving Iinear functional from S into R such that 
(Lxl，…， L.i，) E D for all X1'…，XIJESo・Notethat 
αl(t)X1 +…+αt)XIJ s m(x1，…，X，.) and s 1 (t)x 1十…十s，，(t)xlJと M(xl，.….口.， x旦IJ

foral口ItE三T.Then 

α1 (t)Lx， +… +αt)Lxn = L(αtCt)x1 +…十 αnCt)x，)s L(m(x"…， x，，) 

Lemma 1. 

創ld

sI(t)Lx1 +…十st)LxlJ= L(s，(t)x( +…十s，，(t)x，.}注 L(M(x，.….x，，)) 

for all t E T. Therefore 

m(Lxp…， Lx，，) s L(m(xl，…，x毛n川t
s叩ot出ha瓜tm belo∞ngs tωo the c1ass (m) and M belongs to the cal出s鉛s(M)ト.Q.E.D. 

例体具4. 

(1) Holder function. Let D = R+ X…X R+ and PI'…. p" E R with P1 +…+ Pn = 1 . Set“ 

H臨捌δ剖!ゆ(伊alい汁，alJα久凡IJ片3

for each (伊αl'い.….川 α久，，)εD.In this case， we have the following 

Lemma 2. Suppose that Hol(xl，…，X，，) E S for a11 x"…，x"ESo・Then
(i) If all Pi are positive， then the function Hol belongs to the c1ass (M) . 

(ii) If the only one of {PI'…，Pn} is positive， then the function Hol belongs to the c1ass (m) . 

Proof.しetT = R+ X…X R+ 
(i) Suppose that all Pi are positive and let (al，…， an)巴D.Foreach tロ (t"…，tn)E T， we 
have 

主附

患い骨
and hence 

Set 

s1(t)=P，tl日小，...， sIJ(t) =P'/担tj-Pjand h(t， ap ・..，a，，)イ ，(t)αi十…サn(t)αn
for each tコ(t"…，tlJ) E T. Then we have 

jEfh(t，Gi，…， a，，)注 Hor(αl'…，a，.). 

Also since h(ム，α"α，)= Hol(α" ...， a，.) for ム=(α「l，…，a~ 1) E T， it follows that 

jgl h(t，Gi，…，a，，) = Hol(αl' ...， a，，). Therefore the desiredresult follows from Lemma 1. 
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(ii) Suppose that the only one of {p"…，p，，} is positive and let (al，…， a，，) E D. For each 

t=(t" ...， t，，)ET， wehave主PM4(hart The山 des附 'esultfollows from the 
similar argument in (i). Q. E. D. 

(2) Minkowski type function. Let D = R+ X…xR¥f:R+→ R : a concave (convex) function 
with inverse and p : R+→ R. S加t et 

ι 仇 ， ψ 棺f内l伊似ωω(伊糾ω州α叫ωゆ;)必))
for each (伊α"…，α，，)巴D.Also let 

τI r '(p(s)) ¥ / r* τI r '(p(s)) ¥ ル(τ)== 3討すf~ J ~ '-")  (resp・t;(τ)gmyfi-y-))

for each 0くτ<1. Moreover set 

T={t=(t"…， t，，) : t，十… +t"=I，t，， …，t，，>O} 
and 

α，(t)コん(t，)，…， αt)=ん(t，，)(resp. s ，(t) =ぶ(t1)'…，s，，(tn) = !r>*(t)) 
for each t 巴T.In this case， we have the following 

Lemma 3. (i) If f is concave， then s~121α I(t)α1+ … +α，ρ)α，，) s!r>(αl'…，an) for each 
IET ¥ 

(αl'…， a，，)εD. 

。i)If f is…丸山吋~(ßI仇+ ... +リ叫Fιム"正ρ仇(οt
(伊αiい…¥，αJ巴D.

Proof. (i) Let (αl'…，an) E D. For each t = (t"…， t，，)巴T，we have 

主ば似ベ4桧t主ト宇
for each (b 1い….日.，b，，)巴Dand hence by putting b 1 = r 司 l町(ρ(α1))/ tl，…，b" =rl(p(αI))/tn in 
the above inequality， 

附……主釦Uιμ“(がt
土ttflfi(向))) s A t. r 1 (p( a;)) 1 lト一一斗)s寸fパAt.土恰土土む;，r…I(ω仰附バ仰向州(伊糾α叫吋;)

主ι恥μμ机4心仏(ο仏t科山i
for each t口 (οt".…..， t，，)巴T.Then we have desired result. 
(ii) Similarly for the concave case. Q. E. D. 

Definition. We say thatんisof Minkowski type if 

t(αl'…，a，，) = sup Iαl(t)α1+…+α，μ)α，，1 (when f is concave) 
目 IET¥ 

2j話(s，仇
for each (α"…，a，，)ED. 
In particular， let p ;e 0 and set f(t) = tP，ρ(t) = t (t> 0). Then 

ヰ恥 ， a，) 口 (αjlP 十 +刊叫α久叫，;y;Yl

iぬsaM川川4引i泊nkowskitザyp伊ef向unctio∞110∞nD. In fact， let ( α " … ， a，，) E D. Then we have 
h(t.，αl'…， a，，)口 fiα"…，α，，)for ムロ (tl'…， t，，)巴T，where 

月 IIp
t; = 11_ (i = 1，…， n). 
ヨ αi"Y十… +α，J'p

Henc /p is of Minkowski type on D 
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Let D = R+ X…X R+ ， S : a real linear space with dual S場， S。♀S，
φ: a subset of Sホ suchthat (cpx 1…， cpx，，) E D for all X1'…，X"巴So 加 dcp巴φ，
s(ψ)=ψ(s) (ψ巴φ，s E S) ， S = {s : s E S} andん(11，…，1，，)E S for al1 X1'…，ぷ15S0・

Then we have the folIowing 

Le叩mr

(ωiり)1げff is concave and /p is of Minkowski type， then ヰbelongsto the class (m) . 
(ii) lf f is convex and ふisof Minkowski type， then /p belongs to the class (M) . 

Proof. This follows directly from Lemma 1. Q. E. D. 

Problems. Define a Holder type function. Also find a resonable new Minkowski type function. 

用

Let S be the m-dimensional Euclid space R
I1I 
and So = D = R十×… xR十.Set 

φ=={ψj:j zl，…，m}， where ψj(X1，…，Xm) == Xj for each (x1，…， XI1I)巴R
III
and 1 s j s m . 

Then we have (伊五…， ψぷ)日Dfor allん…，ぷ ESo and ψεφ. Letん…，ぷ ESo and put 
gロ Hol(点、…，λ)巴S.Note that f(ψw) = f(ω)(f巴S，ωEQ). Then 

Hol(五(ψん…，1，'(ψj))== Hol(λt …，1，.) = g(ω) = g(ψ) 

for all 1 s j s m and hence 狂信(九…，];.)巴S.
Now fix λl'…，入附>0 arbitralily and set 

応5. 

刷早急入A

for each Xコ(X1，…，Xm) E S. Then L is an order-preserving linear functionals from S into R 
such that (Lん…，Lぷ)E D forall~，…，ぷ ESo ・ Moreoverwe have 

出l(L~ "'， LJ，.) = ;r); (トイ

中川，];.))= j~1λj釦Pi
for all万=(ん，…，ん.)，…，ぷ=(/，.(>…，ん.)εSo・Thenby Lemma 2， we have the weighted 
version of genelalized Holder-Rogers inequality: 

会lλJ良品~日(2叫Pi
are positive and PI +… + p，，= 1. 

急叫ん~自(2iM)PJ 
when the only one of {PI'…，p，，} is positive ai1d PI +… + p，，= 1. 
Similarly we have from Lemma 4 the weighted version of generalized Minkowski inequality : 
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when 0 < Pく1.

(iv) 

when P> 1 or P < O. 

勿論後者の場合は、 f(t)芯 tP(p戸 0)， p(t) = t (t > 0)とおいて、平均関数
ヰ(Xi， Jn)=(xilP+ 十x;lp)P
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を考えている。しかしながらまだそれを抽象化しただけで、未だ Holder-Rogersと

Minlくowskiの世界をほとんど一歩も出ていないのである。この話を地球儀に例えると、線形

関数のクラスが赤道で、 (M)rこ属する非線形関数のクラスが北半球で、 (m)に属する弗線形

関数のクラスが南半球であり、南北半球にそれぞれHolder-Rogers大陸、 Minkowski大躍

が横たわっているが、まだ誰も新大陸を発見していないということである。やはり昔の人

は偉いものだとしみじみ思う。

注意:所謂 Holderの不等式:

21仇 g(21外I1P(患り)
(p>リサ=1， ak > 0， b k > 0， k =レ ，n) 

はしJ.Rogersによって 1888年に発克された。また O.Holder はこれを 1889年に独

立に発見している (cf.[1，41)。それ故我々 はし.Maligrandaの主張に従いこれを

Holder-Rogersの不等式と呼ぶ(cf.[31)。
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