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Codimension 1 linear isometries on function algebras 

Kazuhiro Kasuga 

Niigata University 

Abstract 

Let A be the ball algebra or the polydisk algebra in cn. When n > 1， there are no codimension 
1 linear isometries on A. 

1. In土roduction.

Let X be a compact Ha国 dorffspace and C(X) the Banach algebra of all complex-valued continuous 
functions on X with the supr色mumnorm. A uniformly closed subalgebra of C(X) is called a function 
algebra on X if it separates the points of X and contains the constants. Let Bn be出eopen unit ball of 
cn and Sn be the boundary of Bn. Let D and T stand for B1 and S1 respectively. Let A(Sn) be the 
space of all f εC(Sn) which can be extended holomorpl即allyon Bn. The algebra A(Sn) is called the 
ball algebra. When n = 1， the algebra A(T) is called the disk algebra. 
Let Dn be the unit polydisk， Dn the closure，δDn the topological boundary and Tn the torus. Let 
A(Tn) be the space of all f E C(Tn) which can be exもend巴dholomorphically on Dn. The algebra A(Tn) 
is called the polydisk algebra. We note th叫 A(Sn)is a function algebra on Sn and A(Tn) is a function 
algebra on Tn. 

Let E be a Banach space. A linear isometry cp : E →E is said to be of codimension 1 if the range of 
ψhas codimension 1 in E. We set Ma(z)コ (Zーα)/(1-az) for αED. 

Theorem A ([9]) Let A be A(T) and cp a codimension 11inear isometry on A. Then there are 
α，s E c (1α1 = Is 1 = 1) and α， b εD such that (ψf)(z) =αMα(z)f(βMb(Z)) (J E A， z E T) 
In this report， we studied codimension 1 linear isome訂i巴son the ball and polydisk algebras. Our 
theorem is the following. 

Theorem Let A be A(Sn) or A(Tn). When n> 1， there are no codimension 1linear isometries on A. 

2.Proof. 

Suppose th抗 T:A→Ais a codimension 1 linear isometry. We denote byθA位leShilov boundary 
of A. We say that the range of T separates sもronglythe points of θA， if for given two elements of θA， 
X1 and X2， there exists f E T(A) such that If(Xl)1 =f.lf(X2)1. By [2， p.2277]， Araujo and Font classfied 
codimension 1 linear isome紅iesT on function algebr出 intothree types: 

Type 1. The range of T separates sもronglythe points of θA， except two of them. 
Type II. The range of T separaもesstrongly the poinもsofθA and there exists an element Xo EθA such 
that f(xo)口 ofor all f εT(A). 
Type III. The range of T separates strongly the points of θA and， for each x EδA， there exists 
f εT(A) such that f(x)ポo.
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We shal1 prove that T is a codimension 1 linear isometry of type III. To prove this， suppose firstもhat
T is a codimension 1linear isometry of type 1 and let X1 and X2 be出epoints which cannot be separa七日d
strongly. Then by [1， Corollary 5.1 and Lemma 2.1]，δA is homeomorphic七oa quoもientspaβe ofθA 
identifing with X1 and X2 in θA. But Sn and Tn do not satisfy this condition. This is a contradiction. 
Next suppose出atT is a codimension 1 linear isometry of type 11. Let Xo be the point in θA such 
that f(xo)コofor all f E T(A). By [2， Theorem 6.1]， Xo is isolated in 8A. This is absurd. 
Hence， T is a codimension 1 linear isometry of type III. By [2， theorem A)， there exists a homeo-
morphism少ofθA onto θA and a continuous map ψ:δA→([: such that Iψ(x)1 = 1 for all x E 8A， 
and 

(Tf)(x) = ψ(x)f(~(x)) for all x E δA and all f εA. 
Since T1 =ψEA，ゆお aninner function in A. 

)
 

噌

g
ム''t
、

CaseA = A(Sn) 

Since there is no non-constant inner function exもendscontinuously to Sn， T A ロ A0 ~ C A. Since 
the codimension of A 0少inA is 1， 

A = A 0 ~ + ([:g for some 9 t/:. A 0 伊・

Therefore 
Ao少-1= A十([:g0 ~-1 ， 9 0 ψ-1 t/:. A. (2) 

By七heabove， Aoψ一1is a funcもiぬonalgebra on Sn and A is a proper subalgebra of Ao~ψDグ揃mω命"ぺe

f on Sn and ( E Snるt，put f，ん'((入刈)=口=f(υ入Cο)， 入ε T. Since go ~ 日 1 t/:. A， there exis もs a point (0 in Sn such that 
(g 0少-1)(0t/:. A(T)， see [7， p.6). Put (Aoψ一1)(0= {ho(入): f E (A 0少ー1)}. Then (A 0 ~-1ko is a 
closed s由algebraof C(T). Since A(S)(oご A(T)，A(T)与(Aoψ-1)(0C C(T). By Wermer's maximality 
theorem [3， p.214]， C(T)ロ (A0伊-1)C0・Therefore ア

C(T)口 A(T)+C(g 0少-1)C0・ (3) 

Hence zロ h1十 α(g0 ~-1 )(0 a凶 Z2ニh2十 b(goψ-1)(0for some h1，h2 E A(T)， a，b E C. Since 
(g 0 ~-1 )(0 t/:. A(T)， α # 0. Then E2 -35 1 h2 -tflz ・The rightト吋鴨寸t叫
left-hand s討id由ed恥oe悶sn加Oも Thisis a contradiction. Hence， when n > 1， there are no codimension 11inear 
isometries on A(Sn). 

CaseA = A(Tn) 

Let Z be the set of all integers and Z+ the set of all nonnegaもiveintegers. Leもznand Z+ be the sets of 

all α=(α1，・・・3αn)with αi E Z and αi E Z+ for every 1 :::; i三n，respectively. Let f(k) be the k間企h
Fourier coe係cientof a function f on Tn， that is 

六ドhn仰 kdmn(ω) (k E zn) 

where u} = 'Uhk1 . . . wnkn and dm 一一ふ:ndB1... dBn. 凡 n- (2π)n LWl  

By (1)， 
TA= ゆ(Ao~)CA. (4) 

Furもhermore
AoψcA. (5) 
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To prove this， let B be a closed subalgebra of C(Tn) genera胎dby AandAo ψ・By(4)， ψB c A. Suppose 
A 0 <p ct. A. Then there exists a function fo in B such that fo do巴snot belong to A. By [6， Theorem 
2.2.1]， there exists k = (kl，..リ kn)E iZヘiZ+such that fo(k) ::j:. O. We may assume k1 < O. Then there 
exists a point Wo E Tn-1 such that fo( λ wo) fI: A(T). To see this， suppos 巴that fiんo(υ入3パ川u叫I
ω E Tn一-1.Then Jんトfん'o(υ入，ω吋)え").k1dmlバ(入刈)口 O. Now integrate this with respect to ω and conclude that 
fo(k1ぃ •， kn) == O. This is a contradiction. 
For a subspace L of C(Tn)， let L叫0={f(入，ω0): f E L}. Then B印。 isa closed subalgebra of C(T). 
Since A(Tn)叩oコ1-，(!)， A.(T) ~. B叩0・ ByWerme山 maximaliもytheorem， B叩o= C(T). Since仰 CA，
then秒間。C(T)ロ A(T)， where ψ山。(入)=ψ(入3ω0)'Since ψis an inner function， l7/;wo 1 = 1 on T. Hence 
ψ切。C(T)= C(T). This is a contradiction. Hence (5) holds 
Firsも， suppose that ψis invertible in A. Since ψis inner， 7/; is a cons七a凶 function. By (4)， the 
codimension of A 0少inA is 1. Then 

Aロ Aoψ+Cg for some 9 E A， 9 fI: A 0 <p. 

Therefore 
A 0 <p-1 = A十Cgo少-1 9 0ψ-1 fI: A. 

Hence A 0ψ-1 is a function algebra on Tn， and A is a proper subalgebra of A 0 <p-1. In the same way 
出 theproof of (5)， there exist a point ω。εTn-1such that 

(A + Cgo少-z)UFO口 C(T).

Therefore 
A(T) + C(g 0 <p-l)山 oロ C(T).

This leads a contradiction回出ecase A = A(Sn). 
担enceψisnot inv倒 iblei? A. We denote by I出eGelfand transform of f E A and共thぴelfand
transform of A. We identify A with the polydisk algebra on JJn. We define an operator T on A by 

Tfロ Tf，f E A. 

Since A →A is an isomeもry，T is a codimension 1 linear isometry on A. 
So， by a simple calUCl山tion，we see that ，(t has a unique zero P = (Pl， P2， ... ，Pn) E JJn¥Tn. Since 
，(t is holomorphic on Dn， we have PεθDn¥Tn. Thus there exists 1さjさnsuch that Ipj 1 < 1. Put 

U = {(Zl，・・・，Zn)E jjn: IZj -pjl < ~(l-lpj l) 
and勾 =Pl for 1三lさn，1 ::j:. j} 

and 

Ukロ {(Z1"..，zn) E jjn : IZj -pjl < ~(l-lpj l) 

and Zlコ(1-k)同 r1 ::; 1 ::; n， 1手j}

Then ，(tIUk is holomorphic on Uk a凶 h出 noze肌 Onthe other hand，やIuis holomorphic on U and 
has a unique zero. By Rρuche's出eorem，this is a contradiction. Hence， when n > 1， there are no 
codimension 1 linear isometries on A(Tn). 

6-



References 

[1] J. Araujo and J. J. Font， Linear isometries between subspaces of continuous functions， Trans. 
Amer. Math. Soc. 349 (1997)， 413-428. 

[2] J. Ara可oand J. J. Font， Codimension 1 linear isometries on function algebras， Proc. Amer. Ma仕1・
Soc. 127 (1999)， 2273帽2281

[3] J. Garnett， Bounded Analytic Functions， Aca吋d巴凶cPres民 NewY，抗or此k，1981. 

開K.K拙 uga，The何 G陀 nocodi問問on1 lineαr isometries on the ball and polydisk algebras， Sci. 
Math. Jpn. 54 (2001)， 387-390. 

[5] K.K出 uga，Correction to the p叩er"There a吋 nocodimension 1 lineαr isometries on the ballαnd 
polydiskα1gebrasぺSci.Math. Jpn・3 もoappear. 

[6] W. Rudin， Function Theo叩 inPolydiscs， Benjamin， New York， 1969 

[7] W. Rudin， Function Theo叩 inthe Unit BαII of Cn， Spri珂er，New York， 1980. 

[8] W. Rudin， Neωconstructions of functions holomo中hicin the unit bαII ofCn， CBMS Regional Con-
ference Series in Mathematics 63， 1985. 

[9] T. Takayama and J. Wada， Isometric shポ叩eratorson the disc α1gebrα，Tokyo. J. Math. 21 
(1998)，115聞120.

… 7 



Ring homomorphisms on commutative C* -algebras. 

Takeshi Miura (Yamagata University) 

Absもract.We say七hata map p between two algebras is a ring homomorphism， if p preserves 

both addition and multiplication. We give a complete representation of ring homomorphisms 

on a commutative C*-algebra into another. 

A，sを複素Banach環とする.写像世:A→Bが環準同型写像であるとは，任意のf，gEA

に対して

ゆ(f十g) = ゆ(f)+ゆ(g)

ゆ(fg) = ゆ(f)ゆ(g)

をみたすことである.さらにρがスカラー倍を保存するとき， ρは準同型写像といわれる.

したがって環準伺型写像はスカラー倍を保存するとは限らない.簡単な計算により環準間型

写像は有理数倍を保存することが分かる.よって連続な環準関型写像は必ず実線形である.

Cを複素数全体からなる可換Banach環とする.CからCへの環準向型写像を単にC上

の環準陪型写像と呼ぶことにする.このとき写像ゆ(z)= 0， (z巴C)，ゆ(z)= z， (z巴C)，

ゆ(z)= Z， (zεC)はC上の環準同型写像である.ここに了は複素共役である.これらを自

明な環準向型写像と呼ぶ.C上の環準伺型写像には非自明なものが存在することが知られ

ている (cf.[3]). さらにC上の全射環準開型写像の全体を G(C)とすると，その集合とし

ての濃度ijG(C)は2Cである (cf.[7]). ここに Cは連続体濃度である.このような複雑さは

一次元に娘らず有限次元の場合も開様である.したがって一般の無限次元可換Banach環

上の環準同型写鎮の構造を決定することはさらに困難であるように思われる.
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その一方で環準向型写像はある条件のもとでは逆に非常に単純な構造をしていることも

ある.Arnold [1]は2つの無限次元議素Banach空間上の有界線形作用素全体からなる捜索

Banach環の問の全単射環準向型写像は線形または共役線形で、あることを示した.五aplansky

[2]はその結果を次のように一般化した :ρを半単純複素Banach環Aから他の半単純複素

Banach環への全単射環準向型写像とする.このとき AはAllA2，A3の誼和となる.ここに

んは有限次元， ρはん上線形，A2上共役線形である.それでは全単射とは限らない環準

向型写像の構造はどのようであろうか.Molnar [5]， Se即 1[6]は可換C九環上の環準向型

写像の構造を，それぞれある条件のもとで決定している.この小論では可換Cへ環上の環

準向型写像の構造を，他の条件を仮定せずに決定する.全く同様の議論により， (単位元を

もっとは限らない)正員IJな半単純可換Banach環から(単位元をもっとは限らない，また正

則とも限らなし¥)半単純可換Banach環への環準同型写像の構造を決定することができる.

以下Co(K)により局所コンパクト Hausdorff空間K上の複素数値連続関数で無限遠点で

Oになるもの全体からなる可換Banach環を表す.またK∞により Kの1点コンパクト化

を表す.ただし簡単のため，KがコンパクトならばK∞はK自身を表すことにする.

補題 1ゆ:Co(X)→Cを環準向型写像とする.このときゅの環準向型写像としてのC(X∞)

への拡張ゆがただ1つ存在する.

証明.ゆが零写像ならばそのC(X∞)への拡張は零写像だけである.ゆが零写録でなければ，

ゆ(α)#0なるαεCo(X)が存在する.このとき

ゅ(入α)
ゆ((1，入))=ゆ(1)十一一 ((1，入EC(X∞))ゆ(α)， 

はゅのC(X∞)への一意の拡張である.

-9-
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定義 1ρ:Co(X)→ Co(Y)を環準向型写像とする.各yEYに対して写像内:CO(X)→ C 

を次で定義する:

内(j)口 ρ(j)(y)，(j E Co(X)). 

補題 1により内のC(X，∞)への拡張が一意に存在する.それをんとする.このとき環準向

型写像句:C→ Cを

句(入)= py(入e)，(入巴C)

により定義する.ここにeはC(X，∞)の単位元である.

補題 2ゆ:Co(X)→ Cを零でない環準向型写像，q: Co(X)→ Co(X)jkerゆを自然な準陪

型写像とする.またFをCo(X)jkerゅの商体とする.このときゅ=二ア oqなる体の準需型

写像ァ:F→Cがただ1つ存在する.

特にkerゆがCo(X)の極大正期イデアルならば， γはCから Cへの零でない環準間型写

像及びqはCo(X)からCへの零でない準向型写像とみなすことができる.

証明.写像ゅの核kerゅはCo(X)の素イデアルであることが分かる.Co(X)jkerゅの商体F

の元をq(j)jq(g)と書く.写像ァを次で定義すればよい.

ゆ(j)
ァ(q(j)jq(gn=~~J< ， (q(j)jq(g) E F). 

ゆ(g)

またkerゆがCo(X)の極大正期イヂアノレならばCo(X)jkerゅはCと伺型であるので，向型

写像1:Co(X)jkerゆ→Cが存在する.そこでγ01-1，10 qを考えればよい. 関

定義 2p: Co(X)→ Co(Y)を環準向型写像とする.このとき九ロ {yE Y :η(z) =ご

0， (z E C)}とおく.ここに円は定義 lで定義した写像である.集合九.，yp c Y ¥九を

ハU
噌
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次で定義する:

Ym = {yεY  ¥九:ker pyはCo(X)の極大正員Ijイデアノレで、ある}，

ちニ {yεY¥九:kerρuはCo(X)の極大正則イデ、アノレで、ない}.

集合Ymをさらに次の3つに分割する.

Y-1 = {y E凡 :σy(Z)= Z， (z E C)}， 

Y1 = {yεYm :σy(Z) = Z， (z E C)}， 

Ymパ口 {νε九..σuは非自明かつ σy(i)ロ -i}，

Ym，l {yεYm :σuは非自明かつ η(i)口i}. 

集合r;パ ，r;，1cちを以下により定義する.

r;パコ {yεち:η(i)= -i}， 

r;，1 {y E r; :σy(i)=i}. 

さらに九j= Ym，j U九j，(j = -1，1)とし， EQzTQ，lUEQ，-1と書く .Y-1'九，YJ.，乃はYの

互いに素な部分集合で，Y = Y-1 U}もUYJ.Uねをみたす. {1乙I，1も，YJ.，Yd}をYのρに関

する分割と呼ぶことにする.

補題 3ゆ:CO(X)→Cを環準向型写像とする.このときゅの核kerゅはCo(X)の高々1つ

の極大正賠イデアルに含まれる. したがってkerゅはC(X，∞)のただ1つの極大イデアノレに

含まれる.

証明.もしkerゆが2つの異なる極大正員Ijイデ、アノレ{fεCo(X): f(Xj) = O}， (j = 1，2)に

含まれたとすると，Xj EXの関近傍切でu1nU2口日なるものをとる.このとき Urysohn
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の補題よりのいj)= 1，gj(X¥叫)=0なるgjE CO(X)が存在する.X上glg2= 0なので

ゆ(glg2)= 0であるからゆ(gl)= 0またはゆ(92)= 0である.これはgl，g2のとり方に反する.

よってkerゅはCo(X)の高々1つの極大正期イデアノレに合まれる.

定義 3ρ:Co(X)→Co(Y)を環準同型写像，{Y-1， l'も，Yi，Yd}をYのpに関する分割とする.

このときyEY¥九に対しんの核kerんを含むC(X.∞)のただ1つの撞大イデ、アノレを対応させ

る写像を争とする(補題3参照).つまり kerんは極大イデアル{fE C(X.∞) : f(φ(ν)) = O} 

に含まれる.このとき φをpの核写像と呼ぶことにする.

次の補題は定理 5の証明に重要な役割を果たすが，その詳細は同を参照されたい.

補題 4集合九，Y-1U1'も，九UYiはYの開集合である.またねのφによる像争(む)はX∞

の高々有限集合であり，各 23ε 争(む)に対し集合{yE yd :争(y)= Xj}はYの開集合で

ある.

定理 5ρ:Co(X)→Co(Y)を環準向型写像，{Y-1，九，Yi，l'主}をYのρに関する分割とす

る.またφ:Y¥九一+x.∞をρの核写像とする.このとき φは連続で，次の性質をもっ:

各Uεむに対してCo(X)jker内の高体からCへの零でない体の準向型写像%が存在して

f(φ(y))， U 巴Tこ1，
。? yE}も，

(1) ρ(f)(y) = ~ f(的))， Y E Y1， 

Ty(f(φ(ν)))， y巴377z，-zUEin，13 

Ty(qy(f))， y E Yp，-l U九1

が全てのfE Co(X)に対して成り立つ.ここにbはCo(X)から Co(X)jker内への自然な

準問型牢録である.さらに各YE Ydに対して TylcはC上の非自明な環準向型写像である.
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証明.まずUεY¥%に対して補題 2より内 =Ty 0 qyなる Co(X) jker pyの商体から C

への零でない体の準向型写像%が存寂する.ここにbはCo(X)から Co(X)jker内への自

然な準同型写像である.このとき σ約九の定義により Tylc= 円である・ U巴Ymならば

ker内={f E Co(X) : f(争(ν))= O}である.よってkerん={f E C(X∞) : f(争(y))口 O}

となる.このとき全てのfεCo(X)に対してf-f(争(y))eE ker pyであるから，

内(f)口ゐ(f(φ(y)e))=円(f(争(y)))，(fεCo(X)) 

となる.よって (1)が成り立つ.

最後に核写像争:Y¥九→X∞の連続性を示す.争がを左上連続であることは補題4より

分かるので，Yi上で連続であることを示そう.{Yc<} C Y¥%をylE yiに収束する netと

する.このとき α>α1ならばyc<εyiu {yεむ:争(y)=争(yl)}なる α1が存在すること

が分かる.よってα>α1ならば全てのfE Co(X)に対して

が成り立つ.すなわち

(p白 (f)， yc<巴yi
f(争(y臼))= < '_11 
l f(φ(yl) )，争(Yc<)= φ(yl) 

If(金(Yc<))-f(争(Yl))1三Ipy，，(f)-pYl(f)I， (f E CO(X)) 

である.これは争のれでの連続性を恭している.全く同様にしてY-1での連続性も示され

る. 盤
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Stie1tjes perfect semigroups are pel'fect 

T. M. Bisgaard (Denmark) and N. Sakakibara (Ibaraki Univ.) 

Abstract. Anabelian involution semigroup S is perfect (r・esp.Stieltjes pe1ject) if every 
positive definite か.'esp.completely positive defi五如fin凶l
i凶n叫t何eg伊E川:a抗tionas an integral of characters，that is， hermitian multiplicative functions (r・esp.
nonnegative cha出 cters).We prove that every Stieltjes perfect semigroup is pe治 ct.The 
converse was known earlier for semigroups wit.h neut.ral element.， but is here shown to be not 
true in general. Furthermore， we prove that an abelian involution semigroup is pel'fect. if for 
each 8巴Sthere exist t E S and 111.， n E No such that m十11， 之2and 8十♂=8*十mt十nt*. 
This was known ear1ier only with the equality replaced by 8口 rnt十 nt*.The equality 
cannot be replaced by 8 +♂ +8=8十♂十 mt十nt*in general， but for semigroups with 
neutral element it can be 回 placedby 8十p(8十♂)口p(8十♂)+州十川*for an arbitral'y 
p巴N.

30.序

可換*半群の完全性は正定値隠数の一意的な積分表示可能性を保証する性震であるが，こ

れを完全正定値関数に限定した場合 3完全性と同値な性質となるかはこの研究が始まって以

来の問題であった.この問題について最終的な結論を得たので報告する.また，完全性の十

分条件に関する進展についても触れる ([BS2]).

31.定義・背景・動機

*構造をもっ可換半群 S=(S，十， *)を可換*半群という.また，S+S:={8十tI 8， tεS} 
N 

F回目白川明白血輔、

とし?自然数 N について S十・・・十Sも悶様に定義する.関数少 :S十S→ Cが正定値で
あるとは，Sの任意の有限集合{81γ ・・ ，8n}とスカラー Clγ ・・ ，CnεCに対して

乞仔cp(Si十sj)言。

が成立するときである.正定値は S十S上での性質であるので 3関数は S十S上で定義され
ていれば十分である.もちろん，Sが単位元をもてば連常の S上で定義された関数の性質と
なる .Sょの関数 ρで

(i)ρ1= 0， (ii)ρ(8十t)口ρ(8)ρ(t)(8， tεS)， (iii)ρ(8ホ)口ρ(8)(8 E S) 

をみたす関数を指標とよびyその全体を Sぺ非負舘のみをとる指標全体をS+とかく.指標
は正定値関数の典型的な例である.

可換*半群 Sの外部に，単位元となるように形式的に {O}を加えた可換*半群を S:=
S U {O}とする.関数ヂ :S→ Cと 7・εSについて，

(ErCP)(x) :口 ψ(l'十x)，x E S 

と定義する.任意の 7・εSについて Erψが S上の正定{直関数になるとき ，cpは S上の完全
正定値関数であるという .S+の元は完全正定値関数の典型的な伊jである.一般に，完全正定
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イ車関数は非負{霞のみをとる.また，Sが単位元をもてば，完全正定値関数は正定舘関数とな
る.

Example. 0以上の整数全体を Noとかくことにし，恒等的な*構造をもっ可換*半群
S = (No，+，♂ロ x)を考える.このとき 3指標全体は S*= {n I--l-x1J. I x E lR}でつくされ，
正定値関数 ψは powermoment function，つまり

以←lx1J.dμ(x)， 11 E No 
である.また，完全正定値関数 ψは Stieltjesmoment function，つまり

ば←ifndμ(山巴No

である.ここで?表現前l度は一意とは限らない.

Example. 0以上の有理数全体を<<J!+とかくことにし?値等的な*構造をもっ可換*半群
S = (<<J!+， 十，x*口 x)を考える.このとき 3指標全体は S*22S1=コ{l'日 eTXI x E]ゑ}でつ
くされ，正定値関数(ロコ完全正定値関数)ψ は

以l')十T3)dμ同 7モ<<J!+

である.ここで，表現制度は(関数ごとに〉一意に定まる.

Example. 整数半群の直積で恒等的な*構造をもっ可換*半群 S口 (a.2，十，x*口 x)を考
える.このとき，指標全体はダ =((m，n)日 xmynI x， y巴R¥{O}}でつくされる.しかし
ながら?上の例のように正定値関数が必ずしもモーメントとは限らない.

すべての s巴Sについて， point evaluation p I--l-ρ(s)が可測になるような S*の部分集合
からなる最小の小rmgを A(Sっとかくことにする .Sが可算のとき ，Sホ lこ各点収束位相を
考えた場合の S*のボレル集合族 B(Sっと A(S*)は一致する.可換*半群 Sが perfectで
あるとは，S上の正定値関数 vが必ず A(S*)上で定義された測度 μによって一意的に

<p(s) = Iρ(s )dμ(ρ)， s巴S
J S. 

とかけるときをいう.また ，S上の完全正定値関数 Vが必ず A(S+)上で定義された測疫 μ
によって(S+上の制度として)一意的に

<p(s) = I p(s)dμ(ρ)， s E S 
JS.+ 

とかけるとき ，Sは Stie1tjesperfectであるという.これらの定義において一意性が仮定さ
れないとき ，Sはそれぞれ semiperfect，Stie1tjes semiperfect.であるという.これまで知られ
ていた例では， perfectnessと Stieltjesperfectnessの成立・不成立がほぼ一致していた.従う
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て?このこつの概念が一致するのではないか，というのがこの研究が始まって以来の予想で

あった.

g2.主要結果

可換*半群が単位元をもっ場合 7上の予想、は正しいことが確かめられた.つまり?

Theorem 1.単位元をもっ可換*半群が pel'fectであることと， Stieltjes pel'fectであるこ

とは同備である.

Reluark. semiperfectnessと Stie1tjessemiperfectnessが同儲かどうかを考えることは自
然なことであるが，互いに含まれない異なる概念であることが知られている ([Bll]).

それでは，可換*半群が単位元を含まない場合，同様のことがいえるだろうか.その前lこ，

可換*半群が単位元を含む場合と含まない場合の perfectllessの関係について振り返ってみ
ると，次の結果が知られている.

Thel'oem([S4]). Sが perfectであるなら ，sも pel'fectである.s=s十Sの条件下では逆
も成立する.

EXaIuple( [S4]).上の定理でs=s十Sの条件は必要不可欠である.実際， (Q+n[l，∞)) u{O} 
は perfectであるが， Q+ n [1，∞)は pe巾 ctlこならない.

Sの perfectnessと同舗になるような Sの概念として quasl叩perfectnessが次のように定
N 

".，-.^-棚田{

義される .N詮3とし，正定値関数少 :s十・・・十5-→Cが必ず A(5*)上で定義された制度
μによって一意的に

内)=L.PM

N 
y問問--、四四四円

s E s+..・十S

とかけるとき ，sは quasi-perfectであるという.この定義は NIこよらないことが知られて
いる.このことに関して次の定理は既知.

Theol'elu( [伊BSl司ゆ]).sが perfectであることと Sが quas司i叩per巾 ctであることは毘値である.

quaslωperfectである可換*半群 Sにどのような条件を加えれば，sが perfectであるこ
とと同備になるであろうか.このことに関して下の結果が知られているが，その前にいくつ

かの定義をする.5上の関数字フが singularであるとは， 5+5十S上で cp=Oであるとき
をいう .s上の nonzero，singularな正窓健関数が存在しないとさ， 5は fiatであるという.

Theorem([B12]). Sが perfectであることと， quasi-perfectかっ fiatであることは開催で
ある.

可換*半群が単位元を含まない場合の本来の問題lこ戻ろう .sが単位元をもたない場合，
perfectnessから Stie1tjesperfectnessは導出されない.Stieltjes perfectnessと同舗になるよ
うな次の追加条件が必要になる.

Definition. S上の関数字フが Stieltjessingularであるとは，s+s上で伊奈 Oであるときを
いう.s上の nonzero，Stieltjes singularな完全正定鑑関数が存在しないとき ，sは Stie1tjes
fiatであるという.
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Theol'em 2. Sが Stieltjesflatかっ perfectであることと Stie1tjesperfectであることは陪
値である.

Example.上の定理で Stieltjes丹atの条件は必要不可欠である.実際， Q+n(1，∞)は perfect
であるが， Stieltjes flatではなく， Stieltjes perfectにもならない.

同値関係 srvtを， "VIσ モS.+，σ(s)口 σ(t)"で考え， ω(S):= S/ rv とする.このとき次の
系が導かれる.

COl'ollal'y. Sが pe巾 ctであることと， ω(S)が quasl-pe巾 ctかっ Sが flatであることは
同値である.

RelUal'k.ω(S)は archimedescomponentとよばれる性貿をもっ互いに素な部分半群の和
集合としてかくことが出来る.この部分半群は有理線型空間の部分半群として埋め込むこと

が出来る.従って，一般の可換*半群の perfectnessを特徴づける問題は， flatnessを棚上げ
して考えれば 7有理線型空間の部分半群の quasl“perfectnessを特徴づける問題lこ帰着するこ
とがわかる.

~3. 完全性の十分条件

Qの禍密な部分群 Gを考える.有理線型空間の部分集合 M が G-conelikeであるとは

Vs EM，ヨα(s)言。 s.t. αEG，αミα(s)=>αs EM 

が成り立っときをいう.我々は以前に次の結果を示していた.

Theol'eUl( [NiS]もっと一般に [FS2]).単位元をもっ Qkの中の可換*半群 Sが Q開conelike
なら ，Sは perfectである.

こり結果は次元に関係しないことを得た.また 7一般の線型空間も有理線型空間とみれる

ので 7有理線型空間での結果が本質的である.

Theol'em 3.荷理線型空調の中の可換*半群 Sが G-conelikeであるなら ，Sは quaslωperfect
である.

任意の sESについて， m十n~ 2， s = mt十nt*をみたす tE S， m， n E Noが存在する
とき ，Sは恥divisibleであるという.次の結果が知られていた.

TheorelU( [戸BR]もつと一般に [伊詰部Sl可ゆ]).Sが*ド吋〈

この方向で次の結果を得た.

Definition.任意の sESについて， m十nミ2，s 十♂ s十mt十nt*をみたす tE S， 
m，n E Noが存在するとき ，Sは semi-*-divisibleであるという.

TheOl'em 4. Sが semi-*-divisibleであるなら perfectである.

Example.上の条件を s十♂+s口 s+♂十mt十nt*にかえた場合，定理は成立しない.実
際， 3α 立に 4α となる αで生成される可換半群 S={α，2α，3α}では，任意の sESについて
3s口 5sであるが， perfect iこならない.

しかしながら ，Sが単位元をもっ場合には次の定理がいえる.
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Theol'・elll5.単位元をもっ Sの各元 sESについて

ヨtE S， :3p E N，ヨ1n，nεNo S.t. m十 nミ2，s十p(s+♂) = p(s十 s*)十 mt十 nt*

が成り立っとき ，Sは perfectである.

34.参考までに

これらの研究の端緒となったのはコベンハーゲン大学の C.Berg教授らによる著作 [BeCR]
である.その後の発展は [Be1]，[Be2]， [S3]等により見ることが出来る.古典的なモーメント
lこ関する文献は [A]， [ShT]などがよく引用される.剖:chimedescomponentなどの半群論に
関する文献として [CIP]，[T]などがある.perfect半群に関する他の論文として [B2]， [B5]， 
[B7]， [B8]， [B10]， [NaS]などが， semlpe市 ct半群に関する他の論文として [B1]， [B6]， [B9]， 
[B13]， [B14]， [S2]などがある.作用素値の senupe山 ct半群iこ関する論文として [B3]， [B4]， 
[FS1]などがある.conelike半群については [R]を， divisible半群については [S1]を参考に
するとよい.
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Hyperbolicity of a polynomial associated with a 

trigonometric polynomial 

三角多項式に伴う 2変数多項式の双曲性

Hiroshi N akazato中里樽

abstract We associate a ternary real form F(t， x， y) of degree 2m with a complex trigono-
metric polynomI<J吐ゆ(0)口 C-mexp( -i mO)十...+Co+...十Cmexp( i mO) so that the equation 
F(l， ~(ゆ(0)) ，8'(ゆ(0))) = 0 holds for 0三0ざ271"・ Theauthor gives a su盟cientcondition 
for the form F(t， x， y) to be hyperbolic wi七hrespect to (1，0，0). A su缶cientcondition is 
given by 

乞 JCjJ< JcmJ. 

1 1変数の三角多項式に伴う 2変数多項式

次のような複素係数の 1変数三角多項式p(O):

ゆ(0) L Ck exp(i k 0) 
k=-m 

= C mexp(-im0)十C-m十1exp( -i (m -1) 0) + . . .十 Co十...十 Cmexp(i m 0) 

!こ対して3変数2m次伺次実多項式 F(t，x， y)を対応させることを考える。まず、実アフィ
ン平面R2における曲線Cttを次のように定義する:

Cゅ={(x(O)，y(O)): 0:::; 0三2π}，

ここで、

x(O) =提(ゆ(0))=提(Co)+乞{況(九)十提(C_k)}cos(kO) +乞{一守(Ck)十な(Ck)}sin(kO)， 
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y( 0) =な(針。))= 8'(向)+ L: {8'(Ck) + 8'(Ck)} cos(kO) +玄{抗(Ck)…提(C-k)}sin( kO). 

さて三角多項式針。)に2m次開次3変数多項式F(t，x， y)を曲線F(l，x，y)= 0が曲線 Cゃ
に一致するように定めよう。曲線C'"から多項式F(l，叫y)を得るために次のような表記を
用いる

x( 0) = Hl (cos 0， sin 0)， y( 0) = H2 (cos 0， sin 0) 

ここでH1(u，V)， H2(u， v)は不定先u，vについてのm次以下の多項式である。 S口 tan(O/2)
と置く。このとき、 cosO = (1-s2)/(1 + S2)， sinO = 28/(1十82)が成立し、従って

内内 1-82 2s 
Al(S : x) = -(1十s:&)mX十(1十s:&)mH1(ーっ一一τ)= 0 

i十S2'1十r
η"， _ __ ，1 -82 2s 

A2(s : y) =一(1十s'1.)my十(1十s'1.)mH2(一一つ一一…)=0i十S2'1十S2
となる。上の2つの等式の左辺は、係数入jX十μjあるいは νJY+むをともなった、不定元
Sの多項式である。多項式 F(l，x，y)を、 Al(S : x)とん(S: y)の不定元 Sに関する終結
式resu1tantとして求めることができる。多項式F(l，x，y)のzについての次数は 2m以下
であり、 yについての次数も 2m 以下である。 多項式F(l，x， y)のx，y全体についての
次数も 2m 以下となる。ここで終結式についての基本的な性質についてふりかえる。 2
つのt次多項式1，gを次のように与える:

1(8) L:αks''.-kコ αoi十αli-1十...+αe，

g(8) = ""E.ski-k = soi + s1Se-1 +... + se， 

ここで、係数 αk，skは標数 0の整域の元とし、 αoヂ0 とする。 fとgのSに関する終
結式 R(j，g)は次のような 2Cx 2C行列 R(j，g)の行列式である。

α。α1 α2 αe-1 αt 。 O 。 。 。
。 α。α1 αe-2 αe-l αz 。 。 。 。

. . .. . 
。 。 α。 α1 α2 αe-l αE 

R(j，g)コ μβo sl s2 se-l se 。 。 。 。 。
。 so A se-2 se-l h 。 。 。 。

。 。 O so sl s2 se-l se 

つωつω



と置けば、 ~o (志、 R2の凸集合である。

正方行列の数域を問題にするとき、上記のような関凸集合の閉包として定義される関凸
集合とその極集合が深く関係する。まず、エルミット行列の由有健がつねに実数であるこ
とより、次のことが成り立つことが容易にわかる。

命題 Aを、 mxm複素正方行列とするとき、 3変数向次実多項式p(t，x， y)を、

p(t， x， y) = det(tん+(xj2)(A十Aつ-i (νj2)(A -A*)) 
で定めるとき、 pは、 (1，0，0)(こ関して双曲的である。

さて、 mを正の整数とし、複素係数の三角多項式

ゆ(0)= L ck叫 (ik 0) 
J=-m 

が不等式 Icml十".十Icol+...十icm-11< Icmlを満たすとする。このとき、対応する実形
式 F(t，x，y)は条件 F(1，0，0)チ0を満たす。 さて、不等式

め(0)口況((乞 kCk exp(i kO))(玄可exp(-ipO))> 0 
kロ-m p=-m 

が任意の o~ 0，η三知 !こ対して成り立つような十分条件を Fの双曲性の証明に用いよ
う。 まず、次のような等式が成り立つ。

B"，( 0) 

口 m~({Cm 十 (m -1)jm Cm-1 exp( -i 0) + ...一(m-1)jm C m+1 exp( -(2m -1)0) 
-m C m exp( -2mO)}{布十砿コexp(i1])十...十左京exp(2imO)} ). 

さて、 入を正の実数とし、係数 Cm，Cm-1，'・・，C-mが次の不等式

I L ckl口 IC-m十".十Co+...十Cm-11<入ICml，
k=-m 

を満たすとする。このとき、係数 kjmckは次の不等式を満たす:

i乞 (kjm)CkドトC-m一(m-1)jmcm十1-.'.十 (m-1)jmcm-ll <λicm/. 
k=-m 

次の補題を準備する。

q
G
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終結式 R(J，g)は、次のように表わされる:

R(J，g)口Ln(ko，...， ke， hoγ..， he)a~O αj1---dtp;opf1.--pfz 
ここで係数n(ko，...，ke，hoぃ.，he)は整数であり、巾の指数 koγ ・・ ，ke，ho，..けんは非負の
整数である。上の総和における各項は、等式条件

ko + k1 十.. . 十ke= f， ho十h1 十.. . 十heヱコ f， 

および次のような不等式を満たす:

ko + ho ::; f， k1十h1::; f， • • . ，ke + he ::;ι 

2 2変数多項式 (3変数閥次多環式)の双曲性

3変数開次多項式p(と)口p(t，x，y):

p(ごい玄 αi，j，keXj yk. 
i+j-トk=m

の双曲性を次のように定める。まず、ベクトル υ0=(1，0，0)に対して、

p(υ。)=αm，O，Oヂ0

であるとき、 pは、 υ。方向に非特性的であるという。 VO方向に非特性的である pに対して、
各 cinR3に対して、 m個の実数入l(C)，• • • ，入m(c)が存夜して、

p(tヲx，y)= p(l，O，O) II(t Aj(c)) 
j==l 

となるとき、 pは、 υ。方向に〈あるいは、 (1，0，0)に関して)双曲的(型) hyperbolic with 
respec七toVoであるという。上記において、 入j(kc)コ k入j(ご)が、各入jおよび、 k> 0 rこ
対して成り立つ。特に、ご口 (t，x，y)に対し、 (x， y) ~ (0，0)であるとき、ん(C)入j(ご)が
成り立っとき、 pは、狭義双曲的 strictlyhyperbolicであるという ([Nu]参照。双曲的な多
項式に関する種々の基本的性質が、 [AωB-G]で証明されている。例えば、

定理[Atiyah-Bott-Gむding]3変数問次提多項式p(t，x， y)は、 (1ラ0，0)に鱒して双曲的で
あるとする。このとき、 集合 ((t，x，y)εR3 : p( t， x， y) ~ O}の (1，0，0)を含む連結成分
を、 2とし、

:Eo口{(x，y)E R2: (l，x，y)ε:E} 

A
斗ゐ
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補題 2.1.eを正の整数とする。次の2つの三角多項式

引(0)口玄αkexp( -i kO)口αo十α1exp(ーは)十...十αeexp( -i.e0) ， 

仇(0)=玄bkexp( i P7])口九十b1exp( iη)+.. .十beexp(i.eη)， 
p=O 

が等式bO=百五および不等式

会|αkl= 1α11十巾1<計01，

主|ち1= Ib11十十|ん1<方1bolヲ
を満たすならば、不等式

Bψ1，""2 (0，η)=況((乞αkexp( -i kO))(2: bp叫 (ipO))> 0 

が任意の G三0，η<2作に対して成り立つ。

[証明iαoエロ bo口 l と仮定してよい。この仮定の下で、等式

Bψ1，ψ2(0，η)口抗((1+ z(O)) (1十ω(ヮ)))

を満たすような、 Iz(O)1< (1/V2)， 1ω(0)1 < 1/V2 であるz(O)ヲ切(η)が存在する。 従っ
て況((1十z(0) )(1十ω(η)))> 0 が成り立つ。

次のような例を

ゆ(0)口 exp(2iO)十gexp(-iO) 

考えよう。ただし、 …l<g<l とする。関数 Bゅ(0，7])を次のように定義する。

Bゅ(0，η)=況((2 gexp( -3iO))(1 + gexp(3切))

= 2 + 2g cos(3η) -9 cos(30) -g2 cos(30 3ヮ).
このとき、 Bゅ(0)はBゅ(0，0)で与えられBφ(めど2-lgl-g2> 0となる。 しかし、 Bゅ(0，7])
はつねに正というわけではない。 9= 99/100 とする。このとき、 Bゅ(7π/8，151f /16)は
負であって、その近似値が -0.0823766 で与えられる。

補題 2.1 より、王角多項式ゆ(0)が次の条件を満たすとき、関数Brt(0)は疋である
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三ICkl= Iιml+ 十Icol+十 ICm-ll<古川
これより、次の定理も証明される。

定理 2.2複葉三角多項式

ゆ(0) 2二Ck叫 (ik 0) 

が不等式

芝Ic山方ICml
を満たすと仮定する。このとき、対応する 2m次3変数実多項式 F(t，x， y)は、 (1ヲOぅ0)に
関して双幽約である。

{証明]係数Cm ココ 1 と仮定してよい。三角多項式針。)に伴うアフィン曲線 F(l，x，y)口 O
を考える。それは、次のように媒介変数表示窓れる:

z(O) = x(O)十iy(O) =叫 (imO) +工Ck仰 (i0) 
k=芯-m

(0::;0三2π)。その偏角 Arg(z(O))Iこついて考える:

Arg(z(O)) = 8'(Log(z(O)) 

これについて、次のような方程式が成り立つ:

ここで

dArg(z(O)) "'1 z' (0) 
= 8'(一一)dO -， z(O)ヲ

Cm exp(imO)十...+ (-m)c_m exp( -i m 0)、
=提(

exp(i mO) + ...十 C-mexp(-imO) 

ヮ×挽(L(O))，
ICm exp(i mO) +...十Lmexp(…imO)1

提(L(O))口提((L k Ck exp(i kO))( L Cp exp( -i pO))) 
kコローm p=-m 
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~ 2二工扱(Ck可kexp(i (k-p)B) = B"，(()). 
k=-mp=-m 

補題 2.1の下の註より，R(L(()))> 0が任意の 6εRに対し成り立つ。角。が 0より加
まで変動するとき、変数 Arg(z( ()))は Arg(z(O))より Arg(z(O))+ 2m7r まで変動する、
すなわち複素変数z(())の原点、 0のまわりの盟点数はm はである。このことは次の方程式
より得られる:

メArg(z(()))= 10く問

エロ 2m作十0=2m7r， 

ここで z(()) / exp( i m())は任意のO::;()三2π に対し領域 {ωEC: Iω-11 < 1/V2}に属す
る。このことは、変数z(()) / exp( i m())のo::; ()2π に対する 0のまわりの囲点数が 0 で
あることを示している。従って F(l， s cos ()， s sin ())ぉ Oという Sについての方程式は各
() E R に対して 2m 個の0でない実数解を持つことがわかる。 従って形式 F(t，民y)
は(1，0，0)に関して双臨的である。(証暁終了)
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Topics of Hyers四UlamStability and Differential Operators 

高橋員映 (Sin-EiTakahasi， Yamagata University) 

三浦毅 (TakeshiMiura， Yamagata University) 

富島静雄 (ShizuoMiyajima， Science University ofTokyo) 

Abstract. We introduce a new Hyers-Ulam stability of mappings and consider 
I:Iyers-Ulam s~~bilities of a }3anach space-valued linear differential equation and 
the co~resI?onding linear differential operator. The results presented iI1 our topics 
extend and improve the correponding results of the earlier paper r4]. 

1 .序論

暗箱fにデータxを入力して、ねらった健αを出力させようとしても、緊張してなかな

かできるものではない。しかしもし出力値f(坊がαに非常に近かったら、データxを少し

だけ修正すれば、ねらった値αをひoったり出力することができるかと言う願望がある。こ

の願望を式で表示すれば、大体以下となろう:

f(x)ネα時ヨ?x
ll
:f(川口αandX

llキX.

1 940年S.M. Ulam [5[はこの願望を加法的写像について取り上げ、次のような問題

を提起した:
Under what conditions does there exist an additive mapping near an approximately 
additive mapping? 
これに対して、 D.H. Hyers 12]は翠年次のような解答を与えている:

Given two Banach spaces X， Y and e> 0， if T: X→ Y is a mapping satisfying 

11 T(いX1+り叫吋x巧ω2)蜘1引T口x列l侮1引T口X咋21
L仁:X→ Y間山hat11 TxωμドεforallxEX. 
彼の定理は我々の願望と一見違うように見えるが、次のように考えれば全く同じものであ

ることが分かる。

実際、先ずX=M(X，Y)をXから Yへの写像全体の作る線形空間とする。次にベクトル

場の考え方を用いるため、 y= yXEDXをXEDXから Yへの写像全体の作る線形空間とする。
次にそれぞれの線形空間上に次のようなゲージ関数を導入する:

Px(f) = sup {II f(x) 11 : x巴X}(fEX) 
加 d

P州 1I.bか叫{lly川1:(a， b)巴XED X} ((Y(a.b))巴Y)
そこで各(α，b)巴XEDXに対して

T(α，b)(f) = f(α+ b) -f(α) -f(b) (f E X) 

と定義する。このとき各T(川}はXから Yへの線形写像となるが、それらの作るベクトル

場T:

T(f) = (九b)(f))川町EDX(f EX) 
はまたXからYへの線形写像となる。このとき次の2つの向値式が成り立つことに注意す
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る;

IjJ(α+ h)イ〈α)-f叫:::;;6仇 b巴X)骨 py(Tf):::;;6 
and 

f巴Xis additive φ Tf口 O.

それ故次の2つの命題は同舘である。

川 ff:X→ Y is a m旬開叫f向 Ilf(α+b)イ(α)イφ)11 :::;; 8 for allα，bEX， 

出e川 ereexists an additive mappi時品:X→ Y叫伽 11f(x)-前)11云 8 for all x E X 

(2) If f εX satisfies that py(Tf):::;; 8， then there exists an element 10 E X with T 10 = 0 
and Px(fω 品):::;; 8. 

従って彼の定理は我々の願望と金く同じものであることが分かる。そこで我々はもっと一

般的な定義を与えよう:

Definition 1. Let (X， Px) and (Y， py) be linear spaces with gauge functions Px， py 

(Px:X→ lO，∞J and py: Y → lO，∞]). Let T: X → Y be a mapping. Given a E T(X)， an 

equation Tx = a is said to have a Hyers-Ulam stability (simply， HUS) if there exists K ~ 0 

such that for any 8>  0 and x E X such that py(Tx悶 α):::;; 8， one can find an element 

Xo E X with Txo = a and Px(x四 xo):::;;K6. Let KT.a be the inf of such K and we call it the 

HUS constant of Tx =α. 
j主意:上の定義に従うと、 Hyersの定理は、結局上述の線形主主像Tに対して、方程式

Tf=OがHUSを持ち、その定数は1以下であることを主張している。但し一意性は除く。

1 998年C.AlsinaとR.Ger山は微分作用諜に関する HUS問題に着目し、実数{産関

数の微分方程式u'(t)= u(t) (t E R)はHUSを持ちその HUS定数は少なくとも 3以下であ
ることを示した。その後講演者違141は、これを精密化し、複素Banach空間健闘数の微分

方程式u'(t)コλu(t)(t巴R)がHUSを持つための必要条件はReλ~Oであり、このときそ

のHUS定数はIReAI-
1
であることを示した。

さて上の定義は方程式!こ関する HUSであるが、方程式を構成する写像そのものの HUS

が定義されても良いであろう。それを次に掲げる:

Definition 2. Given (X， Px) and (y， py) be linear spaces with gauge functions Px， py 

(Px :X→ 10，∞I and py: Y → 10，∞1)， a mapping T : X → Y is said to have a HUS if there 

exists K ~ 0 such that for any a E T(X)， 6>  0 and x E X such that py(Tx -a):::;; 8， one 

can find an element Xo巴X with Txo = a and Px(x幽 xo):::;; K 8. Let K T be the inf of such 
K and we call it the HUS constant of T. 

定義からもし T:X→ YがHUSを持てば、各α巴T(X)に対して、方程式Tx=αもHUS

を持つことは暁らかである。その意味で読者の方が後者より強い条件である。

2.結果

ここでは線形微分方程式及び線形微分作用素のHUSに関する得られた結果を紹介するこ

とが目的である。

先ず複素 Banach空間X及び複素数値連続開数h:R→Cが与えられたとき、 1暗線形微

分作用素:

T，，: C1(R， X)→ C(R， X)， (T"u)(t)口 u'(t)十 h(t)u(t)(t E R) 

がHUSを持つための条件を考える。そのため次のような上限を定義する:

n
H
d
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C" == sup I ! exp I Re h(τ)dτIds<∞and D"毘 supI I exp I Re h(τ)dτIdsく∞.
tER ， Ji tER ， Ji 

このとき、次の定理が成り立つ。

Theorem 1. If either C" <∞ or D，，<∞， then T，，: C1(R， X)→ C(R， X) has a HUS and 

kTla g min (ClpDlJ. 

上の定理から次の系が導かれる。

Corollary 1. Let入巴Cbe such that Re入;o!0 and set Tλ(u) = u'十入uforeach uE C1(R， X). 

Then Tλ: C1(R， X))→ C(R， X) has a HUS and K T， = ~寸
ん IReんi

注意:上の系で、 Re入>0なら KT"コD"、Reλ<0なら KThzChが雷えるので、定理1

の条件はまずまず、のものと思われる。

さて定理1の染件を満たす関数h違はどのようなものかもっと知りたいが、そのために、

次の補題を準備する。

Lemma 1. (1) If Re h =ψ『十ψ¥whereザ(似-d (1 t 1注ωforsome 10> 0，δ>0 and 

lψ(t) I ::;; M (t E R) for some M > 0， t出he印nC" is f抗ini

(ρ2)汁IfRe h =ψザ'+ψず， where δ勾 '(/)(1 t 1 ;?; to) for someぃ0，δ>0 and Iψ(1)1::;; M 
(t巴R)for some M > 0， then D" is finite. 

定理1と補題1から次の系を得ることができる。

Corollary 2. Suppose that Re h = P + J， where P is a nonzero polynomial with real 

coefficients and ， J(s・)ds(t巴R)is a bounded function on R. Let P(t)コaotn+…+久1
JO 

(tER). Then 

(1) If n is even， then T" has a HUS. 

(2) If n is odd and α。>0， then T" has a HUS. 
(3) If n is odd and ao < 0， then T" does not have a HUS. 

次の定理は、定数係数線形微分方積式がHUSを持つことと、対応する微分作用素が

討USを持つこととは同値であることを述べ、且つそれらがHUSを持つための必要十分条件

を与えたものである。

Theorem 2. Let X be a complex Banach space and D = d / dt. Let P(t) be a 
polynomial with complex coefficients and deg P = n. Then the folIowing conditions are 
equivalent: 

(1) The equation P(t)コohas no pure imaginary solution. 
(2) The differential operator P(D): Cn(R， X)→ C(R， X) has a HUS. 
(3) The diferential equation P(D)u(t)コo(t巴R)has a HUS. 
上の定理の証明に対しては、次の2つの補題及び系1を有効的に用いる:

Lemma 2. If T: X → Y and S: Y → Z have a HUS and T(X) = Y， then S 0 T : X→ Z 

also has a HUS and KST::;; KTKs・

Leinma 3 (cf. 13 D. Let {とl'…'Sm}be a finite subset of the real group ，R， and let e>  0 

be arbitrary. Then there exists a sequence {nl' n2，…} of natural numbers such that 

n 1 < n2 < ... and I e州-1 I ::;; e (1 ::;;.i::;; m， k = 1， 2，…) 
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3.今後

今後は非定数係数の2階線形微分方程式、 1階の遅れ製微分方程式などに関する HUSの

研究に遊んで行きたいと考えている。それと共に興味のあるのは、非線形の場合であるが、

これが大変難しく、 1階の場合でも HUSを持つものの存在すら分かっていない。例えば、

u'(t) + sin u(t) = 0 (t E R)はHUSを持つ候補と考えられるが、実はこれはHUSを持たない
ことが示される。実際、 u'+ sin u = 0がHUS"を持たないようなS>Oは無数に存在する。
何故ならば先ずu'+ sin u = 0の解集合は

u = 2tan嶋 I(Ce-/)，C: arbitrary constant 

であることに注意する。今Pを任意の正数としたとき、 u=ptは 11u' + sin u 11 = 11ρ+ sin u 11 
~p+l を満たす。もし u' 十 sinuコOがHUSを持つと仮定すると、正数Kが存在して、

|ρt -2tan-1(Cpe-') I ~ K(p + 1)代 R) が成り立つ。従って、 Itl~ K(P7)+π (tER)とな

り、来躍が生じる。しかしながら HUSの本質は、 S>Oが十分小さいところにあり、その

意味ではよの観察は本質的ではない。実際S>Oが十分小さいとき、グラフなどから直感的

に u'+ sin u コOがHUSを持つのではないかと考えたくなる。それで候補と考えた訳であ

るが、実際は本質的に候補で無かったのである。それを見るために、 u'+ sin u = 0は常に

HUSを持っと仮定する。今、十分小さな S>Oに対して定数関数

-d+ v' 1悶 3s2v b
悶 Jι
(tER)

1+行
-
3s2 を考える。このとき、 të=~' 'e とおくと、 IEZUnfであるから、

-I2-h  Jl-362 り
sin u =子h，∞su=ι 有である。更i』 tF tJrを逆!こ解いて、 E2Jォを
i十ts
;:"

l+tt 
-.0 -- .-- c. 3+te

':' 

得る。このとき容易な計算から、 2ε+scos u = sin uを示すことができる。以上から、

1 
U'(t) + sin u(作 12ε+SCOs U(t) 1 ~ 3ε (tER)が成り立つ。従って仮定から、ある正数Kと
ε!こ依存する定数C"が存在して、

(的 !2tan -ll.:!:fv幽 2tan-1(Cse-')1 ~如何R， 0く ε:sufficient1y small) 

が成り立つ。ここで t→∞とすれば、(#)は

I..__-d÷打 -3s吉1_3
(柑 !tan-ll1"" V ~ 

-，Jt 

!戸話勺玄子Ks(ゆ0く s:suぱぱd耐f:在叩f百f自lCωi均問ien町叩州n

を導く。そこで聞において E↓0とすれば、十0を導き矛盾が生じる。

注意:定義1において、 rpx(x 悶 xo)~Kεj を rPx(x -xo) ~ p(s) for some positive 

funcdon p(I)withmp(I)ロOJに量き換えたもっと弱い意味の即Sを定義しても、方程

式:u' + sin u = 0はそのようなHUSも決して持たないことが上の証明から分かる。
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Hausdorff dimension of Suかself-
similar set and Gibbs measure 

J unko Shinmoto1 and Fukiko Takeo2 
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Abstract 

A compact set K c Rn is called sub-self-similar set if K c U~=l fi(K)， where the fi are 
similarity transfunctions. A Fibonacci set， a kind of sub-self-similar sets， has been studied by V. 
Drobot & J. Turner[l]. Moreover， sub-self-similar sets， where all the ratios of the composition fi 

are equal， have been studied by F. Takeo[5]. In this report， by using the Gibbs measure and the 
pressure in the sense of thermodynamic formarism， we obtain fomulae for Hausdorff dimensions 
of sub-selιsimilar sets， where the ratios of the composition fi are different. 

1 Introduction 

フラクタノレの特徴を表すHausdorff次元については，いろいろな求め方が研究されてい

る.特に， Self目similarsetについては，いろいろな角度からの研究がなされている.Self-

similar setとは，し、くつかの縮小写録ん :Rd_→Rd(j口 1，2，・・・ ，k)により

U五(K)=K  (1.1) 

を満たすコンパクト集合Kのことである.それに対し，

Ufi(K)ヨK (1.2) 

を満たすコンパクト集合Kを {h，.・.，fdに対する Sub-selιsimilarsetという.この
Sub-self-similar setのHausdor釘次元を求めるために，写像の繰返しfX10 fX2 0 ・・・を無限
列空間E1W)= {主ε(Xj)j三1I X j E {1， . . • ，k} for any j εN}と対応させる方法がよく用
いられる.それには， Ejω)から Rdへの写像 γを zE Rdに対し，

ア(;r)= 1弘九 Oん O・・叫んJz) for ;r E El'ω 

とおくと zεRdに依存しないでァを一意に定義できる.このとき，{ι. .. ，1.んk}に対す
るSu紬u山1出b-剖叫S田el旺f司:"si叩S討山sim註I

κ ニ {住主ε E瓜irω)川iア(いXmXm十刊1. . . ) ε K fμorVm ε N} 
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として対応させ，

s>Oに対し，
rank mの cylindersetをκm口 {Pm主口 (Xl・・ 'Xm)I主εκ}とおき，

。(s)づ担。(乞rrr;j J 
¥Pm豆εκm j=l I 

と定義するとき， Falconerによる Sub-self-similarset KのHausdorff次元dimHKに対す

る次のような定理がある.

定理 A(3] /j: Rd→Rd (j = 1，2，' ・.，k)を縮小比 η(0くりくりの縮小相似写像と
する.RdコK が {fl，!2，'・・ ，fdに対する Sub-self-similarsetであり，

五(V)nん(V)= o (i:j:j) かつ Ufi(V) c V (1.3) 

を満たす空でない有界関集合VCRd が存在するとする.

たす数とすると，

s = dimHK 

が成り立つ.

このとき， SをB(s)= 1を;荷

Sub-self-similar setとしづ言葉は， Falconerが1995年の論文[3]で定義しているが，そ

れ以前にこのSub-self-similarsetの一種である日bonacci集合に関しては， V. Drobot & J. 

Turner[l]がHausdorff次元を求めており， Sub-self-similar setで、縮小比が全て同じ場合は

F. Takeo[5]が研究している.そこで本研究では，縮小比が異なる写像からなる Sub-self-

similar setについて定理Aとは異なる方法での， Hausdorff次元の求め方について研究し

た.それには， cookie-cutter setのHausdor百次元を熱力学的なGibbsmeasureとPressure

を用いて求める方法[2]が知られているので， Sub-self-similar setに対しでもこの方法を適

用して，百ausdorff次元を求める定理2を得た.さらにこの定理を用いて，行列のスベクト

ル半径からHausdorff次元を求める定理3も得た.Self開similarsetの一種であるgeneralized

cookie但cutterCantor setに対してはT.Nakata[4]により GibbsmeasureとPressureを用

いる方法により， Hausdorff次元を求める研究がなされている.さらに，これらの定理2，

3から，RdσのコSl凶1均b.嶋恨e
は，定理 Aの開集合条件(1.3)より弱い条件で百ausdorff次元が求められることを示して

いる.

2 Notations and pre1iminaries 

まず， 必要となるいくつかの表記について述べる.

@EY) {~= (Xj)Tl I Xjε{1，... ，k}おrany j E N}: 

@Ejq)口 {a= (α3)j=1|αj E {1，. .. ，k} for 1 5:. j三q}
らなる空間
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@シフト作用素σ:EF→Ei'ω)を(σ{忍})i= Xi+1により定義する.

@ 射影作用素凡 :E寸ザ;rFω叫)→E瓜寸;rω)川(ηεN川)をP凡nバ山山(い仇Z町川1，川Z勾川わM山3川Z九刈3ν?γ.一)い=(仇Z町1内?
定義する.

• 0くり三 1(j = 1，...よ)を用いて， EY)における距離dを豆=(Xj)手1，立=(Yj)j三1
に対し，Xj = Yj (j口 1，.・.，n)かつ Xn+1ヂYn十1のとき，

d(叫)= II rj (2.1) 

と定義する

49 q三1に対し， Ejq十1)の有限部分集合Fコ {g1，a2，.・.，al} C Ekq+1) (l > 1)を考
える.

@上記のF'ζ対し， Er)の部分空間A(F)を

A(F) = {忍εEk'ω)1 XjXj十1・・.X j+q E F for V j E N } 

と定義する.

@上記のFとnENに対し，A(F)の元の最初の η個の列からなる集合を

A(F;n)口 {Pn(主)εEkn)1主EA(F)} ， 

@γε A(F; n)に対し， γから始まる A(F)の元の全体を

A(F;γ) = {γ豆|忍巴 A(F)} 

と定義する.

3 PressureとGibbsmeasure 

Ei'ω)に(2.1)で定義した距離を入れると， (Eiw) ， d)は完備距離空間となる.このEr)上
の連続関数C(Ekw))の元vとηENに対し，

Vαrnψ= sup{1ψ(忍)-ψ(立)1: Xj工的 for j ε[1，2，・・・ ，n]}

と定義する.Hausdor吉次元を求めるにあたり，必要となる Pressure，Gibbs measureの存

在について， Falconer [2]の定理の手法を用い，次の結果を得た.

F
h
d
 

n〈
U



必
Cシ」の∞

 

<
 
ω' 
T
 
α
 
V
 

∞玄吋
定理 1.<p E C(E~w)) に対し，

向玄ψ(σJ1;f)の極限が純し，その値は μEY)のP(ψ)口 imflog 
n-i炉00'[ι 乞

敢り方によらない.

(2) EY)上σ不変なBorel確率測度 μと， α0>0が存在して，任意のnEN，主EEF

とγε A(F;n)に対し，

、、盲目，，
噌

B
ム
f
i
‘、

αJI<μ(A(F;到。
U - exp(-nP(ψ)+27JOψ(σjl;f)) - V 

が成り立つ.

数列空間上の部分集合に対するHausdorff次元

Hausdorff次元を求める次の

4 

定理1で存在を示したPressureとGibbsmeasureを用い，

結果を得た.

FをEjw)の有限部分集合とし，定理 2.

for Vj巴N}A(F) = {主任EiW)I XjXj+1・"Xj十qE F 
このとき，Xl口 j)とする.ゴザ

''1
・、

さらに，9 E C(A(F))に対し，g(旦)ztとする.

P(-slogg)=0 

を満たす SがA(F)のHausdorff次元 dimHA(F)である.

さらに，この定理より， PressureとGibbsmeasureを用い，行列のスベクトル半径から

Hausdor百次元を求めるために， FGEjMの元の最初のq個の列からなる次のようなF'
を

{PqCY I CY E F} 
{(i¥(l，・・ .，(im} C E~q) ， 

F' 

(4.1) 
σCY = sJ E F' かつ

mxmの(0，1)行列M= (mi，j)を

ヨg巴F s.t. PqCY = (i~ E F' 
otherwise 

ーi

ハ
υ

f
l
J
E
E
t
 

一一
-
q
J
 
m
 

とし，

r~ 
si!' 

T;rB 

T;rz 

γS 
s; 
γ32 
r-r 

r~2 
r-r 
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さらに，と定義する.



とし，

Ms = M oRs [SChUT積(各成分ごとの積)1 

と定義する.このとき，日ausdorff次元を求める次の定理が得られる.

定理 3.FをEF1)の有限部分集合とし，

A(F)口{呈εEr)l zFj十1・・ 'Xj十qε F fOT VjεN} 

とする.(4.1)で定義された mxm(0，1)行列M 口 (mi，j)が既約行列で，んが MsエロMoRs

のスベクトノレ半径とする.

このとき，入s= 1となる S が唯一存在し，s = dimH A(F)が成り立つ.

5 Rd上の部分集合に対するHausdorff次元

縮小写像ん :Rd_→Rd(j = 1，2，'・.，k)に対し，式(1.1)を満たすSelf-similarsetが

唯一存在するためには，縮小比が完全に 1より小の必要があるが，式(1.1)を満たすSub-

self-similar setが唯一存在するためには以下の定理に述べるように縮小比は1のものを含

む場合も良いことがある.

定程 4.ん:Rd_→Rd(j = 1，2，'" ，k)を縮小比 η(0くり:::;1)の縮小写像とする.F
をEjq十1)の有限部分集合とし，

A(F)ぉ{主モEkW)I XjX州..'Xj十qE F fOT V j E N } 

とする.このとき，

q十lrr Taj < 1 fOTαlla=(αj)立iεF (5.1) 

が成り立っとする.さらに，ァ :A(F)一→ RdをZ巴Rdに対し，

γ(主)=22LfzlOfz2O ・・・ofxπ(z) fOT以 A(F)， 

と定義すると，z E Rdに依存しないで， γ(忍)は定まる.

さらに，T (A(F))はSub-self叩similarsetである.

この Rd上の Sub-self聞similarsetァ(A(F))の註ausdor百次元に関して次の結果が得ら

れる.

定理 5.縮小相似写像ん，縮小比 Tj(j= 1，2，'・.，k)，写像 TpEjH1)の部分集合F，A(F) 
は定理4と向じとし，条件(5.1)を満たすとする.また，

F' 口{九思IQ:εF}
ー {βlff・・ ，Em}C Ejq) ， 

ヴ

iqa 



とし，さらに，Rdの空でない有界開集合Uが

fii， fij E F' (i #-j)に対し，ft(U) nffii(U) =日かつ γ(A(F))c U (5.2) 

を満たすとする.このとき，

dimH T(A(F))口 dimH(A(F))

が成り立つ.

この定理のように，写像の縮小比が具なる場合においても，定理Aの開集合条件(1.3)

より弱い条件である開集合条件(5.2)を満たしている場合，数列空間上の部分集合である
A(F)のHausdorff次元と，Rd上のSub-selιsimilarset T(A(F))のHausdor音次元の値は

等しくなる.

この定理の応用例を次に示す.

6 Example 

次の複素平面C上の5つの縮小写像{fl，/2，ん，14，f5}を考える.zE Cに対し，

fl(Z) =一五

とする.ここで，

ん(z)口 ;diz-dH，

h(z)口十一均一V3-i，

f4(Z) = e守iZ-2V3 -6i， 
f5(Z)口 e守iZ+ 2ゾ3-6i

n口 {(12)，(13)， (21)， (22)， (23)， (32)， (33)， (41)， (42)， (43)， (51)，(52)， (53)} 
に対し，T(A(F1))を描くと，図 1となる.

九={(12)， (13)， (21)， (22)， (23)， (32)， (33)} 

に対し，ァ(A(F2))を描くと，国2となる.

図1 図2
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図1と閤2は共にSub-self-similarsetであり，図 1は，図2のほとんど共通部分のない3

つの写像による像の合併なので， Hausdorff次元は陪じである.そこで、計算の簡単な図

2の場合にHausdorff次元を求める.

F口 {(12)，(13)， (21)， (22)， (23)， (32)， (33)} 

であるから，

F' ((1)ベ2)，(3)} 

となる.このとき，

I 0 1 1 ¥ 

M=  I 1 1 1 1， 
¥ 0 1 1 J 

となり，Mは既約行列である.縮小比は， Tl=lr21i，旬以iであり， (11)はFに含
まれないので，条件(5.1)を満たし，
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と表される.定理 3より，このMsのスベクトノレ半筏んを求め，入s= 1となる Sを求める

と，

-log2十log(-3十y'i3)
dimH A(F) = .~O - • .~.円一 回1.72368.

-lOg 

となる.
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THE COMPLETION OF ORDおREDLINEAR 

SPACES AND THE GENERALIZED SUPREMUM 

小室直人

N aoto Komuro 

越昭三

Shozo Koshi 

ABSTRACT 

We construct an order completion (E， P) of order linear space (E， P) in the case 
when E is a Banach space with a closed positive cone P. E can be identified with 
{U(A) I A c E} where U(A) is the set of all upper bounds of a subset A c E. A 
vector operation can be defined on E and (E， P) has a sゆspacewhich is isomorphic 
to (E， P) as an ordered linear space. Moreover the space of all generalized suprema 
Sup A in (E， P) is isomorphic to E as an order complete vector lattice， provided that 
the condition U(A) = (Sup A) + P holds. 

31 THE COMPLETION OF ORDERED LINEAR SPACES 

Let E be a linear space over 1R， and P be a convex cone in E satisfying 

(P1) E口 P-P，
(P2) P n (-P) = {O}. 
An order relation in E can be defined by x :::; y c吟 y-x E P. We call a linear space 
E equipped with such a positive cone P a (partially) ordered linear space， and denote 
it by (E， P). 
In many cases (E， P) is neither an order complete nor a lattice. In this note we 
construct an order completion of (E， P) in the case E is a Banach space and P is a 
closed convex cone in E. In this case we have by bipolar theorem that 

P=P**L {zeE |くが，x>三ox*ιP*}， 

where p*L {z*EE*i f(z)ど0，x E P}. 

For a subset A of E， we denote the set of upper bounds and lower bounds by 

U(A) = {x巴EIy三x，Vyε A}， 
L(A)口 {x巴Elyどx，Vy E A}， 
respectively. These sets have a symmetric property in the following sence. 

、、i
ノ
ー
if--

U(L(U(A))) = U(A) 

for every A c E. Let ~ and ~' be the family of all upper bounded subset and lower 
bounded subset in E respectively， i.e. 

~ = {A c E I A #日，U(A) #的}，

"1、YJl'出1-1.11"ベル15-'.1.))'(
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The relations 

ヨ3'口 {Bc E I B # o， L(B)チ日}.

ANB午千 U(A)口 U(B) (A， B E a)， 
aer 

C，..jDや今 L(C)= L(D) (C，Dεa') 
d巴T

are clearly equivalence relation. Now we define 

E口 ajrv口 {[A]I A εa}， 
where [A] denotes the equivalence class of A. For every [A] εE， two operations u([A]) = 
U(A) and l([A])ロ L(U(A))are well defined. We can附 by(1) that l([A]) rv A. For 
A E a we can characterize U(A) by the support function of A and the boundary of the 
dual cone P*. If A εaむhenthe support function fA(X*)口 sup< x*， X > is finite on 

mεA 

P*. lndeed if Xo E U(A)， then < x*， X >三<x*，xo > holds for all X E A. 

Theorem 1. For every A E a， 

U(A)口 n {xl <孔 x>どん(が)
Z車 EθP本

ωhere aP本 denotesthe α1gebraic boundαry of P*. 

Since the topological boundary of P* con七ainsδPヘ七hesame formula holds when 
θP* is replaced by the topological boundary of P*. The proof of this七heoremcan be 
seen in [7]. 

Corollary 1. Let A， B E aαnd suppose that fA(X*) = fB(XつonθP*， then (A]口 (B].
This follows directly from Theorem 1. It is worth pointing ou七thatthere exist some 
examples in which the converse of this corollary is not true. 

Corollary 2. 1f X εE does not belong to P， then there exists x* E aP* such thαt 
<XぺX>< o. 
proof. Let A 口 {o}then u([A]) = P， and fA(X*) = 0 (Vx* E aP*). Hence the 
asser七ionof this corollary follows from Theorem 1. 

Lemma 1. 1f A rv A'αnd B rv B' in a， then for入ER

[A+B] = [A'十B']口 [l([A])+ l([B])] 
[入A]口[入A']= (入l([A])]

hold 叫 ereA + B αnd入Adenote the set {α+ b Iαε A，b εB}αnd {入α|α 巴A}
respectively. 

proof. It is su伍cientto show七ha七[A+ B] = [l([A])十l([β])]for A， B E怒.lndeed， if 
it is prooved we can see [A'十B']= [l([A'])十l([B'])]= [l([A]) + l([B])]ロ [A十B].Since 
U(A + B)コU(l([A])十 l([B]))is obvious， we show七heconverse. Let X E U(A十B)
be an arbitrary element and take α1 E l([A]) and b1 E l([B]). Since X巴U(A十B)，
x-bどαforevery αε A， b E B. By (1)， this implies that 

X -b E U(A) = U(l([A]))， 

and hence X -b どα1・Thereforewe have x -α1 2:: b for every b E B. Hence x-α1 E 
U(B) = U(l([B])) and this yields七hatX-alどb1・Thisshows that x E U(l([A])十l([B]))
and the first equality is proved. The second equality is obvious. lndeed， U(入A)= 
入U(A)=λU(L(U(A))) = U(λl([A])). 

We now define an order relation and a vector operaton in E. 
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Definitio払 For[A]， [B] E E αnd入εlR，

(4) 

[A] :::; [判官u([B])c u([A]) 

[A]÷lBi L[A十B]

r [入l([A])]
入[Aiz:{[0+l([Ai)] 
-l [入u([A])]

(入>0) 

[-P] (入=0) 
(入<0)， 

(2) 

(3) 

ωhere 0十Cdenotes the resession cone ofαconvex set C.([8]) 

We.de:fine two subsets P and E1 of E as follows. 

P = {[A] E E I [A]三[-P]}

口 ([A]巴EI u([A]) c P} 
E1口 ([A]εEI u([A])口 α十Pfor some αE  E}. 

We note that the correspondence which assigns α巴Eto [A]巴E1such that u([A]) = 
α+ P is one to one. Now we state the main theorem. We refer to [7] for the proof. 

Theorem 2. E is an order complete 開 cto町rlaα t似t“'tc白eω伽it的hthe defiβ nitiωtωO仰n(伊2)，以?ベ(伊例3め)，(μω4め)， α n 
(いωα吋) P is αCωon附t

(φ例bめ) E1 is αs叫spαceωhichis order isomorphic to (E， P) by the correspondence Eヨ
α←→ [A]巴E1ωhereu([A]) =α+P. 
M oreover， let {Au} uE2} c ~， αnd {B入}入EAC ~'， be αrbitrary families such that 
UσE2} Aσ巴沼 αndu入εAB入 ε~'. Then 

(c) nσE2} u([Au])ロ u([UσE2}Aσ])， n入εA1([L(B入)])= l([L(U入εAB入)]).
(d) U(L(nぴE2}u([Aσ])) )口 nσE2}u([Au])， L(U(n入εA1([L(B入)])))= n入EA1([L(B入)]).

By [A] V [B]， and [A]八[B]we denote the least upper bound and the greatest lower 
bound of {[ A]， [B]} in E respectively. 

Corollary 3. For [A)， [B]， E E， 
(α) [A] V [B] = [L(u([A]) n u([B]))]， 

(b) [A]八[B]= [L(u([A])) n L(u([B]))]， 

Since (E， P) is a vector lattice， we also have the followings. 

Corollary 4. For [A]， [B]， [C] E E， 

(α) [A] V [B] + [A]八[B]= [A] + [B]， αnd in pαrliculαr， 
[A]十 +[A]ー =[A] ωhere [A]+ = [A] V [-P]， [A]_ = [A]八[-P]，

(b) ([A]八[B])V [C] = ([A] V [C])八([B]V [C])， 
([A] V [B])八[C]= ([A]八[C])V ([B]八[C]).

ワ
ω
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Example 1. Let E = ~3 and le七Pbethe conedefined by 

P= {x口 (xo，X1， X2) E ~3 1 XoどIX11+ IX21 } 
= {X E 1設31<αゎX>どo(i = 1，2，3，4)}， 

where α1口 (1，1，1)，α2= (1，-1，1)，α3 = (1， -1， 1)，α4 = (1， -1， -1). Then the dual 
cone P* is given by 

P* = {x = (XO，X1，X2)ε畏31 Xoどmax{IX11，IX21} }. 
=K(α1， a2，α3，α4)， 

where K(α1，α2，α3，α4) denotes the cone generated by {向井2，a3，α4}. It is easy to see 
that (~3 ， P) is not order complete. We can veriちTthat the completion ~3 is七hefour 
dimensional space with the basis 

[Aj] 口 {XE~31 <αゎX>三dij (i口1，2，3，4)} (j口 1，2，3，4).

In the case that P is a circular cone， then the completion ~3 is infinite dimensional. 

32 THE GENERALIZED SUPREMUM AND THE MONOTONE ORDER CMPLE叩 NESS

Let (E， P) be an ordered linear space. For AεE， the generalized supremum and 
the generalized infimum are defined by 

SupAニ {αε E 1 b::; a， b E U(A)司 α=b}， 

InfA = {αE E 1 bどa，b εL(A)ニキ α=b}. 

The basic properties of them has been investigated in [3]，[4]，[5]， and [6]. If the space 
(E， P) has the propertiy 

(5) U(A)口 (SupA)+ P (¥fA c E)， 

七hecorrespondence U(A)←→ Sup A is one to one. Hence七}問 completionE of E can 
be identified with the set 8 = {Sup A 1 A c E} provided七hat(5) holds. Under this 
condition， we define an order relation and a vector operation (the addition EB and the 
scalar multiplication *) on 8 as follows. 

Definition. For A， B c E αnd 入 ε~，

Sup A ::; Sup B仲 SupBC SupA+ P 

SupA EB SupB = Sl刷A十B)

( Sup(入l([A]))

入*SupA = { {O} 
l Sup(入u([A]))

for Sup A， Sup B εS αnd 入 ε~.

(入>0) 

(入=0) 

(入<0)， 

Let 80 be the se七ofall elements Sup Aε8 such that Sup A = {α。}for some αo E E. 
Then by the following theorem， 8 can be regarded as an order completion of (E， P) 
which is isomorphic to 80. 
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Theorem 3. lf (E， P) sαtisβes (5)， then 8 is isomorphic to E αsα vector lαttice under 
the one to one correspondence 

8:3 SupA←→[AJεE， 

Moreover， 80 is isomorphic to (E， P) under the sαme correspondence. 

proof. The only thing we needむoprove is that the above correspondence is well defined 
and one to one. However， since the formula (5) holds in (E，P)， we have SupA 
SupBや今 U(A)= U(司令中 [AJ= [B]. 

The following resul七sare also fundamental. 

Proposition 1. For A， B E ~， 

(α) U(A十B)"，' U(A) + U(B) 加盟3'， 
Moreo附〉ザ(E，P)sαtisfies the condition (5)， then 

(b) Sup(A + B)十PコSupA+SupB， 
(c) Sup(L(S叩 A+ Sup B)) = Sup(A十B).

proof. It is easy to see that U(A十B)コU(A)+U(B).Hence L(U(A十B))CL(U(A)+ 
U(B))， and what we need to prove is L(U(A十 B))コL(U(A)+ U(B)). For every 
X E L(U(A)十 U(B))，we have x :::;α+ b (αE U(A)， b E U(B)). This mens that 

x -U(B) c L(U(B)). 

Since [-U(B)] = -[B] =一伊(U(B))]， we have 

x -P rv x -U(B)十L(U(B))

c L(U(A)) + L(U(B)). 

Taking the upper bounds of both sides， we obtain by Lemma 1 that 

x+PコU(L(U(A))+ L(U(B))) 
=U(A十B).

This is equivale国 tox εL(U(A + B))， and (a) is proved. Next， by (5) we have 
Sup(A+B)十P=U(A十B)コU(A)十U(B)コSupA +Sup B which shows (b). Moreover， 
by (a)， U(L(SupA + Sゅ B))= U(L((SupA)十 P+ (SupB)十 P))= U(L(U(A) + 
U(B))) = U(L(U(A十B)))= U(A十B).Hence Sup(L(SupA+SupB)) = Sup(A+B)， 
and (c) is proved. 

The suffi.cient conditions for the property (5) are given in [4]. The following propo-
sition gives one of these conditions ([4]). 

Proposition 2. Suppose thatαpαrtially ordered linear spαce (E， P) is monotone order 
complete. Then (E， P) satis，βes (5). ln pαrticular， Sup{α，b} f日， Inf{α，b} f日for
every a， b E E， αnd U(α，b) = (Sup{α，b}) +P. 

Here an ordered linear space (E， P) is said to be monotone order complete (m.o.c. 
for short) if every upper bounded totally ordered subset of E has the least upper bound 
in E. In the case E = ]Rdぅ (EヲP)is m.o.c・ifand only if P is closed. In the case when 
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E is a Banach space wi七ha closed positive cone P satisfying P* -P* = E*， it is known 
that (E*， P*) is m.o.c. where E* is the topo1ogica1 dua1 of E. 
A positive cone P in a Banach space is said to be normal if七hereexists a neighbor.欄
hood base of the origin consisting of neighborhoods V sa七isfying
(V十P)η(V-P) = V. 
Wea叫ls印orecall Bi詰shop.幽♂.

set C in a Banach space E， the set of all bOUIロldedlinear functiona1 which a抗t七a剖insi誌七S
minimum on C is norm dense in E*. 

Theorem 4. Let E beαBαnach spαce withαclosed positive cone P αnd suppose thαt 
P is normα1. 1f the dua1 cone P* has nor問 nptyinterior in E*， then (E， P) hαs the 
property (5). 

Outline of the proof. For X εU(A)， we put Sa; = (x -P) n U(A). It suffi.ces to show 
七ha七七hereexists an minima1 point Xo of Sa; such that Xo ::; x. Since P is closed， so is 
Sa;. We a1so have Sa; c [a， x] = {y E E Iα 三y::; x} for αE A and hence the norma1ity 
of P yie1ds that Sa; is norm bounded. Therefore by Bishop-Phe1ps theorem， we can 
choose an interior point xi of P* such that xi a七七ainsits minimum on Sa; at some point 
z。εSa;.If there exsists Xl E Sa; such that Xl妥Xoit follows that X*(Xl) < x*(xo) since 
x* is an interior point of P*.五ISa con七radictionand Xo is a minima1 point of Sa;. 

Example 2. We consider the space 10 = {x口 (xo，Xl， X2，'一)I Xi = 0 except for 
finite1ymanyi}， h = {x = (XO，Xl，X2γ・・)I I:~=olxnl <∞}， 12 = {x = (XO，X1，X2，"') 
185Lod<∞} and define two typica1 cones; 

C幻

九口 {X= (XO，X1，X2，"') E h I均三玄IXnl}，
η口 1

九 ={x口 (XO，Xl， x2，・)ε 12I Xoど(2ン;)斗
n=l 

Then (11， P1)， and (12， P2) are m.o.c.， and (10， Pd， (10， P2)， and (h，乃)are not m.o.c. 
Some of these resu1ts can be seen in [7] wi出 proofs.Moreover (h， P1)， (l2，乃)， (10， P2)， 
and (h，乃)all satisfies the property (5). ([7]) 
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Entrywise matrix functions 

Fumio Hiai 
Graduate School of Information Sciences， Tohoku University 

1. INTRODUCTION 

There are two important order for matrices; one is the order induced by positive 
semidefiniteness and the other is七hatinduced by the positive cone of entrywise non-
neg剖ivema七rices.On the other hand，吐町eare two ways in applying functions (defined 
on an in七erval)to matrices， the usual functional calculus A 1---+ f(A) and the entrywise 
calculus A 1---+ f[A]. In七hisway， one may take the following fOl，lr combinationsもostudy 
monotonicity or convexity for matrix functions: 

(1) fur凶 onalcalculus and positiye semidefinitene民
(2) functional calculus and entrywise positivity， 
(3) e凶rywisecalculus and positive semidefiniteness， 
(4) entrywise calculus and e批rywisepositivity. 

The last situation is trivial; it has nothing to do with matrices. The first situation 
is most standard (and most important) in matrix theory; we have a well-developed 
theory of operaもormono七oneand operator convex functions initiated by L凸wner.The 
case (2) was treated by Hansen [Ha]， and the case (3) is in this notes. 
Let Mn(C) be the set of complex n x n matrices， and Mn(R) be the real n xη 
matrices. For A E Mη(C) we write A三oif A is positive semidefinite. For Hermitian 
A，B εMn(C) (in particular， for symmetric A， BεMn(R))， A三Bmeans A-B三O.
In this notes let us consider a real function on an open interval (一民α)where 0く
α三∞. For a Hermitian matrix A in Mn(C) whose eigenvalues are in (-α?α) let 
f(A) denote the usual functional calculus of A by f. On the other hand， for a matrix 
A = [aij] in Mn(R) such thatαij E (-a，α) for all i，j we write j[A] for the matrix 
given by applying f to each entry of A， i.e.， j[A] = [j(仇.j)]. 

Definition 1. Let f be a real function on (-a，α) where 0 <αさ∞， and let n E N 
with η> 2. 

(i) f is said七obe S-positive of order n if f[A]三ofor all A三oin Mn(R) with 
entries in (…α3α). 
(ii) f is said to be S-monotone of orderηif f[A]三f[B]for all A三B三oin Mn(R) 
with entries in (-α?α). 
(iii) f is saidto be 品cor附 Xof order n if f[入A十(1-入)B]三入f[A]+ (1-入)f[B]for 
all 0 :::;入:::;1 and for all A三Bさoin Mn(R) with entries in (一民α).

In [Ha]， a real function f on (-a，α) w剖 saidto be m-posi七ive，m-monotone and 
m-convex if it satisfies七herespective conditions as in Definition 1 in the situation (2). 
A bi七surprisingly，Hansen's characterization ([Ha]) of these functions is completely七he
same部七haもgivenin Theorem 12 below， so the class of 貯 positive(resp. m-monotone， 
m-convex) functions on (-α?α) coincides with th叫 ofS-positive (resp. S-monotone， 
S-convex) functions on (-α3α). 
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2. LOWER ORDER CASES 

We denote by S~~l(一民 α) (resp. S払)no(-α?α)，S~~~v( -a，α))七heset of all real func間
七ionson (-a，α) which are Sゃositive(resp. S-monotone， S-convex). Let f be anonneg-
ative real function f on the open interval (0，α). We say that f isゾJ一d引S幻u伽L
if 

f(必)s VJ窃市 forall s， tε(0， a). 
The class of V-submultiplicative increasing functions on (0，α) can be described部
follows. 

Proposition 2. For αηonnegαtive function f on (0，α) the following conditions α問
equivαlent: 

(a) f is increasingαndv引 Lbmultiplicαtive;
(b) f is increasing， contin uous αωnd ゾJ一-s川t包叫L必伽b加加7げ7
(恥ωC吋)f iおS2似de仰ηt“2C伺αJ均J知yzeθ町的ro叫'0，or else there is an incri陀eαsir.旬bザgcωor仰~~叩veθαZげfU7刀nctiωt叩O仰7η~g 0仰n(←一∞ ，10略gα吋) 
such thαt f(t) = exp g(log t) for all t E (0，α) . 

We denote by A(O，α) the set of all nonnega七ivefunc七ionson (0，α) satisfying the 
equivalent conditions (a)-( c) in Proposition 2. 

Proposition 3. Forαreal function f on (-α?α) the followi旬 conditionsαre equiva-
lent: 

(1) f E S~~s(-α?α); 
(2) fl(oρ)εA(O，α)， 0三f(O)S f(O十)(:= limぃ0十f(t))αηdIf(-t)1三f(t)for all 。<t<α，
We denote by M(O)(一民α)the set of all measurable real functions f on (-α?α) 
such that fl(o，α) E A(O，α) and If( -t)1三f(t)for a.e. t ε(0， a). Furthermore， let 
M(l)(-a，α) dentoe the set of al1 continuous functions f on (一民α)which is di狂er-
entiぬleon (0，α) and differentiable a.e. on (-α，0) with f'ελイ(0)(_α3α). In other 
words， f E M(l) (一向α)if and only if七hereexists 9 εM(O)(一叫α)such that 

f(t)一件ltg(s) ds for-α <t<α 
Proposition 4. 

sJ2no(-qα) =M(り(-α?α). 

Proposition 5. Forαγeal function f on (-a，α) the following conditions α問 equiva-
lent: 

(1) f E S~~~v(-α?α); 
(2) f is differentiable on (一向α)αndf' E Mο)(-a，α)(132no(一α3α)).

In the above we characterized functions in tl附 hreeclasses S~~~ ( -a，α)， S!::Jno(-a，α) 
and sjzjv(-mα) for the first non-trivial case n = 2. Although we cannot completely 
characterize functions in these classes for the next case n = 3， i七isno七di自cul七七oshow
the following nece悶 ryconditions for real functions on (一民α)to belong to S~~s(-α?α) 
and to sJ2no(一α7α).

可
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Proposition 6. 1f f E S~~s(-α?α) ， then it is continuous on (一αタ)• 

Proposition 7. 1f fεS2no(-mα)， then it is continuously differentiαble on (-a，α) . 

3. CHARACTERIZATIONS 

We first present some relations among three classes S~~~(一α， α)?sjgzバーα?α) and 
sá~~v(-α3α) for ge町 ealn 

Proposition 8. For every n E N， 

sz)(一α3α)c s;;:2no(-a，a)， S~Z:Jo(-a ， a) c S.品(-a，a).

Proposition 9. Assume n三3.For αreal function f on (-α?α) the following condi-
tionsαre equzvαlent: 

(1) f E S~nJno(-α ， α); 
(2) f is differentiαble 0η(一民α)αndl' E S~~~( -a，α) . 

Proposition 10. Assume n三 3. Forαreal function f on (-α?α) the following 
conditions αre equzvαlent: 

(1) f E Sá~~v(-α?α); 
(2) f is differentiable on (一民α)αndf' E S~2no( -a，α) . 
(3) f is twice differentiαble on (一民α)αηdJ"εsU(-α?α). 

Proposition 11. Let N E N， η三2. 1f f E Sá~~v(-α?α)αnd 1'(0)三0，then 
fE S，払~no(-a，α) . 

We now give the main theorem characterizing the S“positive， S-monotone and S-
convex functions on (-a，α). The theorem quite explicitly explains the di苛erences
among the three notions of S-positivity， S-monotonicity and S-convexity. 

Theorem 12. Let f be αreal function on (一民α)，0<α 三∞.The following stα紀伊
ments hold: 

(i) f is S四positiveifαnd only if it is αnαlyticαnd f(k) (0)三oforαllkどo.
(ii) f is S-monotoneザαndonly if it is αnalyticαnd f(k) (0)三ofor αllk三1.
(iii) f is S-convexザαndonlyザitis αnαlytic and f(k) (0)三oforαllk三2.

Corollary 13. Forαreal function f on (-a，α) the followi旬 conditionsαreequiva-
lent: 

(1) f is S-convex; 
(2) f is differentiαbleαnd f' is S-monotone; 
(3) f is twice differentiαble and f" is 品positive.

Corollary 14. 1f f :べ(一α叫?αα~)→ Ri臼sSι-p仰ositiυ何e鳥，t仇he仰ηfhαSα comη"/'p〆le印Zαηmαl句yti批t化cco仰η"
t“mηmωti07ηb f on {zεC:斗Izl<α}αnd f is S-positi閃 inthe sense that [f (αij) ]三ofor 
αII A = [aij]三oin Mn(C)切thlaijl <α for all i，j， and everyηE N. The similar 
stαtementsα陀りαlidalso for an S-monotone function orαη S-convex function. 
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Example 15. We consider fractional power functions. For p > 0 define an even func-
tionゆ'pand an odd function 'ltp on R by 

らい)= IxlP， 'ltp(x) = (signx)lxIP (x E R). 
Also， set仇(x):= 1，ψ。(x):= signx (= -1，0，1 if x < 0， x = 0， x > 0 respectively). 
(1)Ifn三2，then科(resp.ゆ'p)E S~~~(一∞3 ∞) if and only if pとn-2. 
(2) If nど1，then科 (resp.ゆIp)E S~2no(-∞?∞) if and only if p三n-l.
(3) If n 三 1 ，七hen 科 (resp. ゆIp)ε S~詰v(一∞3 ∞) if and only if p三n.
These facts ex白凶 [FH，Theorem 2.2 and 2.4]. A non-differentiable example in 
sJ2(-∞?∞) is f(x) = Ixl on R. The function f(x) = (signx)x2 is in S~lno(-OO，∞) 
but it is not七wicedifferentiable. These examples sugges七thatthe necessary conditions 
in Propositons 6 and 7 are rather optimal. 

4. N ORM INEQUALITIES 

We give related norm irrequalities for unitarily invariant norms. The following 
strengthens the norm inequali七yshown in [Bo， Corollary 1] (no七ethat the formula 
there is inaccurate). 

Proposition 16. Let η 之2 be an integer α飢Tη."dαωss叩t匂仰tr附7
M凶In(R)， A三0，ωithIIAII <αnlAl1 denotes the operator norm)， then 

入(f[A] f(O)J))ベ加入(f(A)-f(O)I) ， 

αnd hence 

Illf[A] -f(O)JIII三Illf(A)-f(0)1111 

for every unitαバlyin叩 riantnorm 111.111. 

Corollary 17. 1f η> 2 isαn integerαndp三n 1， then 

111ゅp[A]111三IIIAPIII，111'ltp[A]111三IIIAPIII
forαllA三oin Mn(R) and every uni如何lyinvαriant norm 111 . "1. 

Remark 18. For 0 < p < 1 we haveゆpesJ2(-∞，00)by Example 15. Whne 

A=r山川 ec∞om 
一 11/2 1/ρ刈2計Iwe comp 

ゆp[A]ニ 21-PA3APニ A，

and hence 

11似A1II口 21-p> 1 = IIAPII . 

Thus，七henorm inequali七yin Proposition 16 is no七validifthe assumption f E S~2no( -a，α) 
is weakenedもof E S~~~(-αタ)

Proposition 19. Let n三2be αn integer. Assume f E S~~ム(一α3α)αηd f'(O)三O.
1fA，B三oin Mn(R) with IIAII， IIBII <α， then 

s(f[A] -f[B])ベ叫 f[11(入(A)，入(B))0 s(A -B) ， 
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αnd hence 

111j[A]-f[B]111三(PJ~ f[lJ(ん(A)，ん(B))) IIIA -BIII ， 
¥ 1く4くn .. I 

111f[A]-f(O)JIII三Illf(A)-f(0)1111 
for every unitαrily仇uαriantnorm 111・111.

Corollary 20. 1f n三2isαη integerαnd p 2: n， then 

s(の[A]ーら[B]) ベ切 (XP)[lJ (入(A)，入(B))0 s(A… B) ， 
s(ψp[A]-ゆ'p[B]) ベ凹 (XP)[lJ(入(A)，入(B))0 s(A -B) 

for all A，B三oin Mn(R). 

11 11 1 1 -11 
Remark 21. Let A = li il and B = I ~1 1~1. For p > 0 we have内(A)= A， 

ψ'p(B) = B， s(A -B) = (2，2)，入(A)口 λ(B)= (2，0) and (げ)[lJ(入(A)，入(B))= 
(p2P-1，0). If the weak majorization in Proposition 19. holds for ψp， then we must have 
4 ::::; 2p2p-1， i.e. 22-p ::::; p. This gives p 三1.4・・¥80 we observe that Proposition 19 is 
not valid if七heassumption f E S，訟v(-α?α)is weakened to f E St:2no (一向α).1s the 
assumption p どηinCorollary 9 sharp? 

Proposition 22. Assume n三3αndf E S~21バ一民 α). Let A，B三oin Mn(武)with 
ent巾 sin (-α?α). Then 

Illf[A]-f[B]111 ::::; (PJ~ f[lJ(向?九))IIIA-Bllf
¥Lく4くn --， --， J 

forαny unitαrily invariant norm 111 . 111. 

The second divided derivative Jl2J (α， b， c) is defined by 

内ムc)=戸J( 

1n particular， 
f[2J(α，b，b)=I(α) -f(b) -f'(b) (α b) 

(α-b)2 

内川口 jff(α)

under the assumption of f being twice di:fferentiable. 

Proposition 23. Assume n三3mdf G SUv(-mα). Let A，B三oin Mn(R)似品
entries in (一α，α).Then 

Illf[A]-f[B]-(A B) 0 f'[B]111 

三(燃f[2J(aii， bii， bii)) 111 (A -B) 0 (A -B) 111 

壬(月停 f出(向i，bii， bii) ) 111 (A -B )2111 
、、1夫、z夫、n ノ

forαnyunitαrily invαriant norm 111 . 111. 
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Functions related to convexity and smoothness 

of Banach Spaces 

高構泰樹 (YasujiTakahashi) 関山巣立大情報工

加藤幹雄 (MikioKato) 九州工大工

Abstract. We introduce some functions related to convexity and smOOtll-

ness of Banach spaces， and investigate several geometrical properties of 
Banach spaces such as uniform non-squareness， p-uniform smoothness 
and 守uniformconvexity in terms of those functions. 

パナッハ空間の幾何学的性質に関連して，いくつかの幾何学的定数が知られている.

Uniform no恥 squarenessの概念に関連して， James定数J(X)とSch品在er定数S(X)
が導入されたが，これらは uniformnon-squarenessの度合いを表すものと考えられ

る.しかしながら，これらの定数を用いて一様品性などの幾何学的性質を記述する

ことはできない.ここでは， James定数J(X)とSch日er定数の概念を精密化

般化)して，幾伺学的性質を記述するような関数や定数を導入し，それらを用いて

uniform convexity， smoothnessなどの特徴付けを行う.これにより，いくつかの幾何
学的性質が統一的に特徴付けられる.以下X をパナッハ空間とする.

1. Definitions (i) X is called uniformly non-squαre in the sense of Jαmes when 

there exists 0 > 0 such that 

min(lIx yll， IIx -yll) :::; 2(1 -0) if Ilxll = Ilyll = 1. 

(ii) The Jαmes constαnt is defined by 

J(X) := sup {min(lIx + yll， Ilx -ylD: Ilxll = Ilyll = 1}. 

(iii) X is called uniformly non-squα陀 inthe sense of Schaffer when there exists 
入>1 such that 

max(llx十yll，llx yll)三入 ifIIxll = Ilyll = 1. 

(iv) The Schaffer constαnt is de五nedby 

S(X) := inf {max(llx十yll，IIx -yll): Ilxll = Ilyll = 1}. 

It is obvious that X is uniformly non-square in the sense of James， resp.， Sch品百er
if and only if J(X) < 2， resp.， S(X) > 1. On the other hand it is known that 
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J(X)S(X) = 2 for any Banach space X (cf. [3，6]); therefore， these two notions are 
equivalent. 

2. Definitions (Jαmesαnd Schaffer type constαηts): We define for γ三0

sup { (1/x吋 iit;llz-7Uj!?l/t:11212iiui121) if -∞<t<∞? 

ift =-∞. 

inf { (1Ix十アUiVII-uiit)1/t:1142|lullI1) if1<t<∞? 

if t = ∞. 

3. De長ni土ions(1) The modulus of convexity of X is defined by 

ゐ(ε)= inf {1 -11引1:Ilxll = lIyll =叶
(2) X is uniformly convex if 8x(ε) > 0 for all 0 < E :::; 2， and q-unifromly convex 
(2:::; q <∞) if there is C > 0 such that 8x( E)三Cefor all 0 < E :::; 2. 

4. Definitions (1) The modulus of smoothness of X is defined by 

(1Ix十ryll+ 11x -ry 11 1 _ 11 __11 11 _ _11 1 i 
ρx(γ) = SUp ~ 一一一 1:IIxll = Ilyll = 1 ~ 2 11 11 11......" 

(2) X is uniforrr吻 smoothifρx(γ)/ァ→ o(ァ→十0)，and p-unifromly smooth 
(1三p:::;2) if there is K > 0 such thatρx(ァ):::; K rP for all γ三O.

5. Theorem Let 1 < t:::;∞. The following are equivalent. 
(1) X is uniformly non-square. 
(2) Sx，t{l) > 1. 
(3) Sx，t{γ) > 1 (0 <ヨァ<1). 
(4) Sx，t{ァ)>ア (1<計<∞).
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6. Theorem Let-∞<t<∞. The following are equivalent. 
(1) X is uniformly non-square 

(2) JxA1) < 2. 
(3) JX，t(γ)<1+γ(0 <ヨ7<∞).
(4) Jx，t(ァ)< 1十7 (0 < V7 <∞). 

7. Theorem Let 1 < t :S;∞. The following are equivalent. 
(1) X is uniformly convex. 
(2) SX，t(7) > 1 (0 < V7 < 1). 
(3) Sx，t(7) > 7 (1 < V7 <∞). 

8. Theorem Let 1 < t :S;∞ and 2 :S; q <∞. The following are equivalent. 
(1) X is q-uniformly convex. 
(2) There is C > 0 such that 

SX，t(γ)三(1十C7Q)1/Q for allγ 三O.

9. Theorem Let-∞:S; t :S; 1. The following are equivalent. 
(1) X is uniformly smooth. 
(2) (Jx，t(ァ)-1)/γ→o (ァ→ +0).

10. Theorem Let 1 :S; t <∞ and 1 < p :S; 2. The following are equivalent. 
(1) X is p-u出formlysmooth. 
(2) There is K > 0 such that 

Jx，t(γ)三(1十K伊)l/Pfor allァ三 O.

11. Theorem The following are equivalent. 

(1) X is isometric to a Hilbert space. 
(2) SX，t(7) = (1 + 72)1/2 for all 7ど0;where 2 :S; t <∞-
(3) Jx，t(ァ)口 (1十 72)1/2 for all 7ど0，where 1 :S; t :S; 2. 

12. Remark If X is a誼i1bertspace， then for all 7三0

(11+γIt十11-71t¥l/t
Sx，t(7) = ¥ I~ I • I ~ I~ . 1) if 1 < t < 2. 

品作
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13. Theorem Let X be an Lr-spaee with dimX 2: 2. 
(1) Let 1 < r :S 2 and 1/ r十l/r'= 1. Then for all γ三0

(11十Tlr十11-TIT¥1/r
Sx，t{γ)= ll-' 'I~ 1- '1) ifr:St三∞・

Jx，t(γ) = (1十γr)1/rif _∞:St三r'.

(2) Let 2 :S r <∞and l/r十l/r'= 1. Then for all TどO

Sx，t{T) = (1十アr)l/rif r' :s t三∞.

ねア)エ(l!十アi111ーっ1/r 庄一∞ <t < r. 
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A remark of the numerical analysis of an operator on Hilbert spaces and its application 

Hideo TAKEMOTO 

(Department ofMathematics， Miyagi University ofEducation) 

and 

Atsushi UCHIYAMA 

(Mathematical Institute， Tohoku University) 

Abstract. Hiをヲshallmention an algebraic property related with an operator a in this ta1k 

that a numerical range of a with respect to the von NeUlnann algebra containing a . 

The usua1 numerIcal ranges of an operator acting on a Hilbert弓paceH is depended on 

the vectors in H. ln this talk， we give another notion of numerIcal ranges for a. 

Under this consideration， we shall show that the nU111e1"Ica1 ranges of eVeJy e1e111θ'llt of 

WえalgebraM with the predual space M世 isdefined by M~ in a sense of notions by 

Berberian and Orland [1J and Bonsal and Duncan [2 and年

We use the following notions in this talk: 

Let H be a separable Hilbert space and B(H) the von Neumann algebra of all 

bounded operators on H. If a is an operator on H， then M(a) means the von Neumann 

algebra generated by a and the identiry 1. 

防官ヲshal1111entionthe nU111erical range of an operator a : 

Define W(a)コ{(a~ I 0; ~ εH， 11 ~ 11コ1}，then W(a) is a convex subset of the complex 

plane C. 

We have the following notion introduced by Berberian and Orland: 

Let A be a C久algebracontaining a and 1 and S(A) the state space of A consisting of 

φwith φ(1)コ 1and φ(x*x)孟 ofor all x εA. Then S(A) is a convex，compact 
subset of the dual space of A with the weak久topology. Furthermore， let U (a)コ{φ(a);

ゅεS(A)}，then U(a) is a compact and convex subset ofC and U(a)ロW(a).
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By considering the notations of numerical ranges for C*-type introduced in above and 

defined by Bonsal and Duncan [2] and [3]， we introduce the following another notion of 

numerical range for an operator a. 

Let Mbe von Neumann algebra containing a and 1， NS(M) be the set of all normal 

states of M and V(a) = {ゆ(a);ゅεNS(M)}，then V(a) is a convex subset ofC. 

Since A vector state ωc (~ εH， 11 ~ 11コ1)defined by ωc(a)=(a ~ I n for each aE M 
is a normal state of M， we have the relation W(a) c V(a) c U(a). Furthermore， we 

have the following fact: 

If Mis a von Neumann algebra containing an operator a， then V M(a) = V 刷 (a).

Lemma 1. Let M be a von Neumann algebra containing a and {λ.J :=1 CV(a) a 

sequence. If {α.J :=1 C R+ is a sequence with 1: αn =1， thenおαnλnεV(a).In 

particular， if {λJ二1CW(a) is a sequence and {α.J :=1 cR+ is a sequence with 1: αn =1， 

then 1: αnλnE V(a) 

Lemma 2. Let A be a bounded convex subset of the complex number plane C. then A 

= {1: ajλj，λjE A， aj註O，2Jajzl} 

From lemma 1 and lemma 2， we have the following; 

Theorem A. We have the relation; W(a)= V(a) for every a εB但).

Corollary 1. Let a an operator on H =H!即)=HoHo Ho …and 白rJan operator on 
n"-') with an = a， then W印!}= W((arJ). 
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Corollary 2. Under the notion in Theorem B， ifφis a normal state of剖， thenthere 

exists a vector ~ εH.satisfying φ=ω 十

LetM be a von Neumann algebra atcing on a Hilbert space and n a faithful normal 

*-representation of M to a Hilbert space Hm then we have the relations tn(NS(n似)))= 

NS(M) and tn(φ)(a)コφ(π(a))for every φin NS(n(M) and every a in M. By 

considering this fact and Theorem A， we have the following theorem. 

Theorem B. Let a be an operator on H and M a von Neumann algebra containing a. 

If πis a faithful normal representation ofM， then W(a) = W(π伯)).

Berberian and Orland introduced the numerical ranges for elements of C九algebrasin 

[1]. Furthermore， Bonsal and Duncan introduced the numerical ranges for elements of 

normed algebras and Banach algebras in [2] and [3]. As an application ofTheorem B， 

we can introduce the numerical ranges in a sense of notions in [1]， [2] and [3]: 

LetMbe a W久algebrawith the predual spaee M.and (M"Yl = {φE M..:φ(1) = 1 and 
φ(x*x) 2: 0 for every x εM}. For every a in M， define V M(a) = {φ(a);恒例*Yd. Then， 
we have the following Theorem C. 

Theorem C. Under the aboved mentioned notions， let M be a W矢algebrawith the 

predual space M.. and a an element ofM. lf n is a faithful normal *-representation ofM 

to a Hilbert space Hm then V M(a) = V(托(a))コW(冗(a)).
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Monotonicity of Sequences of Operator Means 

Mitsuru U chiyama 
Department of Mathematics， Fukuol田 Universityof Education 

限unakata，Fukuoka，811-4192 

Abstract 

Let A and B be positive definite operators. Let α， b and c be positive 
real num.bers and d a real nu四ber.Define a pair of operator valued funo削
tions F(r， s) and G(r， s) of real variables r > 0 and s > 0 by F(r， s)口
A~(A-~BSAーを)治吉Aを and G(r， s) 口 A!(A-~BSAーを)三事長A!.F(r，s) 
and G(r， s) are considered as weighted geometric means of Ar and BS， 
and F(r，s)口 G(r，s) if d = O. We will show that if F(α，b):::;1(or 
F(α， b)三1)andぜ…α:::;d :::; bc， then F(r， s)組 dG(r， s) are both 
decreasing (or increasing) for r三αandfor s三b.This will lead us to 
a new approach to the study of operator inqualities: in fact， we will see 
how easily we can get some operator inequalities by using it. 

1 Introduction 

In this paper we deno七ebounded positive semidefinite opera七orson a Hilbert 

space by A， B， C and so on. A real valued co凶inuousfunction ψ(x) on [0，∞) 
is called an operator monotone function if 0ざAS B implies rp(A)三rp(B).
The fac七七ha七が (0<αS 1) is opera七ormono七oneis called the Loωner-Heinz 

inequality. 

as: 
For 0 <入<1 and for invertible A the weigh七edgeometric mean is defined 

A # B := A1/2(A-1/2 BA-1/2)λAl/2. 
λ 

Furu凶 [3，4] showed that A三Bimplies for 1 S S，p and 0 < r 

A1十r S (A!BPA!)持 (1)

A1-M < {A5(A-tBPAーをYA~}ま法 (0 S t S 1， t壬r). (2) 

Further， in [1， 2， 10] it was shown七hatA S B implies for 0 < p， r 

e叫三 (e乎epBe乎)元V. (3) 

These inequalities can be rewritten wi七hthe symbol #; for inst如何 (1)is 
equivalent to A S A -r # BP. 

l土工
v+r 
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Kubo and Ando [6] defined a connectio叫 whichis denoted by 0'"， and showed 
tha七七hereis a one to one correspondence betweenσand anopera七ormono七one
functionψ;?: Oon [0，∞) by the formula 

AσB = A1/2ψ(A-1/2 BA-1/2)A1/2 (4) 

if A is invertiblejσis called an operator mean if AσA = A， which is equivalen七
七oψ(1) 1. The operator mean corresponding七o<p(x)口 X1/2is clearly 
geometric mean. 
In出ispaper we wri七eσ'Pfor σeorresponding七o<p. Our previous investi-
gations have led us to set up a pair of operator mono七onefunctions {ψ'r} and 
{科}wi七hthe following situation: 

ψ'r(xr g(x)) 
科(xrg(x))

xr， 
xrh(x)， 

i.e・ x-rσψrg(x)= 1， 
i.e・ x-rσφg(x)= h(x). 

(5) 

(6) 

In七hissi七uation，ψ'rmay be considered七obe七hesubsidiary function of科.
針。mnow on， we assume 七出h抗 {1，lゆ帆'rふ.
neg伊a七討iVI刊efunctions on [0， ∞ ) sa七isfying (5) and (6) respectively， where g and 
h are continuous and g is increasing andぬatψ'rand科 areboth operator 
mono七onefor every r which is no七less七hana non-nega七ivereal number. No七e
七hat科 isstrictly increasing on [0，∞) wi出払(0)= 0 and 払(∞)ェ∞， so the 
inverse functionψf on [07∞) exists. For ins七ance，in (5) and (6) set g(x) = xt 
for a fi.xed t > 0 and h(x) = x-¥ then科(x)= xr/(件r)is operator monotone 
for r > Oj on七he0七herhand科(x)口 x(-1+r)/(件r)is opera七ormono七onefor 
r> 1. 

2 Criteria for 1¥征onotonicity

Theorem 2ム Let {ψr }r;::a and {ゆふとa(α> 0) be fiαmilies of non-negαtive 
operator monotone functions satisfyi句 (5)αnd(6). Then the following hold: 

(a)ザAασ1/laBど1，thenArぴψrBαndArσφrBα間的creαsi句 forr三α;

(b) if AαndBα問 inverlibleαndif Aaσψ'a B :S: 1， then ArσψrB αndArぴゆrB
α問 decreαsingfor r ;?:α. 

Proof. We only prove七hefirst削 em倒 of(a). To do i七， it suffi.ces to 
show 

AS σψaB と1for some 8 ;?:α 吟 ArσψrB2EASσψaB for every rε[8，28]. 

噌
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Indeed， from A aσψ'a B ~ 1 it follows that Ar σψr B is increasing in' [a， 2α]and 
hencenoもless七han1; by七hemathematical induc七ion，we canseeもhes七atement.
Since Ar口 (AS)巾， we may show that 

Aσψ8B三1for some8どα吟 A
r/sσψrBとAσψ'"B for every r E [8，28]. (7) 

Notice (A +ε)σ山 (B十ε)どAσ'1/18Bさ1for E > O. If we could show (A十
εy/Sσψr (B十ε)ど(A十ε)σψ'"(B十ε)，then we would ge七(7)as ε→+0. We 
therefore assume七ha七Aand B are inver七ible.Put y = xS inψS(XSg(x)) :-XS 

and払(xrg(x))= xr. Then， by釧 ingbロ Z7z，weobtain 

ψ'r(ybψ;l(y))口 Ubupie.3U-bσψrψ;l(y)= y. (8) 

The assumption Aσ山 B之1implies ψ's(A-tBAーを)三 A-1.Here， denote七he
left-hand side by H and the right“hand side by K. Since H ~ K and 0::;; b壬1，
by the Lowner-Heinz inequali七y，K-b ~ H-b• Hence we have 

K-bσψTψ;l(H)三H-bσψ7・'It;l(H)= H. 

Mul七iplyingthe above仕om七hele批andthe right wiもhA 1/2 yields 

Ab+1σψrB三Aσψ8 B. 

Conseque凶 y，we have (7). ロ

Theo:rem 2.2. Let {ψ'r }r>o and {科}r>obe families of non-negαtive 
operator monotone functions sαtisfyi句 (5)αnd(6). 1f A壬BorザlogA::;; 
log B for inverlible A αnd B， thenfor r > 0 

Ar ::;;ψr(A~ g(B)A~) ， ψ'r(B~ g(A)B~) ::;; Br， (9) 

A吉h(B)A吉三科(A吉g(B)A宮)， 科(B吉g(A)B吉) 壬B吉h(A)B吉. (10) 

Rema:rk 2.1. In the above七heorems，we assumed that the families {ψ'r }r>O 
and{科}r>Osatisfy (5) and (6) respectivel)ιHowever their proofs are still valid 
if 

供(ybψ，;1(ν))= ybゆS(ψ;l(y)) (y > 0)， 、、，，
J

1
gゐ
1
2ゆ，，i

、
and (8) hold. Therefore， theorems are七rueeven if we assume tha七ψrandゆT
are non-nega七iveopera七ormonotone func七ionson [0'，∞) wi山科(0)= 0 and 
ψ'r(∞)口∞ andthat for all r and 8 with r > 8 > 0 

ψ'r(ψS(x)"-s"'x) = ψ'S(x)~ and 科(ψ'S(x)"-s"'x)=ψs(x)"-s'"仇(x)
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instead of (5) and (6); because they satisfy 

ψr(Yザ ψ;l(y))口 ut and ゆr(Y工子ψ;l(y))= Y子科(ψ;l(y))，

なomwhich (8) and (11) follow. 

Remark 2.2. Let {Aふ>0be a weakly co国inuoussemi-group of positive 
semidefinite opera七ors，七hatis， Ar+s = ArAs・Thenwe get (Ar)α = Ara for 
α> O. Thus from Theorem 2.2 we obtain 

(a) if AaσψbBど1，then Aarσψbr B is increαsing for r ;:::: 1; 

(b) if AασψbB壬1for invertible Aa αnd B， then Aarσψbr B is decreαsing for 
γ>1. 

3 Weighted Geometric Means 

Note that A#B = B # A. 

Lemma 3.1. Let α> 0， c > 0 and c > d. Then the following hold: 

(a)ザAαndBα問 invertibleαndザAα #B ::; 1， then Ar # B is decreasing 
ーa- r+d 
α十C 字宇古

forr三max(α，-d);

(b)ザAα #Bど1，then Ar # B is increαsing for rさmax(α，-d).
一年一 z土!!“TC  r十c

Theorem 3.2. For αgiven c > 0 defineαfunction F(r， s) by 

F(r，s)口 Ar# Bs f ar r > 0， s > O. 
TイトBC

Then， for rさα>0， s とb> 0 the following hold: 

(12) 

(a)ザAαndBα問 both仇vertibleαndF(α， b)三1，then F(r， s) < F(α， b); 

(b) if F(α， b)三1，then F(r， s) ;:::: F(αル). 
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By using theαbove theorem twice， from F(α， b)壬1it follows that F(r2， 82)三
F(r1， 81) ~ F(αタ)for r2三円三 ααndfor 82ど均三 b.
The cαse入=1/2 of the follo似吋 coroUαryresembles the result shown仇
[1}. 

Corollary 3.3. Forαgzven入αs0 <入<1 the following hold: 

(a)ザA#B~ 1 for的verlibleA αnd B ， then AT #BT is decreasing for rど1;
λ λ  

(b) if A#Bど1， then AT #BT is increαsing for rど1.
λλ  

The following is the mαin theorem of this section. 

Theorem 3.4. For reα1 numbers c > 0αnd d， define F(r， 8) by (12)αnd 
G(r，8) by 

T十d
G(r，8) = AT # BS for r > 0， 8 > 0 切th0 壬ででで~ 1. (13) 

エ土正L rT  
r+BC 

Let α> 0， b> 0αnd ーα~ d ~ bc. Then for r2 2: r1 2:ααnd for 82 ~三 81 :::三 b
the following hold: 

(a)ザAαndBαre both inverlibleαnd F(αル)~ 1， then G(r2' 82) ~ G(rb 81); 

(b)ザF(α，b)と1，then G(r2， 82)三G(r1，81).

The above theorem says七ha七ifF(α， b)三1，G(α，b) ~ K then G(r， 8)さk
for l'どα，8どb;moreover， if F(αタ)= 1七henG(r，8) is constant， though 
出isdirectly follows fromもhedefini七ionsof F(r，8) and G(r，8). Notice that 
G(r，8) = F(r，8) if d = O. 
80 far， we have seen七hatF(αル)~ 1 (or F(α， b)之1)has a great influence 
on G(r， 8). Now we give a suffi.ω国 condi七ionon G(r， 8) in order that F(い)壬
1 (or F(α， b)三1).

Proposition 3.5. Let Aαnd B be inverlible. Let α>0αnd c > d> O. 
Then the following hold: 

Aa # B ~ A-d 
2土!!
a十c

Aa # B 2: A-d 
息土!!
a+c 

口令 Aa # B ~ 1; 
α+c 

~Aα #B 2:1. 
α十c
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ApPLICATIONS 

We mentioned after Theorem 2.3出品 (9)and (10). are extensions of (1) and 
(3). However we give a simple proof of (1)七oexplain how Theorem 3.4 is 
useful， and we give叩 extensionof (2). 

4 

(l):We may assume A and B are invertible. From A ~ B i七follows七ha七
A-αどB一αforevery αwi七hO<α<1. 8ubstitute A-l for A in (12) and (13)， 
and put c 口1and d口1.Then 

B. G(α，1) = A-a # B 
ゑえよ
α4ト1

噌

2
4一一B

 
#α
一叫

α
 
B
 
>一B
 
#合
α
 
A
 

一一
司

g
ムα
 
F
 

G(r， 8)口 A-r# B8 
F蒋

Thus by Theorm 3.4 

is increasing for rどαandfor 8三1;especially， G(r， 8)どG(α，1)= B三A.
8ince αis arbitrary， we have G(r， 8)三Afor r > 0，8ど1.Replace p for 8七o
get (1). 口

Proposition 4.1. If A ~ B ~ C and if B is inverlible， thenfor0 < t < 1， 
t ~ r， 1 ~ pαnd 1 ~ 8 

(14) A1-仰ぎ {Ar/2(BーをCPBーを)8Ar/っか出ヘ
{cr/2(BーをAPB-t)8Cr/2}が器r~ C1-t十r

Proof. If t口 0，(14) reduces七o(1). 80 we assume 0 < t ~ 1. We may， 
withou七lossof generality， assume A is invertible. Put 

K=BーをCPB-i

(t ~ r， 1壬p，1 ~ 8). # K8 
i土主ニL
r+ps-ts 

Then (14) is eq凶vale凶 to

Al-t < A-r 

Put 

# K 8
• 

i土主ニL
r+ps-ts 

G(r，8) = A-r and # K8 
r+ps日 ta

F(r， 8)ニ A-r

Bt三Atyields AをB-tA会主 1;siacezt is operator concave (see151)we obtain 

A~Bーを(CP)tBーをA~ ~ (A~B-~CPB-tA~)~ 
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from which it follows that 

、、.a''
t
i
 

4'uw 

f
1
1
 

F
 

A-t#K1 ~ B-tCtBーをど 1，
P 

A-t#K1 ~ BーをCBーをど B1...:..t~ Al-t. 
P 

G(t， 1) 

By vir七ueof Theorem 3.4， G(r，s) is therefore increasing forrとtand for 
Sど1;in particular， G(r，s)三Al-t.Thus we get (14). The second inequa1iもy
follows仕om(14) by taking the inverse of i七.ロ
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Abstract 

We considered a generalization of the Pythagorean theorern with geornetric rneanings and frorn the 
generalization we were able to obtain a general and fundarnental concept for the inversion of a farnily 
of bounded linear operators with continuous pararneters on a Hilbert sp配 einto various Hilbert 
spaces. After reviewing the applications to linear transforrns in the frarnework of Hilbert spaces of 
the general theory of reproducing kernels， we shall state the results for the case of operator versions. 
We shall consider solutions and generalized solutions of general bounded linear operator equations 
with continuous pararneters on a Hilbert space. 

1. Reproducing kernels 

We consider any positive matrix K(p， q) on E; that is， for an abstract set E and for a complex-valued 
function K(p，q) on E x E， it satisfies that for any finite points {pj} of E and for any complex numbers 
{Cj}， 

2三二CjCj'K(pj'， Pj)忌O

Then， by the fundamental theorem by Moore-Aronszajn， we have: 

Proposition 1.1([1]) For any positive mat巾 K(p，q) on E， there間的 αuniquelydetermined functionαl 
Hilbert spαce HK (RKHS HK) comprisingjunctions{J} on E αnd admitting the何producingkernel 
K(p， q) sαtisfyingαnd characterized by 

K(・，q)εHK for any qεE 

αnd， for αny qεE and j07・αnyj E HK 

)
 

噌

1• 
噌

2
ム
，，a
‘、

j(q) = (J(・)，K(.，q))HK' (1.2) 

For some general properties for reproducing kernel Hilbert spaces and for various constructions of 

the RKHS HK from a positive matrix K(p，q)， see the recent book [15] and its Chapter 2， Section 5， 
respectively. 
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2. Connec土ionswith linear mappings 

Let us connect linear mappings in the framework of Hilbert spaces with reproducing kernels ([8]). 
For an abstract set E and for any Hilbert (possibly finite-dimensional) space H， we shall consider an 
H-valued function h on E 

h: Eー→ H (2.1) 

and the linear mapping for H 

f(p) = (f， h(P))H for f εH  (2.2) 

into a linear space comprising functions on E. For this linear mapping (2.2)， we form the positi刊 matrix
K (p， q) on E defined by 

K(p， q) = (h(q)， h(p))H on E x E. (2.3) 

Then， we have the following fundamental results: 

(1) For the RKHS HK admitting the reproducing kernel K(p， q) defined by (2.3)， the images {J(p)} by 
(2.2) for H are characterized as the members of the RKHS HK. 

(II) ln general， we have the inequality in (2.2) 

IlfllHK豆IlfllH， (2.4) 

however， for any f E HK there exists a uniquely determined f噂 εHsatisかing

f(p) = (f*，h(P))H on E (2.5) 

and 

IlfllHK = 1If*IIH. (2.6) 

ln (2.4)ー theisometry holds if and only if {h(p); p E E} is complete in H. 

(III) We can obtain the inversion forml山 for(2.2) in the form 

f ---+ f¥ (2.7) 

by using the RKHS HK. 

However， this inversion formula will depend on， case by case， the realizations of the RKHS HK. 

(IV) Conversely， if we have an isometric mapping L from a RKHS H K admitting a reproducing kernel 
K (p， q) on E onto a Hilbert space H， then the mapping is linear and its isometric inversion ι-1 is 
represented in the form (2.2). Here， the Hilbert space H -valued function h satisかi時 (2.1)and (2.2) is 
given by 

h(p) = LK(.，p) on E (2.8) 

and， then {h(p);pεE} is completein H. 

When (2.2) is isometrical， sometimes we can use the isometric mapping for a realization of the 
RKHS H K， conversely - that is， if the inverse L -1 of the linear mapping (2.2) is known， then we 
have IlfllHK = IIL-1fIIH. 
We shall state some general applications of the results (I)rv(IV) to several wide subjects and their 
basic references: 
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(1) Linear mappings ([8J，[12]). 

(2) Linear mappings among smooth functions ([19]). 

(3) Nonharmonic linear mappings ([9]). 

(4) Various norm inequalities ([9J，[13]). 

(5) Nonlinear mappings ([13]，[16]). 

(6) Linear integral equations ([20]). 

(γ) Linear differential equations wi七hvariable coefficients ([20]). 

(8) Approximation theory ([3]，[2]). 

(9) Representations of inverse functions ((14]). 

(10) Various operators among Hilbert spaces ([17]). 

(11) Sampli時 theorems((15]， Chapter 4， Section 2; [5]). 

(12) Interpolation problems of Pick叩Nevanlinnatype ([9]，[10]). 

(13) Analytic extension formulas and their applications ((21]，(11]). 

In this survey article， we shall present also new results on 

(14) Inversions of a family of bounded linear operators on a Hilbert space into various Hilbert spaces， 
which are generalizations of [22] and [7]. 

Furthermore， in connection wi出 Kaczmarz'sMethod for a finite number of bounded linear operator 
equations on a Hilbert space， we shall give our generalized solutions for general operaむorequations with 
continuous parameters. 

3. Operator versions 

Weshall 説明operatorversions of the fundamental theory (1) '" (IV) which may be expected to have many 
concrete applications. In particular， for full generalizations of the Pythagorean theorem with geometric 
meanings， see [7]. Some special versions were given in [22]. 
For an abstract set A， we shall consider an operator-valued function Lλon A， 

A-→ Lλ 

where Lλare bounded linear operators from a Hilbert space H into various Hilbert spaces Hゎ

Lλ :H-→Hλ・

1n particular， we are interested in the inversion formula 

LλZー→ x， xE H. 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

Here， we consider {LλXj入EA}出 ir巾rmationsob七ainedfrom x and we wish to determine x from the 
informations. However， the informations Lλx belong to various Hilbert spaces Hλ， and so， in order to 
unify the informations in a sense， we shall take fixed elements bλμε 日λandconsider the linear mapping 
from H 

Xb(入，ω = (L>.x， bλμ)Hλ 
= (x，qbλμ)H， x εH  (3.4) 
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into a linear space comprising functions on A x n. For the informations Lλ丸 wesl叫1consider X b (入，ω)
出 observations(measurements， in fact) for x depending on入andω. For this linear mapping (3.4)， we 
form the positive matrix K b (入，ω;N，w') on A x n defined by 

Kb(入，ω;入 ω') = (Ll，bλ'μ，Llbλμ)H 

口 (LλLl，bλ'山J"b入μ)Hλon A x n. (3.5) 

Then， as in (1) rv (IV)， we have the following fundamental results: 

(1') For the RKH8 HKb admitting the reproducing kernel Kb(入，ω;入 ω')defined by (3.5)， the images 

{Xb(入，ω)}by (3.4) for H are characterized as the members of the RKH8 HKb' 

(II') In general， we have the inequality in (3.4) 

IIXbllHKb豆IIxIlH，

however， for any Xb E HKb there exists a uniquely determined x E H satisfying 

Xb(入，ω)口 (x， Llbλμ)H on A x n 

and 

IIXbllHKb = IIx IIH刷

In (3.6)， the isometry holds if and only if {Llbλω; (入，ω)E A x n} is complete in H. 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(III') We can obtain the inversion formula for (3.4) and so， for the mapping (3.3)出 in(III)， in the form 

LλZー→ (L入x，bλμ)Hλ =Xb(入，ω)ー→zr'

by using the RKH8 H K b . 

(3.9) 

(IV') Conversely， if we have an isometric mapping L from a RKH8 H[(b admitting a reproducing kernel 

Kb(入，ω;入ヘw')on A x n in the form (3.5) using bounded linear operators Lλand fi.xed vectors bλ，ω 
onto a Hilbert space H， then the mapping L iぬslinear and the isometric inversion Lιι.蜘句劫斗@帥舟
the form (3.4) by using 

Llbλμ =LKb(γ;入，ω)on A x n. (3.10) 

Further， then {L 1 bλμ; (入，ω)E A x n} is complete in H. 

The author obtained the above concept for the operator versions from a generalization of the Pythagorean 
theorem in the following way: 

Let x E R n and {勺}j=l

L:xー{x-(川)ej}j=l (3.11) 

from R n into R n. Then we wish to establish an isometric identity and inversion formula in the operators. 
Recall the Pythagorean theorem for n = 2. By our operator versions、wecan establish the desired results. 
N ote that in (3.11)， for n ~ 3 if we consider 

{lIx -(x， ej)巴jll}j.出 I (3.12) 

出 scalarvalued mappings， then the mappings are not linear more. 80， we must consider the operator 
valued mappings in the problems. 
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We found the book[6J and we see that some related equations were considered回 inthe following way 
([6]， pages 128-157): 
Let H，Hj;j = 1，2，…，p be Hilbert sp配 esand let 

Rj: Hー→ Hj，j = 1，2，…，p (3.13) 

be linear continuous maps from H onto Hj・ Letgj E Hj be given. Then， consider the problem to 
compute f E H such that 

Rjf = gj， j = 1，2， ...，p. (3.14) 

This equations are very important in the theory of computerized tomography by the discretization. The 
typical method is Kaczmarz's Method based on an iterative method by using the orthogonal projections 
乃inH onto the affine subspaces Rjf = gj. 
Our direct solutions for (3.14) seem出atthe result is stable for the sake of the use (3.14)回 data，
because we use (3.9) which is given by the inner product. 
In general， in equations (3.14) we have noises and errors for the data gj and so， in those cases the 
equations do， in general， not have solutions. 80， we will consider a more general solution which is called 
a generalized solution (inverse) in the next section. 

4. Generalized solutions and best approximations 

In order to represent our generalized solutions explicitly， we shall consider bounded linear operators on 
a reproducing kernel Hilbert space. 80， we consider the Hilbert space H K on E stated in 8ection 1. We 
consider H 回 HK in 8ection 3. We assume that the direct integral 

H=  J:H刈) ( 4.1) 

of the Hilbert spaces Hλon A converges with a σfinite positive measure dμon A. We assume that the 
bounded linear operators L入in(3.2) are bounded on HK into H in the sense: 

ん11川弘ゆ悩 ( 4.2) 

for some constant ]1.，1 二三O. 
In this setting， we consider the extremal problem: 

fLtん 11い g(入)11弘中(入)， (4.3) 

which gives a generalized solution for the equations 

L入f= g(入) on HK and Hλ・ ( 4.4) 

We shall write the operators {Lλ}回 Lfrom HK into H in the sense (4.2). Let L* be the adjoint 
operator of L from H into H K. We form the positive matrix 

k(p，q) = (L*LK(.，q)，L*LK(.，p))HK on E x E. (4.5) 

Then， we obtain 

Theorem 4.1 For αfunction 9 E H， there exitsαfunction f in H K such thαt 

fNKん 11い州 iikdμ(入)=ん 11いぱ入)IIII.. dμ(入) (4.6) 

τ
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ザαndonly if， for the RKHS Hk 

L*g E Hk. ( 4.7) 

Furthermore，ザthereexist the bestαpproximαtions f satisfyi吋 μ.6)，then there exists a unique extremal 
function f with the minimum norm in H K，αnd this function is expressible in the form 

f(p) = (L*g， L* LK(.，p))Hk on E. ( 4.8) 

1n this theorem， note that 

(L*g)(p)ロ (L*g，K('，p))HK口 (g，LK(.，p))H; (4.9) 

that is， the adjoint operator L * is expressible in terms of g， L， K(・，p)and H. 
For some proof of this theorem， we can apply the argument in [3J. 
As a simple example， we shaU consider the space HK on [0，∞) for K(x， y)口 min{x，y}.This space 
is composed of a11 absolutely continuous real幽valuedfunctions on [0，∞) and f(O) = 0 equipped with the 
norm 

Ilfll~K = 1=削 2 (4.10) 

As a space H we consider the space L2((0，∞)， e-λd入)and a bounded linear operator L: 

仏f= 1̂ f桝 (4.11) 

from H K into H. Then， the adjoint operator L * from H into H K is given by 
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and we can discuss the problem， for any 9 E H， 

fLIfk f i ff(M-g(入wパ入 ( 4.13) 

We can give a complete solution for the problem. We would like to discuss those concrete problems 

in separate papers. 
We are interested in some concrete results for typical problems such as generalized solutions for 

ordinary differential equations in connection with reproducing kernels， Green 's functions and the related 
completeness in (4.8). 
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Bochner-Schoenberg醐Eberleintype extensions of 

measure algebras and its application 

J. Inoue (Hokkaido Univ.) 

Let G be a LCA group， and M(G) denotes the usual measure algebra on G. In 
this note， we consider Bochner-Schoeゆerg-Eberleintype extension of 1¥1 (G)， a加n
Sぬho仰w七出ha叫tthis extension can b加eu田se“dt初oconstruct the s耐tむru山ct凶ur問es間e出 grou叩poぱfJvf(Gめ). 

1. Bochn町田Schoenberg欄Eberleintype extension of M (G). 

Throughout this note， G denotes a LC A group， in which the group operation of 
x and y is denoted by xy. M(G) stands for an usual measure algebra of all the 

bounded regular complex Borel measures on G with the convolution multiplic叫ion.

ムムM(G)is the maximal ideal space of M(G). 

Dfinition 1. For a complex function σon .6..， we de五ne

1 'LCiσ(仇)1:::; CII乞州IIM(G)'IIO"IIBSE := in 

，Ci E C，仇 E.6..，i = 1， ..，ぃ EN} 

Bochner-Schoenberg-Eberlein type extension of M(G) is defined by 

DBSE(ム):口 {σ;complex function on .6..， 11σIIBSE <∞} 

The following Theorem A and B are due to [3] 

Lemma A [3; Lemma 1.] With the pointwise sum， multiplication， scalar procl-
uct， (DBSE(ム)，11. IIBsE) becomes a semisimple commutative Banach algebra. 

Then tl日Lemma B [3; Theorem 4.] Let σbe a complex function onム
following (a) and (b) are equivalent each other. 

(ゆ E~). !読ん(ゆ)=σ(ゆ)

(a)σεDBSE(ム)圃

(b)ヨ{f.1.，¥hEA;a bounded net in M(G) such that 

8
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2. Construction of the structure semigroup of M(G). 

In the followi時， we give the definitions and Lemmas (without proofs) which lead 

to the construction of the s七ruc凶uresemigroup of M(G). 

Lemma 1 is derived from Lemma B. Lemma 2 ， Lemma 3 and Lemma 5 are derived 
by similar a町ru沼m叩g思伊um
be proved by standard a町rgumen凶山七脂si泊nha町ramonicanalysis， 
Our method can be applied not only to M (G) but also to any closed L引 lbalgebra

of locally compact abelian topological semigroups. . 

For Taylor's represen七ationtheorem of commutative convolution measure alge-

bras， see [4] and [5]. 

ゆ={九}μElvl(G)is called a generalized character on G if the following conditions 
are satisfied: 

(i)九εL∞(1μ1)，με M(G)， 
(ii) 1μ1>>1 v 1 implies九(x)口ゆν(x)a.e.xjν 
(iii)ゆμ(xy)=九(x)九(y) α.e.(x，y)jμ×μ 
(iv) sup{ 11 <Ttt 11∞;με M(G)}三1

Note that 1:口 {1μ}μεlvl(G)， where 1tt(x)口 1a. e.xjμ， is obviously a generalized 
character. 

It is well know叫[1])that we can identifyムwith七heset of all the generalized char-

acters on G， and by this identification， we can define multiplication and involutioll 
mム:

ゆゆ:={ゆμψμ}μElvl(G)， グ::{九}μεlvl(G)

Wi七hthes definitions，ム becomea commutative semigroup with the involutionヰ

and the unit element 1. 

A function σonムispositive de長niteif and only if 

乞何σ(ゅ;仇)ど O (Cj E C，内 Ef:l， j = 1， ...， n， n E N) 

Defintion 2 We put 

P:口 {σEDBSE(ム):σis positive definte，σ(1) = 11σIIBSE = 1} 

R
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， and introduce in P the pointwise convergence topology onム.

By Theorem B， it is easy to see that P forms a compact convex set. 

Lemma 1. (1) VσE DBSE(ム)，ヨσj巴P，O三αj:::; 211σIIBSE j = 1，2，3，4; 

σ=αlσ1α2σ2 -トiα3σ3-2α4σ4・

Thus we have 

DBSE(ム)= {α1σ1一α2σ2十tα3σ3-iα4σ4:σ3εP，O :::;α:j <∞} 

(2)σε?仁::}ヨnet{μ入}c M(G)t sムlim入ん(ψ)=σ(ψ) (ψ 巴ム)， 
where M(G)t denotes the set of probabiliもymeasures in M ( G) 

Lemma 2 VσEP，Vゆeム， we have the follwoing relations: 

(i)σ(グ)口a(<t)(ii) 1σ(ゆ)12三σ(グゆ)(iii) 1σ(科医 1

Definition 3 .6. denote the set of bounded semicharacters onム.

Lemma 3 (i) ex[P] = Pηム (ii)ex[P] forms a compact abelian semigoup 

Definition 4 S:= ex[P] and S denotes the set of all continuous semic比泊ch才h凶山&叫Iは附附&以批cω;

on S. 

Lemma 4ムcS and .6. separates points of S. 

Lemma 5. (i) Vσε P，ヨ1v.σE M(S)t s.t.， 

σ(←か(s)dvO"(s) (仙)
(ii) Vσε DBSE(ム)，ヨ1VO" 巴M(S)s.t.， 

σ(ゆ)十(s)d怖い)(山)， 11山
(iii) The mapσ→νσis an injective bounded linear operator of D BS E (ム)

onto lVI(S). 
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Definition 5 For με M(G)，Jt belongs to DBSE(ム)， and by Lemma 6， there 

exists a unique vji， E M(S) which satisfies 

仰)口か(s)d均(s) (ゆεム). 

We denote this vji， byμs， and pu七M(G)s:={μS:μE M(G)}. 

Lemma 6. M(G)s is a weak*-dense L-subalgebra of M(S). 

Lemma 7 (i) '11 E C(S)， 

111げ11μiい∞ =su叫Pψ
(例n叫i)For each p = I::iψi E span(ム)， we have IlpIIM(S)噺寸Ipll∞-

Lemma 8 For each με M(G)， we have 11p，11 = IIJtIIBSE = 11μsll 

Lemma 9ム口S.

Theorem 1 (i) ex[P]コ:ムnP holds， and if we put S := ex伊]， S is a compact 
abelianもopologicalsemigroup. 

(ii) If we p凶ゆ(s):= s(ゆ) (sεS) for eachゆεム， we haveム=S (the set of 

all continuous semicharcter on S). andムseparatesthe points of S 

(iii) For each σE DBSE(ム)もhereexists a unique Va E M(S) which satisfies 

σ(ψ)=か(s)d山) (山)，
and this map is isometric isomorphism of Although we omit the proofs of lemmas 

and theorem below， but we give some comments on thier proofs. DBSE(ム)onto 
M(S). 

(iv) If we defineμS:口町モ M(S) for each με M(G)， the map μ→μs form a 
L-homomorphism which is also isometric algebra homomorphism from 111 (G) into a 

weak*-dense L-subalgebra of M(S). 
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Brown-Halmos and Hartman笹川TintnerType Theorems of Weighted Toepli匂 Operaもors

Takahiko Nakazi (Hokkaido University) 

Abstract. Brown and Halmos showed that the spectrum of a Toeplitz operator 
on七heclassical Hardy space H2(dO J21f) are contained in the convex hull of the essential 
range of the symbol. Hartman and Wintner showed that the spectram of a selfadjoint 
Toeplitz opera七oron H2 (dO J21f) is just the convex hull of the essential range of the symbol. 
These two theorems are not valid on the weighted Hardy spaces H2(W dO) or吐le設ardy
spaces HP (p =1= 2). In this lecture， we introduce a generalized convex hull and using it 
gives BrowかHalmosand Hartman-"¥九Tintnertype Theorems on H2 (W dO) or HP. 

Brown-Halmos， Hartman-Wintnerタイプの定理

31. Classicalな場合

北大大学院・理学研究科

中路貴彦

H2を単位向周上の Hardy空間とする。 Pを Lebesgue空間 L2から H2への
or出ogonalprojectionとする。ゆEL∞に対して T"J= P(ゆ1)(f E H2)とする。%は
Toeplitz作用素と呼ばれる。冗(ゆ)はゅの essentialrange，σ(九)はTゅのスベクトルを示
す。 Hartman-Winぬerは、冗(ゆ)ζσ(勾)が一般に成立することを示した。

Brown-Halmosの定理
ゅεL∞ならばσ(九)c h(冗(ゆ))が成立する。

証明 Kを冗(ゆ)を含む任意の openhalf planeとすると、 s(j.Kなら s(j.σ(九)
を示す。このとき定理は示される。

O(j.K sだから、冗(ゆ -s) c K -sより絶対値 1の αεFが存在し、
冗(α(ゆ-β))c α(K-β) c {z E fJ ; Rez > O}とできる。ム口 {zE fJ; Iz -11 < 1} 
とおくと、 ε>0が存在して、 ε冗(α(ゆ s))=冗(εα(ゆ-s)) cムとできる。よって
1I1-Teα伸一β)11= 111-εα伸一β)11∞<1。よって TLjβ が存在するから、 s(j.ぴ(九)である。
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HartmarトWintnerの定理
ゆ巴 L∞が realvalue、αヱコ essinfゆ、b= esssupゆならば σ(勾)口 [α，b]が成立

する。

証明 α，b εσ(九)だから BroWIトHalmosの定理より、 σ(九)c [a，b]である。
[α，b] c σ(九)を示すとよい。入戸 σ(九)が実数ならば、入戸 [α，b]である。何故なら、
九一入g=lとなる恒等的には零でない 9E H2が存在するので、(ゆ一入)g= 1 + hとなる
h εeiBH2が存在する。よって(ゆ一入)lgl2= (1十h)gはH1に属する realvalueな関数で
ある。 H1は定数以外に realvalueな関数を含まないので、(ゆ一入)lgl2は実定数となり、

ゆ一入ど 0α.e.かゆ一入三 Oα.e.。よって入手 [α，b]である。

32.可逆性についての定理

m を単位円周上の正規 Lebesgue測度、 LP= LP(dm) (1 ::S; p壬∞)とする。
W εL1は W ど O α.e.mかつ LP(W)= LP(W dm)とする。?は全ての analytic
polynomialsの全体とするとき、 HP(W)は?の V(W)での閉包とする。このとき、次の
(1) "-' (3)は問{重であることは知られている。 (1)HP(W) =1-LP(W) ; (2) HP(W) = h-1 HP。
ここで W=IhlPかつ hは HPのouter関数である。;(3) logW E L10 

p i-1 134rdmi l-L jw-tTdm}1<∞ 
?' ¥111ん)¥1111r" -"j 

となる時、 Wε Apと書く。ここで Iは [0，2π)に含まれる全ての区間を動く o Cは全て
の trigonometricpolynomialの集合を示す。このとき c=p+15。、ここで Po= {f E 
P; f(O) = O}oPをC→?となる projectionとする。 W εApであることは PがV(W)
上で有界であることと同値であることは Hunt-Muckenhoupt-Wheedenの定理として有名
である。 WEApならば HP(W) =1-LP (W)である。
W εApとする。ゆεL∞に対して

T;'(J) = P(ゆ1) (J E HP(W)) 

とするとき、TrはHP(W)上のす'oeplitz作用素と呼ばれる。 α，sεL∞に対して
S~(J) =αPf+s(I-c-P)f (JELP(W)) 

とするとき、 S;;sはV(W)上の特異積分作用素と呼ばれる。次の WDRS定理は Wi近dom
Devi加na抗，tzがpコ口ご 2かつ W=1のとき、一般的には、 RochbergとSimonenkoによって
独立に証明された。

WDRS定理
I.1<p<∞、W εAp、W=IhlPかつ hE HPはouter関数とすると、次の (1)

"-' (3)は同値である。
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ここで k，k-1εH∞、IholPE Apかつ hoE HPは ou七er関数で

(1) TJ;はHP(W)上で invertibleである。
hl1 h (2)ゆ口 k'."U '='" 
ho Jio 

V E LkかっUEL忠ここで γEfJ， 1γ1 = 1， 
ある。

(3)ゆ口 γexp(U-iV)o 

w叫~V) E Apである。

II. p = 2かつ仇ゆ-1E L∞とすると、次の (1)と(2)は陪値てある。
(1) T.ゅは H2上で invertibleである。
(2)ゆ=沖leit、t巴Lkかっ Iltll'= inf{llt -s α11∞ ， s 巴L官?αεR}<π/20 

l<p<∞かつ WEApのとき、 S;]sが LP(W)上で invertibleであることは、
Tα73がHP(W)上で invertibleかっ α-1 s-l E L∞であることと同値である。

Krupnik定理
l<p<∞， l/p十l/q口1，ゆ εL∞とする。次の (1)r-.-(3)は同値である。
(1)九は HPとHq上で invertibleである。
(2)九は min{p，q} :S f:S max{p， q}である任意の tに対して HR.上で invertible

である。

(3)ゆ=
π/m砿 {p，q}。

< L定かっ IIVII∞ε
 

H∞.U、V
ε
 

ここで k，k-1 kexp(U十 iV)。

WDRS定理は、筆者 [2]によって、 weightednorm inequalityとの関係を強調し
て証明されている。

33. Generalized convex hull 

α口 α1十 tα2E fJ、s= s1十 is2巴 Fに対してい，s)口 α1s1十 α2s2か
っ B(α，s)= arccos( (α?s)/IαIIsI)とする。 ft= {Z E fJ ; (Z，α)ど1}、む ={Z E 
fJ; (Z ， α) 三 1} かっ εゐ口 f~nf~ (i =十 or-，) =十 or-)とする。任意の αJについ

てF=EJJUEJ LJEJ LJEJである。 f= -i， m =-jのとき (ER.m)c口fJ¥ER.mコEゐ
である。 Fの部分集合 Eに対して、 IB(α，s)I工作一2t，O:S t <π/2のとき

が(E)=: n {ε;7;5ぷ2E?t=-hm=-j) 

とする。このとき t<sならばht(E)c hS(E)、t=Oならば日(E)= h(E)である。 E=
[a，b]ならばが(E)ェム(c，r) nム(e，r)であり、 E=ム(0，1)ならばが(E)口ム(0，1/cos t) 

α十b α-b
である。ここで c=一一一-'/，一一-'cot2tは円ム(c，r)の中心、 γ=一一一一ーは半径を示

2 2 ¥' / 2 sin 2t 
している。が(E)は筆者向によって導入された。

方
2
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g4. H2(W)上の Toepli句作用素

W εA2である W=e叶告と書けることが知られている。ここで u，vE L'Rかっ
Ilvll∞<作/2であり、 W はHelson-Szegoのweightと呼ばれている。 sE L主について 5
は S十i8E H2かっ 8(0)= 0となるものである。 W=eU刊かつ u，vE LRのとき

tw = Ilvll'口 inf{llv-8-α11∞， s εLC;，α巴R}

とする。 W E A2に対して W とtwは 1対 1に対応する。 W，W-1E L∞なら tw= 0 
である。この 5の結果は [3]にある。

医E
W εA2かつ t= twならば冗(ゆ) σ(T't') c ht(冗(ゆ))

l定理 2引i 
W一一一一}一一一モ一一一一一一一一一一

α十b α…b
σ(T't') cム(c，r) nム(c，r)である。ここで cz-r-z-Tcot2tかつ日一五京五
である。

W - 1のとき、 IIT't'11口 11針|∞である。しかし W -o-1のとき、 IIT't'11:s 
IIPllwl1州∞が成立する。ここで IIPllwは L2(W)での Pのノルムである。 W -o-1の
とき IIPllw> 1であるので、 W -o-1の場合に Brown-Halmosの定理の証明は働かなく
σ(T't') c h(冗(ゆ))が成立しない。定理1の証明では WDRS定理と twを用いている。

g5. HP上の Toeplitz作用素

この 5の結果の p三2の場合は [3]にある。

重電
2:Sp<∞、 l/p+l/q=l、t= (p-2)作/2pかつゆEL∞とすると、 U σ(TJ)三

q-;5;1'.-;5;p 

ht(冗(ゆ))

!定理 31
Tξ瓦石∞、 t= Ip -21π/2pならば冗(ゆ)三 σ(T$)c ht(冗(ゆ))

l<p<∞のとき、 IITollp:s IIPllpl1ゆ11∞が成立する。ここで IIPllpはy での P
のノルムで、ある。 p=l=2のとき IIPllp>1であるので、 pチ2の場合は Brown-Halmosの
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定理の証明は{動かなく σ(勾)c h(冗(ゆ))は成立しない。定理3の証明には Krupnik定理
とt= Ip -211f/2pを用いる。

36. L2上の特異積分作用表

この5の結果は [3]にある。

i定理 41
瓦FモI/XJ、t=π/4ならば冗(α)u冗(s)豆σ(8，αs)c ht(1と(α)u冗(s))

i定理 51
正芳τL定ならば {h(冗(α))n h(冗(s))C}U {h(冗(α))Cn h(冗(s))}cσ(8，αs)壬

ム(c，r) nム(e，r)。ここで α=min { ess infα， ess infα}、b口 max{ess sup a， ess sup s}、
α+s .α-s ムー α-b 
c=一一一一一-'/，一一一一刀:¥-..;r =一一一一一
2 2 2 
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M ultipliers On Weighted Bloch Spaces 

Rikio YONEDA 

Abstract 

Let 9 be an analytic function on the open unit disk D in the complex plane C. 
We will study the following operator 

ら州イf'(()g(似， ω)(←f仰'(()df; 
on weighted Bloch space. We express the 間関凶ialnorm of operatorsらゐ on
weighted Bloch space. And we also study七hemultipliers加 weightedBloch space. 

Dを複素平面上の関単位向板とする。 ω:[0，1]→ R十を continuo出 non-increasing

functionでω(1)= 0，ω(r) > 0 (r E]O，l[)を満たすものとする。 ω D → R十は the
radial extentionω(z) =ω(Izl)とする。そのとき、 weightedBloch space 8ω は 11f IIB，ω-
SUPZEDW(Z) 1f'(z)1 <十∞を満たすD上の解析関数全体からなる空間とする。 D上の解析
関数gに対して，作用素ん，みは

ん(h)(z):= laz州 '(()d(，ゐ(f)(z)寸z六()g'(οd(
と定義される。 X，YをBanach空間とする。関数fに対して、 multiplierof X into YはfgE 
Y for all 9 in Xを満たすものと定義される。このとき fXcYと書く。そのとき、 Mg=

ん+みである。

The邸 sociatedweighted wは

J-:口 sup If(z)1 
~(z)|ifi1841 

として定義する。本研究では、作用素ら ，Jgを利用した、荷量付きBloch空間上のmultiplier

に関する研究発表を行う。そのとき、次のような結果を得た。

定理1. ω: [0，1] -→ R十は閉山lOUSno任 incre部 ingfunctionでω(1)口 0，
ω(r) > 0 (r巴]O，l[)を満たすものとする。 ω:D→R+はradialextentionω(z)口 ω(lzl)
とし、 supω(z)nlzI1トーIm-L <+∞ for阻 ynと仮定する。 もしみ isbounded on Bωなら
zED 必(z)

ば、そのとき
(z) 

11 Jg 11 e'" lil!l sup ~一一 Igヤ)1 
s→1-Iゆ8φ(z)
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ω(z)u ω(z) 
となる。すなわち、 C ・ li~ sup ~.)=~ 19'(z)1 ~II Jg Ile< li~ sup ::.~=~ Ig'(z)1を満たす定数

8→1-lzl>s必(z)I~ ¥""11 ":::11 vg lIe..::: 8→1-Izl>sφ(z) 

Cが存在する。

定理 2. ω: [O，lJ →んは continuousnon旧lon叩n-寸品i註加ncrea叫 fu出1江凶I
ω叫(rけ)> 0 (かTε吋]0，1巧叩[)を満たすものとする。 ω:勾ρD→R十はraclia品le似，xt胎er凶l比.tio怠ω吋(z)=ω叫(1ドz斗1)) 
とし、 cn:=ω(rn)nr~-l 組d that {en} converges主osome positive constant c as n -→∞を
満たす列{r・n}C [0，1)が存在するものと仮定する。そのとき、もしん isbounded on Bωな
らば、

11んlIe=~ sup Ig(z)1 
8→1-IZI>s 

となる。

上の定理lと定理2を利用して、次のような結果を証明することが出来る。

Theorem 1. Bω1 C 8ω2 cH∞と仮定する。 そのとき、次は同値である:

(i) gB，ω1 C Bj叫 (Mg:Bω1→Bω2is compact) 

(ii) ゐ:BW1→ B叫 isbounded opera七or(compact opera色or)

(iii) li:gI SUp w2(z)lg'(z)1 < 十∞ (li~ SUpω2(z)lg'(z)1口 0).
8→1-lzl>8 . ..-... 8→1-Izl>8 

例1.0<α三s<lとするo 9巴H(D)に対して、次は向値である:

(i) gBαcBβ(Mg:Bα→ββis compact) 

(ii) Jg : Bα→Bs is bounded operator (compact operator) 

(iii) 9 E Bβ(gεBg). 

Theorem 2. B，，， c H∞ cB でピ2~~~ is comparable to (1 -Iz12)β(庁>0) 
凶 1 以2ωl(Z)

と仮定する。そのとき、次は開値である:

(i) gBω1 C Bω2 (Mg: B，ω1→ βω2 is compact) 

(ii) Jg : Bjω1→ Bω2 is bounded operator (compact operator) 

、、・
f
J
・a
b

-
ぬ
ze
・at
u

J
t
-
lirp. SUpω2(z)lg'(z)1 < 十∞(~ SUpw2(z)lg'(Z)1 = 0). 
S叶 1-Izl>8 ...-.. . '8→1-Izl>8 

例 2. 0 <α<1壬Fとするo 9 εH(D)に対して、次は剛直である:

(i) gBαC  Bs (Mg: Bα→Bs is compact) 

(ii) Jg : Bα→ Bβis bounded operator (compact operator) 

「
円

uoo 



(必) 9 E Bβ(g E Bg). 

Theorem 3.1.次は向値である:

(i) gB，ω1 C Bc叫;

(ii) ん，Jg:B，ω1→ Bω1 are bounded opera土ors
(z) 

(必) 9 E HOO， fup. SUp -:i~~< Ig'(z)1 < +∞ 
s→i-~ï:!: Wl (z) 

Theorem 3.2.次は向値である:

(i) Mg: B，ω1→ Bω1 is compact ; 

(ii) ι:B.ω1→Bω1 is compact operator 
(iii) 9 = O. 

例3.1.1.gEH(D)に対して、次は同値である:。)gB c B; 
(ii) ん，Jg:B → B are bounded operators 

(iii) 9 E H∞， sup(l -Iz12) ( log "1土T2") Ig'(z)1 < +∞ 
:;b\~ 1-1 I ¥--01 -lzl2 ) 

{列 3.1.2.9 E H(D)に対して、次は同値である:

(i) gB10g c B10g ; 

(ii) ん，Jg:Blog→ Blog are bounded operaもors_

(iii) 9 E H∞， sup(l -Iz12) (log ~τI (log pogーとτIlIg'(z) I <十∞
:;b\~ 1-1 I ¥--01 -lzl2 ) ¥--0 ¥ ムーIzl2jJ 

ここで、 島ogは、 11 灯iげf11μ弘弘B鳥九'¥og
解析関数全体とする。

Theorem 4 日色2<γ(1-lzI2)α(α 2:: 1)を満たすある定数γ>0が存在するとWl(Z) ...::: 1¥.1.. 1"" 一
仮定する。そのとき、次は同値である:

(がωi) gB，ιω叫1C B，ιtω川d
(が似例t“的i) ι :B.ω叫1→ Bω叫'1 1おsbounded operator ( compact operator ) ; 
(iii) 9 E H∞(g = 0). 
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例 4.α>1とする。 9E H(D)に対して、次は同値である:

(i) gBαc Ba (Mg: Ba→Ba is compact ) ; 

(“)ら :Bα→Bαisbounded oper抗or( compact operator ) ; 

(iii) 9 E H∞(g口 0).

Theorem 5. s > 0とする。そしてBuJ，cB  竺2~~~ is comparable to (1-lzI2)β 
以1 崎、 ωl(Z)

(z) 
一一一 iscomparable to (1 -Iz12)を満たすものとする。そのとき、つぎは開催で、ある:
λ(z) 
(がωtの) 9βιω1 C B.ι包ω~2(
(i“tの) Jゐ~ :~ω叫I → Bω叫2 i包sb恥01叩md仇ed0叩peぽr附a抗，toぽr( c∞omp戸act七O叩peぽra叫，to侃r) ; 

(似t“4“i) ん:Bω叫1→ Bω叫21おsbounded ope町r悶a品色初伽Oぽr( compact operator ) 
ω2(Z) 

(iv) li1p. SUp ::.I~~~ Ig'(z)1 < +∞(= 0) ; 
s→1一 ~ï:SW1(Z) 

、5.，，U 
J
1
1
 

(z) 
sup Ig(z)1 < +∞(= 0) . 

8→1-Izl>sω1 (z) 

例 5.1 <α<sとするo 9εH(D)に対して、次は同値である:

(i) gBαcBβ(Mg :Bα→ Bαis compact ) ; 

、、s
'
'
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、、l
J

・A
Z
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-
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&
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命
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az
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aa
、、
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‘‘、

ん:βα →Bβisbounded oper抗or( compact oper叫or)

J9: Bα→Bs is bounded oper叫or( compact oper叫or) 

gE Bsーα十1(gE Bg-α十1); 

sup (1 -Iz12)βーαIg(z)l<十∞(五m_(1-lzI2)βーαIg(z)1= 0). 
zED¥ I 'Izl→1¥/  
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Two Dimensional Commutative Banach Algebras 
and von N eumann Inequality 

Takahiko Nakazi (Hokkaido Univ.) and Takanori Yar附 noto(Hokkai-Gakuen Univ.) 

Abstract 

We show the following: Let B be a two dimensional commutative Banach algebra with 

identity. If B satisfies 

Tε B， IITII:::; 1 =今 Ilf(T)11:::; 1 

whenever f is a polynomial satisfying If(z)1三1(Izl :::; 1)七henB is isometric to a s由 alge倒
bra ofthe algebra B(H) of al1 bounded linear operators on some Hilbert space H， and B satisfies 

Tk E B， IITkll:::; 1 (kニ 1，…，n) 吟 Ilf(T1，.・.，九)11三1

whenever f is a polynomial in n variables satisfying If(九…，zn)1三1 (Izklさ1，k 1，…， n)， 
for all n. 

第 1章 定理 1と定理 2

本講演在通し， β は単位元 Iをもっ可換 Banach環を表し，B(H)は Hilbert空間 H 上の有界線形作用素全
体のなす環を表す。また， 1入1<1について Mobius変換をやλで表す:

ゆλ(z):=三二JL，(|zl<1)・
1-入z

β が If(Zl'…，zn)1::; 1 (IZkl::; 1， k = 1，…，n)を満たす全ての多項式fについて

Tk E s， IITkll::; 1 (k = 1，…，n) キ IIf(T1，.・.，Tn)11三1

を満たすとき， β はね(vN)を満たすという。よって n(vN) => (η-l)(vN). 

|von Neumannの定理I[10] BはB(H)の部分環 吟 βはl(vN)を、満たす。

lAndoの定理I[1] BはB(H)の部分環 中 βは2(vN)を満たす。

VaropoulosはB(H)の 5次光可換部分環 Bで3(vN)在満たさない例を作った。(参照 Pi浜田 [11，p.23]) 

iCraw帽Coleの定理I[2， pp.271， 272] 
Bは全ての nについて n(vN)を満たす キ β はB(H)の部分環と等距離向型。

思日開 dims = 2 且 β は l(vN)を満たす=争 B はB(H)の部分環と等距離陪型。
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r dims = 2 =争 BはB(H)の部分環と等距離向型 Jが成り立たない反例として，IIPIIB(IP) i-111 -PIIB(lp) 
を満たす PE B{lP)について s= span {I， P} c B(lP)がある。たとえば， 1三p三∞，pi-2のとき Pは複
素数 C子五Oについて P(XO'Xl， X2， X3，…) = (xo + CXl， 0，0， 0，…)と定めればよい。

贋3日(N山 i伊， Co叫紅y2]， [9]) 
dims = 2 且 BはB(H)の部分環 => sは全ての伐について n(vN)を満たす。

定理 1と定理 2より寵ちに次の系 1を得る。逆に，系 1とCraw心oleの定理より定理 lを得る。

区日開 dims = 2 且 Bは l(vN)を満たす今間企ての nについて π(vN)を満たす。

第 2章 定理 1の証明

定理 1の証明は，次の補題 A，B，Cを用いると明らかである。補題 1，2Iま補題 Cの証明に使う。補題 3(1)と

補題 1を用いて，補題 C(l)を証明する。同様に，補題 3(2}と補題 2を用いて，補題 C(2)を証明できる。

隆副 (Nakazi伊， Propositi∞1]) dims 2のとき， s l:t次の2種類明。
(1) s = {αP+sQjα，βE C} ただし p2ヱコP， P i-0， 1， Q = 1 -P~ 
(2) s = {α1+βNjα，βεC} ただし N2口 0， N i-O. 

証明 1の定数倍でない XEsが存在する。 X2εBより X2=α1+bXを満たす α，bεCが存在する。

(2X -b1)2 = (b2十4α)1. .¥NとPを

計十4a=0 

b2 +4αi-O~ 

と定めることができる。 口

コ今

=今

N = 2X -b1 

1 2X-b1 
P口一十一一出口一
2 . 2...jb2十4α

撞自 (恥ldman-K時 nik-Markus[5]) 次の (1)，(2)， (3)が成り立つ。

ma，s(x) = 1 

(1) P， Q E B(H)， p2 = P i-0，1， Q = 1 -P 斗

(2) 1， N E B(H)， N2口 0，N i-0 斗

11αP十βQII= ma，s(1α-β1JiiPii2ττ). 
11αI十βNII= ma，a(lβ|・IINII).

(3) H = H1尚一ペマニ)E B(H) 吟 IIAII = ma，s(lIXII). 

L -az 
[9] α>1のとき ωzニ一一ー は {O < Izlくりを ω平面全体に写像する。

Izl2 -αz 
更に市 =mw，l (1ω-11Va2="斗

団自 [9] α>0のとき

更に市 =m日 (Iwlα)・

初 1… Izl
2

-
αz 
は {OくIzl::; 1}をω王手面全体lこ写像する。
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置自 [9] 次の (1)，(2)械り立つ。(不等号を特にしても成り立つ。)

ω mQ，s (iαー β|川口)::; 1 特 lf五|三品IT且叩(1αI，IsD三1
|β1  

(2) mQ，Q(IsI. IINID ::; 1特……ー<一一旦 |α1::; 1. -- " 1 -lal2 -' IINII 

証明;.(1):一般に山(1α1，1β1)豆町(x)より，mQ，s (iαーβ1v1i坪ゴ)壬1今山(1α1，IsD ::; 1 
このとき，mcx.，β(.j亡研J亡 IsI2)= 1より，

mQ，s (iαーβi相同)::; 1日一β|川下1"::;0-町F 前件|弓|哨
(2):一般に |αi三;m臼，Q(X)より m臼ρ(1β1. IINII) ::; 1 =ト lal ::; 1.このとき， mQ，Q(l一|α12)= 1より，

m日ρ(1β|・IINID::; 1仲間.IINII ::; 1 -1α12 仲間 <~----
1-la12一 IINII'

医罰 [9] d国 B=2のとき，次の (1)，(2)が成り立つ。
(l(vN)という不等式からノルム公式という等式が導かれることを言っている。)

(1) B = {αP+βQ;α，βE C}が l(vN)を満たす。ただし p2 = J> :j: 0，1， Q = 1 -P 

中 11αP十βQII=mQ，β(1α-β1JiiPi(2ゴ).
(2) B = {αI十βN;α，βεC}が l(vN)を満たす。ただし N2口0，N:j: 0 

キ 11α1+βNII= mQ，Q(IsI . IINID. 

証明 (1):c:= 11αP+βQII，α.-ラ， b:口5.J・IlaP十bQ11ロ1.p2-口P，Q=I-Pより，

11αPII = II(αP十bQ)PII三IIPII， IIbQl1 = II(αP + bQ)QII ::; IIQII， 

P，Q :j: 0より， 1α1，lbl ::; 1.川α1，lbl< 1として示せばよい。 Mobius変換仇(z)についてゆb(b)= 0 より，
仇(αP+bQ)口仇(α)P十仇(b)Q口ままP.

IlaP吋 QII=1 立 β は l(vN)を満たすから |怖いP+ bQ)11μ 区町
11-bα1 -' IIPII' 

欄 3(1)より mω(1α-blJITPWコ)三1.:. mca，cb (ica-cbl伊ドτ)::; c 
mQ，s (1α-sIJITPWコ)::; 11αP十βQII 次に逆拘きの不等式を示七
i入1<1のとき Mobius変換ゆ入(z)とt:=IIPIIについて

Ilt-1 PII 1 且 Bはl(vN)を慌たすから 11仇(t-1p)lI::;1. 

このとき 州 -lp)=仇(t-lp十OQ)吋 λ(r1)p吋 λ(的Q=一入L，l，コとP+Q)が成り立つから
¥|λ12 -t入/

|とろp+QII::;土， (0 < 1，¥1 < 1) 
一一l入i

これは|入1=1のときも成り立つ。補題 1より，全ての αECについて 11αP+ QII ::; mQ，l (1αー11#て司.
t = IIPIIより，全ての山 Cについて 11αP+βQII::; mω(iαーβi伊何)
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(2): c:= 11α1+βNII，α:ロラ， b:=?.-.|iα1 + bN11 = 1. N2 = 0より， 11αNII口 II(α1+ bN)NII ~ IINII. 
N t= 0より， 1α1 ~ 1.・ |αiく 1として示せばよい。 Mobius変換仇(z)について 仇(α)= 0 より，
仇(αl+bN)口仇(α)1+b弘(α)N::::::b弘(α)N.

Ibl 
11α1 +bNII = 1 旦 Bは l(vN)を満たすから |仇(α1+bN)11 ~ 1 人 一寸=1叫 (α)1~一一・

ー 1-la12 I~""a\-/I -= IINII 

補題 3(2)より，ma，a(lbl・IINII)~ 1. .・ mca，cα(Icbl. IINII)壬c. :. m"""， (1β|・IINII)三 11α1+βNII.
次に逆向きの不等式を示す。 1入1<1のとき MぬIus変換仇(z)と t:::::: IINII について

1It-1 NII 1 li sは l(vN)を満たすから 11仇(C1N)II ~ 1. 

-l1¥T¥ ..L In¥ T I ，L-l.1.1 … 1-1入1
2

このとき 仇(t-
1N) =φλ(01 + t-1N) =仇(0)1十t 仇(O)N一一入1+-

t
一一N が成り立つから

lI1-yi211 一一一 ~NII~ ー， (0 <1入1< 1). 1-" 1入i
これは i入1=1のときも成り立つ。補題 2より，全ての βεCについて 111+βNII~ ml，1(1βIt). 
t= IINIIより，全ての α，βECについて 11α1+βNII三m"，ρ(IsI. IINII). 口

定理 1の証明: β は補題 Aの2種類lこ限る。補題 B(3)より， Hilbert空間 HがdimH三2を瀧たしている

とき， 10， PO， No E B(H) が存在して P~:::::: 1もt=0，10， IIPII口 IIPoll，No t= 0， NJ = 0， IINIIと IINol1 を満た
す。

8={αP+βQ;α，βE C} (ただし Q= 1 -P) のとき:

欄 C(l)より， 11αP十月QII= m"'，s (1α一βIJifPWコ) 補題B(l)よ川崎+βQoll m"'，s (1α-sIJIT羽可)
ただし，Qo = 10一九. IIPII =IIPollより， 11αP+βQII=IIα九十βQoll.
.¥81をPoとQoで生成される B(H)の2次元可換部分環と定めると， 8は 81と等距離隅型0

8={αI十sN;α，βεC}のとき:

補題C(2)より， !IαI十sN!I=m"， 日(¥sI.¥¥N¥¥). 檎題B(2)より， ¥¥α10+βNolI m"""，C1sI.I¥NoID. IINII = ¥1N0¥¥ 
より， 11αI十βNII=IIα10+sNoll. .¥院を 10とNoで生成される B(H)の2次元可換部分環と定めると， 8 

は院と等距離需型。 ロ

第 3章 定理 2を用いた多変数の Schwarzの檎題の証明

定理 2は既に N北部i[8， Corollary 2] において，補題 A，Bを用いて

fdim8=2 旦 Bは B(H)の部分環 今 関数環 AとAの関イデアル Jが存在して 8= A(J J 

を示す方法により証明されている。定理 2を用いて，次の補題を作用素論的に証明できる。

|多変数の Schwarzの補題1[9] 1αkl，Iskl三1，k:::::: 1，…，nと

If(Z1'…，zn)1 ~ 1 (IZkl ~ 1， k = 1，…，n)を満たす多項式fについて

(1) 

(2) 

ド(α1....，an)一仇 β~I< 山 I ak-
1-f(βゎ…，β口)f(αh…，αn)1 

-k=1…n 11-βkαk 

i(sdz1 +…+  snfzn)(α1l…，αn)1/ 一一一 Iskl 
1 If(αゎ…，αn)12 -= kよ1ご~，n1-1αkl2 
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証明 :寸(1吋): 任意の PE B(H)， p2 = P予〆正 O，I，Q口 I.欄一“嶋切胸句

分環とする。定理2より， 8は全てのnについてn(vN)を満たすから，九=αkP十skQについて，

Tk ε8， IITkll ~ 1 (k = 1，…，n)吟 Ilf(T1，…，Tn)1I~ 1. 

f(T1ド叶Tn)= f(α1，…，αn)P + f(s1，…，βn)Q が成り立つから，

11αkP+skQII三1 (k口 1，…，n) キ IIf(αh…，αn)P十f(βh…，sn)QII壬1.

補題 B(l)と補題 3(1)より，

|ヒU叫止E企引と4|< 土
1一skαk一l日IPI刊11 | 

斗 11(α1，...， an) -f(β1，...，snLIく 1
11-f(s1'…，sn)f(α11...，αn)1一IIPII.

|αk-βk 1 1 
補題 B(3)より，最初から PE B(H)を m叫|一一一一|口一ー を満たすようにとっておくとよい。

k=1 ，…~n Iト瓦αkI IIPII 

(2): 任意の NE B(H)， N ヂ0，N2 0について， 8をI，Nで生成された 2次元部分環とする。定理 2より，

Bは全てのnについてn(vN)を満たすから，宝1=αkI十skNについて，

Tk E 8， IITkll三1(k口 L…，n) 争 IIf(丸，…，Tn)1I三1.

f(九，…，Tn)= f(a1，.・.，αn)I+ (β1fzl +…+βnfzJ(αb…，an)N が成り立つから，

11αkI +βkNII三1 (k 1，…，n) 斗 Ilf(α1，…，αn)I+ (sdZl +…十snfzJ(α1，…，αn)NII~ 1. 

補題 B(2)と補題 3(2)より，

Iskl 
-一一一<一一 (k 1，…，n) 
1…iαkl2 ~ IINII 

=>1(sdZl十…+snfzJ(αb…，αn)1 /" 1 
1-1f(α1ぃ.，an)12 ~ IlNll. 

|βkl 
補題 B(3)より，最初から NεB(H)を 皿昭一一一一

ロ1，…~n 1 1αkl2 IINII 
を満たすようにとっておくとよい。 臼

第 4章 多変数の Schwarzの補題を用いた定理 2の別誌暁

高橋世知子教授は多変数の Schwarzの補題 (1)を定理 2を用いずに関数論的に証明した。 (2)も間様に関数論

的に証明できる(参照 [9])。第 3章とは逆に，多変数の Schwarzの補題を用いて，定理 2を次のように Nakazi

[8， Corollary 2]とは531]な方法で，関数論的に証明することができる。

dim8 = 2より， 8は補題 Aの 2種類に限る。

8={αP+βQ;α，βεC} (ただし Q = I -P) のとき:

P ε B(H) は p2 口 P#O， I を満たし丸山 αkP 十 ßkQ は IITkll~l (k=l，…，n)を満たすとする。

補題B(l)と補題3(1)より，

多変数のSchwarzの補題 (1)より，

|とム引I~ 土1一βkαk一 IIPIIi 

f(α11.・.，αn)-f(βh…，sn) 1 __ 1 
1-f(βh…，sn)f(αh…，αn) I-c 11P11 
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補題B(1)と補題3(1)より， Ilf(αh…，α見)P+ f(s1，…，sn)QII ~ 1. IIf(丸，…，九)11~ 1. 

B口{α1+βN;α，βEC}のとき:

N E B(H)はNヂ0，N2 =0を満たし Tk :=αkI キ ßkN は IITkll~1 (k=1，…，n)を満たすとする。

¥skl 
檎題B(2)と補題3(2)より， 一一一一<一一 (k =1ド ..，n).

1-1αkl2 -' IINII 

I(sdzl +…+仇fZn)(α1，…，an}1__ 1 
多変数の Schwarzの補題 (1)より，

1-lf(α1，…，αn)12 一 IINII'

補題B(2)と補題3(2)より，lIf(α1，...，αn)I十(β1fzl+…十仇ム)(α1，…，αn)NII三1. :. Ilf(T1，…，九)11~ 1. 。

第 5章 定理 1，2とMobius変換

定理 1 fd泊 B 2 且 β は 1(vN)を満たす中 Bは B(H)の部分環と等距離詞型j の証明で 1(vN)

を使ったところは，補題 Cであった。補題 Cの証明では，次の定理 3の (6)のように， Mobius変換仇につい

ての 1(vN)しか使っていなかった。定理 1と定理 2より次の定理 3が成り立つ。

医l!31[9] dimB=2のとき， (1) ~ (6)は同値である。 (vonNeum叩 nの不等式を用いずに証明できる。)
(1) Bは B(H)の部分環と等距離同型。

(2) Bは n(vN)を慌たす。
(3) Bは 1(vN)を満たす。

(4) T E B， IITII ~ 1吟 11仇(T)II~ 1， (1入1< 1). 
(5) T生B，IITIIロ 1=今 11仇(T)II= 1， (1λ1 < 1). 
(6) T E B， IITII = 1 =争 11仇(T)II三1，(1入1< 1). 

証明 (1)=今 (2): 定理 2を用いる。

(2)斗 (3)吟 (4)=今 (6)と(5)キ (6)は明らか。

(3)キ (1): 定理 1による。

(1) =争 (4): ここの証明には dimB= 2は必要ないo von Neumannの不等式も必要ない。

実擦(参照 Pisier[11， p.21])， TεB(H)， IITII ~ 1とxEHについて

II(T一入I)xll2-II{I -XT)xIl2口 (IITxll2-IIxll2)(1 -1入12)三O

¥II(T一入)(1-XT)-l11壬1. ¥11仇(T)II三1.

(1)斗 (5): dimB = 2より，Bは補題 Aの 2種類lこ限る O

B={αP十βQ;α，βεC} (ただし Q = 1 -P) のとき:

|α一β|
補題3(1)より， 11αP+sQII = 1 =今 |一一「司|口一一. 一方，計算lこより，

¥1 sαI I¥PI¥ 

仇(α)-o>.(s) I 1 
1ーお夜;仇(α)1-I¥PII" 
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補題 3(1)より， 11仇(α)P十ゆ入(s)QII
B口 {α1+βNjα，βEC}のとき:

1. 11仇(αP+βQ)II 1. 

補題3(2)より 11αIリ NII=1 吟 IsI 口三一 一方，計算により，
1 1α12 IINII. 

iβ弘(α)1
1…|仇(α)12- IINIド

補題 3(2)より， 114>λ(α)1 +s弘(α)NII=1.:. 11仇(α1+βN)II= 1. 

(6)キ (1): dim8=2より， 8は補題 Aの2種類に限る。

B口 {αP+βQjα，βEC} (ただし Q口 1-P) のとき:

|弘(α)| 一 1
1 1仇(α)12- 1-1α12・

補題C(1)の証明より，もし (6)が成り立つならば 11αP十月QII= ma，s (1α-sI/ITPWて1). よって，
定理 1の証明より， 8はB(H)の部分環と等距離同型。

8={αI十βNjα，βEC}のとき:

補題 C(2)の証暁より，もし (6)が成り立つならば 11αI十月BII口 ma，a(lsI.IINII). よって，

定理 1の証明より， 8は B(H)の部分環と等距離同型。 口
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Backward shi抗 invari出 ltsubspaces on the torus 

Keiji Izuchi 

This is a joint work with T. Nakazi and M. Seto. 

Let r2 be the 2-dimensinal unit torus. We denote by (z， w) = 
(eiO， eiφ) the variables in r2 = r z x r凹.Let L2 = L(r2) be the usual 
Lebesgue space on r2 with the norm 111112 = (jト211(eiO， eiφ)12dOdゆ/(2π)2)1/2.
For 1 E L2， the Fourier coe伍cientsare given by 

J(n， m) = I 1(ei乍4φ)e-inOe-imゆdOdゆ/(2π?= (f，znωm). 
Jr2 

Let H2 be the Hardy space on r2， that is， 

H2口 {1E L2; J(n， m) = 0 if n < 0 or m < O}. 

For 1 E H2， we can write 1部
C回 。。

1=2:61αt，jdd?whereZM2<∞ 
i，j=O i，j=O 

For a function ψEL∞， let Lψ1=ψf for 1 E L2. A c10sed subspace 
M of L2 is called invariant if LzM c M and L凹Mc M. Let P be 
the orthogonal projection from L2 onto H2. For a c10sed subspace 
M of L2， we denote by PM the orthogonal projection from L2 onto 
M. Put T，ψ=PLψIH2. Usually Xψis called a Toeplitz opera七oron 
H2 with symbol ψ， and it is well known that TJ = T-;t. 
ForゆinH∞， put 

1仏=PMTftPMIM. 

It is known in [5， 6] that vz 1く;==lくZVzif and only if M = qH2 for 
some inner function q in H∞. 

Let M be an invariant subspace of H2. Then T; (H2 e M) c 
(H2θM) and T~ (H2 e M) c (H2 e M). We call a c10sed subspace 
N of H2 backward shift invariant if T; N c N and T~N c N. 
Let N be a backward shift invariant subspace of H2 andゆ巴 L∞.

Put 

Sゅ=PNLφPN on N. 

Then we have S1 = S-:r: and S~ = T: on N. We are interested in ゅー φ z
一司. .L 
Z 

backward shift invariant subspaces N which satisfy SzS~ = S~Sz' 
The following is the main theorem. 

p
n
u
 

n叫
υ



Theorem. Let N . beαbαckωαrd shiβ仇variantsubspαce of H2 

αndNヂH2.Then SzS:U = S:USzザαηdonlyザNhas one of the 
following forms; 

(i) N = H2 e ql(z)H2， 
(ii) N = H2 e q2(ω)H2， 
(iii) N = (H2 e ql(z)H2) n (H2 e q2(叩)H2)ロ (H2e ql(z)H2)θ 
ql(ω)(H2θql(z)H2)， 

ωhere ql(Z)αηd q2(ω)α陀 onevariable inner [unctions. 

Corollary 1. Let M be an invαriant subspαce o[ H2 and M =1= 
{O}. Put N = H2 e M. Then SzS:U ココ S:USz on N if and only ザ
M has one o[ the following forms; 

(i) M 口 ql(z)H2，
(ii) M = q2(ω)H2， 
(iii) M = ql(z)H2十位(ω)H2，

ωhere ql(Z)αnd q2(ω)α問 onevαriable inner [unctions. 

The following answers a question posed出 [4]. 

Corollary 2. Let M be αn invariant subspαce of H2 such thαt 
dim(Mθ(zM十切M))= 1. Put N = H2 e M. 1[ SzS:Uニ S:USz
on N， then M hαs one of the following forms; 

(i) M 口 ql(z)H2，
(ii) M 口 q2(切)H2，

where ql(Z)αnd q2(ω)α問 onevariable仇nerfunctioηs. 

Proof. By Corollary 1， M 口 q色l(ωZ吟)H2ベ，0ぽrM口 q白似2バ(w叫)H
2引，0ぽr 

M 出 q仇l(いωZ吟)H2+ Q:仇似2バ(7.包叫i
holds. Then 

ql (z)， q2(ω)εM θ(zM十ωM).

Since dim (M e (zM +切M))= 1， q市)口Cq2( w) for some number 
c. This implies七hatql(Z)， q2(ω) are constant functio肌 Thuswe 
get M =コ H2 •

Our theorem can be generalized in several ways. These results 
will come in出eforthcoming papers. 
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