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Several properties of Ahithge transformation 

神奈川大学 山崎丈明 (T.叫ceakiYam路北i)

Department of mathematics， Kanagawa University 

This report is based on the following preprints: 

[Yl] T.Y細 azaki，Chαracterizations of log A ;:::: log B and normαloid operators via Heinz 

inequαlity， preprint. 
[Y2] T.Y.削 azaki，Pαrallelisms betωeen Aluthge transformationαnd p仰例 ofoperators， 
to appear in Acta Sci. Math. (Szeged). 

[Y3] T.Y悶回aki，An仰向ssionof spectral radius viαAluthge transformation， to app昭
in Proc. Amer. Math. Soc. 

ABSTRACT 

In 1990， Al凶hgede自国dan opera色町七ransformationT of T by T = 17廿UITI~ ，
where T = UITI is七hepolar decomposition of T. This七ransformationh部 veryinter-
間七ingproper七ies，and many authors call T Aluthge transformαtion andぽ estudying 
properties of this七ransformaもion.
In this paper， firs七ly，we shall show proper七iesof Aluthge七ransformationon operator 
norm， and show a characterization of normaloid operators by giving a defini七ionto 

n-th Al凶hge岡田formation九=(九一1)'
Secondly， we shall poi叫 ouもthatthere are parallelisms be七weenAlu七hgeもransfor-
mation and powers ofoperators. Moreover we shall show lim IITnll = r(T) which is 

n-+oo 

a parallel resul七t05記。IIrnll士口r(T)・
Lastly， we shall discuss r問el凶a叫七ion邸sb恥e七加we問enthe 0ぽrd白er四sIT引IP之ITIP an吋dIT宝TIγγIP-‘→ 之
IT刊H勺功*巴'IP一→1for some positive number p. 

1. INTRODUC'工'ION

ここでは，ヒノレベルト空間H上の有界線形作用素の話題とする.任意のp:>Oに対.して?作

用素Tがp-hyponormαlとは，ITI2p三IT*12pが成り立つこととする.ここで， ITI (T*T)を
である.特に p=lのとき，Tを hyponormal作用素という.p-Hyponormal作用素に関

しては3“everyp-hyponormal operator is q-hyponormal for p 三q>0"が良く知られてお

り3これとあわせですoreαch q > 0， there existsαqゐypono門ηαlαndnon-p-hyponormαl 

operator forαny p > q > 0"も有名である.このことより，特に会hyponormalであるが

τ
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hyponormalでないような作用素が存在することがわかる.そこで3多くの研究者によって

いyponormal作用素を hyponormal作用期こ変換するような次の二つの変換が研究された.
Let T口 UITIbe the polar decomposition of T. 

(i) S口 UiTit.

(ii) T 口 ITI~UITI~ (Aluthge transformation [1])・

Tが長hyponormal作用素ならば，上の SとTは共に hyponor皿 al作用策になる.更に

Tについてはσ(T)口ぴ(T)であるということが [3，弘司で示されている.ここで3σ(T)は

Tの spectrumとする.このことより， Aluthge transformationは(i)の変換よりも良い性

質を持っているということがわかる.

この講究録では， Aluthge transformationのいくつかの性質についてまとめた.最初に

Aluthge transformationの定義より，任意の作用素に対して IITIIとIITIIが成り立つことが

わかる.これに対して，IITII=IITIIとなる条件を示した.一方，作用素 Tが normαloidであ

るとは，IITII = r(T)が成り立つことである.ここで，r(T)はTのsp田 tralradiusとする.

そして，''n欄 thAluthge transformation"というものを定義することによって， normaloid作

用素のcharacterizationを得た.

二番目に，ルthAluthge transformationを用いて，pE [0，1]の時のp-hyponormal作用

素の幕乗に関する結果と parallelな結果を得，更にルthAluthge transformationを用いた

spectral radiusの新しい表現を得た.

最後に?ある p>Oに対して)!T!P三!T*IPとITlp-1三ITlp-1との関係を調べた.

2. A CHARACTERIZATION OF NORMALOID OPERATORS 

Fujii， Izumino， Nakamoto [6]は Aluthgetransformationを用いた normaloid作用素の

characterizationとして?次の結果を得ている.

Theorem A ([6]). The following assertionsα陀 mutuallyequivalent: 

(1) T is normaloid. 

(2) IITII = IITIIαnd T is normαloid (i.e・，IITIト r(T)).

このセクションで、は，最初に IITII口 IITIIという条件と開笹な条件を示し，それを用いるこ

とによって，TheoremAの拡張を示す.

最初に，次の結果を得た.

Theorem 1 ([Y1]). Let T E B(H). Then for eαch nαtural問 mbern， the followingαs-

sertionsαre equivalent: 

(1) IITII口 IIT叶 1iiEtT.
(2) IITII口 IITnllk.

-2-



Remark. Theorem 1において，n口 lとおくことによって，次の開催関係、を得る.

(2.1) IITII IIT211~ 命中 IITII = wrll. 
そして?次の "n-thAluthge transformαtion"というものを考えることによって， (2.1)の

別の一般化を得ることができる.

Definition 1仲間thAluthge transform叫ion[Y1]). Let T E B(H) and T = UITI be the 

polar decomposition of T. Then for eαch nαtural number n， nイhAluthge tr，αnsfo円九αtioη

Tn ofT is defined by Tn口(丸一1)αndT1口T.

Theorem 2 ([Y1]). Let T E B(H). Then for eαch natural問 mbern， the followi吋 αs-
sertionsαre equivαlent: 

(1) IITII = IIT叶 111布.

(2) IITII口 IITnll.

Theorem 2によって， nor皿 aloid作用素の characterizationである次のCorollary3をす

ぐに得ることができる.

Corollary 3 ([Y1]). Let T εB(H). Then the followingαsse州 onsα陀 equivalent:

(1) T is normαloid. 

(2) IITII = IITnl1 forαII na如何1number η. 

なお， Corollary 3から次のようにして TheoremAを得ることができる.

T is normaloid 

合 IITII=IITII口問1=II(T)n-111 for all natural number n by Coroll町 3

仲今 IITII口 IITIIand T is normaloid by Coroll町 3

3. PARALLEL RESULTS BETWEEN 

ALUTHGE TRANSFORMATION AND POWERS OF OPERATORS 

Normal作用素やnormaloid作用素は何乗しでも元の作用素のclassに騰するが， hyponor-

mal作用素に関しては [8]で“thereexistsαhyponormal operator T such that T2 is not 

hyponormal"のような例が示されている.このことに関連して， AluthgeとWangは [2]で

句Tおり網hyponormaloperator for 戸 (0，1]， then Tn isιhyponormal forαII natural 
n 

number n"ということを示している.さらに?次の拡張が伺で示されている.

Theorem B ([7]). Let T be αp-hyponormal operator for p E (0，1]. Then for eαch natural 
number n， the following inequαlities hold: 

(i) ITI2加 1)三IT21P十1<・・・:sITnl思ヰ!.i.

(ii) IT* 12(P+l)三 IT叶p+1ど・之 IT刊 i忍ヂ1
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なお， Ito [10] によって AluthgeとWangの上の結果は次のように拡張されでいるj 匂

T is a p-hyponormal operato1' fo1' p > 0， then Tn is出 2035}"huponoT77Zαlfo1'αII natural 

numbe1'n."更に Ito[10]はTheoremBにおいて，p>0に拡張した結果も示している.

Theorem Bとparallelな結果として?次の結果を得た.

p 
Theorem 4 ([Y2])・LetT be α ~-hyponormal operato1' fo1' p E (0，1]・Thenfo1' eαch 
nαtural numbe1' n， the following inequαlities hold: 

(i) !T!P十1::; !T!P+1 ::; . . . ::; /Tn!P+1. 
(ii) IT* IP+1三 IT*IP十1>.・之 !TriIP+1.

Theorem 4とTheoremBを比較してみると，ルthAluthge transformationと作用素の幕

乗はお互いに parallelな性質を持っているということが考えられる.一方?作用素の spectral

radius を求める公式として日~ IITnllと口 1'(T)は大変有名である.そこで?この結果と
n-今00

parallelな次の結果を得ることができた.

Theorem 5 ([Y3])・LetT εB(H)・Thenぷ忠IITnll= 1'(T)・

Theorem 5を示すために以下の Lemmaを用意しておく.

Lemma 6 ([Y3]). Fo1'αnα如問1nれ附t

!代(n一2k+ 1) ) 
(3.1) nDk口.ー

Then the followingαssertions hold: 

i号l

(i)乞(n-2k + l)nDk = 2n ， ωhe陀 [~]is 恥 lα1'gest intege1' satisfying [~] ::; ~ 
k=O 
(n… 2k + l)nDk 

(ii)点忠 つn =Ofor αIIμsitive intege1' k. 

Lemma 1 ([Y3]). Let T E B(H)αnd m = [~]. Then 

11勾I::; IITn十111事 IITn-111咳L・…11Tn-2k叶帰ι.'.IITn-2叫 1ifSF.

Lemma 8 ([Y3]). Let {αn}~=l beαsequence sαtisfying .lim an口 α，and fo1' eαch nαtU1'1αl 
n-+oo 

nurr巾 l'n， {cn，Ü~=l beαpositive sequence sαtisfying 

(3.2) Cn，l +・・・+Cn，k+・・・十Cn，nロ 1 fo1'αII natural問 mbe1'η

αnd lim Cn，k = 0 fo1' fixed k = 1 ， 2 ，・・・ • Then 
n-+oo 

h (cn，Iα1十一-十Cn，kαk十一-十Cn，nαn)= α. 
n-+oo司
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Proof of Theorem 5. m 口(おとする.すると Lemma7， Lemnia 6の(i)，そLて相加相乗

平均の関係より?次を得る.

r(T) = r(広)三 IITnll s; IIT刊 11ゆ IIT刊|咳1 ーIITnー2k十114k・・・IITn-2m十111ゆ

(n十l)nDoIlrnn+ll1---4-.-， (n-1)nD111rnn-'1 さ 2n ||Tn十111布十 2n 
||Tn-i|| 

(n -2k + l)nDk Ilrnn...，.2k+1 
十一・十

2n 
iiTn 肘 ll1n=府T

(n-2m十l)nD
十 .一

. . 十 2許~ ~Jn~m 1げl担IT守咋nレトトトい.ωωω叩一e鋤蜘ω一品命嶋鮒叩命"ωe綱.

一→r(T) as n→∞ 

ここで忠弘iiTn|lt=T(T)?Lemma6の (i)と(め， Lemma8を適用することによって証

明ができた. 口

4. RELATIONS BETWEEN THE ORDERS ITIP三IT*IPAND 11'IP"':l三ITlp"'-l

このセクションで、は7ある p>Oに対して?二つの作用素の順序 ITIP三IT*IPとITIP-l三

ITlp-lとの関係について述べる.これらの関係については，次の結果が有名である.

恥 oremC (ω[与け刊，9仏?叫附)

Then the follm匂初oingi伽7η~equα li必ti白eshold: 

(i) In case p E (0，1]. 11'IP+1之ITIP+1之1(1')*IP十1
(i p T P十ls ~-hyponormα~. 

(ii) In cαse p E [1，2]. 11'12三ITI2三1(1')*12(i.e.， l' is hyponormα~. 

なお， Theorem Cは最初に [1]でT口UITIをpolardecompositionとした場合にUが

unitaryの時に示され?続いて一般の場合が [9，14]で示された.なお， [9，14]ではTheorem
Cの更なる拡張が示されている.

ここでは， Theorem Cの逆の関係とも言える次の結果を示そう.

Theorem 9 ([Y2]). Let T be αn invertible operator. Then the followingαssertions hold: 

(i) For eαch p E [2，4]， 11'IP三ITIPens~附S ITlp-lミIT*IP-l.

(ii) For eαchp三4，I1'IP三ITIPensures ITI3主IT*13.

Theorem 9を示すために?次の作用素不等式を用意しておく.

Theorem D ([5， 11， 12， 13]). Let Aαnd B be positi間的関rtibleoperators. Then the 

followingαssertions hold: 

(i) A三B> 0 ensures (BザAPd)員三 Bl-tfor 1ミP三jM抗p>t三O
-t __ _ -t 包ニ主 。 ]。i)A三B> 0 ens附 s(Bす APB2")ドミ B2p-tfor ~三 p>t 三 O
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Proof of Theorem 9. T 口 U¥T¥;をTのpolardecompositionとする.すると， Tがinvertible

であることより ，Uは unitaryとなる.

Proof of (i). Theore皿 Dの (i)をITIP三¥TIP~こ適用すると?次の式を得る.

(例4μ叫1リ) (何|庁問T引|二乎芸乎判均町乏「ザ明i庁尚仰f到作伊併附IP戸仲門p仰m町'Pl門明1可|

2 1 
ここで、， (4.1)においてP1=一，t1=ーとおくことによって次を得る.

P P 

(ITI千ITI21TI手)p-1三ITIP-1.

そしてこれは次の式と開催である.

(ITI手 ITI~U*ITIUITI~ITI手)p-1 三 ITIP-1 .

また Uが凶taryより，U*ITlp-1U三ITIP-1.よって ITlp-1~ UITlp-1U* = ITヤ-1

Proof of (註).Theorem Dの(註)を|到P三ITIPに適用することによって， (i)と開様に示

すことができる. 口
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Powers of class 'lは(s， t) operators associated with 
generalized Aluthge transformation 

Masahiro Yanagida (Science University of Tokyo) 

Abstract 

This report is based on the following preprint: 

[Y] M.Yanagida， Pm仰向 of classω'A ( s， t) operatorsαssociαted with generalized 
Aluthge transformation， to appear in J. Inequal. Math. 

A bounded linear operator T on a Hilbert space is said to belo時 toclass wA(s， t) for 
。，~，.1!L

s， t > 0 if ITs，tl荷主 ITI2tand ITI2s三I(Ts，t)*1叶 thold， where九，tis the generalized 
Aluthge transformation of T口 UITI，that is，九t= ITlsUITlt. We show that if 
T belongs to class 叫 (s，t) for s， t E (0，1]， then rn belongs to cl制 ωA(f，t)for
every natural number n. 

11填序を保存する作用素不等式

以下，作用素とはとルベルト空間H上の有界線形作用素のことであり，英大文字で

表すものとする.また，作用素Tが正であるとは正定値，即ち (Tx，x)三ofor all x E H 
と定義し，T三0と表すものとする.更に，Tが可逆な正作用素であるとき，T>Oと表

すものとする.2つの自己共役作用素A，Bについて，A B 三0であるとき，A;:::Bと

表すものとする.

まず，非正規作用素の研究に非常に有用である，次の結果を紹介する.

1 

(1十r}q=p十Tp 

Theorem F (Furuta inequality [11]). 

q 

q=l 
IfA三B;::: 0， then for eαch rど0，

(B5APBE)i三(BEBPBE)i

(ii) (A~AP A~)~ 三 (A~BPA~)~ 

hold for pどOαndqミ1with (1十 γ)qとp十r.

、、，，
J
---A 
'''E
‘、

αηd 

FIGURE 1 

Theorem Fの(i)または(註)において γロ Oとおくことにより， Lowner削除inzの不等式

“A;:::B 三oensures AαどBα forαηuαε[0，1]"が導かれる.Theoreril Fの別証明は
[9][20]で与えられており，また[12]では1ページの証明が示されている.Theorem Fのパ
ラメータp，q，rの領域を表したのがFigure1であるが，この領域はbestpossibleであるこ

とがTanahashi[22]により示されている.
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2 p-Hyponorm凶作用素ヲ 10母hyponormal作用素の

Aluthge変換

正規作用素(宇中T*T口TT*)を含むクラスとして， hyponormal作用素(宇キT*T之

TTつがよく知られているが，これを拡張したものとして，次の作用素のクラスがある.

Definition. 

(i) T: p-hyponormal for p > 0宇中 (T*T)Pさ(TT*)P.

(ii) T : log-hyponormal宇中Tis invertible and log T*T三logTT*.

1-hyponormalはhyponorinalであることは明らかである.また，これらのクラスの包含

関係は次のようになる.

Proposition. 

(i) T: p-hyponormal =今T: q-hyponormal forαny q such that pとq> O. 

(ii) T:問的bleand pωhyponormαl for some p > 0弓 T: log-hyponormal. 

(i)は前述のLowner-Heinzの不等式から， (ii)はlogtが作用素単調関数であることから，

共に容易にホされる.吏に，任意のX>Oについて limよとI= logXが成り立つことか
p→十o P 

ら， log同hyponormalはp-hyponormalのp→十Oの場合であり，その意味で0-hyponormal 

と考えることができる.

ヒノレベルト空間 H上の有界線形作用素Tの極分解を T = UITIとするとき，7'

ITI~UITI~ を T の Aluthge 変換と呼ぶ (ITI = (T*T)~ とする). Aluthge変換の重要な性質
として，スベクトノレが変化しないニと，即ち任意のTについてσ(7')口σ(T)が成り立つ

ことが[4][7]で示されている (σ(T)はTのスベクトルを表すト
Aluthge [1]は， Theorem Fの応用として， p-hyponormal作用素のAluthge変換に関す
る次の結果を示した.このTheoremAから，0<p<1のとき， p-hyponormal作用素T

より，そのAlu吐1ge変換Tは狭いクラスに属することがわかる.

Theorem A ([1]). Let T口 UITIbe the polar decomposition ofαp-hyponormal operator 
for 0 < p < 1αnd U be unitαγμ Then 

(i) 7' = ITI~UITI~ is (p 十~) -hyponormal ザ O<p::;~.

(ii) 7' = ITI初ITI~ is hyponormalザi5p<1.

Aluthge変換7'=11廿UITI~ の自然な一般化として，え，t 江口 ITI8UITl t (8， t > 0)が考えら
れる.Tt，jzTであることは明らかである Huruya[16]， Yoshino [26]は， TheoremAの拡
張として，p-hyponormal作用素の一般化Aluthge変換に関する結果を示じた.Tanahashi 

[23]は，これと parallelな結果として， log-hyponormal作用素の一般化Aluthge変換に関

する結果を示した.

。。



3 Aluthge変換に関連した作用素のクラス

最近Aluthge-Wangは， Aluthge変換'I' ITI ~ UITI ~によって定義される次の作用素の
クラスを紹介し [4]，また，同値な条件として次の作用素不等式を示した(5].

Definition ([4][5]). 

f (IT*I~ITIIT*I~)~ 三 IT*I
T:叫 yponormalや中 ITI三ITI三I(T)*I{=今〈

lITI 之 (ITI~ IT*IITI~)~ ， 

where T is the Alu七hgetransformation of T. 

I七0(17]はw-hyponorrr叫の一般化として，一般化Alu七hge変換え，t= ITlsUITlt (8， t > 0) 
によって定義される次のクラスを紹介した.明らかにclassωA(討)は砂hyponormal作

用素のクラスである.

2
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where TL，t isもhegeneralized Aluthge transformation of T. For the sake of convenience， 
we call class wA(l， 1) class ~此 for short. 

一方， Furuta-Ito-Yamazaki [13]は次の“cl剖 sA"と呼ばれる作用素のクラスを導入し，
更にすべてのlog聞hyponormal作用素はclassAに属すること，すべてのclassA作用素は

paranormal (や中 IIT2xll三IITxll2for every unit vector x)であることを恭した.これは
Ando [6]による結果の別証明を与えている.

Definition ([13]). T E class A宇中 IT21三ITI2.

日ljii-D.Jung悶S.H.Lee聞は.Y.Lee-Nakamoto[10]は， class A，その一般化であるclassA(k) 

(体中 (T*ITI2kT)由主 ITI2for k > 0 [13])の吏なる一般化として，次の classA(s， t) 
(s，t>O)を紹介した.実際，各k>Oについてcl部 sA(k， 1)はclassA(k)と， cl剖 sA(l， 1) 

はclassAとそれぞれ一致している [25].

De抗出ion([10]). For s > 0 and t > 0， 

(i) T E cl剖 sA(s， t)令中 (IT*ltITI2SIT*lt)ホど IT*12t.

(ii) T E class AI(s， t)や吟TEcl凶 sA(s， t) and T is invertible. 

これらのクラスの包含関係について次が成り立つことが知られており，それらを図示し

たものがFigure2である.

Theorem B ([10][17][Y]). 

(i) class A(s， t) ;2 classωA(s， t)ヨclassAI(s， t) holds for each s > 0αndt> O. 
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(ii) T: p-hyponormal for some p > 0吟 T巴classω'A(s，t) forαII s > 0 and t > O. 

(iii) T: log-hyponormalφ TEclαss AI(が)for all s > 0 and t > o. 

(iv) class A(s， t1)♀class A(s， t2) holds for eαch 0 < t1 ::S t2・

(v) classω'A( s1， t1) c clαSS WA(S2' t2) holds for eαch 0 < 81 ::S 82αnd 0 < t1三t2・

，.v(8，t) 
(8， tL _ _-
class A(s， t) 

(削)Cf

(1，1) 

(き，!L_---〆'
claES A(~ ，~) 

(8， t) 

(8，t) 

(0，0) 

。

p 

FIGURE 2 
p 

4 非正規作用素のべき乗に関する結果

最近， p-hyponormal作用素， log-hyponormal作用素のべき乗に関する結果がAluthge-

Wang [2][3]によって示された.また，それらの拡張がFuru凶1t防a-帽，-Yi

Yam脳 a球.k王d[24]によつて示された.この話題に関しては前回の第8回関数空間セミナ}で

報告したので，ここでは省略する.

この研究の続きとして， Aluthge-Wang [5]は可逆なw-hyponormal作用素のべき乗に関

する次の結果を示した.最近Y.O.Kim[21]によって，このTheoremC.1の簡潔な思IJ証明

が与えられた.

Theorem C.l ([5]). Let T be αn invertible w-hyponormal operator. Then T2 is also 

ω胸hypono門ηαl.

nu 

句

E-h



ChcトHuruya-Y.O.Kim[8]は， Theorem C.1の仮定においてTの可逆性をより弱い条件

である N(T)口 {O}に壁き換えても同様の結論が導かれることを表す，次の結果を示した.

Theorem C.2 ([8]). Let T beα砂 hyponormaloperator with N(T) = {O}. Then T2 is 

also w-hyponormal. 

一方， Ito [18]は可逆なclassA作用素のべき乗に関する次の結果を示した.

Theorem C.3 ([18]). Let T beαn invertible clαss A operator. Then the followingαsser-

tions hold forαII positive integer n: 

(i) IT叶 11和三 ITnl2αndITペ2三ITn十1*1者i

(ii) IT可3三・・・三 IT21三ITI2αηdITア三 IT2*1 さ・・・ど ITn*I~.

(iii) IT刊さ ITnl2αndlT附 12之|TWiyi.e.p Tnαlso belongs to class A. 

Theorem C.1とTheoremC.3の(iii)の拡張として， Yamazaki [25]はclassAI(s， t)作用

素のべき乗に関する次の結果を示した.

Theorem C.4 ([25]). Let T be αclass AI(s， t) operator for s E (0，1]αnd t E (0，1]. 

ThenTπbelongs to AI( ~， ~) forαII positive integer n. 

実捺， Theorem Bの(i)(v)より classAI(a， a) c class AI(~ ， ~)が成り立つことから，
s=t口 i，n=2とおくことにより TheoremC.1が得られる.また， Theorem Bの(i)(v)
より classAI(士?と)c class AI(l， 1)が成り立つことから s口 t= 1とおくことにより
Theorem C.3の(iii)が得られる.

Yanagida [Y]は， class wA作用素のべき乗に関する次の結果を示した.

Theorem 1 ([Y]). Let T be αclassω'A operator. Then the followingαssertions hold for 

αII positive integer n: 

(i) IT叫|和三 ITnl2αndIT
附

12どIT
叶 1*1和.

(ii) ITnl~ 三・・・三 IT2 1 三 ITI2 αnd IT*1 2 三 IT2 *1 三・・・三 ITn*I~.

吏に， class wA(s， t)作用素のべき乗に関する次の結果を示した.

Theorem 2 ([Y]). Let. T be αclαssωA(s， t) oper，αtor for s ε(0，1]αnd t E (0，1]. Then 
Tn belongs tωO ω'A(~ι? と幻)for α J日1positive in叫tegerη 

Theorem Bの(ωiリ)より class~ωJJA(いs ， tの)ヨ cla邸ss AI(いs，tの)であることから， Theorem 1， Thか
orem 2はそれぞれTheoremC.3， Theorem C.4の拡張である.言い換えれば， Theorem 1， 

Theorem 2は，それぞれTheoremC.3， Theorem C.4がTの可逆性の仮定なしにclasswA

作用素， cl出 SωA(s，の作用素について成立することを示している.

Theorem 2の簡単な系として， Theorem C.2の拡張である次の結果が導かれる.

Corollary 3 ([Y]). Let T beα砂 hyponormal叩erator・ThenTn isαlso w-hyponormal 

for αII positive integer n. 

1
1品
1
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On some classes of operators by Fujii and N akamoto 
related to p-hyponormal and paranormal operators 

Masatoshi Ito 

Faculty of Science， Science University of Tokyo 

Abstract 

This report is based on七hefollowing paper: 

M.Ito， On some classes of operators by Fujiiαnd Nαkamoto related to p-hyponormalαnd 
pαranormal operators， Scie凶iaeMathematicae， 3 (2000)， 319-334. 

Recent1y， we introduced class A as a new class of operators in [14]. C1出sA is defined by 
an operator inequality， and a1so the definition of class A is similar to that of paranormality 
defined by a norm inequality. We showed that every 10εhyponormal operator be10ngs to 
class A and every class A operator is paranorma1 in [14]. As generalizations of class A 
and paranormality， class A(ωp，rけ.)was introduced i加n[伊開9叫]and abs叩olu凶lt加e令叫-べ(句p，r作.
introduced i泊n[21可].Moreover， Fujii-Nalωmo七o[10] introduced class F(p， r， q) and (p， r， q)側
paranorma1ity which are further generalizations of these classes. 
In this report， we obtain some inclusion re1ations among the families of class F(p， r， q) and 
(p， 1'， q)-paranorma1ity， and the result on powers of class F(p， 1'， q) operators 

1 Introduction 

ここではとルベノレト空間H上の有界線形作用素(以下、作用素と呼ぶ)について考える。作用素

Tがpositiveであるとはpositivedefinite、即ち (Tx，x)三Oおrall x εH と定義し、 T~O と表

す。また、 Tがpositiveかっinvertibleであるとき Tはstrictlypositiveであるといい、 T> 0と
表す。

Normal (T*T TTつを含む作用素の classとして hyponormal(T本T 三TTつや、その拡

張である p-hyponormal((T*T)P三 (TT*)Pfor・p> 0)， log-hyponormal (T is invertible and 
logT*T三logTTつがよく知られている。なお、 p-hyponormal for p > 0 =令 φhyponormalfor 
p三q>O、invertiblep-hyponormal for p > 0 =今log-hyponormalである。
最近、 この p-μ愉岨-1岨-1抑 O附 malや 10句gμg-h寸占匂h勾1巧仰3

V刊ec凶torx E H)の中間の作用素の clas路sとして、 classA (IT21 ~ ITI2 where ITI = (T*T)古)が
[14]で導入され、 10仔hyponormal=今classA口今paranormalであることが示された。 ClassAは

operator inequalityで定義されており、 norminequalityで定義されたparanormalのそれと非常に

よく似た形をしていることに注意する。また、 [14]ではclassA， paranormalの拡張に関しでも議
論がなされ、 p-hyponormalやlog-hyponormalとparanormalの関係に対する自然な解釈が与えら

れている。

更に、 classA， paranormalや [2][5][14]で定義された作用素の classの拡張として、次の作用素
のclassが導入された。

Definition ([9][21]). For each p > 0 αnd r > 0， 

d巴f っ
(1) T: class A(p， 7')件今 (IT*ITITI2PITザ)百三 IT*12T.

def 
T: class AI(p， 7')や坊 T俗的関rtibleand belongs to class A(p， r) 
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(2) T:αbsolute-(p， r)仰 ranormal主主 IIITIPIT*ITXI(三IIIT*ITXIIP+T
for every unitvector x E H. 

(1)は[9]で、 (2)は[21]でそれぞれ導入された。また、 cl剖 sA(l， l)=class A， absolute聞(1，1)-
paranormal=paranormalであり、 classA(p， r)， absolute“(p， r )-paranormalの包含関係に関する次
の結果が [9][21]で恭された。

Theorem A.1 ([9][21]). 

(i) T is log-hyponormal ijJ T belongs to class AI(p， r) for all p > 0 and r > 0 ijJ T is in問 rtible
αηdαbsol如u叫t白e-ヤ，r吟、
(iiリ)~庁fT belongs to class AI(po， ro) for po > 0 αnd ro > 0， then T belongs to class AI(p， r) for 
αny p 2:: po αnd r 2:: ro. 
(iii) If T is absolute-(po， ro)-pαranormal for po > 0 and ro > 0， then T is absolute-(p， r)“ 
pαranormal forαny p 2:: poαηdrどro・
(iv) If T belongs to class A(p， r) for p > 0 αnd r > 0， then T is absoluteヤ，r)-pαγαnormal. 

Theorem A.1の結果は次のFigure1のようにまとめることができる。このFigur・e1において、

class A(p， r)とabsolute聞(p，r)幽paranormalがlog-hyponormalを原点とする 2本の increasingline 
で表わされていることに注意する。
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FIGURE 1 

更に、 [10]でclassA(p， r)とabsoluteベp，r)“paranormalの更なる拡張が次のように された。

Definition ([10]). For eαch p > 0， r三Oαnd q > 0， 

def っ 1. ，_.， 2(p土工i
(1) T : class F(p， r， q) ぷ斗 (IT*nTI~PIT*nq三1T* I---=-q---
(ρ2)げT:(仇p払?川Tη川'川qω)目p附α貯T仰仰ormαdl A必丞 |伊11問伊i舟庁T守1阿l
for θ仰りery旬叩ηt“t7胤 torx ε H， ωhere T = UITI is the polar decomposition of '1¥ 
このとき、伽sF(p，r，中)口classA(p， r)である。また、次の Proposition1より (p，r，中)-
paranormal=absolute-(p， r)叩paranormalであることがわかる。
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Proposition 1. For each p > 0， r > 0 αnd q三1，αnoperator T is (p， r， q)-pαranormαlザαnd
onlyザ

IljTjPjTつ7kilt三IljT*庁xll

for every unit vector x E H. 

また、 [10]ではclassF(p， r， q)， (p， r， q)-paranormalの包含関係に関する次の結果が示されている。

Theorem A.2 ([10]). 

(i) Forαfixed k > 0， T is k-hyponormalザαndonlyザTbelongs to class F(2kp， 2kr， q) forαII 
p > 0， r三Oαnd q三1with (1十27・)qさ2(p+ r)， i.e.， T belongs to class F(p，r，q) for αII 
p> 0， rどOαndq之1with (k十r)q三p十r.
(ii) lf T belongs to class F(po， ro， qo) for po > 0， roさOαndqo > 0， then T belongs to class 
F(po， ro， q) forαny q三qo・
(iii) 1fT is (po， ro， qo)-pαranormal for po > 0，刊さOαnd qo > 0， then T is (po， ro， q)舗pαTαnormal
forαny q三qo・
(iv) lf T belongs to class F(p， r， q) f07" P > 0， r三0αndqさ1，then T is (p， 7"， q)-pαTαnormal. 

ここでは、 cl拙 sA(p， r)， absolute悶 (p，7・)-paranormalのmonotonicityに関する TheoremA.1と

対ー応したclassF(p， r， q)， (p， r， q)-paranormalのmonotonicityに関する結果について紹介する。

Main results 

[10]では、 classF(p， r， q)は次のTheoremFから派生した作用素のcl部 Sであることが指捕され

ている。

2 

(1十rtq=p十Tp Theorem F (Furuta inequality [11]). 

(A2APA5)}三(AEBPA2)t

hold for p三Oαnd qさ1with (1十r)q三p十れ
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FIGURE 2 

Theorem Fの(i)または (ii)でT口 Oとすると Lowner-Heinzの不等式吐 > B > 0 enSU7"es 
Aα 三βα forαnyαE[0，1]"を導く。 TheoremFの男IJ証は [3][16]、また、 1pageの儒潔な証明

が[12]で与えられている。 [17]ではFigure2で示されたp，q，rの領域がTheoremFに対してbest

possibleであることが示された。また、 TheoremFは次の形が本質となっていることがわかる。

(O，-r) 

Theorem FヘForA，B ~三 0 ， A 三 B~O ザ αnd onlyザ

holds f07"αIIp さlαndrどO.

-15-
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A，B>Oに対して、 10gA 2:: log Bを満たすorderのニとをchaoticorderと呼ぶ。 10g告が作用素
単調関数であることより、 chaoticorder はusualorder A 2:: Bより弱いorderである。
Theorem F'と対応した chaoticorderのcharacterizationとして次の TheoremB.1が知られて

いる。

Theorem B.1 ([4][6][13][18]). For A， B > 0， 10g A三10gBザαndonlyザ

(B~APB~)式F 三 Br holds forαIIp三Oαnd rどO.

さらに、 TheoremF'とTheoremB.1を補間する結果として、次のTheoremB.2がTheotemF'

より簡単に導かれる。

Theorem B.2 ([7][8]). For A， B三0，A<'三BOfor a fixed 0 > 0ザαndonlyザ

(B~APB~)持主 BHr holds forαIIpジ αndr三O.

Theorem B.2において0=1とすると TheoremF' 

を導く。また、 X>0に対して lim斗1= 10gXで
6→+0 

あることより、 TheoremB.2において6→+0とした
ものがTheoremB.1であると考えるニとができる。

また、布のFigure3はTheoremF'， Theorem B.2， 
Theorem B.1の関係を表わしたものである。

+r)q=p十 7・

FIGURE 3 

Section 1において、 c加 sF(p，r，中)口classA(p， r)であり、 ま杭た、 class AI恥(ω仇p払押w川，バr川rけ.う)μとa功伽bs加s叩仙O
(ωp，rけ.う)-幽?“
述ベた。よって、これらのことより classF(p， r， q)， (払 r，q)-paranorma1のmonotonicityを考える
際、パラメータ qをq立時と置き換えることが自然であると考えることができる。実際、 class

A(p， r)， abso1ute-(p， r)-paranormal (こ関する TheoremA.1と対応した結果として、 classF(p，，r，q)， 
(p，r，q)“paranorma1に関する次の結果を得た。

Proposition 2. For eαch 0 > 0 αnd ro > 0， T isふquαsihyponormα1(i.e.， o-hyponormα1 on 
R(T)) ifαnd only if T belongs to class F( 0， ro， 1)ザαndonlyザTis (0， ro， 1)-parαnormα1. 

Theorem 3. Let T beα仰 ssF(po， ro，射す)operator for po > 0，町三 Oαnd -ro < 0壬po
Then the followingαssertions hold: 

(i) T belongs to clαss F(po川撃誇)for αny rどro・
(ii) 1f T is invertil;le and 0 :::; 0三Po，then T belongs to class F(p， r，結)for叫陀 poand
Tどro・

Theorem 4. Let T b舵eα (伽向九w川ヲr川T町ro，問 )-p仰p
Then the follゐmωvzrη2gαssertionshold: 

(i) ト ro < 0ι壬p拘0，伽 T 日iおs(p拘九0仇川'
(仰i詰めi)庁抑O三υ仏6ム，th 叩 T is (p， ro， 鰐3) -m m n o m d fo T α η yp 三po 

p
n
u
 

τ
Eよ



(iii) 1f 0三o::; Po，内 nT is (p，r，結)仰ranormαlJor叫 P2: po and r 2: ro・

Theorem 3の(ii)，Theorem 4の(iii)においてそれぞれo=oとするζとにより、 TheoremA.1の
(ii)， (iii)を導く。また、 10念hyponormalはinvertibleふquasihyponormal(またはふhypbnormal)
において 6→+0としたものとみなせることより、これらの結果を Figure4のようにまとめるこ
とができる (Figure4において、 1< o < P; 1 < roく Tである)。

llOrIllaloid 

(p，r) 

FIGURE 4 6 

3 Powers of class F(p， T， q) operators 

p-Hyponormal operatorとlog也hyponormaloperatorのべき乗に関して次の結果が示されている。

Theorem C.1 ([1]). Let T beαρ.hyponormal叩erαtorfor 0 < P三1. Then Tn isι 
hyponormal for αII positive integer n. 

Theorem C.2 ([19]). Let T beαlog側hyponormaloperator. Then rn isαlso log幽hyponormal
forαII positive integer n. 

invertible c1ass A operatorのべき乗について示した [15]の結果の拡張として、 [20]では

class AI(p， r) operatorのべき乗に関する次の結果が示されている。

Theorem C.3 ([20]). Let T beαclass A1(p， r) operator for 0 < p ::; 1 and 0 . < r壬1.Then 
Tn belongs to class A1( ~， ~) forαII positi間的tegern. 

-17-



Theorem C.l， Theorem C.3において、 Tが属する作用素の classのパラメータp，rがTnではそ
れぞれt，tとなり、 TnはもとのTより 10含hyponormalに近い作用素の classに属していること
に注意する。ここでは、これらの結果を統一するものとして、 invertibleclass F(p， r， q) operator 
のべき乗に関する次の結果を得た。

Theorem 5. Let T be an invertible class F(p， r， q) operαtor for 0 < p ::; 1， 0 ::; r ::; 1αnd qさl
with rq三p十 T・ThenT

n belongs to class F(;;， ~， q) forαII positive integer η. 

Theorem 5においてq=l川口Oとすると (invertibleの場合の)Theorem C.lを、 q=貯とす

ると TheoremC.3をそれぞれ導く。
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FURUTA'S QUESTION ON  CHAOTIC ORDER 

ABSTRACT. The chaotic ord巴ramong positive invertibl巴operatorson乱Hilbertspace is introduced by 
logA主logB. Uchiyama's method bring日usthe Furuta inequ乱lityfor七hechaoもicorder fromむheFuruta 
inequality. Related七othis， Furuta posed the following question: For A， B > 0， A >> B if and only if 

Ar-t 三 {Aii(A-~BPAーを)"Aii}お苛年τ
holds for all p三1，7"三 t，s 2: 1 and t E [0，1]? Recently he gave a cou日terexampleもothe "only iP' parL. 
In七hisnote， we poinもoutthaもthecondition (Q) characterizes the operator order A三B.lvlo問over(Q) 
characteriz巴th巴spectralorder by extending the bounds of t. Finally we give an乱O'ermaもiv巴answ巴r1.0 
Furuta's question by exchanging the bounds of t and s such as t :S 0 aIld 1 :S s壬2.

MASATOSHI FUJII 

(Q) 

INTRODUCTION 

Throughout出isnote，号 capitallettermeans a (bounde社linear)operator on a Hilbert space H. An 

operator T is said to be positive， in symbol， T三oif (Tx，x)三ofor all x εH. In particlllar守 we
denote by A > 0 if A 2 0 is invertible. The order A 2 B for selfadjoint operators A and B is definecl by 
A-B 三O.The operaもormono七onicityof the logari七hmicfunction yie1ds the chao七icorder A >> B f01・
A，B > 0 by 10gA三10gB.
We now recall泣1eFuruta ineqllality [11] which is a beautiful and 1註storica1extension of the Lふ.:vner-
Heinz inequality. We call iも(FI)simply 

1. 

(1十T)q= P十 7・
p=q 

q=l p 

The Furuta inequality. 

IfA三Bさ0，七henfor each r 2 0， 

(B2APBE)t三(B5BPB5)t(i) 

and 

(Aii APAli)百三 (AiiBPAii)q 

-h 
+
b
 

・1v
 
宅、

司

2ム>一円Y4q n
 
a
 

nu 
>一P
 

V
L
 
.o 
，令ム，G
 
I
 
nu 
、，‘

)
 

---A 
・1(
 

q 

Fig'ure 

We refer [18] and [3] for mean theore七icproofs， and [12] for a one何pageproof of it. The bes七possibili七y
of出edomain drawn in the Figure is proved by Tar叫 ashi[22]. 
Onもheother hand， mo七ivatedby Ando [1]， the Furuta inequali七yfor the chaotic order was shown in 
[4] and [13]， cf.[6]，[7] and [28]， which is named (FC) in the be10w: 
If A>> B for A，B > 0， then 

(0，-1') 
(1十 r')qどp十7'.

Ar三(AをBPAli)泣言

ho1ds for al1 p， r・2o. 
Af仇もerwards民， Fun 

equ凶alit匂yand七d出heAndo但 iaione [2]. 

The grand Furuta inequality. 1f A.三B> 0， then fo7' each t E [0，1]， 
ム E 司ーt+1'

A1-t+r三{Aを(AーをBPAーを)5A!X}詐前字下

fwlds for all s 21， p三1αndr 2 t. 

1991 Mathematics Subject Classification. 47 A30 and 47 A63. 
Key w07"ds and phrases. Furuta inequality， Grand Furuta inequality， chaotic order and spectral order .. 
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We call it (GFI) sirnply and refer [8] for a mean theoretic approach anu [15J 1'01' a 0山由p叫(!p1'ollf 
Tanahashi [23] also proved the best possibility of the powe1' of (GFI) and its s心i川)!山

(26) and [10)ト. 

2. UCIIIYAMA'S fvJ[口、IIOD

Uchiyarna [25J poi川ed0叫もi川， (日)山plies(FC)by a ltlH1'V(!!OllS lt川 hυd.III FllI'lI t.;山 n'l'clll1>;11)('1' 
[17]， the heart of Uchiyam山 rnethodis山 p1'essecl.as 

(U) γ
i
 ↓
 

γ弘
司

げ
白
一

η

ハU

一
十

fo1' all X > O. We now rephrase Uchiyama's 1】roofof (FC) by using (U): Sllppose that log A三logβfor
A，B > 0 and P，1'三O.Then we have 

log A ~ n 1.  log B 
A" = 1十一一一一三 E"= 1十一一一… >0

fo1' sufficien七lylarge n. Assuming (FI) ， we have 

AJY刊さ (itJニB::リア)
Taking n→∞， it follows from (む)and A"→1 that 

A" 三 (A~BI' A~)誌へ

that is， (FC) is proved. 
Next we cite a proof of (GFI)吟 (FC)proved by Furuもa[17]， 1'01' cOllvenlellce. Also we s叩 p出日
that 10gA三logB for A， B > 0 and p， l' 2: O. We apply (GFI) to np， m・3s113 ttlain{131・}札口d
An三B"> 0， where A，，' and B" are as in above， narnely 

Alt-印日三 {J17(fi; を B;?A~ を ).4;1~" } 

Hence we have (FC) hy taking 'fi→∞. 

3_ FUn.UTA'S QUESTION 

Related to (GFI) and (FC)， Furutaposed the following qlleslioll 1'01' hilIlse!f alJolll 5 years ugu. 

Furuta's question. Fo'Z' A，B > 0， A>> Bザandonly 'if 

(Q) A，.-t 三 {A~(A-~BPAーを)"A~}ポ市字下

holds fo'[' all pさ1，l'主 t，S三1and t E [0， 1J? 

Si加t1C閃ei比t1'ollows 1'1'沿由οαrll(FC) t山ha叫t(Q)いi川】メ刈lie凶s正A>>s b切}ηyt.a札心此t札川比u此k仁ill似L広!， l = n ‘礼川II山l
i加nthe附θf巾iド刊ue出stio∞n.Recently Furuta hilI1se!f gave it a counler 巴Xellllple ill [17J. N<Ullely (q)is IllJt. 1 川 1 出:iill"¥ 
to the chaoもicorder A >>β. 011e can infer frorn readiltg between tlIe lillesthat tlre eXe:1ll1ple Wil!-l IJiIspt! 
on his tough work. As a matter of fact， i~ was given by A = eX allcl B = e¥'， wlwre 

)
 

-
Eみ{
 

X 口(;fi)礼nd Y = G二)
Then log A == X 三Y= 10gB auu 

(2) fll' -t ど {A.~ (fl-~ BPAーを )"A~} ポ市てお:

cloes 1l0t holcl for '['口 2，t == 1， S = 2 and ]J = '2. 
We now point outもhat(Q) characterizes the oper凶.ororder Aとβiりl'.4，β>  0. As山 .illl川河li;r!('
consequence， Furuta's qllestion is 1l0t true because the chaotic: order is exactlywe;:tker Lhall t.lw'ope)";l[Ul 
orcler. 
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ON A QUESTION， OF FURUTA ON CIIAOTIC OllDEIl 

Theorem 1. Fm' A， B > 0， A三Bザ品川10叫yifJQ) is saiisfied， i，e・2

A ，'-t 三 {A~(，.r 4B}J Aーを)勺1qポ市τ:て

/wlds jOT all 'jJ三 1，1・三 t，Sと1and t E [0，1]， 

(Q) 

Proof. First of all， we recall the followi刊 KaritOrovichtype opet以orineqllalit.y， Thcc川JlI (j' ill [5]， 
じI¥also[27] and [19]: If A三Cfor A， C > 0 and 0 < m :S A :S /11， tlten 

(M十 TIL)22
一一一一一一-A'"> C"， 
4111rn 

(K) 

Now we suppose that (Q) is satisfied and 0 < m:S A:S 111， If we take]J = t = 1 and/' = 2 iIl (QL't.hcn 
we have 

A 三 {A(A-~BA-~)りl)占 3

ぷ-一
2

A
吐B
 

i
可
-

A
H
A
 

''t
、
冷吐〉一

叶兵1
1
 
，h4
 

H
一
日

切
a
叩

午

'

十一

M

I
1
}
A
1
 

nμ

一

，，z
‘、同

(3) 

80 that 

(4) 

(111十 7IL)2i 会
(一一一)~さ AーさめI1
4M'I/t. 

by (K). He凶 eit ir叩 liestl叫

(5) 

for all s ;::: 1 and so 1 三 A-~BA-~ ， 01' equivalently Aとβ.
Conversely， if A三β，then (GFI)起aysthat fol' eadt t ε[0，1]， 

A 白 1-(+，'
A1 - t十 7・三 {.'1~(.'1ーを BP .'1ーを yA~ }TP'功台下

hol山 forall s三1，P之l加山三 t.8ince正迂=ε{和0，1刊]， th凶eLow川 -He山3
holds for all s 三1，pさ1and '/' ;::: t. 
80 the proof is cornpleもe.

Moreover we have the following extension of Theorern 1， whiclJ s町sthat. the bOlll1d8 01' 1 is ¥'<'l'y 
important in such discussion: 

Theorem 2. F01' eac!tα;::: 0 and .'1， B > 0， .'1"三β山，whel'e t!te cαseα口 omeans， log .-1三logs，ザ
and only if (Q) holds for' all p三α，l'さt，sと1and t ε[0，α]. 

Proof. The case α = 0 is just ens 町 ed by(FC). "F'or each α > 0， we can f，お制'0凶'ollowTheoωret 山 1 by r叫t
as A1ロ A

山 a似nぱdBJ之z之 B
臼

8iuce the selfa仰Jintoperators doe8ωt forrn a COJ印刷evector 1孔tticc，OIsOll [21] Îllt白川dll C( ~d e¥ Il川
br吋derar卸I訂Iωng 七he sel託f仏恥bμιa以〈ι;恥II凶Uope 悶 to 叫 b乃ywhi比C凶hi比tI 
Let Et (resp，凡)be the叩solutionof the ide凶 tyof .'1 (resp. B)， i:e.， 

;1= Itcl 
Then thぽe8叩pe伎配ctra叫aloωrde印r.'1 とB holds i社fEt ~三;F，司1'01' <札心tllt. He al80 [】roved: For positive operaturs .-1 illld 
B， A C::: B if and only if 

P
川，μ
 

JIt--一
一B
 

and 

A71 > H" for all ηεN. 

In addition， several凶 efulproperもiesof the spectral orcler are giv 
Anywayん， as a心onseqllenceof Theor悶巴rn2， we have the following characteriza.tion of the spec:t.ral ord(;[・
by virtue of 0180n'sもheorem:

Theorem 3. F01'.4， B > 0， A ~ご B ザ αnd onlyザfu'l'eachα> [)， (Q) Iwlt1.s for Itll ]! :三It， l'さ l，.'; > 
and t ε[0，α! 
In adclition， we have the following slight variant of Theorem 3: 
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Theorem 4. Fo'(".4， B > 0， AとBザαηdunly 'if (Q) holcls f()'{" a[[ ]J， I・三 tど1lL7I，rl s 2: 1‘ 

Proof. For the sake of compleもeness，we cite the proof. Suppose that (Q) holds for td11J， r三i三1<llld 
s 2: 1. We take p = t =ηand l' = 2n f01' a given n E N. Then， as in the proof of Theorelll 1， ¥Ve Iwγl! 

A" 2: {A"(A一号B71A一昔 )5Aつを 3

(A1T<十 Tn")2
三(A一吉B71Aーす)".

4l¥1I!Tn" 

so tl凶 (K)implies 

Therefore we have A九三 B"，wluch means that AとBby Olsoll's theorelll. 
The converse follows from Theorem 3. 

THE CHAO引 CORDER 

As stated in front of Theorem 2， we should pay our attention to the bounus 01' t， cf. [20J. So附 t山山Il'!
the case t :::; 0 and give an a悶rmative answer to Furuもa'squestioIl in sorne seuse. 
For the sake of convenience， we cite the following usefullemma dne to Furnta: 

4. 

Lemma F. For' A， B > 0 andαε Ja， 

(AB2A)α= AB(BA2B)山一1BA.， 

or' simlJly (X. X)白 =x本 (XXつ臼-1X I1町 inver'tibleX， 

Lemma. 11 A >> B 101' A， B > 0 and 0 :::; p :::;β 壬2])-t 1m' sume t :::; O. lhen 

(BtrA-tBtr)宇千三 (βし1-"ß~)許f(6) 

101' U < t. 

Proof. We fh叫 provethat 

Btr(BtrA-'''Btr)長~Btr:::; At 

fo1' P 2: 0 and 'U :::; t :::; 0， cf. [20]. Actllally it follows fro1Il Leml1la F and (FC') 1.¥1川

βtr(βtr A-u Btr)とをβ5

=iB-5(B5Ji-ttBE)FtB-5i-l 

=[A一昔(A一号BI'Aーを)芦しi一号r
=A昔(A一昔BPA-昔)長士A昔

=Aき(A一号BPAーを)戸t弓子A昔

<A号A-uHFA苦

=AI. 

(BtrA-tBtr)令千三 (BtrB-tr (β5A-uB5)FtB-5B5)幹子

= (Btr A-UB~)ドf.

By llsing this， we have 

Theorem 5. Fo1' A， B > 0， A>> β ザ ω~d only 'if 

Aγ-t 三 {A~(Aーを BPAーを )5 A~}ポ活字

ワ
U

丹

/ω

holds fo1' all p三0，1・三 0，Sモ[1，2]a叫 t:::; 0， 

(Q) 



ON A QUE8TION 01" J7URUTA ON CII.'¥OTIC OH.DEll 

Proof. SupposeもhatA>> B. ¥机 puもβ=(p-t)s十 tancl 'l1 = t -'[・ <t < 0 fOl・じonveniclI(:e.Then 
1 :s s :s 2 if and only if]J三s:s 21) -t and the conclusion (Q) is rephl'a5ed as fo11oW5: 

A-"" 三 {A午 (A-~Bl'Aーを)知A午}日:

for 0 :s ]J :sβ:S2p -t and 'lL :S t :S O. 
V/e now pl'ove it， which depcnds 011 t.he use of Lellllfla， LellllTl孔 FLlI'ice alld (FC): 

{A中 (A-~BI' Aーを)知A午}品工 {A一昔 B~(B~A-tB~)日β九一昔}品

:S {A一号β5(B5Ji-uD5)Ffβ5fi一号}ー

ニ {(A一号BJlA一号)bhlj戸た

口 (A一昔β1'A一号)戸七

くA-U

Conversely suppose that (Q) is satisfied. If we take t口 oand s = 1， then we have (FC). Sυ I.he pruof 
is complete. 

111 addition， Professor P山叫akinclly s刊 gested凶 a 1以印tむ山J
leacls us thぽefollowing pa似Lはra叫llelresult to Theor怠潤G飢m5:-

Theorem6. F01' A，β>  0， A 2 Bザandonly if 

A1十r-t さ {A~ (A-~ BJ'A寸)勺I5}rt者j卦下ハVW

holds 10'1'αIIp三1，'1'三0，s ε[1，2]αnd t三O.

Proof. The proof is quite similar to tha七ofTheorem 5. 

Suppose七haもA之B.We put s = (p-t)s十tand u = t -r・<t壬O.As in the proof ぱ Theorc~lll 5， 
1 :S s :S 2 if and only if p壬β三2]J-t and the conclusion (Q') is rephrased as follo¥Vs: 

A 1刊さ {A午 (A-~B]>A-き)何A午}抗

f01・1:S p :S s :S 2]) -t ancl 'lL :S t :S O. It is provecl by the us巴ofLenlllla， Lemma F t.wic:e aml th(‘Flll"tlt:a 
inequality: 

{A午 (A一切りiーを)知A午 }Hz{A一切を(Dh-tB5)知 β九一昔}抗

三{;1ーを β~ (βしC"B~)告-!i B~A一昔}長t

ニ{(.4一昔BI'A-を)Fhel}託す

ニ (A一切日一昔)日7

くA1-u.

COllversely suppose that (Q') is satisfied. If we take '[・ =tニ O礼lld11 = s = 1， I. ht~ll W(~ ha\"(~ .-¥三 n
80 the proof is complete. 
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Chaotic order and Furuta inequality 

Maebashi Ins七ituteof Technology 

Eizaburo Kamei 

1. Operator Chaos. For a positive invertible opretor A on a Hilber，t 

space， we regard log A as the operator chaos of A. The reason why， we can 
regard log A as the operator chaos， we must go back to the von Neumann 
entropy [16]‘Von Neumann had given the e山，'opyof a statistical operator 

(i.e. positive trace class operator) A which is corespondi時 toa quantum 

ensemble by 

S(A) = -trAlogA. 

As an extension of the， quantum entropy， Umegaki [21] had given吐le
relative entropy for statistical operators A and B， as follows: 

S(AIB) = trA(logA-IogB). 

This relative en位opyhas been an essential and fundamental concept 

in the operator algebra or information七heoryand extended by Araki， 
Uhlmann and etc. (cf.[22]). 
Moreover Nakamura and Umegaki [15]( cf. [22]) had shown the operator 

entropy is definable as follows: 

S(A) = -AlogA. 

In this formulation， Nakamura and Umegaki needed a hard work to show 
the operator concavity of this function， but very recently Furuもahasgiven 

a simple proof [8] about this. 

We had been searched the form of the relative operator entropy， and 
found the operator mean theory which is established by Kubo and Ando 

[14] being very useful for this purpose. Especially， the α同powermean Ua 
is essential and it is given as the follows: 

For positive opretors A and B on a Hilbert space 

A Ua B = A~(A-~BA-~)αAi?for αε[0，1]. 

The case where α 口~ is just the geometric mean. By using this α-

power mean， we can define the relative operator mean S(AIB) for positive 
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invertible operaもorsA and Bas follows [3]: 

同Aiαf-Aニ AiM

This is an operator version of Uhlmann's relative entropy [20]. The case 

where B = 1， we have the operator entropy S(AII)口 -AlogA.On the 
other hand， we have S(IIA) = 10g A and regardthis the operator chaos 
of A. The order 10g A 2: 10g B， we call chaotic order and denote A ~ B 
[4] . 

2. Chaotic Furuta Inequality. 

In the process of considering the Furuta type inequa1ity under the 

chaotic，order， we can obtain the next instrument [5]. This is an exten-
sion of Ando's exponential inequality [1] and we call this chaotic Fun 

inequality. 

Theorem A (Chaotic F町叫ainequality). Let A αnd B be positive 

invertible operators. Then the followingsα問 equzvαlent.

、、sa'''

・
守
Z
'
h

/
i
、、

A~B 

、、s
，J
・
咽
E
A
.，.みf1
1
 

A-r ~式FBP55I foT055Tαnd 0:; p 

、l，ノ
・
噌

a
A
4
1
 
.，Z
A
 

'
'
1
1
 

B-T tE手FAP ;EI foT052Tαηd 0:; p. 

We can generalize this as follows [12]: 

Theorem 1. Let A αnd B be positive invertible operators， then the 
followingsα問 equzvαlent.

(1) A >> B (i.e.log Aど10gB)

(2) A-r ~ 主P主十T BP 55 BS foT T 2E O md 0 55 6 52 p 

(3) B-T iEp土イトzTAP どAo for r?: 0 and 0:; d :; p 
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αηd 0:::; p -1'<γ:::;0 fo1' A-r ~.1.土工 BP :::; A'Y 
P十 T

(4) 

a.nd 0:::; p. -1'<γ:::;0 fo1' B-1・1ヰ AP:::三 B'Y
P十 7・

(5) 

The original form of the Furuta inequality is 3. Furuta inequality. 

the followi時 [6](cf.[7]). 

If A 2: Bど0，
then fo1' eαch l'ど 0，

(1十けq=p十T
~口q

q 

p 

(A5APA5)} ど (AfrBPA言)~

(B~AP B~)~ ど (B 吉BPB吉)~

αnd 

1 

。
holds fo1' p and q such thαtp どO

αnd q三1with 

(1十 7・)qとp十 1'.
Figure 1 

In七hisinequality， the case where l' = 0 is the Lowner-Heinz one. The 
best possibility of the domain for p， q and l' in the Figure 1 is proved by 
Tanahashi [17] 

-1' 

By the terms ofαωpower mean， we can give the Furuta inequality as 
follows ([2]，[6]，[7]，[11] etc.): If AどBど0，then 

B:::; B-1' t比 AP
p+r 

and A-γ iよね BP ::; A 
P十 7・

、、sa''

γ
E
-
A
 

f
I
、、

hold for p三1and r三O.

Moreover， we had given an another proof of the Furuta inequality by 

llSII 

IfAどB三0，then 

P
 A
 

山
一
日

J

長
引
材
一
u
 B
 
<一A
 
<一B
 
<一
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Satellite theorem of the Furuta inequality: 

AU ~lニ.!!. BP 



for all p ~ 1 and u :S o. 

Ucl咋ama[18] has pointed out that the chaotic Furr凶ainequality is 

obtained by only using the Furuta inequality. We explain about this 

according tωoF肌

lいn町γ 冗
J見(1+プーt=x(5) 

Suppose A ~ B， then 

log A '- T> " log B 
An = 1十一一三 Bn= 1 十一一.

η n 

For An ~ Bn三Oヲapplyingthe Furuta inequality we have 

.LトT

(AIB;;PAJ)廿<.4.γη7ラ

and (4) is shown as n -→∞. 

4. Chaotic order and Furu土ainequality. 1n this section， we show 
the convel'se of the above point.ed out byじchiyan凶 [18].Namely， the 
chaotic Furuta inequality implies the Furuta one. First of all， we point 
out the followillg which is the case where d = 1 in Theorem 1， but the 
satellite Theorem shows the difference of the chaotic order ~ and the 

usual order > clearlv. 

Theorem 2. 1fA>> B for A， B > 0， then 

、‘，E
，z'

Y
E
A
 

す
2

・4
，Fee-
、、

A-T ~ょネι BP :S B αnd A 三B-7・iょ.:l:.!::.AP 
P十 p十T

hold for all p ~ 1αnd 7・2三o.

The equivalellce of the chaotic Furuta inequality and the Furuta one is 

ShOWll as follows [13]: 

Theorem 3. The followingsα問 equivalent.

(i) 1f A三B> 0， then (I) holds for p三1αndr主o.
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(ii) I f A >> B for A， B > 0， then (II) holds for p三1andγ三O.

5. Application. Very recently， Uchiyama[19] has shown the following 
result which is an at七emptto extend the Furu七ainequality. 

Uchiyama's result. Let Aラ Bαnd Cbe positive inve吋ibleoperators. 

If A:S B !λ 0， then fort 2: s 2: 0αnd rどO

A~(BS ¥7>. OS)A~ :S {A~(Bt \7入 Ct)A~}$.

Here B !λ C and B ¥7入 Care the harmonic mean and the arithmetic 

operator mean respectively [14] which are defined as follows: 

For入ε[0う1]，

B !>. C = (入B-1+ (1一入)C-1)-1 B¥7入C=入B+(1一入)c.

The following results are shown in [10]， but in this note， we see them 
from a little different view point. 

Theorem 4. Let A，β， C>  O. IfA<<β!λ C， then 

At<< Btマ入ct(01' A ~ (Bt ¥7λCt)t) 

forαII t > O. 
Applying Theorem 1 to this results， we can obtain the next theorem. 

Theorem 5. Lei A， B， C>  O. 

If At<< Btマ入Ctfor αllt~s 主 Oαndt > 0， then 

(BS ¥7>. CS) :S A-r ~写本!. (Bt マλCt). 
E斗伊T

Proof. We have only use Theorem 1 (3) and (*) for A << (BtマλCt)t.
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Weak projections on Unital Commutative C*-Algebras 

Keiji Izuchi (Niigata University) 

I七alkabout my paper wi七hSergio Canoy Jr. and Go Hirasawa in the same title which 
appeared in Niho山 iMath. J. 10(1999)， 157叩164.The following is the introdu巾 nof 
our paper. 

Let D. be a compact Hausdorff space and let C(D.) be the space of complex valued 

co凶 nuousfuncもionson D.. Withもhesupremum norm， C(D.) is a u出 alcommutative C.-

algebra. Let S be a unital C日出algebraof C(D.). A bounded linear operator P on C(D.) 

is called a projeclion onto S if Ph 口 hfor every h E S and the range of P equals to 

S. A bounded linear operator Q on C(D.) is called a weak projection for S if Qh = h for 

every h εS. If P is a projection onもoS， then P is a weak projection for S. Converse 
of this assertion is noももrue.A counterexample is S口{JE C([O， 1]}; J(1/3)口f(x)for 
1/3 :s x :s 2/3}. For a unital C.-subalgebra S of C(D.)， there may noもexista weak 
projection for S. Our problem in this paper is to find which conditions on S there exists 

a weak projection for S. 

A motivation of this study comes from Korovkin type approximation theorems. A subset 

E of C(D.) is called a [(orol必托 setif for every sequence of bounded linear operators {丸}n
on C(D.) such that IITnll :s 1 for every n and Tnh→h for each h εE， it holds TnJ→f 
for every f E C(D.). Korovkin 間(自問 also[6]) proved七hat{1，x，x2} is a Korovl叩 setof 
C([O， 1]). There are ma可 researcheson Korovkin type approximationぬeorems，see [1， 3， 

5]. 
By the definiもions，if S is a unital C.-subalgebra of C(D.) and S is a Korovkin set， then 
there are no weak projections Q for S such that Q ヂI回 dIIQII = 1. 
Let S be a unital C*-subalgebra.of C(D.). For x E D.， puも

E(x) = {νε D.; f(y)口 J(x)for every f E S}. 

Then E(x) is a closed subset of D.， and it holds E(x)口 E(y)or E(x) n E(y)口 o.We call 
もhefamily {E( x)} xeu the Shilov decomposition for S. We have the following proposition. 

Proposition. Let S beαunitα1 C. -subalgebra of C(D.)α吋 let{E(x)}xeu be th~ Shilov 

decomposition for S. Assume that there exist a non嶋emptyopeη subset U of D. and a 

continuous mαp <p fTOm U to D. such that 

i) <p(x) E E(x) for x E U， 

ii) <p( x)ヂxfor x εU. 

Then there existsα四 αkprojeclion Q for S such that Q ヂ1and IIQII = 1. 

Proof Let <p be a continuous map satisfying i)叩 dii). We shall prove the existence of a 

weak projection Q for S with Q ヂ1and IIQII = 1. Take a point Xo in U and a continuous 
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function ψon 11 such that 0 :::;ψ 壬10n.11，

)
 

1
i
 

，，E
‘、

ψ= 0 on n ¥U and ψ(x日)口1.

We define an operator Q on C(11) as 

(2) (Qg)(x) =ψ(x)g(cp(x)) + (1 -ψ(x))g(x) for 9 E C(11)， x εQ 

Then it is not difficult to see that Q is a bourided linear op巴ratoron C(11) with IIQII == 1. 
Let h εS. Then by i)， h(cp(x)) =: h(x) for x εU. Hence by (2)， (Qh)(x) = h(x) for x εU. 
For xモQ¥U， by (1) we have ψ(x) = 0， so that (Qh)(x)口 h(x).Thus we get Qh = h for 

h E S. 

Since Xoε U， by ii) we have cp(xo)手xo，so that there exists goεC(11) such that 
go(ψ(Xo))ヂgo(xo). Hence by (1) and (2)， (Qgo)(xo)ヂgo(Xo). Therefore Q is a weak 
projection for S with Q =f. 1 and 11911口1.

We conjecture that the converse of Proposition is a品rmative.

Conjecture. Let S be a unital C*-sゆalgebraof C(11) a吋 let{E(X)}XEO be the Shilov 

decomposition for S. If there exists a weak projection Q for S such that Q f. 1 and 
IIQII = 1， then there exist a non-empty open subset U of 11 and a continuous map cp from 
U to n such. that 

i)ψ(X)εE(x) for x E U， 

ii) cp(x)ヂxfor x E U. 

In the next section， we study this conjecture under some additional conditions. 

2. Weak projections 

In this section， we shall prove the folIowing theorem. 

Theorem 1. Let S be a間 italC*-subalgebra oJ C(11) and let {E(X)}:rEI1 be the Shilov 

decomposition Jor S. Suppose that E (x) is日 countableset for e問叩zε11. lJ there exists 
a weαk projedion Q for S such that 9 f. 1 and IIQII = 1，then there exist a non-er叩 ty
open subset U oJ n αnd a continuous map cp from U to 11 such that 

i) cp(x) E E(x) Jor x E U， 

ii) cp(x)ヂxJor x E U. 

For a subset E of r， we denote by int E the .interior of E. To prove Theorem L we use 
the following theorem. 

Theorem 2. Let n and r be compact Hausdorff spaces. Suppose thαtμ町 Z εr， isα 
positive Borel meαsure on n such that sup Uぱn);xE r} <∞， μx has αn atom Jor e町 ry
x E r， a叫んJdfLx is continuous πz εr  for e世eryJ E C(11). Then there existsα 
continuous map tp Jrom some 仰 n-emptyopen subsel U oJr io 11 such thai fLx({CP(X)}) > 0 
Jor every xεU. 
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(実例にみる可測ノルムとその周辺の条件)
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1 導入

無限次元空間上の測度論は1950年代のProkhorov、Sazonov、Minlos等の仕事([14，15，
12])により独立した研究分野として確立された。この分野のことを簡単に蓄えば、 f有

限次元空間で有効なLebesgue棚震は、無限次元空調上では存在しない。無限次元空間

上にLebesgue測度にできるだけ近い性質をもった測度をつくることが究極の目的であ

る。j ということになるだろう。しかし、無限次元という性質上、有限測度が主な研究

対象となる。(もちろん、無限測度に関する研究もあるが([18])0)そこで、中心的な役
割iを果たす、目標とする測度は、 Lebesgue測度そのものではなく、 Gauss確率測度に
なる。 Gauss測度は、有限次元空間での定義をそのまま無限次元日ilbert空間上におい

ても拡張して定義できるが、実は、これはシリンダー測度であって、小加法性を満た

す通常の調，~度になっていない。従って、この Gauss シリンダー測度がどのような条件

のもとで測度に拡張可能になるかが、重要な問題となる。 1962年、 Gross([5])が可測

ノルムという概念を導入した。これは Gauss シリンダー調，~度を測度に拡張するための

条件である。 1971年、 Dudley-Feldma止 LeCamら([3])が更に広い範闘でのシリンダー

担g度について測度化可能となる必要十分条件として可測ノルムを定義した。この2つ
の概念は極めて近いが微妙に異なる。このことについて、 Badrikian-Chevet([l])がす

べてのシリンダー測度について同値ではないかという Conjectureを提示した。これは

1984年、 M間 da([8])により、否定的に解決されている。この2つの可測ノルムの周辺

には複数の条件がある。この論文の中では、 6つの条件について調べる。
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2 準備

この論文では、 XをBanach空間、 X'をXの位相的双対空間とし、(.，・)を X'~ X 

のnaturalpairingとする。また、 β(X)をX上のBorel炉 algebraとする。 Hを実可
分Hilbert空間、<'，' >をH上の内積、 FD(H)をHの有鍛次元部分空間全体、 Fを
H上の有限次元部分空開への直交射影の全体とする。また、 Iで恒等写像を表すこと

にする。

Zが、 CbC2ド..，ιE  X'， D E B(Rn)に対して、次のように表されるとき、シリン
ダー集合という。

Z口 {xεX;((6， x)， (6， x)ド・・ ，(cn，x))ED}

6，C2，...，Cnを闘定したときのシリンダー集合全体、冗6.6.・・・ふはo--algebraになるが、
シリンダー集合全体、 b冗はσ-algebraになるとは限らない。

また、 Hilbert空間上のシリンダー集合は、直交射影を使って次のように表すことが

できる。

Z口 {xE HjPx E F} (P E :F， F E B(PH)) 

次にシリンダー測度を定義する。

定義 2.1(シリンダー漉j度)冗上に定義された関数 μが次の条件を満たすとき、シリ

ンダー測度であるという。

( i )μ:冗ー→伊，1]

(立)μの冗6.6…

次にHilbert空間上で重要な役割を果たすGaussシリンダー測度を定義する。

定義 2.2(Gaussシリンダー測度)集合関数γ:冗→ [0，1]が次のような形で表され

るとき、 G側 88シリンダー測度であるという。

n Ixl2 

γ(Z) = (古口) '-e 2. dx 
/ z，7f' J t' 

ただし、 Z= {x E H; Px E F}、n= dimPH、dxはPH上の Lebe8gue測度とする。

次に、この論文の主題である可測ノルムの定義をする。

定義 2.3(Grossの可測ノルム)任意のε>0に対して、ある GE FD(H)が存在し

て、 Fl.GとなるどんなFε FD(H)に対しても、
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μ({Ne n F+ Fム})ど 1-ε

が成り立っとき、|ト 11は伊可測 (Gross)であるという。

ただし、凡な {XE H; IIxlI ::;e}， FよはFの直交補空間とする。

無根次元Hilbert空間上では、 Gaussシリンダー測度γは可算加法的測度ではない。そ

こで、初めの位相よりも弱い位相を導入する新しいノルムを考え、これに関する完備

化空間の中ではじめの空間上のシリンダー測度を埋め込み写像による像測度として考

える。これが可算加法的となるための十分条件を求めたのが、 L.Grossである。

Gro8sが可測ノルムを定義した後、 Dudley-Feldman-LeCamが別の可測ノルムを定義

した。この可測ノルムはシリンダー測度を可算加法的測度に拡張するための必要十分

条件となるものである。

定義 2.4(D.F.Lの司斑iノルム)任意のε>0に対して、ある G巴FD(H)が存在し
て、 FよGとなるどんなFE FD(H)に対しでも、

μ({PF(Ne) + Fよ})三 1-ε

が成り立っとき、 11. 11は伊可測 (D.F.L)であるという。

ただし、 PFはHからFへの直交射影とする。

したがって、 2つの可測ノルムの条件を比較すると、 D.F.Lの可測ノルムの条件より

もGrossの可測ノノレムの条件の方が強い条件であることが分かる。

3 胃濃~Jノルムを散り臨む条件とその関保

ここでは、 Grossの可測ノルムの条件、 D.F.Lの可測ノノレムの条件を取り閤む条件と

その関係を紹介する。

定理 3.1Hを実可分ヒノレベルト空間、 μをH上のシリンダー測度、 11・11をH上で定義

されたノルム、 Bを11. 11に関する Hの完備化とする。このとき、次のが)からいのに

対して、 (i)吟 (ii)吟 (iii)吟(ぬ)=? (υ)仲 (vi)が成り立つ。
(i) 1に強収束するFの任意の列Pn7J号、任意のε>0に対して、

zzg∞μ({X E Hj IIPnx -PmxlI >ε}) = 0 
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を満たす。

(ii) 11・11はr可測 (Gross)である。

(iii) 1に強収束する増加列PnE:Fで、任意のε>0に対して、

nlE9∞μ({XをHjIIPnX -PmxlI >ε}) = 0 

を満たすものが存在する。

(初)1に強収束する増加列凡 E:Fで、

J句DB1μ({XE Hj sup IIPkxl! > N}) = 0 

一

∞ 1くkく叫

を満たすものが存在する。

(v) 1¥. 1¥はμ-可測 (D.F.L)である。

(vi) i(μ)は測度に拡張できる。

ただし、 iはHからBへの埋め込み写像で、 i(μ)ロ μoi-1とする。

4 f2空関上のいくつかの鋼

ここでは、 Hilbert空聞を具体的なP空間とし、具体的にシリンダ}測度とノノレムを

構成して、定理3.1の条件との関係を調べる。
([2)*を弱位相σ(([2)*，[2)をもったFの代数的双対空間とし、 Zを{en}n=1.2・"を含む
Pの代数的基とする。ただし、九=(0，0ぃ.;0，1，0，...)とする。('，・)を(l2)*とPの
natural pairingとする。 n番目

測度の構成

(f2)*上に次のようなα，bをとり、これに対し、 Dirac誤u度Oa，Obを考える。それから導
入されるP上のシリンダー測度をJLa，仰とする。

αE ([2)* S.t (α， en) = 1， n = 1，丸... 
b ε ([2)本 s.t(α?九)= n， n = 1，2，.・・

(α， ea)ロ 0，ea E I¥{en}間1.2
(α，ea)ロ 0，ea E I¥{en}n=以・・

μa({X E [2; (< 6，x >，くと2ヲX>，・ー，<Cn，X >) E D}) 
=Oα({X E ([2)*; ((6， x)， (6， x)，... ，(ι，X)) E D}) 

μb({X巴[2;(<Cl，X >，くと2，忽>ド・・，<Cn，X >)εD}) 
=Ob({X E ([2)*; ((6，x)，(6，x)ド・・，(ι，x))ED}) 

ただし、 cu6，...，ιεP，D εB(Rn)とする。
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ノルムの構成
まず、 open，convex，absorbing，circledな集合、 U1，U2，U3を次のように定義する。

非負実数列{sn}，{λn}を次のように定める。 {sn}は正の実数列で単調増加で、

sn→∞ (n→∞)とし、{入π}は入2mコ O、入2m-l> 0で、{入2m-l}は単調増加列で、
入2m-l→∞ (m→∞)とする。

r1を{土sn(el+ e2 +...十九);n= 1，2，...}のconvexhull、
r2を{士λn(el+ e2十...十九);n=1，2ドー}のconvexhtill、
r3を{土入n(el+ 2e2十一・十nen);n= 1，2，...}のconvexhull 

とし山上の関単位球開集合…一品今川とし

U1 = r1十Bl'U2 =九十BbU3=九十B2 とする。
このとき、 U1， U2 ， U3 ， B2のgaugeとして、 11.111 ， 11. 112ペト 113， 11.114を定義する。

このように定義した測度とノルムに関して、得られた結果を定理として紹介する。

定理 4.111.112は千百I測で、はない。

定理 4.211・113は仰について(iii)を満たす。

定理 4.311・114はμb-可測 (D.F.L)ではない。

定理 4.411 .111はんについて(iii)を満たす。

定理 4.511.113と11.114はんについて(iii)を満たす。

11 . 111が7“可測になるのか、ならないのか、また、 11・113，11. 114がGrossの意味でん“可

測になるのか、ならないのか等を考えることが、今後の課題である。
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Quasi聞阻ormsfor doublesequences 

(準ノルムの入ったニ量級数の空間について)
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Abstract 

The purpose ofもhisnote isもocharacterize quasi-norms which are distinct weak [P同norms
for a double sequ巴nce:In fact we tan give some bound of the ratio of a weak lP四nor・mancl 
a successive weak [P-norm for any double sequences. 

1 はじめに

L2(R)で、正規建交のウェイヴレット基庇を{ゆo，khEZU {ψj，df::~O ，kEZ とする.このとき関数
.f E .i2(R)の展開(ウェイヴレット展開)を

f = 2:Co，k何十Lb dj，k1f;j，k 
kEZ j20kEZ 

とする.ただし

ゆo，dx)口利z-k)? ゆIj，k(X)= 2jj2ゆ(2jx-k)， 

CO，kロ(1，ゆO，k)， dj，k = (1，ゆ'j，k)'

また，ゆをスケーリング関数，ψをウェイヴレット関数とよぷ.
ウェイヴレットには何種類もありそれぞれ特徴を持っている.特にドーベシィのウェイヴレッ
トは次のような性質を持つ:

性質1.1

( i) {ゆO，klψj，kI j三O，kE Z}はL2(R)の正規直交基底

(ii)仇ψはコンパクトサポートを持つ.

。iりやyψ はm田微分可能な関数.
(iゆi= 0，1，2，・ー，m ~之対して

にXZψ(x)dx=0 
多次光の場合， 1次元ウェイヴレットのテンソル積を用いて表す ([1]): 

(421i=れ，2d-1?kεzd)?K1(K13 ん)

lueno@irnsお.tohoku.ac.jp 
2 tokuyarna@dais.is.tohoku.ac.jp 
30krna七@rnath.is.七ohoku.ac.jp
4Ka七ahira2即1-1，Aoba-ku， Sendai 980・・8577，Japan 
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。jL)(29ド ctj，1(州
例えば2次元 (d= 2)のときは

ゅjilm)(川)ニ丸町(州，m(Y)，

41m)(川)=ゆj，1(州 ，m(Y)，引い)(川)=ゆ'j，l(吋砂川
となり?それぞれL2(R2)の正規直交基底である.

ベゾフノルムとウェイヴレット展開係数の関係について次の定理が知られている:

定理1.1([2])正規直交ウェイヴレット必雌質1.1を満たし2その mが十分対比する

41:(f，d)3i=01 Jd-L j=O?は ， k E Zdであるとき，s > d(l/p -1)+に対して

11片(早川
が成立する.

我々は上の定理のようにウヱイヴレット展開係数の評価により元の関数の特徴を得られると

いう事実に注目し?二重数列を評価するために弱J久ノルムの概念を導入し?そのノルムの違いを
評倍した.

弱lP嗣ノルムの定義とその性質

pど1とし，a= (αk)忠1を数列とする.また?α3はいnた1= {αけたl'1αil三la21~ ...を
満たす aの大きい}I肢にとった再記列とする.このとき離散版ローレンツノルムは

2 

l:Sq<∞ {~(が/'la.l)' ~ } 1/' 

sup k1/PJakJ， 
k 

lal;，q二(2.1) 

q=∞7 

で与えられる.このノルムは l:Sq:Sp<∞のときノルムになり，q> pのときは準ノルムであ
ることが知られている (cf.向).今，Ial;，∞を lalwlPで表し弱 P輔ノルムとよぶ.
また?αγ=2:7=11α:11んとすると離樹被カjレデロンノルムは

l:Sq<∞ (2(が/'lak'lnt'
*
 
*ιA山α
 

pe 
，rr 
唱
ヨ
ム

ιh p
 

u
k
 

cu 

lalp，q= (2.2) 

q=∞， 

で与ーえられる.(2.2)はq>pのときもノルムになる (cf:[3];[6]). 
(2.1)， (2.2)が同値であることを示すために次の定理を用いる.

o < () < 1， 1 :s q <∞に対して定瑠 2.1(離散版ハーヂィ不等式cf.[3])

2(ro計)¥:C1培(i叫
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Q
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が成立し，q=∞に対して

が成立する.ただし，C1，C2は8，qに無関係の定数である.

上の定理から次の命題がわかる.

命盟 2.11 < p <∞， 1:::; qざ∞に対してノルム (2.1)，(2.2)は同値である.すなわち

lal~.q :::; lalp，q三C3_ P 1 lal~.a 
Y吋 F円 p-l' 'I'，y 

注意 2.1定理 2.1，命題 2.1は[3]の離散版である (qロ∞のとき cf.[6]). 

今p>Oとし， b = (bk)k=lを数列とすると，次の(i)， (ii)は伺植である ([5]): 

た=1，2，...η? (i) (子)1~bれ(手r/p

2，... ， n} 三 l~:J 別院j八凶作Ilbkl>い
ただし， ltJはm さt< m十 lを満たす整数 m である.この間{直は n=∞でも成立し，C'5とし
て IblwlPを取れる.これを用いると次の評価が得られる.

補題 2.1p> 0に対して

IblwlP :::; IbllPざ(1+ logn)l/PlblwIP 

が成立する.左側の等号はp=∞のときである.

璃lP-ノルムは lP-ノルムより弱いノルムである.吏に補題2.1の一般化が次の命題である.

命題 2.21 :::; p， qざ∞に対して

Ibl;，qざ(1+1ogn)山 Iblwlp

p<q 

が成立し，p< q， pどqのときそれぞれ

(ib|Wldibib 

IblwlP三Ibl;，q， p 2::q， 

が成立する.ただし， C6はp，qに無関係の定数である，

二重数列に対する弱lP岡ノルムの定義3 

A= {αi，j)r壬'i:;:;m，l:;:;j:;:;nを二重数列とする.Aに対して璃lP句ノルムを次のように定義する.

思議 3.1a-;;は {α-;;h:;:;k:;:;mn= {αi，jh:;:;i壬m，l:;:;j:;:;n，Iα?i2514I21・・・を満たす A の大きいJII買に
とった再配列とする，このとき準ノルムをそれぞれ
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(ii) IAhlllP = SUp k1/Platl， 

と定義する.(i)を逐次璃 lP-ノルムJ(ii)を璃 lP-ノルムとよぶ.

我々は定義 3.1の(i )， (ii)で定まる 2つの準ノルムの関係を調べた.まず最初に具体例によ
る2つの準ノルムの関係を述べる.

例 3.1

(i) B コ (bi ，jh~i必n を二重数列とし bi ，j = l/ijを満たすとする.このとき Bの逐次弱11_ノ
jレムと弱 [1_ノルムはそれぞれ

IIBllwll = 1， 

i悶問B剖IWi1何 logn 

従つて η→∞のときの IIBII防干WIμlの増大オ一ダ一はi開Blw引仰lμlの増大オ一ダ一より小さしい>

(い11リ)Cは次の条件を満たす二重数列とする&: 

1 2 3 .. . た十 1 η 

1 1 2-
1 2-2 2-k .. . 2-n十1

2 2-1 2-2 

3 2-2 

4 
2-2 

C= 

2k 2-k 

O 
m 

このとき Cの逐次弱[1-ノルムと弱 [1_ノルムはそれぞれ

IICIIW[1ロ min{llog2mJ，η}， 

IClwp ~ m咋-シ-ゐ}
従って m川→∞のときの IICIIWi1の増大オーダーは IClwllの増大オーダーより大きい.

(iii) D = (di ，jh~i~m ，l~j~n を二重数列とし di，j = 1/(ma.x(i，j))2を満たすとする. このとき
IIDllwp = IDlwi1コ1.

4 得られた評価

例 3.1のように二重数列に対して一般に逐次弱件ノルムと弱[P-ノルムの大小についての同値

関係は定まらないが?これらの鰐には次のような関係がある.

定理 4.1p> 0に対して

((1 + logm)八n)-l/PilAllwIP~ IAlwlP ~ (1十log吋山IIAllwlP

が成立する.

qο 4
 



注意 4.1補題 2.1によっても IIAllwlPとIAlwlPの関係を導くことができる:

( H A l l wl 壬山…(仏糾山M一1+山山十刊州10
IA判Iv同抑加予W例v引仰fぺ巾l伊P壬(ρ1+10匂οogm)l/ν/P(ο1 十log η吋)1/印PIIAllwl伊p.

しかし?定理 4.1の評{伺罰のほうがより良い評価である.

また?一般に二重数列ノルム(行列ノルム): 

IAIベ主主iαi3lP)P
はフピニの定理により Aと"l，4のこ霊数列ノルムは等しくなる.しかし一般に逐次弱[P-ノルムで

は等しくなく?次のような関係ある.

定理 4;2p> 0に対して

IIAllwlPざ(210g2m)I/PII"l，4llwIP 

が成立する.

つまり?逐次弱lP判ノルムは Aの成分の大きさだけでなくその配列の仕方にも関係することが
言える.

5 ニ変数関数に対する弱lP田ノルムについて

ニ重数31Uに対して定理4.1のような評価が得られたが?連続版として二変数関数に対しでも開

様に二種類の弱lP-ノルムを定義し，考察した.
Rにおけるルベーグ測度を m とし，関数fを ACR上で定義された可澱関数とする.各 f
に対して分布関数μfを

μJ(入)= m{xεA Ilf(x)1 >入}， 入ど Oぅ

と定義し，fの再配列を

1* (t) = inf{入|μJ(入)壬t}， tど0，

とする.このとき fの弱lP-ノルムは

で与えられる (cf.[7]). 

IflwlP = Slipt1/P 1*(t) 
t>O 

注意 5.1IflwlPは離散版何様，ローレンツノルムの q=∞の場合(マルチンキーヴィッツノル
ム)である (cf.[7]). 

定義 5.1R2におけるルベーグ測度を m2としp関数 gを BC R2上で定義された可制関数と
する.各 gに対して分布関数μ2を

μ2(入)= m2{(x，y) E B Ilg(x，y)1 >入}， 入ど 0，

と定義し，gの再配列を

g犬(t)ロ inf{入|μ2(入)::;t}; tど0，

とする.このときy遂次弱lP-JルムP弱lP-ノルムをそれぞれ
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(i) JJgJJWIPロ IJg(x，Y)JWI~JWI~' 

(ii) IglWIPニ supt1/PJ〆(t)J， 
t>O 

と定義する.

連炉J坂弱[P-ノルムについては定理4.1のような評価が行えない:

例 5.1B = [0，1]2上で関数h(x，y) = 1/仰を考える.このとき逐次弱 [1_ノルムはIIhllwll= 1. 
しかし弱 [1聞ノルムは

μ2(入)江川~ (川)1 1 土 1> 入~= t (1八よidx = ~(Jog 入十 1)
L' "J/ Ilxyl- J JO ¥入x}

従って，t↓Oで

¥
1
1
1
1
/
 

噌

Eム十

ー
ム
一
手
b

u
b
 
o
 

z
E
I
 

f
I
t
-
-
、、

14
一t~~ 
)
 

千
L(
 

犬

'n 

故に

JhJwZl口22(吋+1)ロ∞
となるため，11， は弱 [1に属さない.このように典型的な例においてもニ変数関数に対する二種類
の弱lP司ノルムでは定理4.1のような評価が行えない.
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On Construction of Continuous Functions 

with Cusp Singularities 

Hidenori Watanabe 

Abstract 

We study the fol1owing problem: Let s be a function from [0，1] to [0，1]. Under 
what conditions on s does there exist a continuous function f from [0，1] to R such 
that the regularity of f at x， measured in terms of the pointwise Holder e:x:ponent， 
is exactly s(x) for all x in [0，1) and each point in [0，1] is a cusp singularity? 
We obtain a necessary and su毘cientcondition s and give a construction of the 

associated function f. We can珪ndthe value of their pointwise Holder exponents in 

terms of computing the value of their weak scaling e:x:ponents. 

1 Introduction 

Let s be a positive number， which is not組 integerand let Xo be a point in Rn. Then a 
function f on Rn belongs to the pointwise Holder space CS(xo)， ifthere exists a polynomial 
P of degree less than s such that 

If(x)…P(x -xo)1 ::; Clx -xols 

in a neighborhood of xo. The pointwise Holder exponent of a function f at a point Xo in 

R n is defined剖

H(f，xo) = sup{s > 0; f巴CS(xo)}.

However the pointwise Holder exponent of a function f at a point Xo in Rn is not 
stable under the pseudo.:.differential operators. Similarly it does not fully characterize the 

oscillatory behavior on a neighborhood of Xo・Thisimplies that f E CS (xo) cannot be 

characterized by size estimates on the wavelet coefficients of f. 
Here let us recall the definition of the weak scaling exponent characterizing the local 

oscillatory behavior. 
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So(Rn) denotes the closed subspace of the Schwartz class S(Rn) such that 

I xQψ(x) dx口 O
JR礼

for every multi-index αin Z+・Thena tempered distribution f belongs to rs (xo)， if for 
every ψin So(Rn)， there exists a constant C(ψ) such that 

I~ 山円) dXI s C胤 0<α三1
L礼 α n¥|

The weak scaling exponent of a function f at a point Xo in R n is defined剖

s(f， xo)コ sup{sモR;f locally belongs to fS(xo)}. 

Since it is known that the pointwise Holder space CS(xo) is contained in local fS(xo)， it 
is obvious that 

H(f，向)三s(f，xo). 

Several scientists have been studied constructing irregular functions. The well-known 

example is the Weierstrass function [6]. It is an example of a nowhere di証'erentiable

continuous function. Hardy gave better estimates for the Weierstrass function 

00 

Wc(x) = ~二 αncos(bn1rx) 

and its sine series 
。。

WS(x) = Lαn sin(bn1rx)， 

where 0 <ー α<1， b > 1 and αbと1[2].註eproved that these functions do not possess 

finite derivati…t each point x an山1
t出he叩nt出he悶S問efunctions W(忽)satisfy the condition 

W(x十h)-W(x) = O(lhIC) 

for each x， but do not satisfy 

W(x十h)-W(x)ニo(lhIC)

for組 yx. 

Here let us recall the definition of the Tal阻gifunction [4]. Let (J* be the 1-periodic 

function such that 

I 2x 
(J*(x) = < 
12-2x 

ifO<Z <1 
2 

if55Z <l 

可

t
必
斗
&



Then the Takagi .function is defined by 

ぶ B*(2nx)
T(x) = L万石「

It is another example ofa nowhere differentiable continuous function. 

Using the scaling exponents， Meyer de五nedtwotypes of singularities of functions as 
follows [3]: a point Xo in 混乱 iscalled a c1isp singularity of a function f， when 

H(j， xo) = s(jぅxo)<∞ラ

while a point Xo in Rn is called an oscillating singularity of afunctionf， when 

H(j，xo) <β(j， xo). 

When a point Xo is a cusp singularity of a function f， the pointwise Holder exponent 
can be found by computing the size estimates on the wavelet coe田cientsof f inside the 
m丑uencecone. Using this fact， we construct continuous functions which have a cusp 
singularity at Xo・

Daoudi and his team則必edthe followi珂 problemwhich was raised by Levy Vehel [lJ: 

Let s beαfunction from [0，1] to [0，1]. Under 叫 αtconditions on s does there existα 
continuous function f from [0， 1]to R sueh tliatH(j， x) = s(x) fo7'αII x in [0， 1] ? 
They proved that the conditional Weierstrass type continuous functions are examples 

of the associated functions. 

Our main theorem is the following: 

Theorem 1. Let s be αfu附 tionfrom[0，1] to [0， 1] such that s(x) = liminfn→∞ sn(x)， 

where {sn}nEz+is αsequence of conti間 ousfunctions. Then there existsαconti間 ous

function f from [0，1] to R such that 

H(j， xo) = s(j， xo) = s(xo) 

αt each point Xo in [0， 1) and hence eαchpo仇tin[Oラ1]isαcusp si句 ularityof this func 

From now on， in the following section， we give a constructive theorem of this result. 
In Section 2， we construct the Weierstrass type continuous functions which have a 
cusp singularity at each point. 

2 Use of Weierstrass Type F阻nctions

In this section， we construct two types of the Weierstrass type continuous functions which 
have a cusp singularity at each point. 
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To construct a continuous function defined on [0，1] which has a cusp sin伊lari七yat
each point in [0， 1] using a sequence of continuous functions， we need a following lemma. 
Lemma A [1， Lemma 2.]. Let s be αfunction jトom[0，1] to [0，1]， which is the lo附 T
limit ofαsequence of continuous functim比 Thenthere existsαsequence {Pn}nEZ+ of 

polynomials such that 

中)= liminf Pn(x)， x E [0，1] 
n--rc口

、IE
J

噌
E
4
r't

、
αnd 

sup IP~(x)1 三民 n εN， 
O<m<l 

(2) 

叫 ereP~ is the deri叩 tiveof Pn. 

Let {Qn}nEZ+ be a sequence such that 

ω 

where {Pn}nεZ+ satisfies (1) and (2). It is obvious that {Qn}nEZ+ satisfies (1)， (2) and 

ω (3) 

Theorem 2. Let s be αfunction from [0，1] to (0，1)， which is the lower limit ofα 
sequence of continuous functions αnd let {Qn}nEZ十 bethe αssociated sequence 仰がsfying

(1)， (2)αηd (3). 
We define two continuous functions f αnd 9 defined on [0， 1] by 

的)==芸品sin(λlX+ O) 
αηd 

g(x)立芸品川
where入>1αrido E R. Then 

H(f， XO)口伊(f"XO)ごs(XO)

αnd 

H(g， XO) = s(g， XO)= s(xo) 
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αt eαch point xo. in [0，1]αnd hence each point in [0， 1] is αcusp singularity of these 
functions. 

In the case where s is a continuous function， we have the following result. 
Theorem 3. Let s be αcontinuous functi'On jトomR t'O (0，1] such that 

s(xo) < H(s， xo) 

αt each p'Oint Xo in R. 

We define tw'O c'Ontinuous functions f αnd 9 bν 

kz):EXItysinル f))

αnd 

的)コ芝治州lX+ f))， 

where入>1αnd f) E R. Then 

H(j， xo) = s(j， xo) = s(xo) 

αηd 

H(g， xo)コ伊(g，xo)コs(xo)

αt each p'Oint Xo in R αnd hence eαch p'Oint in R isα cusp singularity 'Of these functi'Ons. 

In the case where s is a differentiable function， we have the following corollary. 

Corollary 1. Let s beαdifferentiable functi'On fr'Om R t'O (0， 1)αt each p'Oint Xo in 
R. 

We define tw'O c'Ontinu'Ous functi'Ons f αnd 9 by 

的)=芸示ω
αnd 

的)=乞示a)叫い)，

where入>1αndf)巴R.Then 

H(j，xo)二 β(j，xo) = s(xo} 

nu 

「「

υ



αnd 

H(g， xo) = s(g， xo) = s(xo) 

αt eαch point Xo in R αnd hence each point in R is αcusp singulαrity of these functions. 

Corollary 2. Eαch point in R isαcusp singularity of the Weierstrass functions. 

The direct proof of this resu1t can be found in [5] the case where入εNさ2and s ε(0，1). 

Acknowledgment 

The author would like to thank Professor Jyunji Inoue for his advice. 

References 

[1] K. Daoudi， J. Levy Vehel， and Y. Meyer， Construction of continuous functio則的th
prescribed locα1 regularity. Constr. Approx. 14 (1998)， no. 3， 349-385. 

[2] G.狂.Hardy， Weierstrass 's non-differentiαble function. Trans. Amer. Math. Soc. 17 
(1916)， no. 3， 301-325. 

[3] Y. Meyer， W.αvelets， 叫 rationsαndscalings. CRM Monograph Series， 9. American 
Mathematical Society， Providence， RI， 1998. 

[4] T. Takagi， A simple exαmple of the continuous function witho叫 derivαtiveρ903).
Teiji Takagi Collected papers. SpringerベTerlag，Tokyo， (1990)， 5-6. 

[5] H. Watanabe， On the scαli旬 exponentsof Takagi， Levyαnd Weierstrass Functions. 
Hokkaido Math. J.， to appear. 

{拘伺6列]K. We枇i記er附S坑tras杭S杭，U防be併rc∞Oη叫ti仇托似T吋li化ch仇eftかLnηncti的i匂Oηeη eines T陀eelle仰ηαr旬'gum
tωu氾e昨rt.抗hdes letzt白er，陀、モerη~ ez仇ηe叩ηb舵eωstimmtおerη~ d出ifferγ陀、万ent“tαalq伊uω』ωotie叩7η~t白en besitzen. Mathematische 

Werke II， (1895)， 71-74. 

4
E
E
h
 

戸

h
u



Complex form of a Poncelet type property 

appeared in the Numerical range of a Matrix 

行列の数域に登場するポンスレ型の性質の複素形

日iroshiN akazato 中盟博 ( Hirosaki U niversityぅ弘前大学)

Abstract The author gives a complex formulation of a. Poncelet type property for the 

numerical range of some contractions. Anew view point is presented for a theorem of Wu 

and Gau. 

1 Ponceletの定理とは?

Poncelet (ポンスレー)というフランスの数学者(1788年生， 1867年死去)による次のよ

うな定理を含む著書 "Traiteesm‘les propri白色 projectivesdes figm百円 (図形の射影的な

性質についての研究)が、 1822年に出版された。

定理 (Poncelet)E1とE2は、平面上の2つの楕円で、 E2は、 E1が密む領域の内部にあ

るとする。 E1の或る点、 Pから始め、 Pから反時計四りの方向に E2に接線を引き Prで、 E1
と交わるとする。 P1から、 E2へ、反時計まわりに接線を院を P2で‘E1と交わるとする。こ
のような操作を η回続けて、最後の接線がPn-l凡であるとする。楕円 E1の回りを 1百以

上関転した後 Pn= P (η ど3)となるならば、最初の出発点 Pをどこに選んでも、一定
の η に対して、 Pnコ Pがつねに成り立つ。

この定理のかなり簡潔な証明が、 Schoenbergの円Mathematica.1Time Exposure円(1982)[

邦訳『数学点描2、近代科学社)の 14章に載っている。さて、上の定理において「平商jと
は、 2次先ユークリッド空間 R2である。これを、 2次元複葉射影空間 Cp2(複素射影平面)

で置き換え、 El，E2を、複義射影平面における相異なる非退化(非特異)2次曲線で置き換

えても定理は成り立つ。ただし、この場合は、上の実形の Ponceletの定理の場合の設定と

違って、 El，E2が、(通常の場合は)4個の交点を持つので、 E1上の接点、 Pjだけでなくそ
こを通る E2の接線むこ P7町村を組み合わせて対 (~i ， の)を問題として、 (Aυ ，eo)コ (Pn，九)
となる対 (Po，Ro)があれば、 E1上のどの点、 Poとその点を通る E2の接線 t。を任意にとった

ときにも、 (po，eo)= (Pn，Rn)が成り立つ。これが捜索形のPonceletの定理であり、この形
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での定理の証明は、硲(はざま)文夫氏の『代数幾何学.!l(森北出版、 1999年)の 12章

に載っている。

2 dilationおよび数域と Poncelet型の性質の関係

数域の問題でPoncelet型の性質が登場するのは、 (unitary)clilationに関係してである。

clilationと数域の関係でPoncelet裂の性質!こ深く関係するものを遡ると、 BorisMirman氏

(口シ7-Lアメリカ)の 1968年の論文 [Mir]がある。この論文のなかで次のような定理を与

えている。これについては、中村 奨浩氏が、 '82年に [Y.Na.]で、簡潔な証明を与えてい

る。(77 01' 78年の論文 [G-S]で、 M.Golclberg， E. G. St1'ausも別証明を与えている)

定理 (B.Mi1'man)ヒjレベルト窓問 Hにおける有界線形作用素Tの数域 lV(T)が、単位
向潤に内接する三角形ムに含まれる W(T)cムならば、 Tは縮小作用素である:IITII ~ 1. 

この定理の後も、 [Mi1'-2]などに'JMi1'man氏)Goldberg氏ぅ Wu(呉)氏などにより、数
域で登場する Poncelet型の性質の研究が行われている。ここで考えるのは、 Wu( Pei-Yuan 

Wu，呉 培元)および Gau(Hw仕 LongGauラ高)による次の定理である。

定理 ([Wu-Gau]， 1998年)Tは、 nxnの縮小行列であって、絶対値 lの国有備は持た

ず、1'ank(I-T*T) = 1が、成り立っとする。このとを、単位円周 Izl= 1上の任意の点、
入にんから始め、んから、反時計回りの方向!こθvV(T)に接線を引きんで、 Izl= 1と交わ
るとする。以下同様に、入jから、反時計宿りの方向にδvV(T)fこ接線を引き入)+1で、 lzizl

と交わるとする。このとき、九十1=コ入。が必ず、成り立ち、入0，入1，一.，An+1を)1国次線分で結ん

だものは、凸 η十l角形の辺となる。

Wu-G加の論文では、上記のような η xnのcompletelynon-unitary cont1'actionであっ

て不足作用紫 (1-T*T)1/2の階数がちょうど lであるようなもの全体から成るクラスを、

8nで表わしている。さて、 TE 8nに対し、単位円周Izl= 1上の1点入。を取り、上記のよ
うに入j( j 1，.・・ 7η十1)を定めていくとき、それらを覇者値とする或るい+1) x (η十1)

unitary行列が、 Tのunitarydilationとなることも証明されている。さらに、 Tの η 十1

次元空間における unitarydilation Uを任意にとれば、その盟有値の童援度はすべて 1で

あって、 Uの菌有舗を、反時計まわりに入。ぃ.， Anとし、入π十入。と定めれば、線分

[入J'入1十1](jコ 0，1，..・?η)の1点でこの線分は、 δlV(T)と接することが示されている。

3 数域の境界である曲線を含む実代数曲線を考える

さて、 Aを一般の nXη 行列とする。数域 1;l!(A)の境界 ol'l/(A)島体ではなくて、(

θTV(A)上に線分が現われない場合には)それを含むような実代数曲線を考える。それは、

liV(T)の境界を生成する曲線 bound乱rygei1ei'ating curveと呼ばれる。そのような曲線は、

1951年におppenhahnfこよって数域の研究に導入された。それは、次のように定義される。
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F(T， X， ~V) 口 det(TIn + (Xj2)(/1 + /1*) -i(lγ2)(/1 -/1*)) 

により 3変数17.次実多項式 F(T，X，Y)を定める。 11.(17. -1)次以下の次数をもっ実多項式

.f(t，x，y) = 0を、曲線 ((x，y)εR2: f(l，町y)= O}上の各点 (;r，y)が、曲線 C:{(X，γ)巴
R2 : F(l， X， Y)ロO}よの或点におけるCの接線 {(XうY)εR2:xX十y}-十lご O}とな
るように定める。 boundarygenerating curveとは、

{x十iy:(x，y)巴R2，J(1，x，y)= O} 

のことである。この凸智が、 YV(T)と一致する。 θlIV(T)上に線分が登場しないときは、こ

の曲線は、 θTtV(T)を含んでいる。さて、まず次のことが言える。

命題 TE 8nとし、 Uを、 η十1次元空部における、 Tのunitaryclila.tionし、 Tの闇宥備

を、反時計四りに入oγ ・・?んとする。このとき、任意の O:;í<j:;n に対し、入~，入3 を

結ぶ誼線 Lijを取れば、この車線上はその一点、で、 YV(T)の境界を生成する曲線の接線と

なっている。

さらに、この命題の主張を捜索射影幾何学的なものに置き換えることを考える。まず、単

位丹{exp ( i e) : e E R}を複素化すると、 C¥{O}となる。 T巴らの η十1次元空間におけ
るunitar・ydilationの族は、単位円周 {c巴C:Iclロリ上を動くパラメーターに従う。そ

れを、 {cεC: c =f O}上を動くパラメータ…に従う、 Tの clila.tion(で、可逆なもの)の
族に拡大する。さて、 Tとその clila.tionを行列表示しよう。

4 8nの元とその dilationの行列表示

T E 5nとし、 Tは、作次元ヒルベルト空間H上の作用素とする。 [Wu-Gau]p. 5:3に従って

Tとそのclila.tionの行列表恭を与える。 Tは、縮小作用素で、あってしかも、 1、ank(In-T*T) = 

1であるから、 Hの余次元lの線形部分空間(超平面)Kで、 <T乙T17>ヱ<ι17>が、任
意のι17E Kに対して成り立つようなものが一意に存在する。このとき、 K1= T(K)と置

けば、 K1も、 Hの超平面となる。 KIこ直交する単位ベクト11.-.f1および、 Iピ1に直交する単
位ベクトルんをとる。このとき、ある 0ざb< 1に対して、 T*T(げJ1)= b J1， TT*吋(ん)=コご b人イf:
であつて、 b= Iql2となる或る複素数 qIこ対して、 T(fl)コq.f2' T*(ん)コ守.flとなる。

さて、{e1，九・・・，en}を、 Hの任意の正規直交基底とする。ここで、

.f1 ヱコ α1el 十α2e2十 .. . 十αnen，

12 = b1el十b2匂十 ...十bnen・

とする (α.i，bj E C)。基底を用いて Tを行列表示する:
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tijヱ <T(e.i)，向>

(九j=L2v・・ ，n)。このとき、 T= (tり)は、 (η 十1)X (11十1)ユニタリ行列u= U(c) = 
(1川)= (1/.i.i(C))で次のようなものに拡大(clila.te)される。

lli.i = ti.i 、‘ee''

守

g
ム

f
'
t
、‘

( i，j = 1，2，・・・?川であってさらに

lln+1，j =< (I -Tマ)山(川 t'1>ヱ<ej， (I -Tマ)1/2U1)>ニ<ej，Jlコ五>

コーげてb< ej，J1 >=V1コ可 (2) 

( jニ1，2，.・・，n)， 

川 +1コc< (I -TT*)叫ん)，引>ニ cV1コ <.fムei>ニ cJlコbi (3) 

( i口 1，2，..川)， 

lln+1，n+1 = -c < T*(ん)，五>ローc<九T(fd>. (4) 

上記において、 cは、絶対値 lの任意の複素数である。このとき、 U工 u(c)はユニタリ行
列となる。定義の仕方より明かに U(c)は、 Tのclila.tio11である。

さて、 Cヂ0に対しでも、 (1)ベ2)ベ3)ベめを用いて η ×η行列 U(c)を定義するとき、

U(c)は可逆行列であって、 U(ct1 = (ωi.i (c))とするとき、 l:;i，j:;nに対して

切り(c)ロ G

また、 l:;i，j:;nに対し、

1Un+以c)ニc-1< e.i， (I -T T*)1/2(ん)>コ c-1V1コ.bj，

町 ，n+1(C)=くん(I-Tマ)1/2(ei) >=行コCli，

1071.十1，n十1(c)二一c-1< 11， T本(ん)>= _c-1 < T(fr)， f2 > . 

となる。さて、 Tのこのような (11011u11ita.ry ) dilation U (c)を、 c#Oを考えるとどんなこ

とが震えるのかを次に考える。複素数 c#Oに対して

G(t， x， y : c) = clet(t 1π+1十(:rj2)(U(c)+ U(ct1) + (-iyj2)(U(c) -U(c)一1))， (U) 

と量く。ここで、 U(c)U(ct1ロU(c)一1U(C)だから (1/2)(U(c)十U(ct1)と(-ij2)(U(c)-

U(ct1)は同時三角化可能であり、このことより各 Cヂ0に対し、 G(t，::c， y : c)は、 17.十1個
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の1次形式 t十α.i(C):r:+向(c)yの積となる。 U(c)の固有値を、{入1，...，An+dとする。こ
のとき、入j(C)ヂ0であって、 (U(c)十U(ct1 )/2の国有備は、 αjコ(入j十万1)/2， (U(c) -
U(ct1)/(2日)の固有備は、向=(入jーザ)/(2日)で、あって、 α?+374となる。さ
て、各 Cヂ0に対して、 G(tぅx，y : c) = 0の双対となるもの(dual object)は、通常は、複
素射影平面上の 71.十1舘の点、で‘ある。有限錨の Cに対しては、それらのうちの2点が重な

ることもあり得る。さて、そのような2点のうち異なるものをとり、その2点、を結ぶ直線

を考えれば、その車線は必ず vV(T)の境界を生成する曲線(の複素化)の接線となる。こ

れが結論である。また、

F(t，x，y) = c1et(tι 十(x/2)(T+ T*) -i y/2 (T -T*))， 

と置く。上記のことを双対となるものを使って言えばつぎのようになる:

命題 Tε Snと、 Cを#0なる任意の複素数とする。多項式 Fおよび G(・・・:c)を、

(0)うは)で定める。 t十αi(C)X + si(C) Yおよび t十円(c)x+sj(C)Yを G(t，x， y : c)の椙異
なる 1次因子とする。 2直線t十αi(c) X十政(C)Y = 0とt十αj(C)X十ん(C)y=O!ま、次の

点、で交わる。

、ha，，，
t
h
M
V
 

，，a
E

‘、
、

(t，x，y) = (αisj -αjsi， si ~ s.ilαj一角).

この点を、 lIV(T)の境界を生成する鶴線の双対曲線 F(tヲx，y)ご Oは通過する:

F(aisj αjsi， si sj，αj -ai) = 0， 

すなわち Tが作用する n次先空間 HのベクトルfヂOで次のようなものが持在する。

(角一角)((T十T*)/2)f，+ (αj一向)((T-T*)/(2i))f， + (αisj -ajsi)f， = o. 

5 例の構成

n=2のとき、 2x2行列 Aは、次のような行列とユニタリ間舗のとき、またそのとき

!こ限り AE S2となる:

(α(1 -1α12)1川 b12)1つ
o b 

(α，bE C，lal < l，lbl < 1)。一般のサイズの行列Tの場合もこれと詞様に次のような行列
とユニタリ問備のとき、またそのときに娘り Tε ，5'nとなる (cf.[WuJ p.536) : A = (向j)， 
laid < 1 ( i = 1， 2γ ・汁 71.)であって、 1ざi< j三η に対しては、まずjコi十1のとき、

αi，i十1口(1 laiiI2)1/2(1 -lai+l，叫112)1/2

であって、 j三i+2のとき、
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αi，.iロ(一1)j-i-1(1-laid2)1/2(1~ la.i.iI2)1/2 II akk 
k=i+1 

また、 l:Sj<'I:Snのとき αij=0。この特徴づけより、 Tε8?iは容易に構成できるが、
T ε九の unitaryclila.tionに基づく特徴づけを手IJ用して TE 83の元の 1筏数族とその
U11l七a.ryclilationの族 U(Sjc) ( 1 <δ<∞， c E C， Icl = 1)を次のように与える:

U(S : c) 

一(1-i)弔時以
一(1-i)明告主
: ((82-1)2_(28)2) 
(82ムトi)2

〉笠唱告と -yI2弔告且 -'i yI21裂が1 i c川;えず)2
上の行列の最初の3行と最初の3列を採ったものが T= T(s)である。 ここで、 S

ときは、次のようになる。多項式 F(t，x，y)は次のように与えられる。

一ぱ_1)2ーィ」回二
(82+1)2 " (82+1)2 

-一(1-i)唱告且 -(1…i)宅計立

」回ニムィぱ_1)2
( s~十 1)2 I "(82+1)2 

0 

。 yI2c出ぽヰ立
(S2+1) 

-‘汚 p担丘丘三ニ.!l
vω~ (82+1)3 

-~ ̂  /写佐治と.!l
• vω(82十1)2

2の

625 F(t， x， y) = 625 det(t 13十(x/2)(T十T*十(-iy)/2(T -T*)) 

口 625t3十175t2x-288tx2 -337ty2 -175xy2. 
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CONDITIONAL STABILITY OF A REAL INVERSE 

FORMULA FOR T百E LAPLACE TRANSFORM 

S. SAITOH， Vu KIM TUAN AND M. YAMAMOTO 

ABSTRACT. We凶凶.blisha condi色ionalstabili七yestimate of a real inverse formula for the Laplace transform 
under the assumption that Bergman糊Selbergnorms of Laplace七ransformsare uniformly bounded. The rate of 
the stability is given by a logari七hmicfunction. 

!i1. .Introduction and main results. 
We are concerned with the Laplace transform 

間仲100F(t)e-X 
Our main purpose is to get some estimates of F(t)， t > 0， by means of s叩 X>OI(ιF) (x ) 1. In particular， we 
are interested in such estimates of F， that are small when sUPx>o I(ιF) (x ) 1 is small. This kind of estimates 
is called stability estimate for the in:verse Laplace transform， and， in general， we cannot expect such 
stability estimates， because the Laplace transform ιad:vances the regularity of F :very much. For example， 
consider Fn(t) = sinnt， n E N. Then (ιFn)(x) = x2~n2' X > 0， and sUPx>o I(.c凡)(x)ド士一 O出
n→∞， but limn→∞ IlFnllL∞(0，∞)ヂO.
The lack of stability implies the ill凶posednessin taking the in:verse of the Laplace transform if we choose 
L∞-norms for functions under consideration. Howe:ver it is possible to obtain some stability estimates 
pro:vided that we restrict to some reasonable space of functions. They are called conditional stability 
estimates and there are many such estimates depending on the choice of norms and "reasonable" functions 
spaces. In this paper， we establish such a conditional stability estimate in L∞“norm for a subclass of 
Holder continuous functions. The image of this space under the Laplace transform turns out to be a 
自ergmarトSelbergspace. 
For q > 0， we can define a norm equi:valent to the Bergman-Selberg norm 11・IIHq(股+)by 

、‘E
E
J

t
i
 

噌

i，
，
a

‘、 Ilfll~q(肘)=乞
1 100 1勾伊川2X2n+2q-

It is known (e.g. Saitoh [4]， Chapter 5) th国

(1.2) IIFIIL~ == (1
00 

1附 t
1吋

The equality (1.2)means that the Laplace transform is an isometry between the norms ii-lILiand 

11'IIHq(肘)for any fixed q > O. The norm lI'IIHq(肘)specifies our choice of an admi凶 bleset. We state 
our main results. 

Theorem 1. Let:I < q < 1， M > 0， an 

(1.3) 同{~， 2q-1} <α く min{1，2q}
Set 

(1.4) U = {f; IlfllHq(間三 M，lIxQf(・)IIHq一号(間三 M}・

Typeset by AM阿部
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Then for 0 < toくれ<∞，and for 0 <γ<与よ， there exists a constant 0 = O(U， to， t川)> 0四 ch
thαt 

(1.5) 1IFIIL=ltn，ttl ~ 0 (， 11 .... ':，1 Y' 
¥l.O，L1J¥log II，CFIIL∞(0，00) ) 

if'cF E U. 

The right hand side of (1.5) tends to 0出 II，CFIIL∞(0，00)→ 0，but with the logarithmic rate. 80 the 
conditional stability estimate is worse than any Holder continuity. 

We can give another characterization of an admissible set U， independently of the Bergmarト8elberg
space. 

Theorem 2. Let α，γ，q， to， it， M， 0 be de.βnedαs in Theorem 1. Set 

(1.6) 
Mf (~-α) 

ν口 {FE 01[0，∞); F(O)ロ 0，IIFIIL~ 三 M， IIF'IIL寺村-15 J石

Th巴ntheestimαte (1.5) holds forαllFEν. 

In the next section Preliminaries， we shall show tha七thecondition α<  1 in (1.3) is sharp. That is， 
this assumption is needed essentially in the paper [2]， which is the base of Theorems 1 and 2. 

!i2. Preliminaries and best possibility for α. 
The keys to the proofs of Theorems 1 and 2 are the real inversioIl formula of the Laplace transform 
(Byun and 8aitoh [3]， 8aitoh [4]) and the error estimate 0ぱft出刷h刷i泌sreal i泊nv，刊er凶s討io∞nfcおorm紅mu
and Yamamot加0[2需均]):

Proposition1([3l，10.Ltt q>O bebdmdliF11L2<∞. Let f =乙F.Then the仰巴rsionformulα 

F(t) 之江 s -Jim I f(x)e-xt PN，q(xt)dx， t > 0 
川→∞Jo

is valid，ωhere the limit is taken in the叩αCELjαndthe polynom叫ん，qα陀 g伊仰t仇ωv叩 b句yt.向h仇巴formηm1叫11

PN，q(と)=デ(-1)v+1f(2n十2q ν+2q-l

q 幻くNv!(η - v)!f(n十2q+ l)f(n +ν+ 2q) 

Mor:eover， the series 

×出土EL2/2M) ) -1一一一一一 +3η十2q1と十η(n十U十2q)
η十ν+2q ¥ /

子 1 ，，¥ r∞ lθ'~(x!， (x) )¥2x2n+2q-1dx ねn!f(叶 2q十 1)ん

converges，αnd the inequality holds 

¥IF(t) -100 f(x)e-xt印刷x¥C
子 1...._ ， ，¥ r∞|δ抑制)¥2X2n+2q-1dx
-H311n!r(η十2q十1)ん
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INVERSE LAPLACE TRANSFORM 

Proposition 2 ([2]). Let (1.3) hold. Then for f E Hq(東+)there existsαconstαnt Ml = M1(q，α)>0 
such thαt 

(2.1) IFけ
Theorem 1 in [2] only asserts that for N -→∞ 

(2.2) ド(吋∞f伸一xtPN，q(x 
However， from the proof given in [2]， we easily speciちrthe dependency of the coefficient at the right han 
side of (2.2) to obtain the inequality (2.1). 

1n order to see the condition (1.3)， recall 

Proposition 3([2]， Lemma). 1f f E C∞(0，∞) and 

九臼(f):IV I l latizfF(z)ii222n尚一l+C>dx<∞， 
q ね n!r(n+2q十1)ん

for αfixedα，α>m拡(!， 2q -1)， then 

(2.3) 

i 柄豆ミ£t l ff∞V勾仰ß~ (xf'何何何川2勾げf'(x糾附(x))ß~η問洲)河勾恥叩い凶仰弘似ω(いv門e-一一 lけヨ n!r(η十2q斗+l)Jo

出 t当初o(N中)， N→∞. 

We set 

ん(t)出 f榊叫川z
for any q > 0 and F E L~. Then， as shown in [3，4]， 

N ..2<1-1 r∞ 
FN(t) =ヤ"，0_  ， ，¥ I ß~ (xf' (x)) θ1~(xßx(e-tx))X2n+2q， 1dx 

会~ n!r(n +2q + 1)ん

and by Proposition 1 

s-lim FN =F. 
N→∞ 

1n order to examine the property o( the functions f satisfying (2.3)， for the Mel1in transform of f 

州←100f(x)xs-1批
recall the identity 

+
 

拍
車

2
H
 

Z
J
 一一，α

 

何一一
f
万
M
一昨

∞

∞

 

f
l
L
 

1
一知

and notice that 

fに心:?i附 (q -it一→イi伐tW(q2十付川州t2内2り)削+刊叫吋1りげ)戸川2十付d叶e内2勺} 伽 η卜川川一寸叫1り)川2+

口吋∞i勾附
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([4]， page 207， (28日.Hence， 

吋∞ i悶問θ勾矧恥2引ω(伊附Z
口ι i仰附(仰附附Mf町f刀)(q十iト一イイ州i伐叫州州州t吋川イ)12山内12内向2刊勺{れ(q十寸中;予)2十t♂げ2
and so 

(2.4) 

hω(げf

× ι心l阿川(仰附附M町州f刀仰)
f∞ ∞(q+す村t)π(qザ一札dt，

-271T(2q + 1)ムI(Mf)(q十34)i2{(q十3j2十t2} 【}

w向h恥加e釘悶r問的叩e叫吋(いωα吋)n戸口仰十刊刊1吋). .. (肘α叶十nト一寸1ト噂子 Ap附削凶II蕊m削叫lぬ肌削ol∞u叫l狩凶s凶Gau凶1凶…s
556，15.1.20 and 15.1.1) 

(2.5) 
ぶ (α)π(b)n r(c)r(c -a -b) V一一-z b(c-α-b) > 0， 吋 0，-1， -2，・お (C)nn! r(cーα)r(c-b)'

and using the property r(玄)= r(z) we ob凶 n

Hence 

Note that 

Hence， 

与 (q十雪村t)n(qサ -it)n r(2q + 1)r(1ーα)
お (2q+ l)nn! --Ir(q -+ 1-~ + it)j2・

r(l-α) (∞ α 2q十ぎ)2+ t2 
ん，0.(1)口一万子一l∞I(Mf)(q十五-tt)i- A 

一旦1ニa)r∞ i(Mf)(q + ~ -it)12 (q十号)2+ t2Jf 
2π L∞ Ir(qーす十it)12 (q一号)2十t2

山

/rt f∞ i(Mf)(q十号-it)12み
一-1-∞ Jr(qーす-it)J2 --

(Mf)(q+3-tt)zj∞帥叶it-1dx= M(1(x)♂)(q-?-tt) 

ふ(1)壬cにi帥
We see t出h批 i任fxo.白f六(x吋)E Hq 静白…寸-
have Proposition 2 with七hecondition α< 1， which comes会om(2.5). 

We show llow the condition α< 1 is sharp. In七hecase αミ1，we shall show th抗 (2.3)，出品 is，(2.4) 
does not converge for f =1= o. 
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INVERSE LAPLACE TRANSFORM 

lndeed，合om(2め

ん，aω出会ζ1

× ι心i阿(仰仰M附f仰 + 3子一→-it州t)内12内内2可勺{れ(q+づや3予)2勺2+t2村川t2つザ引判}2六内2可叩{α仰(ωq+ヴ3ト←十付刊1り小)
['XJ∞ 2 α川 2ぐぶミ (付q+号釣)n(旬q十号引)nL~ 1 (MJ)(q + ~ -it)12dt (q + ~)2 L 

π(2q + 1)ん i お (2q+ l)n n! 

Since (2q + 1)ー(q十ぎ)ー(q十す):5 0， the series is divergent， and Iq ，a (f) is fh批eonly if 

乙I(Mf)(什 3-tt)!なt= 0， 
that is， if f == O. 

For the proofs of Theorems 1 and 2， look the original paper. 
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Yoneda's problems for compact Toeplitz operators on the 
Bergman space 

Kazuhiro Kasuga 

Niigata University 

Abstract 

In this report， we give counterexamples for one of Yoneda's problems. 

1. Introduction 

Let D be the open uni七discin仕lecomplex plane C. Let dA be the normalized area 
measure on D. The Bergm出 1space on D， denoted by L~(D) ， is the space of analytic 
functions 1 on D such that 

11111
2
口 I11(zWdA(z) <∞・
JD 

Let P be the orthogonal projection from L2(D， dA) onto L~(D). ForゆinL∞(D) the 
Toeplitz operator 九:L~(D) → L~(D) is deflned by T!T1 -:-P(ゆ1)， 1 E L~(D). Put 

kz(叩)
1-lz12 

for ムωED、(1-Zω)2 -----， ----， 

and kz is called the normalized reproducing kernel for z. For z E D， deflne 

<pz(ω)=正記切 ED
We shall give known resu1ts about the compactness of九.

Theorem A ([6]) Letゆbein L∞(D). Then the following are equivalent. 
(i)九Isa compact operator on L~(D). 
(ii) IIT!tkzll→o as Izl→1-. 
(iii) IIP(ゆo<pz)1I→o as Izl→1-. 

Theorem B (引) Letゆbein L∞(D). Th阻む lSaωmpact operator on L~(D) if 
and only ifゆ(z)→oas Izl→1-， where 

ゆ(z)口 I(ゆOψz)(ω)dA(叫 zE D. 
JD 

Let 

Sz口{切巴 D:Izl < IωI < 1， I arg z argω1<2π(1 -Izl)} 
be the Carleson square at z and ISzl be the dA-measure of Sz・
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TheoremC ([4]) L抗争 beanonnegativefundion on D. Then 九isa compact 
operator on L~(D) if and only ifゆ(吟→ O.as 12:1→1-， where 

A(z)ti-lゆ(ω)dA(w) z モD.
ISzl Jsz 

Theorem D ([3]) Letゆbea bounded radial function in D. Then T"， is a compact 
operator on 巧(D)if and only日

J担己X11ゆ(r)d1'=。

2. Examples 

R. Yoneda studied compactToeplitz operators on the Bergman space for special sym山
bols and he posed several problems. The following is one of these problems. 

Problem Let {α托}bea sequence .i也n[伊0ヲ1斗)such t出h凶 0口 α向0<α向1<... <α仇πa叩n

α仇π→ 1 a拙sn→ ∞. Let E.ι冗 口 [仇αhη引，α仇礼叶十刊川1ο).Let ゆ剥(1'e♂♂tωB)= E einBx畑En(1'う). Whether T"， is 
n=O 

compact or not? 

We shall show that both cases occur. 

Example 2.1. We choose a sequence {Rn} C (0，1) such that Rn increases to 1. By 
induction， we can choose sequences {αn} and {1'n} which satisfy the following; 

1 (a~)n 11くいrn 2: 1， 、、‘，，，，
τEみ'''・1
、

。=α。<αn< 1'n <αn十1< 1. for n 2: 1， (2) 

and 

ψrn (Rn)口 αmψrn(…Rn) <αn+1・ (3) 

First， put 1'0口 Ro・Then'Pro (Ro) =αo口 oand ao < 1'0・Wefindα1 such that 1士一11く l
and 'Pro ( -Ro) <α1・Thenαo< 1'0 < 料。(-Ro)<α1・Supposethat 1'0，・ 1'k-1and 
α0， .αk are chosen satisfying (1)， (2) and (3). There exists 1'k such that 'Prk(Rd = αk. 
Then αk <ル ChoosehsuchtMh祈-11 < k~l and'Prk(-Rk) < ak+l. Then 
αk < 1'k <αk十1. This completes the induction. 
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Put En = [αn，an+d andゆ(rei8)= L: ein8XEn(r). Then 

かoi.prnルムゅoi.prndAI→o as n→∞ 
and 

I zno i.prn dA -I zn 0 i.prn dAI→o as n→∞， 
JD JDRn 

where DRnコヤε<c; Izl < Rn}. We have 

i.prn (Rn)三|百三|九(一九)ぅ ωE DRn. 

Then by (3)， 

ψγn(DRn)C {77648:αn~r く α九十1}.

Therefore 

I 1 A I in8 1 A I znO伊rl ゆoi.prndA=I emt!o ψrndA= I 
JDRn 'f' - rrn~'~ JDR

n 
~ -rrn~'~ JDRn IZn 0 ψrn I 

By (6) and (1)， 

ム(i;;:;::i-fo中
Then by (7)， 

LムんhfZ
Hence by (4) and (5)う

かotprnル Lzn 0 i.prn dA→o as n→∞ 
Now， by [7， p.521， 

L zn 0 i.prndA =凡 krn)=川
Therefore 

んやoi.prndA-川→oas n→∞ 
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(4) 

(5) 

(6) 

(7) 



By (1)， (αn)n→1. Then by (2)， (九)π →1.耳切ce

かo'PrndA→1 as n→∞ 
By Theorem B， Tq， is not compact. 

Example 2.2. Let 0 ::; t < 1. Then we have 

。壬;$tIん 11-re814--'-"1
Let Nt be the smallest positive integer satisfying 

I r27τAtn，8 

p I I 守 dOj2川<二 forall n どNt.
0三芯tIん 11-rげ 14--， -''1 

(8) 

Then it is easy to see that No = 1， Nt increase with respect to t， Nt→∞ as t →1， Nt 
is left continuous， and Nt = 1 for su伍cientsmall t. Put 

{nj}jこ。={Nt : 0 ::; t < 1}， where nj <向付 forany j. 

Then no = 1. For each positive integer j， we define Cjロ inf{t:川口町}.Then we get 

0= Co < C1 <・・・<1， 

{t: Nt = no} = [0，C1]， 

and 

。:Nt =町}= (cj， Cj付 Jと1.
Next we divide the interval [0， C1] into 町 equalintervals. And we 
divide the interval (Cj， Cj十1]into nj+1 equal intervals. Then we get divided points {αk} 
such that 

。出向く α1<・・・ <αk< 1 and αk→1 as k →∞. 
For a su酷cientlylarge k， there exist a unique 九三 1such that [ak，αk+1) C [cjk' Cjd1]' 
We put Ek口 [αk，ak+d. Then by the above， we have 

Nt :S njk for all t E Ek and njk :S k. (9) 

Putゆ(rei8)口2:eik8χEk(r). Let r巴 Ek・By(9)， Nr壬njk< k. Since Nt is left 
k=O 

continuous， Nak+1三k.By (8)， 

ぷ μ加 1141"4dOj2π15i
Therefore 
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for rεEk and z 巴D.Thu8 

l かo 'PzdAI ロ l かIkzl2dAI = (トlト… |附Z斗げめ押12内附2りザ刈)2
=(υ1 一iヤ同附的附zlポめ仰12内庁2りザ叩)2

三(ο1 一 Izl2め12内2り恰)

三(l-iz|2)221:~r

Hence by Theorem B，九 18Cοmpact. 
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The Composition Operators On Weighted BlochSpace 

Rikio Yoneda ( Hokkaido U niversity ) 

Abstract 

We will characterize the boundedness and comp配 tnessof the composition operators on 

we蜘 e日 lochspace Blog = {f E H(D) : su山 (1-lzI2) (log 1-lzI2) If'(z)1 < +∞}， 
where H(D) be the class of all analytic functio部 onD.

Let D denote t加 open凶.tdisk in C anddD = {z E C; Izl = 1} denote the凶仕cle.
Let H(D) denote the space of analytic functions on D. For 1ざp< +00， the Lebesgue space 
IJ' (D， dA) is defined to be the Banach space of Lebesgue measurable functions on the open u凶t
disc D with 

11 f IILP阿附叫叫F円附馴判(付剛剛dω州A刈r戸出(!nかμjげ山W附州f六伶削州(令ω附z吟刷)1附
where dA(z) is the normalized area measure on D. The Bergman space Ya(D) is defiIl.ed to 
be the subspace of IJ'(D， dA) consisting of analytic functions. And the reproducing kernel ( 

1 
Bergman kernel )批 apoint ωモDis kw(z) 一一一一~ for z εD . There is the orthogonal 

ω ー (1-wz)2 
projection (おergmanpro jection ) P企omthe Lebesgue space L2 (D， dA) onto the. Bergman 
space L~(D ， dA) : 

[ f(ω) 
Pf(z):= I一一一.¥?dA(ω)，f E L2(D， dA) 

JD (1-wz)2 

Given a function f E L2(D， dA)， we define an叩eratorHf : L~ → (L~)上 by

Hf9 = (1 -P)(fg)， g e L3 

The oper叫orHf is called the Hankel operat町 onthe Bergman space with symbol f. 
For 0 < p < +∞， the Hardy space HP is defined to be the Banach space of analy.tic 

functions f on D with 

11 f IIp:口 (0221去fif州吋E<∞
The orthogonal projection from L2(θD) onto H2 is called the Szego projection and is also 

denoted by P. Then given a function f E L 2 (θD)， we define an operatぽ Hf:H2→(H2)よby

Hfg口 (1-P)(fg)， 9 EH2
• 
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The operator Hf is called the Hankeloperator on the Hardyspace with symbol f. 
The Bloch space B of D is defined to be the space of analytic functions f on D such that 

11 f IIB:口 sup{(1-，-lzI2)If'(z)1 jZεD}<十φ0・

This defines a serni-norm and it is Mobius invariant in the問問 of11 f 0 <p IlB=1I f IIB for all 
fEBand<pEA叫 (D)，whereA叫(D)is theMobius group of bi-analytic mappings of D. The 
Bloch functions form a Banach space with the norm 11 f 11= If(O)1 + 11 f IIB・ Thespace of 
analytic functions on D of bounded mean oscillation ， denoted by BMOA， consists of functions 
f in H2 for which 

11 f IIBMoA := sup{1I f 0仇 -f(z) 112jZ E D} <+∞. 

And the followi碍 arethe classica:l results for the spaces B and B M 0 A (田e[11] ) : For 
f E L~ ， Hank.el operator Hー :Li → (L~)ム is bounded if and only if f εB. 
And for f E H2， Hankel operator Hー:H2 →(H2)ムisbounded if and onlyぜfεBMOA， i.e. 

1:1 f . If'(z)121og 1~ldA(z) < +(∞where 1 denotes a.sゆarcof七heu出 circle， 111 deno七回?' 111 JS(I) IJ ，-JI --0  lil 
the arclength measure of 1， and S (1) 口 {reiBj 1-ー幅T 壬111， eiB E I}. It is clear that 19'(0)1 :$11 9 112 
for every analytic function 9 on D. Applying g= f 0仇 -f(z)， it follows that (1-lzI2)1f'(z)1三11
foψz -f(z) 112 for an analytic function f on D and z E D. Thus it follows that the inclusion 

BMOA c B. We willsay that a holomorphic田lfmap ψof D has Blochぺ。BMOApullback 
propertyぜithas the following proper七y: fOψE BMOA for all f E B. In [3]， B.R.Choe， 
W.Ramey，and D.Ullrich s七udyedBloch-to-BMOA pullbacks. 
On the other hand ， in [1]， K.R.M. Attle proved th批 forf ε L~(D) ， the Hankel op町ator

L;→L 1 is bounded if a凶 onlyぜ

ヮ(_ 2 ¥ 
sup{(l -Izl:&) ( log-:;-一寸 11f'(z)1j zεD}<+∞， 

¥ '-' 1-lzl~ } 

andin件l，Cima and Stegenga proved tha七theHank.el operator Hf : H1→H 1， with an analytic 
symbol f (田etheir paper for the definition of this Hank.el operator ) is bounded if and only証

(log引2f ， n 1
¥ -1"1ム rIf'(zWlogよ dA(z)< +∞. ~p 111 ん(I)-izl

For 9 analytic on D， the operatぽ Jgis defined on the Bloch space by the following: 

ゐ(h)(z):= foz h(t;，)g'(t;，)dt;， 

百g(z)= z， then J9 is the ir恥 grationoperator. If g(z) = log占，then J9 is the Ce蜘 operator.

In [9]， we showed七hefollowi碍 resl此 aboutthe opera七orJ9 defined on the Bloch spa四 B.

Theorem A. For ganalytic on D， the opぽ批ぽ J9is.boundぬ onB if and.on1yぜ

sup(1-142)log -i寸 Ig'(z)1< +∞ 
zω1-1ぷ12
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In [8]， A.G.Si山 kisandR.Zhao showed the following result. 

Theorem B. For 9 analy七icon D， the operator Jg is bounded on BMOA正andonlyぜ

思(雫fL(I)川

Accordingly， we de五nethe weighted Bloch space B¥og of D to be the space of analytic 
functions 1 on D such七hat

。'- 2 ¥ 
11 1 IIB]og:= sup{(l-lzl<:) ( log一一寸)1/'(z)l;z E D} <十∞・

¥1  Izl"'} 

And we de五nethe space of analytic func七ionson D of weighted bounded mean oscillation ， 
denoted by BMOAlog ， to be the space of functions 1 in H2 for which 

/向、2

tIog m) r ..1 。
11 1 IIBMOA1o ・一

、 山

L '- If'(z)1<: log ，:，dA(z) < 十∞E-s?っIIん(I)-izl
For an analytic function 1 on D and z E D， (1 -lzI2)11ヤ)1 ~II 10 ψz - I(z) 112・
On the other hand， for g( eiO)εL1(T)， it has been shown in [6， Lemma3.2， page 237] that 
11 9 0仇 -g(z) II~~ fD(ト倒的12)19'(ω)12dA(ω).Sinceト防(ω)12~ 2log Icp)w)1 for z ， 
ωE D， we have 

( (lOg 1_
2
1.1' ) (l-IZI')II'(.)I)' ~〆一)''- 2 

log一寸 (1-lzI
2
)I/'(z)l) ~ (log 1 ~lzI2) L 1削 12logよ μ(ω)1-lzl::: ) ¥- n I1J \~") -" ，--0 1-lzl:::) JD IJ ¥-"  --ol<Pz(ω)1 

1. 2 ¥2 f. 11-z'ωl 
i泊nc叩es叫u昭~ ( 1均O句g一よ一1寸苔汁ILlog I 一一一一一一一-一一一一-一一一一-罰一一一巴-白-白
zεD¥i一 i伊zl.G)JD V I z一 ωi 一 log

we have BMOAlog C Blog. We will also say that a holomorphic田 lfmap <p of D has Blog伊to-

B M 0 Alog pullback prope抗yif it has the following proper七y:/oψε BMOA1og for all 1 εB¥og' 
Let ψdenote a holomorphic function taking the open unit disk D into D and C，伊 denote

the composition opぽatorwith伊・ Theni色istrivial tha七Ccpis bounded on B. In fact， if 1 E B， 

(1-lzI2) 1(10伊)，(z)1= (1-Iz12) 1/'(ψ(z))11〆(z)1
-Izl2 

口 21〆(z)l(l-1ψ(z)12)11'(ψ(z))I. 

By the Schwarz-Pick lemma， 

1-1<p(z)1 

1-lzl2 
官 l<p'(z)1三1.1-/ψ(z)12 

Hence we see 11 c，ψI1恒三111 IIB・But，it is not tri吋althat C.ψis bounded on Blog. In [7]， 
K.Madigan and A.Matheson showed the following result about the compactness of Ccp on B : 
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Theorem C. Let <p be a holomorphic function taking the open unit di北 Dinto D.. 
Then C.ψis∞mpact on B if and only if for every E > 0， there exists 0く r< 1 such that 

|ψ(:ι(ιJdJ2)i〆(Z)I)<ε 

We can prove the following七heoremwi七hrespect to the boundedness of Blog. 

Theorem 1. Let ψbe a holomorphic function taking the open unit disk D into D. 

Th叫 isbound山 Blog山∞lyif sup ( ~1-lzn 1ogキ i内)1) < +∞ 
;~a) ¥ (1 1<p(z)12)同司雨戸 j 

I (1 -Iz12) logて~¥
proof. Suppo間叫{ ぺ~1<p'(z)1¥く十∞ LetfEB同 Then

~;;i) ¥ (1 1<p(z)12) log 1-1おp/
we see 

sup IU 0 <p)'(z) I (1-lzI2)均一三i2
ZGD i-izi 

コ supIU'(ψ(z))11〆(z)l(1-lz|2)log-2-
ZGD1-izf  

(1M 2 ¥ _.._ ( (1-lzI
2
) log 1-fz12 L~'{ _¥1¥ 

:::; sup JU'(ψ(z))1 (1-1ψ(z)i2)i log2l  sup i h|〆(z)11
ω \.<~O 1 1<p(z)12) ;;;i) ¥ (1-I<p(z)12) log口おp / 
三C11 f IIB!og . 

百 prove七heconverse， suppose七hatCcp isbounded on BIサ Thenl' f 0 <p IIB!og'::::; C 11 f IIBI同
forall f E Blog・Forω =1=0， let fw be the anti-derivative of 

(1一昨rトヰオ 1

叫ん(0)= O. S円ず-IZlI2) (IOg市)11 -zil-1 IIOg占|-1<-M
Zl =南rZ'we ha: 

l 吋¥1 百2214i xll  
沼(1-Iz12) ¥ log 1 _Jt.，村 11一戸j2z"'l jlog亡事21 <+∞ 

Hence we have f wモB10gforω =1= O. Since C，ψis bounded on Blog， we have 11んoψIIB同<
+∞. Thus for 'W =1= 0， 

sup(1-lzI2) (log 1 21_12 i I(んoψ)'(z)I壬J(<+∞・人ogrて石戸/
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For any z モDandω#0 εD， we have (1 ~ Iz12) (log 1 2'~12 i 11.:0 (ψ(z))11〆(z)lさK.Fixan -) vog"1士fzi2)ω
arbitrary z εD with cp(z) # 0，叩plyingω 口 ψ(z)to the above inequali切 wehave 

(1-¥z¥2) (IOg. 2. .2 i 11 -1~~2州 !10g ， ~2 I 1〆(z)1三K<∞い日矛)11 - Icp(z)12CP，Z rl 110g 1-爵 ψ(z)21
(1-14)1ogd戸

畳間四foran arbitrary z E D withψ(z)#O， 2 1 1〆(z)1三K<十∞.For 
(1-lcp(z)1つlog1-1お?

an arbitrary z εDwith ψ(z) = 0， since ψE Blog， we have 

( οト引山山一斗ヤ-lzlド凶山z斗j
ん「円一-1'"コ鮎~1ν附〆州(z)川iリl口行百抑(υ1一i同附附z1斤梢1:t門Zη)川{l均O略g一ニ一互 11附ψ〆州/代(z吟)1<十叩∞ 

{仏1一什|ψ叫(z吟)12)川10姥g亡限布宮 J 1吋喝 ¥ i一寸Iz列l:t}

This completes the proof of the theo問 m.口

We can also prove the following theorem.with respect to the compactness of 民og.

Theorem 2. Let ψbe a holomorphic function taking the open. unit disk D into D. 
Then cr.p is compact on Blog正andonlyぜψEBlog and for every E > 0 there exis出 Oく r<l
such that 

I (1…Iz12) logγ毛湾 . ¥ 
sup 1 2「ぺ iザ(z)11
Ir.p(z)知 ¥(1-Icp(z) 1っlog口お戸 / 

By a direct calculation， it is not easy that we do see when qψ1E BMOAlog for 1 E 
BMOAlog. 80 by七hefollowing proposition， we can get the coIidition of aholomorphic furiction 
ψthat Cr.p1εBMOAlog for 1 E Blog holds. In particular， we can get the condition of a 
ho10morphic function ψthat C.ψ1 E BMOAlog for 1 E BMOA1og holds because of BMOA1og C 

Blog. 

P向。枇ion3. If叫也記ff (1ーいの1ザ(z)1
2 ~dA(z) < +∞， then 

?' 111 JS(I) (1-lcp(z)12)2 (log l-I;(Z)I::i) 
ψ(z) h郡高og-to--BMOA1ogpullback proper七3ιConv世間1y，ifthere exists a sequence {wn}~=l C 
dD 8uch th批判D)C U民1ヤモ D:11ー可zl<入(1-IzI2)} where入>0，ぜψ(z)has Blog-to-
BMOAlog pullbac1王property，then 

(log合)2r 1-lzI2)1内 )12L. __ ，-， ，'-， 11 r ，'-/1 ， 2 dA( z)く十∞
T ¥1¥ JS(1) (トiψ(z)1引
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Nevanl日iEn1 E担la.開開間-t開珊.鴫.

東北大学大学院情報科学研究科 飯田安保

(Yasuo IIDA， Graduate School of Information Sciences， Tohoku University) 

abstrac土

In this paper， we shall define the Smirnov class悦*and its subspace悦P，P > 1， onもheupper half 
plane and show some properties of 1)1* alld a canonical factorizatioll theorem for 1)11'. 

1.準備

まず、単位円板u= {z E C Ilzl < 1}上の Nevanlinna型空間の定義を与える:

定義 1-1(N，N* ， NP) 

fをU上の正期関数とする。また、 T= {z E C Ilzl = 1}とする。

1. sup I log+ 11(reiO)ldB < +∞を満たすとき、 lEN とする。
。くTく1Jo 

(注 1E N のとき、 f*(eiO):口 1irf(Tdo)がa.e.eilJ E Tで存在することが知られている。

2. あるゆ EL1 (T)うや丞Oに対し log+11(z)1 ~ Q[ft](Z) (z E U)を満たすとき、 1EN*とする。
ただし、右辺は U上の Poisson積分を表す。

3. p> 1とする o sup / _.. (log+ 11(reilJ)lr dB <十∞を満たすとき、 1 E N7' とする。
自<rく1Jo、ノ

N をNevanlinllaclass， N*をSmirnovcl出 s，NP(p > 1)をPrivalovspaceと呼ぶ。 N とその部分空鰐
N*， NP等を総称して Nevanlinna型空間と呼ぶ。
これらの空間のあいだには、包含関係 NPCNホcN (p > 1)が成り立つ。

一方、上半平面 D 口 {zE C 1 Imz > O}上の Nevanlinna型空間については羽ochizukiの結果[M]をは
じめ、いろいろ知られているが、 KrylovはDよのNevan日nnacl邸 S引を以下のように定義した [K]: 

定義1-2([判)

D上の正則関数fがs叩 Ilog+ 11(.1;十iy)1dx <十∞を満たすとき、 1 E 1)1とする。
u>OJR 
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ここでは、 N判 NI'(p > 1)に対応、する D上の空間として、 Smirnovclass lJl*と Privalovspace lJlP (p > 1) 

を以下のように定義する ([I]): 

定義1-3

I 
1. fが D上の正取関数で、あるや εL1(R)，<t孟Oに対し log+¥f(z)¥豆P[<t](z)(zεD)を
構たすとき、 IE悦*とする。ただし、右辺は D上のPoisson積分を表す。

2. p> 1とする。 D上の正則関数fがsupI (log+ ¥/(:1;十iu)iipdz<十∞を満たすとき、
v>O J託 、ノ

f E lJll'とする。

単位円板での場合と同様にこれらの空間の間には、包含関係 lJlPC悦*c lJl (p > 1)が成り立つ。

2.切に属する関数の関数分解定理

次の定理は Krylovの結果である[向。

定理払1(Canonical factorizatiollもheorem[K]) 

fElJl， f手0は次の形に一意に分解される.

f(z)口 a.e山 b(z)d(z)g(z) (zε D). 

ここで、

(i)αεT，n孟O.

(ii) b(z)はfの零点から構成される町田chke積.

(註i) d( z)口 exp(会l芋とJ7100(刊)，
¥"/1 ( J武 ι-'" .L T (，- / 

ただし h(t)丞0，log h E L1 (R. (1十t2)-ldt)，log十 11E Li(R)である.

(iv) g(z) =叫(リ芋む州L
¥b  J筑 b 一ゐ / 

ただし 1IはR上の有限実測度で、 Lebesguei則度に関して特異で、さらに

ん(1+めが(t)<∞を満たす
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A:理払2([K]) 

f ε~ は次の性質を持つ.

f*(x):= 1iI!l. f(x十iy)が a.e.;r， E Rで存在する.
U→ UT 

;124ザ If(x+ i川

、BB
，，
・I''a、、

、‘.，
J
・1・1，，‘‘、

=AL附 f山引Idx=ん附f*川
が成り立つ。

九の性質

R上の凸関数vが、 ψ注Oかつ非減少で、 limcp( t) _∞であるとき、 stronglyconvexと呼ぶ。
ー∞ t

3. 

定理3・1([1]， [K]) 

fE~ ， f =l= O とする。このとき、以下の条件は互いに同値である:

f E ~*・

f 0 "iJ!-1叫ここでい出 (zE D)である

、EE
，，
-
l
 

''a
‘、

、IJ・1・I
'
f
・、、

定理 2-1 において、 μ~O.

知k10g十 If(.1:+ iy)1 d.1: = k1og+ 1f*(;r)1 
、，，
a'
.，A
 
・I・-(
 

:叫ψ阿出川引1)伽<∞

(iv) 

次を満たす strollglyCOllvex fUllction cpが存在する:(v) 

{log+ If(x + iy)l}百〉日がR上一様可積分である.(vi) 

Remark. 
ψをa上のstronglyco肝 exfunctiollとする。 D上の正別関数fがsupIψ(log+ If(x十iy)1)d.T <十∞

y>OJR 

を満たすとき、 fεH<p とする。

このとき、定理3-1より次が得られる。

con開.1:}.民 =U{H<p 1 cp : stroザ
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4.悦pに関する結果

Jl >l とする。 R 上の関数 ψ を、 t~O のとき <p(t)= tP， t < 0のとき ψ(t)口 OとするO これはstrongly
convex functionなので、この vに対して前ページ Remark.のクラス H伊は明P と一致する。

まず、以下の結果は [SW，Chapter II， Theorem 4.6]よりすぐに成り立つことが分かる。

命題 4.1([1])

I)1P(p > 1)に属する関数fについて、以下が成り立つ。

(i) (log+ Ifl)Pはleastharmollic majorant P[r]を持つ。ここで T はR上の有限実測度である。

(ii) 上記の Tに対して、 11r 1出supI (log+ If(:1;十iu)ijpdzが成り立つ。
lI>OJR 、ノ

(iii) D 6 = {z E C 1 Imz > 6}とする。 Izl→十∞(zε万6")のとき log+If(z)1 ，..→ Oが成り立つ。

この命題を用いると、I)1Pは以下の性震を持つことが示される。

定理 4.2([1])

関数fE 1)11'について、以下が成り立つ。

(i) .f 0金一IEN1'. 

(ii);叫(附f(叶 73)lYdhllh+ん(log+1仲村Y)IYd戸ん(10ピi州

また、前pに属する関数の関数分解定理も以下のように与えられる。

定理4-3(Canonical fadorization theore11l [1]) 

p>lとする。 fE坑1'，f=lOは次の形に一意に分解される o

f(z)口 α巴山b(z)d(z)g(z) (zεD). 

ここで、

(A) α'" (1'ぅb(z)，g(z)は定理2-1と陪じ

(B) cl山

ただし h(t)~ 0 、loghEL1(R， (1十t2)一Iclt)で、さらに log+h白モ L1'(R)が成り立つ.
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N orm of a linear combination of two operators 
on a Hilbert space 

Takahiko N akazi 
Department of Mathematics， Facu1ty of Science， Hokkaido University 

Takanori Yamamoto 
Department of Mathematics， Hokk説明GakuenUniversity 

Abstract 

Let α，s，γ，5 be complex numbers such that γ5 =1-O. If A and B are bounded linear 
operators on the Hilhert space H such that γA + 5B is right invertible then we study the 
operator norm of (αA+ sB)(γA十5B)-1using the angleゆbetweentwo Sl伽 pacesran A and 
ran B or the angleゆzψ(A，B) between A and B where 

i< Af，Bf > 1 
cosψ(A，B)= sup 一一・

ANO，BNO 

AMS Classi.戸cαtion:47 A30; 47B35. 

Keywords: Operator norm; Angle; Hilbert space; Idempotent operator. 

第 1章. 序文

単位円罵 T上の Helson-Szegる荷重 W について特異積分作用素

1 r f(η) 
(8 f)(()立つ lァ一τdη(αバ εT)

'/I"L J T 11 崎、

はヒノレベノレト空間 L2(W)上の有界作用素であるが，解析射影 Pニ (υI一十トSめ)ν/β2とQ= 1一P
のノ/ルレムとの関係は， 1附i伊問附P刊町11工 11附i向矧馴QI引11(μι {肌可ゆ恥)， 1例i伊問州S別判11=斗11問P刊11什+凶R亡Ik(Cf.[け何[7])昨η])が知られてい
る。以下の F制eld伽ma邸I
11αP十sQIIを表している。吏lにこ，IIPIIは2つの部分空間 ranP = H2(W)，ran Q口H6(W)の
なす角度ゆを用いて IlPII= cscゆと表されることが知られている。
以下の諸結果は一般のヒノレベルト空間 Hで成り立つ。以下 α，s，γ，5εC，(γ5 =1-0)とする。
A，B E B(H)について γA+5Bが可逆のときノルム II(αA十sB)(γA+ 5B)-lllを

Sゆ口 sup <Af，Bg>1 
AN叩 97'=0 IIAfll. IIBgII 

より定まる部分空間 ranA，ran Bのなす角度ゆ口ゆ(ranA， ran B)， (0 :sゆ52)または

sゆ sup <Af，Bf > 1 
A，;O:ENO IIAfll. IIBfll 
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より定まる作用素 A，Bのなす角度 ψ口ψ(A，B)，(0壬ψ55)を用いて調べる。 cosゆ(A，B)ざ
cosゆ(ranA，ran B)よりゅ(A，B)どゆ(ranA， ran B).我々は ψ(A，B)を作用素 AとBのなす
角度と呼ぶことにする。もし p2口P(=I=0，1)かつ Q I-Pならばゆ(ranP， ran Q) =ψ(P，Q) 
が成り立つ。なぜならば h=Pf+Qgについて次が成り立つo

F(α，s，t) = 

|< Pf，Qg > 1 
IIPfll.IIQgll 

もし tど0ならばF(α，s，t)三max(1αI，IsI).

1<Ph，Qh> 1 
IIPhl卜IIQhl1

|FKM公式IP E B(H)， P =1= 0，1， p2 = PとQ=I-Pについて

11αP十βQII=F(α，s， IIPI12 -1) 

このときゅ=ゆ(ranP， ran Q) =ψ(P，Q) =ψ.更に IIPII口cscゅより IIPI12-1口cot2ゆ.
よって 11αP十βQII= F(α，β，cot2ゆ)口 F(α，s，cot2ψ). この公式のー殻化として H上の作
用素 A，Bに対し WIIαA十βBIIをゆやψを舟いて表せJという開題は難しい。そこで我々は，
WII(αA + sB)(γA十dB)-lllをゆやψを用いて表せ』という問題を考える。

第2章. 角度ゆ(ranA， ran B) > 0のとき

このときは，ゆ(A，B)三ゆ(ranA， ran B) > 0，よって cotゆ三 cotψ が成り立っている。

片菌題11 零でない A，B巴B(H)がran(A十B)口Hを満たしているとき次の条件は互いに
間!しである。

(1) ran A n ran B口 {O}.
(2) 五百五円高nB = {O}. 
(3) ゆ(ranA， ran B) > O. 

(1) '" (3)が成り立っているとき，(A+ B)-lにより A+Bの右逆元の1つを表し，
P = A(A十 B)-¥ Q = B(A + B)-lと定める。このとき p とQは (A十 B)-lの選び方
に依らずに定まり，P+Q = 1， p2 = P =1= 0，1， ranP口ranA， ran Q=  ran Bが成り立つ。

直百 もし零でない A，BE B(H)が

ran (γA十dB)=H かつ ran A n ran B = {O} 
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を満たすならば，ゆ=ゆ(ranA， ran B) > 0かっ

11仙川)仙oB内 F(;，:Lトトい?パ刈刈Cω叫O凶七
ただし(作γA+oB)γ一lは右逆元の 1つを表す。

定理 1は補題 1とFKM公式より寵ちに導かれる。特に A口 P， B = Qのとき FKM
公式になる。特に A= P， B口 Q*のときは，A+Bは可逆になり ranA-L ranB.よって
ゆ(ranA， ran B) = ~. Theorem 1より

11 (αA+βB)(A + B)-lll口 F(a，s，O)= max(1α1，1β1). 

このとき A(A十B)-lとB(A十B)-lは告己共役なベき等元である。

l系 11 もし A，BE B(H)がra叫A+B)= Hを満たし，p，q，r，sがp十r=q十 S口 1，
両亡届r'" 0， ran(pA + qB)チH， ran(rA十sB)'" H， ran(pA + qB) n ran(r A十sB)= {O} 
を満たすならば

11 (αA十βB)(A十B)-lll (日rps-qα空)戸ヲFFヲJ，cofゆ(叫

ただし (A十B)-lはA十Bの右逆元の 1つを表す。

医豆 もし A，BE B(H)について仙oBが可逆であり Kニ函 n函が
A(γA + OB)-lの不変部分空間であり Kチ百五五かつ KチE五万ならば，
ゆロゆ(ranAeK，ranBeK) > 0かっ

11附印)(γA十四円三F(????Cot2

定理 2の説明には構想 1と定理 1を用いる。定理 1より，もし K= {O}ならば定理 2は
等号が成り立つ。ゆ(ranA，ranB) 0かっ

ゆ(五五AeK，五五万θK)>0 

を満たす作用素A，Bはたくさんある。もしAB口 BAならばA(γA十OB)-lB= BA(γA十OB)-l
が成り立つから K=百五五円高五百はA(γA+ OB)-lの不変部分空間になる。定理 2よりも
一般に次の事実が成り立つ。もし零でないA，B巴B(H)について A十Bが右可逆であり，更
に間部分空間 M が

ranA n ranB c M c ranB， 
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を満たしているならば

11 (山畑)仙四円三F(;，j，c吋
ただしゅ出世(PMムA(A+B)-lIMょ，PMょB(A十B)-IIM.L)> O. 

第3章 A= 1， Bn = 0のときのノルム公式

Feldman-Krupnik-Markus [1]はA1I? B2=Iのときのノルム公式にも対応した少し一
般的な補題を求めている。 Nakazi[5]には、次の命題1と別証明が書かれている。更に我々 [6]
は序文のFKM公式を用いた別証明を与えた。

画劃 B山吋εば叫B町(凹問H的)iJ~ B2 = 0叶を械満献たし山るならMば

"山BII= ~ I~r IIBII' + Iα12+ I~I"B" 
I$~ 21 B E B(H)が Bn=0を満たしているならば

"αI 十四"ど~ 1~I'IIBI'anB'-' 11 + Iα12 + 1~IIIBlranBn 2¥¥ 

第4章. 角度 ψ(A，B)> 0のとき

ゆ(A，B)>Oよりゅ(ranA， ran B) > 0を導けるか否かはわからない。第2輩と第3章では，
FKM公式を使えたが，この章では使えない。我々は以下の補題2，3を用いて定理 3を証明で
きる。特に定理 3(1)はA，B~こ有界性を仮定しなくても成り立つことから，系 2 が導かれる。
定理 3を用いた系 3の証明は， FKM公式の別証明になっている。

軍司 j，gE Hに対し

叶ヤ
j =f 0， 9 =f 0 のとき

その他

|補題21 相異なるα，sについて Zどmax(1αI，IsI)とO:S;p<1が成り立っているとき，
茨お茶砕は互いに間値である。

仰 げ(川I45)
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この間値性は不等号だけでなく等号に対しでも成り立つ。

堕副 もし零でない f，g巴Hが門(J，g)<1を満たすならば

ilαf十sgl1/円/α s p2 ¥ 
11γf + ogll ~ ~ ¥γ'0' 1-ρ2) 

|定理 31 もし零でなし、 A，BεB(H)がψ(A，B)>Oを満たすならば，
(1) γA + oB 1-0かっ

11 (αA + sB)fll /' r，1 (α s __...2 _I.f A n¥ ¥ 
F ( ~， 7， cot21t(A， B) 1 

(')'A十四)1向 11(γA十oB)fll--" ~ ¥，' 0' ---n--' -/ ) 

(2) もし γA+oBが右逆元をもつならば，

II(αA十四)附oB円三F(;，ι3L?C∞Oωd山t2

ただし(れγA十oB)γ-1は右i逆蛍元の 1つを表す。 (AB= BAニ Oのとき等号成立。)
(3) もしγA十oBが左逆元をもつならば

11附印)仙oBt111さ11(仙沼)仙沼)-lI1F(日cot2ψ(Aヲサ
ただし (γA十OB)-lは左逆元の 1つを表す。

(γA十OB)-lが右逆光のときは 11(γA + oB)(γA十oB)-ll1= 11111 = 1. 
特に(1)は A，Bに有界性や線形性を仮定せずに成り立つ。(1)より

11γA+倒 1<∞かつゆ(A，B)> 0 吟 11αA十βBII壬11γA十四IIF(α，s，co向 (A，B)) 

よって

iiαA十βBIl< F (a.~.coe~[;(A.B)\ 
11γA十oBII--" -¥γ6…ァ、ノ/

丹
、

υ。。



|系21 もし H上の線形作用素 A，Bが IIA+BII<∞かっ ψ(A，B)>0を瀧たすならば
lIA11 <∞かっ llBll<∞. 

Helson and Szegoは荷量付き L2空関上の解析射影Pの有界性を示すときゅ(P，I-P) > 0 
とIIPII<∞の閑値性を使った。次の補題4でt=lとした不等式が定理3(1)になっている。
補題 4はA，Bに有界性や線形性を仮定せずに成り立つ。

E もし零でない H上の作用素M がゆ(A，B)> 0を満たすならば

iI(αtA+ sB)fll 
sup sup 
花 C{-ytA+oB)fメoII(γtA+ c5B)fll 

iI(αA + stB)fll 
techA+れ13)#0ll(γA+ 8tB)fll 
F (????C山 4，B))

|系 31 もし零でない H上の線形作用素A，Bがや(A，B)> 0とAB= BA = 0を満たし更
正予互十c5Bが右可逆ならば

11仙川)仙四)-111ロ F(73，cot2ψ(Aヲサ
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Weighted Shift Operators And Rudin's Orthogonal Polynomials 

Takal此

Abstract. H∞and H2 denote the Hardy spaces on七heopen unit disc D. Let 

ゆbea function in H∞and 114>11∞=  1. Ifゆ isan inner function andゆ(0)口 0，then 
{が ; η = 0，1，2γ・・}is orthogonal in H 2

• W.Rudin asked if the converse is true and 
C.Sundberg showed that七heconverse is not true. Therefore七hereexists a functionゆ
such七hatゆisnot an inner function and {4>n} is or出ogonalin H 2

• In七hispaper， the 
following is shown: {ゆっisorthogonal in H2 if and only if there exis七sa unique probability 

r1 _ r 
measure均 on[仏1]with 1 E supp 1/0 such that Nct(z)口 1..log 6dLノo(r) for nearly all z ザんI~~O Izl 
in D where Nゅisthe Nevanlinna counting function ofゆ.Ifゆisan inner function， then 
1/0 is a Dirac measure at r = 1. 

31. Rudinの直交問題

HP ( 1 ::; P ::;∞)を C の単位開円板 D 上の Hardy空間とする。このとき
H2は Hilbert空間となる。 HPの関数は radiallimi七をとることにより Lebesgue空
間V(θD，d8/2作)に isometricalに埋めこむことができる。ゅ EH∞が inner関数とは
ゆが δD上で α.e.絶対値 1となることである。ゆが inner関数かつゆ(0)= 0ならば
{ゆn;nzO?1，2，---}はH2で寵交系となることを示すことはやさしい。 1988年に Rudin
はその逆が正しし1かとしづ問題を提出した。

Rudinの車交問題:ゆEH∞かっ 11利|∞ =1とする。もし{が;η=0，1，2γ・・}
がH2で直交系ならばゅは mner関数となるか?

この間憩は、ゆ ELipα，α>  1/2ならば正しい (Cima-KorenblumωStessin [2]，1999 
?)。またゆが univalentならば正しい (Bourdon[1]， 1997)。しかし Sundberg[5]は1999
年?に Rudinの直交問題はゆが continuousでないならば正しくないという形で解いた。
よってゆが inner関数でないが{が n= 0，1，2γ・・}が置交系となるものが存在する。
よってそんな関数は依然として神秘的であるから、我々は{伊 :η 口 0，1，2，.・・}が直交

系となるゆを Rudinの直交関数と呼ぶ。
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32. Weighted shift作用素

H をHilbert空間、 {en;η=ェl，2，---}をその正規直交基底とする。 TがH上
の unilateralweighted shift作用素とは、 {ωn E Cη1，2γ・・}が存在して Ten 出
ωnen十1 (η= 1，2，・・・)となるものをいう。 IITII= sUPn Iwnlかっ Tが compact作用素で
ある必要十分条件は切n→ o(n→∞)であることが知られている。また {IωnJ}を重
みとする shift作用素と、 {ωπ}を重みとする shift作用素は similarであること、 Tが
i吋ectiveである必要十分条件は JwnJ> 0 (η= 1，え・ー)であることが知られているので
以後初η>0 (η=1ヲ1・一)と仮定する。
weighted sequence space 1{2 (s)とは、 F口{s(η); s(O) = 0， s(η) > 0 (η コ

1 ， 2，・…)}のとき、 JJfll~=L手。 Jf(η)J2ß(n)2 <∞となる f口{f(η);η 口0，1，2，・・・}の
全体を示す。古代s)は内積を (1，g) = L~=o I(η)タ(η)s(n)2とする五ilbertspaceである。
f ε討2(s)はf(z)口乞立。I(n)znと書くことができる。河内s)上の線形作用素Mzは、
(Mzf)(z)口乞二。f(η)zn+lとして定義される。
weighted Hardy空間 H2(ν)とは νがD上の probabilitymeasureで zの多項

式の全体の L2(D，v)での閉包を示す。ゆを H∞かっ 11ゆ1I∞=1とするとき、ゅの多項式
のH2C L2(D，dD/2π)での閉包とする。
次の (1)rv (4)において Tは重み {ωn}のweightedshift作用素とする。 (1)rv 

(4)はShield[4]に番かれているが(3)はC.A.Berger、(4)はR.Gellar↓.J.Wallenによる。

(1) Tがinjectiveであるならば、 s(η)口ω0・・・ωn-l(η三1)となる冗2(s)上の
Mzが存在して、 Tは Mzにunitaryequivalentである。またその逆も成立する。

(2) Tが hyponormalである必要十分条件は ωη 三日叶1 仰とめである。

(3) TがsubnormalかっsUPnωη=1である必要十分条件は、[拘0，1ヰi上のp戸roぬbaめbiιlト但

i 貯W山me帥側a部…S

が成立する。

(4) TがsubnormalかつsUPnωη ロ 1である必要十分条件は、 D上の probability
measure vでdv= dvo(r)dD /2πかつ冗2(s)空H2(ν)とできることである。

置E ゅは∞かつ 11ゆ11∞口 1とする。{が ;η=山，...}が H2で
直交系である必要十分条件は D上の probabilitymeasure νでdv= dν。(ァ)dD/2πかっ
討3自 H2(ν)とできることである。

証謹塑 必膿要要酎難悶'f:性位f性也生ι:{仲ゆF州叩πつ}μ同カがiJ~ H2で直交系とする。 仰削)= (ぱfo2nわ2nへV宵1i
〆 ρ2甘、 αコ

。?は )とすると、 F=乞lJ
o

F~ndÐ/2π ) ctn→ f25f(n)znという写像によっ

て、チ{~包討2(ß)o Mz を 1{2(ß) 上での z による multiplicatio仏 Mゅを1{~上でのゆに
よる multiplicationとすると、 Mz とMゅは unitarilyequivalentであるo よって Mzは
subnormalである。またsUPnωπ=sUPn(s(η+l)/s(η)) = 1であるから、 (4)より D上
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の probabilitymeasure νで dν dvo(r)dB/2πかつ冗2(s)宝 H2(ν)とできる。よって
χ~ rv H2(りとなる。十分性:明らか。

33. Nevanlinna counting function 

ゅεH∞かっ 11ゅ11∞ニ lとする。 Nゅ(ω)がゆの Nevanlinna counting functionと
は、 ωεD¥{ゆ(O)}に対して次の様に定義されるものである。

ー一同
σ
b
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i

n

u

 

ω
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ω
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i
-
-
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l
l
k
 

一一ω
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ωε ゆ(D)

ωザゆ(D)

次の (5)rv (7)はよく知られていて、 (5)はLittlewood-Paleyidentityの結果で、
(6)はLittlewood'sinequalityと呼ばれる。 (7)はゆが innerfunctionのときは Frostmari、
一般には W.Rudinによる。

(5) 1 E H2、ゆ εH∞かっ 11ゆ1100= 1とすると

11川コ11(4)(0))12十2んIf'(w)向 (ω)山)。

(6)ゆεH∞かつ 11ゆ11∞=1ならば

11-'UJゆ(0)1
φ(ω) ::; log I ~.. ~:'/~~I I 

jωーゆ(0)I 
(ω ED¥{ゆ(O)})。

(7)ゆEH∞かつ 11剥|∞三1ならば

22 1 fh'-iω一世(reiO)1 .1/11<，- 1 (加し jω ーゆ(eiO) 11/¥ 10 
;'::;i 27f)0 ~~O 11 -'UJゆ(reiO)1--1四日 2作ん -~O 11 -'UJゆ(eiO)1--/… 

(nearly all ωε D)。

種事自 れ H∞かつ 114>11∞=1ならば

(2宵 |ω-ゆ(eiO) 1 J/l ，，"- LJ叩ーゆ(0)I 
Nゅ(切)口 1. log 11 ~ .7rJ.¥;_i:¥ 1 dB /2π-log i |  
ん 11-'UJゆ(eiO)1--'-" ~~oll ー必ゆ(0)1

(ne町 ly叫lωε D)。

円
，

aoo 



韮堕 (6)の証明より、
{2甘 |ω-ゆ(rei8)1 :Jfllc'- LJωーゆ(0)1 

Nゅ(ω)口 !it;q.L log 1 ， - n7~.I-\~ :~i;\ 1 dO /2π-log 11- n7~~\(-~\ 1 ん 11-必ゆかei8)1--I _.. --0 11 -1砂(0)1(ωεD¥{針。)})だから (7)
より明らか。

匡J!l!21 ctEH∞かつ|桝|∞口 1とするとき、次の (1)rv (3)同値である。
(1) {が n= 0， 1，2γ・・}は H2で直交系である。
(2) N.ゅ(z)= NCT(lzl) (nearly all z巴D)。
(3) [0，1]上の probabilitymeasure均が一意に存在し、 1E suppvoかっ

とできる。

Nゅ(z)=lllogLdIノo(r)Jo --0 Izl (nearly all z E D) 

証明 (3)功 (2)は明らかである。 (2)吟 (1)0(5)より、 η>mに対して

fvn長mdO/2π
2nmん門m切 (lzl)2rdrdO/加
= 4吋 1TM川(ア)吋27fei(n-m)8 dO /21f = 0。

(1)吟 (3)。定理 1より dν 口dvo(r )dO /2π かつ 1-l~ rv H2(りとなる νが存在す
る。これより切モ Dに対して

fo
27f吋
I
n
dO /2πロん|古川) (η ロ 0，1，2，・・・)

を示すことができる。またこれより

fo27fわトμ川加「~~宵1、log品川 んlog¥古川)
を示すことができる。補題より nearlyallωEDに対してゆ(0)= 0だから

的(ω)=レOg¥日|的)ーloglω|
10
1 

d均(r)(fo
27f 
1イ二ぷId件

よって nearlyallωEDに対して

的(ω)= rlog ，~_， dvo(r) 。
JI叫 iωi
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何故ならば

floglrニIdB /2ト l山口 (logF
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Co臨 pletelyPositive Matirces 

T. Ando (日okuseiGakuen Univ.) 

完全正値行列について

安藤毅(北護学園大学)

1. この報告では η×η実行列を考察する。行列空間での自然な}I鼠序構造としては，半正定値
(positive semi欄definite)行列の錐 'P+に基づく}I慎序の他に，要擦がすべて非負な (entrywise
nOIトnegative)行列の錐 F十に基づく二つが考えられる。このこつの錐の共通部分を DPで
あらわし，すなわち DP= 'P+ n:F+そこに入る行列を双正鐘 (doublypositive)という。
以下ではJII員序記号 A之Bは 'P+による)11員序を表すものとする。

土手正定{直行列 Aは A=BBtの形に表示できることはよくしられており，さらに Bをやは
りnxn(半正定値)行列にとることも，また上(または下)三角行列にとることも可能である。
しかし，たとえ Bがηxmの矩形行列でも，BBtは半正定値になるととも明らかである。

特別な場合として，Bが要素がすべて非負な行列であるとき BBtは必然的に双定値になるが，
逆は一般には成り立たない。このような表示を許す行列を兜金正値 (completelypositive)と
よび，その全体を CPと書く。

1三η:::;4では， DP = CPであることが知られている (cf.[Da] ， [MM])。しかし，n>4
ではこれが成り立たないことは次の例で示される (cf.[GW]， [HL]， [Y] ) : 

ρη 1 。 。
l ρη 。 。

π 
Aη= I 0 l ρn 1 。 ρη=2cos( ~) 

η 

1 O 。 1 Pn 

この事実に関連して，無向グラフ Fが完全正健グラフ (completelypositive graph)とは

rrの隣接行列と同じ位置に Oをもっ AEDPはすべて完全正髄j

ことで定義する。グラフの完全正健性は，

rrが長さが 5以上の奇数長のサイクルを含まないj

で特徴付けられる (cf.[KB]) 

この報告は，AEDPが完全正値になるための簡単で検証しやすい充分条件についてのこれま
で得られている成果の解説である。主要な部分は私の古いノート [An]に基づいている。
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2. まず CPが閉じた錐となることの説明から始めよう o

A = BBt == [b1， b2， • .. ， bm] . [b!， b2，' •. ， bm]t ゅ A=Lbkb~ 

であるから，

m 

A 完全正個持 A = Lbkb~ :3 bk E R~ (k = 1，2，... ，m) 

が判る。したがって， CPは錐で，その extremalrayは階数 lのbbtでbE R~ の形のもの

からなることも判る。さらに，P+の次元は出子立であるから， A ロL:~=l bkb~ の表示で，適
当に b!，;を変換をすれば m話N三呼ヰと修正することができる。また正定値行列だけが現れ
ることより，

IIAII三IIbkl1
2 (k口 1，2，...，m)

となるから， cpは閉錐 (closedcone)であることが判る。

行列 A=[αij] iJ! (行)diagonally dominantとは

|αii 1三LIαZ3104323 川)
jヲ.fi

のことである。この条件は

21αii 1三玄i州 (i = 1，2，・・・ ， n) 

と書いてもよい。

[定理]A E DPとする。

(1) ([Ka]) Aが diagonallydominan七 一今 A:完全正髄，

(2) ([DJL]) 2・diag(A)どA =今 A:完全正値 (終)

3. 2つの正方行列 C 口 (Cij]， Dロ (dij]に対しては，仔列積の他に，要素毎の積で定義される
Hadamard積 (Hadamardproduct) C 0 D = [ドCα匂Zり〆3
明らかに， DPもcpもHadamard積で閉じている。さらに関数 f(t)が

f(t) =玄αktk (αk 2: 0， 0三t<∞)

と表示されると，

C 吉田司[六Cij)]E DP， C E CP 司 [J(Cij)]E CP 

が容易に判る。これは特に f(t)= exp(t)に適用されるが，さらに強く次ぎのことが成り立つ。

[基本的な補題] A = [αij 1ε九当[仰いij)1は完全正値(終)
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この証明は CPが関錐でことに基づいており，A口 BBtB E:F+となる Bを構成する具体的
な手}I蹟は与えない。

実行列 C= [Cij]関して，以下の事はよく知られているし (cf.[Rl]， [R2]) ，証明も簡単である:

[exp( -tCij)] E DP V t > 0 や吟 [exp( -tCij)] E CP V t > 0 

(I-jJ)C (I-jJ)50 や=今白 ECiμ'j::; 0 V 2::むロO

ここで Jは要素がすべて 1な行列である。

上の(同値な)性質をもっとき行列Cは条件付き負定値 (conditionallynegative definite) 
とか負型 (negativetype)と言われる。

上の結巣を応用するに捺してのわれわれの指針は，A=[αij]αij > 0にたいして

=[αり]= [叫-吋去))]イ [exp( -a:j) ] dt 
の等式と， CPが関錐なことである。

A 

A= [αijjeDP?向j> 0 (i， j出 1，2，.'" ，η)とする。

(終)

出中 A:完全正値，

A:完全正値==? 

[叫古)月]: 1耶七ive刊eト…一寸t守y

[ 古剖]: negative -type 

[定理l

(1) 

(2) 

ここに現れる条件を別な形で書くと，次のようになる。
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V t > O. 

や=ヰ〉

同]E P+ や=二〉negative -type (2) 

実際， (2)の条件の方が (1)の条件より強いことは，例えば積分表示

sin(叩 )r∞「 α“1.v-l 1 I "J I tr"dι 
π ん Lt十αijJ 

[α引

を使って判る。

に関しては次が言える。一般の A巴DP

ロキ A:完全正値(終)[αfJEP+VO<p<l 
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A = [aij]εDPに関して:

口コヰ〉Vt>O 

(定理l
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行列 A 口 {αij]E DPがいfj]E P+ V 0 < p < 1を満たすとき，Aは無限分解可能
(infinitely divisible)という。完全正値行列は必ずしも無限分解可能ではない (cf.[FR])。

4. 前節では関数f(t)を要素毎に(entrywise)に適用して新しい行列を作って行ったが，こ
の節では普通の functionalcalculusを関して 類似の考察を進める。

C εDP =中 exp(C)E CPは容易に判るが，さらに進めて，実対称行列 Cに関して次が成
り立つ:

exp(-tC) E DP Vt> 0 和中 exp(-tC)εCP Vt> 0 布中 diag(C)-C E :F十

この最後の条件は， Cの o品diagonal要素がすべて "さ--0" のことである。このような
行列を Z-~守列 (Z-matrix) と呼ぶ。 Zω行列よりも強い条件として， Z-行列 Cがhι行列
(1¥ふmatrix)であるとは，逆があって C-1ε F+oPerron-Frobeniusの結果から， Cが M-行
列であることは，次のことで特徴付けられる:

rC=ρI-D ヨρ>0，D巴F+，ρ> "Dのスベクトル半径"J

この結果を応用するに当たってのわれわれの指針は，A>O関して:

A = exp (-log(A-1)) = I exp (-tA-1) dt. 
JO 

なる等式と， CPが関錐なことである。

[定理 0<A E DPに関して:

(1) log(A-l) : Z一行列=今 A:完全正値，

(2) A-l: M 一行列 口中 A:完全正値 (終)

ここに現れる条件を別の形で審くと次のようになる。

(1) A-1: M一行列 和中 A(tI十A)-lE:F十 Vt > O. 

(2) log(A-l):沼一行列 宇中 AP εF+ V 0 <p < 1. 

前節のように積分表示を使えば， (2)の条件が (1)の条件より強いことが判る。一般のAεDPに
関しては次が言える。

[定理] AEP十に関して:

A(tI十A)-lE F十 Vt > 0口=?AP E F十 VO<p<l=中 A:完全IE値〈終)

上の定理の条件から，結局は AtEDPがでるのではあるが，A-1に対する条件の方が，次節
で具体的な手順を確立するのに役立つところに利点がある。
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5. 完全正儲行列の表示 A= BBt 3B E F+で，Bが上半三角 (uppertriangular)に
選べるとき AEUL，下半三角 (lowertriangular )に選べるとき AELUと書こう。ここ
で，どちらの場合も，Bはnxn行列であることに注意する。

半正定値行列に関する命題を，次元 nに関する帰納法で証明するのに有用な手段として，直交
射影 Pによる圧縮(compression) P APの他に，(Aの)PAPに関しての Schur補行弼
(Schur complement) A/ PAPがある:

A/PAP = PムAPム-PよAp.(PAP)一1.PAPム
圧締に関しては

A>B>O =吟 PAP>PBP> 0 
は明らかであるが，重要なのは Schur補行列に捕しでも

A之Bどo =中 A/PAPとB/PBPとO.
も成り立つことである。これは次のような等式を考えれば理解できる:

pムA-1pJ.= (A/PAP)-l. 

最もよく使われるのは 1f i1 <・・・く ik~ nのように indexの部分集合をとり，Pとして
eiい・・ • ，eikに張られる部分空間への射影をとる場合である。このとき次のように書こう:

PAP 三 A[i1γ・.，ik]， A/ PAP = A/A[il'・・・ ， ikl 

A εF十のとき， A[i1，・・.，iklε:E十であるが，一般には A/A[il"" ，ikl f. F十である。 M-行
列の重要性は次の事実にある:

A:M一行列司 A[il'・..，ik]， A/ A[il， .. • ，ik] M一行列。

[定理]([LM]， [M]) AεDPに関して:

(1) 
AEUL 体中 A/A[k， k + 1，・・・ ，n]E DP (k口 1，2，...，n)， 

(2) 
AEF+ 宇中 A/A[l，2，・・・ ，k]E F十 (k=l，2，・・・ 7η) (終)

(定理) (cf. [DJ]) 0 < AモDPに関して:

A-1 M一行列 宇吟 A/A[il' i2，... ，ik]E F+ V i1 < i2 < ... < ik. 
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1. INTRODUCTION 

Let H be a nonempty closed convex subset of a real Hilbert space H and let 9 be a proper 

con vex lower semicontinuous function of H into (一∞?∞].Consider a convex miniロ初出on
problem: 

min{g(x) : x εH} 、、ssJ'
牢
r'a
，、、

For such a g， we can define a multivalued operator δ9 on H by 

δg(x)コ{がεH: g(y)さg(x)十(xぺy-x)， y巴H}

for all x E H. 8g is said to be七hesubdiffereniial of g. Let C be a nonempty closed convex 
subset of H. Then a mapping T : C →C is called nonexpαnsive on C if IITx -Tyll ~ 
Ilx -yll for all x， y巴C.We denote by F(T) the set of fixed points of T. An opera.tor 
A C H x H is αccreiive if for (Xl' yl)， (X2' y2)巴A，(Xl -X2， Yl -yz)言O.If A is aCCI、etive，
we can define， for each positive入， the resolvent .rλ:R(1十入A)→D(A)by.rλ=(1十入At1.
VYe know that J入isa nonexpansive mapping. An accretive operator A C H x H is called 

m-αccretive if R( 1十入A)= H for all入>O. If 9 : H →(-∞?∞ is a proper lower 
semicontinuous convex function， thenθgisanm四accretiveoperator. We also know that 

o E 8g(xo)仲 g(xo)口 min{g(x): x E H} 
件 JλXo= Xo for 入>O. 

Thus， a convex minimization problem is equivalent to a fixed poilitproblem for a. non司
expansive mapping. Further， we know七hatone method for吋 ving(*) is the ]JToximal ]Joint 
algo叫んmfirst introduced by Martinet [18]. The proximal point a吋.lg伊Oωn七也hm工

notion of resolvent Jλ， I.e.， 

1 .. 
Jλx=ぽ gmin{g(z)十一Ilz-xll:l : z E H}， 

2入

introdωed by Moreau [19]. The proximal point algori七hmis an iterative procedure， which 
starts at a point Xl E H， and generates recursively a sequence {xn} of points 九 +1ごみnXn，
where {入n}is a sequence of posi七ivenumbers;間 e，for instance，玩ockafellar[23]. 
On the other hand， there are two well-known i七era七ivemethods for approxima.tion of 
五xedpoints.. Mann [17] introduced an iteration procedure for approximation of fixed points 
of a nonexpansive mapping T in a Hilbert space as follows: Xlご xE C and 

xn十1口 αnXn十 (1ー αn)Txn， n = 1，2，・・・ヲ
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where {Qn} is a sequence in (0，1]. Also， Wittmann [38] dealt with the iterative process: 
Xl = X ξC  and 

xr叶 1 αJ十(1-α叫)Txn，η コ 1，2，・・・ 3

where {αn} is a sequence in [0，1]; see originally Halpern [8]. 
1n this article， we五rstdeal with weak and strong convergence theorems of Mann 's type 
and Halpern's七ypein Banach spaces. Then， using these ideas， we obtain weak a.nd strong 
conve1'gence theorems for resolvents of accretive ope1'a七orsand conside1' the convex mml同

mization p1'oblem of五ndinga minimizer of a convex function. These results. are connected 
with the proximal point algori出ms.

2. PREL1M1NAR1ES 

Let C be a nonempty closed convex subset of a. Banach spa.ce E a.nd let T be a mapping 
of C into C. Then we denote by R(T) the range of T. Let D be a subset of C and let P be 
a mapping of C into D. Then P is said to be sunny if P(Px十t(x -Px)) = Px whenever 
P'J.:十t(x-Px)εCfor x巴Ca.nd t主O.A mapping P of C in七oC is said to be a Tetradion 
if p2 = P.狂乱 mappingP of C into C is a. retraction，七henpz = z for every z εR(P) 
Let E be a Banach space. Then， for every εwith 0 < e < 2， the modulus J(ε) of 
convexity of E is defined by 

A Banach spa.ce E is said七obe un~ザfOTm叫J旬y cor.η』附t

said to be strictly cor附 xif Ilx十yll< 2 for x，yεE with IIxll三1，Ilyll三1a.nd xヂy.A 
Ulll汀fo叫工、mlyconvex Bana 

Let E be a Ba紅nachspace 乱紅工.ndle七E"本 beits dual， that is， the space of all continuous 
linea1' functionals x* on E. The value of x*εE* at x E E vviU be denoted by (x，x*). ¥"'ith 
each x 巴 E， we associa七ethe set J ( x ) 口 {x* ε E* : (民x*)ニ IIxl12 = 11江戸112}.Using the 
Hahn-Banach theorein， i七isimmediately clear that J (x )ヂゆforany x巴E.Then the multi-
va.lued opera.tor J : B →E* is called the duality mαppz吋 ofE. Let U = {x E E : 11 ~じ 11 = l} 
be the unit sphere of E. Then a Banach space E is said to be smooth provided 

-mJ叩

exists for each x， y E U. When this is the case， the norm of E is said to be Gateaux 
d~fJàentiable. It is said to be Frechei differentiable if for each x in U， this limit is a.tta.ined 
unifo1'mly for、Yiil U. The space E is said to have a uniformly Gateαω differentiable n01'1n 

if fo1' each y E U， the limit is at七aineduniformly for x E U. 1t is well known that if E 
is smooth， then the duality mapping J is single valued. It is also known that if E ha.s a 
Frechet differentiable norm， then J is norm to no1'm continuous; see [7] for more deta.ils. A 
Banach space E is said to satisfy Opial 's condition [20] if xπ-'-x and xチyimply 

liminf IIXn -xll < liminf IIXn -yll， 
n-→c口 n-輪予00

w here -'-denotes the weak conve1'gence. 

ウ

t
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3. WEAK AND STRONG CONVERGENCE THEOREMS 

Mann [17] introduced an iteration procedure for approxi江lationof fixed points of a 

nonexpansive mapping T in a Hilbert space as follows: X1口♂巴 Cand 

九十1=αnXπ十 (1-αn)Txn，n = 1，2， ・?

where { α n} is a sequence in [0，1]. Later， Reich (21] discussed this i比te臼r凶、&叫tionpコ丸万)1'0、刀oce町f山
unif，おorn1叫1吐l防yconvex Ba出nachspace w hose nor口mis Fr吋echetd出i五i宜eren北ti泊able.

Theorem 3.1 ([21]) Let C be a closed convex subset of a l山 formlyconvex Ba，l1a，ch space 
E with a Frechet di:fferentiable norm， let T : C →C be a nonexpansive maιpping with a， 
fixed point， and let {cn} be a real sequence such that 0 ~ Cn ~ 1 and I;た1Cn(1ーら)=∞・
If :1:1 E C and 

Xn+1 = CnTxn十(1-Cn)Xn， η= 1，2，・・・?

then {Xn} converges weakly to a五xedpoint of T. 

Wittmann [38] dealt wi出 thefollowing iterative process: X1コ XE C and 

Xn十1αnX+ (1-αn)Txn， nコ 1，2，・・・?

where {α。凡}is a sequence in [0，1]; see originally Halpern [8]. The followi時 theoremwa.s 
proved by Wittmann. 

Theorem 3.2 ([38]) Let H be a Hilbert space. Let C be a ∞nempty closed convex subset 
of H. Let T be a 1悶

s問eq引uenc印eof real numbers such七hat0三仇三 1，limn→∞仇 =O?2::二11sπ+1一F仇f凡tl<∞ a出1日n山"j(κCと;

I:コ:ニ二1s仇n口∞.Suppose七ha七{xn}is given by X1 ご XE C and 

Xn+1 snX + (1 -sn)Txπ? η 口 1，2，・・

Then， {xn} converges strongly to Px巴F(T)，where P is七hemetric projection from C' onto 
F(T). 

Shioji and Takahashi [25] extended Wittmann's theorem to a Banach space 

Theorem 3.3 ([25]) Let E be a uniformly convex Banach space wi比七札hau山 formlyC atea.u 
d品:1泊lifπferen北tiablenorm. Let C be a nonempty closed convex subset of E. Let T be a nonexpan-

sJve maタpingof C into itself such that F(T)チo.Let {sn} be a sequence of rea11山 llbコer
S刊ucht山ha川a叫t0 壬P仇n三1， lim口m叫1山 D∞os仇n= 0 ヲ2ε: 之1 I仇F仇n+付1一F仇nl< ∞ 乱出1此 2 二lsι口 = ∞ • Suppo 問
that {xn}is given by X1 = X εC and 

Xn十1= snx + (1 -sn)Txn，η=1フ2，・

Then， {Xn} converges strongly to Px E F(T)， where P is a 叩 lquesunny ∞ 
r閃附etractioIロ1from C onto F(T). 
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4. APPLICATIONS 

Kamimura a担l叫 Tak偽ωaha邸sl剥i

the prωox泊imalPOiI叫1式七 &叫19伊or批i比七hm瓜 . 

Theorem 4.1 ([10]) Let E be a 1山formlyconvex Banach space whose norm is 1巳土五1批.
d出if百fe白re臼n訪七i九ab1eor which sa七iおsf五le邸sOpia叫l'scondition， 1et A c E x E be an accretive operator， 
aば letC be a nonemp七yclosed convex subset of E such七hatD(A)C C c nr>O R(I十γA).
Assume that {αn} C [0，1] and {rn} c (0，∞) satisfy lim sUPn-+∞仇<1 and lim inf日∞ Tn> 
O. Let X1 = X E C and let {Xn} be a sequence generated by 

Xn十 αnXn十 (1-αn)Jrnxn， nコ 1，2，・・・・

If ，4-10 i=-0， then {xn} converges wea1のtoan element of A-10. 

The following is the proximal point a1gorithm by the Mann iteration proceduce. 

Theorem 4.2([11]) Let H be a Hilbert space and 1et f H →(-∞、∞1be a lower 
semicontinωus proper convex function. Let X E H and let {xn} be a seque況 edefined by 
.1;1ロ Xand 

X7i十1こ αnXπ十(1-α口)Jrnxn， η こ 1，2，・・?

九九 ニ 紅叫叫叫g伊卵m加i出ベ→nべ中(やいいf六伶附(υz

wl悦ler閃e{いαn}C [伊0，1]and {rn} C (伊0，∞)μsa叫七i均 α仇托 ε[拘O，k刈k叫iμfor some k with 0 < k < 1 a.nd 
li瓜日∞九ヱ∞.If (θj)-lOヂ仇 then{Xn} converges weakly七ov E H， w hi ch is a. mi山111zer・
of f. Further 

1一円一
f(Xn+d -f(υ)ぎαn(f(Xn)-f(υ))十一一一三IIJrn九一υ1111 Jr".I;n一九11.

rn 

)
 

1
l
ι
 
，，e't
、

Kami 

Theorem 4.3 ([11]) Let H be a Hilbert space and A C H x H be an貯 acα'etiveoperator. 

Let X E H and let {Xn} be a sequence defined by X1ニ Xand 

九十 αnX十(1-αn)Jrnxn， η コ 1，2，・・・ 3

where {αn} C [0，1] and {rn} C (0，∞) sati均五回目∞αn 0， 2::ニ1αι凡口∞a.nd
limπ→∞ Tn ∞ • If A-10 i=-仇七hen{Xn} converges strongly to PxεA-IO，where P is 
もhemetric projection of H onto A-10. 

Compare Theorem 4.3 with that in Rockafellar [23]， Using Theorem 4.3， we obta.in the 
following theorem. 

Theorem 4.4 ([11]) Let H be a Hilbert space and let f : H →(一∞?∞1be a lower 
se山 co凶 nuousproper convex function. Let X E H and let {xn} be a町 luencedefined by 
♂1 = X and 

九十1=αnX十(1-α叫)Jrnxn，n = 1，2，・

JrnX札 口 紅叫叩g伊仰m1悶叶i加ベ→nべ中(やドfバ附(
一99一



where {απ} c [0，1] a吋 {γn}C (0ヲ∞)satisfy li立ι仰向=0， L二二lαn ∞ and
limn→∞ rn 口∞• If (δj)-lOヂ仇 then{xn} converges strong1y toυ 巴H，which is the 
minimizer of f nearest to x. Further 

1-a~ 
f(xω)一 f(υ)ぎαn(f(x)-f(υ)) +っプIIJrnxn-υIIllJrnxn -:rnll 

We do no七knowwhether Theorems 4.1， 4.2， 4.3 and 4.4 wou1d ho1d in the ca.se when 
A C E x E* is a maxima1 mono七onopera七or.We a1so know that if E a，nd E* are uniformly 

convex Banach spaces and A c E x E* is a maxima1 monotone operator， then for‘(:巴 E
and r > 0， there is a unique e1ement Xr E D(A) such that J(Xr - x)十rAγ叫ヨ O.80， we 
ca.n define the reso1ve凶 Jrof A by Jrxコ Xr;see [32] for more details. 
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Chaotic semigroups generated by certain 
differential operators of order 1 

1 Introduction 

The equation 

Mai Matsui aud Fukiko Takeo 

Ochauomizu U uiversity 

211=c(r)生+g(川)θt -，." ， fh: 

has been used to model the dynamics of a population of cells undergoing simultaneous 

proliferation and maturation， where x is the maturation variable ([4]， [5]). The S011ト
tious of the par七ialdi鉦erentialequations have some conuectionwith ¥Viener process. 
1n fact， A. Lasota and M. C. Mackey showed how to construct an exact， contiuuous 
timeぅsemidynamica1system on a measure space coming from a oue dimensional ¥可leuer
processうwhichcorresponds to the above partial di首位"'entialequation with c(:r.) = -:C 
and g(民Il)口 tu([3]). 
We consider the case of c(;z;) =γ:r: (γE lR.) and g(.l:、'll)口側 (α モC).At first we 
sl叫1 consider the space X = {f ε C([伊0，1]可])I f(仰0)口 O} a剖udt山heflお'ollowir略 11泊凶111社ti品凶i泊a札1vaιlu 
problem of a par叶tia吋1d必i宜er陀ent此t白:iale町【q戸ua叫tiOI配1工: 

日一 θuδt=V:広 +αl/.

u(O，;z; )口 f(:1:) 
(1) 

whereγ> 0，αεC and f E X. For f E Cl(机1])n X satisfyi時 γ.'r:f'(.r)+αf(.r)巴
X，叫t，:r)と♂tf(eI"t:r:)is the solution of (1). By usi時 therepreseutation forn吋 a
eαt f(e九)of the solution of (1)ヲwedefine the bounded 1inear operator {Tt} t>O ou X 
by TtJ(x) = eotf(e'Ytx) for f E X. Then {Tt}t>o is a strongly co凶 nuousselmgro叩 on
X (Theorem 1). Here we call {れ}t>O the solution semigro叩 tothe partial di註:erential
equation. 

A strongly co凶 nuoussemigroup {Tt}例 iscalled hypercyclic if the四 existsan .1・巴

X such that the set {Tt.'r: I t三O}is dense i己X.The semigroup {Tt}t>O is called chaotic 
if {Tt}t>O is hype叫 rclicand the set of periodic poiuts Xp 出 {xEX  Iヨt> 0 8.t. Ttl: =・r}
is dense in X. 1n [1]， "W. Desch， W. Schappacher and G. F. vVebb gave a su伍cient
condition for a stror珂l防yc∞ont凶t討i泊nuo1
Theorem A， by using the eige肝

Theorem A ([1]). 

Let X be αsepαrable Bαnαch spαceαnd let A be the infinitesimα1 generator ofα8trongly 
continuOu8 semigroup {れ}向。nX. Let U beαn op仰 81山 etof the point spectru.m. 
of A， which inter8ect8 the imαgm.αry αxzs~ αnd for eαch入EU let :2:λ be αnonzero 
eigenvector， i. e. Ar入ロル入.For印 chゆEX* we defineαfunction Frj，: U→C by 
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九(入)=(仏r入).A88Ume thαt for each ct E X伝 thefunction Fct i8αη，αlytic and that Ftt 
doe8 not 

By applying their result to the solutioll semigroup、wegive a sufficiellt cOllditioll for 
the solutio11 semigroup to be chaotic on X (Theorem 1) allc1 011 L2([0， 1]ぅC)(Theorem 
2). ¥Ve also consider the case with c(;r)口 1alld g(u，:r) = h(x )u， alld give a su悶ciellt
conc1itioll for the solutioll semigl'・oupto be chaotic (Theorem 3). 

2 chaotic semigroups 

¥¥恥1
gIVes汎叩u伍cle白1叫ltcωonc1i江tiOllSfol' the solutioll semigroup to be chaotic. 

Theorem 1. 

Let X1 be the 8p α ce {f E C([O: 1]) 1 f(O) = O} with 8U.p nOTrn. We cωor，削』日山s釘町t灯ωdert的hefol恥lおOω 
~nη1，g 1.叩η'，7，耐tiαal v叩αlん'lJ，占l，epro治刈blた￠臼仰7げmη~ of α pμα γ吋ti叩αl diザffer陀θ仰ηnt叶附'.t寸'.t'/.か'/.a山ialαal e咋q'lJ，ω{αat泌tiωon:

(θu Du 五口/.rD.l:刊
u(O，x) = .f(;r) 

(2) 

uω1恥l

rαat.f (付rμ戸勺ザ1勺よrけ畜う)リ)tωo t的hεpαT吋ti叩α:ld巾iffeγ陀θω7ηL出tμiαaleq伊'lJ，αti的t叩onηZ8α 8trongly contin仰 'U88emzgroup on 
X1・Morwveγザthe7'eall川吋流(吋 ofa 'I.8 p08itive. then {:0} t>。ωchαotic.
Proof. For f E Xト wehave 

IITd-fll sup lea{ f(êil;r) -f(.r)1 
0<花園くl

:::; le<1t 11 sup If(イ勺)1+ sup l.f(ê;t.t) -f(;r)1 
。<.'rく O<~<l

1<:((1 1111fll十 SUp/f(がら)-f(;r)ト
。く;，，<j

which implies the strong cOlltinuity of {T1}. 

¥Ve shall show that {Tt} 例 is chaotic if SR(a) > O. T，百os油h叩削削o~列)"\\羽v t山h砧川ata必i註1a硝ss叩UI叫I
Theore引e白111A hok仁c1う wevel'ぜythe followillg: 

(i) Xj is a separable Banach space. 
(ii) The existellce of an OpCll U of the pOInt spectruI1l of the in五nitesimalgenerator A 
which intersects t.he imagillary axis. 

(iii) F01'・入 EU. put. f入(・r)口・D与旦.FOI・each9 E xr we defille a fUllction F.ゅ :U→C 
by F.φ(入)=件、fλ).Thell for each 9 E X: the functioll F.ゅ isanalytic on U. 
(iv) If Fo = 0 on U， thenφ=0. 

qo 
nu 
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(i) It is clear that .:¥1 is a separable Banach Spe:iCe 13y vVeierstrass approxinmtion theo-
rem. 
(ii) Let A: D(A). c X1→X 1 13e the infi凶 esilllalgene1'ato1' of the st1'o時 lyω凶 llUOUS
semlgro叩 {Tt}例 onX1 as follows: 

f l' _ v"  I 1'... Td -f "，' ..L.  1 
D(A.) 口~ 1 E .:¥1 1 lim ~一一一 〉1. - . I l-l-O t 

and 
Z-f-f 

Af=lip-「 for 1 E D(A). 

Put 

D {f巴.:¥llv:f'十α1E.:¥d.
For 1 E D(A)， put g(t) = Ttf. Thell g'(O)口 α1+ ~(l1' belougs to X1， which 
implies D(A.) C D. For f E D，αf十 7夙f'E .:¥1. 80 for剖lye > 0， there exists 
1 > 81 > 0 8u('h that 1α汽:r)十下げ(:r)1<εfor a町立:E [0‘od句 lド」立Z眠r，苛門e♂刈E吋)一よ/民f¥γ.
a凶 i山f打(お吋)ト一f(い:r;〆め，1つ引Iう叶)川|ド<ε f伽O町rarr町yアxι守x'花芯ピ.Jε [伊0守，1]w引rせi抗th川1:1:一zどパ'1<8ムι1ト， 8臼m舵C何ぞ叶li凶ロmゆ i戸己争子Lし一α叶l口 0 
holds民ラ there eχピ泊::ist白sOι2 > 0 such tha凶t 

|ヰ1αI< "，;" 
holds for 0 < t <ゐ.TimforO<t<min{flog(1-61)J2}『

1i1(.t') -1(x) 
t-hzfqr)十α1(.7:))1

~ I午 f(山)一αf(.r)トリfirmrz)-7rff(r)ids
~ (1α1 + 1 +i)ι 

which illlplies D C D(A). Hence D(A) = {f E X1 I -/:rf'十αfE X1}. Put 

u={入EC!究(入)<買い)}.

For入EUぅf入(z)21.A子 belongsto the domain D(A) of the infinit.esimalgellerator A 
of {Tt}川 alldis all eigellvector of A. 80 U is an opell subset of the pOillt specirulll of 
A. 

f入+h(;1:) f入(:r)
(iii) Put t川r)= ， Mldgλ(:r) !2?とf fol-tfe(O，liFInd gλ(0) 
8ince limx→o g>.(:r) = 0， we have 9λ巴':¥1'For入εU，we have 

nu 

'Vh(:1:)-gλ(:1: ) イ11苧(;l叩 -f)flf

州 )J1(J-り
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Let c =白押>O. For anyε> 0， there exists 61 > 0附 hthat 1平戸1<ε
!Jl 

for 0 ~ :t < 61宅乱lld.there exists 62 > 0 such that /;z:7， -1/ < Ilg~\ 1I for 61 ~ :1:壬 1and. 

Ih/ < 62・
For :/: E [0.8d a凶 /111< c崎 wehave 

{l ，log¥どには!Jl， .11. {l ，log X .¥-a 
/L'h (;t) -9λ(;r: ) /三/卜-;r 勺 /dt + Iト!?.:.;r~ /dtくた.

JO "f Jo 

For ;/:ε[61，1] and. for /h/ < 62ぅwehave 

Ivlz(x)一ぬ(.r)1三/gλ(Z)lflJ-lldt<ε

He町 e¥ye have /VIz(X) -9λ(x)/ < 2e for /h/ < mi吋c，62}and for x巴 [0ぅ1]. 50 
/Vh(.1:) -9λ(:/:)/ goes to 0 u11iformly 011 [0，1] as h →o and. 

dF6 l' 1， fλ十h-f-211inl(仇入)= (</;，gλ) ， 
d入

Therefore 九(入)is analytic with respect to入εU.

(iv) 'We shall show that if 九(入)口ofor all入εUthe11ゆ口 O.vVe recall the 
following: U ロ{入 E<C / JR(入)<提(α)}and. fλ(a:) = xヤ for入EU. For η 巴
{113r-j-PM入71 I'7Z十 α.. The assumptionγ < 0 implies入口 ε U for n = 
1，2，3，' . '. Then we have f.入札(x)= ;1:n forn =1，2ふl，Fromthe assumption， 
九(入71)= (ゅうfλn)= (ゅうxn)= 0 holds for・n= 1，2，3，.... By the 5tone-Weierstrass 
theorem， we 1協，ve(ゅうt)= 0 for ally f E X1， i.e.。口O.
By (i) to (iv)ぅallassumptions ofTheorem A holcl. 50 {Tt1t>o is chaotic by Theorem 
A. 口

If '¥ve consicler the 恥 appl時ゆ:X1→}'1 d.efinecl by (ゆf)(x) = f( ~)， the space 
1'1 口 {f巴C([l，∞))/ li叫→∞f(:c)= O} has correspond.e11ce with the space. X1 .....: 
{f E C([O 守1]) 1 f(O) = O}. 50 we sha11 consid.er the sa出加1口mee町叫q伊i
Cωonsid恥伽1er白1叩:e吋ed.i泊11棉X丸1. Let {Tt} 1>0 be a strongly c011tinuous悶討group011 X1 and. put 

xl-l+X1 

&ト=9仰011.0ωば川φιボ一-1.The削e白1山 f 

3五1一一→ 1'1 
5t 

50 {St} t>O is also a strongly contiut肌 lSsemigroup 011 Yi and. the equat叫ion(ρ2幻)in Th背e
orem 1 becω!χ刀o111es

u
 
α
 

十

円
仰
一
内

M
U
 
~ー一一

九
日
仰
一
白
山

50 we have the following. 
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Corollary. 
Let}i be the spαce {f E C([l，∞)) ， li眠日∞f(x)口 O}with s叩 norm. We coη:s'ider 
the following initial value problem ofαpαrtiα1 differentiα1 equatioη~: 

(θuδu 
...... ''j.r一一+αu
θt ' o;r 
'u(O， x)口 f(x)

u恥 reγ>0，α巴Cα吋 fE Y1' Then the solution semigro叩 {Sdt>o(Sd(x)口
eat f ( e ')'t x )) to the partial dザerentialequation日 αstronglycont'in'uous semigro叩 on
Yi. M oreover. if提(α)> 0 then {St}例 ischaotic. 

Similarly， we have the following. 

Theorem 2. 
Let X2 be the spαce L

2(O， C) with 0口 [0，1].We consider the .f・'ollowiηI，ginitia1 value 
problem ofαpαrtial differential equation: 

(ouθ'll 一一 =γ;1:一一十αuθt 1" Dふ・
u.(O，x) = f(:r) 

叫 ereγ<0，αεC αnd f εX2・ Thenthe solution semigroup {It}例 (Td(;r)口
eαt f (eitx)) to the partiα1 differential eq'l叫 wnzs αstrongly continuou，s sem'igro叩 on

X 2 • Moreoverザ提(α)> ~ then {Tt }t>o is chαotic. 

Corollary. 
Let Y2 be the spαce L2(OうC)with n口 [1，∞). We consider the fo削oω)llo仰JUρmr
problem 0.ザfα p仰α吋巾Zαa1 d'Í:ぽffer，陀'erη~tμtαa1 e句qu仰αtがwη : 

(δuθ7.1， 一一=ゥ1;1，:~ー十 αII8t J'" 8.T 
1/.(0，;1:) = f (;r) 

ωhe陀 γ > 0， α E C αnd f 巳}'z. Then the solution semigroup {Tt} t>o (Td (;1: ) 二二
♂t f (eit;r)) to the partia1 differential equαtion isαstrongly coηI，tinu側 ssem'lgroup on 

Y;. M oreoverザ提(α)> ~ then {Tt}t>o is chαotic. 

We also consider the case c(:r) = 1 and g(:r;， u)口 h(:r)'u.Vle deal with the partial 
di茸'erentialequation 

。l/. D ー+h(:r)'1I (3) 
δt D.T 

with the initial condition u(O，x) f(;r) with some f E Co(l)， where. 1 口 [0宅慌;) 
and Co(1) is the space of all co叫
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1泊11口叫l

we sιhow t山ha剖tth犯es叩oh叫uio凶n問 l山l口11培group{Tt} t>刈otωo th凶epa剖r討Jオti品凶i凶乱札1d品i荘e引rent甘ti品laι1e虻叫q刊uaば凶，tion(伶3)i治S 
Eおは4北tr叩.刀011培gl耐YC011此tintlousand c・haotic 011 C'o(I) (Theorem 3) by using the result in [6]. 

Theorem 3. 

Let X =コ C'o(I)ωith1 = [0.∞). We coη'，side1' the pa1'tial di:ffe1'ential eqωtion: 

(δII OU ー+h(.l:)u 
Dt D;r 
u(O，:r) ココ f(l:)

( 4) 

with .5ome .f ε X. Deft:ne T， : X → X ω.5 Tf六J:) エエ l/. (t， ;f) fur f E X， by 1ωη'，g the 
80lnt'i.oη" 1/( t司.r)of (4). 

1f 11 isαbounded川

'1，，9αchαotic and stmngly continuo'lt.5 .5em:lgro71p on X. 
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The Elliptic Differential Operator with First Order Tenns in 

Lipschitz Domain and Analytic Semigroup 

Mariko GIGA 

Depar七mentof Mathema七lCS
Nippon Medical School 

Abstract. In this report， it is shown that the elliptic differential operator with first order 
terms in Lipschitz Domain generates an analytic semigroup of bounded linear operators in 
LP (n). The same result is already obtained in七hecase that the differential oper国oris Laplacian. 
But， in the proof of Laplacian case， it is used that the operator is selfadjoint， and七hesame 
argument cannot be applied to the operator with五rstorder terms. 80 we use entirely di官官ent
argument. 

1 問題の設定

ncRmを有界な Lipschi臼 domainとする.
楕円型偏微分作用素Aとして次のものを考える.

、"‘'“・旬ペヌs
L-LωL  

じu= I:i，j=1掛 川(x)者1+早川)表
α(x) = det[aij(x)t1 

Dirichlet境界条件 UlaS1 = o. 

αij E C2は有界， αij-α'jiで，次の楕円性の条件を満たす.
I:i，.iαij(X)eiej三oolel2 (150はx，eに依らない正の数)
bj EC1は有界.
volume elementとして dax= .ja(x)dxl・・・ dXmを考える.

この偏微分作用素を

1う={u I u E C2(口)n LP(n) n HJ(n)， AuεLP(口)}

に制限してA= AI会とおくと?作用素AのLP(n)(1 ~ p < ∞)におけるsmallestclosed exterト
sion (これも同じくAと書く)がLP(n)におけるboundedlinear operator九 (t2: 0)のanalytic
semigroupを生成することを示したい.
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2 Laplacianの場合

Lipschitz domainにおいて，作用素Aが1階微分の項をもたない場合はうこの結論はすでに得ら
れている.

そのひとつは[6]である.ここではLP(O)(l壬p<∞)におけるsemigroupTがGaussianestimate 
を持つことを仮定すると，それが解析的に拡張できる、という方法で証明されている.そこでは，

Aがselfadjointであることが使われている.

もうひとつはM.Gigaによるもので

(仰山田mi?山間前or
(2) IIAetAl1 = O(~) (t 10) 

を示すことにより，etAがanalyticsemigroupであることを証明している.そこでも， Aがselfaι
jointであることが使われている.

l階微分の項があるとAはselfadjoi闘でないから，このままでは使えない.
M.Gigaの(1)の証明の中では
G入を先ず忍)(0)におけるGreenoperator(入…A)-lとして， これが

(例3幻) んかG川
なる積分作用素になることを示し，これによりLP(O)におけるboundedなGreenoperatorを定義
した.この評価を示すために

G入(x，y)= G入(y，x) for a.a.(x， y) E 0 x 0 

を用いたが、これは微分作用素がselfadjointでないと言えない.

3 1階微分の項を含む楕円型備微分作用素の場合

Au = div(Vu)十 (b. Vu)を考えると，U，v E C6(0)に対して，

(Au川 = I {div(Vu) + (b. Vu)}vdx 
JD. 

r __ ，_  . _ r δv _ r...--... 8b. ーんudiv(Vv)dx-ん乞bi(X)万五-udx ん2二万二uvdx
(u， A*v) 

となるから，AのformaladjointA*は

A*v div(Vv)一 (b.Vv)一(divb)り

div(Vv -bv). 

nu，U
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A，A*のGreenoperatorをそれぞれGA，Gtとする.

Proposition i U E Co-(口);V E co-(n) ， div bコ Oとすると

((b. ¥7u)， v)コー(叫 (b.¥7v)). 

Proposition 2 f E co-(n)，g E CO-(n)，divb = 0とすると， density G入(x，y)， Gt (x， y)の存をが
言えて，

Gλ(x， y) = Gt(y， x). 

今， divb = 0を仮定する.すなわち

(Au-
A*匂ー

とする.(入-A)u = fとおくと，

入Ilullh+ II¥7ulli2一 ((b. ¥7u)， u)L2口 (f，u)L2三IlfllL21lullL2・

div(¥7u) + (b・¥7u)
div(¥7u)一(b.¥7u 

Proposition 1を使うことにより

入lIulli2+ II¥7ulli2 ::; 

IlullL2 ::; 

よって IIGれ

IlfllL2IIUIIL2 

iilfiiL2 

問様に IIGtl1寸
これと Proposition2により， (3)の形のGreenoperat町の音羽匝が出せる.この評価を使ってLP(n)
における有界なGreenoper叫orを定義することができる.そうすると，その後はselfadjoi国な作
用素のときと同様の議論ができる.よってdivb= 0の場合にi帰着させることを考える.

Proposition 3 A*w = 0，ω> Oin nを満たす関数ωが帯在する.

(証明) n c Rmを宥界な Lipschitzdomainとする.領域の列{nn}で，annは十分滑らか，
nn:compactであるものでnni口なるものが存在する.各{nn}において，A*un = 0， unlθS1n= 1 

なる関数un>0が存在する.

ハXoεQを国定する.ω (x)=丘一一ーとおくと，n¥"'; -un(XO) 

A*w叫(x)= 0，ωn(XO) = 1. 

ηを一応固定すると， Harnackのlemmaより，ある定数cーが存をして，任意のk>ηに対し，任
S1n 一

意のXE nnに対して

」ヶωk(XO)三内(X)三勺片付0)
"S1n 

nu 
噌
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すなわち{ωk(X)}はnηで一様有界となる.
だから，各nnにおいて， {ωdk=叶 l.n十2，…のある部分子IJは一様収束する.
対角線論法により， {ωk}のある部分持{ω'n/}はどのnnの中でも一様収束する.
よって Fmωn'(X)= ω(X)とおくと

n'-→00 

A*ω=0，ω> 0 in n， /// 

Proposition 3で、作ったωを考える.

bωz j(LAJb-Vω) 

とおく.volume伽 m七をdwx二 d向ω(X)dXl... dXmとすると， divergenceの形はdivwq> = 
;dMA)となるだから

Aωを次のようにおく.

Proposition 4 Aω=A. 

divωbω 
1 _ 1 
一戸div{ω戸(ωb-¥7ω)}

= ~ div(ωb-¥7ω) 
μJ 

-~A*ω 口 O.
μJ 

Aω包二divω(¥7u)+ (bω ・¥7u).

1 _ ， _，  ( ]¥  
(証明) Aωu ニ -=: div(ω¥7u)十(ニ(ωb-¥7ω) . ¥7u) 
μJ¥j  

z j(Vω ¥7u)寸ωdiv(¥7u)十(bvu)-j(Vω ¥7u) 
div(¥7吋十(b.¥7叫二Au. / / / 

これで最初に欲しかった結論を得た.ところでA と Aw~ま operator としては同じものであるが，そ
こで使う measure(volumeeleme凶)は，

AのときはJa(x)dXl 仇?

である.だからsemigroupにおいても

内tA一一
二十二→A川 nLP(n， dax))， 

は異なるmeasureを使っていることになる.

んのときはω(X)両可dXl 仇

。tAωq，ー引
L十二一Awu (日

Aのときは，楕円性の条件よりd研>ある定数>0が言えるが，んのときは，この作り方では
ω(X) > 0しか言えてない.だから，元のmeasureとの向値性は必ずしも言えないことが問題点で
ある.
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On the Hyers-Ulam stability of a di宜'erentiablemap 

Takeshi Miura (Niigata Universi七y)

Abstract. We consider a differenもiablemap f from an open in胎rvalIもoC(X)，もheB組舵h

space of all complex-valued bounded conもinuousfunctions on aもopologicalspace X. LeもE

be a non-negative real number，入 acomplex number so that Re入::j::.0; Then we show that 

f can be approximaもedby the solution to C(X)叫 ueddifferential equation x J (t) = Ax(t)，百
IIf
J 

(t)一入f(t)11∞::;& holds for every t E 1. 

肢で実数全体の集合を表わすことにする.またIはRの開区間とする.すなわち 1=

(α，b)，-∞ <α <b三∞である.特に断らない限り入は0でない複素数， εは非負の実数と

する.Alsina-Ger[l]は微分可能な関数f:1→設でIt(t)-f(t)1壬ム(tE 1)をみたすもの

を完全に決定し，このときさらにある定数Cが事在してIf(t)-cetl三3ε，(tE 1)が成り立

つことを示した.この最後の不等式は，関数fが微分方程式XJ (t) = a;(t)の解に近い振る

舞いをすると，実際に微分方程式の解で近似されることを主張している.このような意味

での安定性をHyers-Ulamstabilityと呼んでいる.全く同様にして0でない実数Tに対して

It(t) -rf(t)l:::; E，(t E 1)ならばIf(t)… cetl:::; 3E/lrl.， (tε1)なる定数Cが蒋在することも

分かる.

C(X)を位相空間X上の穣素数値有界連続関数全体からなる Banach空間とする.我々

の目的は写像f:1→ C(X)についても HyersべJlamstabilityが成り立つことを示すことで

ある.そこでC(X)に値をとる写像の微分可能性を次のように定義する.

定義 1写像f:1 → C(X)が微分可能であるとは，任意のtεIに対してt(t)εC(X)が

存在して

同IIL(t+うf(t2-j' (t)11 IJ ，-，._~ J¥-' -j'(t)II = 0 
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となることである.ここに 11.11∞はX上の最大値ノルムである.

次の命題は簡単な計算により臨ちに得られる.

命題 1f: 1→C(X)を微分可能とする.このとき次は同値である.

1. IIf' (t)一入f(t)1I∞ざム (t E 1). 

2.あるg:I→C(X)が存在してf(t)= g(t)eλt， IIg' (t)1I∞ざ εe-(Reλ)t， (tEI)となる.

特にf'(t) =λf(t)の解はf(t)= ge入t，9 E C(X)である.

C]R{(X)を位相空間X上の実数値有界連続関数全体からなる Banach空間とする.".ヂ 9

に対し写像f:I→C]R{(X)が IIf'(t) -". f(t) 11∞三町(t巴I)をみたすとき， [1]と同様に

Hyers-Ulam stabilityが成り立つことが知られている ([2]).つまり上の不等式をみたす写像

fは微分方程式のある解geAtにより近似される.

我々の目的はf:I→C(X)のHyers-Ulam stabilityを示すことであるが，まずXが一点

集合である場合について考える.このとき次が得られる.

定理 1Re入チ0，f: 1→Cは微分可能で

If' (t)一入f(t)1三ム (t E I) 

とする.このとき

If(t) -OeAtIくどき乙， (日 1)
-' IRe入|

なるoE <Cが存荘する.

4
 

1
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証明 Re入>0のときを考える.まず命題1からIj'(t)一入f(t)1::;εの解はf(t)口 g(t)eλt

の形をしており， Ig'(t)l::;εe-(Re.¥)tをみたす.関数gの実部，患部をそれぞれU1，U2とす

ると IUj(t)1::;εe一(Reλ)ヘ(j= 1，2)である.このとき

Uj(t) = Uj(t)一-Lf(hλ)t，(t E 1) 
Re入

を考えると， 0三U;(t)::; 2εe-(Re入)tであることから， t三Sならば

。<私j(S)一色j(t)::;三三{e-(Re.¥)t_ e-(Reλ) s 1 
J ¥ -/ --J ¥ -/ - Re入L- J 

が成り立つ.このことから SUPtE1向。)<∞であり，limt)"sup1Uj(t) = SUPtE1Uj(りとなる

ことも分かる.したがって

luj(t)-AIdj(s)l- 炉11向(t)十二川札も(S)1 ;~p11-J\-1 ' Re入 i

< 一三-e一(Reλ)t
Re入

である.このとき()= limsjlsup 1{ U1 (s)十両2(S)}とおけば

If(t) -()e.¥tl JZI[{ul(t)41(s)}勺 {U2(t)-42(s)}211/2e附 t

<盆e-(Re.¥)te(Reλ)t =生
Re入 Re入

が任意のtεIに対して成り立つことが示された.同様にしてRe入<0の場合も証明され

る. 図

定理 2Re入チ O}f: 1 →C(X)は微分可能で

III(t)一入f(t)11∞ざ ε，(t E 1) 
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とする.このとき

なるoE C(X)が存在する.

Ilf(t) -oeAtll∞くど乞 (日1)
-= IRe入|

証明各xEXに対してん:I →Cを次のように定める.

んが)口f(t)(x)，(tモI).

このときんは微分可能で，さらに各 ZεXに対して

(ん)'(t)=J'(t)(り，(t E 1) 

となる.また

¥(ん)'(t)…入ん(t)1三IIJ'(t)一入f(t)11∞主同 (t E 1). 

であるから，各xEXに対して定理1の証明で得られる定数をO(x)と響くことにする.こ

のときOはXからCへの関数で

IIf(t) -oeAtll∞<ど主，(t巴1)
-= lRe入i

をみたす.さらにO(x)の取り方から，0はC(X)の関数列の一様櫨限になっているととも

分かる.よってoE C(X)である. 患遺

領~ 1 Re入=0のとき Hyers・-Ulαmstabilityは一般には成立しない.実際， e > 0に対し

f(t) = eteitを考えると IJ'(t) -if(t)1 =ごとなることが分かる.ところがIf(t)-c♂tl三舵

なる k~ 0， c E Cは存在しない.
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A Remark on Random Clarkson Inequalities 

YASUJI TAKAHASHI AND MIKIO KATO 

Abstract. This is an announcement of the author's recent result concerning an ex-

tension of the random Clarkson inequality. 

Introduction. 

Recent1y七heauthors et α1. showed the following. If (p， p')-Clarkson inequality 
holds in a Banach space X， then the random Clarkson inequality (RCI) holds in X 
([9， 10])， and a 円weak converse" holds true in the following sense: If RCI holds叫?七吐h凶e
(ωp，lり)司心Cαla町，rkso∞n1問 ql凶1it匂yholds in X ([2]; s閉山o[10]). ((p，p')-Clarkson inequality 
implies (p， 1)心larksoninequality， whereas it is not known whetherthe former is 
strictly stronger than the latter.) 
We shall present an extension of the random Clarkson inequality which is va.licl 
in a Banach space日七isfying(p， p')-Clarkson inequality， a剖1吋 asa c∞onseq悶
shal立1obtain that the converse assertion is true for our exter工ndedversion of 1乳tCI工. 

1. Random Clarkson inequality for a Banach space 

In what follows let 1 :s p :s 2， 1三円s<∞and l/p十 l/p'コ 1/1、十 1/1"= 
l/s十1/s'口 1.In connection with the generalized Clarkson inequality given in 
Ka七o[1] A. Tonge [11] presented the following random Clarkson inequality for Lp. 

Theorem A (Random Clarkson inequality (RCI) for Lp; To時 e[11]). Lレ(;'
l壬p壬2，1 :s 1'， s :s∞ and nεN. Let Anヱ (αij)denoteαmndomη×η-mαtTl:z 
whose coe.fficientsα1'e independent identically dist1'ibuted random vaTiables tαkかげ

the Vαlues十101' -1 with equal p1'obαbility. Then) E denoting the '/nαthematical 
expectαtion) fo1' αII fl? f2，…ヲfn巴Lp
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ωhe1'e c(1'， SiP) = max{l/1"十l/s-l/p'，l/s， 1/1"}αnd J{ isαconstαηt independenl 
on n，1'αnd s. 

Fo1' the cαse 2 :s p :s∞ RCI (1) holds ωith the constαηtc(1'，s;p'). 

This inequality was proved in a general Banach space setting by Taka.ha.shi a.ncl 

Kato [9]: 
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Theorem B (RCI for a Banach space; Takahashi-Kato [9]， see also [10]). 
Let 1 :::; p :::; 2， 1 三円 s< ∞ • Asδume that the followi11，g (p， p')“Clα1'l"so11， i11，eq'lLa!dy 

(2) (lIx十yllP'十Ilx-ylIP')山， :::; 21/p' (11x1lP十IlyIIP)l/P

holds in X. Let Aロ (αij)beαs i11， Theo1'em A. The11" f01'αII Xl， X2， . . . ，:t:n E X (-teSjJ. 
X') the dual spαce of X) 

(3) E(さ11吾川l/s三n'("';p)(会11イ
川町、ec(川町p)isαs i11， Theo1'em A. 

1n七heabove theorem we note that (p， p'トClα1'kso11， i11，equαlity holds in X .tf an.d 
only 4' it does in X' ([3]). A "weak" converse of Theorem B holds: 

Theo問 m C (K叫o-PerssoIトTakahashi[2， 10]). Let 1三p:::; 2. r.σσlRCα'1 (σ例3幻)hold 
i仇ηX，then the followiηg (p， 1)“αα1'kso11， inequαlity 

(4) Ilx十yll+ Ilx -yll :::; 2(llxllP十IlyIIP)l/P

holds in X. (Note that (p， p'トCla1'kso11， inequαlity (2) implies (ωp，lリ)“Cαlα仰r巾、んS州01η). 1.川'.1η1ηl
ε句q包凶αali必ty(件例4吋)， whe1'eαs it is not k11，ow11， 1品ethe1'the f01'me1' is st1'ictly st-ro叩雪Ttha'/). thε 
lαtteT. ) 

2. A glo bal version of typ e inequality 

A Banach space X Is called of type p， 1 ~ p < 2フ iffor any (resp. some) 
l<s<∞there exists 111 such that 

(5) 
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for any五凶tesystelll Xl，'" ，xnεX， where 1'j(t)are the Rademacher functions. 
The smallest constant M凶 isfyi時 (5)is deno七edby 1;ヲ(s)(X)，
X is called of cotype q， 2ざq三∞， if for any (resp. some) 1ざs<∞ there 
exists 111 such七hat

(6) ( 会l i z j i l q ) 1 / q 三M([ω川11引川111 t r;(t)x; 11' dt) 1/' 
for any五111七esystem xl，'" ，Xn E X. The smallest constant 111 satisfying (6) i8 
deno七edby Cq(s)(X)， 
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Remark. If 1 ::::; Sl ::::; S2 <∞， then 

1 ::::; Tp(st}(X) ::::; Tp(匂)(X)，

C的t}(X)三Cq(S2)'(X)ど1.
The next resu1t of Kato-Takahashi [3] states the exact relation between the 
notions of type， cotype， and (p， p')心larksoninequality (see [3] for further ，reSl山日). 

Theorem D (Kato-Takahashi [3]). Let 1 ::::; p三2αηdl/p十1/])'= 1. Thc/7. Ihr: 
followingα1'e equivaleηt. 
(i) (p，p')-Cla1'kson inequality (2) holds in X. 
(ii) X is of type p and 九(pl)(X)コ1.
(iii) X is of cotype p' and Cpl(p)(X) = 1. 

We now consider a global versioI，l of the type inequality (5)， which we will need 
to obtain our main resu1t (Theorem 2). Obviously the left term of (5) is rewritten 
as 

([11会Tj叫ゲ=(EIIさい;II)'¥
where tj denote a sequence of "random signs"， i.e.， independent identically clis-
tributed random v泣 iablesもaking七hevalues土1with equal probability. '"̂le sha.ll 
use the latter expression in the following. 

Theorem 1. Let 1 ::::; p三2.Assume that (p，p')-ClαTkson inequaJit::y (2) hold8 
mαβαnach spαce X! namely! X is of type pαηd Tp(pl)(X) = 1. Then f07、f川/
1 ::::; T， s ::::;∞ and fo1'αII finite systems Xl， X2，'・.，Xn in X 

(7) H言明j11ド
叫 e1'eァ(r，s;p)= max{l/1" -l/p'， 1/1" -l/s， O}ロ c(1'，s;p)-l/s (C(T，S;p) i8ω 
in Theo1'em A). 

3. An extension of the random Clarkson inequality 

Owing to Theorem 1， Theoreh1 B is ex七endedas follows; and as a. consequence 
the converse holds true for our extended version of RCI. 

Theorem 2. Let 1 ::::; p三2.Suppose that (p， p')ωClα1'kson 'inequald!) hold8 'In (/ 
Bαηαch spαce X. Let A口 (αij)be as in Theo1'em A.. Then fo1'αηy 1 ::::; '/¥Sぅt::::; :x 
αnd fo1'αII Xl， X2γ ・.，Xn in X， (1'esp・!X'). 
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where c(r， 8， t; p)口 rnax{1/8十1/γ，-l/p'，l/ 8， l/r'， 1/8十l/r' l/t}. 
Conversely，ザtheineq叩 lity(8) holds in X (or X')， then (p， p'トCIαrksoniJト
equαlity holds in X. 
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Convex sets and Inequalities 

Sin-Ei Takahasi 
Department of Basic Technology， Applied Mathematics and Physics， 
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Abstract. In view of the convex analysis theory， we give a new type of the power mean 

inequality and the Holder inequality. 

今年の8月解析研で開催された非線形解析学と凸解析学の研究集会で、 fある線
形空間上の関凸集合の各点に一つの不等式が対応しているとき、最良不等式に対応
している点は何か幾何学的性質を持つであろうj という極自然な考え方を述べ、一
つの実現を試みた。そしてその応用例として、 Hlawka不等式の一つの拡張である
Djokovic不等式に新解釈を与えた。ここでは、そのときの講演で問題として取り上
げた他の応用例について考察する。
先ず復習から始めよう。いま任意の集合 X 上の非負値関数 ψ，ψ0'CPlを考え、

ψ(x) cp(x) 
ロ inf~ and M=  sup ~一一
崎 Z(q1o)ψo(x) 崎川')，)伊I(X)

where Z(軌)コ {xEX:ψ;(x)= O} (iコ0，1)と寵き、 Oく17l，M く∞を仮定する。従って

mcpo(坊さ;;qロ(X)::;，MCPl(X)(VxEX) 

が成り立つ。ここで各 xEXに対して

Dqlx)コ{(α，戸)εR2:cp(x) sαψl(X)十戸ψo(x)}

と置き、そのようなものの全ての共通部分
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DrypxDψ(吟

を考える。このとき、 DIf'は平面 R
2 上の空でない関凸領域を作り、 Dq，の各点

(α， s)にX 上の一つの不等式

f{Jぢαf{J)十戸f{Jo

が対応している。そこで閉凸領域 D，I'を調べるため次のような定数を定義する。

α=  sup Mf{J(X) -mMqロo(X)
q> .¥J伊I(山川中()(.r) M引い)-mψo(X)

このとき O索引，sMであり、次の一般的結果を得る。

Theorem 1. (i) Let (α， s) E D，I' be such制 1=かSuenα'I'sa
今 α 1-1

(ii) {(α， s)巴R」:igIZ十品， αqlSα}CD，I'・

(iωIf a，i' < M， then Dql C {似β)E R2: 1サ十五}
(vi) IfαqlコM，then 

D中川α抑圧が:s 2: O}日叫)巴R2:s 2: 0 and 1サ十五}

証明。(i)に対しては省略。 (ii)， (iii) and (vi)に対しては[2]を参照。

注意 10.1:-.の定理で、 α戸 M のときも、 DIf，C{(α，s)巴R2:1 豆長十五}が成り立

つのか、まだ不明である。

さて先の講演で問題.として取り上げた次の応用例について考察する。

応用例 10 Let X = ((x)，…， λ・/1)巴RI1:x)，".， X/I>O} and fER. Set 

Ix/+…+X.: ¥1 
ψ。(x)，…，xl/)コmin(x)，…‘xムψ(j)叶ムつγー-"I and f{J)(x)，…， x/l) = max(x， ， '.'， x/I) 
for each (x)， '..， Xn) E X.従って m=A1コ1.このとき、我々の目的は領域 D伊を決定

することである。 Let(α，s)ER2.次は同値である:

(1) (α，s)ED，I' 

川

q
O
 

9
白

旬
Eム



Replacing Xi by Yi = -'1 " (2)は次と同値である:
max(xl，…'Xll

、

IY{+…+yj ii. 一
(3)α+ su注sup{¥ _'1 ' n '-'" I : min(YI' "'， y，) = u and max(yぃ…，y，)= 1} for all 

O<u::;l. 

(3)の右辺を f(u)で表すと、

f(u) = U 1. 11 (0く u云 1)if tコO
and 

f川平4):(い::;l) if t;: 0 
この関数に注目すると、結局次のことがわかる。

The case of tく 1:α戸 1云1and 

h(FIi(iw-l)i(i lbI{I i))l;l 

α+ s ~ 1 for allα>与1

バ一
n

〈一α
 

〈一a
 

v
B
 o
 

r
t
 Dq，: 

if t> 0 and 

戸三(n l' (川lい川T)れ川川)人川凶ぺ(

α +s 之叶1f，伽Oωr川川al必11αa> 与1
D".: q'・

if t < O. 

The case of t =0 : 

β注tjJJ:二αI-11 おral1 0 <αg与1
α川旦云よ and DfI): 

. 11" 
{/' Il tlα

+ s ~ 1 for alIのらよ

The case of t> 1 : 

α(1' = (与1)i
r 
and DV4W)ER2:(与1)lruanduhi} 

以上から次のことがわかる。

(i) Let 0 く t<1. Then 

(~什十 XJ); ( ) H 一
g 似汁(nl川(1川 lけk川)人叩ぺ(初nト ω iが)ド

1i(れiト酌イf旬)(1α(11μ川川mぺ引iη)) 

h加刷O刷 ωH0<く λい!バ壬 引::;X
I1 制(旦元μ叫よ~)μ:::;刊αgd旦元μ1 Inpa阿a町制r抗t刷i詑ぬCαL

A& 

q
λ
M
 

噌

E・品



(a) 

holds for all 0くXig…:::;;λ'/1・

(i') Let t < O.Then 

(λ・勺

(ペ十XJ)juxJ(J11(i川_1) 1 i (1ぃ fxi
holds for all 0 < X 1 :::;; ... :::;; X/I and 0く αgら1 In particular， 

/xII十… +X，:¥ 
1 
(n -l)x"十X，

(b) t ' 
. 
11 

JJ 

I :::;;' 
-
'11 
JJ 

holds for all 0く X1:::;;…:::;;X/1.

げ一一一一一 (11ωl)F1ml imJ (ii) '/jXI…XJ1 :::;; αXJI十一一つ「一α 切1holds for all 0く X1:::;;••• :::;;XJI and 
n 

0:::;;αgijImM附 Iar，

(c) 

holds for aII 0 < X1 :::;; ... :::;;.¥."・

(iii) Let t> 1. Then 

，，{一一一一一悶 Xη十(伊n叩 1)"卜
m

ぺべIX￥!
yX1'
….日.x川川r町九11云一一一一万

-

(xt'三千二百九九十(1-仰l

加Idsfor all 0 <.¥.I :::;; 引 nand (弓よf'l:::;;αInparticl机

(d) (~ 
holds for all 0く X1:::;;…:::;;XI1"

応用例20 Let (Q喝μ)be a finite measure space and 0 < p < q < r:s ∞.1説

X=U(Q，μ) 

and set 

引lf)ご IlfIIp' cp(/)ヱ IIfIIq and ψ1(/) = IIfllr 
for each fεLr(Q，μ).百len

mご μ(Q);-JPαF1tjM zMQ);-l 

and 

Dq，ご {(αヲ戸)巴R'2:μ(QHsαμ(Q):十pμ(Q)!'} if dim L'"(Q，μ) = 1. 
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ここで我々は特別の場合を考察する。

(1) .Q = { 1， 2}，μ({1}) = a > 0，μ({2}) = b > 0， p = 1 and r =∞の場合。

このとき、 m=(α+b)J-l and M =(α+b)Jが成り立つ。 Let(α， s)εR2 次は同値

である:

(4) (α，s)ED'I" 

(5) (ω+by併話αmax(x， yい s(似十by)伽 allx， y ~ 0 

(6)α+ ßt~s削(似山川);:mlhf， O以 y:::;; 1 and max (x，)い 1}for all 
mil1(α，b):::;; t:::;; a十 b.

、 、よ

(7)αサt~(α I- 'l(t-b)q+b) ，j forall ωω+b andα十戸I之(bJ-'l(t-c小 α)qfor all 
α:::;;t:::;;α+b. 

ここで条件 (7)を良く観察すると、

D'I'={(α， s)εR2:b;g α+sh，αtsα+sαω1d (α十b);gα十戸(α+h)}

が成り立つことがわかる。そこで、 Theorem1， (i) and (ii)から

α bej(G+b)幽 b(α+b)J
ψmin(α， b) 

である。このとき D(I' の端点は次の2点からなることがわかる。

(恒国d i川坐二ZElb;αi
min(α， b) ‘ min(σ， b) I…_¥ b -a ' b-α 

最初の端点は次の不等式を生む:

(α山 bytl);g出動(α+b) 叩伽 b)~) 十品誌)((a+b)~-b~)
for all 仏 b，x， y> 0 and q> 1. 中与に、

(e) (山)q)igm叫ん〉い(2~ -1 )rnin(x， y) 
for all x， y > 0 and q > 1.第2の端点は次の不等式を生む:

( i tJjいが パ 1
似リ十byq)'1 :::;;寸τγmax(x，yHt7(似十削

for allα， b， x， y> 0 and q> 1.特に、

、‘.，，，zi 

〆
a
‘、 (Xlf + Y引:::;;m州 r，y)十jmin(川)
for all x， y > 0 and q > 1. 
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にもかかわ

(a) '" (f)は既存の不等式から導くことが出来る。
(d)で 11=2とおくと、 (e)がでてくる。

不思議:引くす (q>1)であるから、 (e)は(f)よりシャープである。

らず、これらは異なる端点から生まれた不等式である。

注意20
注意30

(II) 1 ::;， p < q < r and μis non-atomicの場合。

?十手コq，ト421を解いて、 fぉ745，x=ιzLet fEX. 

L十.E.ロiE+EiizFコ l従って、tq ， sq -¥ t ' s;q q 

P _1  l/q-lIr 
l コトーコト一一一一一一tq _.. sq . 1 / P -1 / r 

Hoiderの不等式。くy<lであり、とおくと、

P・_'1) -pq _ 1 / q 1 / r 
s・q-rq.~ pq…11}ワ-1/ ，. 

_l/q 1Ir 
が成り立つ。そこで、 y=…ザーー…一

l/p-1/r 

11川fl川平=(fIfl;:1山)二(f1./1ザ(f1川可
コ11f 11;' 11 f 11; = 11 f 11，1. ")' 11 f 11;' 

ε>0を任意に取する。今 h 了ら lY=+

より、

(8) 

Youngの不等式から、

((州11)tt((E(Yi}川;J
IIfll ，'."ì'lI fll~=(ε11 f 11，.) I ")' ( E(Y" 1). rll.tt， r ::;， 

ご (1-Y仲1Ir)+ Y(ε(y" 1) 1'11 f L) 
= all f 11，. + Y(市)()' " 1) . ;'11 f 11" 
以上から、

とおくと、次に、

(9) 

αコ(1-y)ε. 

11川iυ川fパ11しいい刷lLMW何川q汗Fババ話刊吋4αall川1.1川川fパバ11，い川川F戸川ベ+門叶Yべ(ず市剖吋吋子礼dずr'"!)川刊1'1川|
α>0は任;意意であることを考えると、

{(α，s) :α>0，戸ミh(α)}CD'fI

が成り立つ。但し、 Iz(めどr(市t'"!)i' (α>0) ところで、今

ここで、

似し、

、、，，，ハU
4
a
ム
〆S
E

、

が成り立つ。

α0= (l -y)μ(Q)P" ; 

{(α，s): 0く αgαo，s注 Iz(α)}コ D'l，n{(α，戸):0くα云α。}

ヴ

t
q
L
 

τ
t
A
 

とおくと、
(11) 



を示すことができる。実際、(10)式で等号成立の必要十分条件は、
等号成立であることに注意すると、

(8) and (9)式が

{If(ω)1 :ωEQ}引 O，c}for some c R and (市)1 •. '11 f 11 r ~ 11 f 11 p 
であることがわかる。そこで、

α (市)市
とおくと、 0<αgα。である限り、 αgμ(Q)であることが検証できるので、

μ(A) =αなる可測集合 Aをとり、 A上の特性関数 χAを考えると、

( 汗市刊7礼rf?11川i
が成り立つ。従って l=XA
とになる。次ぎに

は{れ10ω)式の等号を成り立たせるから、(11)が示せたこ

制=市平(1~ y)午 1= _ (市)(α>0) 
and 

]Z' … _ 1.Mαf?i-l-l{α}11 Zll(α)一一一一i一一1I ..1 1 1 ..¥ I 1 u. .. 1 (α>0) 
] -y y¥ 1 -Y ) -y( 1 -y) ¥ 1 -Y ) 

であるから、 h(α)は単調減少凸関数である。従って(11)式から α0:;:;αq> を得る。

次ぎに-芳三mμ(Q)ーレlに注意して、 h'(α) =-号を解くと、 αコα。を得る。更に

点 (α0'刷。))は直線か5=1上に乗っていることを見ることができる。実際、
2'.-_L L l--=---r _ {" 1 ¥{ 1. 1¥ _ L q -p r -p _ q -p _ p“q_l 
p 十一「コ (y-1)( P -t) = -1i ;てp予γ一予守一一予守一 q“ p 

に注意して、

昨創刊t(Q)jトμ附
=μ(Q);J-μ(Q)YJl十 ly+YJFK63ピFiji十 ijY 
コyμ(Q)YJ+lJY 

= Iz(α。)
となるからである。従って、

上から、

Theorem 1， (i)カ=ら、 α(1' :;:;α。でなければならない。以

αq> = (1 -y)μ(Q)j; 

and 
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Dql = {(α，s): 0<αgαql' s ~ Iz(α)}U{(α，s) :α之内刊かふり
である。特に次の不等式が成り立つ。

11 f IIq ~ (1 -y)，l(Q)μ11 f lIr + y.u(Q)デ +~-IIIfllp ，
here 3/-11丘二1/ r 
'-I1p-l/r' 

注意4.(10)式は、 μ(Q)が有限でなくても、 f巴UJ(Q，μ)nU(Q，μ)であれば常
に成立する。
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