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はしがき

このノートは、 1999 年 6 月 7 日 ~6 丹 11 日に北海道大学で集中講義した内容に若干加筆

しでまとめたものである。この講義の主なねらいは、代数曲線のそジ‘ユライ空間の基本群

(タイヒミュラーモジ、ユラ一群)たちが、リーマン面の退化を通じて、多重な仕方で積み重

なっている様子を、有理数体の絶対ガロア群の表現の言葉で記述することであった。特に、

代数曲線のモジ、ユライ空間に関係する種々の副有限基本群におけるガロア表現が、その最

も基本的な場合である射影直線マイナス3点の場合をうまく組み合わせることで具体的に

記述できる、ということを説明した。この一環としてタイとミュラー幾何学のような位相

幾何と代数幾何が交錯する世界の一面を、ガ口ア理論を通じて群論的な平易な言葉で描写

することを試みた。

初日の談話会(31)において、本講義の主題であるガロア・タイヒミュラ一群を素朴な立

場から説明するとともに、ここにおけるガロア表現を記述するために最近 L.Schnepsとの

共同研究において導入したリーマン面の“キルト分解"のなす extendedHatcher complex 

およびグロタンヂイーク・タイヒミュラー群 GTの精密化について紹介したO そのあと、

連続講義では一主基礎的な話題に立ち戻り、次のような内容を論じた。

32.射影直線マイナス3点の基本群における外ガロア表現と BelyIの定理とその意義。

33.基本亜群と tangentialbase pointの概念の導入。また、 Grothendieck -Teichm uller群
の定義と基本事項の紹介。

34.極大退化曲線の形式近傍の具体的な構成とガ口ア表現のvanKampen的貼り合わせに
ついて。

35.代数曲線のモジ、ユライ空間の基本群とその位相幾何的な生成元 (Dehntwist)へのガロ
ア作用について、種数1の特別な場合に限定して例示。

末尾に、講義で十分に立ち入ることの出来なかった詳細などを補うために、簡単な文献

案内を追加した。(例外的なものを除き、出版されているものに限った。)もとより完全な

文献リストを意図したものではなく、読者諸氏の参考の一助にとの思いから供するものに

過ぎない。

集中講義の機会をお世話くださった田口雄一郎氏をはじめ、筆者の拙い講義に辛抱強く

出席してくださった学生の皆さん、特に TeXで記録を作成して下さった大渓幸子、長谷部

寛之、林真也、山上敦士の諸氏のお力添えがなければ、このノートは決して完成いたしま

せんでした。心より感謝申し上げます。

平成 12年5丹中村博昭(都立大・理)



1 Overview:代数曲線のモジュライとガロア表現

(1) Galois-Teichmuller群

Mg，nを種数gの η 標点付き完備非特異代数曲線のモジ、ユライ空間とし、有理数体Q上

定義された代数的スタックとみなす。スタックというのは、自己向型を持つ代数曲線のモ

ジュラスの点では、その岳己同型群を空間が覚えていて、被覆をとると、その分が忘れず

に出て来て被覆変換群の中にくり込まれるようにうまく定式化されている、という意味が

ある。

'<y 、くこy
× ピニy

x 
x x 

ロ (R，Q1，・・・ ，Qn) 

このそジ、ユライ空関の複素化の基本群は、タイヒミュラー・モジ、ユラー群(写像類群とも

いう)

rg，n:出向(Diffeo+(R;Q1，・.， Qn)) 

と向型であり、 1I1g，n(<C)の普遍被覆九，nに自然に作用して

Mgρ(C) ~ T.q，n/r仰

という Mg，n(C)の商表示を引き起こす。有理数体の絶対ガロア群を、 GQ:口 Gal(む/Q)と
おく O これと rg，nとが関係するために、 Mg，nがQ上定義されていることが必要で、ある:

実機、 Mg，n/Qのetale基本群を取ると、

1→九π→ 11"1(1I1g川/Q)→ GQ→ 1 

という嵐有眼群 (profinitegroup)の完全系列が出来る。ここにrg，nはrg，nの副有限完備

化馳(rg，nの有限商群)であり、 rg，nはこれに自然に欄密に埋め込まれる。ここに現れる

町(Mg，n/Q)をGalois-Teichmuller群と呼ぶ。今回の講演の主題は、この群の構造を記述す

ることである D

Example 1.1楕円曲線(十原点)のモジ、ユライ空間M1，1~ IP}¥{∞}: j-line /Qは J=
O，li28で“'singulαr"である O その複素化はよく知られているようによ半平蘭冗で一意化

されてMu(C)=冗/SL2(Z)とかけるO 体論的に上の基本完全系列をとらえるためにQ(j)
をQ上定義された M1，1上の有理函数体、 C(j)を CJ:定義された 1vJ1.l上の有理函数体と

し、 C(冗)algを冗上の有理盟国数(で C(j)上代数的なもののなす体)とおくと、
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のようにして、 GQの正支局/{土りさGal(む(冗)alg/む(j))による拡大群

1→ SL2(Z)/{土1}→ Gal(Q(百)alg/Q(j))→ GQ→ 1

ができる。このような体論的な拡大群の描写には土1(口 Aut(E))が足りないという問題

点があるD これは modulistαckのエタール基本群の概念 (accordingto T. Odαjを使って

clearでき、

1→ SL2(Z)→ π1 (M1，1jQ)→ GQ → 1 

が作れる。

(2) Grothendieck's Philosophy. 

モジ、ユライ空間 Mg，nはstablecurveに対応する点を添加してコンパクトfじすることが出

来る c これを Mg，nとかく (Deligne-M umfordコンパクト化ともいう。)新しくつけ加わっ

た部分沼g，n¥Mg，nを無限遠成分といい、 θMg，nとかくと、これは正規交叉する既約因子

の和の形をしている:

δMg，n口 D1十・・・十DN: divisors with normal crossings. 

このうち、例えば、次のような形をした既約四子がある:Di ~ Mg1向付 XMg2，n2+1'この

上の一般的な点は次の図のような格好をした stablecurveをパラメトライズしている。

91 92 

(9 = 91十92，n口 η1十n2)

n2 
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すると Diの近傍と A1g，nの共通部分(管状近傍という)の基本群町(]Di[)から次の射が

ある:

1ft (MgJ，nJ+l xlVIg2，n2+1) ←1fl (]Dd) →町(~仰).

(右側の→は吋と思われるが、副有限基本群では証明されていない。)左側の←は

pro-cyclic群之の拡大群になっているo また、それぞれの群から GQに標準的な全射があ

るo これらが有機的に積み重なって、

Galois-Teichmuller塔 {π1(Mg，n)→GQ}g，n 

を形成する。 Grothendieckは、これの構造を知ること、特に、次元の小さいいくつかの場

合(A1oんMO，5，lVI!，l' M!，2)を詳細に研究し、それらをブロック遊び (lejeu de Lego)のよう

に積み上げて、一般の Mg，nの場合を記述することを提唱した。

今出の講義では、 tangentialbase pointという概念を丁寧に導入することで、この問題

にアプローチして行きたい。それが具体的にどのような仕方で与えられるかについての講

釈は、次節に回すとして、とりあえずここでは、 tangentialbase pointがガロア・タイヒ

ミュラ一群に対してどのような役割を果たすのか、を大雑把に説明しよう o

そこで、再び完全系列

l →r仰→ 1fl(M日)→GQ→ 1

に注意を戻す。この完全系列において、

「群作1(Mg，n)の分裂Fg，nx GQを与えることJ
中吟「射的(Mg，n)一→ GCQのsection準同型を与えることJ

牛 fMg，n上の tangentialbase point vを与えることj

という論理関係がある口群論的な section準向型のうちどの位が、幾何学的な tangential

base point遠から引き起こされるかどうかは未解決問題であるが、ともかく各 8ごとに

section準向型GCQ一一+町(ル[g，n)が起こり、これを経由して正規部分群 fg，nへの共役作用

を取ることにより Galois表現

ρfj: GCQ →Aut(rg，n) 

を得る O

主題.Galois作用の集団{ρ'fj:GCQ 九九，n}g，nを句、η)や 5をいろいろ動かして研究せよ。
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(3)パンツ分解、 Grothendieck-Teichmuller群とそれらの精密化

Tangential base point iJの作り方はしEろいろあるが、今出紹介するのはmaximallyde-

generate curve +付加構造から作るものである。 Maximallydegenerate curve (m.d.c.) 

とは、組XO= (JPl U . . . U JPl; Ql， .・ .，Qn)であって、各 JPlは丁度 3備の markedpoint 

(標点)or double point (二重点)を持つ、様なものである。(以後、この2種類の点(標点と

二重点)をあわせて格別点 (distinguishedpoint)と総称する。)

Example 1.2 XO = (lPl U JPl U JPl; Ql， Q2， Q3) 

P
 

τ
i
 mu 

XO= Q3 

位棺幾何的には m.d.c.は、各 3(格別)点付き JPl成分をパンツと見立てて貼り合わせるこ

とによりリーマン面上の pants分解と対応する:

Q2 

Q3 

また、 moduliで言うと、 m.d.c.はθMg，nのcusppointと対応するo きて、 pants分解に次

のような“付加構造"を付け加えて (XOに対応する A1g，nの点から発する)tangent vector 

を定めたい。

Definition 1.3 (g， n)型 Riemαnn酉の pαnts分解P= (Pr， ・・・ 7九g-2十n)が与えられてい

る時、この上のキル卜 (Quilt)分解 Q/Pとは、各パンツ Rに 3本ずつの切れ目を入れ

て g枚の六角面に分説し、かっ隣接するパンツ同士の境界輪上には継ぎ自の点が丁度2個

ずつになる様にする仕方、のこととする。

Q， 

Qヲ

Q， 
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目標は、うまく (Q/P)叶 VQ/Pという対応を構成して、 Galois表現の塔

{ρ苛Q/P : GQ →Aut(fg，n) }g，n 

を具体的に記述することである O 次の対応、がある:

位相幾何 代数幾何

Pants分解件 cusp of Mg，n 

(or max. deg. marked curve) 

Quilt Q/P 件 tangentialbase point 

結論としては、 Mo.4， Moか M1，1'M1，2だけを使って、すべての Mg，nに対するガロア表現

を記述できる o特に Mo，4=pl¥{O，l，∞}が重要である o MO，4については次の完全列が

ある:

1→rO，4→町(MO，4)→GQ→1. 

ここで九4は階数2の副有限自由群F2= (x， y)̂ と河型である oBelyiにより、 GQを
2x×九(単なる集合としての積)に埋め込んで parametrizeできる:

GQ →2x×J5 
ぴ叶(入σ，ん).

この parameterを使って一般の ρgを記述したい。

ここで Grothendieck-Teichm uller群を次の様に定義する:

r 次の (1)，(11)， (111)を満たし、 i
GT:= ~ (入，1)εZXX F21 かっ、 X1-7 x¥ Yト→ f-1yAf ~ 

が九の自己向型を引き起こす j

(1) f(x， y)f(y， x) = 1， 

(II) f(z， x)zm f(y，z)ym. f(x， y)xm = 1 (ここで xyz= 1， m = (入-1)/2)， 

(III) f(x山 X23)f(X34，X45)f(X51' X12)f(X23， X34)f(X45' X51) = 1. 

ここに Xijは5本糸の組紐群の然るべき元であるoDrinfeldはGTのi¥nへの作用の公
式を見出した。これを延長する形で g三lのときを考えたいのだが、そのためにδ?の条
件の他に、さらに次の条件を考える:

(IV) f(71， 7i) = 7~P2 f(7f， 7i)ァグ2(γ1乃)-6P2，

(III') f(γ173，7i) = g(X45' X51)f(x山 X23)f(X341X45). 

ここで、 ρ2や g(x，y)は (λ1)から定まるある 2次的なパラメーターであり、 71ぅ72，乃は

組紐群の標準的な生成元を表している O 今、 GTの“精密版"1['を

正:={(入，1)E GT Iさらに (II1')， (IV)を満たす}

で定義する。
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Theorem 1.4群正は、 GQ を含み、 UEFlこ含まれる。さらに、種数 gで、 η標点をもっ
1) ーマン面 (~;Ql ，・・・ ， Qn) の任意のキルト分解 Q/P に対して、表現

ρQ/P : ["' → Aut(r(~)) 

を代数的に定義することができ、これはGQの町(Mg，n0 Q，匂/p)~ Í\~) への数論幾何
学的な作用を延長しているo

条件式 (IV)の由来については、 35である程度詳述するが、種数Oのモジュライ MO，5と

種数1のモジ、ユライ 1111.2におけるガロア表現を具体的に書き下して比較することから要

請されてくる条件であった(高種数への第一歩)。

ここでは以下、条件 (111)及び (111')について簡単に解説する O ザ(C)内の次の絵を考
える:

ゲ方¥4
・ w

ーす.:u..
4
/T¥』
¥Lノ

p はOから 1に向かう道であり、 x，yはそれぞれ 01を出発して、 0，1の潤りを左まわり

に一周して品に戻って来るループをあらわしている C このとき σιGQに対し

σ(p) = 1.σ(X，y)-lp 

によりん(x，y)ε町(JP>1¥{0，1，∞};61)を定義する。 (111)は、 fMo，5内の(無限遠)正五角
形」の辺に沿ってこの種のずらしを五回やると一回転するが、五角形が単連結だからその

結果=1，という式、 (111')は、この五角形を半分に分けて片方だけ回ったものが =1，とい
う式である D

III 111' =111/2 

!(X34. X4S)/\\ f(X5J.Xl~) 

!(X12.X23)¥ / f(X23. X34) 

!{X4S. XsJl g(X砧 .XsJl

定理で与えられたガロア表現(やその Eの表現への延長)は、さまざまな(g，n)を動かし
たときに compatibleな形に記述されている。例えば、下図のような超楕円曲線の球簡上

の2震被覆としての表示から、種数Oの写{象類群 rO，2g+2(=ほほ球関組紐群)と種数 gの
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写像類群rg，o(の超楕円パート)の間に自然な対応が存在するが、双方の曲面上のキルト分
解を両立的にとっておくと、これに関するガロア表現もきれいに対応する形になるo

もうすこし詳しくいうと、曲面上の circlecに対して、 Dehntwistとよばれる標準的な写

像類 DcE rg，nが定まることがよく知られている:

r仰 =πoD品 o十( )ヨDc:Dehn twi抗

写像類群は Dehntwist D cたちで生成されるので、それらへの GQや正の作用を書き下

せばよい。実はこの群は有限生成かつ有限表示することが可能でその生成元と関係式もよ

く研究されているが、有限価のDehntwistの間だけで関係式を完全に書き下そうとする

と、結構長い wordがでできてしまい、それのチェックは簡単でない。ところが、すべて

の Dehntwists (無限個)を生成元として 4タイプの比較的単純な関係式(commutativity， 

braid， doughnut， lantern)で済ませる Gervais，Luoらの結果を用いることにより、正の各

Dehn twistへの作用を定めることができるo この作用をきちんと定義する際に有効なのが

Hatcher-Thurston複体とよばれる単連結な2次元複体であるo この複体は、標点っきリー

マン面上の組合せ構造から、

-頂点=全ての pants分解

一辺:コ pants分解から pants分解への“move"(2タイプあり;A“move，8-move) 

面ェ一回りしてもとに戻る一連の moves(4タイプあり;3A， 38， 5A‘6A8) 

として構成される複体であるo実際には、これを qui1t分解たちに対して“リフト"したも

のを用いる。
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2 Etale基本群と BelyIの定理

この節での主役は

π1 (MO，4)口町(JPo¥{0，1，∞})

である。以下、 X:z Pb ¥{0，1，∞}とおく。前節において紹介したように、副存際基本群
の自然な拡大列

1→F2→町(XjQ)→GQ→1 

があるが、これについてガロア圏の立場からもう少し詳しくみてみよう口ここでAは自由
群F2= (x， y， zlxyzヱコ 1)の副有限完備fとであり、乃は x，y，zをそれぞれ0，1，∞ εJPl(C) 
のまわりを反時計四りに一周する道と思うことにより(ある基点に関する)位相幾何学的な

基本群吋OP(JP1(C)¥{0，1，∞})と同一視している。

離散群 F2は爵有限群 F2に自然に埋め込まれ、その像は穂密であるO 次の 1対l対応が

ある:

{F2の指数有限部分群}よ斗{丸の関部分群}

π→す(閉包)

HnF2←H 

次にこれらの集合と X の被覆との関係を説明しよう o f: Y →X(C)を位相空間とし
ての被覆とする(ここでは連結かつ有隈次と仮定する)。基点 bE X(C)を一つ固定する。

π1 (X(C)， b)の各元 γは(X上のループに添いつつ Yでの liftsを辿ることにより)集合

j-l(b) 口 {CI，...，Cn} (n = deg(f)) 

の上の置換を引き起こすから、 "monodromy置換表現"

作1(X(C)， b)→Aut f-l(b)(空 6n)

を得る。 π1(X(C)， b)のf-l(b)へのこの作用は (Yは連結と仮定したから)推移的であるo

各 tについて点 Q の安定化群Hi= {γ 庄町|γ(Ci)口 Ci}を考える口これらは πl(X(C)，b) 
の指数有限の部分群であり、 H1，.・.，Hnは互いに共役なものの全体である。次の対応が

ある:

{F2の関部分群}j共役ι斗{F2の指数有限部分群}j共役
ι:斗{位相的連結有限次被覆f:Y→X(C)}j向型
ι斗{代数的連結有限次被覆f:Y→X(C)}j向型
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最後のι与はRiemann'sexisitence theoremと呼ばれている。
ここでガロア閣の雷葉を復習しておく oCを(代数的な)有限次被覆(連結とは眠らない)

f:Y → X(C)たちのなす圏とし、函手

~b :C→{有隈集合}

f吋 f-l(b)

及びこれらについての次の公理を考える:

(G1)・(終対象の存在)ある XECが存在して、任意の YECに対し#Homc(Y， X) = 1. 

. (fiber積の存在)Cの射の組Y→ Z←Y'に対して、 (51き戻しと呼ばれる)対象と
射影写像を含む可換図式YxzY'当手当nZが存夜し、然るべき普遍性をもっ。

(参考:集合的には Y，Y' /J; Zの品町積はYXz Y' = {(y， y') E Y x Y'I f(y) = f(y')}・)

(G2) . Cは有隈和民日九日・・・註凡→ X を持つ。とくに“始対象"。も持つ。

.yに有摂群 Gが被覆変換として作用していたら Y/G→ Xが存在する。

(G3)任意のu:Y→ Y'は一意的に Y uザY"u'与}"と分解して u'が全射、 u"が単射と

できる O

(G4) (左完全性)争b(YXz Y')ロ争b(Y)XCTb(Z) ~b(Y' )， 争b(X)= 1点.

(G5)争b(YII Y')口争b(Y)II争b(Y')i争b(全射)ロ全射;争b(Y/G)=φb(Y)/G. 

(G6)任意のu:Y→ Y' in Cに対し、争b(Y)二+も(Y')ならば U 告身も同製。

G roth endieckの仕事(SGA1)により、上の (G1)rv (G6)が(C，も)のガ口ア理論を決める
ことが知られている O その「ガロア群jとしての基本群が、次のように導入される:

πl(X，b)=町 (C，争b)

ぎ~ (η)yεIIA川 b(Y)I任意の u:Y→ y'in Cに対し次は可換}
¥. YEC J 

φb(U) 
~b(Y) 一→ ~b(yl)

什 1σy'
φb(U) 

争b(Y) 一→ ~b(Y')

すると川(X，b)は部有限群になる。又、町(X，b)が連続作用している有限集合たちのなす

留として、元のガロア圏 Cを復元することもできる O

話を Qょに持って行くために次の曲線を考える:

lP'o ¥{O，l，∞}ロ SpecQ[t， l/t，1/(1 -t)] 

下線部の可換環を A とおく。
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Definition 2.1 Spec Aのβniteetαle被覆とは、射SpecB→ SpecA (または可換環の準

向型 A→B)であって、
(1) B はA加群として有限生成 (jinite];

(2)任意の素イデアル PcBに対し、 p=PnA (Pの逆像の意)とおくとき、

(2-1) Bp が Ap-加群として j同e[Jlat]; 

(2-2) pBp = P Bp [不分岐].
(剰余体の標数 >0ならば、さらに (BpjPBp)が (ApjpAp)の有限次分離拡大であること

を課すが、標数Oでは不要)。

今、上のガロア・カテゴリー (C，b)として

C = {XQ上の自niteetale被覆全体}，
b: SpecO → XQ (0は代数関体)

と取り、商手h として次を取る:

Y E C (i.e.， Y→ XQ : finite etale)に対し、

争b(Y):口 Y(O):口 YxSpecO. 
AQ 

するとこの (C ， 争b) はガロア理論の公理系 (G1)~(G6) を満たす(従って Grothendieck の

一般論から町(XQ，b)がwelldefinedとなる)。ここで次の対応に注意しておく:

(1)X0むに対する基点bを与えることか吟奄代数の準向型A0む→0を与えること;

(2) XQ に対する基点bを与えること中坊環準向型A→ Q を与えること;

(3) SpecQに対する基点b'を与えること宇斗環準向型む→ Q を与えること O

よって、最初に bを決めると、それから b，b'として岳然に誘導されるものが取れるo

CM9奇 SpecA③む
-~\\ 

CA SpecA ... 一一一 SpecO
1 ↓/  
CQ SpecQ 

こうして引き起こる基本群の間の準同型の列

1→ πl(Xむ，b)ー今川(XQ，b)→1fl (Spec Q， b')→ 1 

は完全系列であることが証明される (cf.[SGA1]など)。

ここで最後の群は1fl(Spec Q， b') = Gal(むjQ)となることに注意するD 一方、最初の群に

ついては、

π1 (lfTら¥{0，1，∞})I"V 1fl(時¥{0，1，∞})(さF2)
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であることが知られている。これは "Lefschetz原理"といわれることもある o (Cf. Serre 

"Topics in Galois Theory" or [SGA1])。以上により、冒頭で述べた群の拡大列が得られた。

Theorem 2.2 (Belyi) Q上の任意の完備非特異な代数曲線は][Tl上の3点分岐被覆として

実現できる。口

この定理により

1→ F2→ 1fl (XQ)→ GQ → l 

はもighlyIlontrivial"であることがわかる O 実際、 πl(XQ)→GQにおいてδ叶 σとする

と、 Int(δ): x吋 δxa-lなる Aut(F2)の元が定義できる O 与えられた σに対する持上げ。

の取り方によるずれはInt(九)= {九の元による共役}に入る。よって、外ガ口ア表現

ψ:GQ →Aut九/Int F2 =: Out F2 

がwelldefinedとなる。上の完全列が群の拡大として非自明ということは、表現 ψが非自

明ということと同値であるが、 Belyiの定理から、次の大変印象的な結果が従う:

Corollary 2.3外ガロア表現 ψ:GQ→ouA は単射である。

まず、 Theoremを仮定して、上の Corollaryを証明しよう o実際、 GQの任意の元 σは

{H C A開部分群}/共役={Y→X窃finiteetale被覆}/向型

に置換をひきおこすわけであるが、一般に f(x，y)をむ係数の多項式として、

Yが方程式 f(x，y) = 0で定義される代数曲線(と双有理問値)なら
yσ は方程式 F'(x，y) = 0で定義される代数曲線(と双有理問値)となるO

そこで楕円曲線を考えるO 勝手な代数的数jE Q¥{O，l}に対して、このjをJ-不変最(の

12-3倍)に持つ楕円曲線として

.， • ') 27・27・Ej:γ= 4X"-ームzーーニ
j-1 j-1 

が存在する。与えられた σ=1-1に対し σ(j)=1-jとなる jを取る。 Belyiの定理により、
む上定義された 3点 (0，1，∞でのみ)分岐の被覆9: Ej→]p>

lが構成できる。それを σ

で係数変換した被覆gd: Eσ(j)→がもやはり 3点(0，1，∞でのみ)分岐であるcig，gdを
][Tl - {O、1，∞}上に制限した不分岐被穫をそれぞれ g，gdとすれば、
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Ej¥{有限個の点}手 EU(j)¥{有限個の点}

↓9 / gU 

]p>l¥{O，1，∞} 

このことは、 gに対略する町(JP>ij¥{O，l，∞})空九の開部分群を H とすると、 H 柿 δHa--1

(共役でない)を意味する。これより ψ(σ)ヂIがわかる O 口

Belyiの定理の証明:Cjむを勝手な代数曲線とし、 C上の菌数f(=I=定数)を 1っとる;

f:C →IPij (む上定義された射)

Bl = {f(x)If'(x) = O} c IP1(否)=むu{∞}とおく.次に h(X)εQ[X]をBlCむの

Q上の最小多項式とする。 B2= {fl(X)lf{(x)口 O}とおくと、 IB21< deg(h)となる O
B2のQ上の最小多項式を 12とおく。今度の集合 B2はGIQの作用で保たれているので、

deg(12) = IB21である。また B3，ん，B4，---と続けていく odeg(fi)は減少していくから、
あるんで止まるo そこで

fr 0 fr-l 0・" 0 12 0 f1 0 f 

を考える D 最後の IP1の座擦を適当に調整して、これの分岐点の集合 (cQ U {∞})が
{O <α1 <・・・く αN< 1} U {∞}の形としてよい。
@今、 αt 点五の形のとき、

(m十η)m村 l
gmAz)2mmnnzm(1-z)n 

とおくと、これで向を 1に持って行ける(これは分岐点を一つ減らす写像になる)口そこ

で、これを合成する O この操作をくり返して最終的に

分岐点={O，l，∞} 

と出来る。口

Report 2.4 9mρ(x)の分岐を調べてp証明を完成させよ口

Belyiの定理の証明の最後の step.の別証明を '97の BelyIのプレプリントから紹介しよ

うo 上の証明の@の段階で

しておく O これらを用いて行列式 W，W1，・・・ ，Wm を
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αtの列除く

V 

I 1 1 1 1 

W=Iα1 晶 α2 αm 
W
iコ
(_l)m-l 

α1 αm 
(εZ) 

m-l m-2 m-2 
αl .. . .. . α m αl α m 

とおき、有理式g(x)= rr:l (x一向)WiE Q(X)が与える射JP'1→JP'1を考える o この
gの分岐点集合が{α1，.・1αm}U {∞}に含まれること、及び、 gによってこれらの点が

い1，.・ .，am}→ {O，∞}，∞→ 1と写されることを示せばよい。
まず、集合 {αIf--Jm}がgにより {O，∞}に写されることは明らかである。また、行
列式

1 1 1 

αl α2 αm 。
αT-2 αmwz -2 

1 1 

を最下行で余閤子展保することにより、 W1十・・・十Wm O.これより、 g(∞)口 1が分か

る O 次に、任意の点 b~{α1 ，'" ，am，∞}で不分岐であることをみるためには、対数微分

の値g'(b)/ g(b)が消えないことを見れば十分。今、下の行列式の最後の行で余因子展開し

て、各項にヴァンデルモンドの展開公式を適用すると:

1 1 1 

Z αl αm 

x2 α2 1 α 2 

lV + W1 I1(X 向)+...+WmI1(x-αd。 m 

i予61 i手正m
xm-1 αm1 -1 m-~l 

α m 

1 1 I 

が成り立つ。これより

f322凸万立寸己;
この式の右辺をみれば、主張は明らかであるO 最初の証明では一つ一つ分岐を減らしていっ

たのだが、上のような gを使えばステップ@は一回の操作で済ませられるという点が優れ

ている O
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3 Tangential base point 

1. Naiveな理解

2.精細モード

(1) Naiveな理解

最も基本的な場合である X 口 Pb¥{O，1，∞} = SpecQ[t， l/t， 1/(1 -t)]上で、 tangential

base pointの概念を導入する。前半では、導入当初の BelyIによる群論的なとらえ方を説

明しよう。その前に、点 tココ Oの局所近傍の基本群

町伽Q1441)叶 1(XQ) 

の構造を復習するo ここで

Q14414例:トラン級数体={玄 αntnI nO E Z， an巴Q}
n~no 

であるから、その基本群は絶対ガロア群として

町(SpecQ((t)))= Gal(Q((t))/Q((t))). 

とかける口また、

頭t))= 9{{t}l := U k((t1/n)) ((t1/mn)m口 t1/n)
iseux級数体 [k:QJく∞

1"'1"- n'>l 

この最後の体が代数間体であることは岩津 f代数函数論~ p.64，定理2.5の証明を参照のこ

と。そのガロア群の構造はGal(む{{t}}/Q((t)))笠 Z(1))q GQであり、 Z(1)，GQはそれぞれ
次の仕方で Puiseux級数に作用する (Z(1)の位相的生成元を Z とし、 σEGQを任意のガ

ロア元とする):

( イ/ 一一一一tが戸1ν/n E山A加u
σ :2:α向ieがi仰 吋 2: σ(い似刷α向叫i)μtずi/向n巴Au凶t否{仰{れ例ωt斗ゆ}} } 

ここで、理込みて3吋 Cを閤定し、 (n口 exp(ぞ)とおいている。

Report 3.1上の局所基本群町(SpecQ((t)))の中で

σm-1=zx(σσ 巴GQ)

であることを示せ。但しχ:GQ→ 2x は σ(ふ)コロ (~(σ)modn (nど1)で定まる指標(円分指
標と呼ばれる)である O
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次に大域基本群町(XQ)に戻って、 BelyI liftを考察するO まず、群拡大

1-→ A-→町(XQ) ーと→ GQ 一→ l

を思い出しておく。ここにF2 (x， y， z I xy z = 1)八.また、点 tロ 0，1，∞の各近傍の局所
基本群の大域基本群への埋込み (x))q GQ， (y) )q GQ， (z) )q GQ Y 町(XQ)があるが、これ

らはpのsectionを与えていると考えられる O

Proposition 3.2 

J 0 ~ _ f"V  ¥ I sXs-l = Xλ ヨ入εZX 1 I})=<sEπ1(XQ)|1E 〈〈〉
l' 
-q '<" I sys-l口 j-lyAj ヨjE [九?九]J 

とおくと、1})は射影 p:1Tl (XQ)→GQでGQに向型に写される町(XQ)の部分群になる。

この Prop.で定まる写像GQヨぴト→ヨ!ゐ ε1})C 1Tl (XQ)をおelyisectionと呼び、これを

用いて定義されるガロア表現

や:GQ-→AutF2
(σ←→ん(牢)s;;l) 

を外ガロア表現伊 :GQ→Out Aの Belyi:liftと呼ぶ。

φ:GQ 吋 Aut乃

前節のBelvI¥ t 
の定理により平射、 OutF2

[Proof of Proposition 3.2] まず、各σに対して勝手にδε p-l(σ)をとると，

{:::ゲδ
一
訂一=sxx(u)幻凶ω川川Zがd刊仰X以抑桝(伊例σ吋)

tδryi.δ予一1= tyχ以(σ吋)t一1

(s，t E 九)

の形になっているo 両辺を S-lで共役をとり (j=s一切 (ε p-l(σ))とおくと、

(ozo-1=zW) 

(jy(j-l = uyx(u)1.t-1 

の形にできる口今、九八九九l口 F2b= Zx ED Zyであるから、 U 三 Xaybmod [F2' F2]と
おくことが出来るo このとき、 su x-a(jとおけば、これに対しては、

(川口xx(σ)
suys;l = (x一αuy-b)yX(σ)(x-αuy-b)-t， x-auy-bε[九九l

となる O 口
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Report 3.3次を示せ.

• s(1 の一意性.
@そのときの fε[九九iの一意性

以上により、役者が揃った:

i入σロ χ(σ)
GQJ :3σ片 品 E1f1 (XQJ)→{  〈〈

l1 = 1(1 E [F2， F2l 

:円分指標

: main parameter 

結論:
.-..x 

GQJの光 σは、パラメーター(ん，ん)εZ"'X [F2， F2lで完全に決まる。そして、

I x -+ xλσl  

σのAへの作用は <y →fJIUλσん }の形をしている。
l z →(?) zλσ(?)-1 J 

Report 3.4この(?)[mod材、ら(z)で定まる]を(入σ?ん)で explicitに表せ。

(2)精細モード

(1)と同様に、 X= XQJ = 1?i¥{O，l，∞}とおき、

t=Oでの局所座標として t及びt/(t-1)、

t=lでの局所座標として 1-t及び (t-l)/t、

t ∞での局所座標として l/t及び 1/(1-t)、

を特に考えてみたい(これらは t 0ラ1，∞で値が {O，l，∞}となる摩擦)。それぞれの麗標

に対する Puiseux級数体を考え、

Q日=Q{{t}} ， 

Q品=Q{{l t}}， 

Qぷ1= Q{{l/t}}， 

日
H
H
N汀

n刀

、iノ
，

T
L
1
1
/

t
E
ム
，
f
'
f

，Tむ

一

日

り

一

向
い
一
'
け
い

I
I
I
4
L
f
f
J
 

4

L

/

1

1

4

 

F
Z宅

t
r
2
4
E
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r

，‘t

r
』、
t
r
S
1
t
rト
t

一Q

一Q

一Q

一
一
…
一
…
一

↓
伽
ゐ
ゐ

O

O

Q

t

 とおく。このそれぞれを用いて、 a，bε{O，l，∞}， (α=1 b)に対し

ふ:Sp叫→ SpecQ[t， l，出ト XQJ
がガ口ア爵 c= {Y→XQJ : finite etale cover}の上の basepointになる (tangentialbase 
pointと呼ぶ)。対応するファイパー菌手は、

争品:c-→(finite sets) 
Yト→ Y(n斗)= Y xXQ Specnヰ



たちである O そこで、次の chain集合を考える:

π1 (XtQl; v) w) = { (川.'E I1 Isom(れ(Y)ん (Y))I 'Vu : Y→y' in Cに対し次の図式は可換}
¥. yεc ) 

φ百(u)
恥(Y)~→ <Þv(Y') 

↑σy r Uyl 
争辺(u)

<Tw(Y)一→れ(Y')

この bijectionsystemの集合には自然に副有限位相(なるべく高い次数の Yまで同じ bijec回

tionを与える system同士が“近いつが入り、 U口dのときは 32の副有限基本群町(XtQl，v) 
と一致するo容易に分かるように chainの合成

町 (X;肝)x町 (X;v， w)→ π1(X; u， w). 

が welldefinedである:

この合成を演算として、集合族

{ →→)  π1(X;U，V) I u=αb， v = cd (α，b，c，dE{O，l，∞};αヂb，c# dn 
上に亜群構造が入るが、さらに、

運動63-対称性が入る(ここに 63は 3次対称群 on{O，l，∞}で AutXtQlと同一視). 

轡GQの作用 on1[1 (X， V， w)がある。
実際、 GtQlの作用は、自然な sectioniv : GtQl吋介1(X， v)と盟群の (chain合成)演算

川 (X，v)x作1(X，V， w) Xπ1(X， w) -→ π1(Xヲv，w)

を用いて、 σ(γ)笠 iv(σ)γ句(σ)-1(σεGtQl， γG符1(X， v， w))で定めるo ここで、各 tan-
gential base point vにおける section準向型付:GtQl 斗町(X，v)は次の様に定義する。今、
Y = Spec B (B: etale over A口Q[t，l/t， 1/(1 -t)])とすると

φv(Y) =争v(SpecB) =註omA(B，nv). 

ところでnv口電{{ヰ}}だから、 GtQlは「係数への作用Jでnvに、従って HomA(B，nv) 
に作用する o Y ロ SpecBを走らせれば φv(Y)上の霞換の compatiblesystemが生じ、

日(σ)ε 町(X，v)が定まる。
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Proposition 3.5上の rchα仰の合成Jr63-~す称性J rGQ-作用Jは互いに 1(可換"である。

次に、少し記号を準備する。

[01"'] 
[1~] 

[O~l [1(f] 

• Standard chain 'Yv，w :上半球面のみを通るものと約束すると Gから dへの uniqueな

道(の類)'Yv，w E町(X，σ，w)が定まる(より代数的に定義することもできる)。

• Standard loop [aJv :まず 0の腐りの半ループを [0ア]ぎ γ員OL'iOLitg(1，∞)[01"']

(ここに (1，∞)は互換 ε(3) と定義し、これを 3-cyclic(0，1，∞)巴 63で巡回させて

[αg] (α，b，cE {0，1，∞})を導入する(全て左回り)。そこでずを基点とするループを

iα]v 笠 γgヰ[αbJ[α~h;;b.v

とおく。特に x:口[0]日，y :口[1]日，Z:=[∞i品と定義する。

以上より、完全系列

〆、 司令

1-→九一→町(XQ，01) -→ GQ -→1 (九口 (x，y， zlxyz = 1)̂) 

ーベシ

や、 Belyisectionの“精細ヴァージョン円い:GiQ一→ π1(XQ， 01)が構成できた。01"  .， "" 

。efinition3.6 J!(x， y) E F2 (σεGQ)を次で定める:
σ(γ日ず)口J;(x，y)一1γ日6・

→ →  
特に δ 10の時、 fσ(x，y)= J.σ(x，y) E F2と書く。
Proposition 3.7次が成り立つ。

1. (A nde'rson-Ihar，α) .fc，(x， y) E [乃，F2].
2.σ(x) = xχ(σ)yσ(y) = J，σ(x， y)-lyX{叫ん(x，y) (σ巴GQ).

3.よって出(σ)=んとなり、上のんは r(1) Naiveな理解jで定義したんと一致する。
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Proof.はじめにUnQ(t1/n， (1 -t)l/n)はむ(t)の t= 0， 1，∞の外で不分岐な最大 Abel拡
大で、。目立Q{{t芳と Q品=Q{{l-t持とに含まれることに注意する。 fσ(x，y)ε[九九!
という条件は、この体へのループんこ γ日誌・%(σ)・7品目.ioi (σ)一1の作用が自明である

ということに他ならない。そこで、ん(t1/n)= t1/πゃん((l_t)l/n)コ (1-t)l/nをチェック

すれば良いが、これらは展開

刊=2:( _l)i (ザ)(1-t)i， (1-t)l/n =玄(ーバ竹ti
i>O 、 / i>O 、ノ

において各係数 εQであることに帰着する。円分指標 χ(σ)が出て来ることを克るには、

Riemann球面上を半周する道への σの作用を見る。例えば、

σ([O~]) = x(χ(σト 1)/2[0~J

を示すことは、(凸)l/n= (2nlt1/n(1十高次の項)の主要項への σEG<Qの作用をみること

に帰着するが、これは

σ((2"n1) = (~X(σ) 戸 (~1-χ(σ))/2cu

およびx: t1/η 吋 (;;lt1/π とを比べることで得られるo口

後注:上の証明で、(市)1/nの枝として ~CJtl/叫となるものを取っているが、これは、理論展開のどこか

の段階で、 niiたちを定めるのに用いた鹿擦関数たちの累乗根の枝の相互関係があらかじめ定めてあるとい

うことを意味している。我々の場合、最初のX(C)= J1Dt ¥{0，1，∞}の座標 tをルジ‘ヤンドル λ関数とみな
して、上半平面巧上の壁間 (i∞，0)で tの値が単位区間 (0，1)に入るように X(C)を一意化した上で、累

乗線開数の枝(ん)1/nを区間 (ioo，1) C力で値が (0，1)に入る、という条件で標準化している。この講義で

は細部まで立ち入らなかったが、詳しくは [N99)g2参照。

次を得る:

Proposition 3.8 1. J，σ(x， y)J，σ(y，x) = 1. 

2. 1，σ(x，y)x(χ(σ)-1)/21，σ(z， x)Z(χ(σ)-1)/21，σ(y， Z)y(X(σ)一1)/2口1.

Proof. (i) 0 = (0，1) E 63，γ=γ日誌とすると、。(γ)=γ一lであり、*ト+γO(本)γ-1がx，y

を入れ換えることに注意する。そこでγ・O(γ) 1の両辺にσを施す。

(ii)γ→11ILl-1γ→→(∞O]-1γ→ ;:>..[0ア]-1= 1の両辺に σを施す。口
01，10 ∞，∞1 ∞0.0∞ 

Report 3.9これをきちんと証明せよ o

Corollary 3.10任意の δに対しJ!(x，y)は、ぴ巴 G<QのUTにおけるパラメーター
(入σ可 (σ)，んロβ)を用いてかける。
Report 3.11これを実行せよ。



4 Maximally degenerate stable marked curves 

Definition 4.1 Mαximally degenerate stable mαrked curve (吟l∞“diαgramともいう)と

は、三つ組(xO= u入品 x~ ， {P~}ILEM ， {Q~}vEN) であって次の 4 条件を満たすもののこと

とする:

(1) 各 x~ は JPQ と詞型であり、合併 XO 口 Uλε八xf は連結。
(2) {P~}μ仰は XO 上の Q':rational な二重点の集合。 XO の特異点全体の集合になる。

(3) {Q~}vEN は XO 上の非特異な Q-rational pointの集合(これらの点を標点とよぶ)。

(4)各 xf上には了度3個の格別点(口二重点目標点)がのっている。

また、 XOのdualgraphム0を

I vertex set A， 
60 = { edge側 M，

l half edge set N 

により定義し、また XOのgenus9をg:口dimQH1(i.l
0，Q)と定める。

Example 4.2 

XO 

X~ ̂
2 

一
サ

d

Report 4.3 l = IAI， m = IMI， n = INIとしたとき，l 2g -2十 η，m = 3g -3十 η を

示せ.

Q上の XOを襲級数環 Q[q]上にふくらましたい。そのためにXOのschemeとしての

成り立ちを詳しく見る:

(り白川占t]
U~ rv SpecQ[t， t'， l~t' 12t，l / (tt') ， 
uf 空 SpecQ[t，l~tl 
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貼り合わせの両立性:まず“隣接対"を表すための次の記号を導入する:

μ/入SL(Pjがxi上にある)， 
ν/入ぷヰ (Q~ が x~ 上にある). 

これらのとき、埋め込みuiL+U;は同盟

( l  1¥L  ~ _， 1 
Q[t， t'一一一寸 /(tt') ) [~J 斗 Q[t，~， ~J'1 t'l_t，JI¥Vv'Jle '-.，qv'l t't 

lこ対応し、埋め込みufHUJは同型

に対応するO

1 ..1 
Q[t ， 一一!日斗 Q[t，~， ~J1 tJltJ '~lv'l_t 

今度は qをパラメータとして、これらを Q[q]上に貼り合わせたい。部品としては、

(可→日SpfQ[t占 iJ拙
u;→ UμぎSpfQ[t，t，出，12t，][q] / (tt' -q)， 
U3 → Uv def SpfQ[t， l~t][q]. 

を用意する。貼り合わせに必要なデータとしてtangentialstucture on XOというもの

を考える:これは、すべての隣接対にわたって該当の各既約成分の鹿標を選んだ collection

T口{tμ/λ，tv/λ}であって次を満たすもののことである:

.tμ/λ (P~) = 0， 

• tv/λ (Q~) 口 0 ，

tμ/入(その他のxl上の格別点)モ {1，∞}，
tv/λ(その他のxl上の格別点)ι{1，∞}.

すると、例えばμ/入，入， (入#入')のときにう

( Q [tJ1./>'， tJ1./N， 1 _lt/.L/>" 1 _ ~J1./N] [q] / (tJ1./>' . tj.t/N -q)) [tJ1.~J Q Itμ/λ心/λ"一一一一一一1[q] / (tμ/λ . tj.t/λ， -q) )ド-1L 1-"'''' 1-"1'" 1 -tμ/入1ーら/入IJ u..LJJ I '1-"1"  1-""¥ .1. ~ } l tμ/入j

1. 1 1 Irrll I .，...，..~ 1 ぶ {q¥ n 1" q I _ .~~.:à:. ¥ ¥ 
= Q Itμ/入一一一一一1[q] ( .:.:で一一口)~ (…) . (t'口1に住意)J 
i γγF附1M 1ト… tωμM帥/川λ，tμM川/

つまり2空是間は XOのままで、上にのっている函数族の方はqっきにふくらませてもうまく

貼り合っている o ===} formal scheme .x / Spf Q[q] -j/~ well defined.さらに、 projectiveな
formal scheme は、一般論により通常のschemeへalgebraizationX / Spec Q[q]出来る。

XO 一一→ X 

SpecQ -→ SpecQ[[q]l 
まとめると‘
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Theorem 4.4 (with Y.lhαァαj

XO = (xt P~ ， Qe)をJP>61∞dαgramとし、その上の tαηgentialstructureア口 {tμ/入，tvjλ} 

をひとつ固定する。このとき、スキームの射X→SpecQ[q]でXO口 x0Q[q] Q となる
(i.e.， q = 0とすると XOに戻る)ものと、各 Qeを延長する切断Qlノ:Spec Q[q]→X の
族を構成することが出来る O さらに

(1) X j Q[q]はproperfiatなfαmily.

f宅)X 01QJ[q] Q(( q))はQ((q))上の smoothproper curve of genus g. 

(3) Xの XOに関する formalcompletion (Xj XO)̂は支と向型。

が成り立つ。口

次の自標として、7rl(X0Q((q))¥{Ql， .・ .，Qn})を記述したい。(簡単のため、標点の添字

集合を N={1，・・・，n}とする。)そのためにGrothendieck網Murre theoryを使う。 Formal
schemeの議論に持ち込むために、次の様にガロア閤cDや基本群π?を定義する。
まず、 D= XO+Ql十・・・+QnC X とおくと、これは X上の normalcrossing divisor 
である o D を、それに対応する実上の normalcrossing divisorとする。このとき、歯

CD(文) ( …or向。fformal sch刊号→χ |}
( tamely) ramified along D 

は公理 (Gl)~(G3) を満たす。

Proposition 4.5スキーム (X0 Q((q))¥{Ql，...，Qn})上の有線次エタール被覆のなす

ガロア閣と Q:D(主)の間には自然な圏同値が存在する。

ここでは、これは認めようoXはガチッとしているが支は柔らかいので、支を localpieces 

に分けて考えることが出来る。つまり、

i支λ =(X/X~)^ ‘ 

支の localpieces ~主μ = (XjP~)へ

l主v = (XjQe)八?

9λ 立公 DnXλ ; 

匁μ:コDnXμ;

Dv=D円Xv

手商日K
E
Fト・
&
巾ずま・品

。る

的

的

中

4

'

Y
〕

'Y}

角
川
一
の
の

せ

入

入

わ

川

川

げ

合

(

(

h

リ
、
i
/

、lf

貼

丸

丸

て

μ

ν

コ

9

9

γ

一
E

E

品交

f
iく
i
t

z
A
!
ι
 断

↓

{

疋

、

川

の

ぼ
m

n
叫
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t

 

h

↓
 

加

川

V

れ
ー

ヰ

4

t

』

群本基所局の弘J争ん

がある。 μ/入，入， (入#入')のとき、 localpiece 

(支μ口 SpfQ[tμ/λ， tμ/λ，]， Dμ= {tμ/λ ・tμ/λ，= O} ) 
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に対して、ファイバー函手争μを

争μ Q::Dμ(文μ)一→(有限集合)

Spf(B) f---7 HomQ[t，t，](B，む{{t， t'}} ) 

と定義する。ここでt口 tμ/λ，t'コ tμ/λ，であり、 Q{{t，t'}}はU(k:Qlく∞ k[t1/ぺt'l/π1という
可換環をあらわす。ファイパ…函手〈九も同様に定義するo 上の制限函手を通じて、これ

らは、格別点 PJやQeの乗っている、より大きな formalscheme主λや会空間主に関す
るガロア圏のファイパー函手にもなり、

(Q:匁(主); {争μ?争v}μεM，vεN)

は (G1)~(G6) を満たすガ口ア闘になる O こうして、仏。で、 φμ，争u により定義される基

点をあらわすこととすれば、例えばx上で遠くはなれたAから Dへの道の空間πp(主;[L， v) 
なども定まったことになる O

また、各 localpieceの碁本群の構造は次のようにまとめられる:

女 π子(主μ，[L)= Aut (む{{tμ/入，tμ/λI}} / Q[tμ/入，tμ/λ1]) 

c::= Z(1)2 )<J GQ 

= <アμ/入?アμ/り)<J GQ 

女 μ/入のとき，

仔λ(主λ，[L) c::= (Z(l) x F2) )<J GQ 
ロ ((アλ)x (0入，1λ?∞λ10λl入∞λ=1)))<J GQo 

Theorem 4.6 (van Kαmpen型の貼り合わせ定理)

sOをXOの dualgraphとし、その maximaltree Tと、 initialsegmentと呼ばれる有向

辺μ。→んを任意に取って固定する O 各 μ，1/，入に対して、 basepointを

ごμ=[L， C，v = v， ごλ=μf

(最後の〆は Tを通ってんから入まで行くとき通るところのuniqueな辺)と定める。ま

た、各隣接対 μ/入に対して standardchainを、 γμ/入:ごμー→ふであって

町(1P1¥{0，1，∞}，み61)吋 π?λ(支λ?とμふ)

γ斗ぷト→ γIt/λ
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なるものとして定める。ただし、ここに

(牢) α，bはそれぞれら/λ 口0，1なる点のtμ'1λ座標である O

これらの準備のもとで、ム0上の graphof groups 

日/ムO戸{立λ1μ;Jμ/λ:日μ→九|入 εA，με M}

(グラフの各頂点及び、各辺の上に群が載っていて、隣接対に対して準向型が与えられいる族)

を次の様に定義する:

(…山口入
edge group は Hμ

(入 EA)， 

(JL E 1¥11)， 

Jnλ tλ(GQ) T< ((η) a (川ゎ∞λi仇1>.00>.= 1))̂ 
{日μ tμ(GQ) T< ((~μ/λ)æ(Tjμ/λ，))八 (μ/入，X，入ヂ入'). 

各μ/入に対して連結準向型jμ/λ:nμ →日λは

(仁じ(伊帥σり)日イt---+f%(J1.1 >')ββf%(J1.1 >')門川川(υ川川叩/川川匂)(ゆ(仰0
γμ/入 ←一争 7入

アμ/λ' トー今 7λ ・α入

…令

(σE GQ) 

で与える。ここで iJ(μ/入)口 αbはい)で定まるものとする。

最後に、 各μ/入ごとにシンボル記号“ら/λ刊を用意しておく O

結論:

π~(丸山)=πl(X Q9 Q((q))¥{Q1'・・・ ，Qn}，Jto) 

~ (来入品目入)* (来μ/λ (令eμ/ρ入心))/ (凶a瓜凶tiぬon

ここで、雪印※は副有限群としての自由積をあらわし、 (relations)は:

(1)内/入 .eμ/入， = 1 (μ/人入，(入#入')のとき)， 

(2) eμ/入=1μ/入がTに入るとき)，

(3) jμ/入，(g)口eμ/入.Jμ/λ(g)-eJ入(gε日μ;μ/入，入，(入ヂ入')のとき)，

の3種類の関係式からなる。
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Example 4.7 (種数2で標点、なし)闘のようなムoTおよび initialsegment e口eμ0/λl

を考える口

μ。

T: 
initial segment: 

ム。:

μ1 

l
O
 

各tμ;/λjは国で左回りに O→ 1→∞をとると tangentialstn.ictureが定まる:

百(μ。/入d口 01，
J → 
'U(μd入I)=∞0，
-， ー令

'U(μ∞/入d=l∞?
生成元の間の関係式を計算すると、

百(μ0/入。)
一今

∞0， 

百(μd入。)出品?

言(μ∞/入。)= 1ネ

nu 

川
A

O

O

C

入

λ

0

0

1

 

r
E
E
E』
t
2
5
2
2
1

l¥-1 _-1 
eμ0/λ1・u入 .eμ0/入1' 

-1 _-1 
=ェ eμJ/入1・∞λ1・eμJ/入1' 

唱 -1 _-1 
eμ∞/λ1・i入1・eμ∞/λ

および

1 。入0・1入0・∞入。口∞U-(e叫ん・ザ -eJ:/λ1)・ (eμ0/入l・0ご-eJ;/入i)

となる。 (μ1がTに入っているのでらJ/入1= 1.) 

そこで、 Xl= 1入l'X2 e州入l'Ylに e叫ん，Y2 0ごとおくと、上の関係式は

ZIUlzfluJIZ2U22ilU51ェ I

のように種数2のリーマン商の基本群の標準的な表示式になる O

Report 4.8 

GQ T< (Xl， Yl，:1弘 Y21上の関係式)ハロ π?(ゑβ0). 

この作用を (x(σ)，ん)E G子で書くこと o
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5 Tate elliptic curveとM1，2

Leve12のTateelliptic curve は

x~ = JP>1 _ 
"'1 p.~ 

μ 

XO = Q? ‘'lJVo 

x~ JP>1 
"0 

をQ[q]上変形したものである。それをXjQ[q]と書くと、 X0 Q((q))はmarkedpointを
二つ持つ種数 1の曲線である o Dual graph 6.0は次のようになる:

uo-oCU1 
Tangential structureアとしては:

(仏/山lは勝…

tμ;/λj はQeo
'
Qe1で値 1を取る様に取る。

(cf. [Deligne抗 apoport].)Maximal tree Tは {μ。}とし， initial segmentをe=eμ1/λ。と取

るog4の処方築に従って記号を定めていく D まず iJ(μ/入)たちは

--l- --l- --l- ー今

iJ(μ。/入。)コ∞1，iJ(μ。/入d= 01， iJ(μd入。)= 01， iJ(μd入1)=∞1 

となるo また、基本群の localpieces達は、

rr入iコLλi(GQ)κ((アλi)a (0λi，1入i'∞λilOλ)Ai∞λi=1)) (i=0，1)， 

rrμj = iμj(GQ)κ((アμj/λ。)の(アμj/λ1)) (j=0，1). 
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これらをくっつける connectinghomomorphismは

r
z
z
J

、it
r
E
E
J
E
t
t

n

U

1

A

 

、

八

、

A

I
I

，F/
 

ハU
n

u

μ

μ

 

q

J

.

q

J

 

アμ0/入。←+ア入。，

アμ0/λ1吋ア入。∞入。，

Tμ0/λo片山Oλl'

Tμ0/λiト→アλl'

で与えられる O 次の関係式があったことを思い出す;

jμ0/ぬ(g)= eμ0/入1Jμ0/ん(g)e;01/入l (gεHμ。).

ここで g口 7JihoUo/入l とすれば

，，-1 _-1 ∞λo -之内0/λ1Uλ1eμ0/λ1・

同じことを jμ1/入。とん1/入1 についてやれば

，，-1_-1 
∞入1= e/11/λoU入oeμ1/λ0・

ここでアに属するら0/λIを1として残りの方を e=eμ1/λ。と書くことにすると、

∞λ。=0λJ7
，，-1_-1 

00入l=eυ入oe

1=0入。1入。∞入0=0λ11λ1∞んにより，

1=0λ01>'01入1eO>:01e-1 

そこで X1= e， X2 = 0>:01， Zo = 1λ0' Z1 = 1入1とおけば関係式

1 = X1X2X11X;-1 ZOZ1 (=: [X1' x2]zozd 

が得られるo これはちょうど楕円曲線から 2点を除いた基本群の関係式である:

π1(X 0 Q((q))¥{Qo，Qt}) = (Xl，X2，ZO，Z11 [X1，X2]ZOZ1口 1)八.

今度は GQの作用を explicitに書きたい口まず O入0'1λ。に対しては標準的で、

σ(0λ。)=of)?

σ(1λ0) =ん(0λojh)-111Y)ん(0λ0，1λ0)
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次に 1)'1は γぷ 1[山 γふこ唱当刊しているので、'Yõt~\ による引き戻しに関しては
、-v---'"¥〆、-v四.，; '--v--' 
入。 λ1 λo 入日

記号をj監用することにして、次のように計算できる。

σ(川口 f戸戸1(伶九λ拘0引，1>'0川0)-1'Y日μぷ11a刈fんμσバ(0弘λIυ，1>'1ω1 )γ-11巧昨1と(a)σ吋札)
、 司---〆』町v一J
λ。 λ。

口 ffI(Oλ0'1 >'0 ) -1 1 a ( 0入Jl1λ1)-117)fσ(0λJl1λI)fP(Oλ0，1λ0)

また eはγ→吋 γ→→に相当しているので、
01，∞1 '01，∞1 
、明旬開岬J、山V四J

λ。入1

-争-;

σ(e)ロ f∞1(0λ0，1λ。t1γ→→ f∞1(0λυ1入J-1γ→→以 01，∞1υ ，01，∞l 
、四》四J 、-..，..田J

入。入l

四時争 句+ 唱

= 1::
1
(0λ0，1λo)「ぷ11::1(0λJl1入1)「GIγぷ1'Y，日ぷl

、目ザー〆 、山ザ四J、町V四.，;.... 町ザ山J

λ。入。 λ。 λ1

ロ1::1(0)'0，1入。t1r:1(0λl'l>.J一1e.
これらのことと

1::1(x， y)ロ fσ(y，Z)y(χ(σ)-1)/2 la(x， y) (xYZ口 1)

を用いて GQの町(X@Q((q))¥{Qo， Qd，ji.1)への作用を(ん?χ(σ))だけで書けるD

Report 5.1これを実行せよ。

応用上は標点Q1は埋めてしまって、町(X@Q((q))¥{Qo}，ん)への作用を書き下して
おきたい。これは l入1= Zl口 lとおくことに相当する口 (X1，X2， zol [X1' X2]ZO = 1)八への作
用として次のように書ける:

σ(Z1):fu(zo，zr)zjl-x(σ))/21，σ(X1X2Xl1， ZO)X1' 

σ(Z2)=25(σ 

σ(ZO) = fσ(zo，Z51)zt(σ) la(x:;l， ZO). 

Base pointをんから VOに移すと、全体としてん(X:;l，ZO)で共役を取ることになり、 GQ

の作用としては次の様になる:

(牢)
(σ(X1) 
σ(X2) 

σ(ZO) 

z zjl-x(σ))/2fu(ZlZ2ZJ13Zo)Zlfu(zoγぢ1)，

= 1，σ(Z51?Zo)Z5(σ)1，σ(ZO， ;可1)，

= Z;::(σ) 
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次に、これを利用して町(M1，20Q)への GQ-作用を具体的に書く。 M1，2をmodulispace 

of genus 1 curves with 2 marked pointsとして、 r1.2をTeichmullermodular groupとす

ると、次の完全列がある:

1→r1，2→川(M1，2)→GQ→1 (exact). 

また、 markをl偲忘れる (Q1を忘れる)という写像M1，2→M1，1により 1¥111，2は楕円曲線
のuniversalfamilyとなり (M1，1は楕円曲線のmoduli)、次の完全列を得る:

1→九→π1(M1，2)→7r1 (M1，d→1 (exact). 

r1.2の生成元としては Dehntwists α1，α2，α3を取れて、それらは

α1α2α-α2αIα2， a1α3α3α1， 

α2α3α2=α3α2α3， (α1α2α3)4口 1

と関係づけられている (αtは下図の輪向に関する Dehntwist)。

X 
2 

先の Tatecurveが level2の楕円曲線の moduliM1，1.[2]に載っていることに注意すると、

上の九は、その原点Qoを除いたものの geometric基本群(Q1を基点とする)であり、そ

の生成元町，X2， Zo (これらは zlhzJ1Z51Z021をみたす)を上の Dehntwistsを用いて書

けば、

となる。

X1 =α11α3α2α1α31α2， 

X2 =α1α3l， 

Zo = (αlα2)6 = (α1α2αd 

さて、基点品が与える sectionを81:GQ →π1 (M1，2)とするときに、もう一つの section
s1 :GQ →π1 (M1，2)を次の様に定義する:

s1 (σ)ぎ α?ρ2((1)δ1(σ) ロ (αi)4P2(σ)81(σ). 

ここで ρ2は 2の正幕根を用いて σ(必)立的(f:2(a) (σ巴 GQ)で定義される Kummer
1-cocycle ((η は lの原始 η 乗根)を表す。従って 4ρ2(σ)は 16の正幕根に関するもの口

一29-



Theorem 5.2この時 σEGQ のじ，2への作用は次の様に書ける:

(1)β1(σ)α1s1 (σ)-1 =α?(σ 

(2) s1 (σ)α2sl (σ)-1 = 1，σ(α? ， α!)-1α5(σ)ん(α??α~) ，

(3)β1(σ)α3s1 (σ)-1 = 1，σ((α1α2)6，α3t-1α5(σ).J，σ((α1α2)6，α3)' 

Proof.σEGQ とする。 (1):section準同型 81を与える basepointは、 Q。と Q1を近づ

けて、輪 α1を縮める退化点に接しているから、 81(σ)α181(σ)-1=α?(σ)である。 β1と81

のズレも α1の巾しかないので (1)が従う。 (2)の証明は後回しとする o (3): X2 = α1α51 
への 81(σ)の共役作用は、(キ)で与えている o これと (1)の結果を合わせればよい。口

(2)の証明のために次がキーになる:

Lemma 5.3次の等式が町(M1，2)の中で成立する。

lu(α??α~) コポ(σ)s1(σ)η-1 s1(σ)-1 (η=α1α2α1，σE GQ) 

Report 5.4この Lemmαを用いて、 (1)の両辺の ηによる共役を考えることにより、た

だちに (2)が従うことを確かめよ。 (ηα1η-1_α2に注意。)

Proof of Lemma: 

まず、 81(σ)ε 7r1(Tate¥0)叫町(M1，2)に注意する。この 81は、レベル2の楕円曲線か
ら作られていたから、実は、 81(σ)E 7r1(M1，2[2])であり、それから町(M1，1[2])に落とすこと
ができる。(記号・ 0[2]はレベル2構造をつけたモジ、ユライ空間をあらわす;これはり自身の

etale被覆になる。)さらに、 IV!1，1[2]のcoarseモジ‘ュライが自然に楕円曲線のルジャンドル・

モジ、ユラスの空間町¥{0，1，∞}になり、自然な全射ゆ:町(M1，1[2])→町(吟¥{0，1，∞})
がある O そこでこれらの写像による 81(σ)の像をso(σ)とかくことにしよう o ところで、九

曲線的¥{0，1，∞}上に tangentialbase point 6lがあるが、モジ、ユラー函数のフーリエ展
開入(q)= 16q十… (q= e7riT)から示唆されるように、九の像は、会61に等しし、。このこ
とから、町(lPl¥{0，1，∞})= GQ T< (x， y)̂ における Belyisection ゐと 80(σ)のずれは

80(σ)口 X-4P2(σ)s，σ

で与えられる。ここで一旦 Ml，2に戻ると、 474はレベル2パートに入り、その町(吟¥
{0，1，∞})での像は、それぞれ吋 =z，a2:Uとなっている oηによる共役がα1と匂を

入れ換えることに注意すると、 Bely'isectionの特徴づけの式
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を、 ηのπ1(M1，1)j {土1}(これは7ft(吟 ¥{O，l，∞})を含む)における像句で辺々共役を

とって整理すると、 ba:=ワsaij-l~こ対して

(ん(ωU川ん(ωy，x刈…)γド戸~一→-1= X口吋Z
fσ(y， x)bσZbJlfσ(y，x)一12fσ(y，x)yλσfσ(y，X)一

が成り立つ。よってん(y，x)んも Belyisectionとなり、ゐと一致する。よって

ん(δふ吋)守口Fσ守s;1

がπ1(M1，1) j {土1}で成り立っているo
この等式を、町(M1，2)に持ち上げたいのだが、各項の自然な 1)フトである α?，d，η，s1(σ) 
たちが、巡回群 (ZO)の正規化群に属していることと、この正規化群が丁度 (ZO)の町(M1，1)

による拡大群の構造をもっていること、およびKer(ゆ)ロ (η2の像)に注意すると、ある定

数 c=cσを用いて、

fσ(α!?αi)ηη2cコ s1(σ)ηs1(σ)-1

が成り立つことがわかる。ところが'fJ4= Zoに注意してこの式を辺々4乗するとイ叶1口 zt(σ)

となり、 2c=χ(σ)… lであるから、この cの備を上の式に戻して、 Lemmaの公式を得る。

口

牢 本 * 
最後に、 glでGrothendieck -Teichm uller群の精密化に必要であった関係式 (IV)について、

簡単にコメントすることにしよう。上の定理では、町(M1，2)におけるガロア作用を、 M1，2

がM1，1上の楕円曲線の universalfamilyである状況を精欝に調べることによって得たのだ

が、これとは独立に M1.2 と MO.5 の代数幾何的な類似性から、1\:10•5 ですでに知られてい

るガロア作用を“移植するn という仕方で計算すると (1)，(2)は上と向じであるが(3)の代

わりに

(3') sl (σ)α3sl (σ)-1 =ん((αlα2y，d)一1α5(σ)ん((α1α2)3，a~) 

という形の式が得られる otangential base pointをチェックすると、(ほぼ)同等なガロア作

用について 2通りの表示が得られたことがわかり、両者を注意深く比較することで関係式

(IV)が導かれるのである。

展望: 包含関係

GQ C 1f' C GT 

を、もっと精密に調べること。
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