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On powers of p-hyponormal and log-七yponormaloperators 

Masatoshi Ito， Takayuki Furu七a，Masahiro Yanagida and Takeaki Yamazaki 
Science University of Tokyo 

December 23， 1999 

Abstract 

This report is b出 edon the following papers: 

[FY1] T.Furuta and M.Yanagida， On po四 rsof p-hyponormal operators， Scie批iaeMatl悶 naticae2 
(1999)， 279-284. 
[FY2] T.Furuta and M.Yanagida， On poωer's ofp.句p07町 maland log-hyponoral operators， to appear 
in J. lnequal. Appl. 
[1] M.Ito， Generalizat附 LSof the results on poωers 01 p-h抑onormaloperators， to appear in J. ln-
equal. Appl. 
[Ym] T.Yamazaki， Extensions of the re叩 lts叩 p-hyponormal. and log-hyponormal operators by 
Alt品.geand W，α吋， SUT. J. Math. 35 (1999)， 139-148. 

A bounded linear operator T on a Hilbert space H is said t.o be p司hyponormalfor p > 0 if 
(T*T)pさ(TT*)P，and T is said to be log寸lYPonormalif T is invertible and logT*T ;::: 10gTT*. We 
shall show several results on powers of p-hyponormal and log-hyponormal operators邸 extensionsof 
the results by Aluthg日andWa珂 [1][2].

1 Introduction 

以下，作用素とはヒ jレベルト空間H上の有界線形作用素を表すこととする。また，作用素Tが正である

とは正定値，即ち (Tx，x)三ofor all x E H と定義し，TどOと表すこととする。
正作用素の}Ir~序を保存する不等式である Löwner-Heinzの不等式“A三B2: 0 ensur，巴sA由主 B白 forany 

αE [0，1]"は， αε[0，1]という強い制限のため応用する上で不便であった。そこで次の結果が確立された。

and 

Theorem F (Furuta ineq叫 ity1987 [8][9]). 
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(ii) (A~ A1}Aを )t 三 (AをBPA5)t

hold fo'I' p 2: 0 and q 2: 1 with (1十r)q三p十r. (0， 
FIGURE 

Theorem Fの (i)または (ii)において T口 Oとおくことにより， Lowner-Heinzの不等式が導かれる。ま

た， Theorem Fの(i)と(ii)は互いに同伎であることが知られている。 Theo沈 mFのパラメータ p，q，rの領

域を表したのが上閣であるが，この領域は bestpossibleであることが示されている [14]0Theorem Fの別

証明は [4][13]で与えられており，また [9]では 1ページの証明が示されているoTheorem Fの応用は，多く

の研究者によって，次の多くの分野で得られている。以下， (A-5)に関連したいくつかの結果を紹介する。

(A) OPERATOR INEQUALITIES 

(A拘1)Several characterizations of operators satisfying log A 2: log B and their applications 

(A嗣2)Applieations to the relative operator entropy 

(A-:3) Applications to Ando-Hiai log-major包ation

(A-ll) Gcner叫izedAluthge七ransformation
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(A-5) Several classes associated with log-hyponormal and paranormal operators 

(A-6) Other order preserving operator inequalities 

(A-7) Operator functions implying order preserving inequalities 

(B) NORM INEQUALITIES 

(B-1) Several generalizations of Heinz-Kato theorem 

(B-2) Generalizations of some theorems on norms 

(B-3) An extension of Kosaki trace inequality and parallel results 

(0) OPERATOR EQUATIONS 

(C-1) Generalizations of Pedersen-Takesaki theorem and related results 

2 Results by Aluthge and Wang 

正規 (normal)作用禁(~ T*T=TTつを含む作用素のクラスとして，次が知られている。

Definition. 

(i) T: hyponormal品 Tマ三TT*
(ii) T : pゐyponormalfo1' a positive number p > 0 ~ (T*T)Pど(TT*)P.

def 
(iii) T : log-hyponormal宇中 Tis invertible and log T*T三logTT*.

def 。っ
(iv) T: pαranormαl宇中 IIT:lxll三IITxll:lfor every unit vector x E H. 

これらのクラスに関しては今までに非常に多くの研究がされているが，その中で、p-hyponormalに関して

は[17]，log-hyponormalに関しては [15]，paranormalに関しては [3][司[12]を紹介しておく。
これらのクラスの包含関係について，次の結果が知られている。

Proposition. 

(i) T: 1-hyponormal宇功T:hyponormαl. 

(ii) T : p-hyponormal 10r p > 0 ===> T: q-hyponormα1 10r pどq>O. 

(iii) T : in開 rtiblep-hyponormα1 10r p > 0 司 T: log-hyponormal. 

(iv) T : p-hyponormal 10r p > 0 or log-hyponormal口吟T:pαranormα1. 

更に，任意の可逆な正作用素X>Oについて lim去と!..= logXが成り立つことから， log-hyponormal 
p→+0 P 

はp-hyponormalのp→十Oの場合であり，その意味でO-hyponormalと考えることができる。

これらのクラスの作用素のべき乗について考える。任意の自然数η について，TがnonnalならばTnも

normalであることは容易に確かめられる。また，TがparanormalならばTnもparanormalであることが

示されている向。しかし，その中間である hyponormal作用素Tについて，T2は一般にはhyponormalで
はないことが知られており， [11， Problem 209]にそのような作用素Tの例が示されている。この場合には

Proposition (i)(iv)と前述の結果より T: hyponormal 吟 T: paranonnal斗 T2: paranormalということが

分かるのみであった。これに関して最近Aluthgeベ九Tangによって， Theorem Fの応用として次の結果が示

された。

Theorem A ([2]). Let T beαp幽hyponormα1operator 10r p E (0，1]. Then 

(Tn*Tn)長三 (T*T)P三(TT*)P2: (TnT口*)長

hold 10rαII positive integer 7/.. 

Corollary A (問).Let T beαp-hyponormα1 operator 10r p E (0， 1J. Then Tn is ; -hyponormal 10r all 

positive iηJeger 7/.. 

Oorollary Aーから，任意の hyponormal作用素TについてT2はすhyponormalであることが分かり，こ
れはT2はparanormalであるという前述の結果と比べて精密な評髄である (Proposition(iv)より)。
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3 Extensions of the results 

Yamazaki [YmJは， Theorem Aの拡張として，次の結果を得た。

Theorem 1 ([Ym]). Let T beαp-hypono7'rnal operato7' 107' p E (0，1]. Then 

(Tπ*T7t)士三・・・三 (T2*T2)主主 T*T

αnd 

TT*ど(T2T2*)!三・・・三 (TnTn*)士

hold 107' αII positive intege7' n. 

また， 10g-hyponorma1に関しでも，同様な次の結果を得。た。

Theorem 2 ([Ym]). Let T beαlog-hyponoγmalop巴rator.Then 

(T附 T7t)士三・・・三 (T2*T2)を三 T*T

and 

TT*三(T2T2*)!さ・・・三 (TnT1l*)士

hold 107' all posit'ive iniege7' n. 

10gtは作用素単調関数であることから， Theorem 2の系として，次の結果が導かれる c

Corollary 2 ([Ym]). Let T beαlog-hyponormal operato7'. Then 

log(Tn*Tn)士三logT*T三logTT*どlog(TnTn*)士

hold 107' αII positive intege7' 11" i.e・3THisαlso log-hypono7'mal. 

Corollary 2はAluthgeベヘTangによる次の結果の一般化になっている。

Theorem B ([1])・LetT beαlog-hyponormal operato7'・ThenT2" isαlso log-hypono7'mallo7' all positive 

intege7'η. 

Furu岡崎Yanagida[FY2Jは， Theorem 1を精密化した結果として，次を示した。

Theorem 3 ([FY2]). Let T beαp-hypono7'mal operato7' 107' p E (0， 1J. Then 

(Tn*Tn)ヰiど・・・ど (T2*T2)守主主 (Tマ)p+l

αnd 

(TTキ)p+1主(T2T2*)ヰi2・・・三 (TnTn*)ヰl

hold 107'αII positive intege7' n. 

この p-hyponormal作用素に関する Theorem3のp=Oの場合が，ちょうど10合hyponormal作用素に関

する Theorem2に対応、していることに注意しておく。

ここで以上の結果の証明を紹介する替わりに，簡単のため， Theorem 3の各不等式の弼端を比較したも

のに当たる次の結果の証明を紹介する。

Theorem 4 ([FY1]). Let T beαpωhypono7'mal operato7' 107' p E (0，1]. Then 

(Tn*Tn)ヰi三(T*T)P十1αnd(TT*)P+l三(TnTn*)ヰl

hold 107'αII positive intege7' n. 

-3-



Fmof of Theorem 4. 1番目の不等式

(Tn*Tn)守主主 (T彬T)P+1 (1) 

を帰納法で証明する o2番目の不等式も同様に証明される。まずη=1の場合は明らかである。次に n=k

で成り立つと仮定する。郎ち

(Tk*Tk)ヰエど (T*T)p+l.

ここで各自然数η について An= (Tn*Tn)ff: = ITnl守 Bn= (TnTn*)ff: = ITn*1与とおくと

Ak = (Tk*Tk)f三(T*T)pど(TT*)P= B1 

(2) 

(3) 

が成り立つ。なぜならば， (3)の左の不等号は(2)にLるwner-Heinzの不等ー式を適用すること，右の不等号は

Tがp-hyponormalであることにより成立するからである。 Tの担分解を T=UITIとすると T*の極分解

はT縁 =U*ITつである。ここでP1=主2::1， 1'1 =主 >0とおいて，Ak 2:: B1 2:: 0にTheoremFを適用す
P - P一 一一

ることにより

(Tk+1 *Tk+1)出立 (U*IT*ITk*TkIT*IU)出

= U*(IT*ITk*TkIT*1)時iu

口 U*(BFAK吋 F)辞初

芝U*Bi+rIU

= U*IT*12(p+1lU 

= ITI2(P+1l 

= (T*T)P+1， 

よって n=k+1で成立することが示された。以上から(1)はすべての自然数η について成立する。 口

今までに挙げた p-hyponormalに関する結果はすべて PE (0，1]の場合であったが， It6 [1]は，一般の

p>Oの場合を考えることによって， Theorem 4， Theorem Aの拡張である次の結果を示した。

Theorem 5 ([司).Let T beαp-hyponormα1 operator for p > O. Then the followingαssertions hold: 

(1) Tn*Tn三(T*T)nαηd(TT*)n三TnTn*hold for positive integer n such thαt n <p十1，

(2) (Tπ*Tn)ヰiど(T*T)P+1αnd(TT*)P十1主(TnTn*)~ hold for positive integer n such that n三p+l.

Corollary 5 ([I]). Let T beαpみyponormaloperator for p > O. Theηthe followingαsseバionshold: 

(1) Tn*Tn三(T*T)π三(TTつnどTnTn*hold for positive integer n such thαtη くp，
(2) (Tn*Tn)告さ (T*T)P三(TT*)P三 (T托T削)ff: hold for positive integer n such that nどp，

'i.e・，Tn is min{l， 1fJ-hyponormal forαII positi開 integ巴rn・

に， Theorem 3の拡張である次の結果を示した。

Theorem 6 ([1]). For some positive integer m， let T beαpぬyponormaloperator for m -1 < p壬m.

Th♂n 

(Tn*Tn)~ 三... 2:: (Tm十2*Tm+2)去告三 (Tm+1*Tm+1) 三(T*T)p+l

αnd 

(TT*)p+1ど(Tm+1Tm+l*)品主主 (Tm+2Tm+2*)法主主・・・ど (TnTn*)ヰi

hold for n = m十1，m+2，・・・.
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4 Best possibilities of our results 

最後に，前節の結果の bestpossibilityについて考察する。 Tanahashi[14]は， Theorem Fのパラメータ

の領域がbestpossibleであることを表す次の結果を証明している。

Theorem C ([14]). Let p > 0， q > 0 αnd l' > O. lf 0 < q < 1 01' (1 + r)q < p十円 the1'e巴xistpositi間
inve1'tible operato1's A αnd B on ~ 2 such that A 2: B > 0 αnd 

Aliti;ど(AliBPAを)i

Theorem Cを用いて， p-hyponormalに関する Theorem5， Corollary 5がbestpossibleであることを表

す次のTheorem7， Theorem 8が示される。

Theorem 7 ([司).Let n beαpositive intege1' such thαtn三2，p> 0 andα>1. 

(1) ln case n <p十1，the following assertions hold: 
(i) The1'e existsαp-hypono1'mal operato1' T suc九that(T附 Tn)白芝 (T*T)n白.

(ii) The1'e existsαp-hyponormal operato1' T such that (TT*)na.豆(TnTn*)臼.

(2) 1:ηcαse nさp+ 1， the followingαsse1'tions hold: 
(i) There existsαp-hypono1'mαl operato1' T such that (Tn*Tn)叫戸主 (T*T)(p+l)a.. 

(ii) The1'e existsαp-hypono1'mal operato1' T such that (TTつ(p+l)白ど (TnTn*)崎洋.

Theorem 8 ([1]). Let n beαpositive intege1' s山 hthαtη三2，p> 0 andα>1. 

(1) ln cαse n < p， the1'e existsαp四hyponormaloperato1' T such thαt (Tn*Tn)a.ど(TnTn*y".
(2) ln case n 2: p， the1'e existsαp-hypono1'mal operato1' T such thαt (Tn*Tn)守ど (TnTn*)キ.

可逆な正作用素 A，B> 0 について logA 三 10gB で定義される }II~序を chaotic orderと呼ぶ。 Chaotic

orderは， logtが作用素単調関数であることから，通常の}I国序A三Bよりも弱い順序である。この chaotic

orderの特徴付けとして，次の結果が知られている。

Theorem D ([5][6][10][16]). Fo1' positive invertible op巴rato1'sAαnd B， logA三10gBザαndonlyザ

AT三(AliBPAli)武下

holds fo1'αIIp 2: 0 αηI.d l'三O.

Theorem Cの応用として， Theorem Dがbestpossibleであることを表す次の結果が示されている。

Theorem E ([18]). Let p > 0 and T > O. lfα> 1， the1'e exist positive inve耐 bleoperato1's AαndB on 
~2 such that log A 三10gBαnd 

AT白ま (AをBPA昔)荷

Theorem Eを用いて， log-hyponormalに関する Theorem2， Corollary 2がbestpossibleであることを

表す次の Theorem9， Theorem 10が示されるo

Theorem 9 ([FY2]). Let n beαpositive integer such that nと2αMα>1. Then the following 

αsse1'tions hold: 

(i)The1'e existsαlog-hypono1'mal operato1' T such that (Tn*Tn)告主 (T*T)白.

(ii) The1'e existsαlog-hllPonormal operato1' T such thαt (TTつ白ど (TnTn*)'f;:. 

Theorem 10 ([FY2]). Let n beαpositive intege1'αndα>  O. Then the1'e existsαlogゐ.yponormal

operato1' T such that (Tn*Tn)苦ど (T叫Tn*)す.

Theorem 7， Theorem 8， Theorem 9， Theorem 10は，次の Lemmaを用いて証明される。

F
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Lemma ([FY2])・Forpositive opemtors A and B on H， define the op巴TαtorTon EB之一∞Hαsfollo凶:
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ωhere口shoω's the place of the (0，0) mat巾 elem耐• Then t向h仇Z切巴fol仇Jωowin厄t

(ωi) T 'iωS 叩p欄h切U仰'po仰7η仰wrm明mαalT伽O併rp> 0ザα叩ηdo叩nl印:y~ザfAP三BP.
(ii) T is log-hyponormal if and only if A and B are inv同 bleand logA三10gB.

Furthermore， the followingαssertions hold forβ>0 αnd integers n 三2:

(iii) (Tn*Tn)~ 三 (T*T)β ザ αnd onlyザ(BきAn-kBき)#.三 Bβ holdsfor k = 1，2， . . . ， n -1. 
(iv) (TT*)β 三 (TnTn*)~ ザ αnd onlyザAβ 三(AきBn-KAt)4holdsfOT k口 1，2，...，11，-1.
(v) (Tn*Tn)~ さ (TnTn*)~ ザ αnd onlyザAβ どBβ holdsαnd(B~An-kBき)~ 2: Bβαη'，d Aβ>  

(AtBrkAt)Z hold foT kzl，2，...，n-1. 
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Properties on several classes including log-hyponormal operators 

Masatoshi Ito， Masahiro Yanagida and Takeaki Yamazaki 
Facu1ty of Science， Science University of Tokyo 

Abstract 

This repor七isbased on七hefollowing papers: 

[I1] M.Ito， Some classes of operators associated with generalized Aluthge transformation， 
SUT J. Math.， 35 (1999)， 149-165. 

[12] M.Ito， Several properties on class A including p-hyponormalαηd log-hyponormal op-
erators， Ma七h.1nequal. Appl.， 2 (1999)， 569-578. 

[Y] T.Yamazalci， On poω巴rsof clαss A(k) 叩巴問torsincludi旬 p-hyponormaland log-
hyponormal operators， Math. Inequal. Appl.， 3 (2000)， 97-104. 

[YY1] T.Yamazaki and M.Yanagida， A characterization of log旬'ponormaloperators via p蜘
pαranormαlity，七oappear in Scientiae Mathem叫icae.

[YY2] T.Yamazaki and M.Yanagida， A further generalization of pαTαnormal operators， to 
appear in Scientiae M叫hematicae.

Recen七lywe introduced several new classes of operators including log-hyponormal opera-
七orsin [9]. Here we shall discuss some properties and generalizations of these classes. 

o Introduction 
ここではヒノレベノレト空間H上の有界線形作用素(以下、作用素と呼ぶ)について考える。作用素T

がpositiveであるとはpositivede五ni旬、即ち (Tx，x)三ofor all x E Hと定義し、 T三0と表すo
Norma1 (T*T = TTつを含む作用素の classとして hyponorma1(T*T > TTつや、その拡
張である p-hyponorma1((T*T)P三(TT*)Pfor p > 0)や 10εhyponorma1(T is invertib1e and 
10gT*T三10gTTつがよく知られている。最近、このP・O・hyponorma1や 10g-hyponorma1とpara-

norma1 (11T2xll之IITxl12for every 1凶七 vectorx E H)の関係に対する自然な解釈を与えるため
に、次の作用素の classが[9]で導入された。

Definition ([9]). 

def つつ
T: class A 和今 IT~I 三 ITI~.

T : class A(k) for k > 0 ~ (T* ITI2kT)祐三 ITI2
T:αbsolut吋 -paranormalfor k > 0 皐~ I11TlkTx11三IITxllk+lfor every unit vector x E H. 

特に、 classA(l)や=*class A， abso1ute-1-paranorma1和吟paranorma1である。これらの作用素
のclassの関係については次の結果が [9]で得られている。

Theorem O.A ([9]). 

(1) T: k-hyponormal for k > 0口今 T:class A(k). 
(2) T: log倫hyponormαJ司 T:class A(k) for k > O. 
(3) T : invertibleαnd class A(た).for k > 0口今 T: class A(l) for 1三k.
(4) T:αbsoZ，ute必?αTαnormalfor k > 0 =今 T:αbsolute-l-pαranormal.for 1三k.
(5) T: class A(k) for k > 0吟 T:αbsolute-k“Pαranormαl.
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Theorem O.Aより、 operatorinequalityで定義されたclassA(k)とnorminequalityで定義され

たabsolute-k-paranormalがparallelな関係になっていることがわかる。

また、これらとはJ.lIJにAluthge-Wangは[3]でω-hyponormal(ITI三ITI三I(T)*IwhereT = UITI 
is the polar decomposition of T and'I' = ITI ~ UITI ~)を定義した。 w-HyponormalはTのAluthge
変換TtjTituiTjiを使って定義されていることに注意しておく。 w回Hyponormalと他の作用素

のclassとの関係は次のようになっている [1]0

Theorem O.B ([1]). 

(1) T : p-hyponormal for p > 0当 T:ω-hyponormal.
(2) T : log“hyponormαl司 T: w-hyponormαl. 

(3) T : 1μ~yponormal 司 IT2 1 三 ITI2 (i.e.， T: class A)αηd IT*12三IT叶.

第O章で紹介した作用素のclassの関係はFigure1のようになっている。

a油山仇b凶加s釦olu凶伽t

正ノ-----

何

d

d

df
ー
¥
同
日

ここでは、これらの作用禁の classに関連した3つの言-話題について述べる。

1 Some classes of operators associated with generalized Aluthge 

transformation 

Class A(た)と ω-hyponormalは別々に導入されたものであるが、それらを統一的に理解するた

めに次の作用素のclassを定義する。
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Definition 1 ([11]). For s， t > 0， 

T; c仰JωαS何SωA利(s，t)の)皐~ (jT'功*jtドd

Class 'l.ωLJA(いs，t吟)の定義は T の一般化 Alut仕也hg酔e 変換T丸~，t = jT引|ドsU問jT引jtを使つて次のように番き換え
ることがでで、きる。

Proposition 1.1 ([11]). Let T = UjTj be the polαr decomposition ofT. For s， t > 0， 
T; classωA(s， t)白 i九i先三 jTj2tand jTj2sさj(Ts，t)*jお

これらのことより、 class凶作，1)当 classA ( k )， class ωA(~ ， ~)やと今川.yponormal であるこ

とがわかる。また、このclasswA(s， t)に関して次の結果を得た。

Theorem 1.2 ([11]). 

(1) T ; p旬'ponormalfor p > 0キ T;classωA(い)for s， t > O. 
(2) T ; l切O勾g-h旬U抑'porηbω問or町rm‘

(伊ω3幻)T; classωA(s， t) for s， t > 0司 T;classωA(α，s) forαどSαnd s三t.

Theorem 1.2はclassA(た)に関する TheoremO.A の (1)~(3) と w-hyponormal に関する Theorem

O.Bを含んだ結果である。また、 TheoremO.Aの(3)についてはinve吋ibilityの仮定が必要である

が、 Theorem1.2の(3)ではinvertibilityは仮定されていないことに住意しておく。

2 Several properties on class A and class A( k) 

Paranormalの性質として、次の結果が知られている。

Theorem 2.A ([7][8][10][11]). Let T beαpαranormal operator. Then the followi吋 αssertions

hold for evr;;ry unit v巴ctorx E H; 

(1) IITnxl1主主 IITxll，i.e.， T:η仰 ranormalforαII positive integer n. 
(2) Tn ; pαTαnormal forαII positi切 iηtegern. 

(3) T-1 ; pαTαηormal (ifT is invertible). 

(4) IITxl1三||Thilt5・三 liThiltholdfOTGJJpmtit16int伊 rn.

この結果と対応した classAの性質に関して次の結果を得た。

Theorem 2.1 ([詳I2勾])ト.L巴etTbe巴αη t仇η仰υ叩巴T吋ti幼似bl巴αηd claαS“sA 0叩p巴町Tα凶to併r.Th巴叩ηt的hθfollωowi旬 αssεT凶tiωt印Oη
hold; 

(1) jTnj ~三 jTj2 for all positive integerη. 
(2) Tn ; class A for αII positive integer n. 

(3) T-1 ; class A. 

(4) jTj2 S jT2j S・・・ 51TnjfholdfOTαII positi間的tegerη.
(5) jTつ2三jT2*j三・・・さ jTn*j~ hold for all positi切 integern. 

Class Aに対する Theorem2.1 の (1)~(めと paranormal に対する Theorem 2.A の (1)~(4) は

それぞれparallelな結果となっていることに注意しておく。

また、 [12]ではlog-hyponormalに対する次の結果が示されている。
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Theorem 2.B ([12]). Let T beαlog-hyponormal operator. Then the followi吋 inequalitieshold 

forαII positive integer n: 

(ο1) T 
(2幻)TT* 主 (T2T2*)t ど・・・三 (TnTn')~. 

Corollary 2.C ([12]). Let T be αlog-hyponormal op巴rator.Then Tn is alsoαlog-hyponormal 

oper，αtor forαII positive integer n. 

ITI口 (T*T)まなので、 Theorem2.1の(4)，(5)はTheorem2.Bの仮定を log-hypono1'malから
class Aにまで弱められることを示している。

また、 classA(k)のべき乗に関して次の結果を得た。

Theorem 2.2 ([Y]). Let T be αη invertibleαnd class A(た)operator for k E (0，1]. ThenTn is 
aclαss A(~) oper，αtor forαII positi凹 integern. 

Corollary 2.3 ([Y])・LetT be an invertible and class A operator. Then Tn is αclass A(~) 

oper，αtor for αII positive integer n. 

Invertible伽 sA(士)司c協はなので、 Corollary2.3はTheorem2.1の(2)より精密な結果
となっている。

また、 Aluthge-Wang [2]は "T:p回hyp∞o1'malfor p E (0，1]司 Tn ιhyponormalfo1' all 
positive integer n"であることを示した。この結果と、 Corollary2.C， Theorem 2.2をまとめてみ
ると次のようになる。

.. T : p-hyponormal for p E (0，1]吟 Tn:いyponormalfor all positive integer n. 

.. T: log-hyponormal =キ Tn: log-hyponormal for all positive integer η. 

• T: invertible class A(k) for k E (0，1]司 Tn: class A(~) for all positive integer n. 

Tがp-hyponormalのときTnはTより広いclassに含まれ、 TがclassA(k)のときTnはTより
狭いclassに含まれる。また、それぞれにおいてTnが元のclassより log寸lYPonormalに近いclass

に含まれることがわかる。

ところで、最近[6]でclassA(p， r) ((IT寸ITI2PIT寸)式F三IT*12r for p， r・>0)がclassA(k)の
def 

拡張として定義された。また、 classAI(p， r)ゃ=今invertiblecl出 sA(p， r)である [6]。このとき class
A(k，l)宇中classA(k)、classAI(p， r‘)牛斗invertibleclass wA(p， r)であることに注意しておく。
この classAI(p， r)のべき乗についても、次の結果を得た。

Theorem 2.4 ([Y]). Let T be αclass AI(s， t)叩巴ratorfor s， t E (0，1]. Then Tn is αclass 
AI(ふfi)operαtor forαII positi叩 iηtegerη.

さらに、 invertiblew-hyponormal白 cl拙 sAI(~ ，~) より、 w-hyponormalのべき乗は次のよう
になることがわかる。

Corollary 2.5 ([Y]). Let T be αn invertibleαnd w-hyponormal operatoれ ThenTn is αclass 

AI(志会)operator forαII positi閃 integerη.
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Class AI(p， r・)卒中invertib1eclass wA(p， r)とTheorem1.2の(3)より、 Corollary2.5はAluthge-
Wang [4] によって得られた“T:invertible w-hyponormal口今 T2: w-hyponormal"を含んだ結果

であることがわかる。

3 A further generalization of paranormal operators 

第O章でclassA(た)と absolute-k-paranormalがparallelな関係になっていることを述べたが、

この章ではabsolute-k-paranormalの拡張であり、また第2章で紹介した classA(p， r)とparallel
な関係にある作用素のclassとしてabsoluteω(p，r)-paranormalを次のように定義し、それについて
の議論を行う。

Defiポtion2 ([YY2]). For p， r > 0， 

T:αbsolute-(p，仰 αranormalぷ IIITIPIT*ITXIIT三IIIT*ITXIIP十Tfor every unit附 torx εH  

特に、 absolute-(k，l)-paranormalや斗 absolute-k-paranorm叫であり、 absolute-(p，p)四paranormal
は[5]で、定義されたp-paranormal(1IITIPUITIPxll三IIITIPxl12for every unit vector x εH where 
T = UITI is the polar decomposition of T)と一致することがわかる。また、 absolute四(p，r)-
paranorma1に関する次の結果を得た。

Theorem 3.1 ([YY2]). For eαchp，r > 0， 
T:山 ssA(p， r)司 T:αbs仇 te-(p，r)ωpαranormαl. 

Theorem 3.2 ([YY2]). For eαch p， r > 0， 
T:αbsolute-(p， r) -parαηormal当 T:αbsoluteω(8，t)-pαranormal for 8どpαnd t三T・

また、 [6]では次のような 10号hyponormalのclassAI(p， r)を用いた characterizationが示され
ている。

Theorem 3.A ([6]). The followi吋 αssertionsαremutually equivalent: 

(1) T: log-hyponormαl. 

(2) T: class AI(p，p) forαII p > O. 
(3) T: class AI(p， r) for all p， r > O. 

このTheorem3.Aとparallelな結果として次の定理を得た。

: Theorem 3.3 ([YY1][YY2]). Th仇巴 fol仇lo凶旬 αsse肝官例T吋.u仇t臼O附 αT陀emutz叩 J均J匂U巴q伊uz印υαale印ηt亡
(1ω1り)T : log-hyponormal. 
(2) T: in叩 rtibleαηdp-pαTαnormal forαII p > O. 
(3) T : 'inv巴rtibleαηdαbsoluteω(p，r)-pαranormal forαIIp，r > O. 

Theorem 3.3では、 classAI(p， r)より広い作用禁の classである (invertible)absolute-(p， r)-
paranormalを用いても、 Theorem3.Aと同様な10g-hyponormalのcharacterizationが得られるこ

とを示している。

これらの結果より、 classA(p， r)， absoluteω(p，けや町制ormalはFigure2のような位置付けにあ
ることがわカミる。
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FURTHER EXTENSIONS OF CHARACTERIZATIONS OF CHAOTIC ORDER 

ASSOCIATED WITH KANTOROVICI王TYPEINEQUALITIES 

MASASHI HASHIMOTO， MASAHIRO YANAGIDA AND TAKEAKI YAMAZAKI 
SCIENCE UNIVおRSITYOF TOKYO 

ABSTRACT. We showed characぬrizationsof cha瓜iCorder via Kantorovich ineq凶 lityin [23]. Recently 
as a nice application of generalized Furuta inequality， Furuta and Seo showed an ex加 lsionof one of our 
results and a related result on operator日quationsin [15]. Inぬisreport， we shall show further extensions 
of the results by Furuta and Seo by using essentially the same idea as theirs. 

1. INTRODUCTION 

This report is based on the following papers: 

M.Hashimoto and T.Yamazaki， Purther extensions of characterizations of chaotic order associated 
with K antorovich type inequalities， to appe町 inScientiae叫athematicae.

M.Hashimoto and M.Yanagida， Further chαracterizations of chaotic order associated with Karト
torovich type inequαlities via Furuta inequαlity， preprint. 

ヒノレベルト空間H上の有界線形作用素について考える。作用素Tがpositiveであるとは (Tx，x)三ofor 
all x εHと定義し、 T?Oと表す。また、 Tがpositiveかつinver七ibleであるとき、 Tはs七rictlypositive 
であるといい、 T>Oと表す。 Positiveoperatorの順序を保存する不等式として有名な Lowner幽Heinzの定
程:A?Bさoensures A白三 BO!for αnyαε[0，1]があるが、 α>1の時は必ずしも成立しないので応舟
上不便で、あった。そこで応用上便利なように次の定理が確立された。

p↑ (1十r)g=p十T

q 

Theorem F ([8]). 

If A?  B三0，then for eαch r ? 0， 

(i) (B~APB~)t 三 (B~BPB~)t

and 

(ii) (A~APA~)t 三 (A~BPA~)t

hold for pどOαnd q三1with (1十r)q三p十r.
(0，-1") 

FIGURE 

Theorem Fの(i)または(ii)においてr=Oとおくことにより Lowner-Heinzの定理が得られる。 Theorem
Pの別証明は [4][16]で与えられており、また [9]では one-pageproofが示されている。 TheoremFのパラ
メータ p，q，rの範闘を示したのがよ践であるが、この領域はbestpossibleであることが [19]で示された。
Theorem Fの拡張として [12]で次の TheoremGが確立された。

Theorem G ([12]). If A三B三owith A > 0， then for eαch t E [0，1] and p三1，
(1.1) Al-t+r = {A~(A手APA手)SA~}<安法令三 {Aを (A手BPA手)8A~}<占禁令

holds for any s ? 1 and rどt.

Ando-Hiai [2]ではlogmajorizationに関する主定理と問値なものとして、次の作用素不等式が示されて
いる:IfA どB芝owith A > 0， then 

Ar ど {A~(A手BPA手rA~}ま

holds for αnyp三lαndr ? 1. 
Theorem GはAndo-Hiaiによる上の不等式と TheoremF自身を interpolateするものである。 Theorem
Gの別証明は[7]で示され、 [14]では(1.1)のone-pageproofが示されている。作用素不等式(1.1)における
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外側の指数d弓若干がbestpo田ib1eであることが [20]で示され、 [6]，[22]で鮪潔なJjiJ鉦明が与えられた。
また、前述したとおり Lowner“Heinzの定理に関連して次の命題も有名である A> B > 0 does not 
dωα抑制sureA日三 BCXfor αnyα>1.この応用上の不便さを解消する一つの方法として TheoremFとは
別に [13]で次の定理が示された。

Theorem A.l ([13]). If A三B三oand MI三AどmI>0， then 

where 

(1.2) 

(~)P-l 京)P-' AP 2:: K+(m， M，p)AP 2:: BP向三L

(p l)p-lMP-mpt  
K+(m，M，p) =一一一一一

pP (M -m) (mMP -mP M)p-l 

Theorem A.lは Ho1der-McCar七hyinequality [1可と Kantorovichinequality: If M 1三AどmI>0， 
then (A弘 x)壬与域立 (AX，X)2holds for ev仰 unitvector x in H の荷方に関連した結果であるとい
うことを注意しておきたい。定数与説立は Kantorovich定数と呼ばれ、簡単な計算により句読立=

(吟M)2/(JmM)2と変形できる。また、 K+(m，M，2)口弓場立という関係を満たしていることより
K+(m，M，p)はKan七orovich定数の一般化であると言える。
さて posiもiveinvertib1e operator AとBに対して10gAど10gBで定義された順序を chaoticorderと呼
ぶ。これは10gtがoperatormonotone functionであることから、通常の隈序AどBよりも弱し、願序になっ
ていることがわかる。 TheoremFの応用として次のような chaοticorderの特徴付けがよく知られている。

Theorem A.2 ([5][11]). Let A and B 恥 positiveinvertiblε叩erators.Then the following assertionsα問
mutually equivαlent: 

(i) 10g A三10gB

(ii) AP ど (A~BPA~) を for αIIp三o.
(iii) AU三(A苦BPA昔)詩古 forαIIp三0αnduどo.
(i)仲 (ii)は [1]で示されている。最近、 [21]で(i)=争(iii)のTheoremFだけを用いた非常に簡潔な証明が
示され、 (ii)斗 (i)の簡単な証明が [15]で示された。
以前私たちは、 TheoremA.lとTheoremA.2の応用として、以下のような chaοticorderの特徴付けを
示した。

Theorem B.l ([23]). Let A and B be positive invertible operators satisfying MI三A2:: mI > O. Then 
the followingαssertionsα陀 mutuallyequivalent: 

(i) 10gAど10gB.

(mP十MP)2
(ii) -'-------'-A'さBPfor all pどO.
4mpMp 

Theorem B.2 ([23]). Let A and B be positive加問州bleoperators sαtisfyi吋 MI2::A三mI>O. Then 
the followingαssertions are mutuαllyequivαlent: 

(i) 10gA三10gB.

(ii) Mh(P)AP三BPforallp > 0，ωhe問 h口需 >1αnd

(1.3) Mh(p) 
hh止t

e10ghh止i

以下の2つのLem添加により、全てのp>Oに対して与語帯、M巾)が成り立つので、 C伽haω胤酬O叫t討ωi
に対する十分条件としてTheoremB.2の方が TheoremB.lよりも精密な結果になつていることがわかる。

Lemma B.3 (伊iロ23勾叩]).Let K.十(m， M，p) be defined in (1.2). Then n 
F(ω仇p払…'

t俗sαn加ncr，陀Eαsin吋.gfunction 0，ザIfp，ηαnd M， and also a decreasing function of m for p > 0， r > 0 and 
M > m > O. And the following inequαlity holds: 

(M¥Px r.r (伊.，.p十T¥
(1.4) I ~= 1 三K+I mT，MT，一一一 12::1.

¥mJ  ¥ r J 
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Lemrna B.4 ([23]). Let M > m > 0， p > 0 and I<+(m， M，p) be defined in (1.2). Then 

Thok+(mT，Mヘ守)= Mh(P)， 
where h =誓>1 andMh(p) is defined in (1.3). 

Ih-1)h仕T
なお、 M，，(l)口出苛母子二は Specht'sra七io[3][18]と呼ばれている。この定数は M 之町三 m> 0 
( i之江 l，2f-，n)を満たすような実数叫に対し、相加平均、持乗平均に寵する次の不等式を満たす。

(h-1)h仕Tdt一一7¥X1十 X2+・・・十 Xn
elogh v山 i山 Z 山 n ニ

また、定数Mh(l)は上の不等式において最良であることも示されている。

Theorem Gの応用として、日lruta-Se。により [15]で次の定理が確立された。

Theorem C.l ([15]). Let A and B be posiれ・veinvertible 叩erators. Then the following assertions α陀
mutually equivalent: 

(i) log A三10gB.

(ii) For eαchαE [0，1]， p主0，u之oand sど1such thαt (p十αu)s主(1:-α)u，the問 existsthe unique 
invertible positive contraction T satisfying 

TA(p十日U)8T (A乎BPA守)8.

(iii) For eαchαε [0，1]， pどU どoand s三1，the陀 existsthe unique invertible positive contraction T 
sαtisfying 

TA(P+日叫)8T= (A考ιBPA学 )8.

(iv) For each pさ0，the問 existsthe unique invertible positi開叩ntractionT satisfying 

TAPT = BP. 

さらに [15]でFuruta-Seoはよの TheoremC.1の応用として次の結果も示している。これは Theorem
B.1を含んだ結果になっている。

Theorem C.2 ([15]). Let A and B be positive invertible operators satisfying M 1どAどmI>O. Then 
the following assertions a問 mutuallyequivαlent: 

(i) logAさ10gB.

(ii) For eαchαε [0，1]， p 2:: 0 αnduど0，

(M(P+削 )8十m(p十削)8)2 
A(p十日 )8三(A守BPA守 )8

4M(P+側 )8m(p十日U)8

holds for αny s三1αnd(p十αu)s三(1-α)仏

(iii) For eαchαE [0，1] andpどU ど0，

(M(P+凶 )8+ m(p十日包)8)2
A(p+aU)8ど(A手BPA学)8

4M(p+aU)8m(P+削 )8

holds forαny s さ1.

(MP十mP)2
(iv)AP  >BF holds jbrαIIp三O.
4MpmP 

ここでは、 TheoremC.1のさらなる拡張を示す。そして TheoremC.2の拡張として Theo四mB.1と
Theorem B.2を同時に interpolateする定理を示す。

2. EXTENSIONS OF THE RESULTS BY FURUTA AND SEO 

最初に、 TheoremC.1の拡張として、作用素方桂式を用いた以下のchaoticorderの特徴付けを紹介する。

Theorem 1. Let A and B be positive invertible operators. Then the following assertionsαre mutually 
equivalent: 

(i) log A 2:: log B. 

F
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(ii) For eαch natural number n，αε [0，1]， pど0，uど0，sど1andrど1一αsuchthαt {nr+(n+1)α}u三
(p+αu)s， there exists the unique invertible positive contraction T = T(n，α，p， u， r， s) satisfying 

T(A批唱件!:2!.T)叫 A-吋7Ji17nvu(A苧 BPAザ)8A一円?Ji17

(iii) For eαch natural number n，αε [0，1]， p三nu三0，s ;::: 1αnd reα1 number r such thαt {nr十
(n十 1)α}u三(p+αu)s，there exists the unique in問、tiblepositive contraction T = T(n，α，p， u， r， s) 
satisfying 

(v-トo:u)s-l-ru (p+αu}.!l+nr (p+αu}s+nru
T(A""'-'-廿「一~Tt=A~吋-lj-(A -2-BP A -2-)8 A 抑制)

(iv) For each natural number n and p三0，there exists the叩 iqueinvertible positi開 contracれ・onT 口
T(n，p) sαtisfying 

T(A~T)n 口 BP.

次の Corollary2はTheorem1の(ii)，(iii)において、 r=忽ザkと置くことによって得られるo

Corollary 2. Let A and B be positive inveTtible operators. Then the followingαssertionsαre mutuαlly 
equivαlent: 

(i) logA三10gB.

(ii) For eαch natur，α1 number n，αε [0，1]， p三0，uさOαnd s三1such thαt (p+αu)sどn(l-α)u，
there exists the uniq包einvertible positive contraction T口 T(n，α，p， u， s) satisfying 

T(A段守山T)n口 (A手BPA守 )8.

(iii) For eαch natural number n，αε [0，1]， p主ηuどOαnd s三1，there巴xiststhe uniq凶 in開 rtible
pos“itive con泌昨tかTαction T = T(n， α ，p， 包， s吋)s α ti旬sfyin

T町(A匁今出Tη)n口 (μA守 βPA芳号土)8.

(iv) For eαch natural number n αnd p三0，there exists the unique inve吋iblepositi肥 contractionT 
T(n，p) sαtisfyin 

T(A~T)n 口 BP.

Remark 1. Corollary 2の (ii)[(iii)，(iv)も罷様iにおいて、 η ごと 1と置く事により TheoremC.1の (ii)
[(iii)，(iv)も鰐様];を導く事ができる。つまり Theorem1はTheoremC.1を特別な場合として含んでいる事
がわかる。

次に、 TheoremC.2の拡張として、 Kantorovich型の作用素不等式を用いた、以下の chaoticorderの特
徴付けを紹介する。

Theorem 3. Let A and B be positive inveTtible operators satisfying M 1三A三mI>Oαnd K+(m， M，p) 
be defined in (1.2). Then the followingαsseTtionsα問 mutuallyequivαlent: 

(i) logAど10gB.

(ii) For eαch nat旬ralnumber n，αE [0，1]， p三oandu三0，

Kム叫+ベ(いm吋 f土担矢主

holds for αllsど1and r三1-α suchthαt {nr・十(n十 1)α}u三(p+αu)s.

(iii) For eαch natural number n，αE [0，1]αndpどnuど0，

Kι叫+ベ(いm吋 f土な矢工
holds for αllsど1and reα1 numbers r such that {nr十 (n十1)α}uさ(p十αu)s.

(iv) For eαch natural number n αndp;::: nuさ0，

K+(m吹 M腎 ，n十 1)AP三BP

holds for real numbers r such that nru ;::: p. 

Remark 2. Theorem 3の (ii)[(iii)も同様]においてn出 1，r =住戸主とおくと TheoremC.2の (ii)
[(iii )も同様iを得る。また Theorem3の (iv)においてnzl，T=Eとおくと TheoremC.2の (iv)を
得る。
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ここまで見てきたように、 Theorem3は TheoremC.2を含み、 TheoremB.1の拡張にもなっている。

さらに、 Theorem3の(ii)，(iii)において、 Tヱコ包土些2!._:!!土よαと龍くことによって次の Theorem4を導
く事ができる。これは TheoremB.1よりも精績が結果で、あち TheoremB.2の拡掘になっている。つまり、
Theorem 3がTheoremB.1とTheoremB.2をinterpo1ateずる結果であるといえる。

Theorem 4. Let A and B be positive invertible operators satisfying M 1さA三mI> 0， andK+(m，M，p) 
αnd Mh(p) be defined in (1.2)αnd (1.3)， respecti肥 ry.Then the following assertions α問 mutuαllyequiva凶
lent: 

(i) 10gA三10gB.

(ii) For each nαtural number n，αε [0，1]， p三Oαndu主O

Kι叫+ベ(いm出や盟矢，M肱ド旦へ，n叶十1リ引収)μμA必(p印
holds for all sさ1such that (p十αu)s三(n+α)u.

(iii) For each nαtural number n，αε [0，1] and p芝山之0，

K+(m出や旦，M出ド;:.，n+1)A(山 )8三(A守BPA Q2u)8 

holds for αlls三1.

(iv) Mh(p) AP三BPholds for αIIpさ0，初hereh口誓>1.

ここまでの定理の関係を図にまとめると次のようになる。

Theorem 3 

/ ¥、、

Theorem C.2 Theorem 4 

Theorem B.l Theorem B.2 

さて、ここまでは TheoremGを応用し Theorem1を示し、それを基に Theorem3を示してきた。実は、
Theorem 1に相当する定理を、 TheoremFを応用してっくり、それを基に Theorem3に相当するものを
示すと、定理の形が簡潔になり、パラメータの領域も広げられる事がわかった。それらが以下の Theorem
5， Theorem 6である。

Theorem 5. Let A and B be positive and invertible operators，αnd n be a nαtural number. Then th巴
followingαssertionsαre mutually equivalent: 

(i) 10gAど10gB.

(ii) For eαchαどO，pど0，sどoandrどmax{o，t印十α)8一号Lα}，there exists the unique inve吋ible
positive contraction T = T(n，α，p， 8， r) satisfying 

T(A包場~+rT)n = A斗税対主主 (A号BPA号)sA4容詩!!.!:

(iii) For eαchαど0，p三Oαnd 8三0，there exists the unique invertible positive contrlαction T 
T(n，α，p，8) Sαtisfying 

T(A包子とT)n口 (A苦BPA号)8. 

(iv) For each p三0，there巴xiststhe unique invertible positive contraction T = T(n，p) satisfying 
T(A*T)n = BP. 

可
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Theorem 6. Let A and B be positive and invertible operators sαtisfying MI  三AさmI>0， αnd let 
K+(m，M，p)αnd Mh(p) be defined in (1.2)αnd (1.3)， respectively. Then the followingαssertionsα陀
mutually equivalent: 

(i) logAど10gB.

(ii) For each nαtural number n，α三Oαndpど0，

K+(m明許，M噌九十1)A(P+白)8ど(AきBPA~)8 
holds for s三oand r三max{O，~(p + α)s ー守主α}.
(iii) For eαch natural number n，αどoandp三0，

ム(m叫口，M叫竺n+ 1) A(p十日)8三(向日号r
holds for s三osuch that (p十α)sど(n十1)α.

(iv) For eαch natural number n αndp三0，

ム (mfi-，Mfi-，n+1) AP芝BP
holds. 

(mP十MP)2
(v) \"':~_'~ :.;~ I AP 2 BP holds for αIIp三O.
4mpMp  

(vi) Mh(P)APどBPholds for αIIp三0，ωhe問 h口誓>1.

実際、 Theorem1とTheorem3の(ii)，(iii)では、 s三Iであったが、 Theorem5とTheorem6の(ii)，(iii)
ではs>Oと広がっていることがわかる。
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THE BEST POSSIBILITY FOR THE GRAND FURUTA INEQUALITY 

MASATOSHI FUJII 

ABSTRACT. In this not.e， we give a short proof toもhebest possibility for the grand Furuta 
inequalit.y: For given p， s三1，t ε[0，1J， rミtand白>1，もhereexist positive invertible 
operat.ors S and T such tha.t S 2: T and 

S{1 -t+巾芝 [s~(s-hpsーを )sdid喝先α.

1. Introduction. Throughout {;his note， an operator T means a bounded linear operator 
act.i11g 011 a Hilbert space H. A11 opera{;or A is positive， denoted by A三0，if (Ax， x) :三O
for all x E H， and we denote A > 0 if A ~ 0 is invert.ible. 
011e of the most important i11equalities is the Lowner-Heinz inequalit.y: 

(1) A三B~ 0 implies A日~ BCX for αε[O，lJ. 

Furt.hermore it is known t.l叫 [0，1]is t加 best.possible for (1). Tl叫 is，for α> 1 there exist 
A， B > 0 such that 

(2) A ~ B ~ 0 a11d A白 'lB白.

In 1987， Fur川aest.山lishedthe followi時 historicalextensio11 of (1)， wl山his called the 
Furut.a inequalit.y now: 

Fm‘uta inequality. [11] 11 A三B三0，
then 101' each 1・ ~O

(3) Aヰ工芝 (A~BPA~)*

holds 101' αIIp三oand q三1snch thαt 

(*) (1十 1')q三ρ十 1'.

p t (1十 r)q出 P十 f

The c011dition (勺 isexpressecl as in the right. Figu日

See [12J for a 011e四pageproof and also [4， 21J. R.ecently the best possibilit.y of the Fun伽
inequalit.y was disc1.lssed by Ta11a.hashi [22J. He proved that. the condit;ion (*) is complete 
l'v1ore precisely， 

Theorem A. Let p > 0 and l'三obe given. 11 eithe1噌o< q < 1 01' (1 + T)q < p + T， then 
the1‘e exist Aαηd B such that A > B > 0 and 

Aヰ工芝 (A5BPA5)3.

In t.he case of p ~ 1， Theorem A is rephrased as follows: 

1991 Mathemal.ics Subject Glass伊cation.Primary 47A30， 47A63. 
Key wordsαnd phmses. Lowner-Heinz inequality， Furut.乱inequalit:yandgrand Furuta inequalit.y. 
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Theorem A'. Let p之1and l'三obe given. Fo1'α> 1， the1'e. exist A αnd B such that 
A>B>Oαηd 

A( 1-!-r)日芝 (A~BP A~)詩5 日.

2. Grand Furuta inequality. 1n 1995， Furuta [14] extended his inequality t.o an 
interpo1ationa1 fonn .co凶市lI碍witht.he Ando-Hiai ineqt叫ity[2]， which is called i加 grand
Fun 

Grand Furu問ut柏ainequality. II S三T;::: 0 a.nd S > 0， then 101' each t E [0，1] 

(4) sl-f.+r 三 [S~(S-~TPSーを )8S~F去託手亨

holds fo1'αII p， s三1and l' ;::: t. 

It. was given a mean t.heoret.ic proof in [10] and very recently an e1eme批aryone-page proof 
in [15]. See a1so [16， 17， 18， 19， 20J. Now Tanahashi [23] considered t.he best. possibility for 
i.he gnmd Furut.a inequality: 

Theorem B. Let p， s三1，i E [0，1]， T さt.Then 101' eαchα> 1 the1'e exist S;' T > 0 
sv.ch that S > T and 

(5) S{1 '-t+7・)由主 [S~(S-~TPSーを )835id瑞h.

His discussion is ana1ogous t.o Theorem A by himse1f and so more complicated. Very 
recently Yamazaki [24] presents a simplified proof to Theorem B， which is based on the 
Furut.a inequality， Theorem A and Yanagida's recenもresu1t[26] onもhebesもpossibilityfor a 
Furut.a's t.ype operator inequa1i!;y equiva1ent t.o the chaotic order 10g A ;::: 10g B for A， B > 0， 
cit.ed be1ow: 

Theorem C. Let p > 0 and l' > 0 be given. Fo1' α> 1， the1'e exist A， B > 0 such that 
10g A ;::: 10g B and 

Aγ白ど (A~BPA~) 詰宇田.

vVe note that. Theorem C says t.he best. possibility for t.he following characterization of 
t.he chaot.ic order，see [1， 3， 5， 6， 7， 8， 9， 13，25]: For A， B > 0， 10g非主 10gB if and on1y if 

Ar;::: (A~BPA~) 語字

ho1ds for all p， 1γ.てlどO.
Ya叩I町瓜T
Theo白remC were used very ¥明we1日1.To prove Theoremお， he divides i泊nt切otwo c日ase郎s;0:::; tく 1
F九訂叩工tndt ご立之 1. The former needs Theor児emA' and the 1<叫L凶tもeぽrdoes Theorem C. This s針t.r討iki加ng
C∞ont泣tra出.stis t.出hem工n∞1ぬO叶tiva凶七ion0ぱft.山hisnote. We present. a short proof to Theorem B with no 
use of Theorem C， in this note. Though our basic idea is essentially similar to Yamazaki's 
one， we use Theorem A' on1y， where (2) is regarded as the specia1 case p = 1 and l' = 0 in 
Theorem A¥ 

3. The best possibility of grand Furuta inequality. 1n this section， we give a 
st.raightforward proof to Theorem B. 

Proof of Theo1'em B. Assume出atpど1，s三1，l'三t，t E (0，1] and α> 1 are given. 
1ncidentally， t.he case t，口 ois jus七TheoremA' and so iもcanbe omitted. 
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First of a11， lmder七heassumptio叩 >t， we凶吋 z 市 ifO< t < 1 arωis suffiωnt1v 
1ar・geif t = 1. Next we put 

(6) 1'1 = l'β36=fE，目立 (p-t)ss and α1=一一一一一αβ.
1-t十 T

I十円

Then we have 1'1， 8;:::: 0， P1 ;:::: 1 and α1 > 1. Hence it fo11ows from Theorem A' that there 
exist A， B > 0 such that A ;:::: B > 0 and 

(7) A(l十円)0:1ど(A守BP1A守)去思戸

Vle here put 

S=Aβand T = (ADB守 AD)~; 

we have an example for Theorem B. As a matter of fact， S ;:::: T is ensured by the Furuta 
inequality (3) because p三1，守主 0，8> 0 and (1十28)p三号十28.Onも叫出he0凶七herhぬ削乱I吋
i比tis easily che配cke吋dt出h乱叫も (伊仰5司)is j知us叫tt出hesame 出 (7) by 七heset of (6). 
Fina11y we give a counterexample for the case p = t = 1 (and T ;:::: t = 1， s;:::: 1，α>  1). 
For this， we apply (2)，七hatis，七hereexist A， B > 0 such that A三Band A白芝 BO'..And 
we put 

S=A~ andT=S~(S- !i BS-ii)1S~ =A2と (A- き BA-~)1A去;

in other words， 
A = S，. and B = S!i (S-~TSーを )SS !i， 

Then S and T are as desired. Actua11y S ;:::: T is shown as fo11ows: 

S 三 T や2争 1 三 (S-~TSーを )8 や吟 S，. 主 S !i (S-~TSーさ )8S !i 牛zキ A 三 B.

Furthermo四 A日ど B白 isan eql山a1entexpression of (5) in this case p = t = 1. 
80 the proof is complete. 

We note that this article is appeared in J. of Ineql叫itiesand Applications， 4(1999)， 
339町344.

Acknowledgement. The authors wou1d likeもoexpress their thanks to Mr・.T. Yamazaki 
for giving an opportunity to read his outstanding paper [24] before pゆ lication
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Bloornfield-Watson Type Inequalities 

T. Ando (自okuseiGakuen U niv. ) 

1. Let φbe a unital positive linear map争betweenCヒalgebras.Here unital and 
positive mean that φis unit-preserving and positivity-preserving， respectively. 

For suchφand A > 0 the following inequalities are well known 

φ(A)2 ::;争(A2) or 0::;争(A2)ー争(A)2， 、、，a
E
J

噌

E
ム
，，1

・、

φ(A-1 )-1 ::::;φ(A) or 0三φ(A)-φ(A-1)-1. (2) 

Our aim is to obtain inverse estimates in an extended sens. Let 

入nlax(A)EUmaximumspectre of A211Al!? 

んlin(A)ぜ minimumspectre of A IIA-111-1. 

In a general C* -algebraλmax(A) and入min(A)are the only natural values associated to a 
general positive element A > O. 

The following are known extensions of Kantorovic type inequalities. 

Theorem 1. 
{入m拙 (A)一入国n(A)P

φ(A2)一争(A?::::; (3) 

争(A)一φ(A-1)セ(丙ax(A)一両日5)~， (4) 

αnd 

{入m眠 (A)+入min(A)P
φ(A2)ざ 争(A)2，

4入max(A)・入min(A)
(5) 

{入max(A)十入min(A)P
争(A)ざ 争(A-1t1.

4入治拡(A)・入mir
(6) 
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2. These inequalities are equivalent to the .following numearical inequalities: 

入nバ < 1入max(A)一入min(A)P
4 

(7) 

λnax (φ(A)寸 (A-1)-1)三(長沼一両五)~， (8) 

and 

(A..I A¥-lA..1 A2¥A..1 A¥-l¥ {入m回 (A)十入出n(A)P
入IlIax(争(A)-l争(A2)争(A)-l) ~ 
¥ J -= 4入max(A)・入min(A)， (9) 

(A..I A-1\~ Æ.. 1 A¥A..I A-1\~\ ___ {入m叫 (A)十入min(A)P
入max(争(A-1)地(A)争(A-1)t)~ 
¥ J -= 4入羽田(A)・入min(A)

1
1ノnu 
--A /-、

When the C* -algebra is the matrix algebra Mn of n xηmatrices， for a positive 
elemement (matrix) A we can consider its n eigenvalues， arra時 edin decreasing order 

入l(A)三入2(A)ど・・・ど入n(A).

Since 

入l(A)=入羽田(A)，入n(A)=入min(A)，

the inequalities (7) to (10) suggest some estimates for the remaining eigenvalues of the 
matrices on the left hand side. 

In the following we assume thatφis a unital positive linear map from Mn to Mm 
with m <子

We need the notion of majorization. Given two sequences of m positive numbers 

{αj}Zl withα1どα2三・・・ど αm，and {sj}T1 with s1どh三・・・三 sm

{αj }j~l is said to be weakly majorized by {sj}手!if 

A
 

k

乞
何
<一向

d

k

ヤ
ω
同

I，Z---，m) 

If equality occurs for k = m， we say majorization. 

If{αj}弘1is the sequence of the eigenvalues of 0 < B E Mm' that is ， 

αjコ入j(B) (j = 1，2， .・ .，m)

we write B 九 {sj}jと1

4
 
ヮu



We aim to establish the following majorizations: 

( {).j(A)一入n-i+l(A)}2)m 
争(A2)一争(A)2 { 4 } 1 

仰)一 <t(A-l)-l-<加{(伺ーん(A))'[
and 

f{入j(A)十入n-i+l(A)Pγφ(A)-l争(A2)争(A)-1{}
l 4入AA)・入n-j十l(A) J j=l ' 

({入j(A)十九一j十l(A)P)m 争(A- 1 )埼(A)争(A-l)~ ベ加 { } 
l 4入j(A)・入n-j十l(A)J j=l 

3. These majorizations do not hold for general unital positive linear map from 
Mn to Mm・Wehave to restrict our consideration to the case of compression. 

For an orthoprojection P of rank m :::; ~， according to the decomposition 1 = P十Pヘ
each A E Mn is written in block form 

A zlj;:2;:! 
The compression φp(A) is 

島 (A)ぜ PAP An. 

争p(.) is considered as a unital positive linear map from Mn to Mm. 

Fix A > 0 and write入J記入j(A)j = 1，2，・・・ ，n.Then the following identities: 

争p(A2)一争p(A)2= IA2112ヲ

φp(A)一争p(A-1)-1ヱ IA;2
1/2A刈

2

(11) 

(12) 

and 
<Tp(A)-lφp(A2)φp(A)-lニ 1+ IA21Ail12. 

め(A-1 )匂p(A)争p(A-1)~ 口 (1-|AdA21At|2)-1

(13) 

(14) 

Theorem 2. 

倒的ー争(A)2ベ切(什γj十1)2[
thαt is， 

IA山 f
入j-y-3十1)2}

:1 

p
h
u
 
つω



.More precisely 

IA211九(勺n-j1);1

In this connection Bloomfield-Watson [1] obtained the trace inequality : 

世(わ(A2)_ if>p州 52(入j-y-j+1

Theorem 3. 

わ(A) ーも(A-1t 1 ベω {(~- Fnエf};:l
thαt is， 

IA~21/2 A2112 -<ω{ (~ -VAn-i+1)2}:1 

In this connection Rao [6] obtained the following trace inequality : 

Tr (争p(A) ーも(A-1 )っさま(丙一点王~f

Theorem 4. 

同(ち(At1φp(A2)め (A)-l)ベ加十ogftLと::)2)):
This implies 

thαt is， 

f (入j十九一j十1?1m
争p(A)-l争p(A2)争p(A)-l-<加{V\~、、}

L せ八j八n-j十1 J j=l 

f(入j一入n-j十1)21m
IA21Aïil

2 イ四 ~ \"~入山+1 jj11 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

In this connection， Khatri-Rao [3] obtained the following determinantal inequaltiy : 

(，1;. 1，1¥-1，1;. 1，12¥，1;. 1，1¥-1¥ ./ .:;. (入j十入n-j十r)2
制作p(A)切 (AWAY)5E 4入山+1
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This impies 

f (入j十入n-j十1?1m φp(A -1)1/2φp(A)φp(A-ツ/2ベw ~ ~ 
I 4入j入n-j十1 J j=1 

thαt is， 
/2 ，1 ，1-1/2，2¥-1 f (入j+九一j十1)21m (1 -IA;i/2 A21A~11/212)ーベω{ ハ、 } 

t せ八ĵ n-j十1 J j=1 
(20) 

In this connection， Bloomfield -Watson [1] as well as Knott [4] obtained the following 
determinantal inequality : 

q
L

一
斗
一
刊

て
一
.
づ

n
-
v
 

入一

λ
十
一
ん
J

.3
一4

1

八一m
H何
<… 、
、
B
E

，，，

n
4
 A

 
争A
 

'φ 
q
A
 A

 
φ
 

Jr--s
、、
会
むe
 

，d
 

(21) 

4. For the proofs of Theorem 3 -5 we need Ky Fan's principle: for 0 < B E Mm and 
1 < k < m 

玄入j(B) max {Tr(QB); Q orghoprojection ra此(Q)ロ k}

and 

H入j(B)= max{det(QBQ);Q orghoprojection rank(Q) k}. 
j=1 

Here det(QBQ) is understood as the product of positive eigenvalues of QBQ. 

(1) To apply the principle to the proof of Theorem 3， we show that for an orthoprojection 
Q三Pwith rank( Q) = k 

Tr (Q. (争p(A)ーも(A-1)-1))::; Tr (<TdA) -<TQ(A-1)つ (22) 

and， then appeal to the II明 ualitiy(17) of Rao. 

(2) To apply the principle to the proof of Theorem 4， we show that for an orthoprojection 
Q ::; P with rank( Q)ニ k

det (Q争p(A)匂 p(A2)わ (A)-1. Q) ::; det (<TQ(A)匂 Q(A2)向(A)-l) (23) 

and then appeal to the inequality (19) of KhatrトRao.

-27-



(3) To apply the principle to the proof ofTheorem 5， we show that for an orthoprojection 
Q :::; P with rank(Q) = k 

det (Q φp(A-l)~ち(A)φp(Aサ) :::; det (<TQ(Aけ<TQ(A)<TQ(A-1)t) (24) 

and then appeal to the inequality(21) of Bloomfield-Watson ， Knott . 

Therefore， for our majorization results the most essential are the classical inequatities 
due to Rao， Khatri-Rao， Bloomfield-Watson and Knott. 

5. What is the reason for non-validity of the theorems for a general unital positive linear 
mapφbetween Mn and Mm ? 

By 8th附 pri略、 Theoremthere is a *-representation 7r(.) of Mn to the C*-algebra 
of all bounded linear operators on a Hilbert spaceチiand a projection P (of冗)with rank 
k such t.hat 

争(X)= 争p(π(X)) (X E Mn). 
Then 

入rn拙 (A)口入m出 (π(A))，入rnin(A) 入min(π(A))

But usually Tr(作(A))=∞， and the above approach can not be applied. 
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The real part of an outer function and a Helson-Szegるweight

Tal也hikoNakazi， Hokkaido Universi七y
Takanori Yamamo七0， Hokl回i-GakuenUniversity 

When F is a strongly outer function in H1， we study出ese七

{f;fiso剖erand IFI 5 Re f a.e.on aD}， 

where θD is a unit circle. When γis a positive constant， we describe the seも

{f; f…r， IFI引 Ref and土ゎ Re:7 a.e. on aD} IFI I --- f _._. -----J 

If W is a positive function in Ll， then a contractive functionαw=αw(z) in H∞is defined by 

1十αw(z) 1 rπ ィρ
一一一一=J. I 寸土':'W(げ)dB (z E D)・
1αw(z) 2η)-71" eiD …z 

If W is a Helso的傾向仇 thenv is a則 valuedfunc伽叫制 Ilvll∞<;叩dlogW 'U E L∞ 
if and only if 

UZ-Arglーαβa.e.on aD 
(1ーα)(1…β)

whereα 口 αwand a parameter βis a contrac七ivefunction in H∞ satis命ing

第1章序文

|1-αβ/' _.1-1α12 
γ一一一寸 a.e.on δD for some positive constant γ. 

11α1.11-β1 .-.:: I 11 od 

閲単位円板を Dで表し、単位向周を θDで表す。条件:

sup I log+ If(rei8)ldB <∞ 
Tく1‘-7r

を満たす D上の解析関数fの全体からなる集合を N で表す。もし fENならば五51f(TetO)がa.e.on 

θDで脊在し、それを f(eD)で表す。条件:

hLWlMidO部ιめど|げf六例(
をi瀧構たす fENの全体からなる集合を N+でで、表す。 fの境界値関数の全体からなる集合も N またはN十
で表す。 u<p5∞に対し、 Hardy安閑を HP=N+nLPと定める。

N十の可逆元を outer関数という。零でないfE H1が条件:

{ g E H1; ]: > u a.e. onδD} ={γf; γは正の数}

を満たすとき fをstronglyouter撰数という。 H1の可逆元や実部が正値の H1関数はs七ronglyouter関

数であることが知られている。 H1の隣球の exposedpointは鈴ronglyouter関数であり、 extremepoint 

はou七er関数であることもよく知られている。 IQI 1 a.e. onδDを満たす QEH∞を inner隠数とい
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う。もし fEN十が outer関数でないならば、 fは定数でないinner関数Qを菌数に持ち、左辺の集合は

g=γfの他に g=γIQ 112fも含むから左辺#右辺、よって fはstronglyouter関数でない。従って

strongly outer関数は outer関数である。正値可積分関数W に対し、 αw=αw(z)を

1十αw(z) 1 rπ イO-t
一一一=-lTJW(♂)dB (z E D)・
1一αw(z) 2πJ-7r e …ρ 

で定める。このとき αwE balh(H∞)かつ |αw(eiO)1 < 1 a.e. onθD. ただし、 balll(H∞)は H∞の開

戦球を杭 W がu，vE Re L∞， IIvll∞<iにより
W ココeu+ii a.e.on δD 

と書けるとき、 W をHelson“Szegる荷重という。ただし、 ReL∞は実数糠L∞関数の全体を表し 6は U
のHilbert変換を表す。 W がこのような表現を持つことと Muckenhouptの(A2)条件を満たすことは同
値であることがよく知られている。このような W が1つ与えられたとき、それに対する u，vは一意的に

は定まらない。すなわち、

IIvll∞くiかっ logW=山 EReL∞+(Re L∞)~ 
という表現は一意的でない。正値可積分関数W に対するこのようなりの全体からなる集合を Ewで表す。

よって
f π1  

Ew口 {υERe L∞ Ilvll∞くーかつ logW ii E L∞} l II.II~ .2 J 

よって EwはReL∞の凸部分集合である。 W がHelson-Szego荷重であるための必要十分条件はEwi:-o 
である。

恒暫 融 0ルS噸荷重W が与えられたとき、 Ewをパラメター表示せよ。

この開題は、 Adamyan-Arov叩Kreinの定理(cf.[2])を使って解くこともできるが、我々はouter関数の実

部のパラメター表示に着目して以下のように解く。最初に第2輩において W がstronglyouter関数の絶対

値であるとき、 N十の2つの部分集合:

Mw口{JE N+; fはouter関数、かつ W :::; Re f a.e.on θD} 

r. _ .. 1_  1 __1 
Nw=~f εN+; f はouter関数、かっ W<γRef かつ一三γReτa.e.onθD~ I J - - T ， J - ， -.. J W -I -.. f ..---.-..-I 

をαwE balll(H∞)とパラメタ-s E balh(H∞)を用いて表示する。 MwはN+の凸部分集合である。
定理1の (2)より、 NwはHlの凸部分集合である。次に第3章において第2章の結果を使って上の問題

を解く。

第2輩 Outer関数の実部のパラメター表示

もし αEH∞が定数γについて 11-α1:::;γ(1一|α1)a.e. onθDを満たすならば、 αをγ-Stolz関数

または単に Stolz関数と呼ぶ。ただし、 γはlEの数を表す。従って、 Stolz関数はbalh(H∞)の元である。

このとき

11一α21:::;11-α1+1α(1-α) 1壬211-α|壬2γ(1-1α1)壬2γ(1-1α12).

従って αがStolz関数ならばα2もS七olz関数である。 stronglyouter関数FEHlに対し W=IFIと

定めるとき、命題 2と定理1により、それぞれ集合MwとNwのパラメター表示を与える。
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百回 零でないれ H1と怜 1なる定数γにつむ吋 (1)rv (3)は開催である。
(1) IFI三γReF a.e. on δD. 

1十α
(2) αE balh(H∞)が存在して α2はγ-8七olz関数、かつF=ァー-a.e. on θD . 

.1-α 
(3) 実数値関数 U と正の数 Cが存悲して

F = c ev-iv かっ Ivl :::; cos-1 (~) < ~ a.e. on 

命題1より、もし零でない FEH1がIFI三γReF a.e. on θDを満たすならば、 (3)より、ある p>l

が存在して R j;eHP が成り立つo lE値可積分関数W が与えられたとき、命題1より、 W=ceVが
1f 

成り立つような正の数 CとIIvll∞<ーなる実数値関数υが存在するための必要十分条件はα2がStolz関
2 

11十α! 、、ム
数であり、かつ W=I~‘'-':::1 か成り liつような α EH∞が存在することである。このとき、ある実数値

11-αi 
関数uEL∞が存在して次が成り立つ:

11-α211-1α12 _U 1-1α12 
口一一一一一一一一一 =e--;-一一一一口 eU Re F a.e. on θD. 
1-1α1211…α12 ~ 11-α12 

匡自 str∞gly outer関数日 H1尚えられたとい叩iと定めると、 fについて(内)は
罰{重である。

(1) IFI三Ref a.e. onδD かつ fはouter際数。
1十α 1ム月

(2) βεbalh(H∞)が存在して f口一一一十一一芸 a.e.onδD. 
1-αi  …ρ 

(3) 実数値関数叫りと正の数 Cが存寂して

IFI早川 iui<i， 行 ccos叫 f = c eV-ω a.e. on aD 

命題2より、 W 口 IFIのとき、もし fEMWならば、 (3)より、すべての p<lについて fJeHP 

が成り立つ。 FモH1が零でないというだけの仮定の下で (3)キ (2)キ (1)は成り立つが、 (1)吟 (3)は[4]

のTheorem6より成り立たない。

医11.11 stro略取川町関数FEH1尚えられたとい=αIFIと定めると、 fについて(川)は
問俄である。ただし、 γ1，...，γ5は適当な正の数を表す。

1 _ 1 
(1) IFI:::;γ1 Re f かつ 一一 <γ1Re .:; a.e. on θD かっ fEN+・

IFI… f 

(2) 手Ref:::; IFI三百Ref かつ Ifl引 2Ref a.e. on aD 7P---:; f E H1 
. r2 

(3) sEball1(H∞)が存在して

γ3fm l-αβ かっ i1-αβ1 . <γ1二主fa.e.onδD. 
(1-α)(l-s)" 11-al・ilsi::::， r4 ii一α12

(4) 実数値鴎数u，vE L∞と lEの数 Cが存在して

IFI = eU+古かっ f口 cev-叩 a.e.onδD かっ IIvll∞ 5cos-1γ5<i 

定理 1より W=IFIのとき、もしf山なは件)よりある p>lについて中 HP が

成り立つ。

τ
，ム
町ぺ
U



第3章 Helson-Szeg凸荷重の表現のパラメター表示

序文に書いた問題は Adamyan句Arov-Kreinの定理を用いて解けるが、この章では第2寧の結果を使って

解く。以下の定理2がその解答になっている。

医量 αE balh(H∞)に対し、 balh(H∞)の部分集合P を次のように定める。
f fj _ 1-_11 I rrcx)¥1…αF___ _. 1一|α¥2 _ _ __!ln c__ ____ ____J.__J. _.1 

B'" = ~βE balh(H∞)・ <γ一一一向 a.e.onθD for some ∞nstantγ} l/'"' --_.-.1¥-- l'  ¥1-α¥.¥1-β¥ -' / ¥1ーα¥2 -. -. ----- -------------------/ J 

医E 正師積分関数W 附し…wと定めると、 αEbalh(H∞)州立ち、 εw械のよう

にパラメター表示できる:

Ew = A -A暗いαβ ;s E B'" ~ 
L ---0 (1α)(1-β)，，---J 

ただし、 Argはーπく O三πに限定された鏑角を表す。

証明.r Ew C右辺 jを示す vE Ewとする。このとき、実数髄関数 u，vεL∞が存在して W 
川 IIvll∞52-Eがある正の数Eについて成り立つ。よって W!j:H伽凶間紛荷薫であり、∞sv主

cos (~-e) 吋加ε が成り立つ。正の数γ1 を e llull∞三%出E が成り立つように定めると、 ellull∞壬 γ1cosv 
が成。立つから

W 壬γ1ん υ カ門会 5γ1e-u cosv 
が成り立つ。従って f口 e-ω と定めると Zygmundの定理より fεHh 

W 三γ1Re fかっ十γ1Re f-1 

1 
Zygmundの定理より W，_~_ E L1.よって outer関数Fが存在して W=IF¥かつ F，F-lE H1が成り立

'W 
つ。よって Fはstronglyouter関数、 fEN+であり、

¥F¥三γ1Re f かつよさγIRe1 ¥F¥ -' /.1 _v_ f 

定理1より、正の数γ3，'Y4とβEbalh(H∞)が存在して

γ3f= 1-αβ かっ |1-αF¥-.<γ1-¥a¥2 
(1-α)(1 -s) .V - ¥1 -α¥.¥1-βi ::::-Y4 i1τ可子

従って、 βEB臼かっ

υ口一 Argf=-Arg-iニas
。 o (1-α)(1-β) 

よってυε右辺。逆に rEwコ宥辺 jを示す vE右辺のとき fを

f 221ーαβ
一
(1-α)(1-s) 

と定めると、ある正の数γが存在して

U 口一 Argf かっ
11-αβ ← 1-¥α¥2 

¥1-α¥.¥1-β¥ --' f ¥1-α¥2 ' 

q
L
 
qo 



1-1α12 ___ 1 1α12 1… iβ12 "n_ l! ___ ，，1l!1 ___ ，，_. 1一|α12
W口一一一<一一一÷一一';;:2= 2 Ref ::; 21fl ::; 2γ 一一寸 =2γw11ーα12-' 11…α12 . 11 sI2 ----J -IJ I ....; - I 1ム-ad 

よって Ref 三oa.e. on aDかつ fE Hl. よって fはstronglyouter関数である。 logWE L1より、
k 

outer関数FEH1が存在して IFI口 W. 関数kがkE Hlかつ…>0 a.e. onθDを満たしているとすF-
∞ kf ~ l"Tl る。このとき、ヲヲ EH より -':"EHが成り立つ。 fはstronglyouter関数であるから、ある正の数 CF --- --F 

kf 
が存在して子 =cfと書ける。よって k口 cF.従って Fはstronglyouter関数であり、 α=αw=αIFI，

1-αβ.).， ~1-αF___ _ 1-1α12 
f = f..カ

1'1 _ I 1'1 DI … 11…α12 

が成り立つから、定理1より、実数値関数 U，voE L∞と正の数 Coが存在して

11叫|∞<i，W=戸 o かつ f口 Coeo-i町
従って

Vo口一 Argf口一 Argi 1で?β ー =v.

よって

IIvll∞<2 かっ logW -'U E L∞ 
よってυεEw. ロ

定理2より、 ααwのとき Ewチe仲 BO/チ日が成り立つ。更に
αがStolz関数件 αεbalh(H∞)かつ oE BO/ 

が成り立つ。 W がHelson-Szego荷重であることはεwi日と開鍍であるから、もし αwがStolz関数な
らばW はHelson-Szego荷重である。更に

W口ヒ出口 1+史klEl
11-α12 11-α111…α| 

より、もし αwが説的関数ならばより∞も成り立つ。 H∞の半径 Tの隅球を ballr(H∞)で表す。

もしαがγ-Stolz関数かつβEballr(H∞)ならば、

|1-αβ2  2γ(1-1α12) 

11一α1.11-sI-'(1-r)11α|ー(1 r)11-α12 

が成り立つから βEBO/. 従って、

αがS初lz関数件 OEB白キ ballr(H∞)c B臼 (r< 1) 

が成り立つ。従って、もし α=αwがStolz関数ならば

1-αρl  
Ewコイ-Arg 晶 「 ;βE ballr(H∞) ~ L ---0 (1-α)(1 -s) ， r- -----，，-- I J 

特に W 口 1のとき α=0となるから、定理2より

E1 口 {v E Re L∞ IIvll∞<;  かつ 'UEL∞) 

{-A司市 ;βEbalh(H∞)カり己peL∞)
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1 
もしθD上の2つの正値関数j，gに対して正の数γが存在して -::g::;: j ::;: "(g a.e. onθDが成り立つ

γ 
ならば、 j""gと書く。

軍習 α，s E balh(H∞)について (1)"" (5)は同値である。ただし、 γ日刊は適当な正の数を表七

(1) 11吋|∞<1
(2) 11-αβ12 ::;:γ2(1 1α12)(1…|β12) a.e. on θD. 

(3) すべての正値関数tについて

|1ーαβ-'_ (L 1-1α12 . 1 1-Is12¥ .-. n. 
一 一一一一一一
--.，; 10¥-11-α12・t11-β12 )……ー

|1-αP-' _ __，_ (1 1α12 1-Is12¥ 
(4) 三"(4min I ~，一一 i 
11-αト11-β|¥11-α12'11-sI2) 

a.e. on θD. 

(5) 11α1"-' 11一月かっ 1-1α1""1-1β1"-' 11-αβ1. 

この補題より、命題3が成り立つ。

匝直もしαEba叩∞)ならば、

叶 βEbalh(社 11品 11∞く 1}
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A reduction of the problem 
of characterizing perfect semigroups 

Torben M帥 ckBisgaard and Nobuhisa Sakakibara 

1. Introd uction 

Suppose (8，十，*)is an abelian semigroup equipped with an involution， that is， an involu-
tory automorphism， writもens叶 S..Such a structure will be called a恥 semigroup，abbreviated 
“semigroup" when confusioll is unlikely， such回 whenapplying an adjective which is defined 
only for恥 semigroups(e.g.，“perfect semigro叩").Define 5十5={s十tI 5， t E 5} and define 
N 

p閉山d、間四『

5+・・・十5similarly for arbitrary N E N. A positive definite function on 5 is a function 
cp: 8 + 5 →C such that 

n 

L CjCkCP(Sj十 Sk)主O
j，k=l 

for every choice of n E N， 81，・・・，8nE 5， and Cl，・・・，CnE C. Denote by 'P(5) the set of 
all positive definite functions on 5. A charader on 5 is a function σ:5→C， not identically 
zero， such that 0'(8つ口σ(s)and 0'(8 + t) =σ(8)σ(t) for all 8， t E 5. Denote by 5. the set of 
all cha1'acte1's on 5. Denote by A( 5.) the least O'-ring of subsets of 5. rendering the mapping 
F 吋 σ(8):5.→Cmeasurable for each 8 E 5. A function cp: 5十S→C is a moment function 
if thel'e is a measureμdefined on A(5.) such that 

内)=iゆ )dμ(σ)
for all 8 E 5+8， and a moment functionψis delerminαte if there is only one such μ. (In writing 
an equation such田 thepr町 eding，it is understood thatμshould integrate the int.egrands.) 
The semigroup 5 is perfect if every positive definite function on 5 is a determinate moment 
function. For positive definite functions and (Radon) moment functions on semigroups， we 
refer to [1]， especially Section 6.5 on semigroups called“perfect." in that book but now called 
“Radon perfect" . 
A *-semigroup H is 恥 α陀 himedeanif for all a， y E H there exist z E H and n E N such 
that n(a十日)=y+z. A ト archimede叩 componentof a恥 semigro叩 5is aト archimedean
*-subsemigroup of 5 which is maximal for the inclusion ordering. Everyトsemigroupis the 
disjoint union of its *-archimedean components. It was shown il1 [2]， Theorem 3.1， that a 
トsemigro叩 5wit.h zero is perfect if and only if H u {O} is perfect fo1' eachキーarchimedeal1
component H of 8. We shall be concerned with extending this result to sellligroups without 
zero. It is not true that a 恥 sellligroup5， even with zero， is perfect if and only if each ト
archimedean componel1t of 5 is perfect. Fo1' example， if H = Q n [1，∞[al1d 5 = Hυ{O} 
then 5 is perfect (い]，.Co1'ollary 2) al1d H is aト archimedeal1cOlllpOnel1t of 5， yet H is 110t 
pel'fect ([6]， Remark 3.6). We shall defil1e “、qu出悶iト蛸peぽrfec土"5印em出i泡group伊Sil1 5叩ucぬha way tぬha討ta 
傘恥恥恥-副句-s田e町m羽11泡group5 sa叫tisf:匂旨i加I1g5 口 5 + 5 is perfect i江fal1d only if each 恥 a1'代chimedea叩nc∞。mpone叩ntof 
5 is qua回siト輔-perfect.

2. Reduction to the *-archhnedean case 

Say that aホ-semig1'oupH is qua8i輔perfectof order N之2iffor each ψE 'P(H) t.here is a 
unique measure μon A(H*) such that 

N 

V(Z)=LM州
F田町田九回目四『

aEH+・・・+H.

Then H is perfect if and only if H is quasi-pe1'fect of order 2. 
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Theorem 1. For α*-semlgro叩 H，po抑制Ywithov.t zero， the following three conditionsαre 
eqv.ivalent : 

(i) H is qv.asi-perfed of every order greater thαn or eqv.al to 3; 
(ii) H is qv.asi-perfect of some order greater than or eqv.al to 3; 
(iii) H is qv.asi-perfect of order 3. 

Proof. (i)吟 (ii):τ'rivial.
(ii)坊 (iii):Suppose H is quasi-perfect of order N ;::: 3. We shall show that H is qu出トperfect
of order M for 3 :S M :S N by backwards induct.ion on M. S叩 pose3三M く N and that 
we have shown that H is quasi-perfect of order M + 1. Suppose伊 EP(H). Since H is 
quasi-perfect of order M + 1， there is a unique measure μonA(H・)such that 

M+l 
.--ー~園田町、

ψ(:r)口んηMω (1) 

for:r E H +・・・+H. Clearly there is at most one measure with the corresponding property 
品f

pー甲山へ目白山崎、

for :r in the larger set H十・・・+H. Thus we only haveもoshow that (1) extends to all 
M M-l 

，.--へ園田園~ ~ー回目凶』ーー町、

:cEH十一-十H.Suppose h E H. For :Cl，.・・ ，:rnE H +・・・十Hand Cl， . . . ， Cn巴Cwe have 
by the Cauchy司Schwarzinequality 

l a2n  
玄明日)1':S 'f'(h州)玄例目)
j=1 hk出 1

1 n 12 

= 'f'(h十h・)I 1). Cjη(:rj)l d，μ(η). 
'j出

We used the fact that for j， k口 1，...，n we have 

M-l M-l 2M-2 M+l 
戸山問問内問岡山町 F岡田国凶』回目~ ，.国自由-"-回目『 戸間四ーへ四回目、

:Cj十:CkE H十・・・十H+H十・・・+H=H+・・・十HCH十一.+H
since 2M -2 ;::: M + 1 because of M ;::: 3. The above inequality shows that the mapping 

(ry~~ π η吋らη(:rj))吋εり明ψ叫仙(
j詰 j口 1

is a well-defined bounded linear form on a linear subspace of L2 (μ). Extend this linear form 
to a bounded linear form Lh on all of L2 (μ). Then there is a unique ψh E L2(μ) such that 

L(f) = f fψh d，μfor all f E L2(μ). ln particular， 

'f'(h +:c) = I η(:c)ψh(η)dμ(:c) (2) 
JH' 

M-l M+l 
，.--へ回目白旬、 戸山-""問山田町

for:r E H十・・・やH.For:r E H +... + H we have by (1) and (2)， 

lη(h)η(:c) dμ(可)= I η(:r)ψh(η)dμ(η) . 
JH・ JH・

Since H is quasi国perfectof order M 十 1i t follows thatψh(可)dμ{η)=η(h) dμ{η) (cf. [1]， 
Proposition 6ふ2)，so (2) reduces to 

'f'(h+:c)= I η(h)可(:c)d，μ(η). 
JH・

-36-



M 
f四回目へ山田山崎、

This is the desired representation since each y E.H +・・・十H can be written田 y=h+x
M-l 

F曲目同~回目帽、

with h εHandxEH+・・・+H.
(iii)斗 (i):Suppose N 2: 3; we have to show that H is quasi-perfect of order N. Suppose 
vε 'P(H). Since H is quasi-perfect of order 3， there is a unique measure μon A(H・)such 
that 

仰)mL.η(x)如何)
N 

p由問問へ四ー『、

for x E H +H十H.Since H +・・・十HCH+H十 H，this integral representation holds， in 
N 

F同開vへ田園田町

particular， for x εH+・・・十H，and the problem is to show thatμis uniquely determined by 
the latter property. Assume thatμ1 and μ2 are measures on A(H・)such that 

<p(x)ロ lη(x)dμi (η) 
JH・

N 
F四四回凶』問問嶋、

for x E H十・・・+H for i == 1，2; we have to show μ=向・ Forh E H and x E H十H+H
N 

F回目-^-向田『

we have (N -3)h + x E H十・・・+H，so 

lη(h)N-31](X) dμi(η)=ψ((N -榊付)
JH・

for i == 1，2. Since H is quasi‘perfect of order 3， the mapping 

入吋 II I](x)dλ(η) I 
¥JH・ /"'EH+H+H 

is on←to制oneon the space of complex measures on A(H・)integrating the integrands，回 from
the preceding we can infer l](h)N-3d，μdη)=η(h)N"':'3 dμ2(η). Hence μllGh =μ21Gh where 
Gh口{可 EH* 11](11) #-O}. This being so for all 11 E H， since H* = UhEH Gh， and since 
every element of A(Hつis，by definiも.ion，contained in the union of countably many Gh， it 
follows that μ==μ2， as desired. Q.E.D. 

We call a トsemigroupH qu.asi・perfectif the equivalent conditions of Theorem 1 are 
satisfied. An ideal of a 恥 semigroupX is a nonemptyトstablesubset H of X suchぬat
X十HC H. If H is an ideal of X then， in particular， H + H C H， so H is a恥 subsemigroup
of X. InμJ， Theorem， it w国 showntJ叫 ifS is a (Radon) perfect semigroup with zero and 
ifT is aトsubsemigroupof S containing 0 and such that T ¥{O} is all ideal of S then T is 
likewi回 (Radon)perfect. The iollowing result seems to be the closest analogue of this for 
semigroups without zero. The proof， like the proof of Theorem 1， is strongly inspired by the 
argument in [4]. 

Theorern 2. If X is a quasi-perfect semigro叩 αndH is an ideal of X then H is quasi-perfect. 
Proof. Suppose '1' E '}フ(H).For lI，k E H and n口 0，1，2，3define 'PhムJIE 'P(X) by 

<Ph，k，n(X) = 'P(h+h・+x)十in<p(h+ k・十x)+ i-n<p(k十h・+x)+ <p(k+ k・+x)
for x E X + X. Since X is quasi-perfect， there is a unique measure入h，k，non A(X・)such 
that 

ψh h(Z)=L.5(Z)仇 k，n(e) 
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for x E X + X + X. We now introduce a. subring Ao(X*) of A(X・)which genera.tes the 
la.tt町田 au-ring， asお伽s.For x E X a.nd n E N define G"，.n = { f; E X"Iとい)1> l/n} 
Then let Ao(Xつbethe set of those elements of A(Xつwhichare contained in the union of 
finitely ma町 G叩レ ClearlyAo(X・)is a. subri略。fA(X*). This subring genera.tes A(X*)出
a. u-ring since for each A εA(Xつthereis a. counta.ble subset Y of X such tha.t for ea.ch f; E A 
there is some y E Y such that f;(y) =f. O. This is because the set of all subsets A of X' with 
the property jωもdescribedis a u-ring of 6ubsets of X* which renders the mapping 1;吋と(x)
measurable for each x E X， hence contains A(X*) by the definition of A(X・).Since Ao(X・)
genera.tes A(Xつ， every measure JI on Ao (X・)which is finite in the sense tha.tμ(A) <∞for 
a.1I A E Ao(Xつextendsto a. unique measure on A(Xつ.Thus measures on A(X・)ca.n be 
identified with their restrictions to Ao(Xつ.lfμis a. measure on A(X*) which integra.tes the 

N 
r四回目....... 回 目『

function 1;吋 f;(x)for all x E X +・・・十Xfor some N E N thenμIAo(Xつisfinite since for 
z εX  and n E N we have 

μ(G.:r，n) ./ r l"'/~ \lN J..''''¥''''''' r 1;-1_¥lN J..lr¥ r 
一七万一三 I II;(x)lN dμ(f;)壬I 1f;(:v)lN d，μ(と}口 I Iと(Nx)1dJ.l(c)く∞・

日 JG:r，n JX. JX. 

If we now define 

λ川口 jEJrnλ山
n=怠日

(田 aseもfunctionon Ao(X*)) then >'h.1< is the unique complex measure on A(X‘) suchもha.t

ψ(h+k・+:v)ロ Ic(x)dλh，k(と)
JX' 

for x E X +X十X.We see that for each y E H + H there is a. unique complex measure入u
on Ao(X') such tha.t 

ψ(:v+y)= I c(x)dλy(c) (3) 
J X' 

for x E X十X十X.Indeed， a.ny y E H + H ca.n be written as y = 11 + k' with 11， k εH， 
and then we have to defineλy=λh，k. This definition of λy is independent of the choice of h 
and k since if 111， h2， k1 ， k2 E H and h1 +吋=h2 +時 thenλh，.I<， =λ1>2.k2 since these two 
measures repr回目ltthe sa.me fUnction on X + X + X. If y， z E H + H then 

I c(:v)と(y)dλz(と)ロψ(:v+y+z)= I c(x)と(z)dλy(と)
JX  ・ JX'

for:v E X 十X+ X， a.nd by the quasi“perfectness of X it follows that 
と(y)dλz(と)口と(z)d入y(と). (4) 

For h E H write Gh = {C E X' I I;(h) =f. O}. Iffor y E H十Hwe define a measure町 onGy 
by 

d~y(と)口と(y)一1dλy(と)lGy
then (4) shows that for y， z E H十 Hwe ha.ve 

出yl(Gyn Gz) =昂zl(GynGz). 
Hence there is a. Ullique measure同 onthe seも

G = U Gh = { c E X*'とIH州}
such tha.t 

内 =ιIGy
for aJl y E H十H.More predsely， ~ is defined on the u-ring A. (G) consisting of those elements 
ofA(X・)which a.re contained in the union of counta.bly many Gh・Wecla.im that 

dλy(と)lG= c(y) dκ(c) (5) 
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for y E H + H where IG denotes the operation of restriction of a measure to the <T-ri明 A.(G).
Since G is the ullion of the sets G z， z E H + H， it suffices to verify d入y(と)JGz= e(y) dK(と)IGz
for z E H + H. But t.he right.-hal1d side is equal to e(y)e(Z)-l d入z(e)IGz，so the desired 
equality follows fl問 11(4). This proves (5). For x E H十 H十 H and y E H + H， sil1ce 
characters outside G val1ish on H， by (3) and (5) we have 

伊川口i.正(x)d>'/I(e)詰か)品川)口かx)仰同(e)
Thus， for x E H + H + H + H + H we have 

仲)=か聞と)

Now同 isuniquely determil1ed by this property. To see this， note七hatif目1and κ2 are 
two measures with this property then <.p(3h十 3h"+x) =ん!と(h)16c(x)dl¥:j(c) for h E H， 
xEX十X+X，and i = 1，2， so by thequぉi-perfectn問。fX it follows that lc(h)16 d.同1(C) = 
le(h)J6 d.κ2(と)， hence 1¥:11Gh =κ21Gh・Sinceevery measurable subset of G is contained in the 
union of countably mally G h， it follows that同1口出2・
Now the mappillg c t-+ clH: G→H・isa bijectioll. To see this， we first have to show that 
it is on←tか one.So suppose c，rJ E G and elH出 ηIH;we have t.O show that c =η. Choose 
'1 E H such that c(h) '" O. Thell for x E X， 

と(h)と(x)口と(h十x)=rJ(h+苫)=η(h)可(x)口正(h)η(x)，

alld dividing by e(h) we obtain e(X)口可(x)，間 d田ired.COllversely， supposeηε H"j we have 
to show thatもhereis some c E G such that clH =η. Choose h E H such that rJ(h) '" 0 alld 
define c E X' by c(X) =η(h十x)jη(h)for x E X. Then c has the desired property. We 
leave it出 anexercIse to verify that the mappi唱と叶 elHis an isomorpl山mbetween the 

measurable spaces (G，ん(G))叩 d(H'，A(Hつ).Now ifμis the image measure of同 under
the mapping e t-+ elH then <.p(X)口ん.η(x)如何)f01" X E H + H + H + H十 H，and μis 
uniquely determined by this property (since K is unique). Thus H is quasi-perfect of order 5， 
that is， H is quasi僧perfect.Q.E.D. 

It is not. trueもhatevery ideal of a perfect semigroup is perfect. For example， if H = 
Qn[1，∞[andX口 HU {O} thell X is perfect and H is an ideal of X， yet H is noもperfect.

Corollary 1. Aト semigroupH is quasi-perfectザandonlyザthe恥 semigroupX = Hυ{O} 
obtained byαdjoining to H αzero externα1 to H is perfect. 
Proof. If X is perfect then H is quasi“perfect by Theorem 2 since H is all ideal of X. 
COllversely， if H is quasi-perfect then the perfectness of X follows just as in the proof of [6]， 
Theorem 3.2， that perfectness of H impli田 perfectnessof HU{O}， only the argumenもwiththe 
CauchyωSchwarz inequality has to be applied twice， first to geむfromthe illtegral representatioll 
on H+H 十 H+ H (C H + H + H) to the integral representation on H十 Hand a s田ond
time to get it on all of H. Q.E.D. 

Corollary 2. E匂叩eryホド僻みhomomof叩-phi化ci初円m阻αgμe0ザfα q包叫αs“iト-pμer宍ヴfect*ト刷se伺mi旬grou叩pi臼sq包叫αs剖，.鋼-p崎.
Proofι. Suppose h is a恥 homo剖morphiおsm0ぱfa quasi-perfect *恥.副-s剖ni泡groupH1 onto some ト
semigroup H2; we have to show that H2 is quasi-perfect. For i = 1，2 let 5j = Hj υ{O} be 
the *-semigroup with zero obtained by adjoining to Hj a zero external to Hj. By Corollary 
1， 51 is perfect. Extending h to aト homomorphismof 51 onto 52 by defining h(O) = 0，52 is 
a トt削 nomorphicimage of the perfectト semigro叩 51，hence perfect by [3]， Theorem 1. By 
Corollary 1 it follows that H2 is quasi-perfect. Q.E.D. 

Suppose (印刷 isa family of *-semigroups with zero・Thedirect sum 5 = EDjEI 5j is 

the set of all families (s;) E fLEI Sj such that Sj '" 0おronly finitely many i E 1. Addition 
and involution in 5 are defined componentwise. 1もisknown that if each Sj is perfecも sois 
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8(問， Theorem 3). Now suppose (Hi)'EI is a family of恥semigroupsnot necessarily having 
zeros. The free s也市 H of the family (Hi) is defined as follows. For i E 1 let 8， = H，υ{O} 
be theト semigroupwith zero obt.ained by adjoining 1.0 H， a zero external to H，. Define 
8 = ED'EI 8，・ ThenH 口 S¥{O}.

Corollary 3. The free sum of anαrbitrary f，αmily of quαsi-perfec!ド semigroupsis quαsi-
perfect 
Proof. With notation as above， for i E 1， from the quasi田perfectnessof 1I， it follows that 8， 
is perfect (Corollary 1). By the result from [3] cit.ed above it follows t.hat 8 is perfect. By 
Corollary 1 it follows that H is quasi附perfect.Q.E.D. 

A faceof a トsemigroupX is a *-subsemigroup II of X such that if:z:， y 巴Xand :z:+y E II 
then :z:， y E H. 

CorQllary 4. S叩 poseH is a face of aド semigro叩 X.Then X is q'uasi-perfect if and only 
ザbothH and X¥H are quαsi-perfect. 
Proof. This is clear from Theorem 2， Corollary 2， Corollary 3， and [5]， Theorem 2.1. Qお.D.

Corollary 5. S叩 poseH is a *-semigro叩 and8口 HU {O}. Under the assumptio叫 thatH 
is quasi-perfect， the fol/owing t四oconditions are equivalent: 
(i) H is perfectj 
(ii)ザψε P(H)and h， k E H the叫 themeasureμh，k 0π 8. defined仰向伊)， (3.1)， 
satisfiesμh，k({1{o}}) = O. 
Proof. This is clear from [6]， Proposition 3ふ Q.E.D.

A *-semigroup II is恥 divisibleif for each :z: E H there exist y 巴Hand m，n E No with 
m+n三2such that :z:口my十ny'.It is known that everyトdivisibleト semigroupwith zero 
is perfe亡t(問， Theorem 4). 

Corollary 6. Every *-diψisibleトsemigroupis perfect. 
Proof. Suppose H is aトdivisibleト semigroup.The 'トsemigroup8 = HU{O} is a *-divisible 
*~semigroup with zero， hence perfect. By Corollary 1 it follows that H is quasi-perfect. But 
the恥divisibilityof H implies that H = H + H，田 His perfect. Q.E.D. 

For aトsemigroup8 we denote by ゴ(8)the set of all 'トarchimedeancomponents of 8. 
For every nonempty subset II of 8 there is a le由主 faceof S containing H， viz.， the intersection 
of all faces of 8 containing H， the set of such faces being nonempty since S itself is such a 
face. If II is a *-subsemigroup of 8 then the least face X of S containing H is the set of those 
:z: E 8 such that :z: + y E H for some y E S. lf H is a +-archimedean component of 8 then X 
is土heset of those :z: E S such that :z: + II C H. ln particular， X十HCH.

Theorem3. Aト semigro叩 8satisfying 8 = 8十8is perfect ifαnd only if each *-archimedean 
component of 8 is quαsふperfect.
Proof. First suppose 8 is perfect and H Eゴ(8).Let X be the le田 tface of 8 containing H. 
Bei時 aface ofthe perfect semigroup 8， X is perfect ([5]， Theorem 2.1). Moreover， X +H C H. 
By Theorem 2 it follows that II is quasi-perfect. Conversely， suppose each H Eゴ(8)is qu田ト
perfect. Then for H E .1(8) the semigroup H U {O} is perfect (Corollary 1). By [3)， Theorem 
3， it follows that the direct sum R口 EDHE.7(S) (H U {O}) is perfect. Now 8 U {O} is perfect， 
being the image of R under the *-homomorphism (SH) HE.7(S)叶乞HE.7(S)sH ([3]， Theorem 
1). Since 8口 S十8，by [6)， Theorem 3.2， it follows that 8 is perfect. Q.E.D. 

ln the proof of Theorem 3， we did not apply the hypothesis in the proof of“only if'. 
However， for “ir' ， that hypothesis is necessary. For example， if 8 = H = Q n [ド1，∞[then II 
is the unique *ト咽a位rcぬhimedωea叩nc∞omponen川tof 8， H iお5qua出si-pe町rf.たect，and yet 8 is not perfect. 
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3. Reduction to the rational case 

A ト sernigroup8 is rational if 8 is isornorphic to a subsernigroup of a rational vector 
space carrying the identical involution. The condition is equivalent to sayingもhat8 carries 
the identical involution， is cancellative， and the group 8 -8 is torsion帽free.For an arbitrary 
七，:;ernigroup8， denote by 8 the greatest rati~al 叫lOrnomorphicimage of 8， that is， t~ pair 
(8， s >-+ i) consisti珂 ofa rational sel1ligroup 8 and a吋lOmornorp}山ms吋吉of8 onto 8 such 
that for every rati~nal semigroup T and every 恥 hOl1lomorphisl1l1: 8 →T there is a unique 
homomorphism h: 8→T such that Ii!)口 h(i)for a)) s E 8. (This propert.y is what we mean 
by greatest.) To see that such a pair (8， s >-+ i) exists， let ，...， be the least congruence relation in 
S such that s・，...， s for all s E 8， define T = 81，..." and leも1:8叶 Tbe the quotient mapping. 
Then T is the greatest identic品i揃involutionト homomorphicimage of 8. Now let (G，g) be 
the pair一時uniqueup to isomorphisl1l--consisting of an abelian group G and a homomorphism 
g:T→G such that for every abelian group H and every homomorphism h: T→H there is a 
unique hornomorphism k: G →H such that h = k 0 g. This construction is well-known from 
algebra. The semigl'oup g(T) generates G出 agroup， and for :1:， y E T we have g(:I:)口 g(y)if 
and only ifα 十世話 α+y for some a E T. Finally， let H be G modulo the toぉionof G and 
denote byゆ:G→H the quotient mapping. Then 8 can be identified withゆogo/(8)，at the 
same time identifying the mapping s吋吉 withthe mapping q， 0 9 01. 

Theorem4. A恥 semigroup8 satisfyi吋 8= 8 + 8 is perfect if and only if H U {O} is perfect 
lor each *-αrchimedean component H of 8. 
Proof. See [2] for the definition of the .concept“Stieltjes perfect". We have the chain of 
bi嚇implications: 

8 is perfectφ H is quasi凶perfectfor all H E :1(8) 

4キ Hυ{O} is perfect for a)) H E :1(8) 

キ宇 Hυ{O} is Stieltjes perfect for all H Eゴ(8)

件 Hυ{O}is perfect for all H E :1(8). 

The first bi-implication is by Theorero 3， the second by Corollary 1， and the last two by [2]. 
Q.E.D. 
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On some generalizations of 

the von Neumann-Jordan constant 

YASUJI TAKAHASHI and MIKIO KATO 

Abstract. We consider some generalizations ofthe von Neumann-Jordan 
constant of Banach spaces. 

1. Von N eumann-J ordan constant 

The von NeumαηルJordαn(NJ-) constαηt of a Banach (or normed) space X is 

de五nedby 

、1
1
J

1
i
 

〆
a
t
、、

C川 (X)ロ sup
IIXl W+llx21J2:;i:o 

iIXl十X2112十Ilxl-x2112 

IIXl112十IIx2112

(Clarkson [2]; cf. [8]). 

Proposition A (Jordanωvon Neumann [3]) Forαny Bαηαch spαce X 

(2) 1三CNJ(X):::; 2; 

CNJ(X) = 1ザαndonly if X isαHilbert spαce. 

Theorem 1 (Kato-Takahashi [6， 9]). (i) CNJ(X) < 2ザandonlyザX is uni-
formly non-squαre ([9]). 

(ii) CNJ(X) < 2 ザα ηnd only ~ザifX i白SS1叩er川 'efie印xzvれ印tυ問j
i仇η:fim1包町umof all the NJ.ω constants of equi υ α lent norms to the original one of X ([6]). 

Theorem 2 (Kato同Takahashi[6]). Let CNJ(X) :::; 22/p-1， 1 < p :::; 2. Then X is 
of type rαnd of cotype r' forαny 1 :::; r < p. The converse is not true. 

Theorem 3 (Kato-Takahashi [6]). Let X be αBαηαch latticeαnd let 1 < p :::; 2. 
Then the followingα問 equzvαlent.
(i) CNJ(X) :::; 22/p-l. 
(ii) X is of type rαηd of cotype r'. forαny 1 :::; r < p. 
(iii) X and X'αre of type r forαny 1三r< p. 
(iv) X and X'αre of cotype r' for αny 1ざr< p. 
(v) X is ト convexαndr'-concαve for αny 1ざr<p. 

つU8q
 



2.ηぺhvon r、~eumann-J ordan constant 

The n-th von N，印 mαnn-Jordαnconstαnt of X is defined by 

(3) 
乞L:Bの山j
2少n2ε=7=11IXjI12c幻(X)= SUp 

2:7=1 Ilxjll2:;fO 

(Kato， Takahashi and Hashimo七o[7]). 

Theorem 4 (Ka仁匂atωo-Ta北k叫aha部sh

(ωiリ)For αny Bαηαch spαce X 

(4) 15CIj(X)三η;

c似(X)ロ 1for some r仰リ αny，n三2ザαηdonly if X isαHilbert spαce. 
(ii) C幻(X)<η ザαndonly if X is uniformly nonイ?・
(iii) Let 1三p< 2. ThenX hαs type larger than p if and onlyザcPJ(X)<η2!p-1 
for some n ?:: 2. 

We refer七o[7] for some further results. 

3. A-von Neumann欄Jordan constant 

Let A = (αij) be an m X叫土1matrix， m， n三2，i.e.，αij = 1 or -1. We define 
AωNJ cons七antby 

(5) CA(X) = sup 
2:7=1 Ilxjll2:;fo 

立 111 L:j=l向jXjll2
m L:7=1 IIxjl12 

We consider the following土1matrices as our typical examples. 

(i) Little仰 odmαtrices Ln = (f.ij): 
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R1 = ( -i ) ， Rn+1 = 1 -1 (n = 1，2…) 

Rn 
-1 

-43-



(iii) Admissible mαt巾 esAn口 (αij): 

1 l 

1 l l 

An = I 1 1 -1 -1 (η コ 1，2…)

l -1 -1 

Remark. (i) Let A L1 (the :first Litt1ewood matrix). Then CL1 (X) 
C川 (X).

(ii) Let A = Rn (theルthRademacher matrix). Then CRn (X) = Ct'J(X). 

Theorem 5. Let A 

spαce X (ヂ{O})
(αij) beαηmx川土1mαt1'ix. The叫 fo1'αny Bαnαch 

(6) m州?と}ざの(X)ざη

Theorem 6. A Bαηαch spαce X isαHilbe1't spαceザαndonly if fo1'αny) 1'esp. 
some) n the1'e existsαnmx叫土1mαt1'ix A such that CA(X) = max{l，n/m}. 

Remark. (i) If A is the n-th Rademacher matrix Rn and X is a Hilbert space， 
then CRn(X) = 1. 
(ii) Assume that m 主 ηandCA(X) 1. Then m is even， and for every 
l三j，k ざη(jチ k)we have 

2二町内=。
For the case m < n we have a similar resu1t. 

As the case where CA(X) has a non壮 ivialvalue we have the following: 

Theorem 7. Let X beαBαηαch spαce. 
(i) X is B-convexザαndonly if CA(X) <ηfo1' some m x叫土1mαt1'ix A. 
(ii) X is unifo1'mly non勾 (Bn-convex)ザαηdonlyザCι(X)< n， whe陀 Rnis 
the n-th Rαdemαche1' mαt1'ix. 

(iii) X is unifo1'mly non-squα1'eザαηdonlyザCL1(X) < 2) 1的e陀 L1is the .first 
Littlewood mαt1'ix. 
(iv) X is s叩 e1'-1'efiexiveザαndonly if CAn (X) < n fo1' some n) ，ωhe陀 Anis the 

Tトthαdmissiblemαt1'ix. 
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Weighted Djokovic and the Reversed 1nequalities 

Yasuji Takahashi (Okayama Prefectural University) 

Sin-Ei Takahasi (Yamagata University) 

Shuhei Wada (五isarazuNa七ionalCollege of Technology) 

Abstract. 1n [61， the presen七 authorsconsidered an extension of Hlaw匙a's

inequality on a Hilbert space H in an integral form， and gave the following 

inequality as an application of their extension. 

(WD1) Let Xl， Xz，...， XnεH (n> 3) and μJ 詮 1 (j = 1，2，...， n). Then 

n n n n a 
エ μJ 11 Xj 11 + ( L μ』一 2)11 LμjXJ 11ミ 2μJ 11 Xj -Lμi X i 11 
j=l j=l j=l j=l i=l 

This inequality may be interpreted as an weighted version of Djokovic's 

inequa1i ty. (If μJ = 1 for all j， then this is called Djokovic's 

inequality.) Here we consider an extension of (WD1) and the reversed 

inequality on a Banach space isometric to a subspace of L1
• 

Banach空間 Xのノルム 11 11に関する不等式には様々なものがあり、空間の幾何学的

な性質を特徴づけるものもあれば、任意のノルムで成立する(自明な不等式という)

ものもある。伊jえば、 LP空間 (1<p<∞)における Clarkson不等式やその精密化とみ

なされる日anner不等式からは、 LP空間の一様凸性が導かれる。 ζ れらは 2要素のノル

ム不等式であるために、 L1空間では自明な不等式となっている。実際、 L1空間におけ

る2要素のノルム不等式は、任意の実Banach空間のノルムについても成立する。その

とと辻、任意の 2次元実ノルム空間はvの部分空間と isometricになるという事実か

ら分かる (cf.[5]) 。しかしながら、 Hanner不等式を 3要素に拡張すると事態は一変

する (cf.[3])。実際、 v空間における 3要素Hanner不等式からHlawka不等式を導くご

とができる(逆も真) 0 (Djokovic不等式でn=3のときをHlawka不等式という。)

Hlawka不等式が成り立つノルム空間をlflawka空間と呼ぶ ζ とにすれば、 Hlawka空間に

おいてDjokovic不等式が成立するととは数学的帰納法を用いて示される。ととろで、
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Hilbert空間 Hにおける H1awka不等式は極めて巧妙に証明されるのであるが、 ζ とで

別の証明方法を紹介しよう。まず、 1次元実ノルム空間(実数空間)の場合には、絶

対備の場合分けを考えると、比較的容易に示される ζ とは誰でも分かるであろう。ま

た、 (WDI) のような不等式は、あるノルム空間 Eで成立するならば、明らかにL1 (E) 

あるいはそのすべての部分空間において成立する。任意の可分なLP空間 (1<p;;;玉2)は

じ [0，1] の部分空間と isometricである (cf.[1])から、 Hilbert空間やLP空間で

H1awka不等式が成立するととが分かる。(p>2のときは、 3次元以上のい空間はγの

部分空間と isometricにはならないが、担1awka空間でないかどうかは不明。ただし、

pがある程度大きいときは H1awka空間ではない。)

ここで、小論の自的である重みつき Djokovic不等式とその逆不等式を考えよう。

以下、 EはL1の部分空間と isometric、n> 3 とする。すでに述べた考察から、 E

において (WDI) が成立する乙とが分かる。 ζ のとき、 μJ 話 1 の条件が必要である

ととに桟窓しよう。とのことは、 Xj学 O.Xi 口 o(i *- j) として (WDI) を考えれば

容易に分かる。では、 μj < 1なるものがあるとき、不等式 (WDI) はいかなる形で成

立するであろうか。

定理 1.μj > 0 (j=1， 2，...， n) とする。任意の Xl，Xz......， Xn E E に対し

次の不等式が成り立つ。
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ただし、 μmin  { 1，μ1 ，μh・・・・・， μn } 。

住意.μJ 孟 1 (j=1，2....，n) のとき、 μ1 は最良定数である。 μ>1 で

不等式が成立する ζ とはない。と乙ろで、 μj < 1なるものがあるとき、 μ三五 μJ

が示されるので、定理 1におげる μ はいずれの場合にも最良定数である。定理 1は

(WDI)の一般化であるが、その証明は (WDI)を用いてなされる。実際、。〈 μ<1 

のときに証明すればよいから、 μj/μZ νJ とおくと νJ 話 1 となり、この

νJ に対して (WDI) を適用し少し変形した後に、 o<μ<  1 に注意すると定理 1が

得られる。結局のと ζ ろ、 (WDI) が成立する空間において定理 1が成立する。

( H1awka空間において (WDI)が成立するか否かは、いまのととろ分からない。
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なお、 μo とすれば任意のノルムについて定理 1が成立することは明らかであろ

う。主主 LPのとき、 1< p話 2であれば定理 1は成立するが、 2< p <∞ のときに

最良定数 μを決定することは容易でない。

次に、 (WDI)の逆向きの不等式を考えたい。通例、 C1arkson不等式、 Hanner不等式

あるいはより一般のノルム不等式においても、 Banach空間 Xにおいである不等式が成

立するとき、その逆不等式は Xの dua1space X孝で考えるのが普通である。有名な

棋!としては、 typeとcotypeのdualityがある。しかしながら、ととで考えている不等

式 (WDI) はU笠間で成立するものであるから、その dua1spaceでは自明な不等式し

か得られないであろう。

まず、 (WDI)の逆不等式が成り立つためのweightμJに関する条件を考える。すべ

ての μJが等しいとき、すなわち μ1=μ2= =μn= C > 0 のとき、 Eにおいて

(WDI)の逆不等式が成り立つための必要十分条件は C孟1/(n-1) である ζ とが京され

る。 ζ のとき、 2μμ 』孟 1(j=1，2，...，n)であるが、実は、ごの条件のもとで

(WDI)の逆不等式が成り立っととが示される。

n 
定理 2.νj> 0 (j=1，2，...，n) とする。 1: v 叩 V j話 1(j=1，2，...，n) 

i=1 

ならば、任意の X1， X2，・・・， Xn E Eに対し、次の不等式が成り立つ。
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i=1 

n 
注意 1:V .; 孟 1ならば、上記の不等式は任意のBanach空間で成立するととが

j=1 

示される。また、 (WDI)が成立するようなBanach空間において定理2が成立するとと

も示される(逆も真)。

最後ぱ、定理 1に対する逆不等式を与える。

定理 3. V j > 0 (j=1，2，...，n) とする。任意の X1， X2，....， Xn E E に対し

次の不等式が成り立つ。
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n 
ただし、 2νγJ話 ν (j=1，2，....，n)， 

i=1 

References 

ν 主主 1 。

[1} J. Bretagnol1e， D. Dacunha-Castelle and J. L. Krivine， Lois s七ab1eset 

espaces Lp， Ann. Inst. 茸. Poincare Probab. Statist. 2 (1966)， 231-259. 

[2} Z. D. Djo匙ovic，Generalizations of H1awka's inequality， Glasnik Mat. 

-Fiz. Astromon. Ser. rr. Drustvo Mat. Fiz. Hrvatske 18 (1963)， 169四 175.

[3} A. Honda， Y. Okazaki and Y. Takahashi， Generalization of the Hlawka's 

inequa1ity， Bull. まyushuInst. Tech.， Pure and App1. Math. 45 (1998)， 

9 -15. 

[4} H. Hornich， Eine Ung1eichung fur Vektor1angen， Math. Z. 48 (1942)， 

268-274. 

[5J J. Lindenstrauss， On the extension of operators with finite dimensiona1 

range， Illinois J. Math. 8 (1964)， 488叩 499.

[6J S.-E. Takahasi， Y. Takahashi and S. Wada， An extension of H1awka's 

inequa1ity， Math. Inequa1. App1. 3 (2000)， 63-67 (to appear). 

-49-



Pick function which are defined implicitly and 
extensions of LowneトHeinzinequali七yand FUTuta 

inequality 

Mitsuru U chiyama 

Fukuoka Univ. of Education 

For selfadjoint operators A， B A < B if (Ax， x)三(Bx，x) for every x. 

f : real continuous on 1 in R. f is called a monotone operatoT (OT operatoT monotone) 
function 
if f(A) < f(B) for 811 A， B on all Hilbert spaces such tha七A< B and σ(A)，σ(B) c 1. 
A ho1omorphic function which maps the upper half p1ane II+ into itse1f is called a Pick 
和nction;for instance， 
za (0くα<1)， 10g z， tan z， -1/ z， 
((A -z)-lx， x) (x:切 ctor)，where A is a selfadjoint operator. 

Lowner 
f is a monotone operator function on an open interv81 1 if and only if f has an ana1ytic 

continuation f (z) which is a Pick function 

Especi811y if f(t) is operator monotone on (0，∞) 

f∞ 1 8 
f(t) =α十bt-I (一一一一一一)dV(8)for t > 0， 

Jo 't十 8 82+ 1 
where αand b are re81 and b 2: 0， V is a non-negative Borel measure such that 

f143Edu(s)<∞ 

Example 

-1/(1 + t)，伊(0<α::::; 1)， 1og(1 + t) are monotone opぽ叫orfunctions on [0，∞) . 
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A2::B之oimplies AαどBαfor 0 <α< 1， 
that is， 

AP 2:: BP for p三1，A， B 2:: 0 implies A > B， 

which is called a Lowner・Heinzinequality. 
ButA 三B三odoes not gener叫lyimply A2三B2jactually we have shown that 
if A，B どoand (A十tBn)22:: A2 for every t > 0 and n = 1，丸・…， then AB = BA . 

(1) 

Theorem. (A converse prop. of Lowne吋 feinztheorem)([19]) 
LetO < A < B，αnd let B -A be of finite rank. 
Then the following are equivalen士
(i) AS < BS for some s > 1， 
例 λf(B-A)信仰叩riantfor A， 
向りλf(B-A) is invariαnt for B， 
ω'here N(T)戸 {x:Tx = O}. 
Corollary. Let 0 <A. Then抗efollowingα陀 equ'l叩 lent:
(i)AS三(A十x0 x)S for some s > 1. 
作りAS<(A十x0 x)S for every s > 1. 
(iii) x白 αneigenvector of A. 
Example. Le七A，B be n x n positive semi-definite matrices such that the all entries of 
B -A are the same positive number. Then AS ~ BS for some s > 1 
if and only if AS < BS for all s > 1. 

Chan岨Kwong had posed a conjecture: 
Does A ~三 B 三oimply (BA2 B)1/2 2:: B2 ? 

Furuta inequalities 

A三BどO口今 (Br/2APBr/2)1/qど(Br/2BP Br/2)1/q， 
(Ar/2APAr/2)1/q三(Ar/2BPAr/2)1/q，

where r，p三oand q > 1 with (1十 7・)q三p十r.

(2) 

The essentially important part of Furuta inequlities are the case of p > 1 and (1十ァ)q= 
p十r.
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Ando， FUjii-Fw・uta醐Kameishowed that for pど0，γ;三SどO

AとB=キ (e?iBepAeB)弓F三esB

eA三(e?iAepBe?iA)非主.
(3) 

Recently we gave a simple proof of (3). The essentiaIly important part of these inequalities 
are the case of 8 = T. 

Motivation 
A，B 三0，A2> B2 implies (A + 1)2 2:: (B十1)2，

because AどBfollows from (1). 
But we can easily construct 2 x 2 matrices A， B such that 
(A + 1)2三(B+ 1)2， but A2どB2;
for example， 

(2 1 ¥ (1 0 ¥ A= 1- .1. B= I ~ ~~. 
¥ 1 3 J' ~ ¥ 0 1.94 } 

The above results mean thatゆ(t)= (t1/2十 1)2is oper叫ormonotone on [0，∞)， but 
ゆ(t)口 (t1/2- 1)2 is not on [1，∞). We may say th抗ゆ andψare凶 plicitelydefined 
byゆ(t2)口 (t+1)2 (t三0)and ψ((t + 1)2)口 t2(t言。).

2. New operator monotone functions 
In this paper we consider a functionu(t) represented出

k 

u(t) =日(t十αiFi，(α1 <α2<・・・ <αk，泊三 1，市>0) (4) 

We denote the restriction of匂(t)toトα1，∞)by u+ (t)， which is a non-nega七iveincreasing 
function. 

Theorem 2.1. 
Let us consider a釦nction8 = u(t)， where吋)is defi.ned by (4). Then the inverse function 
U+1(8) is operator monotone on [0，∞). 

Example. 
(1). Set u(t)出 t'Y， (γ三1).Then u了(8)= 刊 isoperator monotone (Lowne吋 Ieinz).
(2). a map : (t十n/α)n→tis o.m. for n三1.
Thus a map : et →t (i.e.， log 8) is operator monotone . 

To see the necessity of condition 泊三 1we give 
Counter example. 
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Set u(t) = t1/2(t十 1).Then u'(t) = kr1/2(3t十 1).
u"(t) = 1t-3/2(3t -1). u"(t) < 0 (0とt< 1/3). 
(U:t1)II(s5 > 0 (0 < s <会).
町l(S)is not operator monotone on [0，∞). 
Theorem 2.2. Let u(t) be represented邸 (4).Set 

り(t)=日(t十bj)入j，b1く b2<・・・ <bl， 0 <入j

Then， if the following conditions 

(5) 

α1 <b}， :L入.j<世十...十悦おr1 < i < k， whereα州ロ∞ (6)
bjく向+1

aresa七isfied，a functionゆdefinedon [0，∞) by 

ゆい(t))= v(t) (一α1<t)， that is， ゆ(s)口 v(u+1(s)) (0 < s) 

is an operator monotone五mctionon [0，∞). 
Theorem 2.3. Let u(t)， v(t) be functions defi.ned by (4)，(5). Suppose that condition 
(6) Is satisfied. Then， if 0 <β三α，a functionゆon机∞)defi.ned by 

。(包(t)eot)口 v(trest(-αl:::;t<∞ O<rざ1))

is operator monotone on [0，∞). 

Corollary 2.4. (l-parameter family) Let u(t)， v(t) be functions given by (4)，(5). 
Then f(t) :こり(t)士isoperator monotone， where A 叫ん十...十入ゎ
and a function科(s)on [0，∞) defined by 

科(u(t)f(tYeot)ロ f(tY十T

is operator monotone if 0くr，0:::; O!， 0:::; c :::; 1. 

約 (s)defi.ned by 
ψr(u(t) (v(t)eαty) = (v(t)eoty 

is operator monotone. 
3. Extension of Fur悩ainequality 

Lemma 3.1. Letゆ(t)三obe an oper抗ormonotone func七ionon [0，∞). Let k(t) be a 
no任 negativeand increasing function on an interval 1 C [0，∞). Suppose 

ゆ(k(t)t)口 t2 (tEI). 
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Then 
sp(A)，sp(B) c 1 A三B 口今ゆ(B1/2k(A)Bl/2)どB2.

針。。ょ Letus assume that sp(A) ， sp(B) are in the inte巾 rof 1， that is， A and B are 
invertible. By making use of a connection σcorresponding to仇wehave 

Bーをゆ(B九(A)B!)BーをコB-1σk(A)

三A-1σk(A)= A-1ゆ(Ak(A))口 AどB.

Lemma 3.2. Let {科 :γ>O} be a one-param蜘 familyof non-negative functions on 
[0，∞). Let f(t)， h(t) be non-negative strictly increasing functions on an interval J. If for 
a fixed real number c : 0 < c < 1， the condition 

私(h(t)f(tt)= f(ty+r (t E J; r > 0) (η 

is satisfied， then 

ゆ'c+2r(Sゆ;l(S))= S2 (s in七herange of f(t)C付). 

Theorem 3.3.(Essential inequality) Let {科:r > O} be a one-parameter family of non-
negati刊 operatormonotone functions on [0，∞). Let f(t)， h(t) be non-negative strictly 
increasing functions on an interval J. Suppose that for a 日xedc condition (7) is satisfied 
and that sp(A) ， sp(B) c J. Then 

f(A)三f(B)斗科(f(Bt/2h(A)f(B)ゆ)三f(B)C円 (8) 

Proof.For 0 < r < 1 (8) follows in the same way as Lemma 3.1. We next assume (8) 
hol也 forall r : 0 < r < n. Take any r :η< r < 2n and fix it. Because of r;c < n， we have 

砂子(f(B)守.!:h(A)f(B)千)三f(B)宇.

Here we simply denote the lef七handside by H and the right hand side by Kjclearly 
H三K.Set 1 := {f(t)弓旦:t E J}. Then 1 c [0，∞)， sp(K) c 1 and sp(H) c 1. It follows 
from Lemma 3.2 that 

ゆr(ゆ手(s))= s2 for s E 1 
Thus we can apply Lemma 3.1 to get 

科(K川手(H)Kl/2)三kh

which means 
ゆr(f(B)~h(A)f(B)~) 三 f(B)件r ロ
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The following is a generalizati∞of Furuta inequality (2). 

Theorem 3.4. Let {科:r > O} be a onかpararneterfi叩illyof no恥negativeope附 or
monotone functions on [0，∞). Let f(t)， h(t) be nOIトnegativestrictly increasing functions 
on叩 intervalJ， and 
l剖 f(t)operator monotone. If for a fix:ed c， condition (7) is satisfied出en

sp(A) ， sp(B) c J， AどB=今
世'r(f(By/2h(A)f(By/2)三f(BY判. (9) 

We explain that七heabove七heoremincludes Furuta Inequality. Let p 三1，and define 

f(t) = t， h(t) = tP (0三t<∞).

Define a one-pararneter farnily of operator monotone functions仏:r > O} by 

科(t)口 t持 (0< t <∞)・

Then 
供(h(t)f(ty)= t1十r= f(t)l十r

Thus (7) and 0七herrequired conditions in Theorem 4.3 is satisfied. Therefore， from Theか
rem 4.3 it follows th抗

A三B三o=今 (Bげ2APB1/2)持主Bl+r.

If q(l十r)三p十円 take入suchthat 

、、z
，Jnu 
--品，，E・‘、

T

一T

十
一
十

1
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一PA

ー
八一一

1
一q

Then (10) impli四
A三Bさ0=今 (Br/2AP B1/2)泊三B午.

This is just the Furuta inequality. 
Corollary 3.5.(8ee Cor. 2.4) Let u(t)， v(t) be functions given by (4)，(5). 8et J(t) = 
v(t)士， where A = .A1 + . . .十九.Define a function科(s)on [0，∞) by科(1L(t)f(t)匂αt)= 
f(t)c+r. If 0 <η 0<αo  :::; c :::; 1， then A三B三一α1 口今

科(f(B)~u(A)eαAf(B)~) 三 f(BY十r

4. Extensions of expone凶 ialtype operator inequality 
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Theorem 4.1. Let {c，or : r > O} be a onかparameterfamily of non-negative operator 
monotone functions on [0，∞). Let f(t)則的)be no距 negativestrictly increasing func-
tions on an interval J. If logf(t) is a non-constant operator monotone function on the 
interior of J， and if the condition 

ψr(h(t)f(ty) = f(ty (t E Jj r > 0) (11) 

is satisfied， then 

sp(A)，sp(B) c J and A三B
斗 c，or(f(By/2h(A)f(By/2)三f(BY. (12) 

Corollary 5.2. Let 0 < f(t) be a耐 ictlyincreasing function on an interval J. If log f (t) 
is an operator monotone function on the interior of J， then for r > 0， p > 0 

sp(A) ， sp(B) c J， A三Bキ
(f(B) ~ f(A)P f(B)~) p+rさf(BY. (13) 

Corollary 5.3. (Concrete extension of (3)) If α，p，r> 0， then A三B三一α1斗

[(匂(B)♂B)~ (u(A)eαA)p (u(B)♂B)引かど (u(B)♂By.

Coroll町 y5.4. For p ど1 and αa，s どo 1悩e凶tψ糾r(いs)川(r> 0町)b加e姐 O叩pe位ra抗，to凹r江mo∞工n∞l拘O抗七初加Oα∞n
function on [0， ∞叫)d制efi日fine凶e吋db句y伊約糾叫帥rベ冷.(や(かt包仰刷Lパ巾(tωtの)v咋(肋t功ずず加似y川μre<百eぷ(叫rけ勺.うη}り)= '1.υ仰刑lべ収利(t助tの)resβr (山 一叫 ThenA 三B 三
一α1斗

c，or((v(B)eβB)~ (匂(A)eαA)(v(B)esB)わどい(B)esBy.
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On the characterization of 2 x 2 p-contraction matrices 

Kazuyoshi Ok由。 (HokkaidoUniversity of Education Sapporo) 

Joint work with Ilya Spitkovsky (College of William叩 dMary) 

Abstruct 
We give an explicit description of all p-contractive (in Nagy-Foia~ sense) 2 x 2 
matrices. This description leads to the formulas for p-numerical radii when the 
eigenvalues of such matrices either have equal absolute values or equal ( mod π) 

arguments. We also discuss (natural) generalizations to the case of decomposable 
operators with at most 2-dimensional blocks covering， in particular， the quadratic 
operators. 

1.はむめに
ρ>0に対して nXη 複素行列 Aがp縮小行列であるとはκコcnなるヒノレベ
ルト空間κとその上のユニタリ作用素 Uがあって、

An口 ρPUnlcn (n l，2，---) 

が成り立つこととする。ここでPはκからcnへの直交射影作用素である。
この概念はS.-Z.Nagy and C. Foia~ によって導入された([5，6]参照)。そこで示され
たように行列 Aがp縮小であるための必要十分条件はhE CぺzE ]]J)口 {z:Izl < 1} 
に対して、

¥
}
ノ

4
2ム
• τ
i
 

f
s
k
 

(p -2)II(I zA)hll2十2Re((I-zA)h， h)三0

である。条件(1.1)から、 σ(A)をAの悶有値全体の集合とするとき、

(1.2) Aが p-縮小=今 σ(A)C]]J) 

がいえる。 Holbrook[3]によって、 η ×η 行列 Aに対して、 ρm半径 ωp(A)が

~A が p- 縮小行列}
ア

ωρ(A)口 inf{r> 0 (1.3) 

によって定義された。(1.1)から、

(1.4) ωp(U* AU)己切p(A)for any unitary U 

ωp(cA) = lclωp(A) (c E C) 

がいえる。

Ando and Nishio[l]で、

(1.5) ωp(A)はPE (0，∞)に関して非増加関数

pωp(A)口 (2…ρ)ω2-p(A)，0 <ρ<2 

が示された。
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したがって、ここでは、 ρ三1について考える。また、 [3]で切l(A)口 IIAII，
向 (A)=ω(A) (Aの数域半径)、即ち、

ω(A) = sup{I(Ah， h)1 : Ilhll = 1} 
そして、

ω∞(A) :口丸町(A)= r(A) 

(r(A)口白紙{I入1:入Gσ(A)} Aのスベクトル半径)が示されている。

2.ρ縮小 2x2行列
一般に nxn行列がρm縮小行列であるかどうかを判定することは容易で、ないが、
2x2行列に関しては次のことが分かっている (Nakazi and Okubo [7])0 (1.2)、(1.4)
から、 2x2行列は

(2.1) 
ー，
2
2
1
2
1
J

P
し

7
h
υ
α
o
 

r
e
s
-
S
2
2
2
2
L
 

一一A
 

α，b E[))の形をしているとしてよい。

Theorem.α，bE[)):口 {zE <c 1 Izlさりとする。このとき、 ρ三lとするとき、 A
が p-縮小行列であるための必要十分条件は

l{p+(1-ρ)a(} {ρ+(1-ρ)b(} -abl(12 12 
(2.2) icl2十 |α_bl2三jnfi ぐEID>ョ ρも '

(2.2)の右辺の Dは[))としてもよく、したがって、

(2.2)の右辺= _ }!1iI! _ 
__ Iz( B) +ρx-1十前(ρ-2)x12 

一π壬8壬π，0壬z壬1

ただしz(B) = (1 -p )(beiB十百e-iB) となる。

Problem.上の最小値は単位円周上でとるか、すなわち、 Ixl口 1で最小値をと
るか。

とのことは，幾何学的には、原点を中心とする楕円 E= {z(B) π三B<s:けを
H = {ρx-1 + ab(ρ-2)x x ε(0，1])に沿って動かすとき、原点からの最短距離
が最後の椅円 (x= 1のとき)上にあるか、ということである。このことは肯定的で、
次の結果を得る。

Theorem 2.1. pど1とする。このとき、 Aがp縮小行列であるための必要十分条
{牛はiα1，Ibl <s: 1でかつ、

Icl2什α bl2三出!l_ Iz(B) +ρ+ ab(p -2)12 
一π<B<tr

ただし、 z(B)口 (1…ρ)(beiB十ae-iB)とする。

3.臨有値が円周上にあるとき
固有{直が円周上にあるとき、即ち、 iα1=Ibl (= R)となるとき、 R=Oならば、
Aがρ-縮小であることは、|凶clご壬三 pと向{値直であることが知られている(巾[1，3司i参照、)0。

とのことはA=[ロ;;4l 山)に附対して、 叫山叫(μ凶A刈)口寸咋iドIcl仰|
て、 R>Oの場合を考えればよい。
Theorem 1から次のことがいえる。
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Theorem 3.1. Pとlとする。 iα1= Ibl(口 R)> 0のとき、 Aが p-縮小行列である
ための必要十分条件は R::;lで

|引α_b12三jW1一(p-2)R内_bl2 

+(組問{ojW1十(ρ-2)R)1α÷い (ρ-叫2
が成り立つことである。

Theorem 3.1のCorollaryとして次のことがいえる。

Corollary 3.2.ρ三lとする。 iα1= Ibl(口 R)> 0のとき、
fり icl . 1α十bl< (p -1)1α_ bl2ならば

間 町(斗(十la副(トムiAij)
。り その他のとき

(3.2) 
Q十、/Q2--4p(p… 2)R2 

ωp(A)=2ρ 

ただし、 Q= icl + (ρ-1)何十blである。

特にp=2のときは、 (3.1)，(3.2)はJohnson，Spitkovsky and Gottlieb [4]によっ
て得られており、次のようになる。

i一一豆町聞、/ic12+ 1α-bl2 J 1α-bl ω2(A) = { 
I 1cl十iα+bl

if icl・|α十bl< 1α-bl
2 

その他

4.盟有値が直線上にあるとき

Theorem 4.1. P ~ 1として、 o;bE lRとする。とのとき、 Aが p縮小行列で、ある
ための必要十分条件は iα1，Ibl ::; 1で

icl2什α
_
bl2 ::; (p十(p-2)品一 (ρ-1)1α十bl)2

が成り立っととである。

このことから、次の計算ができる。

Corollary 4.2.ρ三lとして、 o;bE畏とする。このとき、

切 p(A)
P ÷、/p2-4ρ(p -2)砧

2ρ 
ハ
U円。



ただし、 P口 (ρ-1)1α十bl+ν/凶作 IO:=bl2である。

ρ口 2のとき、

何十時十、!lcl2+ 1α-bl2 
ω2(A)口 V2

となるが、このことはJolmson，Spitkovsky and Go七tlieb[4]によって知られている。

5.一般化
2-4章はユニタリー不変の形で書くことができる。実際、 (2.1)の形の行列 Aに対
して次のことが一般的にいえる。

(5.1) 

したがって、 (2.2)は

iαbl2 
|α12十Ibl2+ Icl2口 IIAI12十一一

IIAI12 

(5.2) 
iαbl2 n Tl 1_  IIAW十一一万一2R巾b):::; min Iz(O)十ρリ b(p…2)12
IIAII 一一π壬8釘

となり、仮に a:bE lRならば、 (5.2)は

|iAii-11三P十(p-2)砧…(ρ-1)1α十bl
IIAII 

R2 
となる。また、 |α1= Ibl=Rのとき、 (5.1)から、 Icl= IIAIトーーとなり、 (3.1)，(3.2)

IIAII 
はこれを使って表すことができる。これらの話を、より一般的な形の行列に拡張し
よう。

行列 Aがある複素数p，qで

(5.3) A2 +pA十qI= 0 

を満たすとき、 Aはquadratic行列とよばれる。 quadratic行列 Aに対して次のこ
とがいえる。

Theorem 5.1. A(チ0)をquαdr叫日行列として、 α，bを Z2十pz十q=0の根
とする。このとき、 ρ三1に対して、 Aが p縮小行列であるための必要十分条件は

iα1，lbl三1で

|同ql2 一.一
i桝|レ凶凶A利4制的ザW+一寸 三幻2R恥阿e(凶州α品州bめ伽)汁十 mln 肘p什十αωb(ρ一2勾)一(ωp一1卵)(川(伊beωi8+百批a:e-i戸一→刊iωη0行)
IIA引11 一π巧壬8三釘付

となることである。

(5.3)で、係数p，qが実数ならば、その根 αぅbは実数か複素共役だから、 3，4章のこ
とを一般化して次のρ一半径ωρ(.)の式を得る。
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Theorem 5.2. A (チ0)を (5.3)の係数 p，qが実数である quadratic行列とする。
このとき、 p三1に対して、

fげさ 4qまたはれ (IIAII+古)2 _ (p -1)2 (字ーがのとき

(5.4) ωρ(A) 
Sp 十 fS~ …匂((J'-"-2)q 

ここで

Sp口 (ρ-l)lpl十IIAII-ーし
IIAII 

とするo

(ii) (i)以外のとき、

叫(かヂ(何十ゾト1)(5.5) 

ただし、

T ρ 

とする。

Sp = (ρ-2)lpl十S2だから、

れ 4qまたはp2~ ( IIAII十土)2 _ max{l， (p _ 1)2} (生_p) 2 
一¥IIAIIノ ¥/

をみたす払qに対して

切2(A)十 (叫伸明pl)一仰 2)q
ωp(A) 

きシ」のnυ >一S
 

こ

d

特一一円A
h
A
 

-，、
l
j

h
p
a
h
-
宅
&

ょん、

/
i
k

'
戸
}

一向(A)+、/叫(A)2十ρ(p-2)8 
切p(A)一 ρ

(ii) A2 = pA{p モ~)のとき

ωρ(A) 
2ω2(A) + (p -2)lpl 

ρ 

|IAII+(ρ l)lpl 
ρ 

がいえる。最後の2つの式は 8= 1， p = 1として Andoand Nishio出で得られて
し、る。
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For the Fourier convolution，七heYoung's inequality 

IIf * gllr ::; IIfllp IIgllq (1) 

for f E Lp(Rn)，g E Lq(Rn) and for r-1 = p-1十q-1_ 1 (p， q， r > 0)， is fundamental. Note， however， 
th叫 forthe typical case of f，g E L2(Rn)， inequali七Y(1) is not valid. In a series of papers [4，5，6] (see also 
[1]) the first author obtained the following weighted Lp(p > 1) inequality for convolution 
Proposition 1([7]). For two non叩 nishingcontinuous functions Pj E L1 (R) (j = 1，2) the following 
Lp(p> 1) weighted convolution ineq凶 lity

11 (日(凡附(乃ω恥M向ω2))(Ip附11い*Ip凶内州ω21幼が1リ)~トい汁叶→ぺ-111 壬11伊F凡刊叫111北九IIL叩pバ川{伺R
p 

holds for Fj E Lp(R， 1ρ'jl)(j = 1，2). Equality holdsザαndonlyザ

月(x)= Cje日X

ωhereαis αconstα叫 suchthat eC>x E Lp(R， 1ρ'jl) (j口 1，2).
Unlike the Young's inequality， inequality (2) holds also in case p = 2. 
In many cases of interest， the convolution is given in the form 

ρ2(X)三 1，F2(X) = G(x)， 

where G(xーと)is some Green's function. Then inequality (2) takes the form 

11 (Fp) * Gllp壬lipidtliFILA|川IGllp
'

where p， F， and G are such that the right hand side of (5) is finite. 

Inequality (5) enables us to estimate the ol均 utfunction 

にF(c)p(伸一。dc

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

in terms of the input function F. In this paper we are interested in the reverse type inequality for (5)， 
namely， we wish to estimate the input function F by means of the 0凶p凶 (6).This kind of estimates is 
important in inverse problems. Our estimate is based on七hefollowing reverse Holder inequality 
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Proposition 2 ([2]， see αlso [3]， pαges 125-126). For two positi叩 functionsf and 9 satisfying 

O<m<l<M<∞ 
g 

(7) 

on the set X，αndforp，q > 0， p-l十q-121y

(L刈p(!x仰 )q三442)Lft向， (8) 

ザtheright hαnd side integral converges. Here 

p-tq-t 内1-t)Z
(l-ar (1ーザ

Ap，q(t) 

A general reverse weighted Lp convolution inequali七，yis given as follows: 
Theorem 1 Let F1 and F2 be positive functions sαtisfying 

(9) 

Then for any two positive functionsρ1 αnd P2 belonging to L1 (R) ωe have the reverse Lp一切eighted
convolution inequality 

xER. 
1. 1. 

o < m~ ::; F2(X) ::; M{ <∞， 
1. 1. 

0< mi ::; F1(x)三M{<∞， 

11
仰の(乃内))(plザ -lll

p
~ {Ap，q (定詰)} 

-~ 

IIF:山 (10) 

Inequality (10) and others should be understood in the sense tha七ifthe left hand side is finite， then so 
is the right hand side， and in this case the inequality holds. 
Let ρ2 == 1， and F2(xーと)口 G(xーと)be a certain Gree山 function.In formula (10) taking integration 
with respect七ox企omc to d we arrive at the following inequality 

l
d 

([:  
F(と)p(と)G日 )dc)Pdx 

三{Ap，q(号)}吋乙ρ臼)ザ (11) 

for posi七ivecontinuous functions ρ， F， and G， satisfying 

(12) cE R. 

Examples: 
The first order differential equation. The solution y(x) of the first order di宜ere凶 alequation 

x E [c，d]， O <77zt三F(ご)G(xーと)三Mt，

(入>0) y(O) = 0， 

y(x) = 1
x 
F(t)e-λ(x-t)必

y'(x)十入y(x)口 F(x)，

is represented in the form 

80 we shall consider the in七egraltransform 

的)口1
x
F(t) p(t)e-λ(x-t)dt 

(13) O <77zt壬F(t)e-λ
(xーのさ:Mi

F
h
υ
 
£
U
 

The condition (12) reads 



It will be satisfied for 0 :$ t :$ x :$ d <∞， ifwe have 

Take 

then we have 

O <mteλd一泊三F(t)三lute一円
1 _ M 

O<d<一一log-.
p入 m

G(x) = {~~コ <1>O ，

rdーと r~-λ九eλp~eApc， eく C
I GP(x)dx = { 1…JJd 山 h

ん-c l k-').γe叩 c，t;>C 

Thus the inequality (11) yields 

ld fP内附(伊糾z吋)(lXルρμz二〉〉pバ仰刷仰仰(t例榊t吟肘付)d凶d必t)
寸

ど斗{Ap払仰川，qベ(号引)け}
-P ;p [(け

+ ldρdシ〉FFp吋町切W側(ぽωゆ制附Eοω似)p以pバ(
Here we assume th抗 pis a posi説明 con色inuousfunction on [0， d]， and F satisfies (14). 
Picard transform. Note that !e-1x-tl is the Greer向 functionfor the boundary value problem 

y -y = 0， 25T∞y(x)口 O.

80， we shall consider the Picard transform 

制 =i乙F(t)p(t川相
Since 

eαe1tl :$ e1x-tl :$ eαe1tl， Ixl:$ a， 

we see th抗 thecondition (12) 

is valid if 

We have 

O<mまさF(t)e-1x-tl三lMt，

O <77zhαe1tl:$ F(t):$ Mie-αe1tl， t E R， 
1 _ M 

Oく α<一一log=-.
2p 
..0  

m 

lf;tfphldz (辛口-
e-pd] ， tく C

E子[ePd-ePC] ， t> d 
e戸町pc+ePd-pt_~ c<t<d 

Thus， for-α ざc，d三αtheinequality (11) yields 

l
d 

fP(x) dx :2::毒(に仰刷州)dザd
[ト(かドf
戸一叩PμC一e-pd) [C

oo 

FP(t)p(t)ePtdt 十(e♂pd _ ePμ竹cつ叫)叫100∞F附P吋叩明(t仲仰州附tの伽似)p以pバ(
十ldρμd~〉川FP門P吋(附(ヤept円pμ仲内pt-pc+ト門一叩p

for a positive continuous function p， and for a function F satisfyi珂 (17).
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(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 



Heat equation. We consider the Weierstrass transform 

山)口ょにF制)叫(一見当d乙 (19) 

which gives the formal solution u(x， t) of the heat equa七ion

Ut = ，6. u on R+ x R， 

subject to the initial condi七ion
u(x， 0) = F(x)p(x) on R 

Let 

14t. M 
zε卜叫 cE [-叫 α刊さv;log言

針。m
¥
1
1
1
1
/
 

内

L

M
'
n
v
m
 

十
一
必
α
一

/
I
t
-
-
¥
 

D
A
 
x
 

ou 
<一
¥、
E
1
1
/
'

q
A

一

作
P

、一二4
Z

一

f
l
i
t
¥
 

D
A
 
X
 

白
U<… 

句

i

we have 

0<mkF(と)e寸見町三Mt，
if 

mt吋 (20) 

We have 

fぺ-4dz=任 rerfVP~口しば必UI!
ぺ vp r-- 2ゾt --- 20 J 

Therefore， for -a ~ c < d三α，the inequality (11) yields 

ld 仰仰川川，t)Pのが)P陀P
LかかP門(臼ωゆ刷附附と心ω似似)p以胤附ρバd刷(臼ωE心)[ぽf号戸 -eベ7114 (21) 

for a positive continuous function p on [-b， b]， and for a function F satisfyi珂 (20)
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Abstract In出isa1'ticle， we fi1'sもp1'oveweak and sも1'ongconve1'gence出巴o1'ernsfo1' 1'esolvents of 

acc1'etive ope1'aもo1'sin Banach spaces. Nexも， we p1'ove weak and sも1'ongconve1'gence もheor官 nsfo1' fini七日

families of nonexpansive mappings in Banach spac己s.Finally， using出巴se1'esulもs，we conside1' the convex 

minimization p1'oblem of finding a minimize1' of a p1'oper lower semicontinuous convex function and tl児

島田ibilityproblem by convex combinations of nonexpansive 1'eもracも10ns.

1 はじめに

HをHilberも空間とし，gをHから(ー∞7∞]に植をとる prope1'で凸な下半連続関数とする.このとき，

min{g(x) : x E H} 

という凸最小化問題を考える.このようなgに対して，H上の集合値写像agを，x EHに対して，

θg(x) = {x* E H : g(y)きg(x)+(x*，y-x)，yεH} 

で定義し，これをgの劣微分と呼ぶ.H上の集合傭埠像ACHxHは，任意の

(XbYl)， (X2，Y2)εAに対して，

(Xl -x2， Yl Y2)きO

を満たすならば，増大であるといわれる.Aが増大であるならば，入>0に対して，AのE巴solventが

Jλ ロ (I十入A)-l

(1) 

で定義される.増大空手像Aが，すべての入>0に対して，R(I十入A)=Hを満たすならば m-増大とい

われる.ただし，R(I +入A)はI十入Aの値域を表す.properで凸な下半連続関数g:H→(一∞3∞]に対
して，その劣微分θgはm…増大になることが知られている.

(1)の解を求めるよく知られた方法として， Marもinet[9]によって導入されたp1'oximalpoint algor・ithm

というものがある.このアルゴリズムは， 1'esolv巴nもみに関係がある.すなわち，

ふ…gmin{g(z)せjjz-xII2 : z E H} 
である (Moreau[10]を参照せよ). p1'oximal point algor・iもhmとは， {入n}C (0，∞)とするとき，Xo E H 

を初期点とし，

Xn+lコ Jλ"xn (n=0，1，2，...) 
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で帰納的に点列{Xn}を生成し， (1)の解を求める点列的構成法のことである (Rockafell紅 [11]を参頴せよ). 
我々はまた制約可能性問題というつぎの問題を知っている.{gl， g2， • • • ，gn}をHから(…∞，∞]に値をと
るproperで凸な下半連続関数とする.このとき，

g;(X):::; 0， i = 1，2，・，n

を満たす XEHを求めることである.

一方，我々は，非拡大写像Tの2つの不識点近似法を知っている.Halpern[3]によって導入された点列

的近似法

Xo = X εH， Xn+lロ αnX十(1ー αn)Txn (n口 0，1，2，・・ ) 

と，あとはMann[8]によって導入された

Xoロ XE H， Xn+l =αnXn十(1-αn)Txn (n = 0， 1，2，・・・)

の近似法である.ただし， {αn} C [0，1]である.

ここでは， HalpernとMannによって導入された点列的不動点近似、法を用いて，まず初めに， Banach空

間における増大作用素のresolventsに対する弱及び強収束定理を証明することである.この後，有限個の非

拡大写像に対する弱及び強収束定理を証明する.最後に，これらの結果を用いて， properで凸な下半連続

関数のffilmmlzer・を求める凸最イ¥化問題と，非拡大レトラクトの凸結合によって解かれる縦約可能性陪題

を考える.

2 準備

EをBanach空間とし，E*をその共役空間とする.xE EにおけるX*E E*の値をX*(X)または(X，X*)
で表す.Eにおける点列{Xn}がzに強i区東することをXn→zで表し，弱収束することをXn---' Xで表す.
Eの凸性のmodulusoは， 0:::;ε:::;2となる Eに対して

f 1 Ilx + YII . 11_11 <' 1 11..11 <' 1 11_ ..11 '> _l o(ε) = inf 11-ーす一・ IIXII~ 1， IIyII ~ 1， IIx -yllきεト

で定義される.B叩 ach空間Eが一様凸であるとは， ε>0に対して，o(ε)>0がつねに成り立っときをい

う.Eの元Z に対して，

J(x) = {x*εE* : (x， x*)コ IIxII2= IIx*II2} 

が定義されるが，この JをE上の duali句写像という.Uニ {xE E : IIxll = 1}としよう.このとき，
x，y εUに対して，極限

lim j|叶叫I-IIxll
tー+0ι

(2) 

を考えよう.EのノルムがG品eaux微分可能であるとは，任意の x，yεUに対して， (2)がつねに容在する

ときをいう.Eのノルムが一様にG批eaux微分可能であるとは，任意の yE Uに対して， (2)がxE Uに

関して一様に収束するときをいう.EのノルムがFrechet微分可能であるとは，任意の XE Uに対して， (2) 

がYE Uに関して一様に収束するときをいう.EがGateaux微分可能なノルムをもてば，E上のduality
写像は一価写像になる.

EをBanach空間とし，ACExEとしよう.Aが増大作用素 (accretiveoperaもor)であるとは，

(Xl，Yl)， (X2，Y2) E Aに対して，つねに(Yl-Y2，j)きOとなる jεJ(Xl -X2)が存在するときをいう.
ただし， JはEのduality写像である.EをBanach空関とし，ACExEを増大作用素とする.このと
き，すべての入>0に対してD(A)C R(I十入A)が成立するならば，Aは値域条件 (rangecondition)を
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満たすといわれる.このとき，A-10 = {X E D(A): 0 εAx}とAのresolvenもみの不動点の集合F(み)
の関には

F(Jr)ロ A-
10

という関係がある.

3 Resolventsの収束定理

この節では， HalpernとMannの不動点近似法のアイディアを用いて， resolventsの収束定理を述べる.

定理3.1[6] Eを一様Gaも旬以微分可能なノルムをもっ一様凸なB叩配h空間とし，ACExEを値

域条件を満たす増大作用来とする.CをEの空でない閤凸集合で

D(A)C C C r gOR(I十 1'A)

を満たすものとする.Xo = X E Cとし，

Xn+l =αnX + (1-αn)JrπXn (n=0，1，2，・)

とする.ただしいn}C [0，1]と{1'n}C (0，∞)は li~_an = 0， I:: an =∞， lim 1'n =∞を満たすもの
n-iト目 n=O n-iド00

とする.このとき，A-10 #ゆであるならば，{xn} は A- 1 0 の元U に強~文束する.ここで， Px= uとおく

と，PはCからA-10の上へのsunnynonexpansive retractionである.

定理3.2[6] EをFrechet勝士可能なノルムをもっ一様凸なBanach空間とし，ACExEを値域条件

を満たす増大作用素とする.CをEの空でない間凸集合で

D(A)C C C T CDR(I+TA) 

を満たすものとする.Xo X E Cとし，

Xn+lコαnXn十 (1-αn)Jr"xn (nロ 0，1，2，・・・)

とする.ただし， {αn} C [0，1]と{1'n}C (0，∞)はlimsupanく1， liminf 1'n> 0を満たすものとする.
n-iトC口 n-iト00

このとき，A一切手ゆであるならば，{xn}はA-10のある元Uに弱収束する.

定理3.1および定理3.2の誼接的結果としてつぎの2つの定理が得られる.

定理3.3 HをHilbe対空間とし，A: H →2Hを極大単調作用素とする.XoコxEHとし，

Xn+lな αnX十(1-αn)Jr"xn (nロ 0，1，2，...) 

とする.ただし， {αn} C [0，1]と{1'n}C (0，∞)は l~_an = 0， I::anコ∞ lim1'nコ∞を満たすも
口一+oo o n-4ト出コ

のとする.このとき，A-10 #ゆであるならば，{xn}はA-10の元Uに強i収束する.ここで，Px=uとお
くと.PはHからA-10の上へのm色むicprojectionである.

定理3.4 HをHilbert空間とし，A: H→2Hを極大単調作用素とする.Xo:コxEHとし，

Xn+l =αnXn + (1αn)Jr"xn (n=0，1，2，...) 

とする.ただし， {αn} C [0，1]と{1'n}C (0，∞)はlimsupanく1， liminf1'n>Oを満たすものとする.こ
n-令00 n-+oo 

のとき，A-10手ゆであるならば，{xn}はA-10の克也に弱収束する.

定理3.3およU淀理3.4そ用いて，凸最小化問罵の解を求める proximalpoint algor・ithmを議論すること

ができる.
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定理3.5 HをHilber七空需とし，f: H→(一∞3∞)をproperで下半連続な凸関数とする.Xo = X E H 

とし，

un=a:ttn(f(z)十五七Ilz-Xn1l2} ， 
Xn+1コαnX十(1-αn)Yn (η0，1，2，・・・)

とする.ただし， {αn} C [0，1]と{rn}C (0，∞)は limanこ 0，2:an =∞， lim rn =∞を瀧たすも
nー十四 n=O n-lト00

のとする.このとき， (θ1)-10 =f.ゆであるならば，{Xn}は(θf)一10の元uに強収束する.ここで，vはz
に一番近いfのminirnizerである.さらに，

f(xn+r) -f(v) :C an(f(x) -f(川王子IIYn一州Yn-Xnll 

が成り立つ.

定理3.6 HをHilber七空間とし，f: H →(一∞，∞]をproperで下半連続な凸関数とする.Xo = x E H 

とし，

Yn &:ttn(f(Z)十Etiiz-2412)3

Xn+1 =αnXn十(1-αn)Yn (η= 0，1，2，・・・)

とする.ただし，{xn} C [0，1]と{rn}C (0，∞)はlims叩 αnく1， liminfrn> 0を満たすものとする.こ
n目今00 n-lト00

のとき， (δ1)-10手ゆであるならば，{xn}は(8f)-10の元uに弱収束する.さらに，

仇+r)-f(山口(f(Xn)-f(v)) +半 IIYn-vllllYn -xnll 
が成り立つ.

4 有限個の非拡大写像に対する収束定理とその応用

高橋ー下地 [16]，庫芝"高橋 [1]は， Crombez[2]や高楠輸出村 [17]とは違う形の不動点近{説法によって凸

制約問窟を研究した.彼らの定理を述べる前に3その問題を解くために麓要となるある写像を定義しよ

う。 CをBanach空間 Eの閉凸集合とし、 T1，T2，・・・ ，T，.をC上の牢像とする。また、 α1，a2，・・・，α7・を
O三αi:C1(iロ 1，2，・・・ ，r)となる実数とする。このとき、つぎのように定義される写像W はT1，九ぃ・ ，T，

とα1，α2，・・・ 3αrによって生成される W 写像といわれる [15].

SlX =α1T1X+(1-αr)X， 

S2Xコ α2T2S1X十 (1-α2)X，

Sr-1 =αr-1Tr-1Sr-2X十(1一角・-l)X，

WX=αrTrSr-1X十 (1-αァ)X.

この W-写像に対してつぎの定理が証明できる.

定理4.1 E を狭義凸な Banach 空需とし、 C を E の閉巴集合とする • T1，九ぃ.，T，.をni=lF(T;)=f.ゆ
となる C上の非拡大空手保とし;α1，α2，・・・，αγ を0<αi< 1 (i = 1，2，.・・，1・-1)， 0 <αr :C 1となる実数

とする.WをT1，T2ド・・ ，T，.とα1，α2，・・・ 3併によって生成される W 写像とする.このとき

F(W)コnF(れ)
噌'ム
ワ
i



が成り立つ.

高橋m下地[16]は定理4.1を用いてつぎの定理を証明した

定理 4.2 E を一様凸で， Frechet微分可能なノルムをもっ B叩 ach空間とし、 C を E の閉凸集合と

する.ゴi，T2γ・・ ，Trを ni=lF(T;)手ゆとなる C上の非拡大空手像とし， α1.α2，.・・ 3αTをo<α<  1 
(i = 1，2ぃ・，7'-1)，0<αr:::; 1 となる実数とする.W を T1 ， T2 ， ・・ • ，Trとα1.α2，.・・ 3α7・によって生成

される W写像とする.このとき、任意の zε01::対して，{Wnx}はベ=lF(T;)の先に璃収束する.

この定理を凸制約問題に応用するとつぎの形になる.

恕理 4.3 Eを一様凸で， Frechet微分可能なノルムをもっ Banach空間とし、 CをEの閉凸集合とする.

01，02，.・・ ，Orをベ=10i手ゆとなる非拡大 1・etractsとし、乃(i= 1，2，・・・，7')を Cから Oiへの非拡大

1・etracもlOnsとする.またα1.α2，・・・，αrを0<αi< 1 (iヱコ 1，2，・・・，7'-1)，0<α，.:::; 1となる実数とする.

W をP1，P2，・・・ ，Prとα1，α2，.・・ 3α7・によって生成される W ヰ畿とする.このとき任意の z巴Cに対し

て{Wn♂}はn;

ー
Oiの充に弱収束する。

これに対して3厚芝ー高橋[1]は3定理4.1を用いてつぎの定理を証明した.

定理 4.4 Eを一様凸で3一様 G批eaux微分可能なノルムをもっBanaβh空間とし， 0をEの閉凸集合

とする • Tl， Tz，・・・ ，Trを ni=lF(Ti)手ゆとなる C上の非拡大卒像とし3α1，0:2，...，αrを 0<向<1 

(i = 1，2ぃ・，7' 1)，0<αr :::; 1となる実数とする.WをT1，T2，・・・ ，Trとα1，α2，・・・ 3α7・によって生成

される W 写像とする.このとき3任意の Xl= X εCに対して

Xn+l = snX十 (l-sn)Wxn (n口 1，2，・ー)， 

0さA三1，忠弘ん=0，玄Isn+1-snl <∞， Lsnロ∞

で定義される点列 {Xn}は ni=lF(お)の点 zに強叙束する.ここで，Pxロ zとすると，P は Cから

べ=lF(T;)の上へのサニー非拡大retractionである.
この定理を凸制約問題に応用するとつぎの形になる.

定理 4.5 E を一様凸で3一様G批eaux微分可能なノルムをもっ Banach空関とし， 0をEの閉凸集合

とする • 01，02γ ・・ ，Orをのi=lOi子生ゆとなる Cの非拡大retracおとし，P1，P2，・・・ ，P，.をそれぞれ Cか

ら01，02ぃ・・ ，Orの上への非拡大retrac七ionsとする.α1，α2，.・・ 3αγ を0<αγ <l('i 1，2，..，，7'-1)， 

0<αr :::; 1 となる実数とし ， W を P1 ， P2 ぃ・ • ，Prとα1，α2，・・1αrによって生成される W ヰ像とする.こ

のとき3任意の X1= X E 0に対して

Xn+1 = snx十 (1 sn)Wxn (n = 1，2， ...)， 

0さ仇51，J込snコ 0，L Isn+1 -snl <∞， Lsn口∞
n=l n=l 

で定義される点列 {Xn}は ni=10iの点 zに強収束する.ここで，PX= zとすると，PはCからベーOi
の上へのサニー非拡大reむactionである.
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Abstract 

We give a necessary and sufficient condition for a translation semigroup to be 
supercyclic in a weighもedfunction space. 

1 Introduction 

For a strongly continuous semigroup {T(t)} on a Banach space X， w. Desch et al.[l] 
investigated the conditions of a semigroup to be hypercyclic， where a semigroup is called 
to be hypercyclic ifthere exists x E X such that {T(t)x I t三O}is dense in x. In [1] they 
considered the translatiori semigro叩 ona weighted function space ~(I) or Co，p(I) (1 is 
an interval [0，∞) or (-∞，∞) )出aspecial case and they gave a necessary and su自cient
condition to be hypercyclic. The hypercyclic semigroup is called to be chaotic if in addition 
the set ofperiodic points is dense in X. In [5]， M. Yamada and F. Takeo gave a necessary 
and sufficient condition to be chaotic forthe translation semigroup on a weighted function 
space ~(I) or Co，p(I). When there exists x E X such that {cT(t)x I t三0，c E JR} is 
dense in X， the semigroup is called to be supercyc1ic [4]. In this paper， we investigate 
the property of a supercyc1ic semigroup on a Banach space and show that the translation 
semigroup on a weighted. function space ~(I) or C1ω(I) is always supercyclic if 1 is an 
interval [0，∞). For 1 = (-∞?∞)， the semigroup is not always supercyclic， and so we 
give a necessary and su自cientcondition to be supercyc1ic for the translation semigroup 
on a weighted function space L~ (I) or Co，p(I) for 1口(-∞，∞)• 

2 Preliminaries 

We shall give some definitions and known resu1ts about hypercyc1ic and chaotic translation 
semigroups on a weighted function space. 
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Definition 1. (凶)A strongly continuous semigro叩 {T(t)}is ealled s叩ercyclic(resp. 
hypercyclic) if there exists x E X such that {cT(t)x 1 t之0，c ε1R} (resp. {T(t):z; 1 t三O}) 
is dense in X. A strongly continuous semigro叩 {T(t)}is called chαotic if {T(t)} is hy-
percyclic and the set of periodic points Xp = {x E X 1ヨt> 0 s.t. T(t)x = x} is dense in 
X. 

Definition 2. ([1]) Let 1 be the interval [0，∞) or (一∞，∞).By an admissible weight 
function on 1 we mean a measurable functionρ:1 →1R satisfying the conditions: 
(i)ρ(x) > 0 for all x E 1; 
(ii) there exist constants 1げと 1and ωE  1R such that ρ(x) :=:; 1¥11 e叫ρ(t十x)for all x E 1 
and t > 0: 

With an admissible weight function、weconstruct the following function spaces: 

巧川={u: 1→<c 1 u m…吋印刷dア<∞)

with Ilull = (llu川叶t，
CO，p(1うC)= ~ u: 1 →C 1 u continuous， li中 ρ(ァ)u(ァ)= 0 ~ 

T-tヱ00

with Ilull = sup lu(ァ)1ρ(ァ). 
TEI 

Vv'e consider a translαtion semigroup {T(t)} with parameter t > 0 such as [T(t)u](ァ)= 
1J，(ア十t)for u E Co，p(I) or I{(1). When ρ(ァ)= 1， weighted function spaces are equal 
to LP or CO and the hypercyclicity of the translation semigroup doesn't occur， since the 
norm of T(t) is equal to 1 for all t三oin V or CO・Necessaryand su伍cientconditions 
for the translation semigroup in L~ or Co，p to be hypercyclic and to be chaotic are known 
as follows. 

Theorem A [1]. Let X be L~(I) or Co，p(I) withαηαdmissible weight function ρ. 
Then the following (1)αηd (2)α陀 equzvαler北

(1) The translation semigroup {T(t)} in X is hypercyclic; 

(2) (i) 1f 1口 [0，∞Lthen lim inft→∞p(t) = 0 holds 
(ii) 1f 1 = (-∞，∞): then for eαch e E喪 thereexistsαsequence {tj }tl (tj→∞ 
αsJ →∞) of positive real numbers such thαt 

limρ(tj十 e)= ~im p(ーち十e)= O. 
3→∞ 3→∞ 

Theorem B [5]. Let 1 = (-∞ヲ∞)(resp. 1 = [0，∞))αηd let X be L~(I). The 
trαηslation semigroup {T(t)} is chaotic ~f αηd only if for all e > 0αndforαIII > 0， there 
exists P > 0 such that 

乞 ρ(l十日)< e (resp乞p(l+ nP) < e 1 
nEiZ¥{O}¥/  
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Theorem C [5]. Let 1 = (-∞，∞) (γe3p. 1 = [0，∞)) and let X be Co，p(I). Then 
the followingαssertionsα陀 equ2Vαlent:

(i) the translation semigro叩{Jr(t)}in X is chαotic; 

(ii) forαII e > 0αnd forαIII > 0， tl問胃eexists P > 0 such thαt 
ρ(l十nP)<ε forαllnEZ¥{O} (resp.ηεN); 

(iii) there exists {li}~l C lR+ωhose limit is infinity， such thαt forαlle>Oαnd forαII 
tεN， there exists P > 0 such that p( li十ηP)< e forαIIηEZ¥{O} (resp.η巴N).

3 Supercyclic semigroups 

In this section， we shall give a necessary and su罰cientcondition for the translation semi-
group to be supercyclic. In the first subsection we consider a semigroup on a Banach 

spaceヲandin the next subsection we treat a translation semigroup on weighted function 
spaces. 

3.1 Supercyclic semigroup on a Banach space 

The next lemma is useful in proving the following lemma. 

Lemma 1. Let X be αsepαrable inβnite dimensional Bαηαch spαce. Suppose thαt {Jr(t)} 
is supercyclic， i. e. there exists x εX such thαt the set {cJr( t)x I tど0，c εlR} is dense in 
X. Then the set {cJr(t)x I tど3，C E lR} isαlso dense in X for αll3どO.

Proof. Assume there exists 30三osuch that A = {cJr(t)x I t三so，c E lR} is not dense in 
X. By the assumption， there exists a bounded open set U such that U n A =ゆ.Then 
we have 

X 口{cJr(t)xI t三0，c E lR} 
{cJr(t)x I tどso，c ε喪}U {cJr(t)x 10三t~ 30， C εlR} 

:¥fote that U c {cJr(t)x I 0 ~ t三30，C E lR} because U has no intersection with A. By 
the definition of semigroup， if there exists to > 0 such that Jr(to)x = 0 then Jr(t)x = 0 
for all tどto・ 80we have Jr(t)xチofor all t > 0 since the set {cJr(t)x I t三0，c E lR} 
is dense in X. Considering that Jr(t)x is continuous with t and Jr(t)xチofor all t > 0， 
there exists ffil， ffi2巴lRsuch that 0 < ffil 三 {IIJr(t)xllI 0三t三30} ~ ffi2・ 8ince
U is bounded， there exists M 三osuch that Ilyll ~ M for any y E U. We h泊av刊eU C 
(ドいぽ引(作巾)xI 0 三t三拘九川川州，Iぷ訓|い同clι1三託針}.Cωons蜘蜘m叩叫(tい?川C州州x[ト一託託?点拍若却i片 σ仰(t例tの巾)x
X. Then the image is compact since the set [0， so] x [-~ ， ~] is compact. It means U is 
compact， i.e. X is五nitedimensional， which contradicts that X is infinite dimensional.口

Lemma 2. Let {Jr(t) I tどO}be αstrongly continuous lineαr semzgro叩 onαsepαrable
Bαηαch spαce X. Then the followingαre equivalent: 

(1) {Jr(t)} is s叩ercyclic;
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(2) forαII y，Z εXαndαIIε> 0， there exists v E X， t > 0αnd c E R such that 
lIy-vll<εαnd Ilz -cT(t)vll <ε; 
(3) for αII y， z E X， αIIε>0αηd for alllさ0，there exists v εX， t> l αnd c εR such 
thαtlly-vll<εαnd IIz… cT(t)vll <町
(4) for αII e > 0 there existsαdense subset D c X such thαt forαII z E D there exists 
αdense subset D' c X such thαt forαlly 巴D'there exists v E X， t> 0αnd c E R such 
that Ily-州<εαndIIz -cT(t)vll <ε， 

Proof. (1) implies (3): Let {cT(t)x 1 tと0，C εR} be dense in X. By Lemma 1， for any 
y， z E X and any l三0，there exists s > 0 and Cl E 1忠suchthat lIy c1T(s)xll <ムand
there exists u > s十land C2εR such that Ilz… c2T(u)xll <ε. Put v = c1T(s)x. Then 
we have the first inequality. Put t = u -s > l and C =告.Then we have the second 
inequality. 
(3) implies (2): It is obvious. 
(2) imp1ies (1): The proofis similar to the proofin the case ofhypercyclic. Let {Zl' Z2， Z3，・・・}
be a dense sequence in X and we construct sequences {yl' Y2， Y3， . . . } c X， {t1， t2， t3， .・・}c
[0，∞) and {C1，C2，C3，...} C (一∞，∞)inductively: 
put Y1口 Zl，t1=0，Clロ1;
for n > 1 find Yn， tncn such that 

11 Yn -Yn-111 :::; 

Ilzn -cnT(九)Ynll

、
•• 
E
〉
E

，dn
 

く.q
，u 
<一1tA
 

ど
川4L
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‘、
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-
q
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c
 

r
a
g《
az
、
DA 
U
 
Da 

and (la) 

(lb) < 2-n. 

Since (la) imp1ies IIYn -Y，π-111 :::; 2ーへ thesequence {Yn} has a limit v. By (la) and (lb)， 
we have the following: 

IIzn -CnT(tn)vll :::; IIzn -CnT(tn)Ynll十 IlcnT(tn)1111仇 -Vll 

:::; IIz九n一 C九nT
守

(tι九ωn)Y'仇nll
η一z

:::; 2-n + licnT(tn)II~~叶 11

<2-n+2Zn十12-2= 2-n十1

Given z εX and ε> 0， there exists an arbitrarily large n such that Ilzn -zll < ~ 
Choosing n large enough satisfying 2一川1<5，wehave 

IIc臼nT(t九ωπn)μυ一zll 三11ヤz一z布刈nバ11十 //z，九n一C仏nT守(t九n)~
Therefore {cT(t)v 1 t三O，CεR}is dense in X. 
(2) implies (4): It is obvious. 
(4) implies (2): The proof is similar to七hecase of hypercyclic. Let e > 0 and y， z E X. 
Since D and D' is dense， we can pick z'εD and y' E D' such that IIz -z'lI < ~ and 
/lY -Y'I/ < ~・ Wechoose v， t and C according to (4) with ~， y'， z' instead of e， y， z and 
obtain 

11 cT ( t ) v -z 11 :::; 11 cT ( t ) v -z' 11 + 11 z' -，-z 11 <ム
IIv -YII :::; IIv -y'lI十 IIY'-YII <ε. 

ロ
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3.2 Supercyclic translation semigroups on a separable Banach 

spaceぅvj;and Co，p 
Let 1 be the interval [0，∞) or (-∞?∞) and p be an. admissible weight function. We 
shall give a necessary and su部cientcondition for the七ranslationsemigroup in l{(I) and 
Cω(1) to be supercyclic. 

At first we shall quote the lemma， which is needed to prove the following theorem. 

Lemma 3. [1] Let 1 be the interval (一∞，∞)or [0，∞)αndρbe an admissible weight 
function on 1. 1f ω>  0， then there existsαconstαηt lYI1 > 0 such thαt the inequality 
N}l p(σ)三ρ(ァ)~ M1P(σ+ 1) holds forα旬 1>0，αnyσE1 αnd anyγE[σ，σ十l]・

By using the lemma， we give the following necessary and su伍cientcondition for super同
cvclic. 

Theorem 1. Let X be the spαce L~(1) or Co，p(1) andρbe αηαdmissible weight function. 
Let {T(t)} be αtranslation semigro叩 onX. Then the followingαssertions hold: 

(1) 1f 1 [0， (0)， then {T(t)} is supercyclic; 

(2) 1f 1 = (-∞，∞)， then {T(t)} is supercyclicザωdonlyザthereexistsαsequence 
{tj}t1 (tj→∞) such that limj→∞ρ(tj + O)p( -tj十0)= 0 for eαch 0巴喪y

Proof (1) Let Xo be the set of all x巴X such that the support of x is compact. For 
1 2: 0， let X[ be the set of all x巴X such that for each ε> 0， there exists some ωEX  
and t > 1 such that IIT(t)ω-xll <ε. In the both cases X = l{(I) and X 口 Co，p(I)ヲ
we can prove that Xo is dense in X. For any 1ど0，X = X[ holds. We use Lemma 2(4) 
with D = Xl and D' = Xo・Forany y巴Xo，there exists t1 > 0 such that for any s > t1 
IIT(s)yll = O. Put 1 = t1 and pick any z巴 Xl. For ε> 0， there exists w' E X and 

t > t1悶 hthat IIT(t)ω'-zll <ご Put c = 11ヂ1andω=j台市 Then IIT(t)w' -zll = 
IIcT(t)ω-zll <εand Ilwll E ~εhold. Put v = Y十ω.We have JJy -vJl = IJwlJ ~ε 
and IIz -cT(t)vll三Ilz-cT(t)ω11十 IIcT(t)ω-cT(t)叶1<ε 十 IIcT(t)yll口 ε.By Lemma 
2(4)， {T(t)} is s叩 ercyclic.
(2) We suppose X = l{(1， C). In the case X = Co，p(1， C)， we can prove in a similar 
way. 
(宇)Let {T(t)} be supercyclic. We will show limj→∞ρ(tj + 0)ρ(-tj + 0)口 O.
Fix any 0巴K Let y， z E X be functions with compact support C [0，0十l](1 > 0) and 
U三0，z ~ O，lIyll = Ilzll口1.By Lemma 2， for any ε> 0 there exists ve E X， te > 0 
and Ce > 0 such that IIceT(te)叫-zll <εand Ilve -yll <ε. Put W1 = V~[6，0+11 and 

ω2 = vel[6十te，6+I:He 1・
We canshow thefollowing: 

(ilT(th()  
Ilyll-1Iω111 <ε(b)  
11ω211 <ε(c)  
IIzll -IlceT(te)ω211 <ε. (d) 
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By Lemma 3 and the above (a)ω( d)， there exists some constant lvI such thatε2P > 
(吋234MMIfε 岡山七00伽 1p( ()一九)ρ(()十九)tends to 0 
(キ)Assume for each () E JR， there exists a sequence {tj} whose limit tends to∞such 
that limj→∞ρ(tj十())ρ(-tj+ ()) = O. Let y and z be any functions with compact support， 
[() -l， ()] ( () E JR， l > 0). By assumption and Lemma 3， for any ε> 0， there exists tj > l 

and the cons七antsM > 0 such刷 ρ(い ())p(ーい0)<JijfJJGIP
Put 

(Y(T) TE[()-l，()] 
Vj(ァ)= < Aj" z(ァ-tj) ァε[tj十()-l， tj十()]
I 0 otherwise 

and Cj =む where Aj口 (iiziJdb:LO))F
By Lemma 3 and the above inequality， we have Ilvj -yW < E and IIcjT(tj)vj -zW < E， 
therefore {T(t)} is supercyclic by Lemma 2. 口
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Convergence to the limit set of lhiear cellular 

automata 

Mie Matsuto and Fukiko Takeo 

Ochanomizu U niversity 

1 Introd uction 

A cellular antomaton consists of a finite-dimensionallattice of sites、eachof which 

takes an element of a finite set 7LM = {O‘1，... ，.1iJ -1} (.il1 E 7L十)of integers at each 
time step and the valne of each site at time t + 1 E 7L+ is detennined as a function 
L of the valnes of the neighbouring sites at time t. 
Concernillg孔linearcellnlar automata rule L with AJ口 2うS.J. ¥VillSOll considered 
the subset of a product space 7Ld x 7L十 whichconsists of sites t.aking the stat.e 1 up 
to time 2n with all illitial cOllfignratioll ，ム that.is‘ 

Iピ(凡ω)口{(・.1:， t) E 7Ld x 7L+ I 0三t三2へ(Lt叫(;r)= 1}. 

He showed that a 1日i凶 t白ο.ofB.ピ"(rη1‘パiんぷ斗?ウ)cωO 
I¥:むnra拭拭tοOτ羽'Vγsk王ilimi社t白 札出ndt白hatthe limit set does not depend on an initial configuration. 

As an extensioll of the above resnlt， S. Takahashi considered the limit set in the case 
J1 = 1/ (p is prime怠lld7' E 7L+). sy cOllsideri時 theset J( (n， o) (the COll長guratioll
O takes 1 at the origin alld takes 0 at other sites) of sites takillg llonzero state up to 
pn _ 1， that is‘ 

Iピ(凡O)ロ {(x，t) E 7Ld x 7L+ 10:::; t:::; pn -1， (L1O)(.'/:) '1= O}. 

He showed the existence of the limit則 of{や虫}.}¥.loreover he inve 
set of sites which takes the state b (b口 lj，...J-1)

J(b(凡 o)口{(;];， t) E 7Ld x 7L+ I 0 :::; t :::; pn -1ち (LtO)(;r)= b} 

alld 山仇羽i¥Ve削?吋仙e仙d山t恥 白位凶m山cl也剖istはt叩附町C閃eo仇fa liI加加凶.n叫山1討i
III [山1リj‘wecon副 erseries LtωIIp to time pn as a 凸1肘 tpionh(ω)with A1口 p，where 
p h a pr i m e i 批eger λ lld show the converge 恥 e of ギ叫山.シh刈叫nバ山2ベ小(しL凶吋ん
Let T be an operator from れ(ω) tO~'n+l (w) and 9 be a 1日III江m出'1吐iはi社tf白川1I町tionofl;¥刈叫nバn(，ベ小(もL叫ん
poぬi批乱wisetopology. ¥Ve verify that 9 is T-i即 ariantand that. 9 (an llpper envelope 
of g) is a scalar 山由ipleof a characteristic function of the limit set of {J( (nμ!) /pn}. 
In order to investigate the topology which {ψn(ω)} converges to ιwe consider the 
space USC of all 7Lpベraluedupper semi-COllt.inuous functiolls and the metric D f on 
USC丘ndverify that {や山i)}converge to .cJ with respect to D f' 
1羽礼M匂eeのxt阜判e円ndthe resul抗tabove to the cas問emod p1" and we show the ex討lS坑tenceof the 

lir出1
of {.z;ピ山b(n. L心μ!)hlつan凶dtl悶 i五iη凶 t 合f五11llC吋目吋tioll
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topology 

¥Ve 白五町 adωdimellsiollalpl'-state linea.r cellularαutomαtα(LCA) as follows: 
Let p be a prillle llUlllbe1' alld let P be the set of all co凶 guratiollSα:Zd→z/pl' 
with COlllpact suppo1't. 九九Tedefille t5 E P as 

pointwise The convergence in the 2 

z口 o
z チO.

1
i
n
u
 

r
i
J
t
l
t
 

一一
、、ss''r
 

zu 

(2.1) 

Let L:P→P lllod p1・bea lillea1' t1'allsitioll 1'ule as follows: 

fo1' αε?‘ 山)(;r) =乞αバ川 A;j)
jEG 

¥¥'he1'e G is a finite snbset of Z with ~G 三 2 キ kj E Zd (jεG) is a lleighbouri珂 site
of o1'igi払 D:kE 7Lp"¥{O} alld the sUllunatioll L: is taken as the sumlllation with lllod 

Let 

Xnz{(44)巴lR.dX伊，1] I ;1: E Zd， t巴z+，OS t S pn} 
p" p" 

for n巴Z十札lldpnt 

q口{{'E Zd I (Lj t5) (e)チO}

fo1' j E z+・
Defille a lllap '<<'n f1'o111 P to the fnnction space on lR.d x [0‘1] fo1' α巴Pand n巴7L+
hr 

if (か去)巴 ~Yn ，
if (去手)E (1配1X [0，1])¥Xn (山(付

)= { (V~(;r) 

制 alllap Sl.j: lR.d x [0， 1]→lR.d X [*ザ]by 

:t¥.，fj  
St，j(;1:， t) = (ニ‘一)+ (で?ー). 

p PP'  P 

Fo1'乱 f1悶11山1

hv 

(Ljpト 1t5)(e)g(S~](払 q))芝;
CEGjpr-l 

Tg(払q)

for j<q三千 with0 S j臼ー 1and 

Tg(y‘0) = g(py， 0). 

州

6
4
0
0
 

¥Ve can show the following theo1'elll. 



Theorem 2.1. Forα巴Pwithα(0) =1= 0， we hωe the folloωmgαssertioη¥8: 

(1) The seqv，eηce {九(α)}converges toαfunction 0η ]Rd X [0、11in the pointwise 
topology. 

(2) The limit jnnctioηgα of the sequence {ψn(α)} in the pointwi，号etopology is T“ 
l.nvαnαnt， that is， Tgα口 gα・

(3) A8 for the limit jnnctions g8 and ga of {山 (o)}and {t!・n(α)}re8pectively・ωθ
haveα(0)g8 = ga 

3 The space of 7lpr聞valuedupper semi continuous 

functions 

1n this section ‘ we shall introduce two 111 θ trics df 、Df i泊nthe sp 乱ce of 'Zpr'γ柑伺ベ'べ1γ7司叫aln日ed
1れlppers問削eI口凶1

space 0ぱfZ為p〆〆r川‘
1口lpperse円11悶111-(仁:ontinuonsfnnctions ll1e 乱旧n1口lppe町rSel口11凶1吋1-イcontinum口lSfl111ctions e刊ll1bedιd θ d 

ill )RωベV，仇叫a1nedf自llllctionSp 札ces. For fl1nctiollS f ぅ 9 E USC， the order・f 三9 is defined 
by f(y、q)三孔ぃq)for ally (払q)εlR.dX [0、1]by cOllsiderillg Zp" as a sllbset of IR. 
For fUllctions {fλ}λε，¥ C USC having an叩 perbOllnd. 1et 

gl (y， q) = illf{q(払q)I 9巴USc'g三hfor ally入ε九}

乱lld

の(y，q) = illf{fλ(払q)I入EA}. 

Then g1 allcl g2 belong to USC and g1 is the 1east 1口1ppe灯rbound f凸加11山1I山1
g仇2is the greatest 10wer bound function八fλinUSC. 80 tl日 spaceUSC is an order 
cOll1plete 1attice. 

Let J( be a cOll1pact sllbset of)Rd X [0‘1] and (:1)0， qo) be a 1刈凶 of(]Rd X [0‘1])¥1(. 
Let 

USCIK = {g E USC I support of 9 C 1(}. 

sy llsi時 theHausdor官distanceD(A， B) of non-ell1pty cOll1pact sets A and s in 
lR.d X [0，1]. we shall define the pseucloclista肘 eDo{iL s) of A. and s in lR.d x [0，1] by 

Do(A.， s) = D(A. U {(仰の)}句BU {(yo，qo)}) 

乱凶 metricsdf‘Df in USCIK as follows: 

dj(g1，g2) = ll1ax1:::;j壬〆-1DO

Dj(gl' g2)口 ma.X1:::;.~:::;p"-l Do (g]1 [8+]句。;-1[8+])‘ 

for g1，g2巴 USCIKぅwhereg-1 [8+] = {(.1:‘t) I g(・にめど s}and g] 1 (j) is the clos川 e
of the set訂1(j)口 {(:l¥t)I g(;l;， t) = j}. It is easy to see that df札ndD j satisfy the 
axioms of metric in USCIK. Then the following theorem holds. 

つ白。。



Theorel11 3.1 ([1]). For {ん}C USCIK， suppose df(fn，fm)→Gαs n、m→∞-
Let 9 =八二1Vn叫ん.Then we hαve 

Df{!n，g)→0α.9 n→∞. 

4 Results 

U sing the metrics d f and D f in Section 3‘we consider the convergence of {仇(α)}手r
to the lil1lit set. 

Defil1itiol1 1. An elel1lent j εG is prim.e ifαj/p ~ Z+・

vVe have the following theorem by Theorem 3.1. 

Theorel11 4.1. Let the set G in (2.1) 'with m.od i・hωeαtlea8t 加.10prime elements. 
Forαnonzeroαε P. wehαυ 

(1) dfCon(α) ，山(α))→0ω 凡 m→∞.

(2) P叫ん=八 V4'n+I'-1(α)ωhere八αmdV are la伽 operationsin USC 
k>l n>k 

Then we have 

Df(ψn(α)笥ん)→ 0 α8 n -→。C.

Put 

J{f (η，O) = {(.1人t)巴ZxZ十 lo::;t::;pn 1、LIO(;r:)=1= 0 (mod pf)} 

for f E {L2，...‘け an

}j 
λハ I{f(凡 O)
一一-

kzIn>k p 

which is the limit set in the sense of the Knratowski limit. Let 9 be the upper 
envelope of ιthat is、

企(;1¥t)口 inf{φ(ιt)I<TεUSC‘。(示、t)どg(ιt)}.

The followi時 theoremshows the relation al1long the limit set }j‘g6 in Theorem 2.1 
and八こ1Vn>んどいドdO)‘whichis the 1日1m凶i抗tfu悶un肘1
Theorel11 4.2. Suppose that the oget G definedα8 (2.1) hαsαt leαst two prime ele醐
ment8. Let the functioηgo be defined by g(j(y‘q)口 limn→∞(れ(O))(払q).
Theη 

g6 

αηd 

玄 (pr 一1件/-ト刊門一斗1ワ)11i¥υ4北屯必f乞ιιJふJlfl
1<壬;f:壬::;1'

x 

山口八Vω-1 (O) 
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For α口 α(:r)E P‘put 
Gα= {;r E Z I o，(;r) i-O} 

Let Tx: P…+ P be a shift operator s11ch that 

九α(y)=α(y -;r). 

The following theorem shows the re1ation amo時 the1imit set li， 9αin Theorem 
2.1 and八之1Vn>んや時r-l(α). ¥Vhi1e the upper enve10pe of 9a depends on on1y the 
va1ueα(0) ，八二1vn>dn十r-da)depends on all va1uesα(;r)(x E Z). 80 9a is not 
necessarily eqna1 to入LVn>Jγ叶バ(α)and we have the flお01日10側羽，Wl泊n

T、heorem4ふ Supp08ethαt the 8et G definedα8 (2.1) hα8 at leα8t two prime e1-
ement8. Forα巴P withα(0)口 kpjfor kjp ~ Z十 αndj E {O， 1，...‘γ-1}: put 
9a(払q)= 1imn→∞(引い))(払q).
Then 

αηI，d 
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Prime ideals in H∞十C
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ABSTRACT. It is given an a茄rmativeanswer to the problem on prime 
ideals of H∞十 Cposed by Gorkin and Mortini. 

This is an abstract of the p叩er[5]. 

Let D be the open unit disk in the complex plane. Let Lcx， and H∞ deno七e吐1e
usual Banach algebras on the uni七circleδD. A closed subalgebra B of L∞con七aining
H∞is called a Douglas algebra. We denote by J1II(B)七hemaximal ideal space of B 
and can be viewed部 acompact subset of l¥II(H∞) • 1dentifying each point of D 
with the point evalu凶io叫 wethi出 Das a subset of l¥II(H∞). The smallest Douglas 
algebra， except H∞， is H∞十C，where C denotes七hespace of continuous functions 
onθD， and it is known that J1II(H∞十 C)= AI(H∞)¥D， see [1]. For a subset 
E of J1II(H∞十C)，we denote by E and int E，七heclosure and the interior of E in 
AI(H∞十 C)，respectively. For a function f in H∞十 C，we put 

Z(f) = {(ε J1II(H∞十C);f(()コ O}

and 

{Ifl < 1} = {( E Ji1(H∞十C);If(()1 < 1}. 
Similary， we define the set {fヂO}in the space J1II (H∞十C).
For a sequence {Zj} j in D such七hatLt1 (1 -IZjl) <∞?七hereis the associated 
Blaschke produc七bgiven by 

b(z)こ白二Zjとユ
jz11231 1一吉〆

Then {Zjh is the zeros of b. It is known that Iblニ 1on Ji1(L∞)， see [3]. 
111 this paper， we s七凶ytopological properties of Z (f)， f E H∞十 C，and apply 
七hemto s七udyprime ideals of H∞十 C.

Theorem 1. Let {bn}.n be αsequence of infinite Blαschke products. Let E beαGo-
subset of Ji1(H∞十C)such that U~1 {Ibkl < 1} C E. Then there existsαBlαschke 
product B such that U~l{lbkl < 1} c Z(B) c {IBI < 1} c E. 

「「

υ
0
0
 



Applying Theorem 1， we get similar results obtained in [4] and we have吐1efollowing 
theorem which is出ekey of this paper. 

Theorem 2. Let f E H∞十C，fヂ0αndint Z(f) =/=-o. Let E beω Fu“拘bsetof 
A1(H∞+ C) such that E c int Z (f). Then E n {fヂO}口乱

Applying Theorem 2， we answer the problem posed by Gorkin and Mortini [2， 
Q4]. Let x巴A1(H∞十 C).We denote by J(x) the ideal of functions in H∞十 C
which vanishes in a neighborhood of x. In [2]，七heys七udied七heseideals and posed 
the problem whether J(x) is a prime ideal of H∞十 Cor not. 

Theorem 3. For e悦 γyx巴lVI(H∞+C)， J(x) isαprime ideal of H∞+C. 

Proof Let f，g E H∞十 Csuch th叫 fgE J(x). Then there is an open Fu-subset U 
of M(H∞十 C)such that x E U and 

(1) f 9 = 0 on U. 

To prove our theorem， suppose not， that is， 

(2) f ~ J(x) and 9要J(x).

If f(x)ヂ0，then by (1) we have 9 ιJ(x). 80 we may assume th叫

(3) f(x) = 0 剖ld g(x) = O. 

Let 

(4) Uf = {( E U; f(()ヂO} and Ugコ {(E U;g(()ヂO}.

Then by (2) and (3)， 

(5) x E Uf n Ug. 

8ince U ia an Fu-set， Uf is an Fu-subset of lVI(H∞十C)ヲandby (1) and (4)， Uf c Z(g). 
Then by Theorem 2， Uf n {gヂO}=日.s仙II泊n附1
contradicts (5). 

Let x E lVI(H∞+ C). Then by Newmar内七heorem[6]， J(x) n H∞=  {O} if and 
only if x E 1VI(L∞). By Theorem 3， we have the following corollary. 

Corollary 4. Let x巴M(H∞十 C)¥1VI(L∞). Then J(x) n H∞ '/，sαprime ideal of 
Hベ

-86-



REFERENCES 

[1] .J. Garnett， Bounded Analytic R肌 ctions，Academic Press， New York， 1981. 
[2] P. Gorkin and R. Mortini， Synthsis sets for H∞十 C，preprint. 
[伊問3司]K.Ho狂maねnし?β α η仰α舵ωchSp α ces 0ザIfA'f附Zαalyt託icFl 肌 ction叫b
N‘..J.， 1962. 

[4] K. Izuchi， WIωk infinite po問問。IfBlaschke prod'U，cts， .J. d'Anal. Math. 75(1998)， 
135-154. 
[5] K. Izuchi， Weak infinite prod'u.c1;s of Blαschke prod'u.cts， preprint. 
[6] D..J. Newman， Some remαγks on the mωW1αl ideαl spαce structure of HペAnn.of 
Math. 70(1959)， 48与445.

DEPARTMENT OF MATHEMATICS， N立GATAUNIVERSITY， NIIGATA 950-2181， 
JAPAN 

Eωmailαddγ'ess: izuchi@m抗h.sc.niigataωu.ac.jp

ワ
ioo 



On Closedness of the Range of the Generator of a 
00帽semigroup

Shizuo Miyajima 

Dept.ofMa七h.，Faculty of Science， Science Univ. of Tokyo 

Abstract. An elementary proof ofもhefollowing knownもheo1'emis pr田ented七od1'aw attention 

七o七hecharacte1'ization p1'oblem of七heclosedn田sof七herange of a gene1'a七or:“abounded Co-

semig1'oup is unifo1'mly mean e1'godic if and only if出e1'叩geof its generator is closed." 

初めに，この報告に於いては有界線型作用素のなす Co-半群〈強連続半群)のみ扱い，それらを単

に「半群Jと書く場合もあることをお断りしておきたい.

さて.Banach空間X上の半群理論に於いては.Co輔半群 {T(t)}吃oとその gene1'ato1'C生成作用

素)Aまたはその1'esolven七R(入，A)は緊密に結びついている (Hille-Yosidaの理論).そして，半群
{T(t)}色。の性質をAまたはR(入，A)の性質で特徴付けることがよく行われる.伊iえば.{T(t)}t三oが

縮小半群 CIIT(t)II:::; 1， '<Itと0)であることは.Aがm・dissip凶iveであることや.IIR(入，A)II:::;1/入
('<1入>0)で特徴付けられる.また.T(t)がBanachla抗ice上の煩序保存作用素(positivityprese1'ving 

ope1'a七01')となることがAについてのめs七r配もKato'sinequali七yを含む条件で特徴付けられること

(W. A1'end七)も知られている.これらの事柄については問や [3]を参照していただきたい.

今述べたことは，半群の性質から出発して，それを生成作用素についての性質で置き換えるとい

う方向である.これは，半群が発展方程式du(t)jdt=二 Au(t)の初期値問題の解を与えるということ
からすれば，この方程式の解についての性質から出発するということであり，自然なものである.し

かしながら，理論的には半群と生成作用素は 1:1に対応しており，どちらが主体ということもない

ので.Aの作用素論的な性質を半群の性質で特徴付けるという問題も問機に考えられてよい.

そこで，手始めに Aが単射であるという性質を考えてみよう.

λf(A)でAの核 (nullspace)を表すと.x EN(A)はT(t)x= x ('<Itど0)と同等であることが分

かっているので.Aが単射であることは r{T(t)}吃oの不動点がOだけであるJという半群の性質
で特徴付けられることになる.

それでは次に Aが全射であることをもう少し一般化した.IAが閉値域を持つJという性質に対応
する半群の性質は何かという問題を考えよう.

{T(t)}t;:::oは最初に述べたとおり Aを生成作用素とする X上の Co開半群とするが，記号を整理し
ておこう.まず.Aの定義域 D(A)は

D(A):={MX13b(T(巾-x)/t} (1) 

で与えられ.x E D(A)に対して
T(t)x -x 

Ax:= lim一一一一一一
t!O t 

である.そして.x E D(A)ならば t主0に対して T(t)xE D(A)であり，

JZT(t)Z二 T(t)Ax= AT(t)x (3) 
dt 

が成り立つことは容易に分かる.N(A)は前に述べた通り Aのnullsp邸 eを表し.1之(A)でAの植

域(1'ange)を表す.また.N(A*)，冗(AつでそれぞれAのconjuga七eope1'ator A *のnullsp配 eと

値域を表す.

。)

。。
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Z ヱ AyE冗(A)であることの {T(t)}t討にとっての意味を考える上で重要なのは.(3)から導か

れる次の式である:
{trnf_¥ 1 {trnf_¥A_ L T(t)y-y 
zAT(s)zhy(s)AUdsー γ(4)

この式から，もし {T(t)h::::oが有界 (i.e.，SUPt>o IIT(t)II <∞)ならば.xE冗(A)のときT(t)xの
C白むo平均 (1ft)后T(s)xds はt→∞で 0にノルム収束する，という著しい性質を持つことが分
かる.このことから，以下に於いては {T(t)}t却は有界と仮定しておくことにする.

さて，生成作用素Aの閉値域性について，講演特には検索できていなかったのであるが，その後

次の結果が知られていることが判明した.

Theorem 1 ([2] Chap七er5， (4) Banach空間X上の有界なco-半群 {T(t)}tとoの生成作用素を
Aとすると.Aの値域冗(A)が閉であることは C叫，ro平均 tJ~T(s) dsがある有界作用素にノル
ム収束すること (uniformmean ergodici七，y)に関儲である.

この定理から次の系が容易に得られる.

Corollary 2上の定理と同じ仮定の下で.0がAの1・出olven七回七に属するための必要十分条件は，

{T(t)}t三oの不動点がOだけであり，かっ Cesaro平均が0にノルム収束することである.

Remark.後の Lemma6を用いれば.Aが全射であるための条件は上の系の条件と問ーであること
が分かる.

これらの結果において.{T(t)}t三oの有界性の仮定は crucialであるが，この仮定なしで一般的に

生成作用素Aの期信域性を {T(t)}t言。の性質で特徴付ける問題はなかなか国難で，まだ未解決と思

われる.

半群が解析的な場合についての部分的な結果以外に，一般の場合についてはまだ報告できるよう

なことは得られていないので，ここでは Theorem1の.Banach空間論の基本定理にのみ基づく，

elementary proofを与えることにする.([2]に載っている Theorem1の証明は.N(A)十冗(A)が閉

であることを使っているが，証明はされていないようである.) 

有界な半群 {T(t)h::::oの生成作用素Aについて次の補題を準備しておく.

Lemma 3 N(A)η冗(A)ェ {O}.

Proof. x ENい)n冗(A)とすると.x EN(A)より ZはT(t)x(=x)のCesaro平均に常に等しい
が，一方 (4)1こより，この平均は t→∞で Oに収束するから.xニ Oとなる.ロ

Lemma 4λf(A*) n冗(A*)= {O}. 

Proof. f =コA*g(f，g E D(A*))に対して.weak* in七egr叫の意味で.(4)と同様な

rt ，.，，*{~\ r .J~ _ 1 rt ，.，，*{~\ A* ~.J~ _ T(t)事g-g 
て IT*(s)fds= ~ I T本(s)A*gds=一一一-
b JO b JO b 

が成り立つので，部補題と問様にして示される.口

Lemma 5冗(A)closedゃ=争冗(A)+λf(A) closed. 
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Proof.幾何学的に述べれば.N(A)と冗(A)がOでない角度で交わっている，ということなのであ

るが.M:= SUPt>o IIT(t)11として.Xl E N(A)， X2 E冗(A)として

IIX111 ::; M IIXl +ぬ11

が成り立つことを使えば容易に示される.この不等式は T(S)(Xl十町)=町+T(s)ぬから導かれる

IIX111 ::; + 1I1t T(s)(日 2)dS11 + + 111t T(似 sll
と(却を使えば得られる.。

Lemma 6 冗(A)closed ~斗冗(A)EDλf(A)コ x.

Proof.前補題から<tは明らかなので，坊のみ示せばよい.党(A)が閉とすると，間値域定理から

冗(Aつも閉で.R(A*) =λf(A)ムが成り立つ.従って.Lemma4より

(冗(A)+λf(A))よ CR(A)-L n N(A)ム λf(A本)n冗(A*)= 0 

が分かる.前捕題からλf(A)十冗(A)は関だったので.N(A)十冗(A)=Xが示された.口

Lemma6が得られればTheorem1の証明は容易である.実際.Aが窮値域として {T(t)hミoが

uniformly mean ergodicであることを示すには，N(A) ED記(A)=Xと関写像定理によって，ある

定数C>Oがあって，任意のxE1之(A)に対してlIyll::; CllxllをみたすUε冗(A)でx=Ayとな
るものが存症することに注意して (4)を使えばよい.殺に {T(t)h討がuniformlymean ergodicと

し.Cesaro平均の極鰻を Pとしよう.このとき，N(P)と冗(P)がともに {T(t)}t討について不
変なので，開題をこれらの空間のおのおので考えればよい.しかし冗(P)上では T(t)= 1 (Vt三 0)
なので，こちらの空間上では生成作用禁の値域は {O}.従って，N(P)上でのみ考えればよい.これ
は最初からp=oと仮定して記(A)が簡であることを示せばよいということである.そこでそのよ
うに仮定しておくと，あるお >0で 11(l/to)足。T(s)dsll < 1/2をみたすものが存在することにな
る.このとき xE D(A)に対して
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であるが，

11
to 

(T(s)x引 sll= 11ぱ1
to

1
8 

::; 1to勾to18ρμ8九1)冶lλM川lげ叫叫剛4列刊巾仙11μ仰|凶凶Ax州Z
一 t唱oMIμ!凶Axlli 

であることも容易に分かる (M:ご SUPt~OIIT(t) 11).よって，x E D(A)に対して IIxll::; to M IIAxll 
が得られて，Aの間値域性が示される.
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